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Abstrakt: Tato bakalarska praca stavia na vysledku, ktory ndm vravi, Ze vela
tried grafov - konkrétne triedy s obmedzenou expanziou - mé vlastnosti zjed-
nodusujice rozhodovanie grafovych problémov definovatelnych v logike prvého
radu. Délezitym prikladom takého problému je izomorfizmus podgrafov. Cielom
tejto prace je implementovat a otestovat navrhnuty algoritmus pro tento problém
(ktory ma linedrnu ¢asovu zlozitost vzhledem k velkosti grafu, v ktorom hladame
podgraf).
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Uvod

V praxi sa Casto stretavame s modelmi skutocnosti, ktoré pouzivaju grafy. Kon-
krétny problém, ktory potrebujeme vyrieSit, potom ¢asto mozme previest na
nejaka zo standardnych grafovych tloh. Jednou z takychto tloh je zistenie, ¢i
dany graf obsahuje dany podgraf - problém izomorfizmu podgrafov.

Tento problém mé bohaté aplikicie v rozlicnych oblastiach, od modelovania
molektl, cez strojové ucenie a rozpoznavanie vzorov, az po algoritmy pocitacového
videnia. [I]

Jeho formélna definicia je nasledovna:

Definicia. [2/

Instancia: Grafy G = (V4, Ey), H = (Va, E»).

Zadanie: Obsahuje G podgraf izomorfny H? Inymi slovami, existuju V C Vi,
E C E; a bijekcia f : Vo — V', pre ktoré plati, zZe |V| = |Va|, |E| = |Es| a
{u,v} € By & {f(u), f(v)} € E?

Ako vidime z [2], tento problém je NP-tplny; pravdepodobne teda pre jeho
vSeobecnil inStanciu neexistuje algoritmus s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou.

V stcasnosti zname algoritmy pre problém izomorfizmu podgrafov moézme
rozdelit do troch skupin.

Prvé skupina riesi problém v celej jeho vSeobecnosti.

Patri do nej napriklad trividlny algoritmus zaloZzeny na backtrackingu [3],
ktory mé ¢asovi zlozitost O(|V(G)|VUE!). Prerezdvanim vyhladavacieho stromu
v tomto algoritme dostaneme efektivnejsie pristupy, ako napriklad [3] a [4].

Dalsi klasicky algoritmus, vychadzajtci z detekcie trojuholnikov pomocou né-
sobenia matic, predstavili Nesetiil a Poljak [5]. Tento algoritmus mé ¢asovi zlo-
zitost O(|V(G)|51VE) kde w je exponent maticového nasobenia.

V druhej skupine st stratégie poskytujtice priblizné, ale ¢asto dostatocne dob-
ré rieSenia - neurénové siete, simulované zihanie, alebo genetické algoritmy [I].

V neposlednom rade vieme efektivne riesit niektoré specidlne triedy instancii
tohto problému.

Pripadom, kedy méa H Specificky tvar, sa zaoberaji clanky [6] a [7].

Ak st G a H rovinné grafy a H je pevne dany, existuje algoritmus s caso-
vou zlozitostou O(|V(G)]) [8] (kde multiplikativna konstanta zavisi exponenciélne
na [V(H))).

Pre triedy grafov uzavreté na minory je problém riesitelny v polynomiilnom
case [9], ak je G z takejto triedy a H je pevne dany. Tento vysledok je mozné
roz$irit na triedy grafov s lokdlne zakédzanymi minormi [10].

S tymito triedami st neporovnatelné triedy s obmedzenou stromovou Sirkou,
ktorymi sa zabera [11]. Z hlavného vysledku tohto ¢lanku plynie, Ze pre G s
obmedzenou stromovou Sirkou a H pevne dany je problém izomorfizmu podgrafov
rieSitelny v linedrnom ¢ase vzhladom k velkosti G.

Ak H zostane pevne dané, ale G ma len lokdlne obmedzenu stromovu sirku, da
sa na zéklade ¢lanku [12] dokazat, Zze pre problém existuje algoritmus s ¢asovou
Zozitostou O(|V(G)|*+), a to pre kazdé k > 1.



Do poslednej skupiny patri aj algoritmus vychadzajuaci z vysledkov Nesettila a
Mendeza [14], ktorého implementaciu a spravanie v praxi skiima této bakalarska
praca.

Prva kapitola sa zaobera pojmami a vysledkami z tedrie grafov, ktoré pre
tento algoritmus potrebujeme.

Druhé kapitola popisuje samotnii implementéaciu.

Zaver obsahuje teoretické odhady parametrov algoritmu pre testované vstupy
a ich porovnanie s redlnymi hodnotami.



1. Prehlad potrebnej tedrie

V tejto kapitole sa nachadza struény zoznam definicii a viet, ktoré budeme po-
trebovat v dalsich castiach prace.

Ako bolo spomenuté v iivode, pre triedy grafov uzavreté na minory je problém
izomorfizmu podgrafov jednoduchsi nez vo vSeobecnosti. Snaha o rozsirenie tohto
(a niekolkych dalsich) vysledkov viedla k zavedeniu pojmu triedy s obmedzenou
expanziou. Tento pojem zaviedli Nesetfil a Mendez vo svojich ¢lankoch [13] a [14],
kde poskytli aj algoritmus pre hladanie izomorfnych podgrafov v grafoch, ktoré
patria do takychto tried.

Tento algoritmus vyuziva rozklad grafu G s obmedzenou stromovou hibkou.
Aby sme sa mohli zaoberaf touto problematikou, potrebujeme najskor definovat
nasledovné pojmy:

Definicia. Vzdialenost d(z,y) medzi vrcholmi v a y v grafe je dizka najkrat-
sej cesty spajajucej x a y, alebo oo, ak x a y patria do rozlicnych komponent
suvislosti.

Definicia ([14]). Polomer stvislého grafu G je definovany ako:

G) = mi d :
PG = B 2% 1)

Polomer nesuvislého grafu je maximum z polomerov jeho komponent suvislosti.

Definicia ([14]). H je minor grafu G, ak je H mozné ziskat z G postupnostou
kontrakeii hrdn, odstrdneni hrdn a odstrdneni vrcholov; znacime H < G. Hlb-
ka minoru H grafu G depth(H,G) je najmensi polomer casti G, ktord musime
kontrahovat, aby sme dostali H.

Definicia ([13]). Bud f : N — R. Graf G md expanziu obmedzentu f, ak pre
kazdy G' < G ziskany kontrakciou disjunktného zjednotenia suvislych grafov s
polomerom < r a odstrariovanim vrcholov plati, Ze hranovd hustota G’ je zhora
ohranicend f(r).

Definicia ([13]). Trieda grafov C md obmedzeni expanziu, ak ezistuje funkcia
f:N—=R tz kazdy graf z triedy C mad expanziu obmedzeni f.

Priklady tried s obmedzenou expanziou ([13]):

triedy grafov s obmedzenym stupnom Trieda grafov s maximalnym stup-
fiom najviac k¥ mé4 expanziu obmedzent funkciou f(r) = k1.

rovinné grafy Rovinny graf s n vrcholmi mé& maximéalne 3n — 6 hran a kazdy
minor rovinného grafu je rovinny. Tato trieda ma teda expanziu obmedzent

funkciou f(r) = 3.

vlastné triedy uzavreté na minory Kazda vlastna trieda grafov uzavreta na
minory ma expanziu obmedzena konstantou. Naopak, kazda trieda grafov,
ktorej expanzia je obmedzend konsStantou, je sicastou nejakej vlastnej triedy
uzavretej na minory.



vlastné topologicky uzavreté triedy Tieto triedy st definované (potenciélne
nekoneénou) mnozinou S zakdzanych konfiguracii: graf G patri do triedy,
ak nijaké delenie grafu z S nie je izomorfné podgrafu G. Tieto triedy maju
expanziu obmedzent funkciou f(r) = 2" (mingeg |V(H)|)? .

Teraz predstavime definicie a vysledky z niekolkych dalsich potrebnych oblasti.

1.1 Acyklické orientacie grafov

Definicia. Bud' G = (V, E) neorientovany graf. Orientacia grafu G je orientovany
graf G' = (V,E') t.z. (u,v) € E < (u,v) € E'V (v,u) € E'.

Definicia ([13]). Mazimdlny priemerny stupen grafu G je definovany ako

g 2EEH)
mad(G) = max V!

Veta 1 ([14]). Bud G = (V,E), |V| =n, |E| = m. G mad orientdciu s mazimdl-
nym vstupnym stupriom k prdve vtedy, ked k > %(G). Navyse existuje algoritmus,
ktory ndjde acyklicki orientdciu G s mazimdlnym vstupnym stupriom |mad(G) |

v case O(n+m).

Algoritmus najde v aktudlnom grafe vrchol so stuptiom < mad(G), vSetkym
hranam, ktoré st s nim incidentné, priradi orientaciu do tohto vrcholu, odstrani
vrchol a zavola sa rekurzivne na zvysok grafu.

1.2 Tranzitivne fraternalne augmentacie

Definicia ([14]). Bud G = (V, E) orientovany graf. Striktna 1-tranzitivna frater-
nalna augmentacia je orientovany graf H = (V, E'), kde E' obsahuje vSetky hrany
2z G a navyse spliia nasledovné podmienky:

o (2,2),(zy) e E= (v,y) € F
o (,2),(y,2) € E=(x,y), (y,z), alebo oboje lezia v E’
e E’ neobsahuje nijaké dalsie hrany.

Definicia ([14]). Striktna tranzitivna fraterndlna augmentacia orientovaného
grafu G je postupnost G = G; C Gy C ...G; C Giy1 C ..., pre ktord plati,
zZe Gy je striktna 1-tranzitivna fraterndlna augmentacia G; pre 1 > 1.

Veta 2 ([14]). Bud G orientovany graf s mazimdlnym vstupngm stupriom d.

Potom je mozné ndjst strikini 1-tranzitivnu fraterndlnu augmentdciu grafu G v
case O(d*|V(@))).

Z Dosledku 3.6 v [14] plynie, ze 1-tranzitivna fraterndlna augmentacia grafu
zachovava obmedzend expanziu. Z toho a z predchadzajicej vety dostavame:

Veta 3 ([14]). Bud G graf z triedy s obmedzenou expanziou. Potom striktni
tranzitivnu fraterndlnu augmentdciu grafu G je mozné ndjst v case O(|V(G)|).



1.3 Centrované ofarbenia

Definicia ([I3]). Bud p € N. Potom p-centrované ofarbenie grafu G je ofarbenie
grafu G, v ktorom ma kazdy suvisly podgraf H jednu z nasledovnych vlastnosti:

e v H sa nejakd farba vyskytuje prave raz
e v H sa vyskytuje aspon p rozlicnych farieb.

Veta 4 ([14]). Bud G graf z triedy s obmedzenou expanziou. Oznaéme R(p) =
14+ (p—1)(2+ [logy pl). Bud G’ striktnd tranzitivna fraterndlna augmentdcia G.
Potom kaZdé dobré ofarbenie G}%(p) je p-centrované ofarbenie grafu G.

Pri urc¢ovani horného odhadu na potrebny pocet farieb pouzijeme tvrdenie,
ze kazdy graf je (mad(G) + 1)-ofarbitelny [14]. Potrebujeme teda zhora odhad-
niat mad(G', ). Pretoze kazda striktnd tranzitivna fraterndlna augmentacia je
orientovanym grafom, moézme z Vety [ pisat:

(kde A™(G) zna¢i maximélny vstupny stupeni orientovaného grafu G).
Graf G;%(p) je z triedy s obmedzenou expanziou; ozna¢me obmedzujicu funkciu
f. Z Dosledku 5.3 v [13] potom plynie:

Veta 5.
A~ (Gryy) < Prep) (2£(0), f2EPF — 1)),

Polyném p zadefinujeme na zaklade niekolkych pomocnych polynémov [13].
Najprv si zadefinujeme ®;(zo, ..., x;) pre i € N:

@O(ZL'()) = 29 A
q)i(.l’o, e ,ZL’Z') = @i,l(xo, Ce ,.I‘i) + ((2(131',1(.1’0, N i | + 1)1’0)22—’—11’@'.

Pomocou neho zadefinujeme polyném Pj(x,y) = ®;(x + y,y,...,y).
Dalej budeme potrebovat polynémy Q a Q;:

Qz,y) = z(z+1) + Qo(z,y)
Ql(xvy) = f)i-f-l(x + 17y)

A vzajomnou rekurziou definujeme dvojicu polynémov p a p':

po(z,y) ==

pz(SL’,y) = Q(p@;1(37, y)7 p;—l(x7y))
po(z,y) ==

pi(x,y) = Qi(pi—1(x, y), pi_1(z,y)).

Potrebny pocet farieb je teda (z Vety [)):

X(p) < 2050:(2£(0), fRPH — 1) + 1.
Standardny Zravy algoritmus nadm tak umozni néjst p-centrované ofarbenie
grafu G v ¢ase O(|V(G))).



1.4 Rozklady s obmedzenou stromovou hibkou

Definicia ([13]). Uzéaver clos(F) zakoreneného lesa F' je graf s mnoZinou vrcholov
V(F) a mnoZinou hran {{z,y}: = je predok y v F N x # y}

Definicia ([13]). Stromova hibka stvislého grafu G je minimdina vijska zakore-
neného stromu, ktorého uzdver obsahuje G ako podgraf.

Veta 6 ([14]). Bud k < p— 1. Ak md graf G p-centrované ofarbenie k farbami,
potom md stromouvi hibku < k.

Myslienka, Ze centrované ofarbenie grafu sa d& pouzit na konstrukciu jeho
rozkladu s obmedzenou stromovou hibkou, pochédza z ¢lanku [14]. Algoritmus
uvedeny v tomto ¢lanku ale nefunguje napriklad v pripade cesty na troch vr-
choloch. Tu vsSak pouzijeme jeho zakladnt ideu: ak mame centrované ofarbenie
grafu G p farbami, vieme z neho skonstruovat zakoreneny les vysky p, ktory
obsahuje G vo svojom uzavere.

Algoritmus z kazdej komponenty stuvislosti grafu G skonstruuje strom nasle-
dovnym spdsobom: najde vrchol, ktorého farba sa v komponente vyskytuje prave
raz (ten existuje z vety (). Tento vrchol vyhlési za koren stromu a zavola sa rekur-
zivne na komponentu bez tohto vrcholu. Jeho odobratim sa komponenta mohla
rozpadnit - rekurzivne teda skonstruuje strom pre kazda z novych komponent.
Tieto stromy sa potom pridaju do vysledku ako podstromy aktualneho korena.

1.5 Hladanie izomorfnych podgrafov

Jednou z moznosti vyuZitia rozkladov s obmedzenou stromovou hibkou je zistenie,
¢i je graf H izomorfny s nejakym podgrafom grafu G, a to v linedrnom case
vzhladom k velkosti grafu G. [14]

Podla vysledkov popisanych v sekcii existuje pre kazdu triedu s obmed-
zenou expanziou C funkcia f(k) t.z. pre kazdy graf G z C existuje jeho striktna
tranzitivna fraternalna augmentacia G’, pre ktora plati: mad(Gy) < f(k).

Podla vysledkov sekcie mé teda kazdy graf G' z C p-centrované ofarbenie
f(R(p)) + 1 farbami.

Nasledujuca veta plynie z vety [@l (a je slabSou verziou Désledku 3.8 v [14]):

Veta 7. Nech G md p-centrované ofarbenie. Potom podgraf G indukovany lubo-
volngmi p — 1 farbami md stromovi hibku < p — 1.

Ak st G a H grafy a G je z triedy s obmedzenou expanziou, pripadny podgraf
H v G ma najviac |V(H)| farieb. Ak teda najdeme (|V(H)| + 1)-centrované
ofarbenie grafu G, vieme, Zze H je podgrafom G prave vtedy, ked v G existuje
nejakych |V (H)| farieb, ktoré indukuji podgraf obsahujici H [15].

Teraz sformulujeme algoritmus, ktory urci, ¢i sa v grafe GG, pre ktory mame
rozklad s obmedzenou stromovou hibkou, nachddza podgraf izomorfny H [15].

Algoritmus prijima ako vstup strom, ktory je rozkladom s obmedzenou stro-
movou hibkou pre G, a graf H. Tento rozklad prechddzame do hibky, takZe pocas
behu algoritmu mame G vzdy rozdelené na tri ¢asti: uz prejdent (spracovani)
Cast, aktualny vrchol a cestu z koreria do neho, a este nespracovani cast.

V kazdom vrchole stromu si algoritmus pamétd mnozinu funkcii F' = {f|f :
V(H) — (PU{S,N})}, kde:



e P je mnozina vrcholov na aktualnej ceste z korena
e S je znacka, ze vrchol je spracovany

e N je znacka, Ze vrchol je nespracovany (nemé obraz)

a f nezobrazi ziadne dva rdzne vrcholy H na ten isty vrchol P.
Aby sme presne charakterizovali funkcie, ktoré patria do F', pouzijeme nasle-
dovnt definiciu:

Definicia. Funkcia ¢ : V(F) — V(G) urcuje podgraf F' v G, ak je prostd a hrany
F zobrazuje na hrany G.

Podgraf H grafu G indukovany vrcholmi, ktoré f nezobrazi na N, si ozna¢me
Hy. Potom f patrido F préave vtedy, ked je f mozné rozsirit na funkciu ¢ urcéujtacu
podgraf H; v G t.7. pre kazdy vrchol v € f~1(S) patri ¢(v) do uz spracovane;
casti grafu G.

Pre akciu pri prichode do vrcholu si zadefinujeme pomocny pojem pripustného
vrcholu.

Definicia. Vrchol v € V(H) je pripustny pre zobrazenie f a vrchol x € V(G),
ak je f(v) = N a pre kaZdé n suseda v plati bud f(n) = N, alebo f(n) € P a
medzi © a f(n) vedie v G hrana.

Z definicie stromovej hibky vieme, 7e = a vrchol n t.z. f(n) = S nemdzu nikdy
byt spojené hranou.

Pri prichode do vrcholu = sa spo¢ita mnozina F' = FU{fUv = z|f € F, v
pripustny pre f a x}, kde F' je mnozina funkcii z rodica x.

Synovia x sa spracuju rekurzivne.

Pri odchode z vrcholu x prejdeme vsetky funkcie v jeho mnozine funkcii a
zobrazenia v — x nahradime zobrazeniami v — S.

Po navrate do korema ustudime, ze H je podgraf G prave vtedy, ked v koreni

existuje funkcia f t.z. Vo € V(H) f(v) = S.
Veta 8. Casovd zloZitost tohto algoritmu je
O((d+ 2V NV (H) |V (G))),

kde d je stromovd hibka G.
Algoritmus budeme aplikovat na grafy so stromovou hibkou |V (H)|, ¢o ddva
casovii zloZitost O(|V (H)|IVED+21V(@))).

1.6 Zhrnutie

Celkovy algoritmus pre hladanie izomorfnych podgrafov v grafoch s obmedzenou
expanziou je nasledovny:
St zadané grafy G a H; bud p = |V(H)| + 1.

1. Najdeme R(p)-tt striktnt 1-tranzitivnu fraterndlnu augmentéciu grafu G.

2. Néjdeme jej ofarbenie; to ndm da p-centrované ofarbenie grafu G.



3. Pomocou uvedeného algoritmu pre hladanie izomorfnych podgrafov pre kaz-
dd mnozinu |V (H)| farieb C' otestujeme, ¢i je H < G¢ (podgrafu G indu-
kovaného vrcholmi, ktorych farby st z mnoziny C).

Casova zlozitost kroku [ je (X (p)|V(G)||V(H)|log|V (H)|),
kroku 2 je O(X (p)|V(G)|). [14]

Existuje najviac ( v I’;)‘) moznych mnozin C, takze v kroku[3]spustime ( “)/((S’}))‘)—
krat algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(|V (H)|VUHIF2|V(G)]) (pozri Vetu §).

To nadm umoziuje vyslovit nasledovni vetu:

Veta 9. Celkovd ¢asovd zloZitost prezentovaného algoritmu je



2. Implementacia

2.1 Uzivatelské rozhranie

Pre beh tohto programu je potrebna Java 7. Program je distribuovany ako JAR ar-
chiv a spusta sa z prikazového riadka. Pri spusteni prijima Styri argumenty - sibor
obsahujuci prvy graf, sibor obsahujuci druhy graf, parameter p pre p-centrované
ofarbenie a pocet farieb, ktoré je mozné pouzit pri hladani p-centrovaného ofar-
benia.

Format vstupnych grafov je popisany nasledovnou gramatikou:

Graph = Node\n |Node\n Graph

Node = Integer—List

List = [| |[Int(,Int)*]

Vrcholy grafu st indexované od 0.

Pokial vstupné grafy nezodpovedaji tomuto forméatu, program vyhadzuje
vynimku.

Vysledok vypoctu sa vypisuje na standardny vystup.

2.2 Navrh programu

Program je mozné intuitivne rozdelif na tri casti.

Prvéa obsahuje potrebné grafové datové struktiry, druhd implementuje algorit-
mus pre stromovi dekompoziciu, a tretia ¢ast je tvorend samotnym algoritmom
pre detekciu izomorfnych podgrafov.

2.2.1 Grafy

Do tejto casti patria zdrojové stibory DegreeQueue.java, Edges.java, Graph.java,
Node.java a Nodelnterface.java.

Déatovéa strukttura DegreeQueue umoznuje v grafe rekurzivne vyberat vrchol
s najnizsim stupnom tak, aby jedna operacia vyberu mala amortizovantu ¢asovi
zlozitost O(1).

Edges.java obsahuje metody pre pracu so zoznamami hran a pre prevody
medzi zoznamami hran a grafmi.

Neorientovany graf je reprezentovany zoznamom objektov, ktoré predstavuju
vrcholy. Kazdy takyto vrchol obsahuje svoj nazov, stupen, stav navstivenosti a
odkaz na zoznam hran, ktoré z neho vedi. Kazd4 hrana sa zaroven odkazuje na
tl istt hranu v opa¢nom smere.

Vztah byt hranou v opa¢nom smere” je reprezentovany triedou LinkEdge. T4
obsahuje odkaz na vrchol na druhom konci hrany, aby sme vzdy, ked oznacime
sucasny vrchol ako zmazany, vedeli efektivne znizit stupen vSetkych jeho susedov.
To je tiez ddévod, preco je tento odkaz reprezentovany typom LinkEdge a nie
typom Edge.

Tato datova Strukttira ma ti nevyhodu, Ze ju nie je mozné Uplne inicializovat
uz pri nacitani vstupu - na jej vytvorenie je potrebné prejst vstupny graf dvakrat.
Druhy prechod méa na starosti metéda postinitNodes.



Orientované grafy st reprezentované polom zoznamov predchodcov, ¢o nam
umoziuje najst striktnt tranzitivnu fraternédlnu augmentéciu v linedrnom case.

2.2.2 Rozklady s obmedzenou stromovou hlbkou

Téato cast pozostava zo zdrojovych suborov Tree.java a BoundedDepthDecomposi-
tion.java.

V druhom z tychto siborov je implementovany algoritmus pre hladanie rozkla-
dov s obmedzenou stromovou hibkou. Ten pouziva nasledovné pomocné metédy:

findOrientation()

Tato metoda implementuje algoritmus, ktory najde acyklicka orientaciu grafu s
nizkym vstupnym stupiiom.

find Augmentation()

Tato metdda pocita striktnt tranzitivnu fraternalnu augmentaciu zadaného grafu
tak, Ze v cykle hlada a priddva do grafu tranzitivne a fraternélne hrany.

Aby sme zabréanili pridavaniu hran, ktoré uz existuja, vytvoreny graf pre-
vedieme na zoznam hran, ten utriedime priehradkovym triedenim, odstranime
duplicity a vysledny zoznam prevedieme na graf.

Vypocet by bolo mozné zrychlit tak, Ze si kazdy vrchol bude pamétat poslednt
iteraciu, v ktorej sa mu zvysil stupen, a déjde k prepocitavaniu len v pripade,
kedy sa v predchadzajicej iteracii zmenil stupen aspon jedného zo zucastnenych
vrcholov. Dalej nie je potrebné, aby algoritmus, ktory dopliia tranzitivne hrany,
testoval vrcholy, ktoré uz maju stupen n — 1.

findColoring()

Tato metéda hlad4 ofarbenie grafu zadanym pocétom farieb. Struktira rekurzie
je podobnd ako vo funkcii findOrientation().

V pripade, kedy graf nie je mozné ofarbif danym poctom farieb, metéda vy-
hadzuje vynimku.

findFullDecomposition

Tato metdda rozlozi graf na komponenty stvislosti a potom néjde rozklad s ob-
medzenou stromovou hibkou pre kazdi z nich.

Rozklad grafu s obmedzenou stromovou hibkou sa konstruuje z centrovaného
ofarbenia - vzdy najdeme v grafe vrchol, ktorého farba sa vyskytuje len raz, od-
stranime ho z grafu, zvysSok grafu rozlozime na komponenty stvislosti a zavolame
sa na kazda z nich rekurzivne.

Mohlo by sa zdat, Ze tieto opakované rozklady na komponenty stvislosti pocas
celého behu algoritmu zabera viac ako linearny cas, ale to sa nestane, pretoze
uvazované grafy su z tried s obmedzenou expanziou [13].
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2.2.3 Hladanie izomorfnych podgrafov

Tato cast sa sklada zo zdrojovych siborov Function.java, State.java a Subgraphl-
somorphism.java.
Implementovany algoritmus je presne ten popisany v prvej kapitole prace.
Testovacie data pre tento algoritmus sa nachadzaju v adresari tests odovzda-
ného suboru bakalarka.zip.
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Zaver

Prezentovany algoritmus pre hladanie izomorfnych podgrafov je parametrizova-
ny dvomi hodnotami: poc¢tom iteracii R(p) procediry, ktord hlada striktné 1-
tranzitivne fraternalne augmentacie, a po¢tom farieb X(p), ktoré potrebujeme na
najdenie p-centrovaného ofarbenia pévodného grafu.

V sekcii [L3] sme sa tieto hodnoty pokusili zhora odhadnuf. Teraz tieto odhady
porovname so skuto¢nymi hodnotami parametrov, ziskanymi spustenim algoritmu
na vybrané grafy.

PretoZe polyném p rastie extrémne rychlo, nie je mozné pouzit jeho presni
hodnotu. Ked si vSak uvedomime, Ze p je v prvom argumente rasttici, moézme najst
pre jeho hodnotu dolny odhad, ktory bude pre porovnanie s experimentalnymi
vysledkami dostatocne presny. (Na odhad pre rovinné grafy bolo pouzité i = 2,
pre 4-regularne grafy i = 1.)

V Tabulke 2.1 st zobrazené hodnoty parametrov pre vybrané rovinné grafy a
ich porovnanie s teoretickymi odhadmi.

Tieto testovacie data sa nachadzaju v adresari tests-planarl odovzdaného
suboru bakalarka.zip. Testy maju tvar adresarov, ktoré obsahuju zvoleny graf
graphl a trojuholnik graph?2.

testl, testll Bipartitny graf 2x100.
test2, test12 5-arny strom s 3 troviiami.
test3, test1l3 Triangulacia na 7 vrcholoch.
test4, test14 Stvorcova mriezka 10x5.
test5, test1l5 Hviezda na 101 vrcholoch.

test6, test16 Cesta na 100 vrcholoch a 2 vrcholy spojené hranou prave s kazdym
vrcholom cesty.

test7, test17 Zjednotenie 6 5-cyklov.
test8, test18 Trojuholnikova mriezka 10x5.
test9, test19 Cesta na 100 vrcholoch.

test10, test20 5-cyklus, ktory mé kazdd hranu nahradenti trojuholnikom.

V Tabulke sa nachadzaja vysledky pre vstupy, kde je graphl zvoleny graf
z Tabulky 211 a graph2 je Stvorcyklus. Tieto data sa tiez vyskytuju v adresari
tests-planarl odovzdaného suboru bakalarka.zip.

V Tabulke 2.3 st hodnoty pre ndhodné jednoduché rovinné grafy na 64 vrcho-
loch vygenerované programom plantri. Vsetky vygenerované ndhodné grafy boli
prevedené na zoznam hran prikazom nauty-showg -e a prekonvertované do pou-
zivaného vstupného formatu pomocou skriptu edges2input.sh. Tieto testovacie
data sa nachadzaji v adresari tests-planar2 odovzdaného suboru bakalarka.zip.
Testy maja tvar adresarov, ktoré obsahuju vygenerovany graf graphl a trojuhol-
nik graph?2.

12



Tabulka 2.1: Parametre pre vybrané rovinné grafy
p=4, R(p) = 13, X(p) >10**

Vstup Hodnota R(p)

Hodnota X(p)

testl
test2
test3
test4
testH
test6
test?
test8
test9
test10

3

WO o Wotw ©

5
8
6
50
3

102

15
49

100

Tabulka 2.2: Parametre pre vybrané rovinné grafy
p=5, R(p) = 21, X(p) >10***

Vstup Hodnota R(p)

Hodnota X(p)

test1ll
test12
test13
test14
testld
test16
test17
test18
test19
test20

3

W IO Ol W otw ©

5
8
6
50
3

102

15
49

100

Tabulka 2.3: Parametre pre ndhodné jednoduché rovinné grafy
[V (G)|=64, p=4, R(p) = 13, X(p) >10***

Vstup Hodnota R(p)

Hodnota X(p)

testl
test2
test3
test4
testH
test6
test7
test8
test9
test10

13
13
13
13
13
13
13
13
9

13

46
43
43
39
46
45
45
43
46
43
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V Tabulke 2.4 sa nachadzajt vysledky pre vstupy, kde je graph! nédhodny graf
z Tabulky 23] a graph2 je Stvorcyklus. Tieto data sa tiez vyskytuju v adresari
tests-planar2 odovzdaného suboru bakalarka.zip.

Tabulka 2.4: Parametre pre nahodné jednoduché rovinné grafy

[V (G)|=64, p=5, R(p) = 21, X(p) >10***

Vstup Hodnota R(p) Hodnota X(p)

testll 15 47
test12 16 44
test13 16 44
test14 18 41
test1d 15 46
test16 14 45
test17 15 45
test18 20 46
test19 9 46
test20 17 44

V Tabulke st hodnoty pre ndhodné fullerény (rovinné kubické grafy, kto-
rych kazdé stena mé velkost 5 alebo 6) na 200 vrcholoch vygenerované programom
fullgen. Vsetky vygenerované nahodné grafy boli prevedené na zoznam hran pri-
kazom nauty-showg -e a prekonvertované do pouzivaného vstupného formatu
pomocou skriptu edges2input.sh. Tieto testovacie data sa nachadzaji v adre-
sari tests-planar3 odovzdaného siboru bakalarka.zip. Testy maja tvar adresarov,
ktoré obsahuju vygenerovany graf graphl a trojuholnik graph?2.

Tabulka 2.5: Parametre pre ndhodné fullerény
[V (G)|=200, p=4, R(p) = 13, X(p) >10***

Vstup Hodnota R(p) Hodnota X(p)

testl 5 200
test2 5 200
test3 5 200
test4 5 200
testH 5 200
test6 5 200
test? 5 200
test8 5 200
test9 5 200
test10 5 200

V Tabulke 2.6 sa nachddzaju vysledky pre vstupy, kde je graphl ndhodny graf
z Tabulky a graph2 je stvorcyklus. Tieto data sa tiez vyskytuja v adresari
tests-planar3 odovzdaného stiboru bakalarka.zip.
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Tabulka 2.6: Parametre pre ndhodné fullerény
[V(G)|=200, p=5, R(p) = 21, X(p) >10***

Vstup Hodnota R(p) Hodnota X(p)

test1ll 5 200
test12 5 200
test13 5 200
test14 5 200
test1ld 5 200
test16 5 200
testl7 5 200
test18 5 200
test19 5 200
test20 5 200

Tabulka 2.7: Parametre pre ndhodné 4-reguldrne grafy
V(G)|=150, p=4, R(p) = 13, X (p) >1030%

Vstup Hodnota R(p) Hodnota X(p)

testl 4 150
test2 4 150
test3 4 150
test4 4 150
testH 4 150
test6 4 150
test? 4 150
test8 4 150
test9 4 150
test10 4 150

Druhé sada testov pozostava z ndhodnych 4-regularnych grafov generovanych
programom nauty-genrang. Vystup tohto programu bol prevedeny do pouzi-
vaného vstupného formatu pomocou prikazu nauty-showg -e a skriptu ed-
ges2input.sh.

V Tabulke 2.7 st zobrazené hodnoty parametrov pre ndhodné 4-regularne
grafy na 150 vrcholoch. Tieto testovacie data sa nachadzaju v adresari tests-
4regularl odovzdaného suboru bakalarka.zip. Testy maju tvar adresarov, ktoré
obsahuju vygenerovany graf graphl a trojuholnik graph?2.

V Tabulke 2.8 sa nachadzaju vysledky pre vstupy, kde je graphl zvoleny graf
z Tabulky 27 a graph2 je Stvorcyklus. Tieto data sa tiez vyskytuju v adresari
tests-4reqularl odovzdaného suboru bakalarka.zip.

V Tabulke si zobrazené hodnoty parametrov pre nahodné 4-regularne
grafy na 200 vrcholoch. Tieto testovacie data sa nachadzaju v adresari tests-
4reqular? odovzdaného suboru bakalarka.zip. Testy maja tvar adresarov, ktoré
obsahuju vygenerovany graf graphl a trojuholnik graph?2.
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Tabulka 2.8: Parametre pre nahodné 4-regularne grafy
[V (G)|=150, p=5, R(p) = 21, X (p) >10'380%

Vstup Hodnota R(p) Hodnota X(p)

testll 4 150
test12 4 150
test13 4 150
test14 4 150
test1ld 4 150
test16 4 150
testl7 4 150
test18 4 150
test19 4 150
test20 4 150

Tabulka 2.9: Parametre pre ndhodné 4-reguldrne grafy
V(G)|=200, p=4, R(p) = 13, X(p) >101380%

Vstup Hodnota R(p) Hodnota X(p)

testl 4 200
test2 4 200
test3 4 200
test4 4 200
testH 4 200
test6 4 200
test? 4 200
test8 4 200
test9 4 200
test10 4 200

V Tabulke 2.10] sa nachédzajiu vysledky pre vstupy, kde je graphl ndhodny
graf z Tabulky a graph?2 je stvorcyklus. Tieto data sa tiez vyskytuju v adresari
tests-4reqular? odovzdaného suboru bakalarka.zip.

Namerané hodnoty X (p) st pre vicsinu testovanych grafov blizke |V (G)|. Pre
dosiahnutie zmysluplnych zéverov by bolo potrebné uskutoc¢nif testy na grafoch
s vy$8im poctom vrcholov. Zial, pre |V (G)| >200 som narazila na obmedzenia
dostupného hardvéru, ktoré dalsie testovanie znemoznili.

Zo sucasnych vysledkov vSak mozme usudit, Ze popisany algoritmus nie je pre

redlne grafy prakticky pouzitelny, pretoze multiplikativna konstanta (|‘)/(((]§))|) je

prilis velka.
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Tabulka 2.10: Parametre pre ndhodné 4-regularne grafy
V(G)|=200, p=5, R(p) = 21, X (p) >101380%

Vstup Hodnota R(p) Hodnota X(p)

test11 4 200
test12 4 200
test13 4 200
test14 4 200
test1ld 4 200
test16 4 200
test17 4 200
test18 4 200
test19 4 200
test20 4 200

17



Zoznam pouzitej literattary

1]

[10]

[11]

MESSMER, Bruno T., a Horst BUNKE. Efficient subgraph isomorphism
detection: A decomposition approach. IEEE Transactions on Knowledge and
Data Engineering 12 (2) (2000) 307-323 [online]. Dostupné z: IEEExplore.
DOI 10.1109/69.842269.

GAREY, Michael R., a David S. JOHNSON. Computers and Intractability:
A Guide to the Theory of NP-Completeness. Freeman, 1979. ISBN 0-7167-
1045-5.

ULLMAN, J.R. An Algorithm for Subgraph Isomorphism. Journal of
the ACM 23 (1) (1976) 31-42 [online]. Dostupné z: ACM DL. DOI
10.1145/321921.321925.

HARALICK, R.M. a G.L. ELLIOT. Increasing Tree Search Efficiency for
Constraint Satisfaction Problems. Artificial Intelligence 14 (3) (1980) 263-313
[online]. Dostupné z: ScienceDirect. DOI 10.1016,/0004-3702(80)90051-X.

NESETRIL, J., a S. POLJAK. On the complexity of the subgraph problem.
Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae 26 (2) (1985) 415-
419 [online]. Dostupné z: The European Digital Mathematics Library. ISSN:
0010-2628.

ALON, N., R. YUSTER a U. ZWICK. Color-coding. Journal of the
ACM 42 (4) (1995) 844-856 [online]. Dostupné z: ACM DL. DOI
10.1145/210332.210337.

ALON, N.; R. YUSTER a U. ZWICK. Finding and counting given length
cycles. Algorithmica 17 (3) (1997) 209-223 [online|. Dostupné z: Springer-
Link. DOI 10.1007/BF02523189.

EPPSTEIN, D. Subgraph isomorphism in planar graphs and related pro-
blems. Journal of Graph Algorithms and Applications 3 3 (1999) 1-27 [on-
line]. Dostupné z: Journal of Graph Algorithms and Applications. DOI
10.7155/jgaa.00014.

FLUM, J., a M. GROHE. Fized parameter tractability, definability, and
model checking. STAM Journal on Computing 31 1 (2001) 113-145 [online].
Dostupné z: ACM DL. DOI 10.1137/S0097539799360768.

DAWAR, A., M. GROHE a S. KREUTEZER. Locally excluding a mi-
nor. 22nd Annual IEEE Symposium on Logic in Computer Science (2007)
270-279 [online]. Dostupné z: IEEE Computer Society CS DL. DOI
10.1109/LICS.2007.31.

COURCELLE, B. The monadic second-order logic of graphs. I. recogni-
zable sets of finite graphs. Information and Computation 85 1 (1990) 12-75
[online]. Dostupné z: ScienceDirect. DOI 10.1016,/0890-5401(90)90043-H.

18



[12] FRICK, M. a M. GROHE. Deciding first-order properties of locally tree-
decomposable structures. Journal of the ACM 48 6 (2001) 1184-1206 [online].
Dostupné z: ACM DL. DOI 10.1145/504794.504798.

[13] NESETRIL, J., a P. Ossona de MENDEZ. Grad and classes with
bounded expansion I. Decompositions. European Journal of Combina-
torics 29 (3) (2008) 760-776 [online]. Dostupné z: ScienceDirect. DOI
10.1016/j.€jc.2006.07.013.

[14] NESETRIL, J., a P. Ossona de MENDEZ. Grad and classes with
bounded expansion II. Algorithmic Aspects. European Journal of Com-
binatorics 29 (2008) 777-791 [online]. Dostupné z: ScienceDirect. DOI
10.1016/j.€jc.2006.07.014.

[15] DVORAK, Z. 2014, osobné komunikacia.

19



	Úvod
	Prehľad potrebnej teórie
	Acyklické orientácie grafov
	Tranzitívne fraternálne augmentácie
	Centrované ofarbenia
	Rozklady s obmedzenou stromovou hĺbkou
	Hľadanie izomorfných podgrafov
	Zhrnutie

	Implementácia
	Užívateľské rozhranie
	Návrh programu
	Grafy
	Rozklady s obmedzenou stromovou hĺbkou
	Hľadanie izomorfných podgrafov


	Záver
	Zoznam použitej literatúry

