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1 Úvod 3
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1. Úvod

1.1 Obecná teorie relativity a černé d́ıry

Obecná teorie relativity, elegantńı “minimálńı”varianta geometrické teorie gravi-
tace, je i po 99 letech od svého dokončeńı teoreticky inspirativńı, ale také mi-
mořádně úspěšná jako nástroj pro pochopeńı astrofyzikálńıch proces̊u. Jej́ı hlavńı
předpovědi, totiž existence černých děr, existence gravitačńıch vln a teorie dy-
namického vesmı́ru, jsou téměř bezvýhradně přij́ımány, ačkoli o černých d́ırách i
gravitačńıch vlnách zat́ım stále svědč́ı jen nepř́ımá pozorováńı, a ačkoli při stu-
diu vesmı́ru v největš́ım měř́ıtku nás tato teorie nut́ı připustit, že povaha většiny
kosmické hmoty je nám neznámá.

Historie nejznáměǰśı relativistické předpovědi, černých děr, zač́ıná jen necelý
měśıc po Einsteinově “závěrečné”přednášce 25.11.1915: Karl Schwarzschild ještě
do konce roku (a o pár měśıc̊u později také Johannes Droste) předložil prvńı ne-
triviálńı (neploché), sféricky symetrické řešeńı vakuových polńıch rovnic, o němž
se v daľśıch letech ukázalo, že jeho zdrojem může ve speciálńım př́ıpadě být
černá d́ıra, tedy oblast obklopená horizontem. O v́ıce než 50 let později pak Isra-
el dokázal, že Schwarzschildova metrika popisuje jediný možný vakuový a sféricky
symetrický obecně relativistický prostoročas.

Schwarzschildovo řešeńı záhy zobecnil Reissner (později nezávisle také Nordström)
na př́ıpad nav́ıc elektricky nabitý. Diskuse o černých d́ırách (tehdy o významu
“Schwarzschildovy singularity”) však vyvolalo zejména až Chandrasekharovo zjǐstěńı
z roku 1930, že navzdory Pauliho vylučovaćımu principu nemůže ani tlak relativis-
tického degenerovaného fermionového plynu vzdorovat gravitaci, pokud hmotnost
tělesa, které “podṕırá”, přesáhne zhruba 1.5 hmotnosti Slunce. I předńı př́ıznivci
nové fyziky (např. Eddington či Landau) představu úplného gravitačńıho kolap-
su odmı́tali, a sám Einstein ji v roce 1939 zavrhl na základě analýzy speciálńıho
modelu sféricky symetrického zdroje. V témže roce sice Oppenheimer a Snyder
publikovali prvńı plně relativistické řešeńı pro úplný gravitačńı kolaps, avšak po-
zornost se právě tou dobou přesunula naopak k výbuch̊um, takže výzkum ex-
trémně silných gravitačńıch poĺı se znovu v́ıce rozběhl až v 50. letech.

Studium černých děr bylo nesmı́rně urychleno v roce 1963, v d̊usledku obje-
vu Kerrova řešeńı Einsteinových rovnic a v d̊usledku objevu kvasar̊u. Zpočátku
zdánlivě nesouvisej́ıćı čistě matematický a čistě observačńı výsledek od té doby
vymezuj́ı obor relativistické astrofyziky, který se zabývá modelováńım proces̊u
ve velmi silných gravitačńıch poĺıch kolem extrémně kompaktńıch objekt̊u (tedy
černých děr a neutronových, př́ıpadně kvarkových hvězd) a jejich možných ob-
servačńıch projev̊u. Během zhruba 12 let od přelomového roku pak byla źıskána
většina výsledk̊u, ze kterých vycháźı dnešńı teorie černých děr i jej́ı aplikace v ast-
rofyzikálńım kontextu. Těmito aplikačńımi oblastmi jsou předevš́ım jádra většiny
galaxíı (speciálně té naš́ı) a některé rentgenové dvojhvězdy. Historie výzkumu
černých děr je detailně popsána v knize [1].
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1.2 Magnetická pole kolem černých děr

Ve skutečném fyzikálńım vesmı́ru existuj́ı i jiná než gravitačńı pole. V obecné
relativitě maj́ı tato pole bud’ povahu zdroje, který ovlivňuje prostoročasovou
geometrii, nebo jsou studována jako testovaćı, tj. “žij́ıćı na pozad́ı”, v předem
zadaném prostoročase. Jediným daľśım fundamentálńım polem dalekého dosa-
hu (kromě gravitačńıho) je pole elektromagnetické, takže je přirozené studovat
v rámci obou př́ıstup̊u právě jeho prostoročasové konfigurace. Důvody jsou jak
čistě teoretické, tak astrofyzikálńı. Z hlediska teorie je zaj́ımavé studovat, jak silně
zakřivený prostoročas p̊usob́ı na př́ıtomné elektromagnetické pole, nebo naopak,
jaký vliv na geometrii prostoročasu má velmi silné elektromagnetické pole. Toto
vzájemné ovlivněńı obou poĺı je obzvláště ilustrativńı v nestacionárńım př́ıpadě,
kdy elektromagnetické vlny indukuj́ı gravitačńı vlny a naopak, nebo kdy může
např. docházet k extrakci energie z černé d́ıry protřednictv́ım elektromagnetického
vlněńı (efekt tzv. superradiance), avšak i ve stacionárńıch situaćıch byly zjǐstěny
nové efekty, jako např́ıklad vymizeńı magnetického toku horizontem v př́ıpadě,
kdy se černá d́ıra bĺıž́ı extrémńımu stavu (např. extrémně rotuj́ıćı Kerrova černá
d́ıra), tedy jakási obdoba Meissnerova jevu u supravodič̊u (viz např. [2] a odkazy
tam uvedené).1

Ve vesmı́ru se prakticky nevyskytuj́ı silně elektricky nabitá tělesa, avšak vy-
skytuj́ı se elektrické proudy, proto se “kosmická elektrodynamika”většinou ome-
zuje na pole magnetická.2 Speciálně v prostoročasech černých děr jsou magnetická
pole studována předevš́ım v souvislosti s modely akrečńıch disk̊u. Skutečně, látka
přitahovaná černou d́ırou a přitom maj́ıćı (v̊uči d́ı̌re) nenulový orbitálńı moment
hybnosti, tedy “poháněná”gravitačńı a odstředivou silou, typicky vytvář́ı kolem
d́ıry disk nebo toroid, v rámci něhož pak postupně klesá, nebot’ jej́ı sousedńı vrst-
vy v d̊usledku silné nehomogenity pole ob́ıhaj́ı odlǐsnými rychlostmi, docháźı k
jejich viskózńımu třeńı, a t́ım k disipaci energie a transportu momentu hybnosti
do vzdáleněǰśıch oblast́ı. Látka akrečńıho disku je globálně elektricky neutrálńı,
avšak vodivá (ionizovaná), takže se má za to, že kombinaćı jej́ıho oběhu a “konvek-
ce”zp̊usobené viskozitńı disipaćı energie docháźı k “efektu dynama”(analogicky
př́ıpadu jiných astronomických těles jako Země nebo hvězd) a k vytvořeńı snad i
velmi silného magnetického pole. Efektivně si pak lze akrečńı disk představit jako
spojitě rozprostřenou soustavu vodivých smyček, protékaných extrémně silným
proudem.

Právě z takto zjednodušené představy akrečńıho disku budeme vycházet v
této práci. Nav́ıc přidáme předpoklady, že kosmologická konstanta je nulová,
že akrečńı disk a j́ım generované magnetické pole jsou testovaćı a že centrálńı
černá d́ıra nerotuje, tedy problém budeme řešit ve Schwarzschildově prostoročasu.
Úvodńı úlohou bude nalezeńı magnetického pole kruhové ekvatoriálńı proudové
smyčky. V literatuře byla tato úloha řešena několikrát a výsledky byly vyjádřeny
v r̊uzných tvarech (viz zejména články [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]), které na sebe jednoduše
nepřecházej́ı a jejichž ekvivalence tedy neńı “vidět”. V daľśı kapitole tyto výsledky
projdeme, nejdř́ıve vždy nast́ıńıme jejich odvozeńı a poté ilustrujeme jednotlivé

1Je zcela mimo naše možnosti uvádět v tomto úvodu úplněǰśı přehled literatury, avšak
zmı́ńıme aspoň některé práce zdeǰśı relativistické skupiny.

2U podobných výrok̊u je však třeba dát pozor na to, že pojmy elektrického a magnetického
pole nejsou invariantńı, tedy že r̊uzńı pozorovatelé mohou dané elektromagnetické pole vńımat
do značné mı́ry rozd́ılně.
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formule na magnetických poĺıch spoč́ıtaných podle nich v konkrétńıch situaćıch
a obrázky porovnáme; kromě toho se pokuśıme i o analytické srovnáńı některých
vzorc̊u. V obou př́ıpadech využijeme programu MAPLE, který umožňuje alge-
braické manipulace, ale také numerické výpočty s grafickým výstupem.

Poznamenejme, že astrofyzikálně motivované studium magnetických poĺı v
okoĺı kompaktńıch objekt̊u již dnes neńı omezeno na velmi zjednodušené (vy-
soce symetrické) modely jako ten, který uvažujeme v této práci: úroveň dnešńı
výpočetńı techniky dovoluje numericky zvládnout i velmi sofistikované 3D magne-
tohydrodynamické simulace akrečńıch tok̊u, v nichž jsou př́ıpadně zahrnuty i rele-
vantńı mikroskopické procesy a generované zářeńı. Obdobné kódy jsou využ́ıvány
též k modelováńı “jet̊u”– kolimovaných výtrysk̊u, které často z akrečńıch systémů
vycházej́ı podél jejich rotačńı osy a v jejichž generaci, stabilitě a směrovosti zřejmě
magnetická pole rovněž hraj́ı podstatnou roli.

Z daľśıch problémů spojených s magnetickým polem akrečńıch disk̊u ještě
uved’me kĺıčovou otázku stability (viz např. [10]), která se ostatně objevuje již
v souvislosti se samotným efektem dynama (tzv. magnetorotačńı nestabilita),
a problematiku magnetických rekonex́ı a jejich observačńıch implikaćı [11]. Stu-
dium magnetických poĺı kolem kompaktńıch objekt̊u však neńı vázáno jen na
akrečńı disky. Významnou oblast́ı jsou zvláště magnetická pole kolem neutro-
nových hvězd, jejich interakce s látkou a modelováńı pulsar̊u. Daľśım tématem je
pohyb nabitých testovaćıch částic kolem kompaktńıch objekt̊u za př́ıtomnosti (jak
vlastńıho, tak vněǰśıho) magnetického pole. Ukazuje se, že Lorentzova śıla může
vést k pohybu velmi odlǐsnému od geodetického, včetně observačńıch d̊usledk̊u
[12]; speciálńım aspektem je výskyt chaotického chováńı [13]. Studovány jsou také
situace, kdy (vněǰśı) magnetické pole neńı v̊uči kompaktńımu objektu symetrické
[14, 15] a/nebo kdy se objekt “v̊uči poli”pohybuje [16].
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2. Pole proudové smyčky kolem
Schwarzchildovy černé d́ıry

2.1 Smyčka v plochém prostoročase

Nejprve uvedeme pro srovnáńı výpočet magnetického pole kolem nenabité kru-
hové proudové smyčky v plochém prostoročasu, tedy když neńı př́ıtomna černá
d́ıra. Metod řešeńı je v́ıce, např́ıklad s využit́ım Biotova-Savartova zákona. Zde
budeme vycházet z řešeńı podaného v článku [3].

Dále v celé práci už́ıváme geometrizovaných jednotek, v nichž rychlost světla
ve vakuu a gravitačńı konstanta jsou rovny jedné.

V př́ıpadě plochého prostoročau popsaného metrikou ve sférických souřadnićıch

ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2θ dφ2) (2.1)

maj́ı Maxwellovy rovnice tvar

Fµν,α + Fαµ,ν + Fνα,µ = 0 , (2.2)

∂

∂xν
(| g |1/2F µν) = 4π| g |1/2Jµ , (2.3)

kde čárka znač́ı př́ıslušnou parciálńı derivaci, | g |1/2 je determinant kovariantńı

matice metriky, v našem př́ıpadě | g |1/2 = r2 sin θ, a Fµν je tenzor elektromagne-
tického pole, daný pomoćı vektorového potenciálu Aµ vztahem

Fµν = Aν,µ − Aµ,ν . (2.4)

Jµ je pak hustota čtyřproudu.
Za předpokladu axiálńı symetrie a vymizeńı elektrické složky pole jsou je-

dinými nenulovými komponentami tenzoru elektromagnetického pole

F θφ = −F φθ = gθθgφφAφ,θ = r−4sin−2θAφ,θ ,

F rφ = −F φr = grrgφφAφ,r = r−2sin−2θAφ,r . (2.5)

Dosazeńım složek do rovnice (2.3) ((2.2) je splněna identicky d́ıky (2.4)) dosta-
neme rovnici

sin−1θ
∂2

∂r2
Aφ + r−2 ∂

∂θ

(
sin−1θ

∂

∂θ
Aφ

)
= −4πr2 sin θ Jφ . (2.6)

Řešeńı homogenńı rovnice (s nulovými proudy) hledáme v separovaném tvaru

Aφ = R(r)Θ(θ) . (2.7)

Rovnice (2.6) se pak rozseparuje na dvě rovnice,

r2 d2

dr2
R− (l + 1)(l + 2)R = 0 , (2.8)

sin θ
d

dθ

[
sin−1θ

d

dθ
Θ

]
+ (l + 1)(l + 2)Θ = 0 . (2.9)
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Konstantu (l + 1)(l + 2) jsme zvolili v souladu s článkem [3].
Substitućı x = cos θ nabyde rovnice (2.9) tvaru

(1− x2)
d2

dθ2
Θ + (l + 1)(l + 2)Θ = 0 , (2.10)

jehož řešeńı se dá zapsat pomoćı Gegenbauerových polynomů Cl
3/2,

Θl(x) = (1− x2)Cl
3/2(x) resp. Θl(cos θ) = sin2θ Cl

3/2(cos θ) . (2.11)

Řešeńı rovnice (2.8) je snadné a je tvaru

R(r) = αl r
l+2 + βl r

−l−1 . (2.12)

Člen s konstantou αl je nulový v počátku, má však nekonečnou hodnotu v ne-
konečnu, tam ovšem požadujeme vymizeńı pole. Jedná se tedy o vnitřńı řešeńı,
tj. označ́ıme-li mı́sto smyčky souřadnićı r = b, je to v oblasti r ≤ b. Druhý člen
vymiźı v nekonečnu, jak je požadováno, jedná se tedy o vnějśı řešeńı, tzn. řešeńı v
oblasti r ≥ b. Obě konstanty polož́ıme rovny nule v oblastech, na nichž př́ıslušná
řešeńı neuvažujeme. Konstanty ovšem nejsou nezávislé, jak lze zjistit z podmı́nky
spojitosti potenciálu v mı́stě proudové smyčky. Muśı totiž platit

αl b
l+2 = βl b

−l−1 , (2.13)

neboli
αl = βl b

−2l−3 . (2.14)

Dosazeńım (2.14) do (2.12) a přeznačeńım βl na αl lze psát řešeńı rovnice (2.6)
bez pravé strany ve tvaru sumy

Aφ =
∞∑

l=0,2

αl
[
b−2l−3 rl+2 Θ(b− r) + r−l−1 Θ(r − b)

]
sin2θ Cl

3/2(cos θ) , (2.15)

kde Θ(r) je Heavisideova funkce. Dále je sč́ıtáno pouze přes sudá l, nebot’ d́ıky
zrcadlové symetrii v̊uči rovině θ = π/2 se vyruš́ı všechny módy s lichou paritou.

Nyńı se pod́ıváme na pravou stranu rovnice (2.6). Proudovou hustotu voĺıme
tak, aby v mı́stě smyčky r0 = b, θ0 = π/2 protékal plochou r0

2 sin θ0 dr dθ celkový
proud I, tedy ∫

Jφ r2
0 sin θ0dr dθ =

∫
Jφ b2 dr dθ = I . (2.16)

To znamená, že hustotu můžeme volit

Jφ =
1

b2
I δ(r − b) δ(cos θ) (2.17)

nebo také

Jφ =
1

r2 sin θ
I δ(r − b) δ(cos θ) . (2.18)

Využili jsme toho, že 1
b2
δ(r−b) δ(cos θ) se dá napsat jako 1

r2 sin θ
δ(r−b) δ(cos θ) ve

smyslu distribućı, to znamená, že oba výrazy jsou totožné, provedeme-li integraci
přes r a cos θ. Toto druhé vyjádřeńı se ukáže jako výhodněǰśı .
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Nyńı dosad́ıme do rovnice (2.6) vztahy (2.15) a (2.18):∑
l

αl

[
sin θ C

3/2
l (cos θ)

d2

dr2
Rl +

Rl

r2

d

dθ
sin−1θ

d

dθ

(
sin2θ C

3/2
l (cos θ)

)]
= −4πI δ(r − b) δ(cos θ) , (2.19)

kde jsme označili Rl(r) = b−2l−3 rl+2 Θ(b− r) + r−l−1 Θ(r − b).
Využ́ıt́ım vztahu (2.9) přeṕı̌seme rovnici (2.19) na tvar∑

l

αl sin θ C
3/2
l (cos θ)

[
d2

dr2
Rl − (l + 1)(l + 2)

Rl

r2

]
(2.20)

= −4πI δ(r − b) δ(cos θ) . (2.21)

Nyńı obě strany zintegrujeme přes nekonečně tenkou vrstvu v r = b a dostaneme∑
l

αl sin θ C
3/2
l (cos θ)

[
dRl(r)

dr

]
r=b

= −4πI δ(cos θ) . (2.22)

Člen Rl(r)
r2

vypadl při integraci ze spojitosti funkce Rl(r) a
[

dRl(r)
dr

]
r=b

znač́ı skok

v derivaci potenciálu v mı́stě smyčky. Skok vyč́ısĺıme jednoduše, je dán rozd́ılem
derivaćı zprava a zleva v bodě b:[

dRl(r)

dr

]
r=b

= (l + 2)b−2l−3bl+1 − (−l − 1)b−l−2 = (2l + 3)b−l−2 . (2.23)

Pro Gegenbauerovy polynomy plat́ı vztah∫ 1

−1

sin2θC
3/2
l (cos θ)C3/2

n (cos θ)d cos θ =

{
(n+1)(n+2)

(n+3/2)
pro n = l

0 pro n 6= l .
(2.24)

Nyńı rovnici (2.22) vynásob́ıme sin θ C
3/2
n (cos θ), dosad́ıme (2.119) a s využit́ım

vztahu ortogonality (2.24) dostaneme integraćı přes cos θ

αn (2l + 3) b−l−2 (n+ 1)(n+ 2)

(n+ 3/2)
= −4πI C3/2

n (0) . (2.25)

Dále d́ıky vztah̊um

C3/2
n (0) = (−1)n/2

Γ
(

1
2
(n+ 3)

)
Γ(3

2
)(n

2
)!

(2.26)

a Γ(3
2
) =

√
π

2
a

Γ( 1
2

(n+3))
(n+1)

= 1
2
Γ(1

2
(n+1)) pak pro multipólové momenty dostaneme

vztah

αl = (−1)
(l+2)

2
4
√
πI(l + 3

2
)Γ(1

2
(l + 1))

(l + 2)( l
2
)!(2l + 3)b−l−2

, (2.27)

kde jsme opět přejmenovali n na l.
Nyńı spočteme, jak vypadá magnetické pole. Magnetické pole je dáno pr̊umětem

duálńıho tenzoru elektromagnetického pole na čtyřrychlost stoj́ıćıho pozorovatele
uµ̂ = (u0̂, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0), v jehož systému plat́ı

Bµ̂ = ∗F µ̂ν̂u
ν̂ = ∗F µ̂0̂ =

1

2
εµ̂0̂α̂β̂F

α̂β̂ . (2.28)
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Jediné dvě nenulové složky jsou dány

Br̂ =
1

2
2εr̂0̂θ̂φ̂F

θ̂φ̂ = F θ̂φ̂ ,

Bθ̂ =
1

2
2εθ̂0̂φ̂r̂F

φ̂r̂ = F φ̂r̂ . (2.29)

Pro souřadnice pozorovatele plat́ı

dt̂ = dt ,

dr̂ = dr ,

dθ̂ = r dθ ,

dφ̂ = r sin θ dφ . (2.30)

Transformace tenzoru elektromagnetického pole do souřadnic tohoto pozorovatele
z p̊uvodńıch souřadnic je obecně dána

F µ̂ν̂ =
∂xµ̂

∂xµ
∂xν̂

∂xν
F µν , (2.31)

v našem př́ıpadě s využit́ım (2.5) a (2.30) dostaneme

F θ̂φ̂ =
dθ̂

dθ

dφ̂

dφ
F θφ =

1

r2 sin θ
Aφ,θ ,

F φ̂r̂ =
dφ̂

dφ

dr̂

dr
F φr = − 1

r sin(θ)
Aφ,r . (2.32)

Magnetické pole je tedy dáno vztahy

Br̂ =
1

r2 sin θ
Aφ,θ ,

Bθ̂ = − 1

r sin θ
Aφ,r . (2.33)

“Meridionálńı”pr̊uběh pole je vykreslen na obrázku 2.1.
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Obrázek 2.1: Pole rovinné proudové smyčky o poloměru b = 1.5 v plochém pro-
storočase. Sumu v potenciálu (2.15) jsme sč́ıtali do l = 30, proud jsme zvolili
I = 1. Hodnota proudu je faktorem jenž nemá vliv na tvar pole, pouze se j́ım
škáluje intenzita pole. V obrázku je intenzita potlačena, je kladen d̊uraz na tvar
pole. Proto maj́ı všechy vektory stejnou velikost. Obrázek ukazuje rovinu kolmou
na rovinu smyčky.
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2.2 Řešeńı Pettersona

Pod́ıvejme se na článek [3], zabývaj́ıćı se smyčkou kolem Schwarzschildovy černé
d́ıry. Výpočet bude zcela analogický jako v plochém prostoročase, budeme proto
vypisovat jen rovnice, v nichž se výpočty lǐśı.

Zde jde o to naj́ıt řešeńı Maxwellových rovnic na pozad́ı Schwarzschildovy
metriky

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2θ dφ2) , (2.34)

kde M představuje hmotnost černé d́ıry.
Jedinými nenulovými komponentami tenzoru elektromagnetického pole jsou

v našem axiálně symetrickém př́ıpadě a za nepř́ıtomnosti elektrické složky

F θφ = r−4sin−2θAφ,θ , (2.35)

F rφ =

(
1− 2M

r

)
r−2sin−2θAφ,r , (2.36)

kde Aφ je složka vektorového potenciálu. Dosazeńım složek a determinantu met-
rického tenzoru, který je v tomto př́ıpadě stejný jako v plochém řešeńı, do rovnice
(2.3) dostaneme

sin−1θ
∂

∂r

[(
1− 2M

r

)
∂

∂r
Aφ

]
+ r−2 ∂

∂θ

(
sin−1θ

∂

∂θ
Aφ

)
= −4πr2 sin θJφ . (2.37)

Řeš́ıme nejprve homogenńı rovnici. Provedeme-li stejnou separaci jako v plochém
př́ıpadě, dostaneme dvě rovnice

r2 d

dr

[(
1− 2M

r

)
d

dr
R

]
− (l + 1)(l + 2)R = 0 , (2.38)

sin θ
d

dθ

(
sin−1θ

d

dθ
Θ

)
+ (l + 1)(l + 2)Θ = 0 . (2.39)

Rovnice (2.39) je stejná jako v plochém př́ıpadě, jej́ı řešeńı je tedy také stejné a
je tvaru

Θl(cos θ) = sin2θ Cl
3/2(cos θ) . (2.40)

Rovnici (2.38) řeš́ıme substitućı u = r
2M

, t́ım se převede na tvar

u(1− u)
d2

du2
R− d

du
R + (l + 1)(l + 2)R = 0 . (2.41)

Jedno jej́ı řešeńı je tvaru

Ul = u2(2M)l+2P
(2,0)
l (1− 2u) , (2.42)

kde P
(2,0)
l (1− 2u) jsou Jacobiho polynomy a faktor (2M)l+2 je přidán, aby řešeńı

bylo konečné v limitě M → 0. Zde je v práci [3] chyba. Petterson zvolil faktor
(2M)l, jenž ale nezaručuje konečnost v limitě plochého prostoru. Řešeńı v limitě
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s t́ımto faktorem stále diverguje. Avšak explicitńı tvary řešeńı, které uvád́ı, jsou
již správné. Prvńı tři módy jsou dány

U0 = r2 ,

U1 = r2(6M − r) ,
U2 = r2(24M2 − 40Mr + 15r2) ,

. . . . (2.43)

Je vidět, že v limitě plochého prostoročasu řešeńı přecháźı na Ul ∼ rl+2.
Druhé nezávislé řešeńı rovnice (2.38) je dáno

Vl = c Ul

∫
u du

(1− u)Ul
2 , (2.44)

kde c je nějaká konstanta. Tuto konstantu lze určit ze srovnáńı s Pettersonovým
řešeńım pole dipólu na konci článku jako c = −2M . Abychom určili plochou
limitu vněǰśıho řešeńı, vypǐsme nejprve pár mód̊u,

V0 =
r2 ln(1− 2M

r
) + 2Mr + 2M2

8M3
,

V1 =
−6r3 ln(1− 2M

r
) + 9r2M ln(1− 2M

r
)− 12Mr2 + 6M2r + 2M3

48M5
,

. . . . (2.45)

Za použit́ı rozvoje

ln(1− x) ∼ −x− 1

2
x2 − 1

3
x3 − 1

4
x4 − 1

5
x5 +O(x6) , (2.46)

kde x znač́ı bezrozměrný faktor 2M/r, dostaneme chováńı v limitě M → 0,

V0 ∼ −
1

3

1

r
,

V1 ∼
4

5

1

r2
, (2.47)

tedy Vl ∼ r−l−2. Řešeńı se tedy redukje na řešeńı v plochém prostoročasu.
Program MAPLE má problémy s vyč́ısleńım integrál̊u v (2.44), proto jsme

rovnici nechali vyřešit př́ımo program a dále pracovali s řešeńım ve tvaru

Rl(u) = alF

(
−l,−l − 2,−2− 2l;

1

u

)
ul+2

+blF

(
l + 1, l + 3, 4 + 2l;

1

u

)
u−l−1 , (2.48)

kde F znač́ıme hypergeometrické funkce.
Vyjádřeńı pro potenciál má podle článku tvar

Aφ =
∞∑

l=0,2

(αlUl + βlVl)sin
2θ C

3/2
l (cos θ) , (2.49)
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kde je sč́ıtáno přes sudé členy ze stejných d̊uvod̊u jako v plochém př́ıpadě. Jelikož
řešeńı (2.42) je úměrné mocninám u resp. r, roste nade všechny meze, pošleme-li
r do nekonečna: jedná se o vnitřńı řešeńı. Naopak řešeńı (2.44) neńı regulárńı na
horizontu (u = 1), nebot’ ve jmenovateli integrandu se vyskytuje člen (1 − u).
Jak je vidět na obrázku 2.2 chováńı obou řešeńı, odpov́ıdá řešeńı u koeficientu αl
vnitřńımu řešeńı a řešeńı u koeficientu βl vněǰśımu řešeńı.

Obrázek 2.2: Asymptotické chováńı vnitřńıho a vněǰśıho řešeńı. Řešeńı jsou vy-
kreslena pro l = 0, což je postačuj́ıćı, nebot’ nás zaj́ımaj́ı pouze asymptotická
chováńı. Lze tedy zvolit jakýkoli jiný mód s jinou hodnotou l. Řešeńı U0(r) jsou
znázorněna zeleně, řešeńı V0(r) červeně.

Z podmı́nek spojitosti potenciálu se daj́ı obě řešeńı napojit následuj́ıćım zp̊usobem
(podobný jaký byl užit v plochém př́ıpadě, stejný princip), zavedeme-li označeńı
pro radiálńı část Rl(r):

Rl(r) =

{
r2(2M)lP

(2,0)
l (1− r/M)Vl(b) pro 2M ≤ r ≤ b

b2(2M)lP
(2,0)
l (1− b/M)Vl(r) pro r ≥ b ,

(2.50)

kde b znač́ıme radiálńı souřadnici smyčky (jej́ı poloměr). Nyńı můžeme potenciál
přepsat

Aφ =
∞∑

l=0,2

alRl(r)sin
2θ C

3/2
l (cos θ) . (2.51)

Zde voĺıme proudovou hustotu vyskytuj́ıćı se na pravé straně rovnice (2.37) tak,
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aby pozorovatel v lokálně inerciálńım systému

dt̂ = dt ,

dr̂ = dr ,

dθ̂ = r dθ ,

dφ̂ = r sin θ dφ (2.52)

naměřil celkový proud I skrz rovinu r̂, θ̂, to jest∫
Jφ dr̂ dθ̂ = I . (2.53)

Ve Schwarzschildových souřadnićıch má (2.53) tvar∫
Jφ
(

1− 2M

r

)− 1
2

r2 sin θ dr dθ = I . (2.54)

To umožňuje psát proudovou hustotu ve tvaru

Jφ =

(
1− 2M

r

) 1
2

r−2 sin−1θ δ(r − b) δ(cos θ) . (2.55)

Po dosazeńı (2.51) a (2.55) do (2.37) obdrž́ıme∑
l

al sin θ C
3/2
l (cos θ)

[
d

dr

(
1− 2M

r

)
d

dr
Rl − (l + 1)(l + 2)

Rl

r2

]

= −4π

(
1− 2M

r

)1/2

I δ(r − b) δ(cos θ) . (2.56)

Nyńı zopakujeme stejný postup jako u smyčky v plochém prostoročase, tzn. bu-
deme nejprve integrovat přes nekonečně tenkou vrstvu v r = b a pak přes cos θ
s využit́ım ortogonality Gegenbauerových polynomů (2.24). Takto źıskáme vztah
pro koeficienty rozvoje v (2.51)

al = (−1)
(l+2)

2
4
√
πI(l + 3

2
)Γ(1

2
(l + 1))

(l + 2)( l
2
)!
(
1− 2M

b

)1/2
(dRl

dr
)r=b

, (2.57)

kde (dRl
dr

)r=b opět znač́ı skok derivace v mı́stě smyčky. Ten se spoč́ıtá naprosto
stejně, jako rozd́ıl derivaćı obou řešeńı v bodě b, nebudeme ho však zde explicitně
uvádět kv̊uli délce výrazu. Použijeme ho však v programu MAPLE pro výpočet
a vykresleńı pole.

Magnetické pole urč́ıme stejně jako v plochém př́ıpadě, dostaneme

Br̂ =
1

r2 sin(θ)
Aφ,θ ,

Bθ̂ = −
(

1− 2M

r

)1/2
1

r sin(θ)
Aφ,r . (2.58)

Obrázek 2.3 pak vykresluje pole v meridionálńı rovině
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Obrázek 2.3: Pole kruhové proudové smyčky o poloměru b = 4M kolem Schwarz-
schildovy černé d́ıry v ekvatoriálńı rovině, podle Pettersona (viz [3]). Obrázek uka-
zuje řez kolmý na ekvatoriálńı rovinu. Potenciál byl vysč́ıtán do hodnoty l = 30,
proud byl zvolen I = 1. Osy jsou v jednotkách M .

Nyńı bude dobré se pod́ıvat na pr̊uběh potenciálu. Zaj́ımavé jsou póly a ekva-
toriálńı rovina, kde se nacháźı smyčka. Pod́ıváme-li se na úhlovou část, vid́ıme,
že na pólech, tj. v našem př́ıpadě v úhlech θ = 0 a θ = π, potenciál vymiźı. Na
obrázku 2.4 je zobrazen pr̊uběh potenciálu pro r̊uzné dané hodnoty úhlu θ. Zač́ıná
se od mı́sta smyčky až po jeden z pól̊u.

Co se magnetického pole týče, na pólech je čistě radiálńı,

Bθ(r, θ = 0, π) = = 0 ,

Br(r, θ = 0, π) = = f(r) , (2.59)

a v ekvatoriálńı rovině plat́ı

Bθ(r, θ =
π

2
) = g(r) ,

Br(r, θ =
π

2
) = 0 , (2.60)

kde f(r) a g(r) jsou nějaké funkce r. Toto se ale dá očekávat, nebot’ z axiálńı
symetrie neńı možné, aby pole na pólech mělo úhlovou složku nenulovou.

Pro srovnáńı přidáváme ještě obrázek s jiným umı́stěńım smyčky: obrázek 2.5.
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Obrázek 2.4: Radiálńı pr̊uběh potenciálu Aφ v r̊uzných úhlových směrech.
Obrázek nahoře ukazuje pr̊uběh v radiálńı souřadnici až do nekonečna. MAPLE
provedl škálováńı automaticky. Proto uvád́ıme ještě detail (spodńı obrázek), kde
r jde do konečné hodnoty, ukazuj́ıćı nepřeškálovaný pr̊uběh potenciálu v mı́stě
smyčky.
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Obrázek 2.5: Jako na obrázku 2.3, tentokrát pro poloměr b = 2.2M . Vznik defektu
na obrázku je komentován v kapitole 2.9, kde je také vykresleno pole již bez
defektu. Osy jsou opět v jednotkách M .
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2.3 Řešeńı Bičáka a Dvořáka

Daľśım článkem je [5]. Ve Schwarzschildově geometrii má nulová tetráda (Doda-
tek 3.2) tvar

lµ =

[(
1− 2M

r

)−1

, 1, 0, 0

]
,

nµ =
1

2

[
1,−

(
1− 2M

r

)
, 0, 0

]
,

mµ =
1√
2r

[
0, 0, 1,

i

sin θ

]
. (2.61)

Dosazeńım př́ıslušných spinových koeficient̊u a položeńım časových derivaćı rovných
nule, dále s využit́ım faktu, že budeme poč́ıtat pole axiálńı smyčky (tj. jedině jm
a jm jsou nenulové), maj́ı Maxwellovy rovnice tvar

[
∂

∂r
+

2

r

]
φ1 +

1√
2r
∗ðφ0 = 0 ,

− 1√
2r
∗ðφ1 +

1

2

[(
1− 2M

r

)
∂

∂r
+

1

r

]
φ0 = 2πjm ,[

∂

∂r
+

1

r

]
φ2 +

1√
2r
∗ðφ1 = 2πjm ,

− 1√
2r
∗ðφ2 +

1

2

(
1− 2M

r

)[
∂

∂r
+

2

r

]
φ1 = 0 . (2.62)

Ze zavedeńı φ0, φ1 a φ2 v Dodatku 3.2 a dle Dodatku 3.1 je vidět, že veličiny φ0, φ1,
φ2 maj́ı spinové váhy 1,0,−1 v tomto pořad́ı. Je možné tyto veličiny rozvinout
do báze s-harmonik. Za axiálńı symetrie přejdou s-harmoniky na Legendreovy
polynomy (Dodatek 3.1) a φ0, φ1 a φ2 maj́ı tvar

φ0 =
∑
l

1

2

√
2l + 1

πl(l + 1)
0Rl(r)

∂

∂θ
Pl(cos θ) ,

φ1 =
∑
l

1

2

√
2l + 1

π
1Rl(r)Pl(cos θ) ,

φ2 = −
∑
l

1

2

√
2l + 1

πl(l + 1)
2Rl(r)

∂

∂θ
Pl(cos θ) , (2.63)

kde bylo využito také toho, že smyčka je nenabitá (u φ1 vypadl jeden př́ıdavný
člen, který, jak se ukáže, souviśı s nábojem, viz článek [5]).

S využit́ım relaćı ortogonality pro s-harmoniky (Dodatek 3.1) plyne z Dodat-
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ku 3.2, dosazeńım (2.63) do (3.14), vztah pro radiálńı části

r(r − 2M)
d2

dr2
0Rl + 4(r −M)

d

dr
0Rl − (l − 1)(l + 2) 0Rl = −4π 0jl ,

r(r − 2M)
d2

dr2
1Rl + 2(2r − 3M)

d

dr
1Rl − (l − 1)(l + 2) 1Rl = −4π 1jl ,

r(r − 2M)
d2

dr2
2Rl + 4(r − 2M)

d

dr
2Rl −

[
(l − 1)(l + 2) +

4M

r

]
2Rl

= −4π 2jl , (2.64)

kde je zavedeno značeńı

0jl(r) =

√
2l + 1

4πl(l + 1)

∫
j0(r, θ, φ)

∂

∂θ
Pl(cos θ)r2 dΩ ,

1jl(r) =

√
2l + 1

4π

∫
j1(r, θ, φ)Pl(cos θ)r2 dΩ ,

2jl(r) = −

√
2l + 1

4πl(l + 1)

∫
j2(r, θ, φ)

∂

∂θ
Pl(cos θ)r2 dΩ (2.65)

a kde j0, j1 a j2 jsou zavedeny v Dodatku 2.
Nejprve budeme řešit homogenńı rovnici (2.64), tj. když vymiźı proudy. Vezměme

např́ıklad druhou z rovnic. Substitućı x = r/2M přejde na tvar

x(x− 1)
d2

dx2
1Rl + (4x− 3)

d

dx
1Rl − (l − 1)(l + 2) 1Rl = 0 , (2.66)

což je hypergeometrická rovnice, jej́ımiž dvěma nezávislými řešeńımi jsou:

pro l 6= 0

1R
(I)
l = F (1− l, l + 2, 3;x) ,

1R
(II)
l = (−x)−l−2F (l, l + 2, 2l + 2;x−1) , (2.67)

pro l = 0

1R
(I)
0 = x−2 ln(x− 1) + x−1 ,

1R
(II)
0 = x−2 . (2.68)

Obecné řešeńı je tedy tvaru

1Rl = al
1R

(I)
l + bl

1R
(II)
l . (2.69)

Pokud se nyńı dosad́ı rozvoje (2.63) do (2.62), dostaneme vztahy mezi jednot-
livými radiálńımi částmi,

0Rl = 21/2[l(l + 1)]−1/2r−1 d

dr

(
r2 1Rl

)
,

2Rl =
1

2
21/2[l(l + 1)]−1/2(r − 2M)r−2 d

dr

(
r2 1Rl

)
, (2.70)
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což opět umožňuje napsat

0Rl = al
0R

(I)
l + bl

0R
(II)
l ,

2Rl = al
2R

(I)
l + bl

2R
(II)
l , (2.71)

přičemž

0R
(I)
l = 23/2[l(l + 1)]−1/2F (1− l, l + 2, 2;x) ,

0R
(II)
l = −(2l)1/2(l + 1)−1/2(−x)−l−2F (l + 1, l + 2, 2l + 2;x−1) ,

2R
(I)
l = −21/2[l(l + 1)]−1/2x−1F (−l, l + 1, 2;x) ,

2R
(II)
l = −l1/2[2(l + 1)]−1/2(−x)−l−2F (l + 1, l, 2l + 2;x−1) . (2.72)

Z asymptotického chováńı řešeńı (obrázek 2.6) zjist́ıme, že řešeńı RI
l se chovaj́ı

regulárně na horizontu, jedná se tedy o vnitřńı řešeńı, zat́ımco RII
l , chovaj́ıćı se

regulárně v nekonečnu, jsou vněǰśımi řešeńımi.

Obrázek 2.6: Obrázek nalevo nahoře ukazuje asymptotické chováńı řešeńı 0R
(I)
2 a

0R
(II)
2 , napravo nahoře pak řešeńı 1R

(I)
2 a 1R

(II)
2 a dole 2R

(I)
2 a 2R

(II)
2 . Zeleně jsou

vykreslena řešeńı s indexem (II), červeně s indexem (I).

Pro to, abychom mohli provést plochou limitu, napǐsme nejprve explicitně pár
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mód̊u:

1R
(I)
1 = 1 ,

1R
(I)
2 = 1− 2r

3M
,

1R
(I)
2 = 1− 5r

3M
+

5r2

8M2
,

. . . (2.73)

a

1R
(II)
1 = 3 ln(1− 2M

r
) +

2M

r
+

2M2

r2
,

. . . , (2.74)

zde program MAPLE nebyl schopen vyč́ıslit explicitně daľśı módy. Je vidět, že po-
kud vnitřńı řešeńı přenásob́ıme konstantou (2M)l−1 a vněǰśı konstantou (2M)−l−2

a dále použit́ım rozvoje logaritmu (2.46) źıskáme chováńı řešeńı 1R
(I)
l ∼ rl−1 a

1R
(II)
l ∼ r−l−2, což jsou řešeńı druhé rovnice v (2.64) v plochém př́ıpadě.
Pokud nyńı využijeme axiálńı symetrie, můžeme rozvoje napsat (Dodatek 3.1),

po dosazeńı (2.69) a (2.71) do (2.63):

pro oblast r ≤ b

φ0 =
∑
l

√
2l + 1

4πl(l + 1)
al

0R
I
l

∂

∂θ
Pl(cos θ) ,

φ1 =
∑
l

√
2l + 1

4π
al

1R
I
lPl(cos θ) ,

φ2 = −
∑
l

√
2l + 1

4πl(l + 1)
al

2R
I
l

∂

∂θ
Pl(cos θ) , (2.75)

pro oblast r ≥ b

φ0 =
∑
l

√
2l + 1

4πl(l + 1)
bl

0R
II
l

∂

∂θ
Pl(cos θ) ,

φ1 =
∑
l

√
2l + 1

4π
bl

1R
II
l Pl(cos θ) ,

φ2 = −
∑
l

√
2l + 1

4πl(l + 1)
bl

2R
II
l

∂

∂θ
Pl(cos θ) . (2.76)

Je na čase určit proudové členy. Dle Dodatku 3.2 plat́ı

j1 =
1

sin θ

∂

∂θ

i sin2θ

2
Jφ . (2.77)
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Využili jsme zde axiálńı symetrie, to znamená položeńı všech derivaćı podle φ
rovnými nule, a transformace mezi kovariantńımi a kontravariantńımi složkami
tetrády, v tomto př́ıpadě konkrétně

mµ = gµνm
ν = · · · = r√

2
[0, 0, 1,−i sin θ] . (2.78)

Ze znalosti j1 urč́ıme 1jl z (2.65). Proudová hustota je dána stejně jako v př́ıpadě
[3], tj.

Jφ =

(
1− 2M

r

)1/2
1

r2 sin θ
Iδ(r − b)δ(cos θ) . (2.79)

Proudový element je

1jl = −iπI
√

2l + 1

4π

(
1− 2M

b

)1/2

δ(r − b) . (2.80)

Nyńı se vyřeš́ı rovnice (2.66) s nenulovou pravou stranou, postupem uvedeným
v [5]. Řešeńı takové rovnice je dáno (s použit́ım toho, že proudy vymiźı mimo
zdroj)

1Rl(x) = −1R
(I)
l (x)

∫ xb+ε

xb−ε

4π 1jl(x)1R
(II)
l (x)

x(x− 1)W
(

1R
(I)
l ,

1R
(II)
l , x

) dx−

−1R
(II)
l (x)

∫ xb+ε

xb−ε

4π 1jl(x)1R
(I)
l (x)

x(x− 1)W
(

1R
(I)
l ,

1R
(II)
l , x

) dx , (2.81)

kde xb = b/2M a W
(

1R
(I)
l ,

1R
(II)
l , x

)
je wronskián 1R

(I)
l , 1R

(II)
l v bodě x. Po-

rovnáńım s (2.69), vyjádřeńım wronskiánu

W
(

1R
(I)
l ,

1R
(II)
l , x

)
= W

(
1R

(I)
l ,

1R
(II)
l , xb

) x3
b(xb − 1)

x3(x− 1)

a využit́ım vztahu

lim
x0→∞

(
W
(

1R
(I)
l ,

1R
(II)
l , x

))
=

2(2l + 1)!

[(l + 1)!]2
1

x3(x− 1)

dostaneme pro koeficienty rozvoje

al = −2π[(l + 1)!]2

(2l + 1)!

∫ xb+ε

xb−ε
x2
(

1jl(x)
)

1R
(II)
l (x) dx ,

bl = −2π[(l + 1)!]2

(2l + 1)!

∫ xb+ε

xb−ε
x2
(

1jl(x)
)

1R
(I)
l (x) dx . (2.82)

Nyńı už jsme schopni spoč́ıtat koeficienty rozvoje. Dosazeńım všeho dostaneme

al = −π
2iI

2M

[l(l + 1)]1/2[(l + 1)!]2

(2l + 1)!

√
2l + 1

πl(l + 1)

(
1− 2M

b

)1/2

× (−xb)−lF
(
l, l + 2, 2l + 2;x−1

b

)
,

bl = −π
2iI

2M

[l(l + 1)]1/2[(l + 1)!]2

(2l + 1)!

√
2l + 1

πl(l + 1)

(
1− 2M

b

)1/2

× (xb)
2F (1− l, l + 2, 3;xb) . (2.83)
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Tenzor Fµν spočteme dle Dodatku 3.2, jeho nenulové složky jsou

F rφ = i
√

2
(
φ2 − φ2

) 1

r sin θ
,

F θφ = −2iφ1
1

r2 sin θ
, (2.84)

protože φ2 = −φ2 a, jak se dá ukázat, x(x− 1)−1φ2 = −1
2
φ0. Explicitně pak

F rφ = − i
√

2

r sin θ

∑
l

√
2l + 1

πl(l + 1)
al

2R
(I)
l

∂

∂θ
Pl(cos θ)

pro r ≤ b ,

F rφ = − i
√

2

r sin θ

∑
l

√
2l + 1

πl(l + 1)
bl

2R
(II)
l

∂

∂θ
Pl(cos θ)

pro r ≥ b ,

F θφ = − 2i

r2 sin θ

∑
l

√
2l + 1

π
al

1R
(I)
l Pl(cos θ)

pro r ≤ b ,

F θφ = − 2i

r2 sin θ

∑
l

√
2l + 1

π
bl

1R
(II)
l Pl(cos θ)

pro r ≥ b . (2.85)

Jednotlivé složky magnetického pole jsou

Br̂ = r2 sin θ F θφ ,

Bθ̂ = −
(

1− 2M

r

)− 1
2

r sin θ F rφ . (2.86)

Pole je vykresleno na obrázku 2.7.
Chováńı na pólech a v ekvatoriálńı rovině je patrné z obrázk̊u, a také analy-

ticky: úhlové chováńı pole je dáno Br ∼ Pl(cos θ) a Bθ ∼ P 1
l (cos θ), plat́ı správně

Br(r, θ = 0, π) = f(r) ,

Bθ(r, θ = 0, π) = 0 ,

Br(r, θ = π/2) = 0 ,

Bθ(r, θ = π/2) = g(r) . (2.87)
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Obrázek 2.7: Pole kruhové proudové smyčky v ekvatoriálńı rovině kolem Sch-
warzschildovy černé d́ıry, podle Bičáka a Dvořáka (viz [5]), o poloměru b = 4M
(nahoře) a b = 2.2M (dole). Vznik defektu na obrázku dole je komentován v
kapitole 2.9, kde je také připojen upravený obrázek již bez defektu. Pole bylo
vysč́ıtáno do l = 30 pro I = 1. Obrázek ukazuje meridionálńı rovinu. Osy jsou v
jednotkách M .
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2.4 Limita řešeńı Chitreho a Vishveshwary pro

Kerrovu černou d́ıru

V článku [7] se autoři zabývaj́ı magnetickým polem smyčky kolem Kerrovy černé
d́ıry. My zde ovšem provedeme schwarzschildovskou limitu a porovnáme ji s
předchoźımi výsledky. Kerrova metrika má v Boyerových-Lindquistových souřadnićıch
podobu

ds2 = −
(

1− 2Mr

Σ

)
dt2 − 4Marsin2θ

Σ
dt dφ+

Σ

∆
dr2 + Σ dθ2

+

(
r2 + a2 +

2Ma2rsin2θ

Σ

)
sin2θ dφ2 , (2.88)

kde M je hmotnost černé d́ıry, a je rotačńı parametr (jedná se o moment hybnosti
na hmotnost, tj. aM je moment hybnosti černé d́ıry), Σ = r2 + a2cos2θ a ∆ =
r2 − 2Mr + a2.

Schwarzschildovská limita spoč́ıvá v položeńı rotačńıho parametru rovným
nule. Je vidět, že při a → 0 přejde metrika (2.88) na Schwarzschildovu metriku
(2.34). Dále využijeme jednoho ze spinových koeficient̊u (Dodatek 3.2), který ve
schwarzschildovské limitě je ρ = −1/r. Veličiny φ−1, φ0 a φ1 jsou dány jako v
kapitole 2.3.

Rovnice, která se řeš́ı v tomto článku, má tvar

−∆
∂2Ψ

∂r2
− 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+
(
cot2θ + 1

)
Ψ = 4πj , (2.89)

kde Ψ = φ2/ρ
2 a j zde znač́ıme člen, jenž zahrnuje zdrojové členy a je dán

vztahem (viz [8])

j = r2

(
∆ +

r2 − 2Mr

2

)
1

r2
jm , (2.90)

kde ∆ ( v tomto př́ıpadě se jedná o směrovou derivaci) a jm jsou popsány v
Dodatku 3.2.

Proudová hustota je dána

Jφ =
I

b2

(
1− 2M

b

) 1
2

δ(r − b) δ(cos θ) , (2.91)

kde b je poloha smyčky. Výraz (2.91) se dá zapsat stejně jako v (2.55) a (2.79),
jak je komentováno v kapitole 2.1.

Dále provedeme rozpis do spinových kulových funkćı (Dodatek 3.1),

Ψ =
∞∑
l=1

Rl(r) −1Yl0(θ) ,

j =
∞∑
l=1

jl(r) −1Yl0(θ) , (2.92)

a dosazeńım (2.92) do (2.89) dostaneme rovnici pro radiálńı části Rl(r),

d2Rl

dr2
− l(l + 1)

r2 − 2Mr
Rl = −4π

jl
r2 − 2Mr

, (2.93)
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kde jl je dáno

jl(r) = −i π b I√
2

√
2l + 1

4πl(l + 1)

√
1− 2M

b

dPl(cos θ)

dθ

∣∣∣∣
θ=π/2

×
[(
b2 − 2Mb

)
δ(b− r) +

(
r2 − 2Mr

)
δ′(b− r)

]
, (2.94)

kde čárka znač́ı derivaci podle r.

Řešeńı homogenńı části rovnice (2.93) je, zachováme-li značeńı podle článku,

Fl(r) = − (2l + 1)!

2l(l + 1)! l!M l+1

(
r2 − 2Mr

) dQl(u)

dr
,

Gl(r) =
2l(l − 1)! l!M l

(2l)!

(
r2 − 2Mr

) dPl(u)

dr
, (2.95)

kde u = r−M
M

a Pl jsou Legendreovy polynomy prvńıho druhu a Ql jsou Legendre-
ovy funkce druhého druhu. Z chováńı obou řešeńı na horizontu a v nekonečenu
zjist́ıme, že Fl(r) jsou vněǰśı řešeńı a Gl(r) jsou vnitřńı řešeńı. Viz obrázek 2.8.

Obrázek 2.8: Asymptotické chováńı řešeńı F2(r) (červeně) a G2(r) (zeleně).

Plochou limitu odkládáme na kapitolu 2.5 věnovanou článku Mosse [8], pro-
tože v těchto př́ıpadech se radiálńı řešeńı sestává z Legendreových polynomů a v
př́ıpadě Mosse je řešeńı v jednodušš́ım tvaru. Je proto zbytečné uvádět na několika
mı́stech to samé, když i rovnice (2.89) je v obou př́ıpadech stejná. To samé plat́ı
pro ostatńı odstavce, v nichž neńı uvedena plochá limita řešeńı.
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Řešeńı nehomogenńı rovnice (2.93) se dá napsat

Rl(r) = Fl(r)

[∫ (
−4πjl(r)

r2 − 2Mr

)
Gl(r)dr

]
/W pro r > b ,

Rl(r) = Gl(r)

[∫ (
−4πjl(r)

r2 − 2Mr

)
Fl(r)dr

]
/W pro r < b , (2.96)

kde W = −(2l + 1) je wronskián. Z (2.95) a 2.94) dosazeńım do (2.96) źıskáme
konečně

pro r > b

φ2(r, θ) = 2
√
πI

√
b− 2M

2b

∞∑
l=1

1

l(l + 1)

[
−i
(
b

dGl

dr
(b)−Gl(b)

)

× sin
πl

2

Γ((l + 2)/2)

Γ((l + 1)/2)

]
1

r2
Fl(r)

dPl(cos θ)

dθ
, (2.97)

pro r < b

φ2(r, θ) = 2
√
πI

√
b− 2M

2b

∞∑
l=1

1

l(l + 1)

[
−i
(
b

dFl
dr

(b)− Fl(b)
)

× sin
πl

2

Γ((l + 2)/2)

Γ((l + 1)/2)

]
1

r2
Gl(r)

dPl(cos θ)

dθ
, (2.98)

kde jako v článku [7] označ́ıme

H>
l (b) = 2

√
πI

√
b− 2M

2b

1

l(l + 1)

[
−i
(
b

dFl
dr

(b)− Fl(b)
)

× sin
πl

2

Γ((l + 2)/2)

Γ((l + 1)/2)

]
,

H<
l (b) = 2

√
πI

√
b− 2M

2b

1

l(l + 1)

[
−i
(
b

dFl
dr

(b)− Fl(b)
)

× sin
πl

2

Γ((l + 2)/2)

Γ((l + 1)/2)

]
. (2.99)

Integrováńım Maxwellových rovnic je v článku źıskáno řešeńı pro φ1:

pro r > b

φ1(r, θ) =

√
2

r2

∞∑
l=1

H>
l (b)

[
r

dFl(r)

dr
− Fl(r)

]
Pl(cos θ) ,

pro r < b

φ1(r, θ) =

√
2

r2

∞∑
l=1

H<
l (b)

[
r

dGl(r)

dr
−Gl(r)

]
Pl(cos θ) . (2.100)
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Ze známých φ−1, φ0 a φ1 dostaneme F µν zp̊usobem popsaným v kapitole 2.3,
konkrétně z (2.84). Magnetické pole pak máme jako v (2.86). Pole je vykresleno
na obrázku 2.9.

Chováńı pole na ose symetrie a v ekvatoriálńı rovině je dáno jako v kapitole
2.3, tj. θ-složka vymiźı na ose symetrie a r-složka vymiźı v ekvatoriálńı rovnině.
Řešeńı jsou totiž opět úměrná Legendreovým polynomům v úhlové části.
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Obrázek 2.9: Pole proudové smyčky kolem Schwarzchildovy černé d́ıry o poloměru
b = 4M (nahoře) a b = 2.2M (dole) podle řešeńı Chitreho a Vishveshwary [7].
Osy jsou v jednotkách M .
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2.5 Limita řešeńı Mosse pro Kerrovu černou d́ıru

Článek [8] se zaměřuje na kritické porovnáńı předchoźıch článk̊u, zabývaj́ıćıch
se poli proudových smyček kolem Kerrovy černé d́ıry. Také zde prezentuje své
vlastńı řešeńı, a to i v řeči vektorového potenciálu. Je zde řešena stejná rovnice
jako v článku [7] pro funkci Ψ = −∆φ0, kde ∆ je dána stejně jako v [7] ve sch-
warzschildovské limitě. Řešeńı homogenńı rovnice, prezentované v tomto článku,
je tvaru

φ0 =
1√
2

∞∑
l=1

[
αl

dPl(u)

dr
P 1
l (cos θ) + βl

dQl(u)

dr
P 1
l (cos θ)

]
, (2.101)

kde Pl a Ql jsou Legendreovy polynomy. Proměnná u je u = (r−M)/M . Členy u
koeficientu αl jsou regulárńı na horizontu, členy u βl jsou regulárńı v nekonečnu,
jak ukazuje obrázek 2.10.

Obrázek 2.10: Asymptotické chováńı řešeńı dQ2

dr
(červeně) a dP2

dr
(zeleně).

Moss zde dále uvád́ı řešeńı ve tvaru vektorového potenciálu. My se zde opět
omeźıme na př́ıpad nenabité smyčky kolem nerotuj́ıćı černé d́ıry. Potenciál pak
má tvar

pro r < b

Aφ =
∞∑
l=1

αil

[
r Pl(u) sin θ P 1

l (cos θ)− (r2 − 2Mr)

l(l + 1)

dPl(u)

dr
sin θ P 1

l (cos θ)

]
,
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pro r > b

Aφ =
∞∑
l=1

βil

[
r Ql(u) sin θ P 1

l (cos θ)− (r2 − 2Mr)

l(l + 1)

dQl(u)

dr
sin θ P 1

l (cos θ)

]
,

(2.102)
kde bylo zavedeno αl = αrl + iαil, βl analogicky. Ve Schwarzschildovi se projev́ı
pouze imaginárńı část.

Pod́ıvejme se na plochou limitu. Tvary radiálńıch část́ı, jež označ́ıme RI
l pro

vnitřńı a RII
l pro vněǰśı řešeńı, maj́ı explicitně tvar

RI
1 =

r2

2M
,

RI
2 = − r2

4M2
(6M − r) ,

RI
3 =

r2

8M3
(24M2 − 40Mr + 15r2) ,

. . . (2.103)

RII
1 = −

r2 ln(1− 2M
r

) + 2Mr + 2M2

4M
,

RII
2 =

−6r3 ln(1− 2M
r

) + 9r2M ln(1− 2M
r

)− 12Mr2 + 6M2r + 2M3

12M2
,

. . . (2.104)

Podobnou procedurou jako v kapitolách 2.2 a 2.3 dostaneme chováńı v limitě
plochého prostoročasu, RI

l ∼ rl+1 a RII
l ∼ r−l. To jsou skutečně správná řešeńı

rovnice (2.93) z článku [7] v př́ıpadě plochého prostoročasu.
Proudová hustota je ve tvaru

Jφ =
I

b2
δ(r − b) δ(cos θ) . (2.105)

Zdrojový člen na pravé straně rovnice (2.89) v [7] je dán jako v kapitole 2.4 vzta-
hem (2.90).
Dále se proud j i funkce Ψ rozvinou do báze přidružených Legendreových poly-
nomů,

Ψ =
∑
l

Rl P
1
l (cos θ) ,

j =
∑
l

jl P
1
l (cos θ) . (2.106)

Obráceně můžeme psát

Rl =

∫ 1

−1

ΨP 1
l (cos θ) d(cos θ) ,

jl =

∫ 1

−1

j P 1
l (cos θ) d(cos θ) . (2.107)
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Nyńı řeš́ıme rovnici (2.93) v [7] a řešeńı nalezneme ve tvaru

Rl(r) = −(r2 − 2Mr)√
2

2l(l + 1)

2l + 1
αl

dPl(u)

dr
r < b ,

= −(r2 − 2Mr)√
2

2l(l + 1)

2l + 1
βl

dQl(u)

dr
r > b . (2.108)

Pokud dosad́ıme proudovou hustotu (2.105) do vztahu pro j, źıskáme pravou
stranu rovnice (2.89) v [7] ve tvaru

− i√
2

4πI P 1
l (0) [b δ′(r − b) + δ(r − b)] , (2.109)

kde čárka znač́ı derivaci podle r. Integraćı rovnice (2.89) v [7] s pravou stranou
(2.109) přes delta-funkci dostaneme rovnice

(r2 − 2Mr)
2l(l + 1)

2l + 1

(
βl

dQl(u)

dr
− αl

dPl(u)

dr

)
= 4π i I P 1

l (0)b ,

(r2 − 2Mr)
2l(l + 1)

2l + 1
(βlQl − αl Pl) = 4πI

r2 − 2Mr

l(l + 1)

i√
2
P 1
l (0) . (2.110)

Kombinaćı rovnic (2.110) lze źıskat vztah pro βl,

βl = −2π i I
2l + 1

l(l + 1)

1

W
P 1
l (0)

[
1

l(l + 1)

dPl(u)

dr
− b

b2 − 2Mb
Pl (u)

]
r=b

, (2.111)

kde W je wronskián, pro nějž plat́ı

W =

[
Pl (u)

dQl(u)

dr
−Ql (u)

dPl(u)

dr

]
r=b

=
M

b2 − 2Mb
. (2.112)

Vztah pro αl se źıská pouze záměnou Pl za Ql v (2.111).
Jelikož reálná část obou koeficient̊u je nulová, odečteme z (2.111) a analogické

rovince pro αl př́ımo

βil = 2π
2l + 1

l(l + 1)

I

M

[
bPl (u)− b2 − 2Mb

l(l + 1)

dPl(u)

dr

]
r=b

P 1
l (0) ,

αil = 2π
2l + 1

l(l + 1)

I

M

[
bQl (u)− b2 − 2Mb

l(l + 1)

dQl(u)

dr

]
r=b

P 1
l (0) .

(2.113)

Pole źıskáme stejným zp̊usobem jako v kapitole 2.2. Je vykresleno na obrázku
2.11.

Pole na ose symetrie a v ekvatoriálńı rovině je stejné jako v kapitolách 2.3 a
2.4, θ-složka vymiźı na ose symetrie a r-složka vymiźı v ekvatoriálńı rovnině.
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Obrázek 2.11: Pole proudové smyčky o poloměru b = 4M (nahoře) a b = 2.2M
(dole) podle schwarzschildovské limity řešeńı Mosse. Osy jsou v jednotkách M .
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2.6 Limita řešeńı Pettersona pro Kerrovu černou

d́ıru

Dále je třeba se pod́ıvat na článek [4], kde Petterson zobecňuje své řešeńı [3] na
smyčku kolem Kerrovy černé d́ıry. V tomto článku se vyskytuje chyba, na kterou
upozornil Moss [8] a kterou budeme rovněž řešit. Dále zde budeme na chv́ıli
uvažovat nenulový náboj smyčky, abychom mohli vypsat celé rovnice, v nichž se
vyskytuje chyba, se všemi členy, které jsou v článku. V daľśıch kapitolách se již
opět omeźıme na nenabitou proudovou smyčku.

Maxwellovy rovnice maj́ı tvar [5]. Po separaci φ0 = R0(r)S(θ) dostaneme dvě
rovnice

1

∆

d

dr

(
∆2 dR0

dr

)
− (l − 1)(l + 2)R0 = 0 ,

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dS

dθ

)
+

[
l(l + 1)− 1

sin2θ

]
S = 0 . (2.114)

Dosazeńım R0(r) = ∆−1/2Rl, kde ∆ = r2 − 2Mr, do radiálńı rovnice v (2.114) a
zavedeńım u = (r −M)/M dostaneme řešeńı

φ0 =
∞∑
l=1

√
2

∆

[
αl P

1
l (u) + βlQ

1
l (u)

]
P 1
l (cos θ) , (2.115)

kde αl i βl jsou dány jako v [8]. Dosazeńım (2.115) do Maxwellových rovnic [5] a
jejich integraćı dostaneme vztah pro φ1, který má konečný tvar

φ1 =
∞∑
l=1

1

r2
[αlAl(r, θ) + βlBl(r, θ)] , (2.116)

kde

Al = −r l(l + 1)Pl(u)Pl(cos θ) + ∆
dPl(u)

dr
Pl(cos θ) ,

Bl = −r l(l + 1)Ql(u)Pl(cos θ) + ∆
dQl(u)

dr
Pl(cos θ) . (2.117)

Nyńı zopakujeme postup pro odvozeńı koeficient̊u, abychom ukázali, kde se
dopustil chyby Petterson a posléze výpočet oprav́ıme. Dosazeńım

Jφ =
I

2πb2
δ(r − b) δ(cos θ) (2.118)

do proudového členu, dosazeńım spinových koeficient̊u do prvńıch dvou Ma-
xwellových rovnic a integraćı přes nekonečně tenkou vrstvu v mı́stě smyčky r = b
dostaneme pro nespojitosti φ

[φ1] = 0 ,

[φ0] =
2i I b√

2(b2 − 2Mb)
, (2.119)
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kde [ ] znač́ı skok veličiny v mı́stě b. Dále, jak je vidět z (2.115) a (2.116),

[φ1] =
∑
l

b−2 (βlBl − αlAl) ,

[φ0] =
√

2
∑
l

[
βl

dQl

dr
(u)− αl

dPl
dr

(u)

]
r=b

P 1
l (cos θ) , (2.120)

kde bylo použito relace [3]

dPl(u)

dr
= ∆−1/2Pl(u) (2.121)

a kde

Al =

[
∆

dPl
dr
− l(l + 1)r Pl(u)

]
r=b

Pl(cos θ) ,

Bl =

[
∆

dQl

dr
− l(l + 1)r Ql(u)

]
r=b

Pl(cos θ) . (2.122)

Spojeńım (2.119) a (2.120), rozepsáńım αl a βl jako v [8] a ponecháńım pouze
imaginárńı části obdrž́ıme∑

l

{
βil

[
∆

dQl

dr
− l(l + 1)r Ql(u)

]
− αil

[
∆

dPl
dr
− l(l + 1)r Pl(u)

]}
r=b

×Pl(cos θ) = 0 ,

∑
l

[
βil

dQl

dr
− αil

dPl
dr

]
r=b

P 1
l (cos θ) =

I b

(b2 − 2Mb)
δ(cos θ) . (2.123)

Z prvńı rovnice v (2.123) plyne podmı́nka

βil

[
∆

dQl

dr
− l(l + 1)r Ql(u)

]
r=b

= αil

[
∆

dPl
dr
− l(l + 1)r Pl(u)

]
r=b

. (2.124)

A právě zde se Petterson dopustil chyby. Jeho podmı́nka má tvar

βil [Ql(u)]r=b = αil [Pl(u)]r=b ,

βrl

[
dQl

dr

]
r=b

= αrl

[
dPl
dr

]
r=b

, (2.125)

kde v Kerrově př́ıpadě je αrl a βrl nenulové. Druhá podmı́nka z (2.125) je správná,
ta prvńı však ne. Petterson v článku uvád́ı čtyři rovnice jako podmı́nky, ovšem v
té prvńı vynechal člen, a daľśı, která by měla být tvaru (2.124), je napsána také
chybně. Uvedeme zde pouze dvě chybné rovnice:∑

l

{
βrl

[
∆

dQl

dr
− l(l + 1)r Ql(u)

]
− αrl

[
∆

dPl
dr
− l(l + 1)r Pl(u)

]}
r=b

×Pl(cos θ) = (a I − q)δ(cos θ) ,

∑
l

[
βilQl(u)− αilPl(u)

]
P 1
l (cos θ) = 0 . (2.126)
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Předně, ve druhé podmı́nce v (2.126) má být Pl(cos θ), a nikoli P 1
l (cos θ). To ale

neńı hlavńı problém. V Kerrově př́ıpadě plat́ı ještě

Al =

[
∆

dPl
dr
− l(l + 1)r Pl(u)

]
Pl(cos θ)− i a Pl(u)P 1

l (cos θ) ,

Bl =

[
∆

dQl

dr
− l(l + 1)r Ql(u)

]
Pl(cos θ)− i a Pl(u)P 1

l (cos θ) .

(2.127)

Prvńı z rovnic (2.126) by měla vypadat

∑
l

{
βrl

[
∆

dQl

dr
− l(l + 1)r Ql(u)

]
− αrl

[
∆

dPl
dr
− l(l + 1)r Pl(u)

]
+a
[
βilQl(u)− αilPl(u)

]}
b
Pl(cos θ) = (a I − q)δ(cos θ) ,

(2.128)

kde q je celkový náboj smyčky. Zde se porovnávaj́ı reálné a imaginárńı části.
Jelikož se násob́ı mezi sebou dvě komplexńı jednotky, je zde ještě tato přidaná
reálná část, kterou Petterson opomněl. Druhá z rovnic (2.126) by měla mı́t tvar
(2.124).

Rovnice (2.124) se skládá z polynomů dQl
dr

a Ql, resp. dPl
dr

a Pl, které nejsou
vzájemně ortogonálńı, tedy nelze ji separovat na dvě oddělené části, plat́ıćı se-
parátně. Z nich právě jednu má Petterson uvedenou jako podmı́nku, konkrétně
druhou rovnici v (2.126).

Petterson nakonec dosṕıvá k výsledku:

βil =
l + 1/2

l(l + 1)

(b2 − 2Mb)

M

I b

(b2 − 2Mb)
P 1
l (0) [Pl(u)]r=b , (2.129)

analogicky pro αil. Správný postup je vyj́ıt př́ımo z (2.124). Pokud tedy z rovnice
(2.124) vyjádř́ıme βil , dosad́ıme do druhé z (2.123) a označ́ıme

al =
αil[

∆dQl
dr
− l(l + 1)r Ql(u)

]
r=b

, (2.130)

můžeme psát druhou rovnici z (2.123) jako

∑
l

al

{[
∆

dPl
dr
− l(l + 1)r Pl(u)

]
dQl

dr
−
[
∆

dQl

dr
− l(l + 1)r Ql(u)

]
dPl
dr

}
r=b

×P 1
l (cos θ) =

I b

(b2 − 2Mb)
δ(cos θ) . (2.131)

Přenásobeńım této rovnice P 1
n(cos θ), integrováńım přes cos θ, využit́ım∫ 1

−1

Pm
l (cos θ)Pm

n (cos θ) d(cos θ) =

{
2

2n+1
(n+m)!
(n−m)!

pro l = n

0 pro l 6= n ,
(2.132)

37



dále roznásobeńım a vhodnou úpravou, užit́ım vztahu pro wronskián W [8] a
(2.130) dostaneme konečně

αil =
2l + 1

l(l + 1)

I

M

[
bQl (u)− b2 − 2Mb

l(l + 1)

dQl(u)

dr

]
r=b

P 1
l (0) . (2.133)

Obdobně pro druhý koeficient

βil =
2l + 1

l(l + 1)

I

M

[
bPl (u)− b2 − 2Mb

l(l + 1)

dPl(u)

dr

]
r=b

P 1
l (0) , (2.134)

stejně jako Moss v [8]. Naše řešeńı se lǐśı jen násobkem 2π, ale to je dáno odlǐsným
zavedeńım proudové hustoty, která se právě o tento násobek lǐśı.

Složky tenzoru elektromagnetického pole maj́ı tvar (pro r < b)

F rφ =
∑
l

αil
1

r sin θ

(
1− 2M

r

)
dPl(u)

dr
P 1
l (cos θ) ,

F θφ =
∑
l

αil
1

r2 sin θ

[(
1− 2M

r

)
dPl(u)

dr
− l(l + 1)

r
Pl(u)

]
Pl(cos θ) .

(2.135)

Pro r > b stač́ı zaměnit αil za βil a Pl(u) za Ql(u).
Pole źıskáme zp̊usobem popsaným v kapitole 2.3. Pole je vykresleno na obrázku

2.12.
Jako v předchoźıch kapitolách, θ-složka vymiźı na ose symetrie a r-složka vy-

miźı v ekvatoriálńı rovnině.

Na obrázku 2.13 jsme pro ilustraci vykreslili ještě pole se špatným koeficientem
(2.129).
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Obrázek 2.12: Pole proudové smyčky o ploměru b = 4M (nahoře) a b = 2.2M
(dole) kolem Schwarzschildovy černé d́ıry podle schwarzschildovské limity řešeńı
Pettersona [4]. Na obou obrázćıch je pole vykresleno pro opravené koeficienty βil
a αil. Osy jsou v jednotkách M .
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Obrázek 2.13: Nalevo pole proudové smyčky o poloměru r = 4M podle p̊uvodńıho
Pettersonova řešeńı s chybnými koeficienty βil a αil. Je vidět, že tvar pole je přesto
stejný. Koeficienty se od správných lǐśı o konstantu závislou na l. To, že tvar pole
je stejný, lze vysvětlit tak, že obě složky pole (Br a Bθ), v rámci jednoho řešeńı,
jsou ve tvaru sumy se stejnými koeficienty, takže obě složky pole jsou normovány
stejným zp̊usobem. Pro jiné řešeńı, tzn. jinou sadu koeficient̊u, plat́ı to stejné. To
znamená, že tvar pole (směr šipek) je stejný pro obě řešeńı, pouze se lǐśı intenzita
pole (délky šipek). Detailněǰśı popis toho, proč obě řešeńı popisuj́ı stejný zdroj, je
uveden v kapitole 2.8. Obrázek vpravo ukazuje chováńı poměru obou koeficient̊u
v závislosti na l. Je vidět, že se zvyšuj́ıćım se l se chybné koeficienty stále v́ıce
přibližuj́ı těm správným. Oscilace na grafu vpravo kolem l = 30 je zp̊usobena
interpolaćı.
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2.7 Limita řešeńı Znajeka pro Kerrovu černou

d́ıru

Dále se pod́ıvejme na práci Znajeka [9]. Tato práce je podobná práci Pettersona
[4]. Je dobré ji zde uvést, nebot’ se zaměřuje na opravu [4] a na rozd́ıl od [8]
provád́ı celý výpočet v př́ıpadě správného řešeńı.

Autor uvád́ı rozvoje φ−1, φ0 a φ1 v symetričtěǰśı podobě než Petterson. V
článku provedl transformaci nulové tetrády (Dodatek 3.2)

lµ →
√

1

2
− M

r
lµ , (2.136)

která vede k
φ2 = −φ0 . (2.137)

Dále uvád́ı explicitně vektorový potenciál v oblasti r < b:

Aφ = 2
∞∑
l=0

αil

[
rPl(u)− (r2 − 2Mr)

l(l + 1)

dPl(u)

dr

]
sin θ P 1

l (cos θ) , (2.138)

kde u = (r −M)/M . Potenciál pro r > b je dán záměnou αil → βil a Pl → Ql. V
článku je suma sč́ıtána od l = 0, ovšem [9] ukazuje, že můžeme poč́ıtat od l = 1,
protože plat́ı αi0 = 0 a v př́ıpadě nenabité smyčky také βi0 = 0.

Koeficienty jsou źıskány postupem analogickým jako v [4], tedy z navázáńı
vakuových řešeńı v mı́stě smyčky. Proudová hustota je tvaru

Jφ =
I

r2
δ(r − b) δ(cos θ) . (2.139)

Znajek dále vypisuje postup pro źıskáńı koeficient̊u rozvoje. Tento postup je ana-
logický jako v [4], ovšem Znajek zde opravuje chybu, které se dopustil Petterson.
Rovnice, které se v článku źıskaj́ı, jsou již ve zkrácené podobě uvedeny v části
2.6 věnuj́ıćı se opraveńı chyby v [4]. Znajek tyto rovnice řeš́ı př́ımo v Kerrově
př́ıpadě, využ́ıvá i schwarzschildovské limity k dosažeńı správného výsledku. My
tuto limitu použ́ıváme od začátku poč́ıtáńı, vyhnuli jsme se tak těžkostem, které
právě Znajek řeš́ı za pomoci limity v pr̊uběhu výpočtu. Ovšem v př́ıpadě daľśı
práce, až se budeme zabývat Kerrovým řešeńım, bude potřeba tento postup udělat
mnohem opatrněji, jako je to právě uvedeno v [9].

Znajek dosṕıvá ke koeficient̊um ve tvaru (v našem př́ıpadě ve schwarzschil-
dovské limitě)

αil =
(2l + 1)I

M 2l(l + 1)

[
bQl(u)− (b2 − 2Mb)

l(l + 1)

dQl(u)

dr

]
r=b

P 1
l (0) . (2.140)

Vztah pro βil źıskáme záměnou Ql za Pl.
Magnetické pole źıskáme stejně jako v kapitole 2.2. Pole je vykresleno na

obrázku 2.14.
Pole na pólech je pouze radiálńı, v ekvatoriálńı rovině radiálńı složka vymiźı.
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Obrázek 2.14: Pole kolem proudové smyčky o poloměru b = 4M (nahoře) a b =
2.2M (dole) podle schwarzschildovské limity řešeńı Znajeka [9].
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2.8 Analytické srovnáńı studovaných řešeńı

Nyńı se pokuśıme o srovnáńı řešeńı od jednotlivých autor̊u. Srovnejme nejprve
[3] a [8]. Jejich tvar je

Petterson:

Aφ =
∞∑

l=0,2

alRl(r)sin
2θ C

3/2
l (cos θ) , (2.141)

Moss:

Aφ =
∞∑
l=1

αil

[
r Pl(u)− ∆

l(l + 1)

dPl(u)

dr

]
sin θ P 1

l (cos θ) , (2.142)

kde ∆ = r2 − 2Mr. Dle [4] plat́ı vztahy

sin2θ C
3/2
l−1(cos θ) = sin θ P 1

l (cos θ) ,

Rl−1(u) = αil

[
∆

l(l + 1)

dPl(u)

dr
− rPl(u)

]
. (2.143)

Za použit́ı (2.143) je vidět, že obě řešeńı si jsou ekvivalentńı, až na znaménko,
to ale neńı d̊uležité, to se dá zahrnout do proudu (dá se ř́ıci, že řešeńı uvažuj́ı
opačný směr proudu. V práci jsme ovšem v obrázćıch tento fakt zohlednili, proto
maj́ı všechny obrázky magnetického pole stejně volený směr proudu).

Dále porovnejme vztahy pro φ0 od stejných autor̊u, u Pettersona vezměme
řešeńı s Kerrovou d́ırou,

Petterson:

φ0 =
√

2
∞∑
l=1

[
αl

dPl(u)

dr
+ βl

dQl(u)

dr

]
P 1
l (cos θ) , (2.144)

Moss:

φ0 =
1√
2

∞∑
l=1

[
αl

dPl(u)

dr
+ βl

dQl(u)

dr

]
P 1
l (cos θ) . (2.145)

Až na univerzálńı č́ıselný faktor to samé. Vztah pro φ1 Moss neuvád́ı.
Nyńı srovnáme s těmito dvěma autory řešeńı Chitreho a Vishveshwary [7].

Předně plat́ı dle Pettersona

φ2 = − ∆

2r2
φ0 . (2.146)

Uvažme pouze vnitřńı řešeńı, které je v př́ıpadě Chitreho a Vishveshwary dáno

φ2 =
∆

r2

∑
l

H<
l (b)

2l(l − 1)! l!M l

(2l)!

dPl(u)

dr
P 1
l (cos θ) , (2.147)

kde H>
l (b) jasně hraj́ı roli koeficient̊u rozvoje. Srovnáńı s Pettersonem za použit́ı

(2.146) ukazuje, že se řešeńı lǐśı pouze v konstantě závislé na l a b a dále na
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zavedeńı proudové hustoty. Co se týče φ1, ve výrazu pro φ1 u Chitreho a Vishve-
shwary se vyskytuje člen rG′l(r)−Gl(r), kde Gl(r) jsou dány v [7]. Čárkou znač́ıme
derivaci podle r. Po provedeńı derivace dostaneme G′l = (l + 1)lPl(u), takže

rG′l(r)−Gl(r) = r l(l + 1)Pl(u)−∆
dPl(u)

dr
. (2.148)

Petterson má řešeńı ve tvaru (uvažujeme radiálńı část vnitřńıho řešeńı)

Al = −r l(l + 1)Pl(u) + ∆
dPl(u)

dr
, (2.149)

tedy celkově

φPetterson
1 =

∑
l

αil

[
−l(l + 1)

r
Pl(u) +

∆

r2

dPl(u)

dr

]
Pl(cos θ) , (2.150)

Chitre a Vishveshwara pak

φChitre
1 =

√
2
∑
l

H<
l (b)

2l(l − 1)!l!M l

(2l)!

[
l(l + 1)

r2
Pl(u)− ∆

r2

dPl(u)

dr

]
Pl(cos θ) ,

(2.151)
čili struktura je stejná, lǐśı se pouze o konstantu závislou na l.

Dále se pokuśıme srovnat [4] s řešeńım Bičáka a Dvořáka [5]. Řešeńı [5] je ve
tvaru

φ0 =

√
2

π

∑
l

√
2l + 1

l(l + 1)
alF (1− l, l + 2, 2;x)P 1

l (cos θ) . (2.152)

Dle [17] plat́ı vztah

dPl(u)

dr
=
l(l + 1)

2M
F (1− l, l + 2, 2; 1− x) , (2.153)

d́ıky kterému mohu (2.144) přepsat na

φPetterson
0 =

∞∑
l=1

αl
l(l + 1)√

2M
F (1− l, l + 2, 2; 1− x)P 1

l (cos θ) . (2.154)

Ovšem plat́ı

F (1− l, l + 2, 2; 1− x) = (−1)l+1F (1− l, l + 2, 2;x) , (2.155)

tedy řešeńı se opět lǐśı pouze v konstantńım faktoru závislém na l.
Porovnáme nyńı [9] a [8]. Znajek uvád́ı řešeńı ve tvaru

Aφ = 2
∞∑
l=0

αil

[
rPl(u)− (r2 − 2Mr)

l(l + 1)

dPl(u)

dr

]
sin θ P 1

l (cos θ) , (2.156)

který je až na faktor 2 totožný s (2.142).
V této části často uvád́ıme, že řešeńı se lǐśı pouze v konstantě, která je závislá

na l. Již v části 2.6 je pod obrázkem 2.13 komentováno, proč toto nemá vliv na
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tvar řešeńı v př́ıpadě Pettersona. Stejně je tomu mezi řešeńımi r̊uzných autor̊u, v
př́ıpadech, kdy se řešeńı lǐśı o konstantu závislou na l.

Jde také o to, jak jednotlivé módy řeš́ı Maxwellovy rovnice. Tyto rovnice lze
řešit člen po členu, tzn. že je řeš́ı každý jednotlivý mód. Jednotlivé členy řeš́ı neho-
mogenńı rovnici jednotlivě a na pravé straně vždy vyjde člen úměrný delta funkci,
kde konstantou úměrnosti budou právě koeficienty rozvoje (tedy konstanta jež je
závislá na l) a proud. Je d̊uležité si uvědomit, že přestože se tyto koeficienty lǐśı
pro r̊uzná l, pořád jsou pravé strany rovnic úměrné delta funkci, kterou je zadán
zdroj, v našem př́ıpadě proudová smyčka. Jednotlivé členy tedy odpov́ıdaj́ı poli
proudové smyčky, pouze se pro r̊uzné koeficienty v r̊uzných řešeńıch jinak normuj́ı
intenzity poĺı. To vysvětluje, proč jsou tvary poĺı stejné v r̊uzných vyjádřeńıch,
lǐśıćıch se navzájem konstantami závislými na l. V článćıch Mosse, Chitreho a
Bičáka se provád́ı explicitně rozložeńı proudu do báze s-harmonik, jednotlivé ra-
diálńı části (viz (2.92) v kapitole 2.3) jsou právě ty členy, jež jsou pravými stra-
nami nehomogenńı Maxwellovy rovnice pro jednotlivé módy. A tyto “proudové
módy”jsou zadány konkrétńım zdrojem. I proto tvar pole neńı ovlivněn v př́ıpadě
chybného Pettersonova řešeńı v [4], nebot’ v obou př́ıpadech je zdroj volen stejně,
je j́ım proudová smyčka.
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2.9 Numerické srovnáńı studovaných řešeńı

Nyńı se pod́ıvejme na obrázky poĺı a porovnejme je. Toto porovnáńı je na obrázku
2.19. Je vidět, že výsledky jednotlivých článk̊u jsou, alespoň v př́ıpadě Schwarz-
schilda, prakticky totožné. To jsme očekávali, jak je ukázáno i v časti 2.8 věnované
analytickému porovnáńı.

V předchoźıch kapitolách jsme viděli, že θ-složka pole vymiźı na ose symetrie
a r-složka vymiźı v ekvatoriálńı rovině. Zat́ım jsme však uvedli pouze obecný
tvar nenulové části pole na ose symetrie a v ekvatoriálńı rovině. Zde chováńı pole
v těchto mı́stech upřesńıme, přičemž vyjdeme z řešeńı Pettersona, viz vztahy
(2.135). Na ose a v ekvatoriálńı rovině obdrž́ıme

Br̂(r, θ = π) =
∑
l

αil

[(
1− 2M

r

)
dPl(u)

dr
− l(l + 1)

r
Pl(u)

]
,

Bθ̂(r, θ = π/2) = −
∑
l

αil
2
√
πi

Γ(−l/2)Γ(1/2(l + 1))

√(
1− 2M

r

)
dPl(u)

dr
,

(2.157)

když jsme využili vztah̊u P 1
l (0) = −2

√
πi

Γ(−l/2)Γ(1/2(l+1))
a Pl(u = 1) = 1. Na horizontu

je podle všech článk̊u pole čistě radiálńı, tj.

Br̂(r = 2M, θ) = f(cos θ) ,

Bθ̂(r = 2M, θ) = 0 , (2.158)

kde f je nějaká funkce. Konkrétńı tvar funkce f je u r̊uzných autor̊u jiný, jak
plyne z toho, že řešeńı se navzájem lǐśı o nějakou konstantu. Z Pettersonova řešeńı
plyne pro radiálńı složku na horizontu

Br̂(2M) = −
∑
l

αil
l(l + 1)

2
Pl(cos θ) , (2.159)

kde jsme využili toho, že plat́ı P 1
l (u = 1) = 0. Výsledek je vykreslen na obrázku

2.15.
Na obrázku 2.16 je vykresleno pole v př́ıpadě smyčky v bĺızkosti horizontu

pro ta řešeńı, u nichž došlo k defektu. Je to zp̊usobeno t́ım, že hypergeometrické
funkce, jež jsou použity pro řešeńı radiálńıch část́ı poĺı v kapitolách 2.2 a 2.3, velmi
rychle nar̊ustaj́ı s rostoućım l, je-li jejich argument r/2M bĺızko hodnotě 1.1, čoz
nastává v př́ıpadě smyčky o poloměru b = 2.2M . V př́ıpadě řešeńı vyjádřených
ve tvaru derivaćı Legendreových polynomů defekt nenastává, protože tyto funkce
nerostou tak rychle. Pod́ıvejme se na to detailněji. Vezměme např́ıklad řešeńı
Pettersona a Mosse. Faktor, jenž ovlivňuje pole v závislosti na umı́stěńı smyčky
u vnitřńıho řešeńı (kde defekt vzniká) v př́ıpadě Pettersona, je F (l+ 1, l+ 3, 4 +

2l; 2M/b)(b/2M)−l−1. V př́ıpadě Mosse to je
[
bQl(

b−M
M

)− (b2−2Mb)
l(l+1)

dQl
dr

( b−M
M

)
]
. Na

obrázćıch 2.17 a 2.18 jsou ukázány tyto faktory v mı́stě smyčky a v závislosti na
l.
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Obrázek 2.15: Tvar radiálńı části pole na horizontu (úhlová část je nulová) v
př́ıpadě Pettersona. Podle řešeńı ostatńıch autor̊u je pr̊uběh stejný, lǐśı se pouze
ve velikosti.

Obrázek 2.16: Zde jsou znovu vykreslena pole, kdy je smyčka bĺıže horizontu
a vzniká defekt. Smyčka má poloměr b = 2.2M . Obrázek nalevo je pro př́ıpad
Pettersona a napravo pro př́ıpad Bičáka a Dvořáka. Pole je vysč́ıtáno do l = 10.
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Obrázek 2.17: Faktor v řešeńı Pettersona ovlivňuj́ıćı pole v závislosti na umı́stěńı
smyčky. Nahoře vlevo je př́ıpad smyčky poloměru b = 2.2M pro l = 0..30, nahoře
vpravo smyčka poloměru b = 2.2M pro l = 0..10. Pro srovnáńı je dole př́ıpad
smyčky poloměru b = 4M .
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Obrázek 2.18: Faktor v řešeńı Mosse ovlivňuj́ıćı pole v závislosti na umı́stěńı
smyčky. Vlevo je př́ıpad smyčky poloměru b = 2.2M pro l = 0..30, vpravo smyčka
poloměru b = 4M pro l = 0..30.
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Obrázek 2.19: Porovnáńı poĺı jednotlivých článk̊u: vlevo nahoře Petterson (Sch-
warzschildovo řešeńı) [3], vpravo nahoře Bičák a Dvořák [5], vlevo uprostřed Chi-
tre a Vishveshwara [7], vpravo uprostřed Moss [8], vlevo dole Petterson (Kerrovo
řešeńı) [4] a vpravo dole Znajek [9]. Výsledky jsou prakticky totožné.
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3. Dodatky

3.1 Spinově vážené sférické harmoniky

Spinové kulové funkce sYlm, tzv. “s-harmoniky”, budeme definovat ve shodě s [5]:
Zaved’me (v rámci NP formalismu, Dodatek 2) v každém bodě prostoročasu kom-
plexńı nulovou tetrádu lµ, nµ,mµ,mµ (Dodatek 2). Ř́ıkáme, že η je veličina o
spinové váze s, pokud se transformuje dle vztahu

η → η′ = eisχη (3.1)

při transformaci složek zavedené tetrády

mµ → m′
µ

= eiχmµ , (3.2)

kde χ je nějaký fázový faktor. Dále zavedeme diferenciálńı operátory ∗ð a ∗ð̄
vztahem

∗ðη = −(sin θ)s
[
∂

∂θ
+

i

sin θ

∂

∂φ

]
(sin θ)(−s) η,

∗ð̄η = −(sin θ)(−s)
[
∂

∂θ
− i

sin θ

∂

∂φ

]
(sin θ)s η, (3.3)

kde η je nějaká veličina o spinové váze s.
S t́ımto aparátem je možné sestavit úplnou množinu ortogonálńıch funkćı

zvaných s-harmoniky sYlm , podle vztahu

sYlm(θ, φ) = [(l − s)!/(l + s)!]1/2 ∗ðs Ylm(θ, φ), pro 0 6 s 6 l

= (−1)s [(l + s)!/(l − s)!]1/2 ∗ð̄−s Ylm(θ, φ), pro −l 6 s 6 0 , (3.4)

kde Ylm jsou klasické kulové funkce.
Pro s-harmoniky plat́ı relace ortogonality∫ 2π

0

∫ 1

−1
sY lm(θ, φ) sY l′m′(θ, φ)dΩ = δll′δmm′ , (3.5)

kde sY lm = (−1)(m+s)
−sY l−m a dΩ = sin θ dθ dφ.

V této práci využ́ıváme axiálńı symetrie, v tomto př́ıpadě jsou kulové funkce
úměrné Legendreovým polynomům,

Yl0 =
1

2

√
2l + 1

π
Pl(cos θ). (3.6)

V této práci pracujeme s veličinami o spinové váze 1, 0,−1, a tedy v př́ıpadě
axiálńı symetrie můžeme explicitně napsat dané s-harmoniky (ve vztahu (3.5)
polož́ıme m a derivace podle φ rovny nule)

1Yl0(θ) =
1

2

√
2l + 1

πl(l + 1)

∂

∂θ
Pl(cos θ) , (3.7)

−1Yl0(θ) = −1

2

√
2l + 1

πl(l + 1)

∂

∂θ
Pl(cos θ) (3.8)

a samozřejmě 0Ylm = Ylm.
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3.2 Newman̊uv-Penrose̊uv formalismus

Dle [5] v každém bodě prostoročasu zavedeme komplexńı nulovou tetrádu lµ, nµ,mµ,mµ,
kde mµ je komplexně sdružené mµ, tak, aby byly splněny následuj́ıćı vztahy:
lνn

ν = 1 a mνm
ν = −1 (ostatńı součiny vymiźı). Elektromagnetické pole se dá

mı́sto tenzoru elektromagnetického pole Fµν (jenž má šest nezávislých kompo-
nent) ekvivalentně popsat třemi skalárńımi koplexńımi veličinami, danými pro-
jekcemi Fµν na zavedenou tetrádu,

φ0 = Fµνl
µmν ,

φ1 =
1

2
Fµν(l

µnν +mµmν),

φ2 = Fµνm
µnν . (3.9)

Nazpět se pak Fµν dá napsat

Fµν = <
{
φ0m[µnν] + φ1

(
n[µlν] +m[µmν]

)
+ φ2l[µmν]

}
, (3.10)

kde <{x} znač́ı reálnou část x a hranaté závorky kolem index̊u znač́ı antisymet-
rizaci. Dále se “přirozeně”zaváděj́ı diferenciálńı operátory

D = lµ ∂
∂xµ

, δ = mµ ∂
∂xµ

, δ = mµ ∂
∂xµ

, ∆ = nµ ∂
∂xµ

. (3.11)

Dále se zavád́ı dvanáct spinových koeficient̊u

κ = lµ;νm
µlν , ν = −nµ;νm

µnν ,
ρ = lµ;νm

µmν , µ = −nµ;νm
µmν ,

σ = lµ;νm
µmν , λ = −nµ;νm

µmν ,
τ = lµ;νm

µnν , π = −nµ;νm
µlν ,

β = 1
2

(lµ;νn
µmν −mµ;νm

µmν) , α = −1
2

(nµ;νl
µmν −mµ;νm

µmν) ,
ε = 1

2
(lµ;νn

µlν −mµ;νm
µlν) , γ = −1

2
(nµ;νl

µnν −mµ;νm
µnν) .

(3.12)

Ve Schwarzschildově prostoročasu se dá tetráda zvolit tak, že κ = σ = ν = λ = 0.
V NP formalismu pak maj́ı Maxwellovy rovnice tvar

(D− 2ρ+ 2ε)φ1 − (δ + π − 2α)φ0 = 2πjl ,

(δ − 2τ)φ1 − (∆ + µ− γ)φ0 = 2πjm ,

(D− ρ+ 2ε)φ2 − (δ + 2π)φ1 = 2πjm ,

(δ − τ + 2β)φ2 − (∆ + 2µ)φ1 = 2πjn , (3.13)

kde jl = lµJ
µ, jm = mµJ

µ apod. Zde Jµ je čtyř-proud.
Teukolsky ukázal, že rovnice (3.13) lze rozseparovat pro jednotlivá φ:[

(D− ε+ ε− 2ρ− ρ)(∆ + µ− 2γ)− (δ − β − α− 2τ + π)(δ + π − 2α)
]
φ0

= 2πj0 ,

[
(D + ε+ ε− ρ− ρ)(∆ + 2µ)− (δ + β − α− τ + π)(δ + 2π)

]
φ1

= 2πj1 ,

[
(∆ + γ − γ + 2µ− µ)(D− ρ+ 2ε)− (δ + α + β + 2π − τ)(δ − τ + 2β)

]
φ2

= 2πj2 , (3.14)
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kde

j0 = (δ − β − α− 2τ + π)jl − (D− ε+ ε− 2ρ− ρ)jm ,

j1 = (δ + β − α− τ + π)jm − (D + ε+ ε− ρ− ρ)jn ,

j2 = (∆ + γ − γ + 2µ+ µ)jm − (δ + α + β + 2π − τ)jn . (3.15)
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4. Závěr

Ćılem této práce bylo źıskat základńı zkušenosti s jednoduchými řešeńımi Ma-
xwellových rovnic v prostoročasech černých děr. Zaměřili jsme se proto na teore-
ticky i astrofyzikálně zaj́ımavý problém určeńı magnetického pole kruhové ekva-
toriálńı proudové smyčky umı́stěné ve Schwarzschildově prostoročasu. Seznámili
jsme se s formulemi, které byly jako řešeńı problému předloženy v literatuře, a
porovnali je v konkrétńıch situaćıch na numericky źıskaných obrázćıch. Kromě
toho jsme naznačili také analytické porovnáńı některých předpis̊u.

Konkrétně jsme se zabývali výpočtem pole podle postup̊u prezentovaných v
článćıch [3, 4, 5, 7, 8, 9], přičemž jsme využ́ıvali programu MAPLE.

Nejvhodněǰśım tvarem řešeńı je řešeńı Mosse [8] a Znajeka [9]. Moss i Zna-
jek uváděj́ı explicitně tvar vektorového potenciálu, což je výhodné, nebot’ ten je
potřeba pro výpočty dynamiky částic v magnetických poĺıch. Také se jeho deri-
vaćı snadno źıská tenzor elektromagnetického pole, což je numericky výhodněǰśı
než integrace (to kdybychom chtěli naopak z tenzoru elektromagnetického pole
źıskat vektorový potenciál). Pole je uvedeno ve tvaru rozvoje do Legendreových
polynomů a jejich derivaćı. Se vzorci se snadno pracuje. Také je vidět ze srovnáńı
na obrázku v kapitole 2.8, že vzorce jsou vhodné i numericky.

Daľśı autor, jenž uvád́ı explicitně tvar vektorového potenciálu, je Petterson
[3]. V tomto př́ıpadě se jedná o rozvoj do Jacobiho a Gegenbauerových polynomů.
Ovšem vněǰśı řešeńı je necháno ve tvaru integrálu, který muśı být spoč́ıtán pro
každý mód. Pokud tedy budeme cht́ıt spoč́ıtat sumu v rozvoji, nastanou pot́ıže.
My jsme museli v této práci řešeńı zapsat v jiném, vhodněǰśım tvaru, aby bylo
možno se sumou pracovat.

Limita Kerrova řešeńı podaného v [4] má v opravené podobě stejný tvar jako
[8] a [9]. Ovšem v článku je uvedeno chybné řešeńı. Přestože se tvar pole nelǐśı
od správného př́ıpadu, mohou nastat pot́ıže v daľśıch výpočtech.

Řešeńı Bičáka a Dvořáka [5] je ve tvaru rozvoje do s-harmonik, které se v
př́ıpadě naš́ı situace se smyčkou redukuj́ı na přidružené Legedreovy a Legendreovy
polynomy. Řešeńı radiálńıch část́ı je uvedeno ve tvaru hypergeometrických funkćı.
S těmi se nám pracovalo obt́ıžněji. Předně je v́ıce řešeńı hypergeometrické rovnice
než je uvedeno v [5]. Postup źıskáńı řešeńı a koeficient̊u rozvoje je tak obt́ıžněǰśı
než podle ostatńıch článck̊u. Nav́ıc v př́ıpadě Schwarzschildova řešeńı je použit́ı
NP formalismu nadbytečné.

Chitreho a Vishveshwarovo řešeńı [7] je v porovnáńı s ostatńımi nejméně
vhodné pro analytické manipulace. Provád́ı se zde druhé derivace Legendreových
polynomů a vzorec tak nabývá komplikovaného tvaru.

Pokusili jsme se zpracovat také článek [6], ale zat́ım jsme nedostali uspokojivé
výsledky, totiž pole vycházelo ve schwarzschildovské limitě poměrně rozd́ılné od
výsledk̊u v [5], přestože v obou článćıch je použit stejný postup.

V daľśım bychom předevš́ım rádi postoupili k řešeńı úlohy v rotuj́ıćım, Kerrově
prostoročasu (již v této práci jsme využ́ıvali některých formuĺı platných pro Kerro-
vo pozad́ı, avšak pouze v jejich schwarzschildovské limitě). Chceme kupř́ıkladu
ověřit, zda a jak v těchto r̊uzných řešeńıch docháźı k vymizeńı magnetického to-
ku přes horizont v limitě extrémně rotuj́ıćı d́ıry. Poté bychom rádi rozš́ı̌rili úlohu
na př́ıpad disku tvořeného soustavou (ideálně spojitým rozložeńım) kruhových
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smyček protékaných proudem a poč́ıtali jeho celkové magnetické pole integraćı
přes smyčky (tedy v radiálńım směru). Jinou možnost́ı rozš́ı̌reńı je zkoumat mag-
netické pole proudové smyčky, která neńı testovaćı (přisṕıvá ke gravitačńımu
poli), a sledovat, jak se magnetické pole měńı s hmotnost́ı smyčky.
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Seznam použité literatury
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