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1. Uvod

1.1 Obecna teorie relativity a cerné diry

Obecna teorie relativity, elegantni “minimélni” varianta geometrické teorie gravi-
tace, je i po 99 letech od svého dokonceni teoreticky inspirativni, ale také mi-
moiadné ispésna jako néstroj pro pochopeni astrofyzikalnich procesu. Jeji hlavni
predpovédi, totiz existence cernych dér, existence gravitacnich vin a teorie dy-
namického vesmiru, jsou témér bezvyhradné piijimany, ackoli o ¢ernych dirach i
gravita¢nich vinach zatim stale svédéi jen neptimé pozorovani, a ackoli pii stu-
diu vesmiru v nejvétsim méritku nas tato teorie nuti pripustit, ze povaha vétsiny
kosmické hmoty je ndm neznama.

Historie nejznaméjsi relativistické predpovédi, cernych dér, zac¢ind jen necely
mésic po Einsteinové “zavérecné” prednasce 25.11.1915: Karl Schwarzschild jesté
do konce roku (a o par mésicu pozdéji také Johannes Droste) predlozil prvni ne-
trividlni (neploché), sféricky symetrické feseni vakuovych polnich rovnic, o némz
se v dalsich letech ukéazalo, Zze jeho zdrojem muze ve specialnim pripadé byt
¢ernd dira, tedy oblast obklopena horizontem. O vice nez 50 let pozdéji pak Isra-
el dokazal, ze Schwarzschildova metrika popisuje jedingy mozny vakuovy a sféricky
symetricky obecné relativisticky prostorocas.

Schwarzschildovo feseni zdhy zobecnil Reissner (pozdéji nezavisle také Nordstrom)
na piipad navic elektricky nabity. Diskuse o ¢ernych dirach (tehdy o vyznamu
“Schwarzschildovy singularity”) vsak vyvolalo zejména az Chandrasekharovo zjisténi
z roku 1930, ze navzdory Pauliho vylucovacimu principu nemuze ani tlak relativis-
tického degenerovaného fermionového plynu vzdorovat gravitaci, pokud hmotnost
télesa, které “podpird”, presdhne zhruba 1.5 hmotnosti Slunce. I predni ptiznivci
nové fyziky (napt. Eddington ¢ Landau) predstavu uplného gravitacéniho kolap-
su odmitali, a sdém Einstein ji v roce 1939 zavrhl na zakladé analyzy specialniho
modelu sféricky symetrického zdroje. V témze roce sice Oppenheimer a Snyder
publikovali prvni plné relativistické feseni pro uplny gravitacni kolaps, avsak po-
zornost se pravé tou dobou presunula naopak k vybuchum, takze vyzkum ex-
trémné silnych gravitacnich poli se znovu vice rozbéhl az v 50. letech.

Studium cernych dér bylo nesmirné urychleno v roce 1963, v dusledku obje-
vu Kerrova feSeni Einsteinovych rovnic a v dusledku objevu kvasaru. Zpocatku
zdanlivé nesouvisejici ¢isté matematicky a c¢isté observacni vysledek od té doby
vymezuji obor relativistické astrofyziky, ktery se zabyva modelovanim procesu
ve velmi silnych gravitac¢nich polich kolem extrémné kompaktnich objektu (tedy
¢ernych dér a neutronovych, piripadné kvarkovych hvézd) a jejich moznych ob-
servacnich projevii. Béhem zhruba 12 let od prelomového roku pak byla ziskana
vétsina vysledki, ze kterych vychazi dnesni teorie ¢ernych dér i jeji aplikace v ast-
rofyzikalnim kontextu. Témito aplikacnimi oblastmi jsou predevsim jadra vétsiny
galaxii (specidlné té nasi) a nékteré rentgenové dvojhvézdy. Historie vyzkumu
cernych deér je detailné popsana v knize [1].



1.2 Magneticka pole kolem c¢ernych dér

Ve skuteéném fyzikalnim vesmiru existuji i jind nez gravita¢ni pole. V obecné
relativité maji tato pole bud povahu zdroje, ktery ovliviiuje prostoro¢asovou
zadaném prostorocase. Jedinym dalsim fundamentalnim polem dalekého dosa-
hu (kromé gravitaéniho) je pole elektromagnetické, takze je ptirozené studovat
v ramci obou pristupu pravé jeho prostorocasové konfigurace. Duvody jsou jak
¢isté teoretické, tak astrofyzikalni. Z hlediska teorie je zajimavé studovat, jak silné
zakiiveny prostorocas pusobi na pritomné elektromagnetické pole, nebo naopak,
jaky vliv na geometrii prostorocasu ma velmi silné elektromagnetické pole. Toto
vzajemné ovlivnéni obou poli je obzvlasté ilustrativni v nestacionarnim piipadé,
kdy elektromagnetické viny indukuji gravitaéni vlny a naopak, nebo kdy muze
napi. dochézet k extrakci energie z cerné diry protrednictvim elektromagnetického
vinéni (efekt tzv. superradiance), avsak i ve stacionarnich situacich byly zjistény
nové efekty, jako napiiklad vymizeni magnetického toku horizontem v ptipadé,
kdy se Cernd dira blizi extrémnimu stavu (napi. extrémné rotujici Kerrova ¢ernd
dira), tedy jakasi obdoba Meissnerova jevu u supravodicu (viz napt. [2] a odkazy
tam uvedené).!

Ve vesmiru se prakticky nevyskytuji silné elektricky nabité télesa, avsak vy-
skytuji se elektrické proudy, proto se “kosmicka elektrodynamika”vétsinou ome-
zuje na pole magnetickd.? Specidlné v prostorocasech ¢ernych dér jsou magnetickd
pole studovana predevsim v souvislosti s modely akrec¢nich disku. Skuteéné, latka
pritahovana cernou dirou a pfitom majici (vici dite) nenulovy orbitdlni moment
hybnosti, tedy “pohanénd”gravitacni a odstredivou silou, typicky vytvaii kolem
diry disk nebo toroid, v rdmeci néhoz pak postupné klesa, nebot jeji sousedni vrst-
vy v dusledku silné nehomogenity pole obihaji odlisnymi rychlostmi, dochazi k
jejich viskéznimu tieni, a tim k disipaci energie a transportu momentu hybnosti
do vzdalenéjsich oblasti. Latka akrecniho disku je globalné elektricky neutralni,
avsak vodiva (ionizovand), takze se ma za to, ze kombinaci jejtho obéhu a “konvek-
ce”zpusobené viskozitni disipaci energie dochazi k “efektu dynama” (analogicky
pripadu jinych astronomickych téles jako Zemé nebo hvézd) a k vytvoreni snad i
velmi silného magnetického pole. Efektivné si pak lze akreéni disk predstavit jako
spojité rozprostienou soustavu vodivych smycek, protékanych extrémné silnym
proudem.

Praveé z takto zjednodusené predstavy akreéniho disku budeme vychazet v
této praci. Navic pridame predpoklady, ze kosmologickd konstanta je nulova,
ze akrecni disk a jim generované magnetické pole jsou testovaci a ze centralni
¢ernd dira nerotuje, tedy problém budeme fesit ve Schwarzschildové prostorocasu.
Uvodn{ tlohou bude nalezent magnetického pole kruhové ekvatoridlni proudové
smycky. V literature byla tato tloha fesena nékolikrat a vysledky byly vyjadieny
v ruznych tvarech (viz zejména ¢lanky [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]), které na sebe jednoduse
neptrechézeji a jejichz ekvivalence tedy neni “vidét”. V dalsi kapitole tyto vysledky
projdeme, nejdiive vzdy nastinime jejich odvozeni a poté ilustrujeme jednotlivé

1Je zcela mimo nase moznosti uvddét v tomto dvodu uplnéjsi prehled literatury, avsak
zminime aspon nékteré prace zdejsi relativistické skupiny.

2U podobnych vyroki je vSak tieba dat pozor na to, ze pojmy elektrického a magnetického
pole nejsou invariantni, tedy Ze ruzni pozorovatelé mohou dané elektromagnetické pole vnimat
do zna¢né miry rozdilné.



formule na magnetickych polich spoc¢itanych podle nich v konkrétnich situacich
a obrazky porovname; kromeé toho se pokusime i o analytické srovnani nékterych
vzorci. V obou piipadech vyuzijeme programu MAPLE, ktery umoznuje alge-
braické manipulace, ale také numerické vypocty s grafickym vystupem.

Poznamenejme, ze astrofyzikalné motivované studium magnetickych poli v
okoli kompaktnich objektu jiz dnes neni omezeno na velmi zjednodusené (vy-
soce symetrické) modely jako ten, ktery uvazujeme v této préci: troven dnesni
vypocetni techniky dovoluje numericky zvladnout i velmi sofistikované 3D magne-
tohydrodynamické simulace akrecnich toku, v nichz jsou ptipadné zahrnuty i rele-
vantni mikroskopické procesy a generované zareni. Obdobné kody jsou vyuzivany
téz k modelovani “jetu”— kolimovanych vytrysku, které casto z akrecnich systému
vychazeji podél jejich rotacni osy a v jejichz generaci, stabilité a smérovosti ziejmé
magnetickd pole rovnéz hraji podstatnou roli.

7 dalsich problému spojenych s magnetickym polem akrec¢nich disku jesté
uvedme klicovou otdzku stability (viz napi. [10]), kterd se ostatné objevuje jiz
v souvislosti se samotnym efektem dynama (tzv. magnetorotac¢ni nestabilita),
a problematiku magnetickych rekonexi a jejich observa¢nich implikaci [11]. Stu-
dium magnetickych poli kolem kompaktnich objektu vsak neni vazano jen na
akrecni disky. Vyznamnou oblasti jsou zvlasté magnetickda pole kolem neutro-
novych hvézd, jejich interakce s latkou a modelovani pulsaru. Dalsim tématem je
pohyb nabitych testovacich ¢éstic kolem kompaktnich objektu za pritomnosti (jak
vlastniho, tak vnéjstho) magnetického pole. Ukazuje se, ze Lorentzova sila muze
vést k pohybu velmi odlisnému od geodetického, véetné observacnich dusledku
[12]; specidlnim aspektem je vyskyt chaotického chovéni [13]. Studovany jsou také
situace, kdy (vnéjsi) magnetické pole neni vuci kompaktnimu objektu symetrické
[14, 15] a/nebo kdy se objekt “viéi poli”pohybuje [16].






2. Pole proudové smycky kolem
Schwarzchildovy cerné diry

2.1 Smycka v plochém prostorocase

Nejprve uvedeme pro srovnani vypocet magnetického pole kolem nenabité kru-
hové proudové smycky v plochém prostorocasu, tedy kdyz neni piitomna ¢erna
dira. Metod fesSeni je vice, napiiklad s vyuzitim Biotova-Savartova zakona. Zde
budeme vychazet z feseni podaného v clanku [3].

Dale v celé praci uzivame geometrizovanych jednotek, v nichz rychlost svétla
ve vakuu a gravita¢ni konstanta jsou rovny jedné.

V piipadé plochého prostorocau popsaného metrikou ve sférickych souradnicich

ds? = —dt? + dr? + r*(d6* + sin?0 d¢?) (2.1)

maji Maxwellovy rovnice tvar

Fuu,a—l—Fau,V—'—Fua,uzoa (22)
a 1/2 ury 1/2 1
O g 1) = al g [ 23)

kde ¢arka znaci prislusnou parcidlni derivaci, | g ]1/ ? je determinant kovariantni
matice metriky, v nasem piipadé | g \1/ > =12gind, a F, w je tenzor elektromagne-
tického pole, dany pomoci vektorového potencidlu A, vztahem

Fu=Ay,— A (2.4)

wv .

J# je pak hustota c¢tyiproudu.
Za predpokladu axialni symetrie a vymizeni elektrické slozky pole jsou je-
dinymi nenulovymi komponentami tenzoru elektromagnetického pole

Fed) = —Fd)a = g99g¢¢A¢’0 = T74Sin72914¢’9 ,
Fro = _FO— g% A,, = r2sin"20A,, . (2.5)

Dosazenim slozek do rovnice (2.3) ((2.2) je splnéna identicky diky (2.4)) dosta-
neme rovnici

.y, 07 o0 (. .0 .

sin~'0 qus +7r 2% <Sm 19 %/Lb) = —4nr’sing J?. (2.6)

Reseni homogenni rovnice (s nulovymi proudy) hleddme v separovaném tvaru
A, = R(r)0(0). (2.7)

Rovnice (2.6) se pak rozseparuje na dvé rovnice,
, d

—R-(I+1)(+2)R= 2.
PSR (1) 2)R=0, (28)
sind L [sin—1 i@ +(+1D)(+2)©0=0 (2.9)

dé dé - '
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Konstantu (I + 1)(I + 2) jsme zvolili v souladu s ¢lankem [3].
Substituci = cos # nabyde rovnice (2.9) tvaru

2

2

O+(+1)(l+2)0=0, (2.10)

jehoz feseni se dd zapsat pomoci Gegenbauerovych polynomu C*/?,
0y(z) = (1 — %) C*2(x) resp. O;(cosh) = sin?0 C;*?(cos h) . (2.11)
Resenf rovnice (2.8) je snadné a je tvaru
R(r) = apr'™ 4 gpr=i7t, (2.12)

Clen s konstantou o; je nulovy v pocatku, mé vsak nekoneénou hodnotu v ne-
konecnu, tam ovSsem pozadujeme vymizeni pole. Jedna se tedy o vnitini feSeni,
tj. oznac¢ime-li misto smycky souradnici » = b, je to v oblasti » < b. Druhy ¢len
vymizi v nekonecnu, jak je pozadovano, jednd se tedy o vnéjsi feSeni, tzn. feSeni v
oblasti > b. Obé konstanty polozime rovny nule v oblastech, na nichz prislusna
feSeni neuvazujeme. Konstanty ovsem nejsou nezavislé, jak lze zjistit z podminky
spojitosti potencialu v misté proudové smycky. Musi totiz platit

o b = bt (2.13)

neboli
o) = ﬁl b_2l_3 . (214)

Dosazenim (2.14) do (2.12) a pfeznacenim f; na «; lze psat feseni rovnice (2.6)
bez pravé strany ve tvaru sumy

A, = Z ap B2 2O — 1) + 71 O(r — b)] sin®f C*2(cos ), (2.15)

1=0,2

kde ©(r) je Heavisideova funkce. Déle je s¢itano pouze pies sudé [, nebot diky
zrcadlové symetrii vaéci roviné 6 = 7 /2 se vyrusi vSechny médy s lichou paritou.

Nyni se podivdme na pravou stranu rovnice (2.6). Proudovou hustotu volime
tak, aby v misté smycky ro = b, 6 = 7/2 protékal plochou ry? sin 6y dr df celkovy
proud I, tedy

/ﬂ r2 sin Gpdr df = /ﬂ b drdf =1. (2.16)
To znamen4, ze hustotu muzeme volit
1
J? = b—2[(5<7'—b)5(0089) (2.17)
nebo také )
¢ _ _
J gy I6(r—0)o(cosb). (2.18)

Vyuzili jsme toho, Ze g5 6(r —b) §(cos 0) se dé napsat jako ——— 0(r—b) §(cos ) ve
smyslu distribuci, to znamen4, ze oba vyrazy jsou totozné, provedeme-li integraci

pres r a cos . Toto druhé vyjadreni se ukaze jako vyhodnéjsi .

8



Nyni dosadime do rovnice (2.6) vztahy (2.15) a (2.18):

d? R, d d
. 3/2 AP ) B S ) 3/2
% Q [sm@C’l (cos ) 2 R, + 5 qgSin 6 0 <sm 6 C;'"(cos 0))}
= —4nl §(r — b) §(cosb), (2.19)

kde jsme oznaéili By(r) = b 23 rH20(b—r) + r=71O(r — b).
Vyuzitim vztahu (2.9) pfepiseme rovnici (2.19) na tvar

d? R

. 3/2 1
;oq sinf C/%(cos ) {@Rl — I+ 1)1+ 2)51 (2.20)
= —4rnI §(r — b) §(cosb). (2.21)
Nyni obé strany zintegrujeme pies nekonecné tenkou vrstvu v r = b a dostaneme

d
Z a;siné C’;’/Q(cos 6) [%} = —4rld(cosh). (2.22)
r
1 r=b

Clen R;—(Q” vypadl pii integraci ze spojitosti funkce Ry(r) a [%p] znaci skok

r=
v derivaci potenciadlu v misté smycky. Skok vycislime jednoduse, je dan rozdilem
derivaci zprava a zleva v bodé b:

dR
{%} = (14 2)b723p T — (=1 = 1)b7"72 = (21 4+ 3)b 2. (2.23)
r=b
Pro Gegenbauerovy polynomy plati vztah
1 (n+1)(n+2) —
/ sin?0 C?/Q(cos 0)C32(cosf)dcosh = { (+3/2) prom (2.24)
1 0 pron #1.

Nyni rovnici (2.22) vyndsobime sin 6 C5/ *(cosf), dosadime (2.119) a s vyuzitim

vztahu ortogonality (2.24) dostaneme integraci pres cos 6

n+1)(n+2)
(n+3/2)

o (204 3) b2 ( = —4xI C¥%(0). (2.25)

Déle diky vztahum

Ca?(0) = (-1) (2.26)

a F(%) =¥Ta w = 1I'(3(n+1)) pak pro multiplové momenty dostaneme
vzta
Ay/ml(l+ 3T (50 +1
o = (—1)2 Vrl(l+ 550 +1)) (2.27)

(L+2)(HN2l+3)b -2
kde jsme opét prejmenovali n na (.

Nyni spocteme, jak vypada magnetické pole. Magnetické pole je ddno prumeétem
dudlniho tenzoru elektromagnetického pole na ctyfrychlost stojictho pozorovatele
uf = (u°,0,0,0) = (1,0,0,0), v jehoz systému plati
1

Bi="Fuu’ ="Fi5 = S€ua5F"" (2.28)

9



Jediné dvé nenulové slozky jsou dany

B;
B; =

Pro soutadnice pozorovatele plati

dt
dr
dé
d¢

1 06 _ 108
526fﬁéng qb:F ¢,

1
5 2€5067

Fo —

dt,

dr,

rdé,
rsinfdeo.

(2.29)

(2.30)

Transformace tenzoru elektromagnetického pole do souradnic tohoto pozorovatele
z puvodnich soutradnic je obecné déna

R

Oxt Ox”
_ I T pw
ozt Oxv ’

v naem piipadé s vyuzitim (2.5) a (2.30) dostaneme

%%F% — 1

P = - A
do dg r2sing "
- d¢ d7 1
Fo" = D — Ag, .
do dr rsin(g)
Magnetické pole je tedy déano vztahy
1
B; = Agg,
r2sing”
1
B, = — -
0 rsing’

“Meridionalni” priubéh pole je vykreslen na obrazku 2.1.

10
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Obrazek 2.1: Pole rovinné proudové smycky o poloméru b = 1.5 v plochém pro-
storocase. Sumu v potencidlu (2.15) jsme séitali do [ = 30, proud jsme zvolili
I = 1. Hodnota proudu je faktorem jenz nema vliv na tvar pole, pouze se jim
skaluje intenzita pole. V obrazku je intenzita potlacena, je kladen duraz na tvar
pole. Proto maji vSechy vektory stejnou velikost. Obrazek ukazuje rovinu kolmou
na rovinu smycky.
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2.2 Reseni Pettersona

Podivejme se na ¢lanek [3], zabyvajici se smyckou kolem Schwarzschildovy ¢erné
diry. Vypocet bude zcela analogicky jako v plochém prostorocase, budeme proto
vypisovat jen rovnice, v nichz se vypocty lisi.

Zde jde o to najit feseni Maxwellovych rovnic na pozadi Schwarzschildovy
metriky

oM oM\
ds? = — (1 - 7> e + (1 - 7> dr® +r*(d0” +sin®0 de”),  (2.34)

kde M predstavuje hmotnost ¢erné diry.
Jedinymi nenulovymi komponentami tenzoru elektromagnetického pole jsou
v nasem axialné symetrickém ptipadé a za nepritomnosti elektrické slozky

F% = r7isin™20A4, (2.35)
2M

Fr¢ = (1——) r2sin"?0A,, (2.36)
T

kde A, je slozka vektorového potencidlu. Dosazenim slozek a determinantu met-
rického tenzoru, ktery je v tomto ptripadé stejny jako v plochém feSeni, do rovnice
(2.3) dostaneme

. 1,0 2M\ 0 20 (., 0 :
sin 195 {(1 — T) —A¢} +r 2% (Sln 19%&15) = —4mr?sinfJ? . (2.37)

Resime nejprve homogenni rovnici. Provedeme-li stejnou separaci jako v plochém
pripadé, dostaneme dvé rovnice

7“2% {(1 — %) %R] —(l+1(I+2R = 0, (2.38)
sin 9% (sin_lﬁ%@) +(I+1D)(I+2)©0 = 0. (2.39)

Rovnice (2.39) je stejnd jako v plochém piipadé, jeji feseni je tedy také stejné a
je tvaru

©;(cos f) = sin®0 C;*/*(cos 0) . (2.40)
Rovnici (2.38) fesime substituci u = 537, tim se prevede na tvar
(1—u) & R d R+(I+1)(+2)R=0 (2.41)
uw(l—u)—R— — =0. :
du? du
Jedno jeji feseni je tvaru
U, = w(2M) 2 P01 — 2u) (2.42)

kde Pl(z’o)(l — 2u) jsou Jacobiho polynomy a faktor (2M)!*2 je piiddn, aby fesen{
bylo koneéné v limité M — 0. Zde je v praci [3] chyba. Petterson zvolil faktor
(2M)!, jenz ale nezarucuje konecnost v limité plochého prostoru. Reseni v limité
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s timto faktorem stale diverguje. Avsak explicitni tvary reseni, které uvadi, jsou
jiz spravné. Prvni tii médy jsou dény

UO = 7,,2 )

Uy =r%(6M —7),

Uy = r?(24M?* — 40Mr + 15r?),

(2.43)
Je vidét, Ze v limité plochého prostorocasu feseni prechdzi na U; ~ ri*2.
Druhé nezavislé feseni rovnice (2.38) je déno
wdu
Vi=cl | ——, 2.44
: : / ( 1— U)U l2 ( )

kde ¢ je néjaka konstanta. Tuto konstantu lze urcit ze srovnani s Pettersonovym
reSenim pole dipélu na konci ¢lanku jako ¢ = —2M. Abychom uréili plochou
limitu vnéjsiho feseni, vypiSme nejprve par médu,
r?In(1 — 24) + 2Mr + 2M?
° 8M?3 ’
—6r*In(1 — 22) + 972M In(1 — 221) — 12Mr? + 6M?r + 2M3

IVE ’
(2.45)

1:

Za pouziti rozvoje
1, 1, 1, 1

In(l —z) ~ —x — g% — 3T Zx4 - 5x5 + 0(2%), (2.46)

kde x znaci bezrozmeérny faktor 2M /r, dostaneme chovani v limitée M — 0,

11
Uy~ =
3r’

Vi~ —— (2.47)

5r2’

tedy V; ~ 12, Reseni se tedy redukje na feseni v plochém prostorocasu.
Program MAPLE méa problémy s vyéislenim integrali v (2.44), proto jsme
rovnici nechali vytesit piimo program a déle pracovali s feSenim ve tvaru

1
Ri(u) = qF (—l, —1—2,-2-2[; —) ult?
u
1
+b F (z + 1,143,442, —) T (2.48)
u

kde F' zna¢ime hypergeometrické funkce.
Vyjadreni pro potencidl ma podle ¢lanku tvar

o0

Ay = Z (oqU; + B,V;)sin?@ C’lg/?(cos 0), (2.49)

1=0,2

13



kde je scitdno pres sudé cleny ze stejnych duvodu jako v plochém piipadé. Jelikoz
feseni (2.42) je tmérné mocnindm u resp. 7, roste nade vSechny meze, posleme-li
r do nekonecna: jednd se o vnitin{ feSeni. Naopak feseni (2.44) neni reguldrni na
horizontu (u = 1), nebot ve jmenovateli integrandu se vyskytuje ¢len (1 — u).
Jak je vidét na obrazku 2.2 chovani obou feseni, odpovida Teseni u koeficientu o
vnitfnimu feSeni a feSeni u koeficientu f; vnéjsimu feseni.

r

Obrézek 2.2: Asymptotické chovéani vnitiniho a vnéjstho feseni. Reseni jsou vy-
kreslena pro [ = 0, coz je postacujici, nebotf nds zajimaji pouze asymptotickd
chovéni. Lze tedy zvolit jakykoli jiny méd s jinou hodnotou 1. Resenf Uy (r) jsou
znazornéna zelené, reseni Vy(r) cervené.

Z podminek spojitosti potencialu se daji obé feseni napojit nasledujicim zpusobem
(podobny jaky byl uzit v plochém piipadé, stejny princip), zavedeme-li oznaceni
pro radialni ¢ast Ry(r):

2 1p(2,0)
Rir) = {r @M)PPO(1 = r/MVi(b) pro 2M <r <b (2,50

p2(2M) PO (1 — b/M)Vi(r) pro r>b,

kde b zna¢ime radiélni soutradnici smycky (jeji polomér). Nyni muzeme potencidl
prepsat

A, = Z a; Ry (r)sin®@ C’f’/Q(Cos 0). (2.51)

1=0,2

Zde volime proudovou hustotu vyskytujici se na pravé strané rovnice (2.37) tak,
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aby pozorovatel v lokalné inercialnim systému

di = dt,
i = dr,
d6 = rde,
d¢ = rsinfde (2.52)

naméril celkovy proud [ skrz rovinu 7, é, to jest
/J¢ dirdf =1. (2.53)

Ve Schwarzschildovych souradnicich ma (2.53) tvar

1

2M\ 2
/J¢ (1 - —) r? sinfdrdd =1. (2.54)

r

To umoznuje psat proudovou hustotu ve tvaru

J? = (1 — ﬂ) ) r~2sin"'0(r — b) 6(cosh) . (2.55)
r

Po dosazeni (2.51) a (2.55) do (2.37) obdrzime

d 2M d R
: 3/2 2 Iy
El a;sin @ C,""(cos 8) [dr (1 ) o —R —(I+1)(l+2) 3

/
S— (1 — g) 16(r —b)d(cosh) . (2.56)

Nyni zopakujeme stejny postup jako u smycky v plochém prostorocase, tzn. bu-
deme nejprve integrovat pres nekonec¢né tenkou vrstvu v r = b a pak pres cosf
s vyuzitim ortogonality Gegenbauerovych polynomu (2.24). Takto ziskdme vztah
pro koeficienty rozvoje v (2.51)

+2) 4\/_I(l+ ) l( 1))

U+
(1 +2) (L)) (1 — 2M) 72 (k-

kde (—Tl)rzb opét znaci skok derivace v misté smycky. Ten se spoc¢ita naprosto
stejné, jako rozdil derivaci obou feseni v bodé b, nebudeme ho vSak zde explicitné
uvadet kvuli délce vyrazu. Pouzijeme ho vSak v programu MAPLE pro vypocet
a vykresleni pole.

Magnetické pole uréime stejné jako v plochém pripadé, dostaneme

a; = (—1 (257)

1
By = ———Au4,
r2sin(0) o0
oM\ 1
B, = —([1- Ay, 2.
0 < r ) rsin(6) * (2.58)

Obrazek 2.3 pak vykresluje pole v meridionédlni roviné
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Obrézek 2.3: Pole kruhové proudové smycky o poloméru b = 4M kolem Schwarz-
schildovy ¢erné diry v ekvatorialni roviné, podle Pettersona (viz [3]). Obrazek uka-
zuje fez kolmy na ekvatorialni rovinu. Potencial byl vysc¢itan do hodnoty [ = 30,
proud byl zvolen I = 1. Osy jsou v jednotkach M.

Nyni bude dobré se podivat na prubéh potencidlu. Zajimavé jsou pély a ekva-
torialni rovina, kde se nachézi smycka. Podivame-li se na ihlovou ¢ast, vidime,
ze na podlech, tj. v nasem piipadé v thlech # = 0 a § = 7, potencial vymizi. Na
obrazku 2.4 je zobrazen prubéh potencialu pro ruzné dané hodnoty thlu 6. Zacina
se od mista smycky az po jeden z polu.

Co se magnetického pole tyce, na pdlech je cisté radidlni,

By(r,0 =0, 1) = 0,
B.(r,0 =0,7) = = f(r), (2.59)

a v ekvatorialni roviné plati

Bo(r.0=3) = g(r).
BT(T,H:g) = 0, (2.60)

kde f(r) a g(r) jsou ngjaké funkce 7. Toto se ale dd ocekdvat, nebot z axidln{
symetrie neni mozné, aby pole na poélech mélo tihlovou slozku nenulovou.
Pro srovnani pridavame jesté obrazek s jinym umisténim smycky: obrazek 2.5.
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Obrézek 2.4: Radidlni prubéh potencidlu A, v ruznych udhlovych smérech.
Obrazek nahote ukazuje prubéh v radidlni soutadnici az do nekoneé¢na. MAPLE
provedl skélovani automaticky. Proto uvadime jesté detail (spodni obrazek), kde
r jde do kone¢né hodnoty, ukazujici nepreskalovany prubéh potencidlu v misté
smycky.
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Obrézek 2.5: Jako na obrézku 2.3, tentokrat pro polomér b = 2.2M. Vznik defektu
na obrazku je komentovan v kapitole 2.9, kde je také vykresleno pole jiz bez
defektu. Osy jsou opét v jednotkach M.
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2.3 ResSeni Bicaka a Dvoraka

Dalsim clankem je [5]. Ve Schwarzschildové geometrii ma nulova tetrada (Doda-
tek 3.2) tvar

"= [1—— ,1,0,0],
1
2

2M

P A
r

mt = —— 10,01, | . (2.61)
\/_7’ " sing

Dosazenim prislusnych spinovych koeficientu a polozenim ¢asovych derivaci rovnych
nule, dale s vyuzitim faktu, ze budeme pocitat pole axidlni smycky (tj. jediné j,,
a Jm jsou nenulové), maji Maxwellovy rovnice tvar

R

1
V2r

1, 1 2M 0 2 -
_—QT 6¢2+§(1—7> {E—F;] ¢1 = 0. (2.62)

Ze zavedeni ¢y, @1 a ¢ v Dodatku 3.2 a dle Dodatku 3.1 je vidét, ze velic¢iny ¢g, @1,
¢ maji spinové vahy 1,0,—1 v tomto potradi. Je mozné tyto veli¢iny rozvinout
do béaze s-harmonik. Za axidlni symetrie prejdou s-harmoniky na Legendreovy
polynomy (Dodatek 3.1) a ¢o, ¢1 a ¢ maji tvar

o = Z 20+ 1 ————ORy(r )aaePl(cosQ)

ml(l+1) (I+1)
20+1
o1 = Z s\ — il 'Ry(r)P(cos®),
_ 2041 0
2 = _Z i+ 1) Ri(r) 55P1(cos ), (2.63)

kde bylo vyuzito také toho, ze smycka je nenabita (u ¢, vypadl jeden pridavny
clen, ktery, jak se ukaze, souvisi s ndbojem, viz ¢lanek [5]).

S vyuzitim relaci ortogonality pro s-harmoniky (Dodatek 3.1) plyne z Dodat-
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ku 3.2, dosazenim (2.63) do (3.14), vztah pro radidlni ¢asti

d? d

r(r — 2M)dr2 "R, +4(r — M)EORl —(I-1)(1+2)°R, = —4r"j,,
d? d

(T—ZM)d 5 1Rl+2(2r—3M)d 'R — (1 -1D)(1+2)'R = —4rnj,,
az , d 4MT

(r—zM)dT2 Rl+4(r—2M)5 R, — {(5—1)(z+2)+7 R

= —4m?j,, (2.64)

kde je zavedeno znaceni

20+ 1

0, _

Ji(r) = Wi+ /]0 r,0 ¢) PZ(COSQ)T dQ,

. 2041 )
Yi(r) = \/?/]1(T,9,¢)H(0089)r2d9,

20+1

2. _

Ji(r) = yETE) /jg r, 0 qb) Pl(cose)r dQ (2.65)

a kde jp, j1 a j2 jsou zavedeny v Dodatku 2.
Nejprve budeme fesit homogenni rovnici (2.64), tj. kdyz vymizi proudy. Vezméme
napiiklad druhou z rovnic. Substituci x = r/2M prejde na tvar

2

z(r — 1)dd

coz je hypergeometricka rovnice, jejimiz dvéma nezavislymi reSenimi jsou:

d
'R+ (4o — 3)d— "R—(1-1)(1+2)'R =0, (2.66)
x

prol # 0
RY = F-1,1+232),
IR = (—2) R+ 2,20+ 2,37, (2.67)
prol=0
1R(1) — 221 B -1
o = x ‘In(x—1)+a,
IR = g2, (2.68)
Obecné feseni je tedy tvaru
'Ry =a,'R" + b 'R (2.69)
Pokud se nyni dosadi rozvoje (2.63) do (2.62), dostaneme vztahy mezi jednot-
livymi radialnimi ¢astmi,
d
R, = 2Y2[(1+ 1)]_1/27“_1d— (r*'R)) ,
r

1
R, = 521/2[l(l+1)]‘1/2(7“—2M)r_2% (r*'Ry) , (2.70)
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coz opét umoznuje napsat

R = aR" +b°R",

R = ZRZ(I) + 0 QRZ(H) ) (2.71)
pricemz
RV = 2P+ D)]TVR( 11+ 2,250),
R = @)Y+ 1) () PR 1,04 2,20+ 2527,
2Ry = <2Vl 1) VR R (114 1,2 w)
2Rl(H) _ —l1/2[2(l + 1)]—1/2(_$)_l_2F(l +1,0,20 + 2;;17_1) . (2.72)

Z asymptotického chovdni feseni (obrazek 2.6) zjistime, 7ze feseni R] se chovaji
reguldrné na horizontu, jedna se tedy o vnitini feseni, zatimco R}, chovajici se
reguldrné v nekonecnu, jsou vnéjsimi resenimi.

Obrazek 2.6: Obrazek nalevo nahote ukazuje asymptotické chovani feseni ORQ) a
0RM™ napravo nahofe pak fegenf 'R a 1R{"™ a dole 2R a 2RV Zelens jsou
vykreslena feSeni s indexem (II), ¢ervené s indexem (I).

Pro to, abychom mohli provést plochou limitu, napisme nejprve explicitné par
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modi:

R =1
2r
1R(I) S
2 3M?
1 _ B 5t
o =1=-gy e
(2.73)
a
oM. 2M  2M?2
R = 3m(1 - ) ¢ I
T T T
- (2.74)

zde program MAPLE nebyl schopen vyé¢islit explicitné dalsi mody. Je vidét, ze po-
kud vnitin{ fesenf prendsobime konstantou (2M)!~! a vnéjsf konstantou (2M) =12
a déle pouzitim rozvoje logaritmu (2.46) ziskdme chovani feseni 1RZ(I) ~ 7l a
1RZ(H) ~ 17172 coZ jsou feSeni druhé rovnice v (2.64) v plochém piipadé.

Pokud nyni vyuzijeme axidlni symetrie, muzeme rozvoje napsat (Dodatek 3.1),
po dosazeni (2.69) a (2.71) do (2.63):

pro oblast r < b

20 + 1 0
b0 Z R; (%Pl(cos 0),

47Tll+
20+1
o1 = Z\/ 1 allRiPZ(cos@),
l 7r
B 2041 9 10
s —Z T Ry 75 Pi(cos0). (2.75)

pro oblast r > b

¢o = Z 2041 —b Rt = 0 Py(cos ),

Ari(i+1) " "' a0
/21 1
T Z + bllRlPlcosﬁ
20+ 1 o
= — R =P 0). 2.
¢2 Z g i gghieost) (2.76)

Je na case urcit proudové cleny. Dle Dodatku 3.2 plati

o 1 gisinzﬁ "
N = Sne00 2

(2.77)
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Vyuzili jsme zde axidlni symetrie, to znamend polozeni vSech derivaci podle ¢
rovnymi nule, a transformace mezi kovariantnimi a kontravariantnimi slozkami
tetrady, v tomto piipadé konkrétné

r

V2
Ze znalosti j; urcime 15, z (2.65). Proudova hustota je dana stejné jako v ptipadé
[3], tj-

[0,0,1, —isind]. (2.78)

—_ —v
mu_guym — ..

2M\'? 1
o=1(1- I5(r — . 2.
J ( . > and d(r — b)o(cosh) (2.79)
Proudovy element je
2l +1 oM\ /?
Yy, = —irl Rk §(r —b). (2.80)
41 b

Nyni se vyfesi rovnice (2.66) s nenulovou pravou stranou, postupem uvedenym
v [5]. ReSeni takové rovnice je ddno (s pouzitim toho, ze proudy vymiz{ mimo
zdroj)

1Rl<$) =

Tp+e . 1I
RO / e Al 'R (@)
m—c (e —1)W <1RI(I), 1RZ(H),x>

Tyte 4 1, 1@
—1R1(H)(x)/ m i) (@) dz,  (2.81)
z—e x(z— )W (1Rl(1), 1RZ(H), IL‘>

kde 7, = b/2M a W <1RZ(I),1RI(H),90> je wronskidn 1RZ(I), 1RZ(H) v bodé z. Po-
rovnanim s (2.69), vyjadfenim wronskidnu
Sy — 1
W (1 RO 1 Rl(m,x> W <1 RO 1 Rl(m’xb) zy(xp — 1)
x3(r—1)

a vyuzitim vztahu

. 1M 1 0 2020+ 1)t 1
i (W (R R ) = U+ D 2z —1)

dostaneme pro koeficienty rozvoje

wl(l N2 [ote 1 (I
a, = _%/@)_6 a? (Y,(x)) Rl( )<x)dx’
b= _%/x (i) 'R (@) . (2.82)

Nyni uz jsme schopni spocitat koeficienty rozvoje. Dosazenim vseho dostaneme

AT DPRODE [2r 1 [, 2\
>(1 )

“= oM (20 + 1)! Al +1 b

X (—ap) 'F (1,1 + 2,20+ 223 1)
R L ) (G DL S S S 1/2
T oM (20 +1)! ml(l+1) b

X ()2 F (1= 1,1+ 2,3;2) . (2.83)
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Tenzor F), spocteme dle Dodatku 3.2, jeho nenulové slozky jsou

1
rsind’

F'* = V2 (¢2 —52)

F% = —2i¢—— (2.84)

r2sinf’

protoze ¢ = —@, a, jak se dd ukazat, z(z — 1) py = —%gbo. Explicitné pak

20+ 1 @ 0
Fr¢ = a’R;’ — Py(cos 0
rsm@z 7Tll—|— Lo t(cos )
pro r<b,
20 + 1 an 0
Fre = b*R) " = Pi(cos 0
rsm@z ml(l+1) (l+1 b Hy 00 {(cos 6)
pro r>b,
21 1
FO(b - _ 1 P,
g ; a; R, Pi(cosf)
o r<b,
2 20+1 (In)
% = - \/ b' R, P(cos
r2sin 6 zz: T Ry Fi(cost)
pro r>b. (2.85)
Jednotlivé slozky magnetického pole jsou
B: = r%sinf F%
oM\
B; = — (1 — —> rsing Fre. (2.86)
r

Pole je vykresleno na obrazku 2.7.
Chovani na pdlech a v ekvatoridlni roviné je patrné z obrazku, a také analy-
ticky: ihlové chovani pole je déno B, ~ Pj(cosf) a By ~ P}(cos#), plati spravné

Bo(r,0 = 1/2) = g(r) . (2.87)
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Obrazek 2.7: Pole kruhové proudové smycky v ekvatoridlni roviné kolem Sch-
warzschildovy ¢erné diry, podle Bic¢dka a Dvotédka (viz [5]), o poloméru b = 4M
(nahote) a b = 2.2M (dole). Vznik defektu na obrazku dole je komentovan v
kapitole 2.9, kde je také pfipojen upraveny obrazek jiz bez defektu. Pole bylo
vyscitano do [ = 30 pro I = 1. Obrazek ukazuje meridionalni rovinu. Osy jsou v
jednotkach M.
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2.4 Limita reseni Chitreho a Vishveshwary pro
Kerrovu ¢ernou diru

V élanku [7] se autofi zabyvaji magnetickym polem smyc¢ky kolem Kerrovy ¢erné
diry. My zde ovSsem provedeme schwarzschildovskou limitu a porovname ji s
predchozimi vysledky. Kerrova metrika ma v Boyerovych-Lindquistovych souradnicich
podobu

2Mr AM arsin6 X
2 - g xiMarsm v 9 2
ds® = (1 S )dt S dtdgb—f—AdT +Xdd
2M a?rsin®
+ (7‘2 +a?+ %m@) sin?0 do? (2.88)

kde M je hmotnost ¢erné diry, a je rotacni parametr (jedna se o moment hybnosti
na hmotnost, tj. aM je moment hybnosti ¢erné diry), ¥ = r? + a’cos?d a A =
r2 —2Mr + a?.

Schwarzschildovska limita spoc¢iva v polozeni rotacniho parametru rovnym
nule. Je vidét, ze pii a — 0 prejde metrika (2.88) na Schwarzschildovu metriku
(2.34). Dale vyuzijeme jednoho ze spinovych koeficientu (Dodatek 3.2), ktery ve
schwarzschildovské limité je p = —1/r. Veliciny ¢_1, ¢g a ¢ jsou dény jako v
kapitole 2.3.

Rovnice, kterd se fesi v tomto ¢lanku, ma tvar

0*U 1 0 ov
-A— - —— 0— t20 4+ 1) ¥ = 47 2.
57 " 5050 (sm 89) + (cot®8 + 1) i, (2.89)
kde U = ¢,/p* a j zde znaéime €len, jenZ zahrnuje zdrojové ¢leny a je dan
vztahem (viz [8])
2_9oMr\ 1
2 (a2 2 i 2.90

kde A ( v tomto piipadé se jednd o smérovou derivaci) a jz jsou popsany v
Dodatku 3.2.

Proudova hustota je dana
I 20\ 2
J? = = (1 - T) d(r —b) 6(cosb), (2.91)

kde b je poloha smycky. Vyraz (2.91) se da zapsat stejné jako v (2.55) a (2.79),
jak je komentovano v kapitole 2.1.
Déle provedeme rozpis do spinovych kulovych funkei (Dodatek 3.1),

v o= ZRZ ~1Yio(0

j o= Z]z 1 Yio(0 (2.92)

a dosazenim (2.92) do (2.89) dostaneme rovnici pro radidlni ¢asti R(r),

d?R,; I(1+1) B
drz — r2 —oMr " r2 —2Mr’

(2.93)



kde 7; je dano

W) = _imbl 20+1 1_2M dP(cos )
I = T A N g+ ) b o

x [(b* = 2MDb) 6(b—7) + (r* —2Mr) &' (b—r)] ,  (2.94)

O=m/2

kde carka znaci derivaci podle r.

Reseni homogenni ¢asti rovnice (2.93) je, zachovame-li znaceni podle ¢lanku,

20+ 1)! , dQu(u
Filr) = _2l(z<+1)!1!)Ml+1 (" = 2Mr) di g
Gi(r) = 2 _<2ll))!!“ M (r* — 2Mr) d]Z?(nu) : (2.95)

kde u = ’”EJM a P, jsou Legendreovy polynomy prvniho druhu a @; jsou Legendre-
ovy funkce druhého druhu. Z chovéni obou feSeni na horizontu a v nekonecenu

zjistime, ze Fj(r) jsou vnéjsi feseni a Gy(r) jsou vnitini Feseni. Viz obrézek 2.8.

Obrazek 2.8: Asymptotické chovéani feseni Fy(r) (Cervené) a Ga(r) (zelené).

Plochou limitu odklddame na kapitolu 2.5 vénovanou ¢lanku Mosse [8], pro-
toze v téchto pripadech se radialni feseni sestava z Legendreovych polynomu a v
pripadé Mosse je feseni v jednodussim tvaru. Je proto zbyteéné uvadeét na nékolika
mistech to samé, kdyz i rovnice (2.89) je v obou pfipadech stejna. To samé plati
pro ostatni odstavce, v nichz neni uvedena plocha limita feseni.
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Regeni nehomogenni rovnice (2.93) se d4 napsat

R(r) = Eyr) V <%) Gl(r)dfr] W pro 1> b,

Ri(r) = Gi(r) U (%) Fl(r)dr] /W pro r<b, (2.96)

kde W = —(21 4+ 1) je wronskidn. Z (2.95) a 2.94) dosazenim do (2.96) ziskdme
konecné
pror >b
2M dG,
oalr) = 20710 Zl 51 (0 - o)
7rl IN(URS )] dP(cosh)
X sin — —F(r)—7—, (2.97)
L1+ )/2) do
pror <b

o) = 2van | sz =i (050 - Fo)

,nﬂlF l—|—2/2)]
P +1)/2)

kde jako v ¢lanku [7] oznacime

GZ(T)T ) (2.98)

b—2M 1 dF,
H>(b) = 27l [—z (b l

26 1(l+1) dr (b)_F’@)
» w_zr(<z+2)/2)]
Y T2
) = P [—z' (b%b)—m)

Cal T((+2)/2)

X s — —:|

2.99
I'((1+1)/2) (2:99)
Integrovanim Maxwellovych rovnic je v ¢lanku ziskano feSeni pro ¢,
pror >b
dF;
=323 [ - e Aeoso)
pror <b
V2 & dGy(r
o1(r,0) = = ;Hf(b) [7’ dlﬁ ) _ Gl('r)] Py(cosb). (2.100)



Ze zndamych ¢_q, ¢y a ¢ dostaneme F* zpusobem popsanym v kapitole 2.3,
konkrétné z (2.84). Magnetické pole pak mame jako v (2.86). Pole je vykresleno
na obrazku 2.9.

Chovani pole na ose symetrie a v ekvatorialni roviné je dano jako v kapitole
2.3, tj. f-slozka vymizi na ose symetrie a r-slozka vymizi v ekvatoridlni rovnine.
Resen{ jsou totiz opét imérna Legendreovym polynomim v tthlové asti.
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Obrézek 2.9: Pole proudové smycky kolem Schwarzchildovy ¢erné diry o poloméru
b = 4M (nahote) a b = 2.2M (dole) podle feseni Chitreho a Vishveshwary [7].
Osy jsou v jednotkach M.
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2.5 Limita reSeni Mosse pro Kerrovu ¢ernou diru

Clanck [8] se zamétuje na kritické porovnéni predchozich clanku, zabyvajicich
se poli proudovych smycek kolem Kerrovy cerné diry. Také zde prezentuje své
vlastni feSeni, a to i v Tec¢i vektorového potencidlu. Je zde feSena stejna rovnice
jako v ¢lanku [7] pro funkci ¥ = —Agy, kde A je ddna stejné jako v [7] ve sch-
warzschildovské limité. Reseni homogenni rovnice, prezentované v tomto ¢lanku,
je tvaru

Z[ dPZ PL(cos ) + ﬁdQl() Pl(cos)| | (2.101)

kde P, a Q; jsou Legendreovy polynomy. Proménna u je u = (r — M) /M. Cleny u
koeficientu «; jsou regularni na horizontu, ¢leny u g; jsou regularni v nekonecnu,
jak ukazuje obrazek 2.10.

Obrazek 2.10: Asymptotické chovani feseni Q2 (¢ervens) a 42 (zelens).

Moss zde dale uvadi feseni ve tvaru vektorového potencialu. My se zde opét
omezime na piipad nenabité smycky kolem nerotujici ¢erné diry. Potencidl pak
ma tvar

pror <b

(e 9]

Ay = ZOé? {T Py(u)sin 6 P} (cos ) — (

=1

r? —2Mr) dP(u)

- 1
T e sin P, (cos 6)
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pror >b

(r? — 2Mr) dQ;(u)

. Pl
T = sin @ P, (cos 0)

A, = Z B [r Q:(u)sin 6 P (cos ) —
I=1

(2.102)
kde bylo zavedeno o; = af + iad, 3, analogicky. Ve Schwarzschildovi se projevi
pouze imaginarni ¢ast.

Podivejme se na plochou limitu. Tvary radidlnich ¢dsti, jez oznacime R! pro
vnitinf a BT pro vnéjsl feseni, maji explicitné tvar

r
4M?

2

8M3

R} =—

(6M — 1),

R = (24M? — 40M7r + 1577%)

(2.103)

r?In(1 — 28) + 2Mr + 2M?
AM ’

—6r°In(1 — 22) 4+ 9r2M In(1 — 22) — 12M72 + 6M?r + 2M?

12072 ’
(2.104)

Podobnou procedurou jako v kapitoldch 2.2 a 2.3 dostaneme chovani v limité
plochého prostorocasu, R} ~ r'*1 a R ~ r=!. To jsou skute¢né spravnd fesent
rovnice (2.93) z ¢lanku [7] v piipadé plochého prostorocasu.

Proudova hustota je ve tvaru

1
J? = = §(r —b) 6(cos ). (2.105)
Zdrojovy ¢len na pravé strané rovnice (2.89) v [7] je dan jako v kapitole 2.4 vzta-

hem (2.90).
Dale se proud j i funkce ¥ rozvinou do baze pridruzenych Legendreovych poly-

nomu,
U = Z Ry P/ (cosb),
Jj = Z]l P}(cosb). (2.106)
!
Obracené muzeme psat
R = ¥ P}(cos ) d(cosh),

g o= j P!(cos ) d(cos ). (2.107)

/,
/.
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Nyni fesime rovnici (2.93) v [7] a feSeni nalezneme ve tvaru

(r* —2Mr) 20(1+1) dP(u)

R(r) = ——F— 531 % & r<b,
(r* —2Mr) 20(1 +1) , dQi(u)
= — b. 2.1
V2 20+1 b dr " (2.108)

Pokud dosadime proudovou hustotu (2.105) do vztahu pro j, ziskdme pravou
stranu rovnice (2.89) v [7] ve tvaru

V2

kde ¢arka znaci derivaci podle r. Integraci rovnice (2.89) v [7] s pravou stranou
(2.109) ptes delta-funkci dostaneme rovnice

2z(z+1)( dQ,(u)  dP(u)

4l PY(O) [b8'(r — b) + 6(r — D)] | (2.109)

(r? — 2Mr)

- =474i I PHO)D
20+ 1 dr a dr ) mil B (0)b,

(r* - QMT)% (B Qi —au P) =4nl

r2 —2Mr i

W\/ipllm)' (2.110)

Kombinaci rovnic (2.110) lze ziskat vztah pro 3,

2011 1 dP(u) b
= 2mil — — P, 2.111
b= =2mi gy l()[l(lJrl) v oW ) (2111)
kde W je wronskian, pro néjz plati
dQ(u) dP(u) M
W { M) =g~ @l =, ., b2 —2Mb (2.112)

Vztah pro a; se ziskd pouze zdménou P, za Q; v (2.111).
Jelikoz redlnd ¢édst obou koeficientu je nulovd, odec¢teme z (2.111) a analogické
rovince pro ¢ piimo

. A+1 1 b2 — 2Mb AP (u)
B = QWmﬁ{bPZ(U)— 1) dr L_b pPH0),
. A+1 I B2 — 2Mb dQi(u)
U= 7T1(1+1)M{Ql<“)_ ((+1) dr prll(o)‘

(2.113)

Pole ziskame stejnym zpusobem jako v kapitole 2.2. Je vykresleno na obrazku
2.11.

Pole na ose symetrie a v ekvatoridlni roviné je stejné jako v kapitolach 2.3 a
2.4, f-slozka vymizi na ose symetrie a r-slozka vymizi v ekvatoridlni rovniné.
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Obréazek 2.11: Pole proudové smycky o poloméru b = 4M (nahoie) a b = 2.2M
(dole) podle schwarzschildovské limity feseni Mosse. Osy jsou v jednotkach M.
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2.6 Limita reSeni Pettersona pro Kerrovu ¢ernou
diru

Déle je tfeba se podivat na ¢lanek [4], kde Petterson zobeciiuje své feseni [3] na
smycku kolem Kerrovy ¢erné diry. V tomto ¢lanku se vyskytuje chyba, na kterou
upozornil Moss [8] a kterou budeme rovnéz fesit. Déle zde budeme na chvili
uvazovat nenulovy naboj smycky, abychom mohli vypsat celé rovnice, v nichz se
vyskytuje chyba, se vSemi cleny, které jsou v ¢lanku. V dalsich kapitolach se jiz
opét omezime na nenabitou proudovou smycku.

Maxwellovy rovnice maji tvar [5]. Po separaci ¢g = Ry(r)S(6) dostaneme dvé
rovnice

1d d
1d (A2%> (=1 +2)R = 0,

1 d /. dS 1

Dosazenim Ry(r) = A7Y2R;, kde A = r? — 2Mr, do radidlni rovnice v (2.114) a
zavedenim u = (r — M)/M dostaneme feseni

o = ZZI \/% [al Plu) + 3 Qll(u)] Pl(cos), (2.115)

kde oy i 5 jsou dany jako v [8]. Dosazenim (2.115) do Maxwellovych rovnic [5] a
jejich integraci dostaneme vztah pro ¢, ktery ma konec¢ny tvar

b= % o A, 6) + G Bu(r6)] (2.116)
I=1
kde
Ay =—rl(l+1)P(u)P/(cos ) + Adpl(u>Pl(cos 0),
By = —rl(l+1)Qi(u)P(cos ) + Ad%liu)ﬂ(cos 0). (2.117)

Nyni zopakujeme postup pro odvozeni koeficientu, abychom ukézali, kde se
dopustil chyby Petterson a posléze vypocet opravime. Dosazenim

I

d) P—
J 27b?

d(r —b) 6(cos ) (2.118)

do proudového clenu, dosazenim spinovych koeficienti do prvnich dvou Ma-
xwellovych rovnic a integraci pies nekone¢né tenkou vrstvu v misté smycky r = b
dostaneme pro nespojitosti ¢

[¢1] = 0,
201b

[bo] = V3 —2a0) (2.119)
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kde [ ] znaéi skok veli¢iny v misté b. Déle, jak je vidét z (2.115) a (2.116),

(1] = D b (BB —ad),

[po] = \@Z lﬁz ?(u) — o ?(u) P! (cos ), (2.120)
l r r b
kde bylo pouzito relace [3]
dpdl—ff‘) = A2 (u) (2.121)
a kde
A = {A@—Z(H—l)rﬂ( )1 P(cos)
dr —b
B - {A% U+ 1r Qiu )} Py(cosh) (2.122)
r=b

Spojenim (2.119) a (2.120), rozepsanim «; a 3 jako v [8] a ponechdnim pouze
imaginarni ¢asti obdrzime

> {@ [Ad—Ql — (1 +1)r Qi(u )} — o {A% — U1+ 1)@@)”

l
X P/(cosf) =0,

r=b

dQl dPl 1 . Ib
Z [51 G } P/ (cosf) = = 2]Mb)é(cos 0). (2.123)
Z prvni rovnice v (2.123) plyne podminka
S dP,
B { Czl —I(l+1)r Ql(u)l =al {Ad—rl — (14 1)r Pl(u)} . (2.124)
r=b r=b

A pravé zde se Petterson dopustil chyby. Jeho podminka ma tvar
ﬁll [Ql(u)]r:b = 1[131( )]r:b )

- | dQ B dp
il - WL @129

kde v Kerrové piipadé je o] a ] nenulové. Druhd podminka z (2.125) je spravna,
ta prvni vsak ne. Petterson v ¢lanku uvadi ¢tyfi rovnice jako podminky, ovsem v
té prvni vynechal ¢len, a dalsi, kterd by méla byt tvaru (2.124), je napsana také
chybné. Uvedeme zde pouze dvé chybné rovnice:

Z{@, [Ad—Ql —1(1+ )rQl(u)] —af {A?—Z(H )rPl(u)} }T:b
x Pi(cos0) = (a1 — q)6(cos ),

> [Bi@i(u) — ajPi(u)] P} (cosf) = 0. (2.126)

l
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Predné, ve druhé podmince v (2.126) m4d byt Pj(cos6), a nikoli P}(cos#). To ale
neni hlavni problém. V Kerrové pripadé plati jestée

A = [A% —I(l+Dr Pl(u)] Py(cos ) —ia P(u)P}(cos ),
B = [A(z—?_l —I(l+1)r Ql(u)} Pi(cos ) —ia Pi(u)P(cosh).

(2.127)

Prvni z rovnic (2.126) by méla vypadat

S {er [T -t @] - o [aSE - 104 v P

l

+a [BiQuu) — afP(w)]}, Pcost) = (] — q)3(cosb),
(2.128)

kde q je celkovy naboj smycky. Zde se porovnavaji realné a imaginarni ¢asti.
Jelikoz se nasobi mezi sebou dvé komplexni jednotky, je zde jesté tato pridana
realnd ¢dst, kterou Petterson opomnél. Druhd z rovnic (2.126) by méla mit tvar
(2.124).

Rovnice (2.124) se skladd z polynomu % a @, resp. % a P, které nejsou
vzajemné ortogondlni, tedy nelze ji separovat na dvé oddélené ¢asti, platici se-
paratné. Z nich pravé jednu ma Petterson uvedenou jako podminku, konkrétné
druhou rovnici v (2.126).

Petterson nakonec dospiva k vysledku:
i 1+1/2 (b —2Mb) Ib

analogicky pro «f. Spradvny postup je vyjit piimo z (2.124). Pokud tedy z rovnice
(2.124) vyjadifme 3¢, dosadime do druhé z (2.123) a oznacime

i
Qg

(A% — 11+ 1)r Quw)] _,

a; =

(2.130)

muzeme psat druhou rovnici z (2.123) jako

Zl:al { [Ag — U+ 1)er(U)] % - [A% — I+ 1)r Ql(u)} %}r:b
Ib

X_Pll(COS 9) = m

d(cosB). (2.131)

Prendsobenim této rovnice P!(cosf), integrovanim pres cos ), vyuzitim

2 (n+m)!

1
/ P/"(cos ) P™(cos ) d(cos §) = { 2+t (n=m)!
1 0 oo 1 2n.

l pr—
pro " (2.132)
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déle roznasobenim a vhodnou udpravou, uzitim vztahu pro wronskian W [8] a
(2.130) dostaneme koneéné

2041 1
((+1) M

ol = {le =y d%“)Lb PY0). (2.133)

Obdobné pro druhy koeficient

20+1 1 b? — 2Mb dP(u)

ﬁfzmM[bmm— T } PH0). (2.134)

stejné jako Moss v [8]. Nage feseni se lisi jen ndsobkem 27, ale to je dano odlisnym
zavedenim proudové hustoty, ktera se pravé o tento nasobek lisi.
Slozky tenzoru elektromagnetického pole maji tvar (pro r < b)

o oM\ dP(u)
Fr¢ = E R B el Pl Sty o2
l alrsin@( r ) dr r(cost).

oo _ ;ag;{(l_m) AR W0+ Yoo,

r2sin 6 r dr r
(2.135)

Pro r > b stac¢i zaménit o za 5 a Py(u) za Q;(u).

Pole ziskame zpusobem popsanym v kapitole 2.3. Pole je vykresleno na obrazku
2.12.

Jako v predchozich kapitolach, #-slozka vymizi na ose symetrie a r-slozka vy-
mizi v ekvatorialni rovniné.

Na obréazku 2.13 jsme pro ilustraci vykreslili jesté pole se Spatnym koeficientem
(2.129).
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Obrézek 2.12: Pole proudové smycky o ploméru b = 4M (nahoie) a b = 2.2M
(dole) kolem Schwarzschildovy ¢erné diry podle schwarzschildovské limity fesent
Pettersona [4]. Na obou obrézcich je pole vykresleno pro opravené koeficienty [3;
a ). Osy jsou v jednotkdch M.
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Obrazek 2.13: Nalevo pole proudové smycky o poloméru r = 4M podle puvodniho
Pettersonova feseni s chybnymi koeficienty 8/ a a}. Je vidét, Ze tvar pole je piesto
stejny. Koeficienty se od spravnych lisi o konstantu zavislou na [. To, ze tvar pole
je stejny, lze vysvétlit tak, ze obé slozky pole (B, a By), v ramci jednoho feseni,
jsou ve tvaru sumy se stejnymi koeficienty, takze obé slozky pole jsou normovany
stejnym zpusobem. Pro jiné feSeni, tzn. jinou sadu koeficientu, plati to stejné. To
znamena, ze tvar pole (smeér sipek) je stejny pro obé feseni, pouze se lisi intenzita
pole (délky sipek). Detailnéjsi popis toho, pro¢ obé feseni popisuji stejny zdroj, je
uveden v kapitole 2.8. Obrazek vpravo ukazuje chovani pomeéru obou koeficientt
v zavislosti na [. Je vidét, ze se zvySujicim se [ se chybné koeficienty stale vice
priblizuji tém spravnym. Oscilace na grafu vpravo kolem [ = 30 je zpusobena
interpolaci.
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2.7 Limita reSeni Znajeka pro Kerrovu ¢ernou
diru

Déle se podivejme na préaci Znajeka [9]. Tato prace je podobnd préci Pettersona
[4]. Je dobré ji zde uvést, nebot se zaméiuje na opravu [4] a na rozdil od [§]
provadi cely vypocet v pripadé spravného reseni.

vvvvvv

¢lanku proved! transformaci nulové tetrady (Dodatek 3.2)

1 M
# N — 2.1
" — 5" ", (2.136)
kterd vede k
P2 = —¢o. (2.137)

Dale uvadi explicitné vektorovy potencial v oblasti r < b:

Ay =2 ; aj [fr’Pl(u) — (Tl(l_ij)r) d[:iiu)} sin @ P} (cos ), (2.138)

kde u = (r — M)/M. Potenciél pro r > b je dan zdménou o — i a P, — @Q;. V
¢lanku je suma scitdna od [ = 0, ovsem [9] ukazuje, ze muzeme pocitat od | = 1,
protoze plati oy = 0 a v pripadé nenabité smycky také 55 = 0.

Koeficienty jsou ziskany postupem analogickym jako v [4], tedy z navézani
vakuovych feseni v misté smycky. Proudova hustota je tvaru

J? = Téd(r —b)d(cosb). (2.139)

Znajek dale vypisuje postup pro ziskani koeficientt rozvoje. Tento postup je ana-
logicky jako v [4], ovSéem Znajek zde opravuje chybu, které se dopustil Petterson.
Rovnice, které se v ¢lanku ziskaji, jsou jiz ve zkracené podobé uvedeny v ¢asti
2.6 vénujici se opraveni chyby v [4]. Znajek tyto rovnice fesi pifmo v Kerrové
piipadé, vyuziva i schwarzschildovské limity k dosazeni spravného vysledku. My
tuto limitu pouzivame od zacatku pocitani, vyhnuli jsme se tak tézkostem, které
pravé Zmajek tesi za pomoci limity v prubéhu vypoctu. Ovsem v piipadé dalsi
prace, az se budeme zabyvat Kerrovym fesenim, bude potieba tento postup udélat
mnohem opatrnéji, jako je to pravé uvedeno v [9].

Znajek dospiva ke koeficientum ve tvaru (v nasem piipadé ve schwarzschil-
dovské limiteé)

(4 — 2Mb) dQu(u)
I(1+1) dr |, _,

i

20+ 1)1
b 2L+

= 30 P10). (2.140)

le(u) —

Vztah pro 3} ziskdme zdménou @, za P,.

Magnetické pole ziskame stejné jako v kapitole 2.2. Pole je vykresleno na
obrazku 2.14.

Pole na podlech je pouze radialni, v ekvatorialni roviné radialni slozka vymizi.
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Obréazek 2.14: Pole kolem proudové smy¢ky o poloméru b = 4M (nahote) a b =
2.2M (dole) podle schwarzschildovské limity feseni Znajeka [9].
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2.8 Analytické srovnani studovanych reseni

Nyni se pokusime o srovnani feseni od jednotlivych autoru. Srovnejme nejprve
[3] a [8]. Jejich tvar je

Petterson:
A, = Z a;Ry(r)sin®¢ C’f’/g(cos 0), (2.141)
1=0,2
Moss:
= A dPR
Ag=) aj {rp,(u) ~ T T Ci(“)} sin 6 P! (cos ) , (2.142)
r

=1

kde A =r? — 2Mr. Dle [4] plat{ vztahy
020 3/2 o 1
sin“f C;’{(cos @) = sin 6 P} (cosd) ,

Rist) = of [ e = o) (2.143)

Za pouziti (2.143) je vidét, ze obé Feseni si jsou ekvivalentni, az na znaménko,
to ale neni dulezité, to se da zahrnout do proudu (d4a se tici, Ze feSeni uvazuji
opa¢ny smér proudu. V praci jsme ovSem v obrézcich tento fakt zohlednili, proto
maji vSechny obrézky magnetického pole stejné voleny smér proudu).

Déle porovnejme vztahy pro ¢y od stejnych autoru, u Pettersona vezméme
reSeni s Kerrovou dirou,

Petterson:

\/_Z[ dB + 8 del(“)} P (cos ), (2.144)

r

Moss:

o = \/_Z{ dPl + B d%“)}al(cose). (2.145)

A7z na univerzalni ¢iselny faktor to samé. Vztah pro ¢; Moss neuvadi.
Nyni srovndme s témito dvéma autory feseni Chitreho a Vishveshwary [7].
Ptedné plati dle Pettersona

Py = ~5,3 gbo (2.146)
Uvazme pouze vnitini feseni, které je v pripadé Chitreho a Vishveshwary déno
A 2= M AR (u)

l

kde H; (b) jasné hraji roli koeficientu rozvoje. Srovnéni s Pettersonem za pouziti
(2.146) ukazuje, ze se feSeni lisi pouze v konstanté zavislé na [ a b a déle na

43



zavedeni proudové hustoty. Co se tyce ¢1, ve vyrazu pro ¢; u Chitreho a Vishve-
shwary se vyskytuje clen rGj(r)—G,(r), kde G;(r) jsou dany v [7]. Carkou znac¢ime
derivaci podle r. Po provedeni derivace dostaneme G} = (I + 1)IP(u), takze

dP;
rGy(r) — Gi(r) =ri(l+1)P(u) — A dl?(nu) : (2.148)
Petterson m4 feseni ve tvaru (uvazujeme radidlni ¢ast vnitintho Fesenf)
dP;
A= —rl(l+1)P(u)+ A é(u) : (2.149)
r
tedy celkové
(I+1) A dP(u)
Petterson —
g o [ P(u) + i P(cos @), (2.150)

l

Chitre a Vishveshwara pak

Ly _ ! U
seine _ \@ZHﬂb)z(z (23!!”]\4 {l(l;l)ﬂ(u)_%dzzi )1 Pi(cosd) .

(2.151)
c¢ili struktura je stejna, lisi se pouze o konstantu zavislou na [.
Déle se pokusime srovnat [4] s FfeSenim Bicdka a Dvordka [5]. ReSeni [5] je ve

tvaru
V20+1 1
; . 1
\/75 ll+1 — 1,14+ 2,2;2)P,; (cos0) (2.152)
Dle [17] plati vztah

dP(u) I(I+1)
dr  2M

F(1—1,1+221-2x), (2.153)

diky kterému mohu (2.144) pfepsat na

> I(l 1
Petterson Z + F(l—1,14+2,2;1—2x) Pl1 (cosf) . (2.154)
-1

Ovsem plati
FA—1,1+2,21-2)=(-)™"F1~1,1+22;7), (2.155)

tedy feseni se opét lisi pouze v konstantnim faktoru zavislém na [.
Porovndme nyni [9] a [8]. Znajek uvadi reseni ve tvaru

© (7’2 _QMT) dPI(U) ) .
Ao =22 00 |rhlu) - P, 2.1
¢ ;al [7“ 1(u) 0+ 1) T sin@ Py (cosf), (2.156)

ktery je az na faktor 2 totozny s (2.142).

V této casti casto uvadime, ze feSeni se lisi pouze v konstanté, ktera je zavisla
na [. Jiz v ¢asti 2.6 je pod obrazkem 2.13 komentovano, proc¢ toto neméa vliv na
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tvar feseni v pripadé Pettersona. Stejné je tomu mezi feSenimi riznych autoru, v
pripadech, kdy se feseni lisi o konstantu zavislou na .

Jde také o to, jak jednotlivé mody tesi Maxwellovy rovnice. Tyto rovnice lze
fesit ¢len po clenu, tzn. Ze je tesi kazdy jednotlivy mod. Jednotlivé ¢leny fesi neho-
mogenni rovnici jednotlivé a na pravé strané vzdy vyjde ¢len umérny delta funkci,
kde konstantou imérnosti budou praveé koeficienty rozvoje (tedy konstanta jez je
zavisla na [) a proud. Je dulezité si uvédomit, ze prestoze se tyto koeficienty 1isi
pro ruzné [, porad jsou pravé strany rovnic imérné delta funkci, kterou je zadén
zdroj, v nasem piipadé proudova smycka. Jednotlivé ¢leny tedy odpovidaji poli
proudové smycky, pouze se pro ruzné koeficienty v ruznych resenich jinak normuji
intenzity poli. To vysvétluje, pro¢ jsou tvary poli stejné v ruznych vyjadrenich,
lisicich se navzajem konstantami zavislymi na [. V ¢lancich Mosse, Chitreho a
Bicaka se provadi explicitné rozlozeni proudu do baze s-harmonik, jednotlivé ra-
didlni ¢dsti (viz (2.92) v kapitole 2.3) jsou pravé ty cleny, jez jsou pravymi stra-
nami nehomogenni Maxwellovy rovnice pro jednotlivé mody. A tyto “proudové
mody” jsou zadédny konkrétnim zdrojem. I proto tvar pole neni ovlivnén v pripadé
chybného Pettersonova feseni v [4], nebot v obou pifpadech je zdroj volen stejné,
je jim proudova smycka.
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2.9 Numerické srovnani studovanych reseni

Nyni se podivejme na obrazky poli a porovnejme je. Toto porovnéni je na obrazku
2.19. Je vidét, ze vysledky jednotlivych ¢lanku jsou, alespon v ptipadé Schwarz-
schilda, prakticky totozné. To jsme ocekavali, jak je ukdzano i v ¢asti 2.8 vénované
analytickému porovnani.

V predchozich kapitoladch jsme vidéli, ze 6-slozka pole vymizi na ose symetrie
a r-slozka vymizi v ekvatoridlni roviné. Zatim jsme vSak uvedli pouze obecny
tvar nenulové ¢asti pole na ose symetrie a v ekvatoridlni roviné. Zde chovani pole
v téchto mistech upfesnime, ptricemz vyjdeme z teSeni Pettersona, viz vztahy
(2.135). Na ose a v ekvatoridlni roviné obdrzime

[(1 B Qi\4> df:;(ﬂu) B l(l:l)PI(u)] |

Bi(r,0 =m) = Zaf

l

- - i 2\/Ti 2M N\ dP;(u)
Bé(?“,@—ﬂ'/Z) = _zl:alr(—l/2)1“(1/2(l+1)) (1_7) le‘ ’

(2.157)

kdyz jsme vyuzili vztahu P'(0) = F(—l/2;§g7/?;(l+1)) a P(u=1) = 1. Na horizontu

je podle vsech ¢lanku pole ¢isté radidlni, tj.

Bi(r=2M,0) = f(cos@),
By(r =2M,6) = 0, (2.158)
kde f je néjaka funkce. Konkrétni tvar funkce f je u ruznych autoru jiny, jak

plyne z toho, zZe feseni se navzajem lisi o néjakou konstantu. Z Pettersonova reseni
plyne pro radialni slozku na horizontu

I(1+1)

B:(2M) ==Y o

l

Py(cosh), (2.159)

kde jsme vyuzili toho, ze plati P!(u = 1) = 0. Vysledek je vykreslen na obrézku
2.15.

Na obrazku 2.16 je vykresleno pole v ptipadé smycky v blizkosti horizontu
pro ta feseni, u nichz doslo k defektu. Je to zptuisobeno tim, ze hypergeometrické
funkce, jez jsou pouzity pro feseni radialnich ¢asti poli v kapitolach 2.2 a 2.3, velmi
rychle narustaji s rostoucim [, je-li jejich argument r/2M blizko hodnoté 1.1, coz
nastava v pripadé smycky o poloméru b = 2.2M. V pripadé teSeni vyjadienych
ve tvaru derivaci Legendreovych polynomu defekt nenastava, protoze tyto funkce
nerostou tak rychle. Podivejme se na to detailnéji. Vezméme napiiklad feseni
Pettersona a Mosse. Faktor, jenz ovliviiuje pole v zavislosti na umisténi smycky
u vnitiniho teseni (kde defekt vznikd) v piipadé Pettersona, je F(I+ 1,1+ 3,4+

21;2M /b)(b/2M)~'=1. V piipadé Mosse to je [b Q) — (b2 ~221b) @(b;\/[M)] .Na

I0+1)  dr
obréazcich 2.17 a 2.18 jsou ukézény tyto faktory v misté smycky a v zavislosti na
l.
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Obrazek 2.15: Tvar radidlni ¢asti pole na horizontu (dhlové ¢ast je nulovd) v
pripadé Pettersona. Podle Teseni ostatnich autoru je prubéh stejny, lisi se pouze
ve velikosti.
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Obréazek 2.16: Zde jsou znovu vykreslena pole, kdy je smycka blize horizontu
a vznika defekt. Smycka ma polomér b = 2.2M. Obrézek nalevo je pro piipad
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Obréazek 2.17: Faktor v feSeni Pettersona ovliviiujici pole v zavislosti na umisténi
smycky. Nahote vlevo je ptipad smycky poloméru b = 2.2M pro [ = 0..30, nahote
vpravo smycka poloméru b = 2.2M pro [ = 0..10. Pro srovnani je dole ptripad
smycky poloméru b = 4M.
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20 57

Obréazek 2.18: Faktor v feseni Mosse ovliviujici pole v zavislosti na umisténi
smycky. Vlevo je ptipad smycky poloméru b = 2.2M pro [ = 0..30, vpravo smycka
poloméru b = 4M pro [ = 0..30.
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3. Dodatky

3.1 Spinové vazené sférické harmoniky

Spinové kulové funkce Y}, tzv. “s-harmoniky”, budeme definovat ve shodé s [5]:
Zavedme (v rdmci NP formalismu, Dodatek 2) v kazdém bodé prostoroc¢asu kom-
plexni nulovou tetradu (*, n*, m* m* (Dodatek 2). Rikdme, ze 7 je veli¢ina o
spinové véaze s, pokud se transformuje dle vztahu

n =1 = e (3.1)
pri transformaci slozek zavedené tetrady
mt — m'" = eXmH (3.2)
kde x je né&jaky fazovy faktor. Déle zavedeme diferencidlni operdtory *0 a *0
vztahem

0 i 0
* — (g s | 2 -~ : (—s)
on (sinf) {89 t 7 8@5} (sinf)"= n,
_ 0 i 0
* — (3 (—S) = . S
on (sinf) lae sin@&b} (sinf)°n, (3.3)

kde n je néjaka veli¢ina o spinové véaze s.
S timto apardtem je mozné sestavit uplnou mnozinu ortogonalnich funkeci
zvanych s-harmoniky .Y}, , podle vztahu

Yim(0,0) = [(1 = s)! /(1 + 5)Y?*0° Vi (0, ¢), pro 0<s <!

= (D [+ Y 2T Vi(0.0),  pro —1< s <0,(34)

kde Y}, jsou klasické kulové funkce.
Pro s-harmoniky plati relace ortogonality

/ / Ylm Yl/m/(ﬁ, gb)dQ - 5ll’5mm’ 5 (35)
—1

kde .Y, = (=1)™*+) Y, adQ=sinfddde.
V této praci Vyuzwame axialni symetrie, v tomto piipadé jsou kulové funkce
umeérné Legendreovym polynomum,

Yio = 21/ picos ). (3.6)
2 T
V této praci pracujeme s veli¢inami o spinové vaze 1,0, —1, a tedy v piipadé
axialni symetrie muzeme explicitné napsat dané s-harmoniky (ve vztahu (3.5)
polozime m a derivace podle ¢ rovny nule)

1 /20+1 0
1}/20(9) = 5 —7]'[([ i 1) %B(COS 9) N (37)
| 20+1 0
,1}/20(9) = maelj(cos 0) (38)

a samoziejmeé oY, = Yin.
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3.2 Newmanuv-Penroseuv formalismus

Dle [5] v kazdém bodé prostorocasu zavedeme komplexni nulovou tetradu I*, n#, m# m*,
kde m* je komplexné sdruzené m*, tak, aby byly splnény néasledujici vztahy:

l,n” =1 am,m” = —1 (ostatni souc¢iny vymizi). Elektromagnetické pole se da
misto tenzoru elektromagnetického pole F),, (jenz mé Sest nezavislych kompo-
nent) ekvivalentné popsat tremi skaldrnimi koplexnimi veli¢inami, danymi pro-
jekcemi F),, na zavedenou tetradu,

oo = Ful'm”,
o1 = %Fuu(l“n” + m*m"),
¢2 = F,mkn”. (3.9)
Nazpét se pak F),,, d4 napsat
Fpuy = R {pomiguns) + é1 (nls) + myiiing) + dalmy } (3.10)

kde R{z} znaci redlnou cast x a hranaté zavorky kolem indextu znaci antisymet-
rizaci. Déle se “prirozené” zavadéji diferencialni operatory

D=2, bd=m'2, d=mry2, A=n'32. (3.11)

Déle se zavadi dvanact spinovych koeficientu

K = ly,mtl”, V= —n,,m'n",

p =l ,ymtm” p= —n,,m'm"

o = lyymtm” A = —ny,, mm”, (3.12)
T = l,min”, T = =Ny, M, '
8= % (lypntm? —my, m*m”) , o= —% (ny PmY —m,,m*m”) ,

€ =1 (Lypn"l” — my,m*lY) v = —3 (' n” — my,m'n") .

Ve Schwarzschildové prostorocasu se da tetrada zvolit tak, ze k = o =v =\ = 0.
V NP formalismu pak maji Maxwellovy rovnice tvar

(D —p+2€)py — (6 + 27

)

(0=27)p1 = (A+p—7)p0 = 27jm,
) .
(6 —7+28)p2 — (A +2u)

o1 = 2mjhn, (3.13)

kde j; =, J¥, jm = m,J" apod. Zde J* je ctyi-proud.
Teukolsky ukézal, ze rovnice (3.13) lze rozseparovat pro jednotliva ¢:

[(D—e+e=20—p)(A4+p—29)—(6—B—a—27+T)(0 + 7 —2a)] ¢y
=2mjo,

[(D+e+e—p—0)(A+2u)—(6+B8—a—1+7)(0+2m)] ¢
=271,

[(A+y—F4+2u—m)D—p+26) —(6+a+B+2r—7)(0 — 7 +28)] ¢o
= 271, (3.14)
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kde

jo = (6—pB—a—2r1+7)ji—(D—€e+e—20—D)jm,
o= 0+—a—7+T)jm— D+e+e—p—D)jn,

joo= (A+y—F+2u+0)jm— O +a+B+2r—7)j,.  (3.15)
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4. Z.aver

Cilem této prace bylo ziskat zakladni zkuSenosti s jednoduchymi feSenimi Ma-
xwellovych rovnic v prostorocasech cernych dér. Zamérili jsme se proto na teore-
ticky i astrofyzikalné zajimavy problém urceni magnetického pole kruhové ekva-
toridlni proudové smycky umisténé ve Schwarzschildové prostorocasu. Seznamili
jsme se s formulemi, které byly jako feSeni problému predlozeny v literature, a
porovnali je v konkrétnich situacich na numericky ziskanych obrézcich. Kromé
toho jsme naznacili také analytické porovnani nékterych predpisu.

Konkrétné jsme se zabyvali vypoctem pole podle postupu prezentovanych v
¢lancich [3, 4, 5, 7, 8, 9], pricemz jsme vyuzivali programu MAPLE.

Nejvhodnéjsim tvarem feseni je feSeni Mosse [8] a Znajeka [9]. Moss i Zna-
jek uvadéji explicitné tvar vektorového potencidlu, coz je vyhodné, nebot ten je
potieba pro vypocty dynamiky ¢astic v magnetickych polich. Také se jeho deri-
vaci snadno ziskd tenzor elektromagnetického pole, coz je numericky vyhodnéjsi
nez integrace (to kdybychom chtéli naopak z tenzoru elektromagnetického pole
ziskat vektorovy potencidl). Pole je uvedeno ve tvaru rozvoje do Legendreovych
polynomu a jejich derivaci. Se vzorci se snadno pracuje. Také je vidét ze srovnani
na obrazku v kapitole 2.8, Ze vzorce jsou vhodné i numericky.

Dalsi autor, jenz uvadi explicitné tvar vektorového potencialu, je Petterson
[3]. V tomto piipadé se jednd o rozvoj do Jacobiho a Gegenbauerovych polynomu.
Ovsem vnéjsi feSeni je nechano ve tvaru integralu, ktery musi byt spoc¢itan pro
kazdy méd. Pokud tedy budeme chtit spocitat sumu v rozvoji, nastanou potize.
My jsme museli v této praci feseni zapsat v jiném, vhodnéjsim tvaru, aby bylo
MoZno se sumou pracovat.

Limita Kerrova teseni podaného v [4] ma v opravené podobé stejny tvar jako
[8] a [9]. OvSem v ¢lanku je uvedeno chybné feseni. Prestoze se tvar pole nelisi
od spravného pripadu, mohou nastat potize v dalsich vypoctech.

Reseni Bicdka a Dvoidka [5] je ve tvaru rozvoje do s-harmonik, které se v
piipadé nasi situace se smyckou redukuji na pridruzené Legedreovy a Legendreovy
polynomy. Resen{ radidlnich ¢4sti je uvedeno ve tvaru hypergeometrickych funkei.
S témi se nam pracovalo obtiznéji. Predné je vice feseni hypergeometrické rovnice
nez je uvedeno v [5]. Postup ziskéni feseni a koeficientu rozvoje je tak obtiznéjsi
nez podle ostatnich ¢lancku. Navic v piipadé Schwarzschildova feseni je pouziti
NP formalismu nadbytecné.

Chitreho a Vishveshwarovo feseni [7] je v porovnéni s ostatnimi nejméné
vhodné pro analytické manipulace. Provadi se zde druhé derivace Legendreovych
polynomu a vzorec tak nabyva komplikovaného tvaru.

Pokusili jsme se zpracovat také ¢lanek [6], ale zatim jsme nedostali uspokojivé
vysledky, totiz pole vychéazelo ve schwarzschildovské limité pomeérné rozdilné od
vysledku v [5], pfestoze v obou ¢lancich je pouzit stejny postup.

V dalsim bychom ptredevsim radi postoupili k feseni tlohy v rotujicim, Kerrové
prostorocasu (jiz v této praci jsme vyuzivali nékterych formuli platnych pro Kerro-
vo pozadi, avSsak pouze v jejich schwarzschildovské limité). Chceme kuptikladu
ovérit, zda a jak v téchto ruznych fesenich dochézi k vymizeni magnetického to-
ku pfes horizont v limité extrémné rotujici diry. Poté bychom radi rozsitili ilohu
na piipad disku tvoreného soustavou (idedlné spojitym rozlozenim) kruhovych
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smycek protékanych proudem a pocitali jeho celkové magnetické pole integraci
pres smycky (tedy v radidlnim sméru). Jinou moznosti rozsireni je zkoumat mag-
netické pole proudové smycky, kterd neni testovaci (prispiva ke gravitacnimu
poli), a sledovat, jak se magnetické pole méni s hmotnosti smycky.
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