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1 Úvod

Teorie spolehlivosti se zabývá spolehlivostí nejr·zn¥j²ích systém·. Z technic-
kého pohledu souvisí s konstrukcí, pouºitými materiály, technologií, diagnostikou
a strategií údrºby. Matematická teorie spolehlivosti je zam¥°ena na prognózu, od-
had a optimalizaci bezporuchového provozu systému. Cílem této práce je sezná-
mit £tená°e se základní problematikou a metodami analýzy spolehlivosti r·zných
systém·.

Bakalá°ská práce je rozd¥lena do £ty° kapitol. V prvních dvou kapitolách se
seznámíme s pojmem teorie spolehlivosti. Jsou zde také uvedeny a vysv¥tleny
základní pojmy a vztahy, které jsou v teorii spolehlivosti b¥ºn¥ pouºívané, na-
p°íklad porucha, doba do poruchy, funkce spolehlivosti, st°ední doba do poruchy,
intenzita poruch, atd. Dále jsou popsána n¥která pravd¥podobnostní rozd¥lení,
se kterými se v souvislosti se spolehlivostí systém· setkáme nej£ast¥ji.

Ve t°etí kapitole ukáºeme dva postupy, jak m·ºeme analyzovat základní typy
systém·, tj. sériový, paralelní (a jeho modi�kaci), cyklus a hv¥zdu. Prvním uve-
deným postupem je metoda Booleových algeber. Seznámíme se zde s pojmem
strukturní funkce a u jednotlivých systém· uvedeme pravd¥podobnosti jejich fun-
gování a funkci spolehlivosti. Druhý postup pouºívá k analýze systém· Markovovy
°et¥zce. Systémy popí²eme pomocí matic pravd¥podobností p°echodu, matic in-
tenzit p°echodu, stacionárního rozd¥lení,. . .

Poslední kapitola je zam¥°ena na simulace jednoduchých, i sloºitých systém·.
Pokud jde o jednoduché systémy, je k této kapitole vytvo°en program, který simu-
luje spolehlivost základních systém·, zmi¬ovaných v p°edchozí kapitole. V tomto
programu m·ºeme r·zn¥ nastavovat intenzity poruch a oprav prvk·, abychom
mohli pozorovat zm¥ny v chování systém·. Jako zástupce sloºitého systému je
vytvo°ena simulace spolehlivosti sít¥ budovy MFF UK, Karlín.
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2 Úvod do teorie spolehlivosti

Spolehlivost systému je vlastnost, která se £asto popisuje pomocí pravd¥po-
dobnosti, ºe tento systém bude schopný vykonávat své o£ekávané funkce b¥hem
daného £asového intervalu za normálních (nebo jinak speci�kovaných) podmínek.
Jakýkoliv systém se m·ºe skládat z r·zných podsystém· a jednotlivých prvk·,
kterých m·ºe být jen pár, nebo t°eba i statisíce. Kaºdý samostatný prvek fun-
guje na odli²ném principu, pot°ebuje jiné podmínky k tomu, aby správn¥ praco-
val, vykonává r·zné funkce, pro které je ur£ený, a zejména má kaºdý prvek jinou
spolehlivost. Odtud je z°ejmé, ºe ur£ení spolehlivosti systému jako jednoho celku
není triviální záleºitost a vyºaduje informace nejen o kaºdé své sou£ástce, ale také
o vzájemné provázanosti mezi prvky i podsystémy.

Jeden z hlavních cíl· v teorii spolehlivosti je zvy²ování spolehlivosti systém·.1

Asi první moºnost jak zvý²it spolehlivost, která by nás napadla, je zvy²ování
spolehlivosti jednotlivých prvk·. Na jednoduchém p°íklad¥ m·ºeme tento zp·sob
ilustrovat.

P°íklad 1.1. Uvaºujme systém, který se skládá z 50 identických prvk· a p°edpo-
kládejme, ºe v²echny prvky jsou nezávislé. Nech´ se systém porouchá práv¥ tehdy,
kdyº p°estane fungovat alespo¬ jeden prvek. Ozna£me p pravd¥podobnost, ºe se
jeden prvek neporouchá. Jelikoº jsou prvky nezávislé, m·ºeme lehce vypo£ítat
pravd¥podobnosti, ºe se systém v daný £asový interval neporouchá.

P [systém se neporouchá p°i p = 0,9] = 0,950 = 0,005153
P [systém se neporouchá p°i p = 0,99] = 0,9950 = 0,605006
P [systém se neporouchá p°i p = 0,999] = 0,99950 = 0,951205
P [systém se neporouchá p°i p = 0,9999] = 0,999950 = 0,995012

Podívejme se na tento p°íklad je²t¥ z jiné strany. Budeme poºadovat, aby
pravd¥podobnost, ºe se systém sloºený z n nezávislých, identických prvk· nepo-
rouchá, byla 0,995. A budeme zkoumat, jak spolehlivé by jednotlivé prvky musely
být. Hodnoty p jsou pro n¥která n vypo£ítány v následující tabulce. Hodnota p
op¥t ozna£uje pravd¥podobnost, ºe se jeden prvek neporouchá.

n 5 10 50 100
p 0,998997 0,999498 0,999899 0,999949

Tabulka 1: Spolehlivost n prvk· p°i poºadované spolehlivosti systému

Abychom dosáhli poºadované spolehlivosti systému, musíme se zvy²ujícím se
po£tem prvk· výrazn¥ zvý²it i jejich spolehlivost. Také si musíme uv¥domit, ºe
nejsloºit¥j²í systém, který byl v p°íkladu popsán, m¥l pouze 100 prvk·. Proto
bychom se m¥li poohlédnout po jiných metodách, jak zvý²it spolehlivost, nap°.:

1V poslední dob¥ se objevuje nový trend, kdy se nap°íklad výrobci domácích spot°ebi£· snaºí
o to, aby jejich výrobky vydrºely po dobu záruky a poté p°estaly fungovat. Jinými slovy usilují
o to, aby byl daný systém spolehlivý po ur£itou dobu. D·vodem je vidina vy²²ích zisk·, jelikoº
si zákazník bez nároku na reklamaci bude nucen zakoupit nový výrobek. D·leºitou roli v tomto
p°ípad¥ také hraje fakt, ºe oprava domácích spot°ebi£· £i elektroniky bývá £asto draº²í, neº
zakoupení výrobku nového.
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• jiné uspo°ádání systému
• jiná struktura systému
• údrºba
• zálohování d·leºitých prvk·
• apod.

Podívejme se na teorii spolehlivosti je²t¥ z ekonomického hlediska. Jak jiº
bylo zmín¥no, £asto poºadujeme, aby systém (po£íta£, vlaková souprava, motor
rakety, £i oby£ejná ºárovka) m¥l co nejv¥t²í spolehlivost, tj. aby správn¥ fungoval
co nejdéle. Samoz°ejm¥ lze kaºdý jednotlivý prvek nap°íklad zálohovat a tím
zvý²it spolehlivost systému. Porovnáme-li ale spolehlivost a �nan£ní nákladnost,
dostaneme optimální (ve smyslu cena - spolehlivost) °e²ení? Odpov¥¤ rozhodn¥
není jednozna£ná. U n¥kterých systém· m·ºeme tímto zp·sobem získat optimální
°e²ení, u jiných nikoliv. Z tohoto d·vodu musíme v souvislosti se spolehlivostí
systém· vzít v úvahu i �nan£ní stránku v¥ci.
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3 Základní pojmy a de�nice

Abychom mohli dále pokra£ovat, je d·leºité speci�kovat n¥které základní po-
jmy z teorie spolehlivosti.

3.1 Porucha

Porucha je £áste£ná nebo úplná ztráta, pop°ípad¥ zm¥na, takových vlastností
systému, která podstatným zp·sobem sníºí nebo znemoºní danému systému plnit
jeho funkce.

Tento pojem je v²ak velmi relativní. Uvaºujme jako p°íklad systému osobní
automobil. Pokud p°estane fungovat rádio £i klimatizace, sníºí se kvalita celého
automobilu. Nicmén¥ tato porucha není fatální, v·z m·ºe bez jakýchkoliv pro-
blém· bezpe£n¥ p°epravovat osoby. Pokud se ov²em porouchají brzdové desti£ky,
auto je v podstat¥ nepouºitelné do té doby, neº se porucha vy°e²í.

Abychom mohli poruchy blíºe speci�kovat, d¥líme je na ob£asné (intermittent
failures) a dlouhodobé (extended failures). Ob£asné poruchy mají krátkou dobu
trvání. Dobrým p°íkladem jsou chyby softwaru, které se objevují pouze za ur£itých
podmínek a nesouvisle2. Naproti tomu dlouhodobé poruchy trvají do té doby, neº
je n¥kdo opraví, a dále se rozd¥lují na £áste£né a úplné.

Jak název napovídá, £áste£né poruchy zp·sobují jen £áste£nou ztrátu funkcí
systému, zatímco celkové poruchy znamenají ztrátu v²ech funkcí systému. Ob¥
tyto poruchy lze je²t¥ dále d¥lit na náhlé (objeví se bez jakéhokoliv varování a
nelze je tudíº p°edvídat) a na postupné (objevují se r·zné signály, které upozor-
¬ují na blíºící se poruchu).

Podle podmínek vzniku m·ºeme poruchy rozli²it na vn¥j²í a vnit°ní. Vn¥j²í po-
rucha je zp·sobena nedodrºením podmínek, které jsou systému stanoveny. V této
práci se v²ak budu odvolávat spí²e na vnit°ní poruchy, které jsou zp·sobeny
vlastní nedokonalostí, opot°ebením3, apod.

3.2 Doba do poruchy

Uvaºujme jeden samostatný prvek. Ten za£ne pracovat v £ase t = 0 a porou-
chá se v náhodném okamºiku t. Doba, b¥hem které pracoval prvek bez poruch, se
nazývá doba do poruchy. Pro náhodnou veli£inu X, popisující dobu do poruchy,
platí P [X ≥ 0] = 1.

��asový� interval [0, t] lze chápat r·znými zp·soby, nap°.: b¥ºný nep°etrºitý
£as, provozní £as, nebo ale také nap°íklad po£et ujetých kilometr·, po£et spu²-
t¥ní/nastartování, atd. (U dopravních prost°edk· by asi nebylo vhodné m¥°it
jejich spolehlivost jen vzhledem k £asu).

3.3 Funkce spolehlivosti

Distribu£ní funkce náhodné veli£iny X, F (x) = P [X ≤ x], vyjad°uje pravd¥-
podobnost, ºe doba do poruchy bude men²í neº nebo rovna, x. My ale pot°ebujeme
£ast¥ji znát pravd¥podobnost, ºe doba do poruchy bude v¥t²í neº x, jinými slovy,

2Blischke W. R., Murthy D. N. P.
3Opot°ebení není p°ímo povaºováno za poruchu, nicmén¥ k poru²e £asto vede.
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ºe se v £asovém intervalu [0,x] prvek neporouchá. To m·ºeme zapsat následovn¥:
P [X > x] = 1 − F (x). Dále ozna£me R(x) = 1 − F (x). Funkci R(x), která vy-
jad°uje pravd¥podobnost toho, ºe na intervalu [0,x] nedojde k poru²e, nazveme
funkce spolehlivosti.

Nech´ X je diskrétní náhodná veli£ina, která nabývá celých nezáporných hod-
not i (nap°. po£et nastartování) a pi = P [X = i], tedy pravd¥podobnost, ºe se

systém porouchá p°i i-tém nastartování, pi ∈ [0,1],
∑
i

pi = 1. Potom

F (x) =
∑
i≤x

pi.

Nech´ X je spojitá náhodná veli£ina (nap°. £as) s hustotou f(x) ≥ 0, pro x ≥ 0.
Potom

F (x) =
∫ x

0
f(y)dy.

V praxi se ve v¥t²in¥ p°ípadech p°edpokládá, ºe F (x) je absolutn¥ spojitá. To
neplatí, pokud je náhodná veli£ina X diskrétní, nap°íklad pokud X reprezentuje
po£et nastartování. Výjimkou m·ºe být po£átek t = 0, protoºe se n¥které vý-
robky mohou porouchat v okamºiku spu²t¥ní. V takové situaci lze vzít v úvahu
podmín¥nou distribu£ní funkci doby do poruchy P [X ≤ x | X > 0], x > 0.

3.4 St°ední doba do poruchy

P°i analýze spolehlivosti systém· hrají d·leºitou roli momenty a kvantily roz-
d¥lení doby do poruchy. Následující v¥ta nám zjednodu²í výpo£et moment· ne-
záporných náhodných veli£in pomocí funkce spolehlivosti.

V¥ta 3.1. Nech´ X je nezáporná náhodná veli£ina s funkcí spolehlivosti R(x) a
nech´ EXk <∞, pro k ∈ N. Potom

EXk = k

∞∫
0

xk−1R(x) dx. (1)

Pokud navíc
∞∫

0

xk−1R(x) dx <∞, (2)

potom existuje k-tý moment EXk.

D·kaz. Hurt, teorie spolehlivosti, str. 10.

Díky v¥t¥ 3.1 jsme získali d·leºitý vztah pro st°ední dobu do poruchy:

EX =

∞∫
0

R(x) dx. (3)

Ze znalosti výpo£tu EXk m·ºeme snadno odvodit i rozptyl doby do poruchy:

varX = 2

∞∫
0

xR(x) dx− (EX)2. (4)
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3.5 Intenzita poruch

Nech´ náhodná veli£ina X (doba do poruchy) má absolutn¥ spojitou distri-
bu£ní funkci F (x) a hustotu f(x). Potom se funkce

Λ(x) =
f(x)

1− F (x)
=
f(x)

R(x)
, {x;F (x) < 1}, (5)

nazývá intenzita poruch pro spojitá rozd¥lení. Tento vzorec dává do pom¥ru hus-
totu a pravd¥podobnost bezporuchového provozu.

Existuje více interpretací funkce Λ(x), p°i£emº následující je pravd¥podobn¥
nejvýstiºn¥j²í.

P°edpokládejme, ºe x > 0. Pravd¥podobnost jevu, ºe se prvek porouchá v £a-
sovém intervalu (x,x+∆x] za podmínky, ºe v intervalu [0,x] pracoval bez poruchy,
lze zapsat:

P [x < X ≤ x+ ∆x|X > x] = P [x<X≤x+∆x,X>x]
P [X>x]

= P [x<X≤x+∆x]
P [X>x]

=

1
1−F (x)

· F (x+∆x)−F (x)
∆x

·∆x.

Pro ∆x→ 0 platí: F (x+∆x)−F (x)
∆x

→ f(x).
Pro malé hodnoty ∆x potom p°ibliºn¥ platí P [x < X ≤ x + ∆x|X > x] ∼=

Λ(x) · ∆x. Intenzita poruch Λ(x) tedy °íká: Pokud v £asovém intervalu [0,x]
pracoval prvek bez poruch, tak pravd¥podobnost, ºe p°estane pracovat v intervalu
(x, x+ ∆x), je p°ibliºn¥ Λ(x) ·∆x .

Nech´ X je diskrétní náhodná veli£ina, která nabývá hodnot i ∈ N0, a pi ∈
[0,1] je pravd¥podobnost jevu, ºe se systém/ prvek porouchá p°i i-tém pouºití/
nastartování/ spu²t¥ní/... Potom se funkce

Λ(x) =
pi

1− F (x)
=

pi

1−
∑
i≤x

pi
, (6)

nazývá intenzita poruch pro diskrétní rozd¥lení.

3.6 Vanová k°ivka spolehlivosti

Pro v¥t²inu reálných systém· platí, ºe funkce intenzity poruch má pro�l, který
je zachycen na obrázku 1. K°ivka p°ipomíná pro�lem vanu, proto se jí °íká vanová
k°ivka.

K°ivka je rozd¥lena na t°i £ásti. První (období záb¥hu, nebo také období
d¥tských nemocí) zahrnuje krátké období od spu²t¥ní systému. Systém se m·ºe
porouchat ihned, nebo krátce po spu²t¥ní z d·vodu výrobní vady, nesprávné mon-
táºe, apod. V druhé £ásti (období bezproblémového fungování) je intenzita po-
ruch p°ibliºn¥ konstantní. V tomto období dochází k b¥ºnému vyuºívání systému.
Dochází sice k opot°ebení, to by ale m¥lo mít v této £ásti minimální vliv na fungo-
vání systému. Poruchy jsou zp·sobeny zejména vn¥j²ími faktory. V poslední, t°etí
£ásti (opot°ebení), dochází ke stárnutí a opot°ebování systému, a proto intenzita
poruch roste.
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časobd. 1 obd. 2 obd. 3

Λ(x)

Obrázek 1: Vanová k°ivka spolehlivosti

3.7 Exponenciální rozd¥lení

Dobu do poruchy lze modelovat r·znými rozd¥leními, a´ uº diskrétními, £i
spojitými. Pro v²echna rozd¥lení musíme vznést poºadavek, aby F (x) = 0, x < 0.
Velmi £asto se v teorii spolehlivosti pouºívá exponenciální rozd¥lení s parametrem
λ > 0.

Distribu£ní funkce a hustota exponenciálního rozd¥lení jsou:

F (x) =

{
1− e−λx x > 0, λ > 0

0 jinak
(7)

f(x) =

{
λe−λx x > 0, λ > 0

0 jinak
(8)

Ze znalosti exponenciálního rozd¥lení m·ºeme také snadno vyjád°it funkci
spolehlivosti a intenzitu poruch:

R(x) = e−λx, (9)

Λ(x) = λ. (10)

V²imn¥me si, ºe intenzita poruch je konstantní a nezávisí na hodnot¥ x. Proto
se exponenciální rozd¥lení vyuºívá p°edev²ím pro aproximaci období bezproblémo-

vého fungování (viz Vanová k°ivka spolehlivosti). Toto rozd¥lení je tedy vhodné,
pokud se poruchy objevují náhodn¥, a pokud nejsou závislé na stá°í systému.

Dále m·ºeme snadno spo£ítat st°ední hodnotu a rozptyl exponenciálního roz-
d¥lení:

EX ≡ µ =
1

λ
, (11)

varX ≡ σ2 =
1

λ2
. (12)

P°íklad 3.1. St°ední doba do poruchy ur£ité zna£ky ºárovek je µ = 1500 hodin.
Pravd¥podobnost, ºe ºárovka bude svítit po dobu [0,x], tedy R(x), je pro r·zné
hodnoty x vyjád°ena v následující tabulce.

Medián ºivotnosti ºárovky je 1039,6 hodin, coº je mnohem krat²í doba, neº
st°ední hodnota.
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x 500 1000 1500 2000 3000 5000
R(x) 0,7164 0,5132 0,3679 0,2633 0,1356 0,0356

Tabulka 2: Pravd¥podobnosti, ºe se ºárovka neporouchá do £asu x

Poznámka 3.1. Významnou vlastností exponenciálního rozd¥lení také je, ºe �nemá
pam¥´� . Nech´ X je náhodná veli£ina s exponenciálním rozd¥lením s parametrem
λ a x, y > 0. Potom:

P [X > x+ y | X > y] = P [X>x+y, X>y]
P [X>y]

= P [X>x+y]
P [X>y]

= e−λ(x+y)

e−λy

= e−λx = P [X > x]. (13)

To znamená, ºe P [X > x+y | X > y] nezávisí na y. Je-liX doba do poruchy n¥ja-
kého prvku, pak nám uvedená vlastnost °íká, ºe prvek nestárne (neopot°ebovává
se). Tato vlastnost je pro exponenciální rozd¥lení charakteristická, ostatní spo-
jitá rozd¥lení ji nemají. Z diskrétních rozd¥lení má tuto vlastnost pouze rozd¥lení
geometrické.

3.8 Weibullovo rozd¥lení

Weibullovo rozd¥lení je dal²í rozd¥lení, které se v teorii spolehlivosti £asto
pouºívá.

Weibullovo rozd¥lení s parametry θ > 0, β > 0 má distribu£ní funkci a hus-
totu:

F (x) =

{
1− e−(x

θ
)β x > 0, θ > 0, β > 0

0 jinak
(14)

f(x) =

{
β
θ
(x
θ
)β−1e−(x

θ
)β x > 0, θ > 0, β > 0

0 jinak
(15)

Ze znalosti Weibullova rozd¥lení m·ºeme op¥t snadno vyjád°it funkci spoleh-
livosti a intenzitu poruch:

R(x) = e−(x
θ

)β , (16)

Λ(x) =
β

θ
(
x

θ
)β−1, (17)

a st°ední hodnotu a rozptyl:

EX ≡ µ = θΓ(1 +
1

β
), (18)

varX ≡ σ2 = θ2[Γ(1 +
2

β
)− Γ2(1 +

1

β
)]. (19)

Pomocí Weibullova rozd¥lení lze velmi dob°e aproximovat rozd¥lení doby do
poruchy s monotónní intenzitou poruch. V závislosti na parametru β je intenzita
Λ(x) Weibullova rozd¥lení:

• klesající, 0 < β < 1
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• konstantní, β = 1

• rostoucí konkávní, 1 < β < 2

• lineární rostoucí, β = 2

• rostoucí konvexní, β > 2

Poznámka 3.2. Pokud parametr β = 1, dostaneme z Weibullova rozd¥lení expo-
nenciální rozd¥lení s parametrem 1

θ
.

3.9 Gama rozd¥lení

Dal²í rozd¥lení, pomocí kterého lze modelovat dobu do poruchy, je gama roz-
d¥lení s parametry a > 0 a p > 0. Distribu£ní funkce a hustota tohoto rozd¥lení
jsou:

F (x) =

 ap

Γ(p)

x∫
0

tp−1e−at dt t > 0, a > 0, p > 0

0 jinak
(20)

f(x) =

{
ap

Γ(p)
xp−1e−ax x > 0, a > 0, p > 0

0 jinak
(21)

Ze znalosti gama rozd¥lení m·ºeme snadno vyjád°it funkci spolehlivosti a
intenzitu poruch:

R(x) =
ap

Γ(p)

∞∫
x

tp−1e−at dt, (22)

Λ(x) =
xp−1e−ax

∞∫
x

tp−1e−at dt

. (23)

Dále m·ºeme vypo£ítat st°ední hodnotu a rozptyl gama rozd¥lení:

EX ≡ µ =
p

a
, (24)

varX ≡ σ2 =
p

a2
. (25)

V¥ta 3.2. Intenzita poruch Λ(x) gama rozd¥lení je v závislosti na parametru
p > 0:

• klesající, 0 < p < 1

• konstantní, p = 1

• rostoucí, p > 1

�

D·kaz. Hurt, Teorie spolehlivosti, str. 43.

Gama rozd¥lení m·ºe být pouºito pro modelování n−té poruchy systému/
prvku, který má exponenciální rozd¥lení poruch. (Náhodná veli£ina Y = X1 +
X2 + ... + Xn má gama rozd¥lení s parametry λ a n, pokud Xi jsou nezávislé
náhodné veli£iny s exponenciálním rozd¥lením s parametrem λ, ∀i = 1,..., n.

10



4 Spolehlivost vybraných systém·

4.1 Metoda Booleových algeber

Metoda Booleových algeber vyuºívá symboliky, která je analogická v elektric-
kých obvodech. Pokud prvek pracuje, je funk£ní, prochází jím proud. V opa£ném
p°ípad¥ (prvek je porouchaný) jím proud neprochází. Toto tvrzení m·ºeme zo-
becnit i na celý systém. Pokud do systému pustíme proud a na výstupu obdrºíme
výstupní proud, systém je funk£ní. V opa£ném p°ípad¥ je porouchaný.

De�nice 4.1 (Booleova algebra). Nech´ je dána neprázdná mnoºina B, na níº
jsou zavedeny binární operace s£ítání a násobení a unitární operace dopln¥k prvku
z mnoºiny B. Tyto operace budeme ozna£ovat obvyklým zp·sobem, tj. x + y ,
x · y a x̄. Nech´ v mnoºin¥ B existují dva navzájem r·zné prvky, které ozna£íme
0, 1. Mnoºinu B spolu s t¥mito operacemi nazýváme Booleova algebra, jestliºe
pro kaºdé prvky platí:

• komutativnost x+ y = y + x, x · y = y · x
• asociativita x+ (y + z) = (x+ y) + z, x · (y · z) = (x · y) · z
• distributivita x+ y · z = (x+ y) · (x+ z), x · (y + z) = x · y + x · z
• neutralita x+ 0 = x, x · 1 = x

• komplementarita x+ x̄ = 1, x · x̄ = 0

�

De�nice 4.2 (Strukturní funkce, °ád systému). Ozna£me xi, i = 1,..., n, stav
prvku i následujícím zp·sobem:

xi =

{
1 je-li prvek funk£ní
0 je-li prvek porouchaný

Dále ozna£me vektor x = (x1, x2,..., xn) jako vektor stav· n prvk·. Stav celého
systému charakterizujeme strukturní funkcí S(x), pro kterou platí, obdobn¥ jako
pro jednotlivé prvky:

S(x) =

{
1 je-li systém funk£ní
0 je-li systém porouchaný

�ádem systému se nazývá po£et prvk· n.

�

De�nice 4.3. Nech´ x1, x2,..., xn, pat°í do Booleovy algebry. De�nujme operátor∏
následujícím zp·sobem:

n∏
i=1

xi = x1 · x2 · ... · xn. (26)

�
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Poznámka 4.1. Operátor
∏

reprezentuje v Booleov¥ algeb°e pr·nik. To znamená,

ºe
n∏
i=1

xi = 1 pokud xi = 1,∀i = 1,..., n ; a
n∏
i=1

xi = 0 pokud ∃i takové, ºe

xi = 0, i = 1,..., n.

De�nice 4.4. Pro n = 2 de�nujeme operátor4
∐
:

2∐
i=1

xi = 1− (1− x1)(1− x2). (27)

�

V¥ta 4.1. Nech´ x1, x2,..., xn, pat°í do Booleovy algebry. Potom

n∐
i=1

xi = 1− (1− x1)(1− x2) · ... · (1− xn) = 1−
n∏
i=1

(1− xi). (28)

D·kaz. Postupujme indukcí. Pro n = 1 vztah (28) platí triviáln¥ (máme pouze
jeden prvek). Pro n = 2 platí dle de�nice 4.4:

S(x) = xa + xb − xaxb = 1− (1− xa)(1− xb). (29)

P°edpokládejme, ºe vztah (28) platí pro n = N a ukaºme, ºe platí i pro n = N+1.

Pomocí (29) a induk£ního p°edpokladu S(x) = 1−
N∏
i=1

(1−xi), xb := xN+1 m·ºeme

popsat p°ipojení (N + 1)ního prvku k systému s N prvky takto:

S(x) = 1−
[ N∏
i=1

(1− xi)
]
(1− xN+1) = 1−

N+1∏
i=1

(1− xi).

Poznámka 4.2. Operátor q reprezentuje v Booleov¥ algeb°e sjednocení. To zna-

mená, ºe
n∐
i=1

xi = 1, pokud alespo¬ jeden prvek xi = 1; a
n∐
i=1

xi = 0, pokud

xi = 0, ∀i = 1,..., n. Prom¥nné xi mohou nap°íklad reprezentovat prvky paralel-
ního systému.

4.1.1 Sériový systém

x1 x2 xn

Obrázek 2: Sériový systém

4Symbol
∐

se £te �ip� (inverze pro pi).
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Pokud je systém sériov¥ zapojený, znamená to, ºe v²echny prvky jsou postupn¥
v °ad¥ propojeny. Proud, který bychom do tohoto systému pustili, má jedinou
cestu, jak se ze systému dostat ven. V p°ípad¥, ºe jsou v²echny prvky nezávislé,
sériový systém má strukturní funkci:

S(x) = min(x1,..., xn) =
n∏
i=1

xi. (30)

Sta£í tedy, aby jediný prvek v celém systému nefungoval, a tok proudu se p°eru²í.
Jelikoº prvky xi nabývají hodnot 0 nebo 1, opravdu sta£í, aby jediné xi = 0 a
systém p°estane pracovat.

Pokud bychom si ozna£ili pi pravd¥podobnost, ºe prvek xi bude pracovat,
mohli bychom také (díky nezávislosti prvk·) vyjád°it pravd¥podobnost, ºe systém
bude fungovat, jako

Q =
n∏
i=1

pi. (31)

Totéº platí i pro funkci spolehlivosti. Nech´ Ri(x) je spolehlivost i-té komponenty.
Potom pro funkci spolehlivosti sériového systému platí:

R(x) =
n∏
i=1

Ri(x). (32)

Tento systém je sice velmi jednoduchý, nicmén¥ sta£í, aby nastala porucha
u jediného prvku, a celý systém p°estane pracovat.

4.1.2 Paralelní systém

x1 x2 xn

Obrázek 3: Paralelní systém

Paralelní systém (podobn¥ jako sériový systém) si umíme p°edstavit ze zob-
razování elektrických obvod·. Proud, který vstupuje, je rozd¥len mezi v²echny
prvky, následn¥ se op¥t shromáºdí do jednoho výstupu. To znamená, ºe pr·chod
jakýmkoliv prvkem nezávisí na ºádném jiném prvku. Aby se proud dostal na
výstup, musí fungovat alespo¬ jeden prvek.

Systém bude tedy porouchaný v moment¥, kdy budou v²echny prvky porou-
chané. Proto m·ºeme napsat strukturní funkci:

S(x) = max(x1,..., xn) = 1− (1− x1)(1− x2)...(1− xn)
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= 1−
n∏
i=1

(1− xi) =
n∐
i=1

xi. (33)

Pro pravd¥podobnost, ºe systém bude fungovat, platí vztah:

Q = 1−
n∏
i=1

(1− pi). (34)

Funkce spolehlivosti paralelního systému je:

R(x) = 1−
n∏
i=1

(1−Ri(x)). (35)

Tento základní systém má výhodu v tom, ºe je schopen fungovat do té doby,
neº se porouchá nejspolehliv¥j²í prvek. V praxi se s ním m·ºeme setkat pom¥rn¥
£asto. Uvaºujme paralelní systém se zálohováním - pracuje pouze první prvek a
ostatní �£ekají� , neº se porouchá. V tu chvíli za£ne pracovat druhý prvek. Pokud
se porouchá, spustí se t°etí prvek, atd.

4.1.3 Systém �k z n�

Jedná se o modi�kaci p°edchozího systému. Op¥t uvaºujeme paralelní systém,
ale p°idáme k n¥mu následující podmínku: Aby proud protekl, musí fungovat
alespo¬ k libovolných prvk· z n. Pro systém tohoto typu vypadá strukturní funkce
následovn¥:

S(x) =


1 pokud

n∑
i=1

xi ≥ k

0 pokud
n∑
i=1

xi < k

(36)

Nyní vypo£ítáme pravd¥podobnost, ºe systém sloºený z n nezávislých iden-
tických prvk·, bude fungovat. Nejprve si musíme uv¥domit, ºe

P [práv¥ k prvk· z n bude fungovat] =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k. (37)

Tento vztah platí, nebo´ zde po£ítáme s binomickým rozd¥lením. Pro výpo£et
pravd¥podobnosti fungování systému sta£í vzít v úvahu základní poºadavek, ºe
je zapot°ebí alespo¬ k neporouchaných prvk·, tedy:

P [alespo¬ k prvk· bude fungovat ] ≡ Q =
n∑
i=k

(
n

i

)
pi(1− p)n−i. (38)

Touto modi�kací paralelního systému se nám poda°ilo p°iblíºit se k reálným
systém·m. M·ºeme zde uvést jednoduchý p°íklad.
P°íklad 4.1. �ty°válcový motor je schopen funkce, jestliºe alespo¬ t°i válce fun-
gují. Sta£í, aby t°i libovolné válce plnily sv·j úkol. Zde se jedná o systém 3 ze 4.
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x2

x1

xi

xi+1

xi+2

xn

Obrázek 4: Cyklus

4.1.4 Cyklus

P°edstavme si sériový systém, jehoº poslední prvek propojíme s prvním prv-
kem. Na jednom míst¥ mezi libovolnými dv¥ma prvky vstupuje proud a mezi
dv¥ma jinými prvky vystupuje. Tento systém nazýváme cyklus.

Nech´ veli£iny xi ozna£ují po °ad¥ stavy prvk·, a bez újmy na obecnosti
p°edpokládejme, ºe proud vstupuje do systému mezi prvky x1 a xn a vystupuje
mezi prvky xi a xi+1. Potom m·ºeme psát:

S(x) = max(min(x1,..., xi),min(xi+1,..., xn)) = max
( i∏
k=1

xk,
n∏

k=i+1

xk

)
. (39)

Proud má totiº dv¥ moºnosti, kudy m·ºe procházet. Bu¤to p°es prvky x1,..., xi,
nebo p°es prvky xn, xn−1,..., xi+1. Ob¥ dv¥ moºnosti p°edstavují sériový systém
popsaný vý²e a strukturní funkce �vybírá� ten, který bude pracovat déle.

Pravd¥podobnost, ºe systém bude pracovat je

Q = max
( i∏
k=1

pk,
n∏

k=i+1

pk

)
. (40)

Pro funkci spolehlivosti systému dostáváme vztah:

R(x) = max
( i∏
k=1

Rk(x),
n∏

k=i+1

Rk(x)
)
. (41)

4.1.5 Hv¥zda

Hv¥zda je systém s jedním centrálním prvkem, z kterého vychází propojení do
jednotlivých prvk·. Do tohoto centrálního prvku také vstupuje a zárove¬ z n¥j
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x1

x2

xi−1xi

xi+1

xn

x3

Obrázek 5: Hv¥zda

vystupuje proud. Je z°ejmé, ºe centrální prvek je nejd·leºit¥j²í £ástí celého sys-
tému.

Pokud bychom m¥li ur£it spolehlivost systému, úkol by byl velmi jednoduchý.
Sta£ilo by, aby proud procházel p°es centrální prvek. Ozna£íme-li tento prvek
x1, pravd¥podobnost, ºe jím bude procházet proud p1 a jeho spolehlivost R1(x),
potom lze psát následující vztahy:

Strukturní funkce:
S(x) = x1. (42)

Pravd¥podobnost, ºe systém funguje:

Q = p1. (43)

Spolehlivost systému:
R(x) = R1(x). (44)

Tento d·leºitý poºadavek je v praxi nejspí² bezcenný. P°irozen¥j²í poºadavek
by byl, aby fungovaly v²echny prvky. Potom jsou S(x), Q a R(x) obdobné jako
v sériovém systému, jelikoº chceme, aby byl bez poruchy kaºdý prvek. Tedy:

S(x) = min(x1,..., xn) =
n∏
i=1

xi, (45)

Q =
n∏
i=1

pi, (46)

R(x) =
n∏
i=1

Ri(x). (47)
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4.2 Markovovy °et¥zce

V p°edchozí kapitole byla spolehlivost systém· popsaná pomocí Booleových
algeber. Tento zp·sob zji²´ování spolehlivosti je statický, a proto popí²eme spoleh-
livost systém· pomocí Markovových °et¥zc·, které mohou pracovat se spojitým
£asem.

P°edpokládejme, ºe máme systém, který se skládá z n prvk·. Kdykoliv se n¥-
jaký prvek porouchá, za£ne se opravovat a po oprav¥ m·ºe normáln¥ pracovat.
Kaºdý prvek se m·ºe nacházet ve dvou stavech, a to ve fungujícím nebo v po-
rouchaném stavu. Proto se celý systém m·ºe nacházet v 2n r·zných stavech.
Dále p°edpokládejme, ºe rozd¥lení pravd¥podobnosti poruch prvk· mají expo-
nenciální rozd¥lení5 s parametrem λi, i = 1,..., n. Pomocí Markovových °et¥zc·
dokáºeme popsat nap°íklad pravd¥podobnosti, ºe se systém nachází v n¥jakém
stavu, pravd¥podobnost, ºe systém p°ejde ze stavu i do stavu j v £ase t, atd.

Uve¤me tedy de�nici a n¥které d·leºité vlastnosti Markovových °et¥zc·.

De�nice 4.5. Nech´ {Xt, t ≥ 0} je systém náhodných veli£in, které nabývají
celo£íselných hodnot z mnoºiny S (obvykle S = {0,1,2,...}). �íkáme, ºe {Xt, t ≥
0} je Markov·v °et¥zec se spojitým £asem, jestliºe:

P [Xt = j | Xs = i,Xtn = in,..., Xt1 = i1] = P [Xt = j | Xs = i], (48)

∀0 ≤ t1 < t2 < ... < tn < s < t, ∀i, j, i1,..., in ∈ S,

pro která
P [Xs = i,Xtn = in,..., Xt1 = i1] > 0. (49)

�

Vztah (48) se nazývá Markovovská vlastnost.
Ozna£me podmín¥nou pravd¥podobnost P [Xt = j | Xs = i] = pij(s,t). Potom

pij(s,t) nazveme pravd¥podobnost p°echodu ze stavu i v £ase s do stavu j v £ase t.
Dále ozna£me pj(t) = P [Xt = j], j ∈ S absolutní pravd¥podobnosti v £ase t (pj(t)
ozna£uje pravd¥podobnost, ºe se °et¥zec nachází v £ase t ve stavu j) a pj(0) =
P [X0 = j], j ∈ S po£áte£ní pravd¥podobnosti (kde pj(0) je pravd¥podobnost,
s jakou se °et¥zec nacházel ve stavu j ∈ S v £ase 0).

V tomto textu budeme pouºívat pouze homogenní Markovské °et¥zce. To jsou
takové °et¥zce, pro jejichº pravd¥podobnosti p°echodu platí

pij(s,s+ t) = P [Xs+t = j | Xs = i] = pij(t), ∀s ≥ 0, t ≥ 0. (50)

Celý systém pravd¥podobností {pij(t), t > 0} takových, ºe∑j∈S pij(t) = 1, lze
zapsat jako matici pravd¥podobností p°echodu {P(t), t > 0}. Obvykle de�nujeme
pij(0) = δij, tedy P(0) = I.

V¥ta 4.2. Pro kaºdé i ∈ S existuje limita

lim
h→0+

1− pii(h)

h
= qi ≤ ∞, (51)

5Význam exponenciálního rozd¥lení v teorii spolehlivosti byl popsán v kapitole 2.6.
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pro kaºdé i, j ∈ S, i 6= j, existují limity

lim
h→0+

pij(h)

h
= qij <∞, (52)

a pro kaºdé i ∈ S platí ∑
j 6=i

qij ≤ qi. (53)

�

D·kaz. Prá²ková, Lachout, Základy náhodných proces·, str. 74.

Poznámka 4.3. Vyuºijeme-li vlastností stochastické matice, máme6 pro kaºdé
h ≥ 0

1−pii(h)
h

=
∑

j∈S,j 6=i
pij(h)

h
.

Odtud dostaneme limitním p°echodem pro h → 0+ vztah qi =
∑

j 6=i qij. Je-li
mnoºina stav· S kone£ná7, potom tento vztah platí vºdy, nebo´

0 = 1−∑j∈S pij(h), h ≥ 0,

odtud limitním p°echodem (protoºe v kone£ném p°ípad¥ lze zam¥nit limitu a
sumu)

0 = limh→0+

1−
∑
j∈S pij(h)

h
= limh→0+

1−pii(h)
∑
j 6=i pij(h)

h
= qi −

∑
j 6=i qij.

De�nice 4.6. Nezáporná £ísla qij zavedená vztahem (34) se nazývají intenzity
p°echodu ze stavu i do stavu j, nezáporné £íslo qi se nazývá celková intenzita.
Matice Q = {qij, i, j ∈ S}, kde qii = −qi, se nazývá matice intenzit p°echodu.

�

Poznámka 4.4. Více o intenzit¥ (poruch) nalezneme v kapitole 3.5.

V¥ta 4.3 (Kolmogorovovy diferenciální rovnice). P°edpokládejme, ºe qi < ∞
pro v²echna i ∈ S a platí

∑
j 6=i qij = qi. Potom pravd¥podobnosti p°echodu pij(t)

jsou diferencovatelné pro v²echna i, j ∈ S a t > 0 a platí

p′ij(t) = −qijpij(t) +
∑
k 6=i

qikpkj(t) =
∑
k∈S

qikpkj(t). (54)

Maticov¥ lze zapsat soustavu rovnic jako

P′(t) = QP(t). (55)

�
6Prá²ková, Lachout, Základy náhodných proces·, str. 74.
7V této práci p°edpokládáme, ºe se kaºdý systém skládá z kone£n¥ mnoha prvk·. Potom je

mnoºina stav· S vºdy kone£ná, nebo´ se kaºdý prvek m·ºe nacházet pouze ve dvou stavech -
stav, ve kterém funguje a porouchaný stav.
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D·kaz. Prá²ková, Lachout, Základy náhodných proces·, str. 83.

Poznámka 4.5. Tato v¥ta udává souvislost intenzit p°echodu s derivacemi prav-
d¥podobností p°echodu v obecném bod¥.

Nyní m·ºeme vypo£ítat elementární p°íklad.

P°íklad 3.1. Doba, b¥hem které n¥jaký stroj pracuje bez poruchy, je náhodná
veli£ina s exponenciálním rozd¥lením s parametrem λ > 0. St°ední hodnota doby
do poruchy je tedy 1

λ
a z kapitoly 2.6. víme, ºe intenzita poruch takového stroje

je λ. Stroj za£ne být opravován v okamºiku, kdy se porouchá. Doba opravy je
náhodná veli£ina s exponenciálním rozd¥lením s parametrem µ > 0. St°ední doba
opravy stroje je 1

µ
a intenzita pro dobu opravy je µ. Stroj za£ne pracovat v oka-

mºiku, kdy je opraven.
De�nujme náhodnou veli£inu Xt, která m·ºe nabývat dvou hodnot:

Xt =

{
0 stroj v £ase t pracuje
1 stroj je v £ase t porouchaný (a nepracuje)

(56)

Potom {Xt, t ≥ 0} je Markov·v °et¥zec se spojitým £asem a mnoºinou stav·
S = {0,1}.

P°echod ze stavu 0 do stavu 1 tedy znamená, ºe se stroj porouchal. Naopak
p°echod ze stavu 1 do stavu 0 °íká, ºe stroj byl opraven a normáln¥ pracuje.
Gra�cky lze zobrazit popsaný p°íklad takto:

1

λ

µ

0

Obrázek 6: P°echody mezi stavy

Matice intenzit p°echod· v tomto p°íkladu je

Q =

(
−λ λ
µ −µ

)
.

Nyní m·ºeme pomocí v¥ty 3.2. pro pravd¥podobnosti p°echodu pij(t) psát
rovnice:

1. p′00(t) = −λp00(t) + λp10(t)

2. p′10(t) = µp00(t)− µp10(t)

Získali jsme tedy soustavu dvou diferenciálních rovnic o dvou neznámých. Po
vypo£ítání obdrºíme výsledek:

p00(t) = µ
µ+λ

+ λ
λ+µ

e−(µ+λ)t,
p10(t) = λ

µ+λ
− λ

µ+λ
e−(µ+λ)t.
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Analogicky, nebo pomocí dopl¬ku (
∑

j∈S pij(t) = 1) m·ºeme vypo£ítat zbylé
pravd¥podobnosti p01(t) a p11(t).

Výsledná matice pravd¥podobností p°echodu má tvar

P =
1

µ+ λ

(
λ+ µe−(µ+λ)t µ− µe−(µ+λ)t

λ− λe−(µ+λ)t µ+ λe−(µ+λ)t

)
. (57)

Pomocí 8 m·ºeme ur£it absolutní pravd¥podobnosti v £ase t. P°edpokládejme,
ºe po£áte£ní rozd¥lení je p0 = P [X0 = 0] = 1, p1 = P [X0 = 1] = 0. Potom

p0(t) = p0p00(t) + p1p10(t) = p00(t),
p1(t) = p0p01(t) + p1p11(t) = p01(t),

kde

p0(t) = P [Xt = 0] = λ
µ+λ

+ µ
µ+λ

e−(µ+λ)t,
p1(t) = P [Xt = 1] = µ

µ+λ
− µ

µ+λ
e−(µ+λ)t.

4.2.1 Paralelní systém

V této kapitole popí²eme spolehlivost paralelních systém· pomocí Markovo-
vých °et¥zc· a uvedeme postupy, pomocí kterých analyzujeme i ostatní systémy.

Nejprve uvaºujme systém, který se skládá ze dvou nezávislých prvk· A a B.
Nadále p°edpokládejme, ºe pravd¥podobnosti poruch prvk· mají exponenciální
rozd¥lení. To samé platí i pro doby oprav.

Op¥t platí, ºe kaºdý prvek m·ºe nabývat dvou stav· - správného fungování a
poruchy. Mnoºina stav· S má tedy 4 prvky, S = {0, 1, 2, 3}. De�nujme náhodnou
veli£inu Xt, která nabývá hodnot z mnoºiny S.

Xt =


0 A, B fungují
1 A funguje, B je porouchaný
2 A je porouchaný, B funguje
3 A, B jsou porouchané

(58)

Systém funguje, pokud se nachází ve stavech 0, 1 a 2, naopak systém p°estane
pracovat, pokud se dostane do stavu 3. V £ase 0 se systém nachází ve stavu 0,
tedy ob¥ jeho £ásti fungují.

Jakmile n¥jaký prvek p°estane pracovat, okamºit¥ se za£ne opravovat. V mo-
ment¥, kdy se opraví, za£ne fungovat a p°edpokládáme, ºe je stejn¥ dobrý, jako
by byl nový.

Nech´ prvky mají intenzity poruch λi, i = 1, 2 (λ1 pat°í prvku A, λ2 prvku
B). Dále ozna£me µi, i = 1, 2, intenzity oprav (µ1 pat°í prvku A, µ2 prvku B).
P°echody mezi stavy systému jsou znázorn¥ny na obrázku £íslo 7.

Matice intenzity p°echodu paralelního systému se dv¥ma prvky je

Q =


−(λ1 + λ2) λ2 λ1 0

µ2 −(µ2 + λ1) 0 λ1

µ1 0 −(µ1 + λ2) λ2

0 µ1 µ2 −(µ1 + µ2)

 . (59)

8Prá²ková, Lachout, Základy náhodných proces·, str. 72
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λ2
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µ2
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µ1 µ1

Obrázek 7: P°echod mezi stavy, paralelní systém se dv¥ma prvky

Pro výpo£et matice pravd¥podobností p°echodu pomocí Kolmogorovových
rovnic jsme pouºili software Mathematica. Celá matice je p°íli² veliká, proto zde
vypí²eme jen n¥kolik jejích prvk·.

p30(t) = −µ1µ2(e−(µ2+λ2)t + e−(µ1+λ1)t − e−(µ2+λ2+µ1+λ1)t − 1)

(µ2 + λ2)(µ1 + λ1)
,

p31(t) =
µ1(e−(µ2+λ2)tµ2 − e−(µ2+λ2+µ1+λ1)tµ2 + λ2 − e−(µ1+λ1)tλ1)

(µ2 + λ2)(µ1 + λ1)
,

p32(t) =
µ2(e−(µ1+λ1)tµ1 − e−(µ2+λ2+µ1+λ1)tµ1 + λ1 − e−(µ2+λ2)tλ1)

(µ2 + λ2)(µ1 + µ1)
,

p33(t) =
µ1µ2e

−(µ2+λ2+µ1+λ1)t + e−(µ1+λ1)tλ2µ1 + e−(µ2+λ2)tλ1µ2 + λ2λ1

(µ2 + λ2)(µ1 + λ1)
.

Pomocí9 m·ºeme ur£it absolutní pravd¥podobnosti v £ase t. P°edpokládejme,
ºe po£áte£ní rozd¥lení je p0 = P [X0 = 0] = 1, pi = P [X0 = i] = 0, i = 1,..., 3, tj.
p°i spu²t¥ní fungují oba prvky systému. Potom

p0(t) = P [Xt = 0] =
λ1λ2e

−(µ2+λ2+µ1+λ1)t + e−(λ1+µ1)tµ2λ1 + e−(λ2+µ2)tµ1λ2 + µ2µ1

(λ2 + µ2)(λ1 + µ1)
,

p1(t) = P [Xt = 1] = −λ2(e−(µ2+λ2)tµ1 + e−(µ2+λ2+µ1+λ1)tλ1 − µ1 − e−(µ1+λ1)tλ1)

(µ2 + λ2)(µ1 + µ1)
,

p2(t) = P [Xt = 2] = −λ1(e−(µ1+λ1)tµ2 + e−(µ2+λ2+µ1+λ1)tλ2 − µ2 − e−(µ2+λ2)tλ2)

(µ2 + λ2)(µ1 + λ1)
,

p3(t) = P [Xt = 3] = −λ1λ2(e−(µ2+λ2)t + e−(µ1+λ1)t − e−(µ2+λ2+µ1+λ1)t − 1)

(µ2 + λ2)(µ1 + λ1)
.

Abychom mohli pokra£ovat dále, je nutné zade�novat n¥které pojmy a ukázat
jejich pouºití (viz apendix).

Chceme-li najít stacionární rozd¥lení, musíme °e²it soustavu rovnic:

πTQ = 0T ,
9Prá²ková, Lachout, Základy náhodných proces·, str. 72

21



za podmínky ∑
j∈S πj = 1.

V na²em p°ípad¥ dostaneme p¥t rovnic o £ty°ech neznámých

−(λ1 + λ2)π0 + µ2π1 + µ1π2 = 0
λ2π0 − (µ2 + λ1)π1 + µ1π3 = 0
λ1π0 − (µ1 + λ2)π2 + µ2π3 = 0
λ1π1 + λ2π2/(µ1 + µ2)π3 = 0

π0 + π1 + π2 + π3 = 0 (60)

�e²ení t¥chto rovnic (a tedy stacionární rozd¥lení) je

π0 =
µ1µ2

(µ1 + λ1)(µ2 + λ2)
,

π1 =
µ1λ2

(µ1 + λ1)(µ2 + λ2)
,

π2 =
λ1µ2

(µ1 + λ1)(µ2 + λ2)
,

π3 =
λ1λ2

(µ1 + λ1)(µ2 + λ2)
. (61)

Pokud bychom cht¥li popsat spolehlivost paralelních systém· s po£tem prvk·
n = 3,4,..., postupovali bychom analogicky, jako se dv¥ma prvky. Mnoºina stav·
takových systém· by byla S = {0,1,..., 2n−1}, stav 2n−1 by vºdy zna£il poruchu
systému.

Matice intenzit p°echodu by m¥la rozm¥r 2n × 2n a pro vypo£ítání matice
pravd¥podobností p°echodu bychom museli spo£ítat soustavu 2n rovnic o 2n ne-
známých.

4.2.2 Ostatní systémy

V²echny systémy popsané v kapitole 3.1 se skládají z n prvk·. Rozd¥lení prav-
d¥podobnosti poruch jednotlivých prvk· mají exponenciální rozd¥lení s parame-
trem λi, i = 1,..., n. Podobn¥ i doby oprav jednotlivých prvk· mají exponenciální
rozd¥lení s parametrem µi, i = 1,..., n. Prvky se mohou nacházet ve dvou stavech -
ve fungujícím a v porouchaném. Mnoºina v²ech stav· je tedy S = {0,1,..., 2n−1},
kde stav 0 vºdy ozna£uje situaci, ve které v²echny prvky fungují, naopak poslední
stav 2n − 1 ozna£uje poruchu v²ech prvk·.

De�nujme stavy systému pro r·zný po£et prvk· n následujícím zp·sobem:

• n = 1: S0 ≡ prvek funguje, S1 ≡ prvek nefunguje
• n = 2, ozna£me prvky A, B: S0,0 ≡ A,B fungují, S0,1 ≡ A funguje, B je po-
rouchaný, S1,0 ≡ A je porouchaný, B funguje, S1,1 ≡ A,B jsou porouchané

Obecn¥: Si1,...,in ozna£uje stav, ve kterém ij-tý prvek funguje, pokud ij = 0 a
nefunguje, pokud ij = 1, j = 1,...,n.

Potom systém se 2 prvky má stejnou matici pravd¥podobností p°echodu,
matici intenzit p°echodu a stacionární rozd¥lení, jako paralelní systém popsaný
v p°edchozí kapitole. Abychom mohli charakterizovat systémy s n > 2 prvky,
pouºili bychom analogické postupy, jako v kapitole 4.2.
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Poznámka 4.6. O kaºdém systému víme, za jakých podmínek funguje a za jakých
nikoliv. Proto k charakteristice systém· pomocí Markovových °et¥zc· pot°ebu-
jeme je²t¥ rozd¥lit mnoºinu stav· na ty, ve kterých systém funguje a na ty,
ve kterých je porouchaný.

Ozna£me tedy A mnoºinu stav·, ve kterých systém vykonává poºadovanou
funkci a B mnoºinu stav·, ve kterých je systém porouchaný. Pr·nik mnoºin A a
B je prázdný, sjednocením t¥chto mnoºin získáme mnoºinu v²ech stav· systému
S.

Potom pro sériový systém je mnoºina A jednoprvková, A = {S0,...,0}, naopak
pro paralelní systém m·ºeme jednodu²e napsat mnoºinu B = {S1,...,1}. Pro systém
hv¥zda dostaneme mnoºinu10 B = {S1,i2,...,in ; i2,...,in ∈ {0, 1}}. Pro systém cyklus
snadno získáme mnoºinu11 A = {Si1,...,in ; i1 = ... = ik = 0 ∨ ik+1 = ... = in = 0},
pokud se výstup ze systému nachází mezi prvky k, k + 1.

10podle odstavce 4.1.5 je první prvek centrální
11zna£ení prvk· odpovídá sekci 4.1.4
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5 Odhad spolehlivosti pomocí simulace

Dal²ím nástrojem, který lze pouºít ke zkoumání spolehlivosti systém·, jsou
simula£ní metody. Ty se pouºívají zejména p°i analýze sloºitých systém·, kdy
nejsme schopni hledanou spolehlivost spo£ítat explicitn¥, a kdy známe r·zné cha-
rakteristiky (st°ední dobu do poruchy, st°ední dobu opravy, atd.) jednotlivých
prvk·, jejich propojení, podmínky za kterých povaºujeme systém jako fungující/
porouchaný,...

Cílem této kapitoly je namodelovat sí´ budovy MFF UK, Karlín a popsat její
spolehlivost.

5.1 Sí´ MFF UK, Karlín

Nejprve musíme vytvo°it model sít¥ budovy MFF UK, Karlín. Základní £ástí
celého systému (sít¥) jsou hlavní a vedlej²í páte°. Ob¥ páte°e procházejí suterénem
a 1.- 4.patrem. Ve v²ech patrech (i v suterénu) je na páte°i p°epína£, který rozvádí
signál do daného patra. V kaºdém pat°e se tedy nacházejí dva p°epína£e, a ty jsou
spolu spojeny pomocí podsystém· - cykl·.

V suterénu jsou na cyklu napojeny dv¥ místnosti, a to u£ebna K11 a po£í-
ta£ová laborato°. Ty jsou reprezentovány systémem hv¥zda. Pro ná² model to
znamená, ºe na cyklu jsou napojeny dva p°epína£e, ze kterých je rozvád¥n signál
do jednotlivých po£íta£· v t¥chto místnostech.

1.- 4.patro jsou reprezentovány dv¥ma cykly. Na jednom cyklu jsou napojeny
p°epína£e, které rozvád¥jí signál do telefon·, na druhém cyklu jsou p°epína£e,
které rozvád¥jí signál do koncových za°ízení. Koncová za°ízení jsou po£íta£e, tis-
kárny, skenery a datové promíta£e.

V prvním pat°e je do cyklu navíc napojena knihovna, která je reprezentována
systémem hv¥zda, tedy jedním p°epína£em, ze kterého vede signál do po£íta£·
uvnit° místnosti.

Signál p°ichází do budovy a tedy do celé sít¥ MFF UK, Karlín do prvního
p°epína£e na hlavní páte°i, v suterénu.

Na obou páte°ích je dohromady 10 p°epína£·. V u£ebn¥ K11, v po£íta£ové
laborato°i i v knihovn¥ je 21 po£íta£·. Po£et telefon· v kaºdém pat°e je 26. Dále
je v kaºdém pat°e 30 po£íta£·, 10 tiskáren a 6 skener·, nebo datových promíta£·.

V tomto modelu p°edpokládáme, ºe doby do poruchy a doby oprav jednotli-
vých prvk· mají exponenciální rozd¥lení. St°ední doba opravy je pro kaºdý prvek
stejná, a to jeden den. St°ední doba do poruchy se ov²em li²í podle toho, o jaký
prvek se jedná. Poºadujeme, aby hlavní páte° byla co nejmén¥ poruchová, proto je
její st°ední doba do poruchy 3 · 106 hodin. Ostatní prvky mají následující st°ední
doby do poruchy:

• p°epína£e na vedlej²í páte°i, telefony: 106 hodin
• p°epína£e na cyklech: 2 · 105 hodin
• koncová za°ízení: 1,5 · 105 hodin
• p°epína£e v u£ebn¥ K11, v po£íta£ové laborato°i a v knihovn¥: 105 hodin

Doba, po kterou simulace probíhá, je nastavena na 107 hodin, coº je p°ibliºn¥
1142 let. Dále p°edpokládáme, ºe p°i spu²t¥ní simulace jsou v²echny prvky pln¥
funk£ní.
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5.1.1 Fungující systém

Abychom mohli simulovat sí´ MFF UK, Karlín, musíme nejprve de�novat, kdy
systém povaºujeme za funk£ní a které události zp·sobí poruchu. V kapitole 4.1
jsme ukázali, za jakých podmínek fungují základní systémy, a za jakých nikoliv.
Tím se budeme °ídit i nadále, jen p°idáme dal²í poºadavky.

Sí´ MFF UK, Karlín funguje práv¥ tehdy, kdyº fungují v²echna patra, u£ebna
K11, po£íta£ová laborato° a knihovna. Pokud n¥který z t¥chto podsystém· p°e-
stane fungovat, °ekneme, ºe nastala porucha. Jednotlivá patra fungují, pokud do
nich vstupuje signál a pokud funguje alespo¬ 35 koncových za°ízení a 20 telefon·.

Model a simulaci této sít¥ provedeme v programu Pascal. Nejprve vytvo°íme
program, který simuluje funkci jednotlivých systém· (sériový systém, paralelní
systém, cyklus a hv¥zda). Pomocí n¥j vytvo°íme program, který bude simulovat
celou sí´ budovy MFF UK, Karlín.

5.2 Simulace jednotlivých systém·

P°iloºený program systemy.pas simuluje spolehlivost £ty° základních sys-
tém·,tj. sériového, paralelního, cyklu a hv¥zdy. Tento program obsahuje algo-
ritmy, které jsou dále pouºity p°i modelování celé sít¥ MFF UK, Karlín.

Kaºdý systém v programu se skládá ze ²esti prvk·. Pro systém hv¥zda potom
platí, ºe první prvek je centrální a zbylých p¥t je na n¥j napojeno. St°ední doba
do poruchy v²ech prvk· je 15 000 hodin, st°ední doba opravy kaºdého prvku je12

300 hodin. Doba, po kterou simulujeme spolehlivost systém· je 40 000 hodin.
V²echny tyto hodnoty jsou uvedeny v hlavi£ce programu jako konstanty a lze je
libovoln¥ m¥nit.

5.2.1 D·leºité prom¥nné

V této kapitole jsou popsány nejd·leºit¥j²í prom¥nné, které jsou v programu
pouºity. D°íve neº za£neme, de�nujme pojem zm¥na prvku, který budeme pozd¥ji
£asto pouºívat.

De�nice 5.1. P°echod z fungujícího stavu do porouchaného, nebo naopak p°e-
chod z porouchaného stavu do fungujícího, nazveme zm¥nou prvku. �

Pprvek
Jednotlivé prvky jsou reprezentovány dynamicky alokovanými prom¥nnými.

Pprvek je ukazatel na první prvek v systému. Ten ukazuje na druhý prvek, který
ukazuje na t°etí, atd. Kaºdý prvek obsahuje následující informace:

• Pole, které má v prvním °ádku st°ídav¥ uloºené délky £as·, ve kterých prvek
funguje, nebo je porouchaný. V druhém °ádku jsou postupn¥ uloºeny £asy,
ve kterých nastala zm¥na - prvek se porouchal, nebo byl naopak opraven.
Poslední °ádek je pomocný, ukazuje, zda-li jsme jiº vypsali na výstup zm¥nu
daného prvku v daném £ase.
• Po°adové £íslo prvku.

12St°ední doba opravy 300 hodin je velmi vysoká, nicmén¥ jsou díky ní prvky déle opravovány
a mezi jednotlivými systémy se objevují velké rozdíly v jejich spolehlivostech. St°ední dobu
opravy m·ºeme v hlavi£ce programu libovoln¥ m¥nit podle pot°eby.
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• Po£et zm¥n prvku - kolikrát se celkem porouchal a byl opraven.

Index
Index je dvourozm¥rné pole. Uchovává si informaci o tom, které prvky v da-

ném £ase fungují a které nikoliv.

Poruchy
Prom¥nná poruchy je jednorozm¥rné pole. Je v ní uloºena informace o tom,

které podsystémy v daném £ase fungují, a které nefungují.

5.2.2 Popis programu, algoritmus

Nejprve musíme vygenerovat v²echny prvky. To znamená, ºe do kaºdé pro-
m¥nné prvek uloºíme náhodný vektor X = (x1, x2,..., xk), který se skládá z dob
do poruchy a z dob oprav, tj.

xi =

{
doba do poruchy i liché
doba opravy i sudé.

(62)

Index k volíme tak, aby
k−1∑
i=1

xk < D a
k∑
i=1

xk ≥ D, kde D p°edstavuje dobu, po

kterou probíhá simulace. Poslední zm¥na prvku tedy nastane aº po £ase D a díky
tomu lze ur£it chování jednotlivých prvk· po celý interval [0,D].

Dále si do kaºdé prom¥nné prvek uloºíme délky interval· [0,x1], [0,x1 +

x2],..., [0,
k∑
i=1

xk], abychom v¥d¥li, v jakém £ase od za£átku simulace nastala zm¥na

prvku.
Pokud máme v²echny prvky vygenerované, musíme si do prom¥nné index ulo-

ºit £asy v²ech zm¥n a seznam prvk·, které po jednotlivých zm¥nách fungují a
které jsou porouchané. Nejprve projdeme v²echny prvky a najdeme ten, u kte-
rého nastala zm¥na jako první. �as této zm¥ny si uloºíme spole£n¥ s informací, ºe
zm¥na nastala u daného prvku. Pokud p°edpokládáme, ºe p°i spu²t¥ní simulace
byly v²echny prvky funk£ní, tato první zm¥na implikuje poruchu daného prvku.

Celý seznam jednotlivých prvk· následn¥ projdeme od za£átku do konce a
podle £asu výskytu poruch je budeme vzestupn¥ °adit za prvek, u kterého nastala
porucha jako první.

Dal²í postup je jiº jednoduchý. V prom¥nné index jsou chronologicky uloºeny
v²echny £asy zm¥n s informací o stavu kaºdého prvku. Sta£í tedy stanovit po-
ºadavky13, za kterých systém funguje a vypsat £asové intervaly, ve kterých byl
systém porouchaný.

5.2.3 Výstup programu

Program nejprve vypí²e ke kaºdému prvku £asy, kdy u n¥j nastala zm¥na. Poté
vypí²e chronologicky £asy zm¥n a £íslo 1 u prvk·, které po dané zm¥n¥ fungují a
£íslo 0 u prvk·, které po dané zm¥n¥ nefungují.

13Poºadavky pro vybrané systémy jsou popsány v kapitole 4.1.
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Dále pro kaºdý systém (sériový, paralelní, cyklus a hv¥zda) program vypí²e,
po jakých zm¥nách celý systém fungoval (1) a po kterých nikoliv (0) a £asové
intervaly, b¥hem kterých byl systém porouchaný.

5.2.4 Vyhodnocení

Simulace jednotlivých systém· dle o£ekávání ukazuje, ºe nejmén¥ spolehlivý
systém je sériový. To je dáno tím, ºe p°i poru²e jediného prvku p°estane fungo-
vat celý systém. Nejspolehliv¥j²í je naopak systém paralelní, ve kterém b¥hem
simulace s vý²e popsanými parametry v¥t²inou nedojde k ºádné poru²e. Výsle-
dek op¥t odpovídá poºadavk·m pro správné fungování tohoto systému - sta£í,
aby fungoval alespo¬ jeden prvek.

Pokud jde o zbylé dva systémy, hv¥zda se ukázala spolehliv¥j²í, neº cyklus.
M¥li bychom znovu p°ipomenout, ºe spolehlivost hv¥zdy závisí nejvíce na jejím
centrálním prvku.

Tato simulace slouºila zejména k vytvo°ení algoritmu a základních systém·,
které se pouºívají v simulaci sít¥ MFF UK, Karlín. Proto se dále zam¥°me na
program simulace.pas.

5.3 Simulace sít¥ budovy MFF UK, Karlín

Pro simulaci sít¥ MFF UK, Karlín je vytvo°en program simulace.pas Ten
pracuje analogicky jako program systemy.pas. Odli²nosti m·ºeme najít v celko-
vém po£tu prvk· a jejich intenzitách poruch - r·zné prvky mají r·znou intenzitu.

Jelikoº program simulace.pas zkoumá, zda fungují jednotlivé podsystémy
(£ty°i patra - telefony a ostatní koncová za°ízení, u£ebna K11, po£íta£ová labora-
to° a knihovna), pouºívá prom¥nnou poruchy jinak, neº program systemy.pas.
V této prom¥nné jsou uloºeny informace o tom, které podsystémy po zm¥nách
jednotlivých prvk· fungují.

5.4 Výstup

Výstupem programu jsou £asové intervaly, b¥hem kterých byl jeden, £i více
podsystém· porouchaných. Na záv¥r je uveden celkový po£et poruch, které na-
staly b¥hem jedné simulace.

5.5 Vyhodnocení

V této kapitole se podrobn¥ji zam¥°íme na výstup programu simulace.pas.
Program jsme spustili sto krát, abychom zjistili pr·m¥rný výskyt poruch. Za sle-
dované období 107 hodin nastalo b¥hem jedné simulace pr·m¥rn¥ 421,11 poruch.
Rozd¥lení t¥chto poruch ukazuje následující tabulka.

Nej£ast¥ji dochází k poru²e u£ebny K11, po£íta£ové laborato°e a knihovny.
Tento výsledek lze interpretovat následujícím zp·sobem: V²echny t°i místnosti
jsou reprezentovány systémem hv¥zda. Pokud tedy dojde k poru²e centrálního
prvku, který má st°ední dobu do poruchy pouze 105 hodin, celá místnost p°estane
fungovat.

Podívejme se dále na podsystémy, které jsou reprezentovány cyklem - jed-
notlivá patra a telefony v patrech. Zde si m·ºeme v²imnout, ºe sí´ telefon· je
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typ poruchy pr·m¥rný po£et poruch sm¥rodatná odchylka
1. patro 18,46 4,68
2. patro 18,15 4,34
3. patro 19,5 4,24
4. patro 18,92 4,36
telefony v 1. pat°e 10,25 3,05
telefony v 2. pat°e 10,48 3,07
telefony ve 3. pat°e 11,23 3,52
telefony ve 4. pat°e 11,06 3,73
po£íta£ová laborato° 101,08 10,89
u£ebna K11 102,68 9,63
knihovna 99,3 9,73

Tabulka 3: Pr·m¥rné po£ty poruch za simulované období 107 hodin a odpovídající
sm¥rodatné odchylky

spolehliv¥j²í, neº sí´ ostatních koncových za°ízení. D·vodem jsou rozdílné hod-
noty intenzit poruch u telefon· (106 hodin) a u ostatních koncových za°ízeních
(2 · 105 hodin).

Pokud nedojde k poru²e prvního prvku na hlavní páte°i, do kterého je p°ivád¥n
signál (a tedy i k poru²e celé budovy MFF UK, Karlín), málokdy se setkáme
se situací, ºe by bylo poroucháno více neº jedno patro. Umíst¥ní hlavní páte°e
s velmi spolehlivými prvky a vedlej²í páte°e jako zálohy má podstatný vliv na
spolehlivost celé budovy.

Pro podrobn¥j²í analýzu sít¥ jsme také vypo£ítali sm¥rodatné odchylky po£t·
poruch jednotlivých podsystém·. Sm¥rodatná odchylka celkového po£tu poruch,
které nastanou b¥hem jedné simulace, je 21,88. Hodnoty odchylek jednotlivých
podsystém· jsou uvedeny v tabulce £íslo 3.

Sm¥rodatné odchylky jednotlivých poruch, i sm¥rodatná odchylka celkového
po£tu poruch jsou velmi nízké hodnoty. Není t°eba obávat se náhlého a vysokého
výskytu po£tu poruch. Nejv¥t²í sm¥rodatné odchylky jsme zaznamenali u pod-
systém· typu hv¥zda, které jsou nejvíce poruchové. Naopak malé sm¥rodatné
odchylky mají podsystémy typu cyklus.

Na záv¥r jsme je²t¥ jednou spustili simulaci sít¥ MFF UK, Karlín a zazname-
návali jsme £asy výskyt· jednotlivých poruch, které nastaly b¥hem prvních 106

hodin. �asy poruch jsou uvedeny na obrázku £íslo 8.

200 000 400 000 600 000 800 000 1 000 000
h

1

poruchy

Obrázek 8: Výskyty poruch

M·ºeme si v²imnout, ºe za prvních 106 hodin nenastala situace, p°i které
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by se objevilo více neº jedna porucha. Obecn¥ m·ºeme o simulaci °íci, ºe takové
situace nastávají z°ídkakdy. Výjimkou jsou £asové intervaly, b¥hem kterých dojde
k poru²e prvního prvku na hlavní páte°i. V té chvíli je p°eru²en p°ívod signálu
do celé budovy, a proto p°estanou fungovat v²echny podsystémy. Nicmén¥ ani
k takovým poruchám nedochází £asto, nebo´ st°ední doba do poruchy prvního
prvku na hlavní páte°i je 3 · 106 hodin.

K £as·m výskyt· jednotlivých poruch jsme navíc vytvo°ili £ítací proces, který
je na obrázku £íslo 9.

200 000 400 000 600 000 800 000 1´106
h
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15

20

25

30

35

poruchy

Obrázek 9: �ítací proces k poruchám z obrázku 8

Simulace nám ukázala, ºe sí´ budovy MFF UK, Karlín je velmi spolehlivá.
Pr·m¥rný po£et poruch není vysoký, stejn¥ jako jejich sm¥rodatná odchylka. Vý-
znamn¥j²í problém p°edstavují pouze t°i podsystémy - u£ebna K11, po£íta£ová
laborato° a knihovna. Jejich centrální prvky jsou mén¥ spolehlivé a díky tomu
u nich dochází k £ast¥j²ím poruchám. Zde by se m¥lo vy°e²it zálohování práv¥
centrálních prvk·.
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6 Záv¥r

Teorie spolehlivosti se pouºívá zejména k prognóze a optimalizaci bezporu-
chového provozu nejr·zn¥j²ích systém·, nap°íklad ºárovek, b¥ºných domácích
spot°ebi£·, automobil·, stavebních stroj·, atd. Velmi £asto poºadujeme vysokou
spolehlivost výrobk·, ale m·ºeme se setkat i s výrobky, u kterých je nastavena
spolehlivost jen po ur£itou dobu.

V této práci byly popsány základní pojmy a metody, pouºívané v teorii spo-
lehlivosti. Byly vysv¥tleny pojmy, jako jsou porucha, doba do poruchy, funkce
spolehlivosti, st°ední doba do poruchy, intenzita poruch a vanová k°ivka spo-
lehlivosti. Také jsme £tená°e seznámili s exponenciálním, Weibullovým a gama
rozd¥lením a s jejich pouºitím ve spolehlivosti systém·. Dal²í £ást práce se zabývá
analýzou základních systém·, se kterými se £asto setkáváme. K tomuto ú£elu byla
pouºita metoda Booleových algeber a Markovovy °et¥zce.

Poslední £ást práce byla zam¥°ena na simula£ní metody. Byly vytvo°eny dva
programy - systemy.pas a simulace.pas. Program systemy.pas simuluje spo-
lehlivost základních systém·, popsaných v kapitole 4.1. D·leºit¥j²í program je
ov²em simulace.pas. Ten modeluje spolehlivost budovy MFF UK, Karlín. Oba
programy jsou zde popsány, u programu simulace.pas jsme se podrobn¥ji zam¥-
°ili na jeho výstup. Vyvodili jsme záv¥r, ºe sí´ budovy MFF UK, Karlín m·ºeme
povaºovat za spolehlivou.
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7 Apendix

De�nice 7.1. Nech´ {Xn, n ∈ N0} je homogenní Markov·v °et¥zec s diskrétním
£asem a mnoºinou stav· S. �ekneme, ºe stav j je dosaºitelný ze stavu i, jestliºe
existuje n ∈ N0 tak, ºe pnij > 0, kde p(n)

ij = P [Xn = j | X0 = i].
�

De�nice 7.2. Neprázdná mnoºina stav· C se nazývá uzav°ená, jestliºe ºádný
stav vn¥ C není dosaºitelný z ºádného stavu uvnit° C. Uzav°ená mnoºina stav·
C se nazývá nerozloºitelná, jestliºe neobsahuje ºádnou uzav°enou vlastní pod-
mnoºinu.

�

De�nice 7.3. Markov·v °et¥zec se nazývá nerozloºitelný, jestliºe kaºdý jeho stav
je dosaºitelný z kaºdého jiného stavu, t.j. neexistuje v n¥m jiná uzav°ená mnoºina
neº mnoºina v²ech stav·. V opa£ném p°ípad¥ je °et¥zec rozloºitelný.

�

Uvaºujme posloupnost £asových okamºik· J1, J2,..., v nichº dochází k p°echo-
d·m mezi stavy °et¥zce {Xt, t ≥ 0}, a de�nujme posloupnost

Y0 = X0

Yn = XJn , n = 1,2,... (63)

Je-li Jn =∞, de�nujeme Y∞ = YJn−1 . Vzhledem k tomu, ºe Jn jsou Markovské
£asy, jsou Yn náhodné veli£iny (plyne z v¥ty 3.7., Prá²ková, Lachout, Základy
náhodných proces·, str. 79). Dále lze ukázat, ºe {Yn, n ∈ N0} je homogenní
Markov·v °et¥zec s diskrétním £asem a mnoºinou stav· S = {0,1,2,...}. �et¥zec
{Yn, n ∈ N0} se nazývá vno°ený diskrétní °et¥zec procesu {Xt, t ≥ 0}.

De�nice 7.4. Nech´ {Xt, t ≥ 0} je Markov·v °et¥zec se spojitým £asem, mno-
ºinou stav· S a maticí pravd¥podobností p°echodu P(t), t > 0. Vektor η = {ηi ≥
0, i ∈ S} takový, ºe

ηTP(t) = ηT , t ∈ T (64)

se nazývá invariantní míra procesu {Xt, t ≥ 0} na S vzhledem k {P(t), t > 0}.
Pravd¥podobnostní rozd¥lení π na S, které spl¬uje (43), se nazývá stacionární

rozd¥lení daného °et¥zce.
�

De�nice 7.5. Pravd¥podobnostní rozd¥lení a = {ai, i ∈ S} na S se nazývá
limitní rozd¥lení, jestliºe pro kaºdé i, j ∈ S platí

lim
t→∞

pij(t) = aj. (65)

�

V¥ta 7.1. Pokud existuje limitní rozd¥lení Markovova °et¥zce, je to stacionární
rozd¥lení.

�
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D·kaz. Prá²ková, Lachout, Základy náhodných proces·, str. 90.

Poznámka 3.4. Je-li S kone£ná a vno°ený °et¥zec nerozloºitelný, je
∑

k∈S ηk vºdy
kone£ná, stacionární rozd¥lení π v °et¥zci {Xt, t ≥ 0} existuje a lze ho ur£it jako
°e²ení rovnice

πTQ = 0T , (66)

které spl¬uje podmínky πj > 0 pro v²echna j ∈ S a
∑

j∈S πj = 1.
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