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1 Uvod

Teorie spolehlivosti se zabyvé spolehlivosti nejriznéjsich systémia. 7 technic-
kého pohledu souvisi s konstrukei, pouzitymi materialy, technologii, diagnostikou
a strategii udrzby. Matematicka teorie spolehlivosti je zaméfena na prognoézu, od-
had a optimalizaci bezporuchového provozu systému. Cilem této prace je sezna-
mit ¢tenafe se zakladni problematikou a metodami analyzy spolehlivosti riznych
systémi.

Bakalarska prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. V prvnich dvou kapitolach se
seznamime s pojmem teorie spolehlivosti. Jsou zde také uvedeny a vysvétleny
zakladni pojmy a vztahy, které jsou v teorii spolehlivosti bézné pouzivané, na-
priklad porucha, doba do poruchy, funkce spolehlivosti, stfedni doba do poruchy,
intenzita poruch, atd. Déle jsou popsana néktera pravdépodobnostni rozdéleni,
se kterymi se v souvislosti se spolehlivosti systémt setkdme nejcastéji.

Ve treti kapitole ukdZzeme dva postupy, jak mizeme analyzovat zdkladni typy
systémi, tj. sériovy, paralelni (a jeho modifikaci), cyklus a hvézdu. Prvnim uve-
denym postupem je metoda Booleovych algeber. Seznamime se zde s pojmem
strukturni funkce a u jednotlivych systému uvedeme pravdépodobnosti jejich fun-
govani a funkci spolehlivosti. Druhy postup pouziva k analyze systému Markovovy
fetézce. Systémy popiSeme pomoci matic pravdépodobnosti prechodu, matic in-
tenzit prechodu, stacionarniho rozdéleni,. ..

Posledni kapitola je zaméiena na simulace jednoduchych, i slozitych systémii.
Pokud jde o jednoduché systémy, je k této kapitole vytvoren program, ktery simu-
luje spolehlivost zakladnich systémi, zminovanych v pfedchozi kapitole. V tomto
programu muzeme rizné nastavovat intenzity poruch a oprav prvki, abychom
mohli pozorovat zmény v chovani systému. Jako zastupce slozitého systému je
vytvorena simulace spolehlivosti sité budovy MFF UK, Karlin.



2 Uvod do teorie spolehlivosti

Spolehlivost systému je vlastnost, kterd se ¢asto popisuje pomoci pravdépo-
dobnosti, 7e tento systém bude schopny vykonévat své o¢ekavané funkce béhem
daného ¢asového intervalu za norméalnich (nebo jinak specifikovanych) podminek.
Jakykoliv systém se muze skladat z riznych podsystémi a jednotlivych prvki,
kterych miize byt jen par, nebo tieba i statisice. Kazdy samostatny prvek fun-
guje na odliSném principu, potiebuje jiné podminky k tomu, aby spravné praco-
val, vykonéva rizné funkce, pro které je urceny, a zejména méa kazdy prvek jinou
spolehlivost. Odtud je ziejmé, Ze urceni spolehlivosti systému jako jednoho celku
neni trivialni zélezitost a vyzaduje informace nejen o kazdé své soucastce, ale také
o vzajemné provazanosti mezi prvky i podsystémy.

Jeden z hlavnich cilti v teorii spolehlivosti je zvySovani spolehlivosti systémﬁﬂ
Asi prvni moznost jak zvysit spolehlivost, kterd by nas napadla, je zvySovani
spolehlivosti jednotlivych prvki. Na jednoduchém piikladé mizeme tento zptisob
ilustrovat.

Priklad 1.1. Uvazujme systém, ktery se sklada z 50 identickych prvki a predpo-
kladejme, Ze v8echny prvky jsou nezavislé. Necht se systém porouché praveé tehdy,
kdyz prestane fungovat alespon jeden prvek. Ozna¢me p pravdépodobnost, ze se
jeden prvek neporouché. Jelikoz jsou prvky nezavislé, muzeme lehce vypocitat
pravdépodobnosti, Ze se systém v dany casovy interval neporoucha.

P [systém se neporoucha pii p = 0,9] = 0,9°° = 0,005153

P [systém se neporoucha pii p = 0,99] = 0,99°° = 0,605006

P [systém se neporoucha pii p = 0,999] = 0,999%° = 0,951205
P [systém se neporoucha pri p = 0,9999] = 0,9999°° = 0,995012

Podivejme se na tento piiklad jesté z jiné strany. Budeme pozadovat, aby
pravdépodobnost, 7e se systém slozeny z n nezavislych, identickych prvki nepo-
rouchd, byla 0,995. A budeme zkoumat, jak spolehlivé by jednotlivé prvky musely
byt. Hodnoty p jsou pro nékterd n vypocitany v nasledujici tabulce. Hodnota p
opét oznacuje pravdépodobnost, Ze se jeden prvek neporouché.

n 5 10 50 100
p | 0,998997 | 0,099498 | 0,999899 | 0,999949

Tabulka 1: Spolehlivost n prvka pii pozadované spolehlivosti systému

Abychom dosahli pozadované spolehlivosti systému, musime se zvySujicim se
poctem prvki vyrazné zvysit i jejich spolehlivost. Také si musime uvédomit, ze

vvvvvv

bychom se méli poohlédnout po jinych metodéch, jak zvysit spolehlivost, napft.:

1V posledni dobé se objevuje novy trend, kdy se napiiklad vyrobci domécich spotiebi¢ii snazi
o to, aby jejich vyrobky vydrzely po dobu zaruky a poté prestaly fungovat. Jinymi slovy usiluji
o to, aby byl dany systém spolehlivy po uréitou dobu. Divodem je vidina vyssich zisku, jelikoz
si zdkaznik bez naroku na reklamaci bude nucen zakoupit novy vyrobek. Diilezitou roli v tomto
piipadé také hraje fakt, ze oprava domécich spotiebic¢u ¢i elektroniky byva Casto draZzsi, nez
zakoupeni vyrobku nového.



jiné uspotradani systému

jina struktura systému
udrzba

zalohovani dilezitych prvki

e apod.

Podivejme se na teorii spolehlivosti jesté z ekonomického hlediska. Jak jiz
bylo zminéno, ¢asto pozadujeme, aby systém (pocitac, vlakova souprava, motor
rakety, ¢ obyCejna zarovka) mél co nejvétsi spolehlivost, tj. aby spravné fungoval
co nejdéle. Samoziejmé lze kazdy jednotlivy prvek napiiklad zélohovat a tim
zvysit spolehlivost systému. Porovname-li ale spolehlivost a finan¢éni nakladnost,
dostaneme optimalni (ve smyslu cena - spolehlivost) Feseni? Odpovéd rozhodné
neni jednoznacné. U nékterych systémii miuzeme timto zpisobem ziskat optimalni
feSeni, u jinych nikoliv. Z tohoto diuvodu musime v souvislosti se spolehlivosti
systému vzit v tvahu i finan¢ni stranku véci.



3 Zakladni pojmy a definice

Abychom mohli dale pokracovat, je dilezité specifikovat nékteré zakladni po-
jmy z teorie spolehlivosti.

3.1 Porucha

Porucha je ¢astec¢na nebo tplna ztrata, popiipadé zména, takovych vlastnosti
systému, kterd podstatnym zptisobem snizi nebo znemozni danému systému plnit
jeho funkce.

Tento pojem je v8ak velmi relativni. Uvazujme jako piiklad systému osobni
automobil. Pokud prestane fungovat radio ¢i klimatizace, snizi se kvalita celého
automobilu. Nicméné tato porucha neni fatalni, viiz miize bez jakychkoliv pro-
blémi bezpec¢né prepravovat osoby. Pokud se ov§em porouchaji brzdové desticky,
auto je v podstaté nepouzitelné do té doby, nez se porucha vytesi.

Abychom mohli poruchy blize specifikovat, délime je na ob¢asné (intermittent
failures) a dlouhodobé (extended failures). Ob¢asné poruchy maji kratkou dobu
trvani. Dobrym piikladem jsou chyby softwaru, které se objevuji pouze za urcitych
podminek a nesouvisleﬂ Naproti tomu dlouhodobé poruchy trvaji do té doby, nez
je nékdo opravi, a dale se rozdéluji na ¢astecné a uplné.

Jak nazev napovida, ¢astecné poruchy zpusobuji jen ¢astecnou ztratu funkei
systému, zatimco celkové poruchy znamenaji ztratu vSech funkei systému. Obé
tyto poruchy lze jesté dale délit na nahlé (objevi se bez jakéhokoliv varovani a
nelze je tudiz predvidat) a na postupné (objevuji se rizné signaly, které upozor-
nuji na blizici se poruchu).

Podle podminek vzniku miiZzeme poruchy rozlisit na vnéjsi a vnitini. Vnéjsi po-
rucha je zptuisobena nedodrzenim podminek, které jsou systému stanoveny. V této
praci se vSak budu odvolavat spiSe na vnitini poruchy, které jsou zptisobeny
vlastni nedokonalosti, opotfebenimﬂ apod.

3.2 Doba do poruchy

Uvazujme jeden samostatny prvek. Ten zacne pracovat v c¢ase t = 0 a porou-
cha se v. ndhodném okamziku ¢. Doba, béhem které pracoval prvek bez poruch, se
nazyva doba do poruchy. Pro ndhodnou veli¢inu X, popisujici dobu do poruchy,
plati P[X > 0] = 1.

,Casovy* interval [0,t] Ize chapat riznymi zpiisoby, napf.: béZny nepietrzity
¢as, provozni ¢as, nebo ale také napiiklad pocet ujetych kilometri, pocet spus-
téni/nastartovani, atd. (U dopravnich prostiedkt by asi nebylo vhodné méfit
jejich spolehlivost jen vzhledem k ¢asu).

3.3 Funkce spolehlivosti

Distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X, F(z) = P[X < z|, vyjadfuje pravdé-
podobnost, ze doba do poruchy bude mensi nez nebo rovna, z. My ale potiebujeme
¢astéji znat pravdépodobnost, ze doba do poruchy bude vétsi nez x, jinymi slovy,

2Blischke W. R., Murthy D. N. P.
30potiebeni neni pfimo povazovano za poruchu, nicméné k poruse ¢asto vede.



Ze se v ¢asovém intervalu [0,z] prvek neporouché. To muZeme zapsat nasledovné:
P[X > z| =1 — F(x). Dale ozna¢me R(z) = 1 — F(x). Funkci R(x), ktera vy-
jadfuje pravdépodobnost toho, 7e na intervalu [0,z] nedojde k poruse, nazveme
funkce spolehlivosti.

Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina, ktera nabyva celych nezapornych hod-
not ¢ (napf. pocet nastartovani) a p; = P[X = i], tedy pravdépodobnost, ze se

systém porouché pii i-tém nastartovani, p; € [0,1], Zpi = 1. Potom
i

F(x) = Zpi.

i<z
Necht X je spojitd nahodna veli¢ina (napi. ¢as) s hustotou f(z) > 0, pro x > 0.
Potom
F(x) = [y f(y)dy.

V praxi se ve vét§iné piipadech piredpoklada, ze F(x) je absolutné spojita. To
neplati, pokud je ndhodnéa veli¢ina X diskrétni, napiiklad pokud X reprezentuje
pocet nastartovani. Vyjimkou muze byt pocatek ¢ = 0, protoze se nékteré vy-
robky mohou porouchat v okamziku spusténi. V takové situaci lze vzit v tvahu
podminénou distribu¢ni funkei doby do poruchy P[X <z | X > 0], x > 0.

3.4 Stiedni doba do poruchy

Pti analyze spolehlivosti systémi hraji dilezitou roli momenty a kvantily roz-
déleni doby do poruchy. Néasledujici véta nam zjednodusi vypocet momentiu ne-
zapornych nadhodnych veli¢in pomoci funkce spolehlivosti.

Véta 3.1. Necht X je nezdporna ndhodné veli¢ina s funkei spolehlivosti R(x) a
necht EX* < oo, pro k € N. Potom

EXF = k/xk_lR(x) dx. (1)

Pokud navic
o

/a:k_lR(x) dx < o0, (2)
0
potom existuje k-t moment £ X,

Diikaz. Hurt, teorie spolehlivosti, str. 10. O

Diky véte [3.1] jsme ziskali dilezity vztah pro stfedni dobu do poruchy:

EX — / R(z) da. (3)
0
Ze znalosti vypo¢tu EX* muZeme snadno odvodit i rozptyl doby do poruchy:
varX = 2/IR(SL’) dr — (EX)?. (4)

0



3.5 Intenzita poruch

Necht nahodné veli¢ina X (doba do poruchy) mé absolutné spojitou distri-
bué¢ni funkci F'(x) a hustotu f(x). Potom se funkce

x x
py - @) @)
1—-F(z) R(x)
nazyva intenzita poruch pro spojita rozdéleni. Tento vzorec davi do poméru hus-
totu a pravdépodobnost bezporuchového provozu.
Existuje vice interpretaci funkce A(x), pfi¢emz nésledujici je pravdépodobné

vvvvvv

{z; F(x) <1}, (5)

Predpokladejme, ze x > 0. Pravdépodobnost jevu, Ze se prvek poroucha v ca-
sovém intervalu (z,z+ Ax] za podminky, Ze v intervalu [0,z] pracoval bez poruchy,
lze zapsat:

Ple < X <o+ Az|X > o] = Hesizetandod  Phogortfal

1 F(z+Azx)—F(x)
1-F(z) Az Az,

Pro Az — 0 plati: %JW — f(x).

Pro malé hodnoty Az potom pfiblizné plati Plz < X < x4+ Az|X > z] &
A(z) - Az. Intenzita poruch A(z) tedy fika: Pokud v ¢asovém intervalu [0,z]
pracoval prvek bez poruch, tak pravdépodobnost, ze prestane pracovat v intervalu
(z,z + Ax), je pfiblizné A(x) - Ax .

Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina, kterd nabyva hodnot ¢ € Ny, a p; €
[0,1] je pravdépodobnost jevu, Ze se systém/ prvek porouché pii i-tém pouziti/
nastartovani/ spusténi/... Potom se funkce

yZi Di
@) = = = S

i<z

(6)

nazyva intenzita poruch pro diskrétni rozdéleni.

3.6 Vanova krivka spolehlivosti

Pro vétsinu redlnych systémi plati, ze funkce intenzity poruch ma profil, ktery
je zachycen na obrazku 1. Kfivka pfipomina profilem vanu, proto se ji iikd vanova
kiivka.

Kiivka je rozdélena na tii ¢asti. Prvni (obdobi zabéhu, nebo také obdobi
détskych nemoci) zahrnuje kratké obdobi od spusténi systému. Systém se muze
porouchat ihned, nebo kratce po spusténi z divodu vyrobni vady, nespravné mon-
taze, apod. V druhé ¢asti (obdobi bezproblémového fungovani) je intenzita po-
ruch pfiblizné konstantni. V tomto obdobi dochéazi k béZnému vyuzivani systému.
Dochézi sice k opotiebeni, to by ale mélo mit v této ¢asti minimalni vliv na fungo-
vani systému. Poruchy jsou zptisobeny zejména vnéjsimi faktory. V posledni, tieti
¢asti (opotiebeni), dochazi ke starnuti a opotiebovani systému, a proto intenzita
poruch roste.



A
A(z) X J

obd. 1 obd. 2 obd. 3 cas

\

Obrazek 1: Vanova kiivka spolehlivosti

3.7 Exponencialni rozdéleni

Dobu do poruchy lze modelovat riznymi rozdélenimi, at uz diskrétnimi, ¢i
spojitymi. Pro vSechna rozdéleni musime vznést pozadavek, aby F(z) = 0,z < 0.
Velmi Casto se v teorii spolehlivosti pouziva exponencidlni rozdéleni s parametrem
A > 0.

Distribu¢ni funkce a hustota exponencialniho rozdéleni jsou:

l—e™ >0,A>0
F(r) = . (7)
0 jinak
e ™™ £ >0,A>0
flz) = ) (8)
0 jinak

Ze znalosti exponencidlniho rozdéleni mizeme také snadno vyjadiit funkci
spolehlivosti a intenzitu poruch:

R(I) = 6_>\$7 (9)
A@) = A (10)

Vsimnéme si, 7e intenzita poruch je konstantni a nezavisi na hodnoté x. Proto
se exponencidlni rozdéleni vyuziva predevsim pro aproximaci obdobi bezproblémo-
vého fungovdni (viz Vanovd kiivka spolehlivosti). Toto rozdéleni je tedy vhodné,
pokud se poruchy objevuji ndhodné, a pokud nejsou zavislé na stafi systému.
Déale miizeme snadno spocitat stfedni hodnotu a rozptyl exponencialniho roz-
déleni:
EX =p—2, (11)
A
varX = o = %
Priklad 3.1. Stifedni doba do poruchy urcité znacky zarovek je p = 1500 hodin.
Pravdépodobnost, Ze zarovka bude svitit po dobu [0,x], tedy R(z), je pro rizné
hodnoty x vyjadiena v nasledujici tabulce.
Median zivotnosti zarovky je 1039,6 hodin, coZz je mnohem kratsi doba, nez
stfedni hodnota.

(12)



T 200 1000 1500 2000 3000 5000
R(z) | 0,7164 | 0,5132 | 0,3679 | 0,2633 | 0,1356 | 0,0356

Tabulka 2: Pravdépodobnosti, ze se zarovka neporoucha do ¢asu x

Pozndmka 3.1. Vyznamnou vlastnosti exponencidlniho rozdéleni také je, Ze ,,nemé

? 2
pamét. Necht X je ndhodna veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim s parametrem
Aax,y > 0. Potom:

P X>z+y, X>y| _ P X>z+y] _ e~ Maty)
P[X>y] T P X>y] T e M

PX>z+4+y| X >yl =

=e M= P[X > 1]. (13)

To znamené, ze P[X > xz+y | X > y| nezavisi na y. Je-li X doba do poruchy né&ja-
kého prvku, pak nam uvedena vlastnost fiké, ze prvek nestérne (neopotiebovéiva
se). Tato vlastnost je pro exponencialni rozdéleni charakteristické, ostatni spo-
jita rozdéleni ji nemaji. Z diskrétnich rozdéleni mé tuto vlastnost pouze rozdéleni
geometrické.

3.8 Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni je dalsi rozdéleni, které se v teorii spolehlivosti ¢asto
pouziva.

Weibullovo rozdéleni s parametry 8 > 0, § > 0 méa distribu¢ni funkci a hus-
totu:

o) 1—e @’ 2>0,0>0, 8>0 1)
€T =
0 jinak
f(l’) _ %(%)6_16_(%)[3 x>0, 6 > 0, 6 >0 (15)
0 jinak

Ze znalosti Weibullova rozdéleni mtizeme opét snadno vyjadfit funkci spoleh-
livosti a intenzitu poruch:

R(z)=e (3", (16)
A@) =Sy (17)
a stfedni hodnotu a rozptyl:
BX zu_er<1+%), (18)
varX = o = 0*[0(1 + g) —T2(1+ l)]. (19)
B B

Pomoci Weibullova rozdéleni 1ze velmi dobte aproximovat rozdéleni doby do
poruchy s monoténni intenzitou poruch. V zavislosti na parametru 3 je intenzita

A(z) Weibullova rozdéleni:

e klesajici, 0 < g <1



e konstantni, =1
e rostouci konkavni, 1 < § < 2
e linearni rostouci, § = 2

e rostouci konvexni, § > 2

Pozndmka 3.2. Pokud parametr § = 1, dostaneme z Weibullova rozdéleni expo-
nencialni rozdéleni s parametrem %.

3.9 Gama rozdéleni

Dalsi rozdéleni, pomoci kterého lze modelovat dobu do poruchy, je gama roz-
déleni s parametry a > 0 a p > 0. Distribu¢ni funkce a hustota tohoto rozdéleni

jsou:
x

o’ [lemdt t>0,a>0,p>0

F(z) =75 (20)
0 jinak
APl 2 >0, a>0, p>0
fla) =41 ) (21)
0 jinak

Ze znalosti gama rozdéleni muzeme snadno vyjadiit funkci spolehlivosti a
intenzitu poruch:

R(z) = Fcé;) / plemat gy, (22)
A(z) = M (23)

— :
[tr—te—at dt
xT

Déle muzeme vypocitat stfedni hodnotu a rozptyl gama rozdéleni:

EX=p= g, (24)
varX = o = %. (25)

Véta 3.2. Intenzita poruch A(z) gama rozdéleni je v zéavislosti na parametru
p>0:

e klesajici, 0 <p <1
e konstantni, p =1
e rostouci, p > 1

|
Diikaz. Hurt, Teorie spolehlivosti, str. 43. O

Gama rozdéleni mize byt pouzito pro modelovani n—té poruchy systému/
prvku, ktery ma exponencialni rozdéleni poruch. (Nahodné veli¢ina YV = X; +
Xy + ... + X,, m& gama rozdéleni s parametry A a n, pokud X; jsou nezavislé
nadhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim s parametrem A\, Vi = 1,..., n.
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4 Spolehlivost vybranych systémii

4.1 Metoda Booleovych algeber

Metoda Booleovych algeber vyuziva symboliky, kterd je analogicka v elektric-
kych obvodech. Pokud prvek pracuje, je funkéni, prochazi jim proud. V. opacném
piipadé (prvek je porouchany) jim proud neprochézi. Toto tvrzeni muZeme zo-
becnit i na cely systém. Pokud do systému pustime proud a na vystupu obdrzime
vystupni proud, systém je funkcéni. V opacném pripadé je porouchany.

Definice 4.1 (Booleova algebra). Necht je dana neprazdna mnozina B, na niz
jsou zavedeny binarni operace s¢itani a nasobeni a unitarni operace doplnék prvku
z mnoziny B. Tyto operace budeme oznacovat obvyklym zptusobem, tj. = 4+ v ,
x -y a . Necht v mnoziné B existuji dva navzajem rizné prvky, které oznac¢ime
0,1. Mnozinu B spolu s témito operacemi nazyvame Booleova algebra, jestlize
pro kazdé prvky plati:

e komutativnost t +y=y+zx,x-y=vy-x

asociativita z + (y+2)=(x+y)+ 2z, 2-(y-2)=(r-y) -2
distributivita x +y- 2= (z +vy) - (r+2),x- (y+2)=z-y+x- 2
neutralita x + 0=z, -1 =2

komplementarita r 4+ 2 =1, 2-2 =0
|

Definice 4.2 (Strukturni funkce, ¥ad systému). Oznalme xz;,i = 1,...,n, stav
prvku ¢ néasledujicim zpiisobem:

o 1 je-li prvek funkéni
1 0 jeli prvek porouchany

Déle ozna¢me vektor x = (x1, Z3,..., x,) jako vektor stavii n prvki. Stav celého
systému charakterizujeme strukturni funkei S(x), pro kterou plati, obdobné jako
pro jednotlivé prvky:

S(x) = 1 je-li systém funkéni
1 0 je-li systém porouchany

Radem systému se nazyva pocet prvki n.

Definice 4.3. Necht xy, zs,..., x,, patii do Booleovy algebry. Definujme operétor
[ nésledujicim zptisobem:

n

i=1

11



Pozndmka 4.1. Operator ] reprezentuje v Booleové algebie priunik. To znamena,

n n

7e Hml = 1pokud z; = 1,Vi = 1,...n ; a Hxi = 0 pokud i takové, Ze
=1 i=1

ri=00=1,.,n.

Definice 4.4. Pro n = 2 definujeme operétorﬁ II:

[[zi=1-(1—2)(1 - ). (27)

=1

Véta 4.1. Necht xq, x9,..., z,, patii do Booleovy algebry. Potom

n n

[[ei=1-0-2)@ ) (I—z) =1-JJ(1 - x). (28)

i=1 i=1

Diikaz. Postupujme indukci. Pro n = 1 vztah plati trivialné (mame pouze
jeden prvek). Pro n = 2 plati dle definice

S(x)=xf+xp —Tqxp =1 — (1 —2,)(1 — ). (29)
Predpokladejme, ze vztah plati pro n = N a ukaZme, Ze platiipron = N+1.
N

Pomoci (29) a indukéniho predpokladu S(z) = 1—H(1—xi), Xy = T4 MiZeme
i=1
popsat piipojeni (N + 1)niho prvku k systému s N prvky takto:
N N+1
S(r)=1- [H(l - xi)} (1—anin) =1- J](1- ).
i=1 i=1

]

Pozndmka 4.2. Operator 1l reprezentuje v Booleové algebte sjednoceni. To zna-
n

n
mena, 7ze Hxl = 1, pokud alespon jeden prvek x; = 1; a ]_[avZ = 0, pokud
i=1 =1
x; =0, Vi = 1,...,n. Proménné z; mohou napiiklad reprezentovat prvky paralel-
niho systému.

4.1.1 Sériovy systém

—Exl —'ZCQ *ooogxn*

Obrazek 2: Sériovy systém

4Symbol [] se ¢te ,,ip“ (inverze pro pi).
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Pokud je systém sériové zapojeny, znamena to, ze vSechny prvky jsou postupné
v fadé propojeny. Proud, ktery bychom do tohoto systému pustili, ma jedinou
cestu, jak se ze systému dostat ven. V piipadé, Ze jsou vSechny prvky nezavislé,
sériovy systém ma strukturni funkeci:

n

S(x) = min(zy,..., ) = sz (30)

i=1
Staci tedy, aby jediny prvek v celém systému nefungoval, a tok proudu se pferusi.
Jelikoz prvky x; nabyvaji hodnot 0 nebo 1, opravdu staci, aby jediné x; = 0 a
systém prestane pracovat.
Pokud bychom si oznacili p; pravdépodobnost, ze prvek z; bude pracovat,
mohli bychom také (diky nezavislosti prvkii) vyjadiit pravdépodobnost, ze systém
bude fungovat, jako

Q= sz (31)

Totéz plati i pro funkei spolehlivosti. Necht R;(x) je spolehlivost i-té komponenty.
Potom pro funkci spolehlivosti sériového systému plati:

R(z) = H Ri(x). (32)

Tento systém je sice velmi jednoduchy, nicméné staci, aby nastala porucha
u jediného prvku, a cely systém piestane pracovat.

4.1.2 Paralelni systém

X1 ) o oo | Ln

Obrézek 3: Paralelni systém

Paralelni systém (podobné jako sériovy systém) si umime pfedstavit ze zob-
razovani elektrickych obvodii. Proud, ktery vstupuje, je rozdélen mezi vSechny
prvky, nasledné se opét shromézdi do jednoho vystupu. To znamend, zZe pruchod
jakymkoliv prvkem nezavisi na zadném jiném prvku. Aby se proud dostal na
vystup, musi fungovat alesponi jeden prvek.

Systém bude tedy porouchany v momenté, kdy budou vSechny prvky porou-
chané. Proto miizeme napsat strukturni funkci:

S(x) = max(xy,..,x,) =1 — (1 —21)(1 — x9)...(1 — )

13



=1-JJa-2)=]]a (33)
i=1 i=1
Pro pravdépodobnost, ze systém bude fungovat, plati vztah:

n

Q= 1—H(1—Pi)- (34)

i=1
Funkce spolehlivosti paralelniho systému je:

n

R(z) =1- ][0~ Ri(@)). (35)

i=1
Tento zékladni systém méa vyhodu v tom, Ze je schopen fungovat do té doby,
nez se porouché nejspolehlivéjsi prvek. V praxi se s nim miizeme setkat pomérné
casto. Uvazujme paralelni systém se zélohovanim - pracuje pouze prvni prvek a
ostatni ,,cekaji, nez se porouchéa. V tu chvili za¢ne pracovat druhy prvek. Pokud

se porouchad, spusti se tfeti prvek, atd.

4.1.3 Systém ,,k z n*

Jedna se o modifikaci pfedchoziho systému. Opét uvazujeme paralelni systém,
ale pfiddme k nému nésledujici podminku: Aby proud protekl, musi fungovat
alespon k libovolnych prvki z n. Pro systém tohoto typu vypada strukturni funkce
nasledovné:

1 pokud Zmz >k
S(x) = T (36)
0 pokud sz <k

i=1
Nyni vypocitame pravdépodobnost, Ze systém slozeny z n nezavislych iden-
tickych prvki, bude fungovat. Nejprve si musime uvédomit, ze

Plprdvé k proki z n bude fungovat] = (Z)pk(l —p)"r, (37)

Tento vztah plati, nebot zde poc¢itame s binomickym rozdélenim. Pro vypocet
pravdépodobnosti fungovani systému staci vzit v tvahu zakladni pozadavek, ze
je zapotiebi alesponn k£ neporouchanych prvki, tedy:

Plalesponi k proki bude fungovat | = Q = Z <7Z)pz(1 —p)" (38)

i=k

Touto modifikaci paralelniho systému se nam podarilo ptiblizit se k redlnym
systémim. Muzeme zde uvést jednoduchy piiklad.
Priklad 4.1. Ctyfvémlcovy’ motor je schopen funkce, jestlize alespon tii valce fun-
guji. Staci, aby tfi libovolné valce plnily sviij tkol. Zde se jedna o systém 3 ze 4.

14



x1

Ty o)
(o) (o)
(o) (o)
(o) (o)
Li+2 €T
Lij+1

Obrézek 4: Cyklus

4.1.4 Cyklus

Predstavme si sériovy systém, jehoz posledni prvek propojime s prvnim prv-
kem. Na jednom misté mezi libovolnymi dvéma prvky vstupuje proud a mezi
dvéma jinymi prvky vystupuje. Tento systém nazyvame cyklus.

Necht veli¢iny z; oznacCuji po fadé stavy prvki, a bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, 7e proud vstupuje do systému mezi prvky x; a x,, a vystupuje
mezi prvky z; a x;;. Potom mizeme psat:

S(x) = max(min(zy,..., x;), MIN(Tip1,..., Tn)) = max(ﬁxk, ﬁ azk> (39)

k=1 k=i+1

Proud ma totiz dvé moznosti, kudy muze prochazet. Budto pfes prvky zi,..., ;,

nebo pies prvky x,, T, 1,...,T;r1. Obé dvé moznosti pfedstavuji sériovy systém

popsany vySe a strukturni funkce ,,vybird“ ten, ktery bude pracovat déle.
Pravdépodobnost, Ze systém bude pracovat je

szax(Hpk, H pk)~ (40)
k=1 k=it+1
Pro funkci spolehlivosti systému dostavame vztah:
R(x) = max(H Ry (z), H Rk(x)> (41)
k=1 k=i+1

4.1.5 Hvézda

Hvézda je systém s jednim centralnim prvkem, z kterého vychazi propojeni do
jednotlivych prvkua. Do tohoto centralniho prvku také vstupuje a zaroven z néj

15



)

ZCZ'_|_1/ o

Obrazek 5: Hvézda

vystupuje proud. Je zfejmé, Ze centralni prvek je nejdilezitéjsi ¢asti celého sys-
tému.

Pokud bychom méli urcit spolehlivost systému, tikol by byl velmi jednoduchy.
Stacilo by, aby proud prochazel pres centrilni prvek. Oznacime-li tento prvek
x1, pravdépodobnost, ze jim bude prochazet proud p; a jeho spolehlivost Ry (z),
potom lze psat nésledujici vztahy:

Strukturni funkce:

S(x) = 3. (42)
Pravdépodobnost, ze systém funguje:
Q@ = p1. (43)
Spolehlivost systému:
R(z) = Ry(x). (44)

Tento dilezity pozadavek je v praxi nejspi§ bezcenny. Ptirozenéjsi pozadavek
by byl, aby fungovaly v8echny prvky. Potom jsou S(x), Q a R(x) obdobné jako
v sériovém systému, jelikoz chceme, aby byl bez poruchy kazdy prvek. Tedy:

S(x) = min(zy,..., T,) = Hxi, (45)

Q= sz‘, (46)

R(z) = H R;(x). (47)
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4.2 Markovovy retézce

V predchozi kapitole byla spolehlivost systémil popsana pomoci Booleovych
algeber. Tento zpiisob zjistovani spolehlivosti je staticky, a proto popiseme spoleh-
livost systémii pomoci Markovovych Fetézcii, které mohou pracovat se spojitym
casem.

Predpokladejme, ze mame systém, ktery se sklada z n prvki. Kdykoliv se né-
jaky prvek porouché, zacne se opravovat a po opravé mize normalné pracovat.
Kazdy prvek se muze nachazet ve dvou stavech, a to ve fungujicim nebo v po-
rouchaném stavu. Proto se cely systém muze nachazet v 2" riaznych stavech.
Déale predpokladejme, Ze rozdéleni pravdépodobnosti poruch prvkia maji expo-
nencialni rozdéleniﬁ] s parametrem \;,7 = 1,...,n. Pomoci Markovovych fetézcu
dokédZeme popsat napiiklad pravdépodobnosti, ze se systém nachazi v néjakém
stavu, pravdépodobnost, ze systém piejde ze stavu ¢ do stavu j v Case t, atd.

Uvedme tedy definici a nékteré dilezité vlastnosti Markovovych retézcu.

Definice 4.5. Necht {X;,t > 0} je systém nahodnych veli¢in, které nabyvaji
celo¢iselnych hodnot z mnoziny S (obvykle S = {0,1,2,...}). Rikame, 7e {X,t >
0} je Markovuv fetézec se spojitym ¢asem, jestlize:

PX,=j| X,=0,X, =ip,... Xy, =i1] =P[X, =j | X, =14],  (48)
Vo<t <tr<..<t,<s<t, Vi, j,i1,..., 1, €S,
pro ktera
P[X, =i, X, =ip,..., Xy, =] > 0. (49)
]

Vztah se nazyva Markovovska vlastnost.

Ozna¢me podminénou pravdépodobnost P[X; = j | X, = i] = p;;(s,t). Potom
pij(s,t) nazveme pravdépodobnost pfechodu ze stavu ¢ v ¢ase s do stavu j v Case t.
Dale ozna¢me p;(t) = P[X; = j], 7 € S absolutni pravdépodobnosti v ¢ase t (p;(t)
oznacuje pravdépodobnost, ze se Tetézec nachéazi v Case t ve stavu j) a p;(0) =
P[X, = j], j € S pocatetni pravdépodobnosti (kde p;(0) je pravdépodobnost,
s jakou se fetézec nachazel ve stavu j € S v case 0).

V tomto textu budeme pouzivat pouze homogenni Markovské fetézce. To jsou
takové Tetézce, pro jejichz pravdépodobnosti prechodu plati

pij(s,s+1t) = P[Xspt =7 | Xs = 1] = pi;(1), Vs >0,t > 0. (50)

Cely systém pravdépodobnosti {p;;(t),t > 0} takovych, ze > g pi;(t) = 1, lze
zapsat jako matici pravdépodobnosti prechodu {P(t),¢ > 0}. Obvykle definujeme

Véta 4.2. Pro kazdé ¢ € S existuje limita

1 —p;(h
lim —p”( )

—q <
m A g < 00, (51)

3Vyznam exponencialniho rozdéleni v teorii spolehlivosti byl popsén v kapitole 2.6.

17



pro kazdé i,j € S, 1 # j, existuji limity

a pro kazdé ¢ € S plati

Diikaz. Praskova, Lachout, Zaklady nahodnych procesu, str. 74.

Pozndmka 4.3. VyuZzijeme-li vlastnosti stochastické matice, mamef| pro kazdé
h> 0

1—pii(h) __ pij(h)
h

_ZJESJ# h
Odtud dostaneme limitnim pfechodem pro h — 0, vztah ¢, = Zj# gij. Je-li
mnozina stavii S kone¢nd}, potom tento vztah plati vidy, nebot

OZI_ZjeSpij(h)’ h >0,

odtud limitnim piechodem (protoze v kone¢ném piipadé lze zaménit limitu a
sumu)

. 1->"cq pij(h) . 1=pii(h) 3,4 Pij(h)
0 = limy o, —=275= = Timy, 0, ———F22552 = g — 3, iy

Definice 4.6. Nezaporna ¢isla ¢;; zavedena vztahem (34) se nazyvaji intenzity
prechodu ze stavu ¢ do stavu j, nezaporné ¢islo ¢; se nazyva celkova intenzita.
Matice Q = {gi;,¢,j € S}, kde ¢;; = —¢;, se nazyva matice intenzit prechodu.

Pozndmka 4.4. Vice o intenzité (poruch) nalezneme v kapitole

Véta 4.3 (Kolmogorovovy diferencialni rovnice). Predpokladejme, 7e ¢; < oo
pro vSechna i € S a plati Z#i ¢ij = gi- Potom pravdépodobnosti pfechodu p;;(t)
jsou diferencovatelné pro vSechna i,j € S at > 0 a plati

Pii(8) = —qispis (8) + > qipri (8) = qixpis (1)- (54)

ki keS
Maticové lze zapsat soustavu rovnic jako
P'(t) = QP(2). (55)
|

6Pragkova, Lachout, Zaklady nahodnych procesi, str. 74.

"V této praci predpokladame, Ze se kazdy systém sklada z koneéné mnoha prvki. Potom je
mnozina stavi S vzdy konec¢nd, nebot se kazdy prvek muze nachézet pouze ve dvou stavech -
stav, ve kterém funguje a porouchany stav.
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Diikaz. Praskova, Lachout, Zaklady nahodnych procesi, str. 83.

Pozndmka 4.5. Tato véta udava souvislost intenzit pfechodu s derivacemi prav-
dépodobnosti prechodu v obecném bodé.

Nyni miizeme vypocitat elementarni priklad.

Priklad 3.1. Doba, béhem které néjaky stroj pracuje bez poruchy, je ndhodné
veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim s parametrem A > 0. Stiedni hodnota doby
do poruchy je tedy % a z kapitoly 2.6. vime, Ze intenzita poruch takového stroje
je A. Stroj zac¢ne byt opravovan v okamziku, kdy se poroucha. Doba opravy je
nadhodné veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim s parametrem g > 0. Stfedni doba
opravy stroje je ;l» a intenzita pro dobu opravy je u. Stroj za¢ne pracovat v oka-
mziku, kdy je opraven.
Definujme nadhodnou veli¢inu X, kterd muze nabyvat dvou hodnot:
X, = {O stroj v Case t pracuje (56)

1 stroj je v ¢ase t porouchany (a nepracuje)

Potom {X;,t > 0} je Markoviv Fetézec se spojitym ¢asem a mnozinou stavi
S ={0,1}.

Ptechod ze stavu 0 do stavu 1 tedy znamend, 7e se stroj porouchal. Naopak
prechod ze stavu 1 do stavu 0 fik4, Ze stroj byl opraven a normalné pracuje.
Graficky lze zobrazit popsany piiklad takto:

A
W
Obrazek 6: Prechody mezi stavy

Matice intenzit prechodt v tomto ptikladu je

Q= (_/wA —A/)

Nyni miizeme pomoci véty 3.2. pro pravdépodobnosti pfechodu p;;(t) psat
rovnice:

L. poo(t) = —Apoo(t) + Ap1o(t)
2. pho(t) = ppoo(t) — pup1o(t)

Ziskali jsme tedy soustavu dvou diferencidlnich rovnic o dvou nezndmych. Po
vypocitani obdrzime vysledek:

poo(t) = ﬁ + F/\Hef(uh\)lt7

A A -
pro(t) = T e (n+M)t
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Analogicky, nebo pomoci doplitku (Y, ¢pi;(t) = 1) miZzeme vypocitat zbyle
pravdépodobnosti po1(t) a p11(t).
Vysledna matice pravdépodobnosti prechodu ma tvar

1 A + ’ue_(l‘«"‘)‘)t W — /,Le_(“+)\)t
B A A\A— e (HENE 4 Ne= WML | (57)

Pomocilﬂmﬁéeme urcit absolutni pravdépodobnosti v case t. Predpokladejme,
ze pocateéni rozdéleni je pg = P[Xy = 0] = 1,p; = P[X, = 1] = 0. Potom

Po(t) = popoo(t) + p1p1o(t) = poo(t),
p1(t) = popo1(t) + pip1i(t) = por (1),

kde
po(t) = P[Xt = 0] = u—i/\ + ﬁe_(u-‘r)\)t’
pl(t) = P[Xt = 1] = ﬁ — ﬁe—(yﬁ-)\)t.

4.2.1 Paralelni systém

V této kapitole popiSeme spolehlivost paralelnich systémt pomoci Markovo-
vych Tetézcli a uvedeme postupy, pomoci kterych analyzujeme i ostatni systémy.

Nejprve uvazujme systém, ktery se sklada ze dvou nezavislych prvka A a B.
Nadale predpokladejme, zZe pravdépodobnosti poruch prvka maji exponencialni
rozdéleni. To samé plati i pro doby oprav.

Opét plati, ze kazdy prvek mize nabyvat dvou stavii - spravného fungovani a
poruchy. Mnozina stavi S ma tedy 4 prvky, S = {0, 1,2, 3}. Definujme ndhodnou
veli¢inu X;, kterd nabyva hodnot z mnoziny S.

A, B funguji

X, — A funguje, B je porouchany (58)

A je porouchany, B funguje

w N = O

A, B jsou porouchané

Systém funguje, pokud se nachézi ve stavech 0, 1 a 2, naopak systém pTestane
pracovat, pokud se dostane do stavu 3. V ¢ase 0 se systém nachézi ve stavu 0,
tedy obé jeho ¢asti funguji.

Jakmile néjaky prvek prestane pracovat, okamzité se za¢ne opravovat. V mo-
menté, kdy se opravi, za¢ne fungovat a predpokladame, 7Ze je stejné dobry, jako
by byl novy.

Necht prvky maji intenzity poruch \;,; i = 1,2 (A\; patii prvku A, Ay prvku
B). Déle ozna¢me p;,i = 1,2, intenzity oprav (p; patii prvku A, py prvku B).
Ptechody mezi stavy systému jsou znézornény na obrézku cislo

Matice intenzity piechodu paralelniho systému se dvéma prvky je

—(A1 4+ A2) A2 A1 0
7% —(,uz + )\1) 0 A1
= . 59
Q fa 0 — (1 + A2) A2 (59)
0 1 2 — (1 + p2)

8Pragkova, Lachout, Zaklady nahodnych procesi, str. 72

20



Obrazek 7: Pfechod mezi stavy, paralelni systém se dvéma prvky

Pro vypocet matice pravdépodobnosti prechodu pomoci Kolmogorovovych
rovnic jsme pouzili software Mathematica. Cela matice je prilis velika, proto zde
vypiSeme jen nékolik jejich prvk.

IulluQ(e—(M-H\z)t + e—(ﬂ1+)\1)t _ 6—(#2—%—)\24-“14,-)\1)15 _ 1)

Pa(f) = (p2 4+ X2) (1 + A1) ’
pgl(t) _ I (6*(u2+>\2)t,u2 _ e*(u2+)\2+ul+/\1)tlu2 + Ay — e*(,u1+)\1)t)\1)7
(2 + A2) (p1 + A1)
p32(t) _ MQ(G*(MJr)\l)t,ul _ 6*(u2+)\2+u1+/\1)t1u1 + A — 6*(#2+>\2)t)\1)7
(2 + A2)(p1 + pa)
p33(t) _ M1M2€*(u2+)\2+u1+/\1)t + 6*(#1+>\1)t)\2pj1 + 6*(u2+)\2)t/\1'u2 + )\2)\1 '

(12 + A2) (1 + A1)

Pomocﬂ miuzeme urcit absolutni pravdépodobnosti v ¢ase t. Predpokladejme,
ze pocatetni rozdéleni je pg = P[Xo=0] =1, p;=P[Xo =i =0, i =1,...,3, tj.
pti spusténi funguji oba prvky systému. Potom

po(t) = P[X; =0] = AAge” (athetia At 4 6_()‘1+“1)t/~02/\1 + e‘(A2+u2)t,lL1)\2 + pofpty
0 - t = = |
(>‘2 + N2)<)\1 + ,ul)
(t) = P[X, 1] )\2(6_(112-&-)\2)15#1 + e~ (Aot tAn)t ) 1 — e—(uﬁ-)\l)t)\l)
p = =1 =~ ’
1 t RS S
(t) P[X 2] )\1(6_(“1+>‘1)tu2 + e—(M2+)\2+M1+)\1)t)\2 - e—(lm-‘r)\z)t)\z)
p = =2 = - ’
i t (,UQ + )\2)(,U1 + )\1)
)\1)\2(6_(“2"’)‘2)75 4 e~ (At _ p=(u2tdetpi+An)t 1)

(2 + A2) (1 + A1)

Abychom mohli pokracovat dale, je nutné zadefinovat nékteré pojmy a ukazat
jejich pouziti (viz apendix).
Chceme-li najit stacionarni rozdéleni, musime fesit soustavu rovnic:

7TQ =0,

9Pragkova, Lachout, Zaklady nahodnych procesi, str. 72
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za podminky

Zjes m; = 1.
V naSem pripadé dostaneme pét rovnic o ¢tyfech neznamych

—()\1 + )\2)71'0 + fomy + [T = 0
Aamog — (p2 + A1)y + pymg =0
Mmoo — (1 + Aa)mo + pomg =0

)\17T1 + )\27T2/(/L1 + ,UQ)W;; =0

T+ T+ T+ 73 =0 (60)
Resent téchto rovnic (a tedy stacionarni rozdéleni) je
To = M b2
(k1 + A1) (p2 + Aa)
T = IR ’
(b1 + A1) (p2 + A2)
- A1t
(k1 + A1) (p2 + Aa)’
P (61)

(1 + A1) (p2 + Ag)

Pokud bychom chtéli popsat spolehlivost paralelnich systémi s poc¢tem prvki
n = 3.4,..., postupovali bychom analogicky, jako se dvéma prvky. Mnozina stavi
takovych systému by byla S = {0,1,...,2" — 1}, stav 2" — 1 by vzdy znag¢il poruchu
systému.

Matice intenzit pfechodu by meéla rozmér 2" x 2" a pro vypocitani matice
pravdépodobnosti pfechodu bychom museli spoé¢itat soustavu 2" rovnic o 2" ne-
znamych.

4.2.2 Ostatni systémy

Vsechny systémy popsané v kapitole 3.1 se sklddaji z n prvki. Rozdéleni prav-
dépodobnosti poruch jednotlivych prvkia maji exponencialni rozdéleni s parame-
trem \;,2 = 1,...,n. Podobné i doby oprav jednotlivych prvka maji exponencidlni
rozdéleni s parametrem p;,72 = 1,..., n. Prvky se mohou nachéazet ve dvou stavech -
ve fungujicim a v porouchaném. Mnozina vSech stavi je tedy S = {0,1,...,2" —1},
kde stav 0 vzdy oznacuje situaci, ve které vSechny prvky funguji, naopak posledni
stav 2" — 1 oznacuje poruchu vSech prvki.

Definujme stavy systému pro riizny pocet prvki n néasledujicim zptusobem:

e n = 1: Sy = prvek funguje, S; = prvek nefunguje
e n = 2, oznacme prvky A, B: Sy = A, B funguji, Sp1 = A funguje, B je po-
rouchany, S19 = A je porouchany, B funguje, S;1 = A, B jsou porouchané

Obecné: S;, ;. oznacuje stav, ve kterém 7;-ty prvek funguje, pokud i; =0 a
nefunguje, pokud i; =1, j = 1,...,n.

Potom systém se 2 prvky méa stejnou matici pravdépodobnosti piechodu,
matici intenzit pfechodu a stacionarni rozdéleni, jako paralelni systém popsany
v pfedchozi kapitole. Abychom mohli charakterizovat systémy s n > 2 prvky,
pouzili bychom analogické postupy, jako v kapitole (4.2
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Pozndmka 4.6. O kazdém systému vime, za jakych podminek funguje a za jakych
nikoliv. Proto k charakteristice systému pomoci Markovovych fetézcu potiebu-
jeme jesté rozdélit mnozinu stavi na ty, ve kterych systém funguje a na ty,
ve kterych je porouchany.

Oznac¢me tedy A mnozinu stavi, ve kterych systém vykonava pozadovanou
funkci a B mnozinu stavi, ve kterych je systém porouchany. Prinik mnozin A a
B je prazdny, sjednocenim téchto mnozin ziskAme mnozinu vSech stavi systému
S.

Potom pro sériovy systém je mnozina A jednoprvkova, A = {Sy o}, naopak
pro paralelni systém muzeme jednoduse napsat mnozinu B = {S;__1}. Pro systém
hvézda dostaneme mnozinu™| B = {S1 4, ;i i2,-..,in € {0, 1}}. Pro systém cyklus
snadno ziskAme mnozind | A = {S;, ;i1 = .. =i =0V i1 = ... = i, = 0},
pokud se vystup ze systému nachézi mezi prvky k, k£ + 1.

0p0dle odstavee je prvni prvek centralni
Hyznageni prvkia odpovida sekci
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5 Odhad spolehlivosti pomoci simulace

Dalsim néstrojem, ktery lze pouzit ke zkouméni spolehlivosti systémii, jsou
simula¢ni metody. Ty se pouzivaji zejména pii analyze slozitych systému, kdy
nejsme schopni hledanou spolehlivost spocitat explicitné, a kdy zname rizné cha-
rakteristiky (stiedni dobu do poruchy, stiedni dobu opravy, atd.) jednotlivych
prvki, jejich propojeni, podminky za kterych povazujeme systém jako fungujici/
porouchany....

Cilem této kapitoly je namodelovat sit budovy MFF UK, Karlin a popsat jeji
spolehlivost.

5.1 Sit MFF UK, Karlin

Nejprve musime vytvoiit model sité budovy MFF UK, Karlin. Zakladni ¢asti
celého systému (sité) jsou hlavni a vedlejsi pater. Obé patete prochazeji suterénem
a 1.- 4.patrem. Ve vSech patrech (i v suterénu) je na patefi pfepinac, ktery rozvadi
signal do daného patra. V kazdém patie se tedy nachéazeji dva prepinace, a ty jsou
spolu spojeny pomoci podsystémi - cykli.

V suterénu jsou na cyklu napojeny dvé mistnosti, a to u¢ebna K11 a poci-
tacova laborator. Ty jsou reprezentovany systémem hvézda. Pro nas model to
znamenad, ze na cyklu jsou napojeny dva prepinace, ze kterych je rozvadén signal
do jednotlivych pocita¢u v téchto mistnostech.

1.- 4.patro jsou reprezentovany dvéma cykly. Na jednom cyklu jsou napojeny
prepinace, které rozvadéji signal do telefonti, na druhém cyklu jsou prepinace,
které rozvadéji signal do koncovych zafizeni. Koncova zafizeni jsou pocitace, tis-
karny, skenery a datové promitace.

V prvnim patie je do cyklu navic napojena knihovna, ktera je reprezentovina
systémem hvézda, tedy jednim pirepinacem, ze kterého vede signdl do pocitaci
uvniti mistnosti.

Signal piichazi do budovy a tedy do celé sité MFF UK, Karlin do prvntho
prepinace na hlavni patefi, v suterénu.

Na obou patetich je dohromady 10 pfepinac¢ti. V ucebné K11, v pocitacové
laboratofi i v knihovné je 21 pocitaci. Pocet telefonii v kazdém patie je 26. Déle
je v kazdém patte 30 pocitaci, 10 tiskaren a 6 skenerti, nebo datovych promitaci.

V tomto modelu piredpokladame, Ze doby do poruchy a doby oprav jednotli-
vych prvki maji exponencidlni rozdéleni. Stfedni doba opravy je pro kazdy prvek
stejnd, a to jeden den. Stifedni doba do poruchy se ovSem lisi podle toho, o jaky
prvek se jedna. Pozadujeme, aby hlavni patef byla co nejméné poruchova, proto je
jeji stfedni doba do poruchy 3 - 10° hodin. Ostatni prvky maji nasledujici stiedni
doby do poruchy:

e piepinace na vedlej§i pateii, telefony: 10° hodin
e piepinace na cyklech: 2 - 10° hodin
e koncové zafizeni: 1,5 - 10° hodin

e piepinace v ucebné K11, v pocitacové laboratofi a v knihovné: 10° hodin

Doba, po kterou simulace probih4, je nastavena na 107 hodin, coz je piiblizné
1142 let. Déle predpokladame, 7ze pti spusténi simulace jsou vSechny prvky plné
funkéni.
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5.1.1 Fungujici systém

Abychom mohli simulovat sit MFF UK, Karlin, musime nejprve definovat, kdy
systém povazujeme za funkéni a které udalosti zpisobi poruchu. V kapitole [4.1
jsme ukazali, za jakych podminek funguji zakladni systémy, a za jakych nikoliv.
Tim se budeme ridit i nadale, jen pfidame dalsi pozadavky.

Sit MFF UK, Karlin funguje pravé tehdy, kdyz funguji v8echna patra, u¢ebna
K11, pocitacova laboratoi a knihovna. Pokud néktery z téchto podsystémi pie-
stane fungovat, fekneme, 7e nastala porucha. Jednotliva patra funguji, pokud do
nich vstupuje signal a pokud funguje alesponn 35 koncovych zafizeni a 20 telefon.

Model a simulaci této sité provedeme v programu Pascal. Nejprve vytvoirime
program, ktery simuluje funkci jednotlivych systémi (sériovy systém, paralelni
systém, cyklus a hvézda). Pomoci néj vytvofime program, ktery bude simulovat
celou sit budovy MFF UK, Karlin.

5.2 Simulace jednotlivych systémii

PriloZzeny program systemy.pas simuluje spolehlivost ¢tyf zakladnich sys-
témi,tj. sériového, paralelniho, cyklu a hvézdy. Tento program obsahuje algo-
ritmy, které jsou dale pouzity pii modelovani celé sit¢ MFF UK, Karlin.

Kazdy systém v programu se sklada ze Sesti prvkia. Pro systém hvézda potom
plati, Ze prvni prvek je centralni a zbylych pét je na néj napojeno. St¥edni doba
do poruchy vSech prvki je 15 000 hodin, stfedni doba opravy kazdého prvku jeEZ]
300 hodin. Doba, po kterou simulujeme spolehlivost systému je 40 000 hodin.
Vsechny tyto hodnoty jsou uvedeny v hlavic¢ce programu jako konstanty a lze je
libovolné ménit.

5.2.1 Dilezité proménné

vvvvvv

pouzity. Diive nez za¢neme, definujme pojem zména prvku, ktery budeme pozdéji
casto pouzivat.

Definice 5.1. Prechod z fungujiciho stavu do porouchaného, nebo naopak pie-
chod z porouchaného stavu do fungujiciho, nazveme zménou prvku. |

Pprvek

Jednotlivé prvky jsou reprezentoviany dynamicky alokovanymi proménnymi.
Pprvek je ukazatel na prvni prvek v systému. Ten ukazuje na druhy prvek, ktery
ukazuje na tieti, atd. Kazdy prvek obsahuje nasledujici informace:

e Pole, které ma v prvnim radku stiidaveé ulozené délky cast, ve kterych prvek
funguje, nebo je porouchany. V druhém tadku jsou postupné ulozeny casy,
ve kterych nastala zména - prvek se porouchal, nebo byl naopak opraven.
Posledni fadek je pomocny, ukazuje, zda-li jsme jiz vypsali na vystup zménu
daného prvku v daném case.

e Poradové ¢islo prvku.

12Gtiedni doba opravy 300 hodin je velmi vysoké, nicméné jsou diky ni prvky déle opravovany
a mezi jednotlivymi systémy se objevuji velké rozdily v jejich spolehlivostech. Stfedni dobu
opravy muzeme v hlaviéce programu libovolné ménit podle potieby.
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e Pocet zmén prvku - kolikrat se celkem porouchal a byl opraven.

Index
Index je dvourozmérné pole. Uchovava si informaci o tom, které prvky v da-
ném case funguji a které nikoliv.

Poruchy
Proménna poruchy je jednorozmérné pole. Je v ni ulozena informace o tom,
které podsystémy v daném case funguji, a které nefunguji.

5.2.2 Popis programu, algoritmus

Nejprve musime vygenerovat vSechny prvky. To znamené, Ze do kazdé pro-
ménné prvek ulozime nahodny vektor X = (xy, za,..., 1), ktery se sklada z dob
do poruchy a z dob oprav, tj.

(62)

doba do poruchy i liché
XT; =
doba opravy 1 sudé.

k—1 k
Index k volime tak, aby ka <D a Zxk > D, kde D predstavuje dobu, po

i=1 i=1
kterou probihé simulace. Posledni zména prvku tedy nastane az po ¢ase D a diky
tomu lze urcit chovani jednotlivych prvki po cely interval [0,D].

Dale si do kazdé proménné prvek ulozime délky intervala [0,z4], [0,21 +
k

Tgl,..., [0, Z xi], abychom védéli, v jakém case od zac¢atku simulace nastala zména
prvku. -

Pokud méame v8echny prvky vygenerované, musime si do proménné index ulo-
7it Casy vSech zmén a seznam prvki, které po jednotlivych zménach funguji a
které jsou porouchané. Nejprve projdeme vSechny prvky a najdeme ten, u kte-
rého nastala zména jako prvni. Cas této zmény si ulozime spolecné s informaci, Ze
zména nastala u daného prvku. Pokud pfedpokladame, ze pii spusténi simulace
byly vSechny prvky funkéni, tato prvni zména implikuje poruchu daného prvku.

Cely seznam jednotlivych prvku nasledné projdeme od zacitku do konce a
podle ¢asu vyskytu poruch je budeme vzestupné radit za prvek, u kterého nastala
porucha jako prvni.

Dalsi postup je jiz jednoduchy. V proménné index jsou chronologicky ulozeny
vSechny ¢asy zmén s informaci o stavu kazdého prvku. Staci tedy stanovit po-
éadavkyE;], za kterych systém funguje a vypsat ¢asové intervaly, ve kterych byl
systém porouchany.

5.2.3 Vystup programu

Program nejprve vypise ke kazdému prvku ¢asy, kdy u néj nastala zména. Poté
vypiSe chronologicky ¢asy zmén a ¢islo 1 u prvki, které po dané zméné funguji a
¢islo 0 u prvkd, které po dané zméné nefunguji.

BPozadavky pro vybrané systémy jsou popsiny v kapitole
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Déle pro kazdy systém (sériovy, paralelni, cyklus a hvézda) program vypiSe,
po jakych zménach cely systém fungoval (1) a po kterych nikoliv (0) a ¢asové
intervaly, béhem kterych byl systém porouchany.

5.2.4 Vyhodnoceni

Simulace jednotlivych systému dle ocekédvani ukazuje, ze nejméné spolehlivy
systém je sériovy. To je dano tim, ze pfi porusSe jediného prvku pirestane fungo-
vat cely systém. Nejspolehlivéjsi je naopak systém paralelni, ve kterém béhem
simulace s vy$e popsanymi parametry vétSinou nedojde k zadné poruse. Vysle-
dek opét odpovid4 pozadavkim pro spravné fungovani tohoto systému - staci,
aby fungoval alespot jeden prvek.

Pokud jde o zbylé dva systémy, hvézda se ukazala spolehlivéjsi, nez cyklus.
Meéli bychom znovu pfipomenout, Ze spolehlivost hvézdy zavisi nejvice na jejim
centralnim prvku.

Tato simulace slouzila zejména k vytvoreni algoritmu a zakladnich systémi,
které se pouzivaji v simulaci sit¢ MFF UK, Karlin. Proto se dile zaméifme na
program simulace.pas.

5.3 Simulace sité budovy MFF UK, Karlin

Pro simulaci sité MFF UK, Karlin je vytvofen program simulace.pas Ten
pracuje analogicky jako program systemy.pas. Odlisnosti mizeme najit v celko-
vém poctu prvku a jejich intenzitach poruch - rizné prvky maji riznou intenzitu.

Jelikoz program simulace.pas zkoumad, zda funguji jednotlivé podsystémy
(CtyTi patra - telefony a ostatni koncova zafizeni, u¢ebna K11, poéitacova labora-
tof a knihovna), pouziva proménnou poruchy jinak, nez program systemy.pas.
V této proménné jsou ulozeny informace o tom, které podsystémy po zméndach
jednotlivych prvkia funguji.

5.4 Vystup

Vystupem programu jsou casové intervaly, béhem kterych byl jeden, ¢i vice
podsystémiu porouchanych. Na zavér je uveden celkovy pocet poruch, které na-
staly béhem jedné simulace.

5.5 Vyhodnoceni

V této kapitole se podrobnéji zaméfime na vystup programu simulace.pas.
Program jsme spustili sto krat, abychom zjistili praimérny vyskyt poruch. Za sle-
dované obdobi 107 hodin nastalo béhem jedné simulace primérné 421,11 poruch.
Rozdéleni téchto poruch ukazuje nasledujici tabulka.

Nejcastéji dochazi k poruse uc¢ebny K11, pocitacové laboratoie a knihovny.
Tento vysledek Ize interpretovat nasledujicim zptisobem: VSechny tii mistnosti
jsou reprezentovany systémem hvézda. Pokud tedy dojde k poruse centralniho
prvku, ktery méa stiedni dobu do poruchy pouze 10° hodin, celd mistnost piestane
fungovat.

Podivejme se dale na podsystémy, které jsou reprezentovany cyklem - jed-
notliva patra a telefony v patrech. Zde si muzeme v§imnout, 7e sit telefonu je
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typ poruchy prumérny pocet poruch | smérodatni odchylka
1. patro 18,46 4,68
2. patro 18,15 4,34
3. patro 19,5 424
4. patro 18,92 4 36
telefony v 1. patfe 10,25 3,05
telefony v 2. patre 10,48 3,07
telefony ve 3. patie 11,23 3,52
telefony ve 4. patie 11,06 3,73
pocitacova laboratoi 101,08 10,89
ucebna K11 102,68 9,63
knihovna 99,3 9,73

Tabulka 3: Priimérné po¢ty poruch za simulované obdobi 10 hodin a odpovidajici
smérodatné odchylky

spolehlivéjsi, nez sit ostatnich koncovych zafizeni. Divodem jsou rozdilné hod-
noty intenzit poruch u telefonii (10° hodin) a u ostatnich koncovych zafizenich
(2105 hodin).

Pokud nedojde k poruse prvniho prvku na hlavni pateti, do kterého je pfivadén
signal (a tedy i k poruse celé budovy MFF UK, Karlin), malokdy se setkame
se situaci, ze by bylo porouchano vice nez jedno patro. Umisténi hlavni pateie
s velmi spolehlivymi prvky a vedlejsi patefe jako zalohy ma podstatny vliv na
spolehlivost celé budovy.

Pro podrobnéjsi analyzu sité jsme také vypocitali smérodatné odchylky pocti
poruch jednotlivych podsystémi. Smérodatna odchylka celkového poc¢tu poruch,
které nastanou béhem jedné simulace, je 21,88. Hodnoty odchylek jednotlivych
podsystémi jsou uvedeny v tabulce ¢islo

Smérodatné odchylky jednotlivych poruch, i smérodatna odchylka celkového
poctu poruch jsou velmi nizké hodnoty. Neni tfeba obavat se nahlého a vysokého
vyskytu poctu poruch. Nejvétsi smérodatné odchylky jsme zaznamenali u pod-
systému typu hvézda, které jsou nejvice poruchové. Naopak malé smérodatné
odchylky maji podsystémy typu cyklus.

Na zaveér jsme jesté jednou spustili simulaci sité MFF UK, Karlin a zazname-
navali jsme ¢asy vyskytil jednotlivych poruch, které nastaly béhem prvnich 10°
hodin. éasy poruch jsou uvedeny na obrazku é&islo .

poruchy

l ®weoee oo o oo o®e LL N L X J LN} L] L] e 00 o oo LN )

L L L L I h
200000 400000 600000 800000 1000000

Obrézek 8: Vyskyty poruch

MiZeme si v&imnout, %e za prvnich 10° hodin nenastala situace, pii které
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by se objevilo vice nez jedna porucha. Obecné miizeme o simulaci ¥ici, ze takové
situace nastavaji zridkakdy. Vyjimkou jsou ¢asové intervaly, béhem kterych dojde
k poruse prvniho prvku na hlavni patefi. V té chvili je preruSen piivod signalu
do celé budovy, a proto prestanou fungovat vSechny podsystémy. Nicméné ani
k takovym porucham nedochézi ¢asto, nebot stifedni doba do poruchy prvniho
prvku na hlavni patefi je 3 - 10° hodin.

K ¢asim vyskytu jednotlivych poruch jsme navic vytvorili ¢itaci proces, ktery
je na obrazku &islo [9]

poruchy
35 f
30 f
25"
20 f
15 f

10F

S O S S R R L
200000 400000 600000 800000 1x 108

h

Obrazek 9: Citaci proces k porucham z obrazku

Simulace nam ukéazala, ze sit budovy MFF UK, Karlin je velmi spolehliva.
Priamérny pocet poruch neni vysoky, stejné jako jejich smérodatna odchylka. Vy-
znamnéjsi problém predstavuji pouze tii podsystémy - uc¢ebna K11, pocitacova
laboratoi a knihovna. Jejich centralni prvky jsou méné spolehlivé a diky tomu
u nich dochazi k castéjsim porucham. Zde by se mélo vytesit zalohovani prave
centralnich prvku.
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6 Zaver

Teorie spolehlivosti se pouziva zejména k progndze a optimalizaci bezporu-
chového provozu nejriznéjsich systémi, napiiklad zarovek, béznych domécich
spotifebic¢u, automobili, stavebnich stroju, atd. Velmi ¢asto pozadujeme vysokou
spolehlivost vyrobku, ale miizeme se setkat i s vyrobky, u kterych je nastavena
spolehlivost jen po urcitou dobu.

V této praci byly popsany zakladni pojmy a metody, pouzivané v teorii spo-
lehlivosti. Byly vysvétleny pojmy, jako jsou porucha, doba do poruchy, funkce
spolehlivosti, stfedni doba do poruchy, intenzita poruch a vanova kiivka spo-
lehlivosti. Také jsme ¢tenare sezndmili s exponencialnim, Weibullovym a gama
rozdélenim a s jejich pouzitim ve spolehlivosti systémi. Dalsi ¢ast prace se zabyva
analyzou zakladnich systémii, se kterymi se ¢asto setkavame. K tomuto tcelu byla
pouzita metoda Booleovych algeber a Markovovy fetézce.

Posledni ¢ast prace byla zaméfena na simula¢ni metody. Byly vytvoreny dva
programy - systemy.pas a simulace.pas. Program systemy.pas simuluje spo-
ovSem simulace.pas. Ten modeluje spolehlivost budovy MFF UK, Karlin. Oba
programy jsou zde popsany, u programu simulace.pas jsme se podrobné&ji zamé-
fili na jeho vystup. Vyvodili jsme zavér, ze sit budovy MFF UK, Karlin muzeme
povazovat za spolehlivou.
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7 Apendix

Definice 7.1. Necht {X,,,n € Ny} je homogenni Markoviv fetézec s diskrétnim
¢asem a mnozinou stavi S. Reknemeg ze stav j je dosazitelny ze stavu ¢, jestlize
C o on n) . o

existuje n € Ny tak, ze pj; > 0, kde p;;” = P[X,, = j | Xo =1].

|
Definice 7.2. Neprazdna mnozina stavii C' se nazyva uzaviend, jestlize zadny
stav vné C' neni dosazitelny z zadného stavu uvnitt C'. Uzaviend mnozZina stavi
C' se nazyva nerozlozitelna, jestlize neobsahuje zaddnou uzavienou vlastni pod-
mnozinu.

Definice 7.3. Markoviv fetézec se nazyva nerozlozitelny, jestlize kazdy jeho stav
je dosazitelny z kazdého jiného stavu, t.j. neexistuje v ném jin4 uzavieni mnozina
nez mnozina vSech stavi. V opa¢ném piipadé je fetézec rozlozitelny.

Uvazujme posloupnost ¢asovych okamziki Ji, Js,..., v nichz dochézi k precho-
diam mezi stavy fetézce { Xy, ¢ > 0}, a definujme posloupnost

Yo = Xo

Y,=X;, n=12,.. (63)

Je-li J,, = oo, definujeme Y, =Y . Vzhledem k tomu, Ze J,, jsou Markovské
¢asy, jsou Y, nahodné veli¢iny (plyne z véty 3.7., Praskové, Lachout, Zaklady
néhodnych procesu, str. 79). Dale lze ukézat, ze {Y,,n € Ny} je homogenni
Markovuv fetézec s diskrétnim ¢asem a mnozinou stavi S = {0,1,2,...}. Retézec
{Y,,n € No} se nazyva vnoreny diskrétni Fetézec procesu {X;,t > 0}.

Definice 7.4. Necht {X;,t > 0} je Markovav fetézec se spojitym ¢asem, mno-
Zinou stavi S a matici pravdépodobnosti prechodu P(t),t > 0. Vektor n = {n; >
0,7 € S} takovy, ze

NPt =n", teT (64)
se nazyva invariantni mira procesu {X;,¢t > 0} na S vzhledem k {P(¢),t > 0}.

Pravdépodobnostni rozdéleni 7 na S, které splhuje (43), se nazyva staciondrni
rozdeéleni daného Tetézce.

Definice 7.5. Pravdépodobnostni rozdéleni a = {a;,i € S} na S se nazyva
limitni rozdélent, jestlize pro kazdé 7,j € S plati

t—o00

Véta 7.1. Pokud existuje limitni rozdéleni Markovova fetézce, je to stacionarni
rozdéleni.
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Diikaz. Praskova, Lachout, Zaklady nahodnych procesi, str. 90.

Pozndmka 3.4. Je-li S konecna a vnofeny Tetézec nerozlozitelny, je >, -« i vZdy
kone¢na, stacionarni rozdéleni 7 v fetézci { X, t > 0} existuje a lze ho urcit jako
feSeni rovnice

7TTQ = OT, (66)

které splituje podminky 7; > 0 pro viechna j € Sa 3, om; = 1.
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