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Uvod

Tato prace se vénuje teorii derivace a integrace neceloc¢iselného fadu, nékdy
souhrnné oznacované jako zlomkovy kalkulus. Ackoli vznik tohoto oboru byl mo-
tivovan ¢isté matematickymi pohnutkami, fada praci se vénuje i praktickym apli-
kacim. Pouziti ve fyzice obecné se vénuje napt. [9] a [16, str. 17 nn]. Problematice
diftze a ji podobnych procestu jsou vénovany prace [1], [2], [3], [4], [8], [15], [16]
a [20]. Vyuzitim v teorii viskoelasticity se zabyvé kniha [18]. Rozsahly vycet praci
pojednévajicich o rozlicnych aplikacich lze nalézt v [6]. Existuji samoziejmé i ¢isté
matematické aplikace. Nékteré z nich jsou uvedeny v [20] a také v [7], kde 1ze navic
nalézt mnozstvi odkazu na dalsi matematicky zaméfené prace.

Cilem prace je shrnuti zakladu teorie necelo¢iselnych derivaci, nékterych jeji
aplikaci a popis algoritmu pouzivanych k numerické aproximaci.

V Kapitole 1 uvadime velice stru¢nou historii této teorie. Rozsahlosti oboru
a jeho vyvoje je znacnd, ale neni cilem této prace podat jeho vycerpavajici
prehled. Pii rozhodovani, které osobnosti a jejich piinosy do naseho kratkého
vyctu zatadit, pro nas byly dulezité dvé veéci. Zaprvé jednoduchost matematické
teorie potfebné k porozumeéni danému piistupu k problematice a zadruhé aby
tento pristup mél néjaky uzsi vztah k té casti teorie necelociselnych derivaci,
kterou se v nasi praci zabyvame.

Kapitoly 2 a 3 jsou vénovany teorii klasické derivace a integrace a nékterym
specidlnim funkcim. Ne vSechny véty zde dokazujeme, ale u hlubsich vét uvadime
odkaz na literaturu, kde lze tyto véty casto i s dukazem nalézt. Na poznatky
zde uvedené pak navazeme v Kapitole 4, ktera se vénuje neceloc¢iselnym deri-
vacim. Podrobnéji se vénujeme Riemann-Liouvilleové derivaci a integrilu a to
zejména pro jejich matematickou jednoduchost. Déle uvddime definici Capu-
tovu a Griinwald-Letnikovovu a nékteré jejich zakladni vlastnosti vcetné toho,
za jakych podminek se shoduji s definici Riemann-Liouvilleovou.

V Kapitole 5 spocitame Riemann-Liouvilleovy integraly a derivace nékterych
zakladnich funkcich. Kromé toho pocitame necelociselné derivace bazovych funkci
pouzivanych v metodé kone¢nych prvkia. V budoucnu bychom se této metodé
chtéli hloubéji vénovat a pouzit ji k feseni i necelociselnych diferencidlnich rovnic.

Posledni Kapitola 6 je vénovana numerické matematice. Konkrétné popiseme
dva algoritmy pro aproximaci Riemann-Liouvilleovy derivace. Jeden je zalozen
na Griinwald-Letnikovové definici a druhy na Riemann-Liouvilleové. Nésledné
oba algoritmy otestujeme na nékolika funkcich, pro které se obé definice shoduji,
a pocitame jejich efektivitu.



Kapitola 1

Historie necelociselné integrace
a derivace

Népad zobecnit operaci derivace (d%,)n i pro necelociselné n je stejné stary jako

kalkulus sam. Uz G. W. Leibniz, jeden ze zakladatelu diferencialni a integralniho
poctu, se zabyval myslenkou, jak tuto operaci interpretovat pro hodnotu n = %
Jim navrhované feseni vSak vedlo k paradoxu, [16]. Kromé mnoha jinych matema-
tiku prispél k pokroku L. Euler, ktery pouzil Gama funkci k definici necelociselné

derivace pro funkce tvaru z?, konkrétné
d\“ rB+1) _
—_ p—_— ) o 1.1
<dx) . F(ﬁ—a+1)x ’ (1.1)

kde o i 8 jsou redlna cisla. Nabizi se tak moznost definovat necelociselné derivace
pro vSechny funkce vyjadfitelné mocninou fadou.

Jiny zpusob, ktery pouzil J. Liouville, je vyjit ze vztahu pro derivaci expo-
nencialni funkce a definovat

(%)a ) =3 aped, (1.2)

k

pro v8echny funkce vyjadritelné fadou exponencial

flz) ~ Z e
k

Na zakladé této definice Liouville odvodil vztah pro funkce tvaru z=*

( d )“z_ﬁ _ ED)E+a) (1.3)

dx L(B) x+e
Avsak tyto pristupy se vzajemné lisi. Napi. pro funkci e a o = —1 je podle
Liouvilleovy definice
d\~ [,
— et =e" = dt

ale podle Eulerovy definice je



Pomoci integrélu lze pro o = —1 zapsat i vzorec (1.1)

d\! x6+1
() =2 [
0

a vzorec (1.3)

—+o0 x
d\ ! xi=P
— = =— [y Pdy= [ y Pdy.
<dx)x -5 /yy/yy

x —00

Je tedy vidét, ze rozdilnost definic souvisi s dolni mezi integrace. Tak tomu je
i pro realnéd «, jak ukazeme v Kapitole 5.

Liouville déle definoval derivaci fadu « jako limitu diferen¢éniho podilu 65 f /h%,
kde o5 je diference necelociselného radu. Nijak vic se vsak této myslence nevénoval.
Dﬁkladné byla tato moinost prozkouméuna az Griinwaldem a Letnikovem. Dulezité

Poslednlm matematikem, jehoz préci v tomto ivodu zminime, je Riemann,
ktery pro obecnou funkci f a o < 0 definoval

—an

(%)af(x> N F(ia) k/x (z — o +1dt i ZK —a—n+1) 4

Strucné vysvétleni jeho definice lze nalézt v [16]. Az na tzv. komplementarni
funkei reprezentovanou nekone¢nou sumou se definice (1.4) schoduje s Riemann-
Liouvilleovou definici z Kapitoly 4. Jak se k tomuto soucasnému tvaru dospélo je
popsano v [23].

Podrobnéjsi popis, mnozstvi jinych definic i neddvnou historii 1ze dohledat
napi. v [7], [16], [20] a [23].




Kapitola 2

Potrebné zaklady teorie derivace
a integrace

V této kapitole shrnujeme dobfe znamé vysledky z teorie derivace a Lebesgue-
ova integralu, které budeme potiebovat v Kapitole 4 o necelo¢iselnych derivacich.
Pro nas zamér nejdulezitéjsi jsou vlastnosti absolutné spojitych funkci a Cau-
chyuv vzorec pro vypocet n-ndsobného integralu. V obou téchto ptipadech bu-
deme uvazovat omezené intervaly.

2.1 Fubiniho véta

Fubiniho vétu lze vyslovit v ruznych urovnich abstrakce, pro nase potieby
vSak bude stacit nasledujici ,,pocetni* formulace.

Véta 2.1 (Fubiniho véta). Necht Qy = [a,b], Qs = [c,d], —00 < a < b < +o0,
—o00 < c<d< +oo anecht f(x,y) je mérFitelnd funkce definovand na Qy x Q.
Pokud alespon jeden z integrali

//f(x,y) dy da, // f(@,y) dady, //f(fc,y) dz dy (2.1)
Q1 Qo Q1xQo Q2
je absolutné konvergentni, pak si jsou navzdajem rovny.

Diikaz. Lze najit v ucebnicich matematické analyzy, napt. [14] nebo [22]. Zde
uvedené znéni je pievzato z [7]. O

Pozndmka. Absolutni konvergenci dvojnasobného integralu rozumime

//|f($7y)| dy dz < +00.

Q1 Qo

Pouha konvergence dvojnasobného integralu k zaméné poradi integrace nestaci
(viz [22, str. 186]).

Jednoduchym dusledkem Fubiniho véty je tzv. Dirichletuv vzorec platny pro in-
tegraci ptes trojuhelnik.



Dusledek 2.2 (Dirichlettuv vzorec). Bud —oo < a < b < +oo a necht g(z,y)
je méritelna funkce definovand na [a,b]z. Potom

/b/xg(x,y)dydx:/b/bg(x,y)dxdy, (2.2)

pokud alesponi jeden z obou integrdlu je absolutné konvergentni.

Dukaz. Definujme pomocnou funkei f(z,y) = x(z,y)g(x,y), kde

1 pokud a <y <z < b,
x(z,y) = .
0 jinak

a oznacme €y = Qs = [a,b]. Funkce x je ziejmé méfitelnd a proto muzeme
dvojnasobné integraly z (2.2) psat pomoci funkce f jako

T

j/gxy@m_//fxyww -

Q1 Q2

jjgxymw_//fxymw -

Q2

Protoze také plati

//wxy|@¢wi//vxy|@¢r (2.5)

Q1 Qo

//Igwyldxdy—//lfxyldxdy, (2.6)

Qo

je diky predpokladum véty alespon jeden dvojndsobny integral z funkce f abso-
lutné konvergentni. Pouzijeme-li tedy na funkci f Vétu 2.1, je vzhledem k (2.3)
a (2.4) tvrzeni dokézano. O

2.2 Konvoluce funkci

Pojem konvoluce neni v nasi praci nijak stézejni, vysta¢ime si pouze s definici
a zakladni podminkou pro existenci.

(f ) ( /fx—

Véta 2.3. Jsou-li f,g € L' (R), potom pro skoro vsechna x € R plati

/|fx— y)| dy < +oo.



Pro tato x definujme
+oo
(F+9) @) = [ flo=y)aly)dy

Pak je (fxg) € L' (R) a

Nf*gllow < fllow gl -
Diikaz. Lze najit v [22, str. 191]. O

2.3 Absolutné spojité funkce

V Kapitole 4 pti definovani derivace neceloc¢iselného tadu, pro nas bude vycho-
diskem vztah klasické derivace a integralu. Uvadime zde proto tzv. zakladni vétu

spojitych funkci.
Véta 2.4. Pro funkci ¢ € C'[a, b] je

T

d
o e(t)dt = p(x), pro vSechna x € |a,b]. (2.7)
x
Diikaz. Viz [13, str. 49, 50]. O

Véta 2.5. Pro funkci o € L' [a,b] je

T

d
o o(t)dt = ¢(x), pro s.v. x € [a,b]. (2.8)
Diikaz. Viz [14, str. 190]. O

Derivace je tedy operace inverzni k integraci. AvSak rovnost [*¢/(t)dt =
¢(z) vzdy neplati, napifklad je-li p(a) # 0. Obecné se [ ¢/(t) dt lisf od ¢(x)
o libovolnou funkei 9 (x) takovou, ze ¥'(x) = 0. Uvazujeme-li derivaci ve vsech
bodech, je nutné ¢ konstantni (napi. [11]). Ale zeslabime-li rovnost pouze na s.v.
body, situace se zméni. Existuji spojité nekonstantni funkce(viz [12]), které maji
s.v. derivaci rovnou nule. Absolutné spojité funkce jsou pravé ty, pro které plati

2@ (t)dt = o(x) — ¢(a).

Definice 2.1 (Funkce absolutné spojitd). Funkci f:|a,b] — R nazveme absolutné
spojitou na intervalu [a,b], pokud pro kaidé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze
pro kaZdy konecny soubor navzdjem disjunktnich intervalt [ag,by] C [a,b], k =
1,2, ..., n, splaugici Y, (by — ax) < 0, plati Y |f(bx) — flax)| <e.
k=1 k=1
Prostor vsech téchto funkci znac¢ime AC |[a, b].

Poznamka. Je ihned vidét, ze absolutné spojité funkce jsou spojité.



Véta 2.6 (Charakterizace prostoru AC [a, b]). Funkce f patii do AC [a,b] prdve
tehdy, kdyz existuje o € L' [a,b] a konstanta ¢ € R takovd, Ze

T

fla) = / p(t)dt + c.

a

Diikaz. Obé implikace jsou obsahem vét 84, 91, 92, 93 a 94 obsazenych v [14]. O

Pozndmka. Zduraznéme, ze podle Véty 2.5 je ¢ = [’ s.v. v [a,b] a Ze ziejmé

c = f(a).

Nasledujici definice a véta jsou piimym zobecnénim Definice 2.1 a Véty 2.6
pro derivace vyssich radu.

Definice 2.2. Oznac¢me AC"™[a,b], n € N, prostor vsech funkci f:[a,b] — R,
které maji spojité derivace aZ do Fddun — 1 a sphiugi f®~9 € AC [a,b].

Poznamka. Je-li ¢ € AC™[a,b], je téz ¢ € Cla,b]. Pro n = 1 jsou definice
prostoru AC! [a,b] a AC [a, b] naprosto stejné a absolutné spojita funkce je téz
spojitd. Pro n > 2 méa funkce ¢ v kazdém bodé intervalu [a, b] vlastni derivaci,
takze je spojitd, [11, str. 213].

Véta 2.7 (Charakterizace prostoru AC™ [a, b]). Funkce f patii do AC™ [a, b] prdvé
tehdy, kdyz existuje o € L' [a,b] a konstanty ¢, e R, k=1, ... ,n—1, takové, Ze

Tn—
n—1 n—1

f(:):):/x7... / gp(xn)dxndzn_l...dxl+;ck(:):—a)k. (2.9)

Plati, ze o = f™ s.v. v [a, b] ack:%, k=1,...,n—1.

Diukaz. Budeme postupovat indukci podle n € N. Platnost tvrzeni pro n = 1
plyne z Véty 2.6 a pozndmky pod ni. Necht tedy tvrzeni plati pro k € {1, ...,n—
1} a dokazujme piipad k = n.

Nejprve predpoklddejme, 7ze f € AC™[a,b]. Pak ziejmeé f' € AC"'[a,b],
takze podle indukéniho predpokladu je f™ = (f)=Y € L' [a,b] a lze psat

T x1 Tn—2 n—2 N (k)
F(2) = / / / (YD (1) dan s dxn_2...dx1+zg)]€#(1’—a)k.
a a a k=0 ’

Z definice prostoru AC™ [a, b] taky vime, ze funkce f ma spojitou prvni derivaci.
Takze funkce f je lipschitzovska a tedy i absolutné spojita. To lze ovérit snadnym
vypoctem piimo z definice absolutni spojitosti. Plati proto, podle Véty 2.6 a na-



sledujici poznamky,

:]f’(t)dt+f(a)
— // y 71(f’)(”‘1)(:rn) da, dzy_y ... day

n—

(k+1)
+Z o @0+

// /f (xy) dzy, dzy_q .. dx1+zf :)s—a)k,

coz jsme méli ukéazat.
Na druhou stranu predpokladejme, ze funkeci f 1ze psat ve tvaru (2.9). Jedno-
duchymi tpravami dostavame

Tn—1

/ / / () de, dey_q ... dzy +

Tn—1

// / () do, dzy_q ... day —i—/ key, (1 — a)k_1 dxq + ¢

=1

>_A

e (z—a)f

(]

e
i

0

>_A

=

:/w x1) dzy + co,

kde

xr1 Tn—1 n—1
P(xy) = / . / o(zy)de, de, 1 ... dzy + Z key (x1 — ot)k_1 )
a a k=1

Nebo-li vyjadieno v jinych proménnych

T 1 Tn—2 n—2
= // . / o(Tp_1)de,_1de,_o...dzy + Z k+1)ckr (x— a)k )
a a a k:()

Podle indukéniho piedpokladu je tak 1 € AC™ ! [a, b], z EehoZ plyne jeji spojitost
a tudiz i integrovatelnost. Podle Véty 2.4 pak je f' = v vsude v [a, b], takze podle
definice je f € AC" [a, b]. O

Pro snadnéjsi praci s funkcemi z prostoru AC [a, b] a AC™ [a, b] uvddime jejich
zakladni vlastnosti.

Véta 2.8. Necht funkce f a g jsou absolutné spojité v intervalu [a,b]. Pak i funkce
\f|, f£g, f-g jsou absolutné spojité v [a, b] a je-li navic funkce ; omezend v |a, b,
je i % absolutné spojitd v [a, b).

Je-li funkce f absolutné spojitd na intervalech [a,c] a [c,b], pak je f absolutné
spojitd na celém intervalu |a, b].



Diikaz. Lze najit v [12, str. 199-200]. O

Véta 2.9. Necht funkce f, g € AC™[a,b]|, Pak i f + g patii do AC™[a,b].
Je-li f € AC" [a,c] N AC™ [c,b], pak f € AC™[a,b].

Dukaz. Prvni ¢ést tvrzeni plyne z Véty 2.6 o reprezentaci funkci z prostoru
AC" [a, b].

K dukazu druhé c¢ésti je treba podle definice ovérit, ze funkce f ma derivace
az do fadu n — 1 spojité na intervalu [a,b] a ze f"~Y € AC [a,b]. Absolutni
spojitost (n — 1)-vé derivace plyne z Véty 2.6 a spojitost prvnich (n — 1) derivaci
z obdobného tvrzeni pro spojité funkce, viz [11]. a

2.4 Cauchyuv vzorec pro vypocet n-nasobného
integralu
Pfi definovani integralu neceloéiselného fadu pro nas bude vychodiskem vzorec
pro vypocet n-nasobného integrélu.

Véta 2.10 (Vypocet n-ndsobného integralu). Bud —oco < a < b < 400, ¢ €
L'[a,b] an € N. Pak

Tn—1 x

/x? . / o(x,) do, dz, ... doy = ﬁ/(z " () dt,  (2.10)

b

/b/b / w(xn)dxndxn_l...dxl:ﬁ/b(t—x)"_lgp(t)dt, (2.11)

n—1
pro vSechna x € [a,b].

Dukaz. Dokazeme jen (2.10), druhd rovnost se dokazuje analogicky. Budeme po-
stupovat indukei podle n.

Pro n = 1 rovnost (2.10) zfejmé plati.

Bud n € N libovolné a predpoklddejme, ze (2.10) plati pro vSechna k €
{1,...,n—1}. Zvolme néjaké pevné z € [a, b] a pravou stranu integrujme per par-
tes

(2.12)
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Protoze plati odhady

b| t b

[|[sraslae< [ [ ava

a a a

b

S//blw(T)\ detS(b—a)/b\w(T)ldr<+oo,

a

je funkee f(t) = [l o(r)dr prvkem L' [a,b]. Mizeme tedy pouzitim indukéniho
predpokladu prepsat posledni vyraz v (2.12) jako

ﬁ/x(x—t)"—Qf(t) dt = // 72f(a:n_1)dxn_1 Az, o ... dx;

://.../(p(T)de!L’n_l...de’l.

Protoze na pojmenovani integracnich proménnych nezalezi, je timto tvrzeni do-
kazano. 0
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Kapitola 3

Integralni funkce

V prubéhu budovani teorie necelo¢iselnych derivaci nebo poéitani konkrétnich
prikladu se budou vyskytovat nékteré integraly, které nejdou zapsat konecnou
kombinaci elementarnich funkeci a zakladnich operaci. Kvuli vétsi prehlednosti
zde pro né zavadime jména a znaceni a dokazujeme nékteré jejich vlastnosti.

3.1 Gama funkce

VVVVVV

zobecnénim faktoridlu pro redlnd ¢isla (s vyjimkou celych zadpornych ¢isel a nuly).
Pro kladna redlna cisla definujeme Gama funkci takto.

Definice 3.1. Gama funkce je definovand vztahem

+oo

I(s) = /xs_le_:”dx

0
pro s > 0.
Pii vypoctech vyuzijeme i tzv. dolni netiplnou Gama funkci.

Definice 3.2. Dolni neiplna Gama funkce je definovand vztahem

xT

(s, x) = /xs_le_:” dz

0

pro s > 0.

Jak je popsano napf. v [14, str. 685], d4 se Gama funkce definovat i pro

VVVVVV

vlastnost Gama funkce.
Véta 3.1. Pros # —1, —2, ... je
[(s+1) =sI'(s).

Diikaz. Viz [14, str. 286]. O
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Dveé specidlni hodnoty Gama funkce, které budeme potiebovat, jsou
1
=1, T <§> = /7. (3.1)
Prvni z nich se snadno ovéii piimym vypoétem, pro druhou se odkazujeme na |7,
str. 16]. Z predchozi véty pak indukei plyne véta nasledujici.
Véta 3.2. ProneN, s> —-nas#—1, =2, ..., —n plati

I(s+mn)

M) =550, GrnD

T(n) = (n—1)1.

Celociselné diference, viz Sekce 4.4, jsou definované pomoci kombinac¢nich
¢isel. Pii definovani diferenci necelociselného tadu proto vyuzijeme rozsitené de-
finice kombinaéniho ¢isla a hlavné jeho vyjadieni pomoci Gama funkce.

Definice 3.3 (Kombinaéni ¢islo). Pro a € R a k € N definujeme binomicky
koeficient jako

ay  (a)(a=1)...(a=k+1)
(%) 0
Ddle definujeme

(g) ~1. (3.2)

Kombinaé¢ni ¢islo 1ze zapsat pomoci Gama funkce.

Véta 3.3. Proa € R\ Z a k € Ny plati

k =

(a)_ D(a+1) (-1 r(k-a)
S T(a—k+DI(k+1) T(—a)(k+1)

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle k. Pro k = 0 obé rovnosti plati. Necht
prvni rovnost plati pro k — 1. Podle definice je

Vyuzitim indukéniho predpokladu a Véty 3.2 dostavame

(a)_ [a+1) a—k+1 [a+1)
k) T(a—k+2)T(k) &k S Tla—k+1I(k+1)
takze prvni rovnost je dokazana.

Predpokladejme, ze druha rovnost plati pro & — 1. Opét podle indukéniho
predpokladu a Véty 3.2 je

<a>:<<y)QJNk—1—a):c4ﬁ*r@—1—ay(eu@—1_a)
RS AR ] k F(=a)l (k) k
_ (D Tk - o)
D(—a)l(k+1)
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3.2 Beta funkce

Dalsi integralni funkci, kterou budeme potiebovat, je Beta funkce.

Definice 3.4. Beta funkce je definovand vztahem

1

B(p.q) = / (1 - 2) da

0
prop>0aq>0.
Casto budeme vyuzivat nésledujici vztah mezi Beta a Gama funkei.

Véta 3.4. Prop >0 a g >0 plati

I'(p)L'(q)
L(p+q)

Diikaz. Lze najit napi. v [14, str.261]. a

B(p,q) = (3-3)

3.3 Bohmerovy a Fresnelovy integraly

Posledni z netrividlnich funkci jsou Béhmerovy a Fresnelovy integrély.

Definice 3.5. Bohmerovy integraly jsou definovany ndsledovné

+00 +00
BS(a,x) = / t*tsin(t)dt, BC(a,z)= / t*leos(t)dt, a<1.

Oznacme
bs(a, x) = /to‘_l sin(t)dt, be(a,z) = /to‘_l cos(t)dt, a < 1.
0 0

Definice 3.6. Fresnelovy integraly jsou definovdny ndsledovné

T T

FS(z) = /sin(tz)dt, FC(x) = /cos(t2)dt.

0 0

Poznamka. Pouzitim substituce t = \/gu ziskame jiny, také casto pouzivany tvar
Fresnelovych integralu

z \/gx
. 2 N z . z 2
/sm(t )dt = \/g / sm(2u ) du,
0 0

/wcos(t2)dt:\/g / cos(Zu?) du.

0
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Budeme pottebovat znat hodnotu Bohmerovych integrala v nule.

Lemma 3.5. Plat?

BS(a,0) = [(a) sin(%) , BC(a,0) =I(a) cos(%) . (3.4)

Diikaz. Viz [19]. O
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Kapitola 4

Necelociselné integraly a derivace

Jak jiz bylo zminéno v Kapitole 1, existuje vice moznosti, jak zavést deri-
vace necelociselného tadu. V této kapitole se zabyvame pouze nékolika definicemi
pro realné funkce redlné proménné, konkrétné funkcemi definovanymi na ome-
zeném uzavieném intervalu. Jsou uvedeny zakladni vlastnosti Riemann-Liou-
villeovy, Caputovy a Grinwald-Letnikovovy derivace a jsou uvedeny podminky,
za jakych se shoduji. Nékteré dalsi definice nebo zobecnéni na funkce vice pro-
ménnych lze nalézt napt. v [7].

4.1 Riemann-Liouvilletv integral

Je znamo, ze derivace a integrace jsou za urcitych podminek navzajem inverzni
operace. Je-li napifklad funkce ¢ € L' [a, b], plati

T

% o(t)dt = p(x) pros.v. x € [a,b]. (4.1)
Z tohoto vztahu vyjdeme a zavedeme nejdiive integral necelociselného fadu jako
zobecnéni n-nasobného integralu. Necelociselnou derivaci se pak pokusime defi-
novat tak, aby platila analogie (4.1) pro funkce ¢ z néjaké vhodné tiidy funkei.

Ve 4. kapitole jsme dokéazali Vétu 2.10, podle které lze n-nésobny integral
funkce o(x) € L!'[a,b] potitat jako obycejny integral s vahou. Nahradime-li
v (2.10) (resp. (2.11)) faktoridl gama funkei podle (3.2), ziskdme vzorec platny
i pro n > 0 redlna. Je proto prirozené, definovat integral necelo¢iselného tadu
nasledovneé.

Definice 4.1 (Riemann-Liouvilletiv necelo¢iselny integral). Nechf —oo < a <
b < +oo, a >0, a méjme funkci ¢:[a,b] — R. Integrdl

T

(12:0) 1) = 7 [ ot we o 12

rx—t




nazyvame levy, resp. pravy Riemann-Liouvilleuv necelociselny integral funkce ¢
radu a.

Integral (4.2) (resp. (4.3)) se oznacuje jako levy (resp. pravy), protoze jeho
hodnota je zavisld na chovani funkce ¢ pouze nalevo (resp. napravo) od bodu z.
Muzeme vSak uvazovat libovolnou kombinaci obou téchto integréalu, ktera by pak
zohlednovala chovani funkce ¢ v celém intervalu [a, b]. Dulezité piiklady takové
kombinace jsou integraly

(1°9) () = —

2 cos(am/2)
<memziﬁéagukwﬂ> (o) (), a#246, ..

((12¢) (z) + (I7-9) (x)), a#1,3,5, ...,

nalézt v [7, § 12].
Mezi levym a pravym integralem plati nasledujici jednoduchy vztah.

Lemma 4.1. Proa <z <b,a <t <b plati

(Ig0) (a+b—x) = (I}-0) (x) (4.4)

(Ioy) (a+b—x) = (I34) (), (4.5)
kde

pokud alespon jedna strana v kazZdé rovnosti md smysl.

Dukaz. Provedeme dukaz pouze prvni z rovnosti, druha by se dokazala obdobné.
Po rozepséni pravé strany (4.4) a substituci 7 = a + b — t dostdvame

b
¢a+b—t
I dt
(b F () / (t —
1 at+b—zx ( )
o(T
= dr = (I3 a+b—x),
I'(a) / ((a+b—xz)—7)"° (o) ( )
coz bylo dokazat. O

Pozndmka. Tento vztah muzeme formalné zapsat pomoci operatoru ,zrcadleni®
(Qp) (x) = pla +b—x) jako

QI =" Q, QL. =15,Q, L' =QI;Q.

Jesté nebyla zodpovézena otazka, pro jaké funkce ¢ jsou integrély (I +gp) (x)
a (If ¢) (z) v intervalu [a,b] vibec definovéany. Ziejmé, pokud a > 1 a ¢ €
L' [a, b], jsou oba integraly konvergentni pro vSechna z € |[a,b], protoze funkce
|(z — t)o‘_l‘ je spojitd a nabyva tak na [a,b] svého maxima. Neni vSak na prvni
pohled jasné, bude-li podminka ¢ € L'[a,b] stacit i v pifpadé 0 < a < 1.
Nasledujici véta iika, Ze ano, spokojime-li se s konvergenci I3 ¢ a I} ¢ pouze
pro skoro vechna x € [a,b].
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Véta 4.2. Bud o > 0 a necht ¢ € L' [a,b]. Pak integrdly (I¢.¢) (z) a (I;-¢) (z)

konverguji pro s.v. x € [a,b]. Navic I ¢ a I ¢ jsou samy proky L' [a,b].
Diikaz. Prevzaty z [6, str. 14]. Integral (I%,¢) (z) muzeme zapsat pomoci kon-
voluce jako

1 o _LJFOO T — —L * T
@/(I—t) @(t)dt—r(a)_é f( t>g(t>dt_F(a) (f *xg) (),

ue ! pro 0 < u < b—a,
flu) = { -
0 jinak
o(u) pro a <u < b,
0 jinak.

Z konstrukce obou funkef je ihned vidét, ze f,g € L' (R). Pouzitim Véty 2.3
pak dostévéme, ze (I2,¢) (z) konverguje pro s.v. z € [a,b] a je prvkem L' [a, b].
Diky Lemmatu 4.1 staci dikaz provést jen pro 12, ¢. Je-li totiz p(t) € L [a, b],
jeiw(t) = ¢la+b—1t) € L'[a,b]. Pak podle pravé dokdzaného je funkce
f(z) = (I¢0) (z) definovand pro s.v. z € [a,b] a f(z) € L' [a,b]. Podle (4.5)
je (I~¢) (z) = f(a+b— x), z cehoz plyne platnost tvrzeni pro I . O

Nadale se budeme zabyvat vyhradné levym Riemann-Liouvilleovym integra-
lem. Pislusné tvrzeni pro pravy Riemann-Liouvilleuv integral jsou obdobné a sna-
dno se dokazi pomoci Lemmatu 4.1.

Priklad. Spoctéme levy a pravy Riemann-Liouvilleuv integral dvou jednoduchych
funkei o(z) = (z —a)” a o(z) = (b—z)”, kde 8 > —1.

a _aﬁ_ 1 r (t_CL)B
]a-l- (ZL’ ) - P(Oé)/(l‘—t)l_a de.

a

Pouzitim substituce t = a + 7 (z — a) prejde integral na tvar

a (g q) = 1 1 TB(I_G)B Tz —a)dr
Ia—l—( ) F(Q)O/(x—a)l_a(l—T)l_a( )d

(SL’ . a)a-‘rﬁ L

=T /75 (1—7)"dr

0

Z Definice 3.4 Beta funkce a z Véty 3.4 o vztahu Beta a Gama funkce dostdvame

(SL’ . a>a+5
I(a)

_ @™ TU4 @) TUEH) (oo

I'(a) T(l4+a+p) TAd+a+p) ’

12, (x—a)’ = B(1+8,a)
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Pravy Riemann-Liouvilletv integral funkce p(z) = (b— z)” spoéteme snadno
pomoci Lemmatu 4.1.

I (b—a)" = QI (z—a)
_ (1+5) _aa-I-B_ P(l‘l'ﬁ) _xa-i-ﬁ
_Qm@ ) _r(1+a+5)(b .

Pti definovani integralu necelociselného radu jsme vysli ze vzorce pro n—nzisob—
ny integral, ktery lze chapat jako n-tou mocninu operatoru I : ¢(z) — f
Bylo by dobré, kdyby se Riemann-Liouvilletiv integral choval jako ,,nece1001selna
mocnina“ /. Tim myslime, ze by mél podobné vlastnosti jako redlné mocniny
¢isel. Tedy, aby pro kazdou funkci ¢ platilo I%I%p = I*Py a aby zobrazeni o
1%y bylo spojité. Skutecné, Riemann-Liouvilleuv integral ma obé tyto vlastnosti,
na rozdil od necelociselné derivace (Sekce 4.2).

Véta 4.3. Bud o> 0, 3> 0 a necht ¢ € L*[a,b]. Potom s.v. v [a,b] je
1210 =157 (4.6)

Dikaz. Ptevzaty z [6, str. 14]. Z definice je

(12 1e0) () = m / / (x—t)li(z—f)l—ﬁ drdt.

Podle Véty 4.2 tento integral konverguje absolutné pro s.v. x € [a,b] (staci apli-
kovat vétu na funkci |p|). Pro tato x muzeme pouzit Dusledek 2.2 a prohodit
poradi integrace, ¢imz dostavame

<[°‘ fm@)( // x—tlgoa(zt) = —dtdr (4.7)

o e
—r<a>r<ﬁ>/*@<>/< DNt —7) T dtdr. (48)

a T

Vnitini integral snadno spoc¢teme nasledujicim postupem. Nejprve pouzijeme sub-
stituci t = 7 + s (z — 7), pak Definici 3.4 a nakonec Vétu 3.4, takze mame

T 1

/ (x— 1 (=) dt = (g — )t / (1— )" s dt

— (1 — 11 B — (g — )OFA1 L(a)l'(B)
= (o =)™ Bl ) = (o =) o

Dosadime-li tento vysledek do 4.7, je

(121220) @) = i | i = (127) @

pro s.v. « € [a, b]. O
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Pozndmka. Vlastnost (4.6) budeme nazyvat aditivitou Riemann-Liouvilleova in-
tegralu vzhledem k radu.

Poznamka. Tato vlastnost se ndm bude v dalsim velmi hodit. Neceloc¢iselnou in-
tegraci fadu « totiz muzeme rozlozit na dolni celou ¢ést |« a desetinnou ¢ést
{a}, tedy psét 12, = 11119 = 119 11 Vetsinu nasledujicich tvrzeni tak bu-
deme dokazovat jen pro 0 < o < 1, protoze tvrzeni pro obecné « ihned vyplyne
z predchoziho rozepsani a znamych vét pro celoc¢iselnou integraci.

Pted vysSetfovdnim spojitosti zobrazeni o +— I, rozsifme jesté definici I3,
pro a = 0 nasledovné.

Definice 4.2. Pro —oco < a < b < +00 a funkci ¢:[a,b] — R definujeme

(1o, 0) (x) = ().

Operator I, je na LP[a,b], 1 < p < +oo, omezeny (viz [7, str. 48]) a md
proto smysl zkoumat spojitost vzhledem k operatorové norme.

Véta 4.4. Necht X = LP[a,b], 1 < p < +oo. Pak lim || IS, — I |lzx)= 0
a—
proag>0a lim |[IS ¢ —I0¢||x=0prop e X aay>0.
o —r o

Diikaz. Lze nalézt v [7, str. 48]. O
Spojitost v 0 lze také popsat pomoci konvergence s.v.

Véta 4.5. Bud ¢ € L' [a,b]. Pak

lim0 (I&¢) () = p(z) pro s.v. x € [a,b].

Diikaz. Viz [7, str. 51] O

Vidime, ze Riemann-Liouvilleuv integrél spliuje podminky, které bychom
od necelo¢iselné mocniny integralu ocekavali. D& se navic ukézat, ze je to je-
diny linearni a nezaporny operator, ktery tyto podminky spliiuje. Pfesné znéni
a dikaz tohoto tvrzeni jsou sepsany v [5].

Presto viechno mé Riemann-Liouvilleuv integral nékteré nevyhody. Naptiklad
pro a ¢ N nezobrazuje periodické funkce na periodické (viz Kapitola 5). Proto
se pro periodické funkce definuje Weyliv integrdl, vychazejici z Fourierovych tad,
ktery tuto vlastnost ma a je tak vhodnéjsi pro praci s trigonometrickymi radami,
[7].

Az doted jsme se zabyvali vlastnostmi Riemann-Liouvilleova integralu v kon-
textu Lebesgueovych prostoru. Zde uvadime analogie Véty 4.2 a Véty 4.3 v sou-
vislosti se spojitymi funkcemi. Protoze spojita funkce je i esencialné omezena,
jsou véty formulovény ve vétsi obecnosti pro funkce z L™ [a, b], misto z C'|a, b],
protoze dukazy jsou v obou pripadech prakticky stejné.

Véta4.6. Bud a >0 ayp € L™ [a,b]. Pak IZ, ¢ konverguje vsude v [a,b] a I, ¢ €
Cla,b).
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Diikaz. Dukaz provedeme jen pro 0 < o < 1. Je-li totiz a > 1, muzeme psat
I = Iéj“_} = ]ﬁj. Funkce ¢ = aLiJap je absolutné spojitd a tedy i esencidlné
omezena, takze se staci zabyvat pouze vlastnostmi 1, o }w

Pro libovolné z € [a, b] plati

T x

1 t .
/ el )1—a dt| <|l¢llrea,b /(ZE — 1) L at
1)

IN())

_ lellzefay (x
(0%

—a)® < +oo,

a tedy integrél (1%, ¢) (z) konverguje pro vSechna z z [a, b].

Ukéazeme pouze spojitost zprava funkce I, ¢, spojitost zleva by se dokdzala
podobné. Zvolme libovolné z € [a,b) a h > 0 tak, ze x + h € [a, b]. Rozepsanim
podle definice je

|(L2)) (@ + k) = (I34) ()]
z+h T
1 a—1 a—1
= @ a/ o) (x+h—1t)""" dt — a/cp(t) (x =) dt|. (4.9)

Integraly v (4.9) maji ruzné integrandy i integraéni obory. Abychom je méli jak
porovnat, pfi¢teme a odetteme [*(t) (z +h — )~ dt uvniti absolutni hod-
noty, a pouzitim trojihelnikové nerovnosti dostavame

‘(I§+) (x4 h) — (Igy) (37)}

z+h T

< ﬁ / (x+h—1)""p(t)dt — / (x+h—1)""p(t)dt
+ ﬁ /(x +h—t)""p(t)dt — / (z—t)* " o(t)dt
_ ﬁ / (w4 h— 0 o(t) dt

T
T

+féj/k@+h—w%%wx—W%wwww.

a

Absolutni hodnotu integralu odhadneme integralem absolutni hodnoty a abso-
lutni hodnotu funkce ¢ jejim esencidlnim supremem, takze

( +) ()]
< “SOHL‘”“] / )~ 1dt+/\(:c+h—t)“‘1—(a;—t)“‘l} dt

a

‘( ) (x+h)—
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Protoze pro 0 < o < 1je (x—1)*" = (x+h —1)*"" > 0, mizeme absolutni
hodnotu vynechat a oba integraly snadno spocist:

z+h 1 N 1
t=x+
/(x+h—t)°“1dt:——[(xjth—t)“} = —h°,
o t=x (6]

/(a:—t)a_l—(a?+h—t)a_1 dt:é[(z%—h—t)a—(z—t)a}

= L (h (- a) — (a+ha))

Celkem tedy

‘(I[‘jﬁr) (x +h)— (I;ﬁr) (x)} < Hlip(!fiji’)b} 2h* 4+ (x —a)* = (x+h—a)”).

Protoze (x — a)® — (z + h — a)® < 0, muzeme odhad zjednodusit na

[ llzoeta, )
I h) — (I3 < 2————=h". 4.10
‘(a—l—)(x—i_ ) (a—i—)(x)‘— F(Oz—l—l) ( )
Vidime, ze I3, ¢ je a-holderovskd funkce, tedy i spojita. O

Pozndamka. Podrobnéjsi vysvétleni zavislosti holderovskosti I3 ¢ na L integro-
vatelnosti funkce ¢ i vztahu Riemann-Liouvilleova integrélu k prostorum funkei
opatfenych holderovskou normou lze najit v [7].

Véta 4.7. Bud ¢ € L' [a,b], a > 0 a 8 > 0. Je-li navic p € L™ [a,b] anebo o +
B > 1, plati rovnost (4.6) vsude v [a, b].

Diikaz. Prevzaty z [6]. Je-li o € L™ [a,b], je ITPp € Cla,b] i IP, o € Cla, 0]
a tedy i Ig+lf+g0 € C'la,b] podle Véty 4.6. Funkce Ig+lf+g0 a I;)fﬁgp se podle
Véty 4.3 rovnaji s.v. a protoze jsou obé spojité, musi se rovnat vSude.

Nakonec, pokud je ¢ € L' [a,b] a a+ 3 > 1, mdme podle Véty 4.3
I I =I5 o =T L, (4.11)

s.v. v [a,b]. Funkce I}, ¢ je spojita (dokonce absolutné spojitd), takze podle Vé-
ty 4.6 je I;j:ﬁ‘l];M taktéz spojitd. Z rovnosti (4.11) pak vyplyva, ze funkce
I§+If+<p a [g+[f+gp muzeme pozménit na mnoziné miry nula tak, ze budou spojité.
Ze stejného duvodu, jako v prvnim piipadé, se tito spojiti reprezentanti musi
rovnat vsude. O

V teorii i aplikacich méa integrovani per partes dulezitou roli. Umoznuje ,,pie-
vést“ derivaci jed -né funkce na derivaci funkce druhé, ¢ehoz se nasledné vyuziva
napt. ve slabé formulaci diferencidlnich rovnic nebo v teorii distribuci. Chtéli
bychom dokazat obdobnou vétu i pro derivaci necelo¢iselného fadu, protoze se da
ocekavat, ze bude stejné uzitecna. Necelociselnou derivaci sice zavedeme az poz-
déji, ale bude se ndm v dokazovani hodit nasledujici lemma o prevadéni necelo-
¢iselnych integralu.
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Lemma 4.8 (Necelociselnd integrace per partes). Bud o > 0. Pak

/M@U&@@Nw:/ﬂﬁ@@W@N% (4.12)

pokud ¢ € LP[a,b] a IZ, || € L[a,b] nebo I}* |¢| € LP[a,b] a v € L9[a,b], kde
1/p+1/qg=1.

Diikaz. Oba integraly z (4.12) muzeme zapsat jako dvojnasobné

Joo e i ] [

" o (4.13)
o - L 'l/)(llf QO(t) .

G/(Ib_w)(:c)w(:c) dr = o) // o dt da.

Pouzitim H('jlderovy nerovnosti dostavame

1 «

wm-/w (12, 191) (&) d

<l @!ILP[a,b} 1 154 |01 ] Laja, bl

b b b
b W(@)et) _ [ (e
F(a)//‘(t—x)l—a dt de /(Ib_ ) (@) ()] da

<5 Il [ eofa,e) 191 Lafa, )

takze vhledem k predpokladum lemmatu je alespon jeden z integrélu ve (4.13)
absolutné konvergentni. Muzeme tak pouzit Dusledku 2.2 a zaménit poradi inte-
grace

[ ooz //x_ AN gy, L jj D o
=]

[b gp dtv

¢imz je tvrzeni dokézano. O

Pozndmka. Toto lemma, tak jak jsou formulovany jeho predpoklady, neni prilis
praktické. Bylo by lepsi, kdybychom mohli rozhodnout na zékladé vlastnosti sa-
motnych funkel ¢ a ¢. K tomu je vSak potfeba védét, jak operdtor IS, (resp.
I ) meéni LP-integrovatelnost funkci. Uz vime, ze pro funkci ¢ € L'[a,b] je
téz I8, ¢ € L [a,b] a pro ¢ € L™ [a,b] je dokonce I, ¢ € C'la, b] Podrobnéjsi
vySetfovani téchto vlastnosti operatoru I, je nad rdmec této prace, ale je po-
drobné provedeno napft. v [7]. Zminme vsak ze pro pevné a > 0 uvedené lemma
plati, pokud ¢ € LP[a,b] a ¢ € LP[a,b], kde 1/p+1/qg < 1+ . Jeli p # 1
a q # 1, je ptipustnd i rovnost 1/p+1/q¢ =1+ «.
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4.2 Riemann-Liouvilleova derivace

Jak jiz bylo Tfec¢eno na zacatku kapitoly, Riemann-Liouvilleovu derivaci chceme
definovat jako operaci inverzni k Riemann-Liouvilleové integraci. Tedy, je-li pro
a >0 a funkci ¢ € L' [a, b]

fl@) = (I3y9) (x), g(x) = (LLe) (x), prosv.x € [a,b],
pak definujeme
(DeLf) (x) :==p(x), (Dj_g)(x):=¢(x), pros.v.z € [a,b.

Spocteni D¢, f a Dy g je tedy ekvivalentni vyfeSeni integralnich rovnic

T

: elt) = f(z ro s.v. x € [a a
: el) =g(x ros.v. z € [a a
INE) / (t—az)° dt = g(z), pros.v. & [a,b], > 0. (4.15)

T

Podobné jako v predeslé casti se budeme zabyvat prevazné levou Riemann-Liou-
villeovou derivaci D¢, . Vyfesime proto pouze rovnici (4.14).

Jesté nez pristoupime k samotnému feSeni, bude vyhodné zavést nékteré
znaceni. Symbolem |z]| znacime dolni celou ¢ast a {z} desetinou cast ¢isla x,

takze je
r=|z|+ {z}.

Horni celou ¢ést = znacime [x].

Pii feseni budeme postupovat ryze formalné, opravnénost tprav budeme dis-
kutovat pozdéji. Resenf bychom chtéli vyjadiit jako funkci proménné z. Zaménme
proto nejprve proménnou t za s a pak x za t:

1 SO(S) = Tro S.V a
F(a)/(t_s)l—ads_f(t)a p V. t € a,b].

a

Vynasobenim obou stran I'(a) (z — )™t

j— gy [0
a/a/ (z — t){oc} (t — S)l—a dsdt = F(a)a/ (- t){o‘} dt, =z € [a,b].

V integrélu na levé strané zménime poradi integrace a podle Dusledku 2.2 mame

a integrovanim od a do x obdrzime

T x

/‘p(s)/(x—t){“}(t—s)l—“ dt ds = T( )a/(a:—t){o‘} dt, € lab.

a S

Vnitini integral na levé strané se da upravit nasledovné. Nejprve provedeme sub-
stituci t = s 4+ 7 (z — s) a poté pouzijeme Definici 3.4 Beta funkce a Vétu 3.4
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pro vztah mezi Gama a Beta funkei:

T

J@-t -t dt =) [t

s

= (z — S)LaJ B(1—{a},a) = (z — S)LaJ I'(1—{a})l(e)

Po dosazeni a vydéleni obou stran I'(«) je

xT xT

L (e sy ds — —— 0 .
FW)/( e r(l—{an/(x_a){a}dt’ € lo?l

a a

(4.16)
Protoze I'([a]) = ([a] — 1)1, je leva strana (4.16) podle Véty 2.10 [«]-ndsobny
integral. Po [a]-ndsobném zderivovani obou stran podle proménné x tak dosta-
vame

! N
o(r) = m (@) a/m dt, s.wv.z € [ab].

Vyse uvedené tpravy muzeme zapsat pomoci operatoru IJ, . Rovnici (4.14)
prepiSeme na

(I¢.¢) (z) = f(z) pros.v. z € [a,b]. (4.17)

Tuto zintegrujeme (1 — {a})-krat a diky aditivité Riemann-Liouvilleova integralu
vhledem k fadu (Véta 4.3) mame

(Iii] <p> (r) = ([3:1_{a}g0) (x) = (I;J:{a} ) (x) pro s.v. x[a,b]. (4.18)

Po [a]-ndsobném zderivovéni obou stran obdrzime stejny vysledek

[a]
o(x) = ((%) 1}t ) (r) pros.v. xla,b]. (4.19)

Nyni zformulujeme vétu uvadéjici nutné a postacujici podminky feSitelnosti
rovnice (4.17) v L'[a,b] a o jednoznacnosti feSeni v této t¥idé funkei. Je mozné,
ze existuji i jind feseni z obecnéjsich ttid funkci, ale témi se zde z duvodu jedno-
duchosti teorie nebudeme zaobirat.

Véta 4.9. Funkce p € L'[a,b] Fesici rovnici (4.17) pro a > 0 existuje prdvé
tehdy, kdyz jsou splnény zdaroven tyto dvé podminky:

1. 171 e ACT [a, b,

2. (f;;{a} )(k)(a):O, kelo, ..., lal).

Toto Tesent je ve tridé L' [a,b] jednoznacné.
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Diikaz. Ptevzaty z [7] Nejprve predpokladejme, ze rovnice (4.17) ma feseni ¢ €
L' [a,b]. To znamend, ze funkce f je Riemann-Liouvilleovym integralem funkce
¢ a tedy, podle Veéty 4.2, je sama prvkem L'[a,b]. Podle téze véty muzeme
celou rovnici (1 — {a})-krédt zintegrovat, ¢imz dospivdme k (4.18). Z Véty 2.7
o charakterizaci prostoru AC™ [a,b] pak vyplyvaji obé dvé podminky a to, ze
o= (L) [e] I {a}f s.v. v [a,b]. Reseni je tedy v prostoru L' [a, b] jednoznaéné.
Na druhou stranu predpokladejme, ze I;;{a} f splnuje obé dvé podminky.
Z toho, ze I, i;{a} f € AC'®l [a,b], a Véty 4.2 vyplyvd, ze funkce ¢ definovand vzta-
hem (4.19) existuje s.v. v [a,b] a je prvkem L' [a,b]. Ukdzeme, ze takovd funkce
opravdu fesf (4.17). Dosad'me ji proto do levé strany rovnice (4.17) a vysledek

oznacme h(z), tedy
[a]
(Ig; () ”“}f)m (o). (1.20)

K dokonceni dukazu je tieba ukazat, ze h(x) = f(x) pro s.v. x € [a,b]. Rov-
nice (4.20) je vzhledem k (L) [e] I;;{a}f stejného typu jako (4.17),a () [e] I {a}f
je jejim Fesenim. Z prvni ¢asti dukazu plyne, zZe toto Feseni je ddno vzorcem (4. 19)
takze plati

((%)M 1t f) (z) = ((%)M 1;;{“}h> (z) pros.v. z € [a,b].

Obé funkee I, ™ f i 1)1 patif do t¥fdy AC!®1[a,b]. Prvni, protoze to o nf
predpokldddme, druhd, protoze rovnice (4.20) je Fesitelna. Z Veéty 2.7 tak vyplyvé,
ze

of (1=t A\ (g
(1{a}f>(>_<1{a}h>(> i(m ];f') ()(x—a)k
o] (1;;{“}h>(k) (a)

- Z i (z —a)r.
k=0 '

(4.21)

Ale (Ii;{a}f> (k) (a) = ([i;{a}h> (k) (a) =0, pro k=0, ..., |a], coz opét plyne
z nasich predpokladu a toho, Ze rovnice (4.20) je TesSitelna. Ze (4.21) tak dosta-
vame ( ;r{a}(f h)) () = 0 pro s.v. x € [a,b], coz je téz rovnice typu (4.17)
s nulovym FeSenim. Z jednoznacnosti feseni tak vyplyvéa f(z) — h(x) = 0 pro s.v.

x € |a,b|, ¢imz je dukaz dokoncen. O

Kdybychom misto rovnice (4.14) uvazovali rovnici (4.15), nasli bychom stej-
nym postupem feseni tvaru

[a]
o(z) = ((-1)“ﬂ (%) I- {“}f>( ) pros.v. za, b].

Znaménko minus u derivace je pritomno, protoze pii vypoctu feseni se derivuje
integral podle dolni meze. Plati téz analogie Véty 4.9, kterou ziskdme prepsanim
I ; . o na 1 bl__{a}. Proto definujeme levou a pravou Riemann-Liouvilleovu derivaci

takto.
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Definice 4.3 (Riemann-Liouvilleova neceloc¢iselnd derivace). Necht —co < a <
b < +oo, a >0 a méme funkci f:a,b] — R. Vyraz

[a]
(D2, 1) (x) = m (%) / %dt, velab  (422)

Il —{a}) (t — z)

nazyvdme levou, resp. pravou Riemann-Liouvilleovou neceloc¢iselnou derivaci fun-
kce f tadu a.

_y[al la]
(Dp f) (@) = (%) / L){a}dt, r€lab,  (4.23)

Pozndmka. Bud o« € N. Exisuje-li D2, f, existuje i f (@) a jsou shodné. Podobné
pro D f, ktera je shodnd s (—1)% f(©.

Pokud vsak o ¢ N, obsahuji Dg, i Di* Riemann-Liouvilleuv integral, takze
nezavisi pouze na lokalnim chovéani funkce f. Narozdil od klasické derivace.

Priklad. VySetteme, jak je to s Riemann-Liouvilleovou derivaci tadu a # 1,2, ...
funkce (z — a)ﬁ, £ > —1. Vime, ze

1o} (. _ )8 = (14 5) y )-8
[a-l- ( ) P(Q—{Oé}—i—ﬁ)( ) .

Je-li f=a—k, kde k=1, ..., [a], je

_ d\" TA+a—k) fa}tor
D< _ ek [ 2 _ N1-{a}t+a-k
ot (T 0) (dx) r2—{at+a—k) (z - a)
r —k) (d\
TUadfal=k) (AN,
1+ [a]l —k) \dz

Funkece (z — a)a_k, k =1,...,[a], tak pro operator DY, hraji podobnou roli,
jako funkce (x — a)"_k k=1,...,n,pron € N, v piipadé klasické derivace n-tého

faddu. Lezi v jadru operdtoru Dy . Pro jiné hodnoty 3 je

[a]
DY, (x — a)’ = < d ) . I'(1+4p) (z — a)l— (@2

dz 2—{a} +0)
— F(l + ﬁ) (LU - a)ﬁ—a
F'1+8—-a) ’

specialné pro § = 0 vidime, ze Riemann-Liouvilleova derivace konstanty neni 0.

Riemann-Liouvilleovu derivaci jsme definovali tak, aby byla zleva inverzni
k Riemann-Liouvilleovu integralu, to jest, aby platilo Dg I ¢ = ¢ pro kazdou
funkei ¢ € L' [a, b]. Nabizi se otdzka, jestli plati i opacny vztah, t.j. &, D%, f = f.
Aby uvedeny vztah mél viubec smysl, je tieba, aby funkce [ i;{a} f meéla s.v. deri-
vaci, kterd je tifdy L' [a,b]. Avsak vzhledem ke znalostem z teorie celociselnych
derivaci (Sekce 2.3) nemuzeme predpokladat, ze by tato podminka mohla byt
postacujici. Zavedme nejdifve dvé definice.
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Definice 4.4. Pro o > 0 znaci I3 (LP), p > 1, prostor vsech funkei f, pro které
existuje funkce ¢ € LP [a,b] takovd, Ze

f=13 ¢ swv vlabl.

Pozndmka. Charakterizaci prostoru I, (L') udavd Véta 4.9.

Definice 4.5. Bud o > 0. O funkci f € L' [a,b] Fekneme, Ze md integrovatelnou

necelociselnou derivaci Dy, f, jestlize ]i;{a}f € AC! [a, b].

Pozndmka. Funkce, které majf integrovatelnou derivaci D, , ale nepati{ do 12, (L'),

jsou napiiklad (z —a)* " k=1, ..., [a].

Jak ukazuje ndsledujici véta, pro funkce z prostoru I, (L') jsou Riemann-
Liouvilleova derivace a integrace navzajem inverzni operace. Funkce majici inte-
grovatelnou neceloé¢iselnou derivaci jsou pak analogii funkei z prostoru AC™ [a, b],
viz Véta 2.7. Misto polynomu se zde ale vyskytuje linearni kombinace funkei

(z —a)* "
Véta 4.10. Necht o > 0. Pak rovnost

Dy IT o=p, s vla,b (4.24)
plati pro kazdou funkci o € L' [a,b], zatimco

I Dy f=f, swv vlab (4.25)

plati pro f € 1, (L"). Pokud md f pouze integrovatelnou derivaci D2, f ve smyslu
Definice 4.5, je

(1,061 () = (o) = 30 22 gebsit sy, (a0)
ot e - T ({a} + k) CoTT T A
kde
Fioey = L1

Diikaz. Pievzaty z [7]. Levou stranu rovnosti (4.24) nejdiive piepiseme podle
definice a potom pouzijeme Vétu 4.3 o aditivité Riemann-Liouvilleova integralu
vzhledem k fadu, ¢imz dostaneme

d [o] 1—{a} d [a] o]
Dy I3 o = <£) I o= (@) Loy .

Z Vety 2.7 pak plyne platnost (4.24).

Rovnost (4.25) plyne ihned z (4.24) po substituci f = I, .

Dukaz posledni rovnosti je velmi podobny dikazu Véty 4.9. Ma-li f integro-
vatelnou derivaci D¢, f, je podle definice Ii;{o‘} f € AC'°l[a,b] a z Véty 2.7 tak
mame

a k
L] .fl(—){a} (a)

o (- a)" (4.27)

[1— e [ «
a+{ }f = a’——i-](p
k=0
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d

[a]
D f= <@) I =perL ab]. (4.28)

Diky Véteé 4.3 o aditivité Riemann-Liouvilleova integréalu vzhledem k fadu muze-
me rovnost (4.27) upravit na

1{‘1} _[1 {a}la 7i-{e} f {a}() k-1
! e b o+ Y ’

z ¢ehoz vyplyva

1—{a} = fl(k) (a) {a}+k—1
[l - E SN (e gt — .
ot f=lavy P F'{a} +k) (v—a)

Z jednoznacnosti feseni (Véta 4.9) této integralni rovnice a (4.28) plyne, ze

o o {CV} {a}+k-1
I DS f=f— Z {a}+k —a) ,  SV.V [a,b].
]
Jednoduchym dusledkem rovnosti (4.24) jsou tyto dvé véty.
Véta 4.11. Bud a >0 a >0 a necht f € ISP (LY). Potom
DY Der =D f s v a,b). (4.29)

Diikaz. Rozepséanim podle definice prostoru 12, (L') a pouzitim Vét 4.10 a 4.3
ihned dostavame

D3, Dy f = Dy D 151 ¢ = Dy Dy I I o
—=D2PI P =DXPf sy v [a,b).
O

Pozndmka. Zduraznéme, ze Riemann-Liouvilleova derivace obecné neni aditivni
vzhledem k tddu, jak ukazuje piiklad v [6, str. 30]. Podrobnéjsi véta o tom, kdy
plati vztah (4.29), je obsazena napi. v [7].

Druha véta se tyka neceloc¢iselné derivace per partes, ve které se vyskytuje
i pravd Riemann-Liouvilleova derivace, kterou jsme se podrobnéji nezabyvali.
Avsak definice a véty, které jsme uvedli pro levou derivaci, se snadno preformuluji
pro pravou derivaci.

Véta 4.12. Bud' 0 < o < 1 a necht f € I (L?), g € I, (L%), kde 1/p+1/q <
1+ «a. Potom je

b

[ @) (Dz.9)(e / (x) de. (4.30)
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Diikaz. Piseme-li funkce f = I;* ¢ a g = I7 1, mdme podle Véty 4.10

[ 1@ (D)@ de = [ (156) @) s
& b b
[ @0 n@ g o= [ o) (126) @) ds

Podle poznamky pod Lemmatem 4.8 o necelo¢iselné integraci per partes, jsou
za danych ptredpokladu integraly na pravych stranach stejné. Tim je dukaz do-
koncen. O

Pozndamka. Jednodussi podminka pro platnost vztahu (4.30) je, ze funkce f i g
jsou spojité na intervalu [a, b], Dy f a DY, g existuji véude v intervalu [a, b] a jsou
na ném spojité, [7, str. 46].

Nakonec zformulujeme vétu, kterda umoznuje rozhodnout o tom, jestli existuje
D2, f nebo zda je dokonce f € 12, (L'), na zdkladé vlastnosti samotné funkce f.
Kvuli lepsi prehlednosti znaceni budeme pro klasickou derivaci funkce f fadu [«]
pouzivat symbol Il misto f{eD),

Véta 4.13. Bud o > 0 a necht f € AC'*1[a,b]. Potom D2, f existuje s.v. v [a, b]
a je

DY Il—{a} [a] = f(k)(a) k—a b

( a+)(I)_<a+ f )(l’)“—;m(l'—a) S.’U.U[a, ]

Je-li navic o < 1 nebo f®)(a) =0, prok =0, ..., |a] — 1, je f € 12 (L").

Diikaz. Pouzijeme opét Vétu 2.7 pro vyjadreni funkce f, takze je

[ty = prted [ glel g f(’“ ) o
f= LYf +Z (z—a)|. (4.31)

Riemann-Liouvilleuv integral ze sumy spo¢teme a pouzijeme jesté Véty 4.3 na za-
meénu poradi integrace, ¢imz dostavame

la]
[t p _ gle) pited o +Z f®(a) (4 — a)—fo
r2-{a}+k) '

Po [a]-ndsobném zderivovani dospivame k vysledku

o 1—{a} [a] = f(k) (CL) k—a
Da+ :Ia+ f +Zm(x—a) S.V.V[a,b].
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Specidlng, jsou-li derivace funkce f v bodé a rovny nule az do fadu [« — 1, plyne
z predchoziho, ze

o (q)
[ g gl e el S (z — gy~ (@)l
’ e P2 —{a}+ la])
la]
_ el e ple) . glel S (@) ~fa)

(z —a)

T A{o})

2] (q)
=19 <J;‘{a} Jg ) . a)—{“}) .
AT I'(1—{a})
Funkce pﬁij{(ﬁ) (z —a) "' patif do L' [a,b], nebot {a} < 1 a z Véty 4.2 plyne,
ze i 1171 flel € L1 [a,b]. Podle Véty 2.7 tak je s ™ f € ACI® [a, 1] a

PN
(I;Jr{}) =0 prok=0,...,|af,

coz je prave tehdy, kdyz f € I2 (L'). O

4.3 Caputova derivace

Pti definovani Riemann-Liouvilleovy derivace jsme byli motivovani vztahy
mezi klasickou derivaci a integraci a z pohledu matematické teorie se tento postup
muze jevit prirozenym. AvsSak z hlediska praktického neni Riemann-Liouvilleova
derivace vhodnym nastrojem. Jeji pouzivani v diferencidlnich rovnicich méa fadu
nevyhod [6, str. 49], napf. volba pocatecnich a okrajovych podminek. Proto se
casto pouziva Caputova derivace, kterd vznikne z Riemann-Liouvilleovy jakousi
formalni upravou. Tato uprava ma nékolik podstatnych dusledku, diky nimz je
pouziti Caputovy derivace v diferencidlnich rovnicich piimocaiejsi. Kromé téchto
praktickych motivu existuji i ,,¢isté matematické* duvody, pro¢ uprednostnovat
Caputovu derivaci pred Riemann-Liouvilleovou ([10] a [17]), které zde ale nebu-
deme rozebirat. Caputova derivace je definovana nasledovné.

Definice 4.6 (Caputova derivace). Bud —oco < a < b < 400 a a > 0, a € N.
Pro funkci f:[a,b] — R definujeme Caputovu derivaci fadu « vztahem

r flal
(D2 @ = | o tgt{)“} o 432

Pro a € N definujeme
‘D 3-1-]0 =f (a)-
Piipomeiime, ze symbolem f/°! zna¢ime klasickou derivaci funkce f fadu [a].
7 formalniho hlediska se Caputova derivace lisi od Riemann-Liouvilleovy pou-
hou zaménou operatoru I, ;;{a} a %. Tato zaména ma vsak podstatné dusledky,
jak naznacuje tento priklad.

Priklad. Spoctéme Caputovu derivaci fadu o > 0 funkce (2 —a)’. Se znalosti
Riemann-Liouvilleova integralu této funkce je ihned vidét vysledek
0 pro f=0,1,..., ||
‘DY (z —a)’ = I'(1+8) B—a
F(1+ﬂ—a)($ a) pro > |«a].
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Pro f < | a 8 ¢ N neni Caputova derivace definovand. Pro srovnani Riemann-
Liouvilleova derivace vychéazi nasledovneé

; 0 prof=a—a],...,a—1
Dy (x —a)” = %(m—@ﬁ_a jinak, ale 8 > —1.

Pro § < —1 neni Riemann-Liouvilleova derivace definovana.

Jak je videét, jadra i defini¢ni obory obou operatoru se lisi. Pfesto mezi obéma
operatory existuje jednoduchy vztah. Véta 4.14 tento vztah popisuje a navic
obsahuje postacujici podminku pro existenci Caputovy derivace.

Véta 4.14. Bud o > 0 a necht f € AC!®![a,b]. Pak Riemann-Liouwvilleova
a Caputova derivace existuji s.v. v [a,b] a plati mezi nimi tyto dva vztahy

L] f(k

(D f) () = ) =) mr T a) (—a), (4.33)
k=0
lo] (k) a

(D) @) =D | 1) -3 D e ) (1.31)
k=0 )

Diikaz. Vztah (4.33) plyne ihned z Véty 4.13. Oznacime-li

la] *) (g i
o) = fl0) = 3 il s o= o)

k=0

je ziejmé g € AC*1[a,b] a g™ (a) = 0 pro k = 0, ..., [a]. Rovnost (4.34) tak
plyne z (4.33). O

Pozndmka. Vratme se jesté k definici Caputovy derivace. Chceme-li spocist deri-
vaci fadu a néjaké funkce f, potiebujeme znét i derivaci vysstho fadu fl*1, ktera
navic musi byt integrovatelnd. Kdezto kdybychom za definici vzali vztah (4.34),
stacilo by pouze, aby f € Cl% [a,b]. Opravdu, nékteii autofi takto postupovali.
Obsahlejsi komentar lze nalézt napt. v [6, str. 50-51].

Na zaveér alespon struéné popisme v tvodu zminéné vyhody Caputovy deri-
vace. P1i jejim pouziti v diferencidlnich rovnicich, se za pocatecni a okrajové pod-
minky voli celociselné derivace hledané funkce. To jsou znamé a dobie métitelné
fyzikalni veliciny. Na druhou stranu u diferencialnich rovnic s Riemann-Liouville-
ovou derivaci, se predepisuji necelociselné derivace hledané funkce, jejichz fyzikal-
ni ¢i geometrickd interpretace a tedy i zméfitelnost neni zndma [21]. Podrobnéji
je pak tento problém popsén v [6]. Zaklady teorie necelo¢iselnych diferencidlnich
rovnic lze najit napt. v [7] a [6].

4.4 Grunwald-Letnikovova derivace

Posledni definice, kterou se podrobnéji zabyvame je Griinwald-Letnikovova.
Narozdil od Riemann-Liouvilleova ptistupu, ktery vychazi nejprve z necelociselné
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integrace, je Grinwald-Letnikovova derivace definovana pomoci necelo¢iselnych
diferenc¢nich podilu. V této praci ji vyuzijeme ke konstrukci jednoduchého algo-
ritmu na numerickou aproximaci Riemann-Liouvilleovy derivace. Kromé struéné
motivace tak uvadime pouze vétu o shodé téchto definic.

Derivace funkce f v bodé x je definovana jako limita

o) — i [0 = =),

h—0 h

Derivace vyssich radu jsou pak definovany induktivné

(=1 () — fn=1)(p _

, nelN

Pro nas dulezité bude vyjadieni derivace pomoci zpétnych diferenci. Zpétna di-
ference funkce f v bodé x s krokem A je rovna sumé

n _ - E (N
(AL (@) =3 (1) (1) f @ = k).
k=0
Je zndmo [12, str. 612], ze pokud existuje n-ta derivace funkce f v bodé z a je
konecna, je rovna limité

> (=0 (1) fla— kD)

(n) T (ALf) (z) — iy k=0
f@) = fim =0 = i o

Abychom mohli definovat derivaci libovolného fadu, staci dat vyrazu (A} f) (z)
smysl i pro n € R. Zpétna diference fadu a > 0 se definuje takto [7, str. 371]

(A f) () = 3 (-1)F (Z)f(a: —kh), a>0. (4.35)

Mozné opodstatnéni této definice lze najit v jeji Fourierové transformaci [7, str.
373].

Definujeme-li (Z
definice se starou. Nevyhodou vsak je, ze pro a € N je potieba znat hodnoty
funkce f mimo interval [a, b]. Obvykle se tento problém fesi tak, ze funkci f po-
lozime mimo interval [a,b] identicky rovnou 0. Navic se tak suma (4.35) stane
kone¢nou. Proto definujeme levou a pravou Griinwald-Letnikovovu derivaci nés-
ledovné.

) =0, pro k > n, k,n € N, shoduje se pro a € N tato nova

Definice 4.7. Pro o > 0 a funkci f:[a,b] — R definujeme levou a pravou Griin-
wald-Letnikovovu derivaci poporadé

L%
(D5 ) () =l oo S (1) ()= h) (4.36)
' 1 L e
(D) (@) = Jim = > (<1 () fa+h). (4.37)
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Pozndmka. Limitu ve vyrazech (4.36) a (4.37) muzeme uvazovat pro vSechna z,
s.v. x nebo ve smyslu néjaké normy funkei.

Griinwald-Letnikovova derivace se nazyva leva a prava ze stejnych duvodu
jako Riemann-Liouvilleova. A protoze jsme se zabyvali prevazné levymi deriva-
cemi (i Caputovu derivaci jsme definovali pomoci levé Riemann-Liouvilleovy),
tyka se nasledujici véta pouze levych derivaci.

Véta 4.15. Necht 0 < a <1 a f € I, (L'). Pak Grinwald-Letnikovova derivace
funkce [ existuje ve smyslu L'-konvergence a je *D%, f = D2, f s.v. v [a,b].
Navic, je-li f € C!®l[a,b], plati tato rovnost viude v (a,b).

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni je dusledkem vét obsazenych v [7], konkrétné Véty 2.6
na str. 48, Dusledku Véty 13.1 na str. 228 a Véty 20.6 na str. 386. Druha ¢ast je
dokdzdna v [6, str. 43]. O

Protoze pro o < 1 patii absolutné spojitd funkce do I2, (L') (Véta 4.9),
dostavame, ze pro absolutné spojité funkce se obé definice shoduji.

Véta o ekvivalenci této definice s Riemann-Liouvilleovou neni idedlni. Ne-
vyhodou je rozsah fddu derivace o € (0,1) a konvergence pouze v L'-normé.
V literatute se nam vsak zadnou lepsi formulaci nepodarilo nalézt, dokonce ani
toto zde uvedené znéni jsme nikde nenalezli explicitné zformulované. Kniha [7] se
zabyva spise Griinwald-Letnikovovou derivaci definovanou na celé realné ose.
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Kapitola 5

Riemann-Liouvilleovy integraly a
derivace nékterych funkci

V této kapitole spocteme Riemann-Liouvilleovy integraly a derivace funkci
(z —a)’ pro B> —1, &M s A > 0, sin(wz) a cos(wz) pro w > 0 na omezeném in-
tervalu [a, b]. Tedy jako dolni mez budeme brat bod a. Pro jednoduchost omezime
rad integrace i derivace na interval (0, 1). V posledni ¢asti spocteme Riemann-Li-
ouvilleovu derivaci tadu o € (0, 1) specidlnich funkei (anglicky nazyvanych napi.
hat function nebo tent function) pouzivanych v metodé koneénych prvki.

5.1 Riemann-Liouvilleovy integraly

Zacneme pocitanim Riemann-Liouvilleovych integralu, protoze jejich znalost
uplatnime pfi pocitani derivaci.

Mocninna funkce

Riemann-Liouvilleuv integréal funkce (x — a)ﬁ pro S > —1 jsme spocetli uz
diive v Sekci 4.1. Proto rovnou uvadime vysledek

I'(1+5)

a+p
—F(1+a+5)(x—a) :

I (xv — a)ﬁ =
Exponencialni funkce

Podle definice je

T

1 eAt
I M = / dt.
a+ F(Oé) (l’ _ t)l—a

a

Pouzitim substituce ¢ = x — { prejde tento integrdl na tvar

0
1 syo-t 1 e
a AT Ax—s [ 2 - — —s a—1
I e = (o) / e ()\) ( )\) ds o) / e "s* " ds.
0
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Protoze je A > 0, je tento integrdl hodnota dolni netplné Gama funkce (Defi-
nice 3.2) v bodé \(z — a), takze méme

Ax

a AT € o
Ia—l—e - F(a))\ay(a’ >\(.§L’ CL))

Funkce sinus a cosinus

Posledni ze zakladnich funkci, které budeme pocitat, jsou sin(wx) a cos(wx)
s w > 0. Pro w < 0 se vyuzije lichosti respektive sudosti funkci k prevedeni
na piedchozi pifpad. Kromé obecného situace a € (0, 1) pocitame zvlast pifpad
o= %, pro ktery lze vysledek zapsat v jiném tvaru. Ten bude vhodnéjsi pro nume-
rické vypocty potiebné v Sekci 6.3. Podrobné postupy predvedeme jen u funkce
sin(wz), protoze pro funkci cos(wzx) se vse pocitd podobné. Je

o 1 / sin(wt)
I3, sin(wz) = o) / ETED dt.

a

Stejné jako u exponencidly pouZzijeme substituci ¢ = x — 2, ¢imz dostavame

1%, sin(wz) = ﬁ /0 sin(wz — s) <g)a_1 (—%) ds

w(z—a)

w(z—a)

1
/ s ! sin(wx — 5) ds.

INa)w

0
Daéle vyuzijeme souctovy vzorec sin(wz — s) = cos(s) sin(wx) — cos(wz) sin(s),
takze je

w(z—a)

1

I3, sin(wz) = o) (sin(wx) / s cos(s) ds
0

w(z—a)
— cos(wx) / s 1 sin(s) ds)

0

Pouzijeme-li znaceni zavedené v Definici 3.5 Bohmerovych integralii, dospivame
k vysledku

I, sin(wx)
1
= W(sin(wx) be(a, w(z — a)) — cos(wzx) bs(a, w(x — a))). (5.1)
Riemann-Liouvilleuv integral funkce cos(wx) se dé spocitat podobnym postu-
pem, jen bychom pouzili souctovy vzorec pro cos(a + ). Uvddime proto rovnou
vysledek

I, cos(wx)

- F(al)wo‘ (cos(wx) be(o, w(x — a)) + sin(wz) bs(a, w(x — a))) (5.2)
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Vztahy (5.1) a (5.2) miZzeme pro v = 3 upravit na tvar obsahujici znadma;jsf

Fresnelovy integrédly (Definice 3.6). Pouzitim substituce u = s2 ve vzorci (5.1)
dostavame

I 2y sin(wx) = ! (sin(wx) / u™" cos(u®) 2udu
0

— cos(wx) / u™"sin(u?) 2u ds) :
0

Vyuzitim rovnosti (3.1) I'(3) = /7 a dalsimi tipravami dostdvdme

w(w a) w(z—a)
2
I2 2y sin(wx) = (sm (wx) / cos(u”) du — cos(wx) / sin(u?) ds)
N
0 0
2
= NG (sm wx FC(\/W r—a ) — cos(wr) FS< w(z — a))) :

kde FC a FS je Fresneluv cosinus, respektive sinus. Podobné pro funkci cos(wx)
je

I2 2y cos(wx) = \/% (cos(wx) FC( w(r — a)) + sin(wz) FS< w(z — a))) :

5.2 Riemann-Liouvilleovy derivace

Vysledky ziskané v Sekei 5.1 ted vyuzijeme pomoci Véty 4.13 k vypoctu Rie-
mann-Liouvilleovych derivaci. Navic u funkef e**, sin(wz) a cos(wx) ukdzeme jak
je vysledek ovlivnén limitnim prechodem dolni meze a — —o0.

Mocninna funkce
V Sekei 4.2 jsme ukézali, ze pro a € (0, 1) je

5 0 prof=a—1
o — = ra
DGy (x —a) AT a) (—I- ; ﬁ)a) (z—a)”" jinak.

Exponencialni funkce

d Az _ Az
—e = )e

Protoze e , muzeme podle Véty 4.13 psat

Aa
De e = 71“(16— o) (x —a)™" + I %N
6)\a )\ae)\m
= (r—a) "+ (1 — a, Nz —a)).
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Zvolme néjaké pevné x a uvazme a — —oo. Protoze je z definice v (1 — o, + 00)
I'(1—a), dostavame podle zdkladnich vét o limité souctu a soucinu a véty o limité

slozené funkce, ze
o AL Yo Ax
De e = \%e".

Srovnej s klasickym ptipadem pro n € N, kde
d n
(@) eAx — )\ne)\x'

Funkce sinus a cosinus
Prvni derivace funkce sin(wx) je rovna w cos(wx), takze podle Véty 4.13 je

Dy sin(wz) = % (x —a)™ " + [} %w cos(wx).

Dosazenim za I,;®w cos(wx) dospfvame k vysledku
D¢, sin(wx) sin(wa) (x —a)™®
in(wz) = ———= (z —
ot I'l—a)

= (Cos(wx) be(l — a,w(z — a)) + sin(wz) bs(1 — o, w(z — a))>.

* Il —a«)

Pro funkci cos(wx) by se stejnym postupem spocetlo, ze

sin(wa) o
DY =——(z—
a-+ COS(MSL’) F(l o Oé) ( CL)
ﬁ ( cos(wz) bs(1 — a,w(zr — a)) — sin(wzx) be(l — a,w(x — a))).
Uvazme pro libovolné pevné x a — —oo. Pomoci elementarnich limitnich ivah
a Lemmatu 3.5 o hodnoté Bohmerovych integréli snadno spocteme, ze

_l_

wa

D® _ sin(wz) = Td—a)
+ sin(wx)I'(1 — a) sin (g B a%) )
- w”‘(cos(wx) cos (g — ag)

+ sin(wx) sin (g - a%) )

(cos(wzz)f‘(l — ) cos (g - ag)

Protoze je

. m . m
cos(w) sin <a§> + sin(wz) cos a§>
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dospivame k vysledku

D? _ sin(wzx) = w®sin (wx + ag) :

To spise odpovida celociselnému piipadu, kde pro n € N je

d\" . - s
(@) sin(wz) = w" sin (w:c + n§> :

Pro a = % muzeme Riemann-Liouvilleovy derivace obou funkci zapsat opét

pomoci Fresnelovych integralu. Staci dosadit ze vzorcu (5.3) a (5.4), takze

DZ sin(wx) = %

+ 2\/g<cos(wx) FC( w(z — a)) + sin(wz) FS( w(r — a)) ) :
DZ cos(wx) = %

+2 %(Cos(wx) FS( w(z — a)) — sin(wx) FC( w(r — a)) )

5.3 Priprava na metodu konec¢nych prvku

Pro teseni obycejnych nebo parcialnich diferencidlnich rovnic s neceloc¢iselnymi
derivacemi se ¢asto pouziva metoda konecnych diferenci. Dalsi casto pouzivanou
metodou je metoda koneénych prvki, kterou bychom se chtéli vyhledové zabyvat.
To maélo, co je v této praci mozné k metodé konecénych prvku vypracovat, je
spo¢teni Riemann-Liouvilleovych derivaci bazovych funkei (angl. hat function ¢i
tent function), které nyni popiseme.

Uvazujme omezeny, uzavieny interval [a, b] s libovolnym pevnym délenim a =

29,21, ...,y = b, kde N € N. Pro toto déleni definujeme bazové funkce f;(x),
1=0, ..., N timto zpusobem
e pro x € [xg, 21,
folz) =q “17 %0 (5.5)
0 jinak,
(T — T
————— prox € [x;_1, 1],
Ty — Tj—1
filw)=Q B =T e ), €L N =), (5.6)
Tit1 — T4
w jinak,
fu(z)=q N7 EN- (5.7)
0 jinak.
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Béazové funkce jsou po ¢éastech afinni a plati, ze f;(z;) = d;;. Libovolnou funkci
g(x) definovanou na intervalu [a, b] tak interpolujeme linearni kombinaci

o(@) ~ Y9l fi@)

Pro interval [0, 1] s rovhomérnym délenim o péti uzlech jsou na Grafech 5.1, 5.2
a 5.3 zndzornény bézové funkee fo(x), fo(z), fa(x) a jejich derivace Fadu a = 3.

Nyni ptistupme k pocitani derivaci. Funkce f;, ¢ =0, ..., N, jsou po Castech
absolutné spojité, takze podle Véty 2.8 jsou absolutné spojité na celém intervalu

[0, xn]. Muzeme proto psat proi =0, ..., N

(D) 0 = iy | e+ [ 0] 6

(x — x9)”

o

Stéle uvazujeme « € (0, 1). Pocetni postup je sice zdlouhavy, ale neni nijak slozity
a je u vsech bazovych funkci stejny. Proto podrobnéji komentujeme pouze prvnich
par vypoctu.

Jako prvni budeme pocitat derivaci funkce fo(z). Vypocet rozdélime do vice
¢éasti podle definice funkce fo(x).

1. xp <ax<m

xT

N B 1 1 —1
(Do fo) (@) = I'l—a) \ (z—20)" +/ (21 — o) (z — 1)° «

o

Integral spocteme pomoci primitivni funkce a dalsimi aritmetickymi tpra-
vami dospivame k vysledku.

1 —a 1 -«
EECET A e T rry R

2. <z<zy

Nyni je situace o néco komplikovangjsi, protoze i derivace f/(t) je definovana
po ¢astech. Rozdélime proto integracni obor integrélu z (5.8) na interval
[0, 1], kde je fl(t) = —1, a interval [z, z|, kde je f/(t) =0

N B 1 1 -1
(Dm0+fo) () = I'l—a) |\ (x—x0)” + / (1 — x0) (x —t)° &




—— funkce

—— 1/2—derivace
X
Graf 5.1: Bazova funkce fy(x) a jeji pultd derivace.
20
15}
o
' i — funkce
oS —— 1/2—derivace
02 08 10
-05F
10/
Graf 5.2: Bazova funkce fy(x) a jeji pultd derivace.
20/
15/
1'05 — funkce
05} —— 1/2—derivace

-05}

-10F

Graf 5.3: Bazova funkce fy(x) a jeji pulta derivace.
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Déle spocteme stejnym postupem derivaci funkei f;(x) proi=1,...,N —1

1. xg<z<uwi,y
( 900[04- Z) (Z’) = O’

2. xSz <1

22:0) 0 = 175 | Gy

1 —1
" 'l -a) / (Tip1 — i) (x — t)a &

T

T T(1—a) (1:5 i) {1_—104 ChUA ] -

t=x;—1
1 1 11—« =
—t
* I'(1—a) (@i —z) {1 i ]t:xi
1

TTE-a) (5”1_ ey (@) = @) )
_ I‘(Q — a) ($i+1 — xl) (113' - 113'1) —a

— 1 (& — 21 1)t
I'(2—a) (z; — 2-1) -

S ] (e ) Lt

1 11—
T T2 —a) (1 —2) (= 2i1)
Lit1 — Tij—1 1-«
M2 = ) (5 —7n) (oo — ) )
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4. v <z <y

Z;

N 1 1
(D2 fi) () = N / (2, — i) (x — 8)° dt

Ti—1

T 1
+ — _ dt
F(l — Oé) (ZZIZ'_|_1 — LUZ> (LU — t)

T

" I(1-a) (15% — Ti-1) [1_—104 @ t)l_aI::l

1 1 o]
— ¢
+ F(l — Oé) (l’i+1 - xz) |i1 -« (x ) :|t:mi

! l-a Nl
N ['2-a) (xll_ Ti1) ( (r —xi-1) — (z — =) )
_ F(g_al) (Zit1 —xl)((x_xl) (=) )
ERTCEr T e
_F@—QH%—QAM%H_xD@—%)W
+ 1 (SL’—LU 1)1—a
F@ = a) ()

Derivace posledni bazové funkce fy(x) jsme uz v podstaté spocetli v bodech
1. a 2. u funkef fi(z),i=1, ..., N — 1. Pro potadek ji ale uvddime zvl4st.

Loy <z <zNy,
(D?o-i-fN) ([L’) = O’

2. ay1 <z <y

1 —

(Daoc[o+-fN) ([L’) = F(Q — Oé) (xN — xN—l) (‘T - zN—l)l

Vyhoda metody koneénych prvka v pripadé klasické derivace je, ze bazové
funkce a jejich prvni derivace maji stejny omezeny nosi¢. Avsak Riemann-Liouvil-
leovy derivace bazovych funkci maji zprava neomezené nosice, a lze tak ocekavat
vetsi slozitost metody. Nékdy se pocitd i prava derivace spoleéné s levou, tedy
(D2, + D2 _) f. Nosi¢ této oboustranné derivace je pak cely interval [zg, zy].
Pricinou je nelokalnost necelociselné derivace, ktera zvysuje slozitost algoritmu
obecné, [23, str. 2].

43



Kapitola 6

Numerické aproximace
Riemann-Liouvilleovy derivace

V posledni kapitole uvedeme dva algoritmy na vypocet levych necelociselnych
derivaci. Prvni odvodime z Griinwald-Letnikovovy definice a bude vhodny pro li-
bovolny tad «a. Ke konstrukci druhého algoritmu vyjdeme z Riemann-Liouvilleovy
definice a jeho pouzitelnost bude omezena na fad o € (0,1). Oba dva algoritmy
jsou navrzeny pro dolni mez a = 0. Omezeni na fad a dolni mez jsme takto zvolili,
protoze podle [20, str. 115] maji nejvétsi vyuziti Riemann-Liouvilleovy derivace
fadu a = % s dolni mezi a = 0. Pro aproximaci Caputovy derivace zadny al-
goritmus neodvozujeme, ale v Sekci 6.2 je naznacen mozny postup, jak takovy
algoritmus sestavit. Nakonec oba algoritmy otestujeme na vybranych funkcich.

Po celou dobu se v nasich tivahdch omezime na funkce z tiidy C"' [a, b], protoze
pro né nam Veéta 4.15 zarucuje jak existenci, tak vzajemnou ekvivalenci Riemann-
-Liouvilleovy a Griinwald-Letnikovovy definice v intervalu (a, b]. Budeme proto
pouzivat jednotné znaceni Df, .

Oba algoritmy jsou uvedené v [20, str. 136], kde 1ze navic nalézt asymptotické
odhady chyby.

6.1 Algoritmy zalozené na Griinwald-Letnikov-
ové definici

Ve vzorci (4.36) z definice Griinwald-Letnikovovy derivace zapiSseme kom-
binac¢ni ¢isla pomoci Gama funkce podle Véty (3.3)
1 1%
o T j [ .
D f = lim 5o 30 (17 () fx — gh)

— 04 he

L% .

1 . 1 I'(j—a) ,
= Tea) 2, e 2 TG/

Jednoduchou aproximaci ziskame tak, ze nahradime limitu malym kladnym
h. Budeme volit h = %, kde N € N, takze pro vétsi N mame lepsi aproximaci.

D4~ s (5 ) (- ig)- (6.1)
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Hodnota N zna¢i pocet uzli rovnomérného déleni intervalu [0,z]. K vypoctu
derivace pouzivame hodnoty funkce f pravé v téchto uzlech.
Daéle vyuzijeme rekurenci Gama funkce (Véta 3.1), podle niz je

M(j-a) j—1-q I(j—1-a)
(G +1) j rG)

Postupnym vytykanim pak muzeme vzorec (6.1) upravit na tvar podobny Hor-
nerovu schématu pro polynomy

oir= (5) (((
. (((fzv% + fN—l) % +fN—2) % + fN—3)

l—a —Q
) 7 _'_fl)T_'_fO)a

kde

fj:f(fc—j%)

Vyhoda tohoto schématu je, ze se v ném explicitné nevyskytuje Gama funkce
(I'(—«) se pokrétilo) a ze se snadno programuje (viz Program 6.1).

Program 6.1 Algoritmus na vypocet necelociselné derivace odvozeny z Griin-
wald-Letnikovovy definice. Implementovan v jazyce C++.

/*
f - ukazatel na funkci, jejiZ derivace se pocita
q — Fad pocitané derivace
X - bod, ve kterém se pocitd derivace
N - poCet uzlu
*/

double derivaceGL(double (*f)(double), double g, double x, int N)
{

// Krok ekvidistantniho d&leni

double h = x/N;

// Konetni suma z GL definice

double suma = (*f)(0);

// Stitani sumy pres "Hornerovo schéma"
for (int j = N-1;j >=0 ;j--)
{
suma = ( sumax(j-q)/(j+1) + (*f)(x-j*h) );

// Prendsobeni a vréaceni vysledku
return pow(h,-q)*suma;
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6.2 Algoritmy zalozené na Riemann-Liouville-
ové definici

N&s druhy algoritmus odvodime z Véty 4.13, podle které je pro o € (0, 1)

(D5,f) (@) = F(ll—oz) 7 +/ (mf—(?)a 4

Integral jesté upravime substituci t = z — 7 na vhodnéjsi tvar

(Dg—i-f) (‘T) - F(l 1_ a) fl(,g) - / f,(a;a_ t) dt | . (62)

Jedinym numerickym problémem je spocteni tohoto integralu. Za timto ticelem
uvazme rovnomérné délenf intervalu [0, z], s délicimi uzly x; = jh. Integral pak
muzeme psat jako sumu integralu pres diléi intervaly

Fra—t . S pa—
/775& dt_z_%/ita dt
0 I=V

Na kazdém intervalu [z;,x;11], j =0, ..., N — 1, odhadneme derivaci f'(z — t)
konstantou vzhledem k ¢
f,(l’—t) ~ f(x_xj—l) —f(LU—.CL’J)

Z’j — xj—l

(6.3)

Po tomto odhadu muzeme kazdy z dil¢ich integralu snadno analyticky spocitat

Tj+1 y .
/ Fle=t) g o femzi) = flz—z)) / o dt
r LTj—ZTj-1
= f($ — ‘Tj—l) - f($ - l’j) oo (=T
A l-a t=x;
_ f(x — l'j_l) - f(!lﬁ' — [L’j) . x;—a . l’;:?
Tj = Tj—1 1—a

Dosadime-li ; = jh a = Nh, spolu s dalsimi tpravami dostavame

77/@ 1) SN =G DB = F(N =B G = (=) )"
a h l—a

- 1h:aa (f((N —J+ 1) h) - f((N — ]) h)) (jl—a _ (] . 1)1—04) .

Po dosazeni tohoto vseho do (6.2) mame

N— 1

h_

—

N =D = 1) (- G- 1) ),

J=0
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Vytknutim (A7) /(1 — «) = (z7*N®) /(1 — «) dospivame ke koneéné podobé

a @ *N* (f(0)(1—a)
(D0+ ) (z) ~ T2 —a) ( No

N-1

+ ) (N =G+ h) = fF(N =) ) (=G =1"") )

=0

Programova implementace tohoto algoritmu je v Programu 6.2.

Program 6.2 Algoritmus na vypocet necelociselné derivace odvozeny z Riemann-
Liouvilleovy definice. Implementovan v jazyce C++.

/*
f - ukazatel na funkci, jejiZ derivace se pocita
q — Fad pocitané derivace
X - bod, ve kterém se pocitd derivace
N - poCet uzlu
*/

double derivaceRL(double (*f) (double), double g, double x, int N)
{

// Potitana derivace

double suma = O;

// Krok ekvidistantniho dé&leni

double h = x/N;

// Setteni sumy odpovidajici
// Riemann-Liouvilleovu integrdalu derivace
for (int j = 0;j < N;j++)
{
suma += ( (*f)( (N-j)*h ) - (*£)( (N-j-1)*h ))
*(pow(j+1,1-q) - pow(j,1-q) );

// Pritteni "konstanty"
suma += (*f) (0)*(1-q) / pow(N,q);

// Pfendsobeni
return suma*pow(N/x,q)/gamma(2-q);

Lepsi aproximace bychom mohli dosdhnout napt. zlepsenim odhadu derivace
f'(t). Misto odhadu (6.3) po ¢astech konstantni funkei muzeme pouzit po ¢astech
afinni funkci. Hodnotu derivace f’(t) v koncovych bodech intervalu [x;,x;11],
proj =1, ..., N —2 nahradime centralni diferenci, v uzlech zy a ry jednostran-
nou diferenci. Dalsi vypocet je pak podobny, ale mnohem pracnéjsi.

Jesté jind moznost vypoctu je Gaussovou kvadraturou ziskanou pomoci orto-
gondlnich polynomt s vahou ¢~* na intervalu [0, 1]. Pouzitim substituce t = 7z
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ve vzorci (6.2) zobrazime interval [0, z] na interval [0, 1] a je tak

(D2, )(a:)zml_ f(0)+/f/(x_t) dt
B 1 1f’ (1—-1))
T(1—a) 0/
B 1 . lf’ (1—-1)) .
T T(1—a)ze )+ 0/ d

Bylo by v8ak potieba znat hodnotu derivace f'(z (1 — 7;)), kde 7; je koten orto-
gonalniho polynomu.

dT

6.3 Prezentace numerickych vysledku

Algoritmus odvozeny z Griinwald-Letnikovovy definice budeme nazyvat GL
algoritmem, podobné druhy RL algoritmem. Oba algoritmy nyni otestujeme na téch-
to zakladnich funkcich

fa) =1, Dil=—=. zel.]

f(@) =, Dia=—=Va. ael

flz) = e, D(%Jrex:\/%%—j—;v(%,x), z€0,1],

@) = cos(e). D cos(a) = —=+— (cos(a) FS (V) —sin(a) FC (V).
e [0, 47].

Interval [0, 1] byl u prvnich ti{ funkei zvolen pro svoji jednoduchost. Jak uvidime
pozdéji, chovani funkci je na tomto intervalu dobte patrné. Prestoze je funkce
cos(z) 2m-periodickd, o jeji pulté derivaci toto neplati. Proto byl u funkce cos(z)
zvolen interval o délce dvojndsobku periody, aby bylo vidét, jak moc je pultd
derivace ,aperiodicka“.

Posledni funkce, jejiz derivaci budeme aproximovat, je

1 1
f(z) = sin(z) + 3 sin(212 ) + 3 sin(21

ut

1
T)+ 3 sin(2%2 ) + sin(4z), x € [0, 47].
(6.4)
Jedn4 se o souzvuk téni v temperovaném ladéni.! Navic m4 takova funkce slozi-
téjsi prubéh, nez vsechny predeslé. Ocekavame proto, ze k dosazeni dobré aproxi-
mace bude potieba vétsi pocet uzlu, nez tieba pro funkei cos(z). Piesnd hodnota

ml

Motivaci pro tuto na prvni pohled zvlistni volbu je hudebni teorie. Na zdkladnim ténu
o frekvenci 1/27 je posazen zlovéstny tritén, na ném lez{ nervézni velkd sexta, nad kterou opét
visi tritén. To vSe je zavrSeno dramatickou malou tercii, kterd tvoii se zakladnim ténem dvé
Cisté oktavy. Dohromady tak vSechny tény tvoii celek plny napéti.
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pulté derivace je

1 1 1 5 1
Dg, (sin(x) + 3 sin(Q%x) + 3 sin(Q%:L') + 3 sin(Q%:L') + sin(4x))

= % (cos(z) FC(v/z) + sin(z) FS(v))

2 (eol2a) PO (26 E) +sini2fa) (25 v3)

(
a

(cos (42) FC(2v/z) + sin(4z) FS(2v/))

=9

224

cos(212 z) FC(QMf) +sin(2122) FS(QLZ\/E))

SIS

ﬂ S

cos(272z FC(QMf) +sin(2122) FS(Q

N
EN{
B
N——
N———

Bude néas zajimat, s jakou presnosti je algoritmus schopen aproximovat deri-
vaci Fédu a = § dané funkce f(z) na daném intervalu I jako celek.

Za timto tcelem rozdélime interval I = [a,b] na 100 stejnych dilku. Uzly
tohoto déleni oznacme z;, j = 0, ...,100. V kazdém vnitinim uzlu intervalu [/
spocteme kazdym algoritmem necelociselnou derivaci funkce f. Tento vypocet
provedeme pro N = 10,20, 40,80, 160. Hodnota N je parametr algoritmu (viz
Program 6.1 a 6.2) a pro vétsi hodnoty lze ocekavat presnéjsi vysledek.

Pro kazdé N spocteme uzlovou funkei en(z;), j =1, ..., 99, kterd znaci ab-
solutni chybu algoritmu pii vypoctu derivace v bodé z;. Konkrétné

exte;) = (“Di 1) (@) = (Dif) (2), j=1,-. 0N,

1
kde AD¢ je aproximace spoctend algoritmem. Celkovou chybu Ey daného algo-
ritmu pak definujeme jako diskrétni L2-normu této uzlové funkce, tedy

100 ZeN %3)-

Kromé celkové chyby budeme u obou algoritmu pocitat tzv. experimentdlni
rdd konvergence definovany jako

E
alzlog2<EN;1), 1=0,...,3, (6.5)
1

kde N; = 10 - 2! znaéi pouzité hodnoty N = 10, 20, 40, 80, 160.
Spoctené aproximace a jejich absolutni chyby ey zndmé v uzlech z;, j =
0, ...,100, jsme pfed zanesenim do grafu po castech afinné interpolovali.

Konstantni funkce f(z) =1

Prubéh funkce a jeji derivace je zndzornén na Grafu 6.1. Aproximace spoctena
GL algoritmem je spolu s presnym feSenim vynesena na Grafu 6.2. Kvuli prehled-
nosti jsme uvedli aproximaci pouze pro N = 10 a i ta s pfesnou derivaci témér
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splyva. Prubéh chyby GL algoritmu pro vybrané hodnoty N je na Grafu 6.3.
Vysledek RL algoritmu ani jeho chybu graficky neznazornujeme, protoze ze své
konstrukce je RL algoritmus presny pro vSechny funkce s konstantni derivaci.
V Tabulce 6.1 jsou uvedeny absolutni chyby a experimentalni fady konvergence
obou algoritmu pro vSechny hodnoty N;. Kvuli zachovani formy prezentovanych
vysledku jsme uvedli experimentalni fad konvergence i pro RL algoritmus, i kdyz
ten v tomhle piipadé nema smysl. Jak uz bylo feceno, RL algoritmus pocita
derivaci konstantni funkce na strojové presnosti pro libovolné N, a proto experi-
mentalni fad konvergence (6.5) je numericky nulovy.

y
--- funkce
— 1/2—derivace
X
Graf 6.1: Funkce f(x) =1 a jeji pulta derivace.
y
20"
L —— 1/2—derivace
15}
- — N=10
10-
‘012‘ | ‘014‘ | ‘016‘ Y %iox

Graf 6.2: Pulta derivace funkce f(z) =1 a jeji aproximace spoc¢tenda GL algorit-
mem pro ruzné hodnoty N.
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: W 08 10
~0.005 —

i —— N=10
~0010  N=40

7 ~ N=160
~0.015 -
~0.020 —

Graf 6.3: Prubéh chyby GL algoritmu pti poc¢itani pulté derivace funkce f(z) =1
pro ruzné hodnoty N.

I (GL)Ex, (GL)x (RL)Ey, (RL)ay
0  1.59404E-02 — 1.755785-14  —

1 7.99758E-03 0.995  1.75591E-14  0.000
2 4.00535E-03 0998  1.75578E-14  0.000
3
4

2.00428E-03  0.999 1.75591E-14  0.000
1.00254E-03  0.999 1.75578E-14  0.000

Tabulka 6.1: Absolutni chyba a experimentalni fad konvergence GL a RL algo-
ritmu pii pocitani derivace funkece f(x) = 1.



Funkce zx

Ze stejného duvodu jako u funkce f(zr) = 1 neuvadime graf aproximace
spoctené RL algoritmem ani jeji chyby. Funkci a jeji derivaci znazornuje Graf 6.4.
Porovnani GL aproximace s presnym fesenim je na Grafu 6.5 (opét jen pro N =
10) a jeji chyba na Grafu 6.6. V Tabulce 6.2 jsou zapsany absolutni chyby a fady
konvergence obou algoritmu. Stejné jako v pripadé konstantni funkce nema ex-
perimentalni fad konvergence spocteny pro RL algoritmus smysl.

y

10}
08l
. - -- funkce
06}
i —— 1/2—derivace
04
02-
El L L | L L L | L L L | L L L | L L L | X
0.2 04 06 0.8 10
Graf 6.4: Funkce f(x) = z a jeji pultd derivace.
y
—— 1/2—derivace
— N=10

S S S S S B
0.2 04 0.6 0.8 10

Graf 6.5: Pultd derivace funkce f(z) = z a jeji aproximace spoctend GL algorit-
mem pro ruzné hodnoty N.
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~00g — N=10

~0.006 - —— N=40
~0.008 | —— N=160
~0,010 |

~0012

~0.014 |

Graf 6.6: Prubéh chyby GL algoritmu pfi pocitédni pulté derivace funkce f(z) =z
pro ruzné hodnoty N.

I (GL)Ex, (GL)x (RL)Ey, (RL)ay
0  985773E-03  — 1.36007B-14

1 4.94580E-03 0.995  1.36093E-14  0.000
2 247695E-03 0998  1.36134E-14  0.000
3
4

1.23947E-03  0.999 1.36118E-14  0.000
6.19980E-04  0.999 1.36175E-14  0.000

Tabulka 6.2: Absolutni chyba a experimentalni fad konvergence GL a RL algo-
ritmu pfi pocitani derivace funkce f(x) = z.
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Funkce ¢*

U exponencialni funkce jsou uz grafy pro oba algoritmy. Na Grafu 6.7 je funkce
spolu s derivaci. GL aproximace je na Grafu 6.8 a jeji chyba na Grafu 6.9. Graf
aproximace spoctené RL algoritmem jsme vynechali, protoze uz pro hodnotu
N = 10 se témér kryje s presnym fesenim, ale prubéh jeji chyby je znazornén
na Grafu 6.10. Pomoci Tabulky 6.3, ktera uvadi chybu a experimentalni tad
konvergence, lze oba algoritmy dobie porovnat.

y
40

35}
30f
i - -- funkce
250 )

i —— 1/2—derivace

20}

15}

Graf 6.7: Funkce f(x) = e a jeji pultd derivace.

35

3.0 f
I —— 1/2—derivace

I — N=10
251

20

. S S S S B
0.2 04 0.6 0.8 10

Graf 6.8: Pulta derivace funkce f(x) = e a jeji aproximace spoctend GL algorit-
mem pro ruzné hodnoty N.
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-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

-0.06F}

-0.07}

— N=10
— N=40
— N=160

Graf 6.9: Prubéh chyby GL algoritmu pii pocitani pulté derivace funkce f(z) = e*

pro ruzné hodnoty N.

y
X
-0.002 -
— N=10
_0.004| —— N=40
’ — N=160
—0.006 [~
—0.008;

Graf 6.10: Prubéh chyby RL algoritmu pfi pocitani pulté derivace funkce f(z) =

e” pro ruzné hodnoty N.

l (GL)ENl (GL)O&[ (RL)ENl (RL)O&[
0 4.32385E-02 — 7.33332E-03 —

1 2.17811E-02  0.989 2.70193E-03  1.44
2 1.09309E-02  0.995 9.81628E-04  1.46
3 5.47552E-03  0.997 3.53464E-04  1.47
4 2.74028E-03  0.999 1.26537E-04  1.48

Tabulka 6.3: Absolutni chyba a experimentalni fad konvergence GL a RL algo-

ritmu pfi pocitani derivace funkce f(x) = e*.
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Funkce cos(z)

Na Grafu 6.11 je zanesen prubéh funkce cos(z) a jeji pulté derivace. Na Grafu
6.12 je znazornéna aproximace spoctend GL algoritmem a na Grafu 6.13 vidime
prubéh jeji chyby. Aproximace ziskand RL algoritmem je na Grafu 6.14 a jeji
chyba je vidét na Grafu 6.15. V Tabulce 6.4 jsou opét zaznamenany chyby a ex-
perimentalni fady konvergence obou algoritmu.

- -- funkce

—— 1/2—derivace

Graf 6.11: Funkce f(x) = cos(z) a jeji pultd derivace.

15

1.0:
0_5: —— 1/2—derivace
— N=10
| | | | | X
2 8 1 12
—0.5}

Graf 6.12: Pultd derivace funkce f(z) = cos(x) a jeji aproximace spoc¢tend GL
algoritmem pro ruzné hodnoty N.
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0.15;
0.10;

I — N=10
0.05

i —— N=40

T N4 e s Lw /& X N=160
-0.05
—0.10;
—0.15i

Graf 6.13: Prubéh chyby GL algoritmu pii pocitani pulté derivace funkce f(z) =
cos(x) pro ruzné hodnoty N.

—— 1/2—derivace

— N=10

X

Graf 6.14: Pulta derivace funkce f(z) = cos(z) a jeji aproximace spoc¢tend RL
algoritmem pro ruzné hodnoty N.

l (GL)ENl (GL)O&[ (RL)ENl (RL)O&[
0 4.27108E-01 — 2.97987E-01 —
1 2.13298E-01  1.00 1.16078E-01  1.36
2 1.06589E-01  1.00 4.38986E-02  1.40
3
4

5.32816E-02  1.00 1.62582E-02  1.43
2.66378E-02  1.00 0.93654E-03  1.45

Tabulka 6.4: Absolutni chyba a experimentalni fad konvergence GL a RL algo-
ritmu pfi pocitani derivace funkce f(x) = cos(z).
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—— N=40

I S —— 6 N——1 7 | 12 "

i —— N=160
002}
—0.04:—
—0.06:—

Graf 6.15: Prubéh chyby RL algoritmu pii poéitani pulté derivace funkce f(z) =
cos(x) pro ruzné hodnoty N.
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Funkce akord

Takto jsme pojmenovali funkci definovanou vzorcem (6.4). A¢ to nebylo za-
mérem, jsou funkce serazeny podle toho, jak presné oba algoritmy pocitaji jejich
derivace. Neni prekvapenim, ze spocitané derivace funkce akord jsou presné nej-
méné. Na Grafu 6.16 je znazornén jeji prubéh spolu s jeji derivaci. Aproximace
spoctené pomoci GL a RL algoritmu lze vidét na Grafech 6.17 a 6.18. Prubéh
chyby GL algoritmu je na Grafu 6.19 a RL algoritmu na Grafu 6.20. Tabulka 6.5
opét porovnava oba algoritmy.

y
- -- funkce
Sl o — 1/2-derivace
Jdo [ 12
\ ,/
Graf 6.16: Funkce akord a jeji pulté derivace.
y
4,
3,
27 .
—— 1/2—derivace
r A — N=10
e T e — Neo
_1,
-2+
_3,
Graf 6.17: Pulta derivace funkce akord a jeji aproximace spoctend GL algoritmem

pro ruzné hodnoty N.



—— 1/2—derivace

/\ — N=10

R s o I Il 1 [T10 [T — N=20
,1}
L
S

Graf 6.18: Pulta derivace funkce akord a jeji aproximace spoc¢tend RL algoritmem
pro ruzné hodnoty N.

WZ 4 6 — N=160

-05+

IAAN h\v

-10+

Graf 6.19: Prubéh chyby GL algoritmu pti pocitani pulté derivace funkce akord
pro ruzné hodnoty N.

l (GL)ENl (GL)CY[ (RL)ENl (RL)CY[
0 4.32385E400 —  3.92423E4-00 —
1 217811E+00 0.824 1.97159E+00 0.993
2 1.09309E400 0.946 8.09180E-01  1.28
3
4

0.47552E-01  0.981 3.09542E-01  1.39
2.74028E-01  0.993 1.15123E-01  1.43

Tabulka 6.5: Absolutni chyba a experimentalni fad konvergence GL a RL algo-
ritmu pfi poc¢itani derivace funkce akord.
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Graf 6.20: Prubéh chyby RL algoritmu pii pocitani pulté derivace funkce akord
pro ruzné hodnoty N.
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Shrnuti numerickych vysledkt

Z obou algoritmu byl RL ptesnéjsi. Experimentalni fad konvergence se u GL
algoritmu pohyboval okolo hodnoty 1.0 a u RL algoritmu okolo hodnoty 1.5, coz
souhlasi s asymptotickymi odhady chyby uvedenymi v [20] pro oba algoritmy.

Zpusob, jakym byly oba algoritmy pouzity pro spocteni sité aproximujici deri-
vaci funkce na zadaném intervalu, by mohl byt jiny. Misto stejného N pro vSechny
uzly z;, j = 1,...,99, by bylo lepsi pocitat se stejnym krokem £ déleni inter-
valu [zg, z;]. Takhle bylo v uzlech s nizkym j hodnota h zbytetné mald naopak
pro body x; s vysokym j byla velikost h prilis velkd. Nevyhodou by naopak byla

Sel by zvolit i jiny zptsob poéitani experimentalniho fédu konvergence. Misto
pocitani diskrétni L2-normy chyby sifové aproximace, by se spoc¢ital lokalni fad
konvergence v kazdém uzlu x; a potom by se pfes vSechny uzly udélal pramér.
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Zaver

Préce se zabyvala zavedenim derivace a integrace necelociselného tadu, jejich
teoretickymi vztahy a problematikou numerické aproximace neceloc¢iselné deri-
vace.

V prvni ¢asti jsme uvedli pottebné definice a véty. Slozité nebo dobie znamé
véty jsme uvedli bez dukazu s patficnym odkazem na literaturu, ty zbylé jsme
dokéazali, jen v par pripadech jsme dukaz z ¢asovych duvodu pouze naznacili.

V druhé casti jsme vybudovali zdklady Riemann-Liouvilleova integralu a de-
rivace. Snazili jsme se, aby bylo jasné, pro¢ postupujeme praveé timto zpusobem.
Je vsak jasné, ze s vétsi znalosti matematické teorie 1ze popisovat hlubsi souvis-
losti. Vsechny véty, které jsme povazovali za zakladni, jsme uvedli s dukazem.
Vétsina dukazu je prejata z literatury, obzvlasté z [7] a dale z [6]. Pro zajimavost
¢i uplnost jsme uvedli nékteré hlubsi véty, které jsme nedokazovali, nebo jsme
odkazali na literaturu, kde je dané problematika fesena podrobnéji.

Caputovou ani Grinwald-Letnikovovou derivaci jsme se uz tak podrobné ne-
zabyvali. U Caputovy derivace jsme uvedli jeji vyhody oproti Riemann-Liouvil-
leové pii pouziti v obycejnych diferencidlnich rovnicich. Poukazali jsme na jejich
rozdilnost a dokézali vétu formulujici jejich vzajemny vztah. Pro Grinwald-Let-
nikovovu derivaci jsme uvedli jednu z moznych formulaci véty o ekvivalenci.

V posledni ¢asti jsme po vzoru [20] odvodili dva algoritmy na aproximaci
Riemann-Liouvilleovy potazmo Griunwald-Letnikovovy derivace. Algoritmy tes-
tujeme na fadé funkci a pocitame jejich experimentalni fad konvergence.

Je nékolik sméru, ve kterych bychom chtéli v této praci pokracovat. Napr. te-
orii necelociselné derivace a integrace na celé realné ose nebo zobecnénim pro funkce
vice proménnych. Déle bychom se chtéli zabyvat diferencidlnimi rovnicemi ne-
celociselného Fadu, at uz obyéejnymi nebo parcidlnimi, jejich aplikacemi ve fy-
zice a numerickymi metodami pouzivanymi k jejich fesSeni, napi. analogii metody
konecnych prvku.
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