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Uvod

Koncept CLM mnozina (z anglického ,complete local minimizing set*) byl
poprvé publikovdn v ¢ldnku [Robinson (1987). Jednd se o zobecnéni metody
predstavené v ¢lanku [Robinson (1982), Theorem 3.1.

Tento pojem se ukéazal byt uzitecny pii feSeni jistych optimaliza¢nich 1iloh,
a proto byl nasledné rozpracovan v pracich nékolika dalsich autoru, napft.
Infanger (2010), Klatte a Kummer (2002) nebo [Woodruff (1997). Hlavnim
zdrojem informaci pii psani této bakalarské prace se stal ¢lanek [Robinsonl (1996).

Prace je rozdélena do tii kapitol. V prvni kapitole se sezndmime s pojmy
epi-konvergence a zdola a shora polospojitd funkce a uvedeme dva klicové
predpoklady, na néz budeme odkazovat ve vétsiné pozdéji formulovanych vét.
Po tvodnich definicich se ve druhé kapitole seznamime s pojmem CLM mnozina
a nékterymi jeho zédkladnimi vlastnostmi. V zavéru této kapitoly ukazeme vyuziti
tohoto pojmu pii tzv. presné minimalizaci.

V zavérecné kapitole se zaméiime na situace, ve kterych nezname ptesné reSeni
optimaliza¢ni tlohy, ale pouze ptiblizné, a predvedeme vyuziti CLM mnozin pfi
této tzv. priblizné minimalizaci.



Kapitola 1

Priprava

1.1 Uvodni poznamky

Necht v této a ndsledujicich kapitolach (9, A, P) oznacuje pravdépodobnostni
prostor. Uvazujme ndhodny proces {X,,n € N} a ndhodnou veli¢cinu X, které
jsou definovany na (€2, A, P). Déle predpokladejme, Ze pro kazdé n € N ndhodné
veliciny X,, a X zavisi na parametru # € R¥ a jejich hodnoty lez{ v rozsifené
realné ptrimce, tj. kromé redlnych hodnot mohou nabyvat i hodnoty oo a —oo.
Rozsitenou redlnou piimku budeme oznacovat R*.

Nasim cilem je pro uré¢ité w € 2 nalézt bod, pfip. body, ve kterych funkce X (w,-)
nabyva minimalni hodnoty. Je zfejmé, ze obecné takovy bod nemusi viibec exis-
tovat. Muze se také stat, ze tento bod bude zaviset na zvoleném w, a tedy pro
ruzné w dostavame ruzné body, v nichz funkce X (w,") nabyva minima. Proto
se casto pracuje pouze s funkcemi nezavislymi na w € €2, tj. s deterministickymi
funkcemi.

Ukazeme, ze pri splnéni urcitych predpokladu muzeme problém hledani
(lokélnfho) minima X, (w,") pro ur¢ité w € € prevést na jednodussi problém:
hledéni (lokélntho) minima X, (w, ) pro dostatecné velké n a pro dané w € Q.
Véty, jez formulujeme v této kapitole, budou spolu s hlavnimi myslenkami jejich
dukazu prevzaty z ¢lanku [Robinson (1996).

1.2 Epi-konvergence

V nasich predpokladech budeme ¢asto pracovat se specialnim typem konver-
gence, tzv. epi-konvergenci. Uvedme si tedy jeji definici.

Definice 1.1 (Epi-konvergence). Necht pron €N f, : RF — R* a f : RF — R*.
Rekneme, ze posloupnost {f,}n.en konverguje v epi-konvergenci k f., (piSeme
fa = fao), jestlize V 6 € R plati:

(i) V posloupnost {6, }nen v R¥ takovou, Ze lim,, . 0, = 0, je

liminf f,(6,) > fo(0). (L1)

n—



(i) 3 posloupnost {6, }nen v R¥, lim,, o 0,, = 0 takova, ze

limsup f,(0,) < foo(6). (1.2)

n—oo

Pozndmka 1.2. Necht pron € N f, : R¥ — R* a f, : R¥ — R*. Predpokladejme,
7e fn = fs a necht {6,}nen spliuje (L2). Potom tato posloupnost musi

splinovat i (ILT), a tedy pro ni plati lim, , fn(0,) = feo(6). Bod (L2) je tedy
mozné nahradit predpokladem:

(ii)* 3 posloupnost {0, }nen v R¥, lim,, .o 0,, = 0 takovd, Ze

Jim £, (6,) = foo (6).
Piiklad 1.3. Uvazujme posloupnost funkei { f,, },en, kterd je zadand predpisem
fo(z) :==2" kde z € [0,1) an € N. Bud z € [0,1) libovolné. Pov§imnéme si, ze

lim f,(z) = lim 2" = 0.
n—oo n—o0

Nyni ukézeme, ze f, — 0. Ovéime platnost definice [l

1. Pro kazdou posloupnost {z, },en bodu z [0, 1) takovou, ze lim,, o, z, = z,
ziejmé plati liminf,, ., f.(z,) > 0.

2. Definujme posloupnost {z, },en bodt z [0, 1) predpisem z, := | — 1/2n|,
n € N. Potom lim,, .., = = a

1 1
lim sup f,(z,) = limsup|z — %|" = lim sup exp{n log|z — %|} =0.

n—oo n—oo n—o0

Tim je tedy dokdzano, ze posloupnost {f,}nen konverguje bodové a v epi-
konvergenci k 0.

Obecné ovsem epi-konvergence neimplikuje bodovou konvergenci ke stejné
limite. Muze se dokonce stdt, ze posloupnost funkci, kterda konverguje v epi-
konvergenci, bodové vubec nekonverguje. To nam ilustruje nasledujici ptiklad,
publikovany v ¢lanku [Kall (1986).

Piiklad 1.4. Uvazujme posloupnost funkei {f,,}°°, definovanou predpisem

, jestlize x € Q,
for(z) =
1
1— T jestlize x € R\ Q,

1
1-— A jestlize z € Q,
Jorr1(z) =1~ fo(z) =
1
o jestlize x € R\ Q,

kde k = 1,2,--- Ukézeme, ze f, — 0. Bud = € R libovolné a ovéime platnost
definice [Tl



1. Pro kazdou posloupnost {z,}3, bodu z R takovou, ze lim, ,o, z, = z,
ziejmé plati liminf,, ., f,(z,) > 0.

2. Definujme posloupnost {z,}>2, bodu z R, kde

1
Tor, € Q takové, ze |z — x| < o
1
Topr1 € R\ Q takové, ze |wopy — | < o
pro k=1,2,--- Potom zfejmé lim,, .., x, = x a
fou(wor) = E = fors1(Tor+1),
a tedy
1
limsup f,(x,) = limsup —= = limsup — = 0.
n—00 n—00 n/ n—oo N

Ovsem posloupnost {f,}°2, nekonverguje bodové, nebot uvazujeme-li podpo-
sloupnosti { for }ren @ { fort1tren, potom

0, jestlize x € Q,

li =: =
B0 Janlw) = g(w) {1, jestlize z € R\ Q,

1, jestlize x € Q,

e forn (@) (z) {0, jestlize z € R\ Q
a vidime, ze V 2 € R g(x) # h(x).

Dalsi priklady a poznatky ohledné epi-konvergence lze nalézt napt. v knize
Attouch (1984) nebo Rockafellar a Wetd (2004).

1.3 Predpoklad I, Predpoklad II

V této sekci definujeme dva dulezité predpoklady, jez budeme pozdéji v[2l a3l
kapitole ¢asto pouzivat. Nejdrive ovsem potiebujeme zavést nékolik pojmu.

Definice 1.5 (Vlastni funkce). Necht f: RF — R*. Budeme fikat, Ze funkce f je
vlastni, jestlize pro kazdé z € R* je f(x) > —oo a funkce f neni identicky rovna
hodnoté oco.

Definice 1.6 (Zdola a shora polospojita funkce). Necht f: RF — R*.

i) Rekneme, ze funkee f je zdola polospojitd v bodé 2 € R¥, jestlize pro kazdou
J p PO) J p
posloupnost {, },en bodli z R* splitujici lim,, o 2, = 2 plati

liminf f(z,) > f(z). (1.3)
n—oo
(ii) Rekneme, ze funkce f je shora polospojita v bodé 2 € R¥, jestlize pro kazdou
posloupnost {z, },en bodli z R* splitujici lim,, o 2, = 2 plati

limsup f(z,) < f(x). (1.4)

n—o0



(iii) Rekneme, ze funkce f je zdola polospojitd, resp. shora polospojité, jestlize
je zdola polospojitd, resp. shora polospojita v kazdém bodé x € RF.

Pozndmka 1.7. Piedpokladejme, Ze f : R¥ — R* je zdola a zarovein shora polo-
spojita funkce v néjakém bodé x € R¥. Potom pro kazdou posloupnost {z, },en
bodi z R¥ splitujici lim,, s , = = plati

lim f(z,) = f(z), (1.5)

n—oo

coz plyne z (L3), (L4) a faktu, ze liminf,,_, f(x,) < limsup,_, . f(x,). Funkce f
je proto spojita v daném bodé .

Naopak kazd4 funkce f : R*¥ — R* ktera je spojitd v néjakém bodé x € RF,
je v tomto bodé zdroven shora i zdola polospojitd, nebot z rovnosti (LH]) ihned

plynou nerovnosti (L3) a (L.4]).

Priiklad 1.8. Ukazme si nékteré zdola polospojité funkce.
(i) Dle pozndmky [L7 kazda spojita funkce z R* do R* je zdola polospojitd.
(ii) Ztejme funkce horni celd ¢dst je zdola polospojita funkce.
(iii) Je-li M C R, potom charakteristickou funkei mnoziny M rozumime
1, jestlize x € M,
(@) = {0, jestlize = ¢ M.

Uvazujme tedy otevieny realny interval (0,1). Potom charakteristickd funkce
X(0,1) je taktéz zdola polospojita funkce. Ovérme platnost definice [L6l Necht
{zp }nen je libovolnd posloupnost bodu z R spliujici lim,, . z, = .

1. Jestlize z € (0,1), potom 3 ng € NV n > ng z, € (0,1), a tedy

X(O,l) ([L‘) =1= inf X(O,l)(l‘n)-

n>ng
2. Jestlize ¢ (0,1), potom V y € R x0,1)(¥) > Xx(0,1)(2) =0, a tedy
lim inf X(0,1)(Tn) = X(0,1)(2)-

Priklad 1.9. Nyni si ukdzeme nékteré shora polospojité funkce.
(i) Dle poznamky [T kazda spojita funkce z R* do R* je shora polospojit4.
(ii) Ztejmeé funkce dolni celd ¢ast je shora polospojité funkee.

(iii) Uvazujme uzavieny redlny interval [0,1]. Potom charakteristickd funkce
X[o,1) je také shora polospojitd funkce. Ovéiime platnost definice Necht
{zp, }nen je libovolnd posloupnost bodu z R spliujici lim,, . z, = .

L. Jestlize x € [0,1], potom V y € R xpo.1)(x) = 1 > x[p,1(¥), a tedy

X[0,1] (37) > lim sup XJ0,1] (an)

n—oo



2. Jestlize x ¢ [0,1], potom I ng € NV n >ny x, € R\ [0,1], a tedy

X[0,1] (55) =0=sup X[o,l](l’n)-

n>ng

V nasledujicim ptikladé si ukédzeme funkei, kterd v jistém bodé neni ani zdola
ani shora polospojita.

Priklad 1.10. Definujme funkci f : R — R* pfedpisem

1
—, Jjestlize x € R\ {0},
x
flz) =
0, jestlize x = 0.

Uvazujme posloupnost {x,},en bodu z R definovanou predpisem z, := 1/n,
n € N. Potom lim,_, z, =0 a

flxz) =0<o00=lim f(x,). (1.6)

n—o0

Nyni uvazujme posloupnost {y,}nen bodu z R definovanou predpisem
Ypn = —1/n, n € N. Potom lim,, ,oy, =0 a

f(z) =0> —oo = lim f(yn). (L.7)

Z (LO) a (L17) tedy plyne, ze funkce f neni v bodé 0 ani zdola ani shora
polospojita.

Plati nésledujici dulezitd vlastnost zdola polospojitych funkei, kterou pozdéji
pouzijeme v nékterych dikazech.

Lemma 1.11. Necht M C R* je kompaktni mnoZina a f : M — (—o0, 00| zdola

polospogitd funkce. Potom f nabyvd na M svého minima.

Dikaz. Rockafellar a Wets (2004), 1.10 Corollary (lower bounds).
4

Nésledujici lemma davéa do souvislosti pojmy epi-konvergence a zdola polo-
spojita funkce.

Lemma 1.12. Necht pron € N f, : R¥ — R* a f, : R¥ — R*. Predpoklddejme,
Ze fn, = fro. Potom fs je zdola polospojitd funkce.

Diikaz. |Attouch (1984), Theorem 2.1.

3

Dalsi vlastnosti zdola a shora polospojitych funkci lze nalézt napt. v knize
Rockafellar a Wets (2004).



Definice 1.13 (Predpoklad I). Necht {X,,n € N}, resp. X, je ndhodny pro-
ces, resp. ndhodnd veli¢ina na (€2, A, P) a predpoklddejme, ze ndhodné veli¢iny
X,.,n € N, a X, jsou zavislé na parametru § € R*. Budeme iikat, ze Pfedpoklad I
je splnén, jestlize 3 A € A, P(A) = 0V w ¢ A plati soucasné nésledujici
podminky:

(i) Vn € Nje X, (w, ) zdola polospojitd a vlastni funkce,
(i) X,(w,) 2> Xoo(w,).

Definice 1.14 (Predpoklad II). Necht {X,,n € N}, resp. X, je ndhodny
proces, resp. nahodna velicina na (€2, A,P) a ptredpoklddejme, ze ndhodné
veliciny X,,,n € N, a X, jsou zavislé na parametru # € R*. Budeme fikat, 7e
Predpoklad II je splnén, jestlize 3 A € A, P(A) = 0V w ¢ A plati soucasné
nasledujici podminky:

(i) Xoo(w,") je vlastni funkce,

(ii) mnozina M = {# € R* : X (w,)) = ming,cpr Xoo(w,0)} je neprdzdnd
a kompaktni.

V nasledujici vété predstavime sadu postacujicich podminek pro platnost
Ptredpokladu I. Nejdiive si ale pripomenme definice stejnomérné konvergence po-
sloupnosti funkei a stejnomérné spojitého zobrazeni a také formulujme pomocné
lemma, které nésledné pouzijeme v dukazu véty.

Definice 1.15 (Stejnomérna konvergence posloupnosti funkei). Necht (X,p) je
metricky prostor a M né&jakd neprazdnd mnozina. Pro n € N necht f,, f jsou
zobrazeni definovand na M s hodnotami v (X,p).

Rekneme, 7ze posloupnost funkei {f,}nen konverguje stejnomérné k funkei f
na mnoziné M (a piSeme f, = f na M), jestlize plati:

Ve>0dnoe NVae MVYn>ng:p(fulz), f(z)) <e.

Definice 1.16 (Stejnomérné spojité zobrazeni). Necht (X,p), (Y, o) jsou metrické
prostory a f : X — Y. Rekneme, Ze zobrazeni f je stejnomérné spojité, jestlize

Ve>030>0Vaye X, plry) <dplati o(f(z), f(y)) < e.

Lemma 1.17. Necht pron € N f, : RF = R, f : R¥ — R. Predpoklddejme, Ze
funkce f je spojitd a posloupnost { fn}nen konverguje stejnomérné k f na kazdé
kompaktni mnoziné D C R”.

Potom pro kazdé 0 € RF a kazdou posloupnost {0,}neny v RF takovou, Ze
lim,, .o 0, =0, plati

lim £,(0,) = f(0). (1.8)

n—o0

Diikaz. Bud e > 0. Nechf @ je libovolny bod z R* a {6,},en bud libovolnd
posloupnost bodit z R spliujici lim,, o 6, = 6. Ozna¢me K := max,en|0 — 6,
a definujme mnozinu D predpisem

D:={zecR": |0 -2 <K}

8



Potom D je kompaktni mnozina obsahujici bod 6 a posloupnost {6, },en-
Z predpokladu véty vime, ze funkce f je spojitda na D, a proto plati, ze f je
stejnomérné spojitd, tj.

35>ovLyeD4x—m<5m%uﬂ@—f@ﬂ<%. (1.9)
Jelikoz lim,,_,o, 6,, = 0, potom
dny e NVn>ny: |0,—0| <6. (1.10)

Déle, jelikoz f,, = fna D af; € DV jeN, vime, ze
Jn, €NV 0,5 €NV >ny: |fn(9j)—f(0j)|<g. (1.11)

Definujme ny := max {ny, ns}. Potom V n > ng z (L9), (LI0) a (III) plyne

1£(0) = fu(0n)] < 1F(0) = f(0)] + [ (0n) — fulOn)]
£ €
< 5 + 5 =ec.
0 a {0, }nen byly voleny libovolné, proto V 6 € R¥ a kazdou posloupnost {6, }nen
v R* takovou, ze lim,_,o 6, = 0, plati (LS.
d

Véta 1.18. Necht D je neprdzdnd, uzaviend podmnozina R*, {Y,,n € N}
ndhodny proces definovany na (2, A,P) a predpoklddejme, Ze ndhodné veliciny
Y,.,n € N, jsou zdvislé na parametru 0 € D. Ddle predpoklddejme, Ze ¥ w € §2
aV n €N funkce Y,(w,) nabjvd pouze redlnijch hodnot na D a Ze 3 A € A,
P(A) =0V w ¢ A plati ndsledujici podminky:

(i) V. n €N jeY,(w,) zdola polospojitd a vlastni funkce,

(ii) posloupnost {Y,(w,)}nen konverguje stejnomerné na kazdé kompakini
podmmnoziné mnoziny D k Y, (w,), kde Yy, je ndhodnd veli¢ina definovand
na (2, A,P), kterd je zdavisla na parametru 0 € D, a Yo(w, ) je spojitd
funkce definovand na D nabyjvagici pouze redlnych hodnot.

Pron € NU{oo} definujme funkci

Xo(w,) = {2(%') ZZ ]g,;\D. (1.12)

Potom {X,,n € N} a X, spliuji Predpoklad I.

Diikaz. Vezméme libovolné w ¢ A,ng € N a 6, € R,

1. Jelikoz mnozina D je neprazdnda a funkce Y, (w,") nabyva pouze reilnych
hodnot, z (L12) dle definice plyne, ze X,,,(w,-) je vlastni funkce.

2. Nyni ukdzeme, ze X, (w,-) je zdola polospojité funkce.
Bud {0, },en libovolné posloupnost bodii z R* takovd, ze lim,,_« 6, = 6.

9



1.

ii.

Jestlize 6y € R* \ D, potom dle (LI2) X,,(w,p) = o0 a In; €N
Vn>n 6, €RF\ D, tj.

inf X, (w,0,) = 00 = X, (w,0p). (1.13)

n>ni

Jestlize 6y € D, potom X, (w,0y) = Y,,(w,00) € R a nastavd prave
jedna z nésledujicich moznosti:

Bud 3ny e NV n>ny 6, € R¥\ D, a tedy

inf X, (w,0,) =00 > X, (w,b), (1.14)

n>ng
nebo dn3 e NVn >ng6, € D, tj.

inf X, (w,0,) = inf Y, (w,0,) > Yy, (w,00) = Xy, (w,6p), (1.15)

n>ng n>ns

kde dand nerovnost vyplyva z predpokladu véty, ze funkce Y,,, (w,-)
je zdola polospojita.

7Z (L13), (L14) a (ILI5) potom dle definice [ plyne, ze funkce X,,,(w,-) je

zdola polospojita.

3. V 1. a 2. bodé jsme tedy ukazali, ze podminka (i) z definice plati.

4. Zbyvé dokazat, ze X, (w,") = Xeo(w,").

1.

ii.

Jestlize 0y € R* \ D, potom X (w,fy) = oo a pro kazdou posloup-
nost {0, }nen bodit z R* takovou, Ze lim,,_, 0, = 0, existuje ny € N

Vn>ny 6, eRN\ D. Dle (LI2) tedy V n > ny
Xn(w,0,) =00 = Xo(w,bp). (1.16)

Jestlize 6y € D, potom X, (w,0y) = Y,(w,0h) V n € N U {oo}.
Definujeme-li posloupnost {6, },en predpisem 6,, := 0y V n € N, potom

JLIEOX"(W’QO) = Xoo(w,bp). (1.17)
Nyni bud {6, }nen libovolnd posloupnost bodi z RF takova, ze
lim, o0 0, = 0. Jestlize existuje ns € NV n > ns 6, € RE\ D,
potom

nigfs Xn(w,0,) = 00 > Xo(w,b),

nebot X (w,") nabyvd na D pouze redlnych hodnot. Proto muzeme
predpokladat, ze od jistého ns pro vSechna n > ns body 6, lezi v D.
Je-lim < ns a bod 6,,, € R*\ D, potom jej mitzeme z dané posloupnosti
vynechat, nebot pro néj plati, ze X,,(w,0,,) = 00, a tedy jeho vynechan{
nijak neovlivni hodnotu liminf,, ., X,(w,0,).
Ukézali jsme, ze bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
v8echny c¢leny zvolené posloupnosti {6, },en jsou prvky mnoziny D.
Oznactme K kompaktni podmnozinu D obsahujici body posloupnosti
{01} nen. Pro n € N potom X,,(w,0,) = Y, (w,0,). Z predpokladu (ii)
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pak plyne, ze posloupnost {X,,(w,-) }nen konverguje stejnomérné ke spo-
jité funkci X (w,-) na K. Dle lemmatu [LT7 tudiz plati

lim X, (w,0,) = Xoo(w,0). (1.18)
n—oo

7 (LI6), (LI7) a (LIS) potom dle definice LI plyne, ze X, (w,") = Xoo(w,-).
V bodé 4. je dokazano, ze plati také podminka (ii) z definice [LT3] a tedy i tvrzeni

vety.
4

Jak si ukdzeme v nasledujicim piikladé, pokud bychom vynechali pozadavek
uzavienosti mnoziny D ve véte [[LI8, mohlo by se stét, ze X,,,(w,-) nebude zdola
polospojita funkce.

Piiklad 1.19. Necht jsou splnény predpoklady véty [LI8s vyjimkou toho, ze D je
uzaviend mnozina. Naopak predpokladejme, ze D := (0,1) je oteviend mnozina.
Navic necht existuje B € A, P(B) =0V w ¢ B je funkece Y,,(w,") shora omezend
vV n € N. Uvazujme bod 0 a libovolné ny € N a w ¢ B. Vidime, ze 0 € 9D, a tedy
dle predpisu (LI2) je X, (w,0) = oc.

Uvazujme posloupnost {6, },eny bodu z R definovanou predpisem 6, = 1/2n,
n € N. Potom lim, ,0, = 0 a6, € DV n € N. Proto opét dle (LI2)
a predpokladu, ze funkce Y, (w, ) nabyva na D pouze redlnych hodnot, V n € N
plati, ze X, (w,0,) = Y, (w,0,) € R, a tedy

Xy (w,0) > liminf X, (w,6,). (1.19)
n—o0

Nerovnost (I.I9)) je tedy v rozporu s nerovnosti (L3]), tudiz funkce X,,,(w, ) neni
zdola polospojita v bodé 0.

Nyni uvedeme definice pojmu, s kterymi budeme dale pracovat, a také dve
lemmata, které posléze vyuzijeme v dukazu véty [L26] jejimz zobecnénim je

veta [LI8]

Definice 1.20 (Spojitost zobrazeni vzhledem k mnoziné). Nechf f : R* — R*
a M C R,

(i) Rekneme, Ze zobrazeni f je spojité v bodé a € M vzhledem k mnoziné M,
jestlize plati

lim f(z) = f(a).
zeM
(ii) Rekneme, ze zobrazeni f je spojité vzhledem k mnoziné M, jestlize je spojité

v kazdém bodé a € M vzhledem k mnoziné M.

Definice 1.21 (Relativni vnitek a relativné oteviena mnozina). Necht M C RF
je neprdzdnd konvexni mnozina a oznacme B := {x € R* : |z| < 1}.

Relativnim vnitikem mnoziny M, ktery znacime rint (M), rozumime vnitiek této
mnoziny vzhledem k Aff (M), tj. vzhledem k nejmensimu linedlu (afinnimu pod-
prostoru), ktery obsahuje mnozinu M. Tedy

rint (M) = {z € AF(M) : 3 &> 0, (z +B) N Aff (M) C M}.

Rekneme, ze M je relativné oteviend, jestlize M = rint (M).
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Definice 1.22 (Doména funkce). Necht f : R¥ — R*. Potom doménou funkce f
rozumime mnozinu

Dom (f) = {z € R¥: f(x) < oo}.

Lemma 1.23. Nechf f : R¥ — R* je konvexni funkce. Potom f je spojitd vzhle-
dem ke kazdé konvexni mnozine M C Dom(f), kterd je relativné oteviend.

Duikaz. Rockafellan (1997), Theorem 10.1.
4

Ukazeme, ze pokud bychom vynechali pozadavek relativni otevienosti
mnoziny M, tvrzeni lemmatu [L23 by potom neplatilo.

Priklad 1.24. Definujme funkci f predpisem

22, jestlize x € (0,1],
fla) = { o

1, jestlize z = 0.

Potom Dom (f) = [0,1] a vezmeme-li M := [0,1/2), vidime, ze M C Dom (f)
je konvexni mnozina. Ovsem ziejmé funkce f neni spojita v bodé 0 vzhledem
k mnoziné M, a proto f neni spojitd vzhledem k M.

Lemma 1.25. Bud M konvexni, relativné oteviend mnozina v R* a pro kazdé
n €N f, : M = R bud konvexni funkce. Necht ewxistuje N C M takovd,
Ze clo(N) D M a ¥ x € N necht lim,_,o fn(2) existuje a je koneénd. Potom
Vo € M lim,_, fn(z) ezistuje a nabyvd redlngch hodnot.

Oznacme f(x) := lim, o fo(x),z € M. Potom f je konvexni funkce, kterd
nabyvd pouze redlnych hodnot na M. Navic posloupnost funkci { f, }nen konverguje
stejnomeérné k f na kazZdé kompakini mnozine K C M.

Duiikaz. Rockafellan (1997), Theorem 10.8.
4

Véta 1.26. Necht D je neprdzdnd, konvexni a relativné oteviend mnozina v R¥.
{Y,,,n € N}, resp. Yo, bud ndhodny proces, resp. ndhodnd velicina na (2, A, P)
a predpokldadejme, Ze nahodné veliciny Y,,,n € N, a Y, jsou zdvislé na parametru
0 € D. Ddle predpokladejme, 26V n € NI A€ APA) =0V w¢ A je funkce
Y, (w,") konvezni a nabjvd pouze redlnyjch hodnot na D. Necht existuje spocetnd
a hustd mnozina M C D takovd, 26 V 0 €¢ M 3 B € AP(B)=0Vw¢ B
lim,, o Yy (w,0) = Yoo (w,0), kde Yoo (w,0) je redlné cislo.

Potom 3 C € A,P(C)=0V w ¢ C plati:

(i) ¥V 0 € D existuje lim,,_,, Yy, (w,0), oznacme jeji hodnotu Yy (w,0),
(11) Yoo(w,*) je spojitd, konvexni funkce nabyvagjici pouze redlngch hodnot na D,

(iii) je-li K C D neprdzdnd, uzaviend mnozina a definujeme-li ¥V n € NU {oo}

X, () Yo(w,), jestlize 0 € K,
n\W, ) = . .
00, jestlize 0 ¢ K,

potom {X,,n € N} a X spliuji Predpoklad I.
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Diikaz. Definujme V ¢ € N mnozinu
A; = {w € Q :Y;(w,) neni konvexni nebo nenabyva na D realnych hodnot}.

Potom plati, ze P(4;) = 0 ¥V i € N. Mnozina M je spocetnd, jeji prvky proto
muzeme oznacit jako 6y, 60,, ... Dale V j € N definujme mnozinu

B; :={w € Q: lim Y, (w,0;) neexistuje nebo neni konec¢nd}.
n—oo
Potom P(B;) = 0V j € N. Definujme mnozinu C' := (J;2,(4; U B;). Potom
P(C) = 0, nebot

(e}

P(C) = P(U(Ai UB;)) < i P(4;U B;) < i P(A;) + i P(B;) = 0.

=1

Ukézeme, ze tvrzeni plati V w ¢ C. Bud w ¢ C' libovolné. Budeme postupovat
ve dvou krocich:

1. Nejdiive ukdzeme platnost bodu (i) a (ii).

Plati, ze V n € N je funkce Y, (w,-) konvexni, nabyvajici pouze redlnych hod-
not na D. Z lemmatu 23] tedy vyplyva, ze Y, (w,) je spojitd na D, nebot
D C Dom(Y,(w,")) a je to konvexni mnozina, kterd je relativné oteviena
v R*.

Déle plati, ze lim, o Yy (w,0;) = Yoo(w,0;) V 6; € M, kde Yo (w,0;) € R.
Potom z lemmatu plyne, ze V 0 € D lim, ;o Y, (w,0) = Y (w,0), kde
Yo(w,) je konvexni a nabyva pouze redlnych hodnot na D, a proto musi
byt i spojitd na D. Navic plati, ze posloupnost {Y,(w,")},en konverguje
stejnomérné k Y, (w,") na kazdé kompaktni podmnoziné D.

2. Platnost bodu (iii) ukdzeme ovérenim predpokladu véty [LI8

Predpokladdme, ze K C D je neprazdna, uzaviena mnozina. Ukazali jsme,
ze pro kazdé n € N je Y, (w,") spojitda na D. Dle poznamky [[.7 je zde i zdola
polospojita. Déle vime, ze tato funkce nabyva na D pouze realnych hodnot,
tudiz je to vlastni funkce. Je tedy splnén predpoklad (i) véty [[I8]
Také bylo ukdzéno, ze posloupnost {Y,(w,")},en konverguje stejnomérné
na kazdé kompaktni podmnoziné mnoziny D k Y. (w,-), coz je spojité funkce
definovand na D nabyvajici pouze redlnych hodnot. Jsou tedy splnény
predpoklady véty [LI8 a z ni jiz plyne i bod (iii).

3
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Kapitola 2

Presna minimalizace

2.1 Uvodni poznamky

V této a nasledujici kapitole budeme vyuzivat kompaktifikaci P mnoziny
I = {1,2,...}. Timto pojmem rozumime P = [ U {oco} s topologii
sestavajici z diskrétni topologie na I a baze okoli bodu co dané mnozinami
Voi={n,n+1,...} U{occ} pron=1,2,...
Pomocné véty a lemmata formulované v této kapitole jsou spolu s hlavnimi kroky
jejich dukazu prevzaty z clanku [Robinson (1987). Zbyvajici véty této kapitoly
jsou prevzaty z ¢lanku [Robinson (1996).
Definujme jesté jeden pojem, ktery budeme ve zbytku prace také casto pouzivat.

Definice 2.1 (Multifunkce). Necht X a Y jsou topologické prostory. Jestlize
F ptifazuje kazdému x € X mnozinu F(x) C Y, potom F nazyvame multifunkei
z X doY.

V nize uvedené definici zavedeme znaceni, které budeme pouzivat v této
a nasledujici kapitole.

Definice 2.2. Necht {X,,n € N}, resp. X, je ndhodny proces, resp. ndhodna
velicina na (€2, A, P) a predpokladejme, ze ndhodné veliciny X,,,n € N, a X
jsou zavislé na parametru # € R*. Potom pron € P a w € Q definujme
n(w) = inf X, (w,d),
fnlt0) = inf X, (0)
M, (w) :={0 € R* : X,,(w,0) = pin(w)}.
Je-li navic G neprazdnd, omezend a oteviend mnozina v R¥, potom definujeme

An = inf Xy 7‘97
inl) = Iy Xnlef)

M, (w) :={0 € clo (G) : Xn(w,0) = fin(w)}.
Pozndmka 2.3. PovSimnéme si, ze:
(i) na M,(w), resp. na M\n(w) muzeme nahlizet jednak jako na multifunkci
z Q x P do R¥, resp. do clo(G), tj. jako na piedpis, ktery kazdému ele-
mentarnimu jevu w €  a kazdému n € P pritazuje alespon jednu hodnotu

z R* resp. z clo (G), jednak jako na mnozinu obsahujici body, ve kterych
funkce X, (w, ) pro dané n a w nabyva globélniho, resp. lokalntho minima.
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(ii) pokud pro néjaké n € N a w € Q p,(w) = oo, potom M,(w) = RF
a X, (w,") = oo. Proto jednim z pozadavku na funkce X, (w,-) je, aby tyto
funkce byly vlastni.

Nésledujici véta ndam udava vlastnosti u, a M,, pokud plati Ptedpoklad I
formulovany v definici [LT3]

Véta 2.4. Necht je spinén Predpoklad I. Potom ¥ w ¢ A plati:

(i) Hoo(w) 2 limsup,, o, fin(w),

(i1) jestlize pro kazdé n € N 0,, € M, (w) a lim,_, 0, = 0, potom 6 € M (w)
a limy, o0 i (W) = oo (W).

Dikaz. Diky Predpokladu I vime, ze 3 A € A, P(A) = 0V w ¢ A plati
Xp(w,) = Xoo(w,') aVn €N je X, (w,) zdola polospojité a vlastni.

Bud w ¢ A libovolné. Diikaz provedeme ve dvou krocich:

1. Nejdiive ukazeme platnost bodu (i).
Vezméme libovolné § € R*. Potom dle definice [[LT] existuje posloupnost
{0, }nen v R¥ lim,, o 6,, = 6 takovd, ze limsup, . X, (w,0,) < Xoo(w,0).
Jelikoz ziejmé plati X, (w,0,) > infpepr X, (w,0) = p,(w), dostdvame, ze

lim sup g, (w) < limsup X, (w,0,) < Xoo(w,0).

n—oo n—oo

Jelikoz bod 6 byl volen libovolné, plati rovnéz

lim sup i, (w) < inf X (w,0) = oo (w).
OcRF

n—oo

2. Nyni ukdzeme platnost bodu (ii).
Dle definice [1 vime, ze je-li € RF, potom pro kazdou posloupnost
{2 }nen v R¥ takovou, ze lim,, o 2, = x, plati
liminf X, (w,x,,) > Xoo(w,x).
n—oo
Uvazme tedy posloupnost {6, }nen, lim, o0, = 6. Jelikoz ¥V n € N
0, € M,(w), potom V n € N p,(w) = X,(w,0,) a s vyuzitim jiz dokdzané
¢asti (i) dostavame, ze
msup pin(w) = limsup X, (w,0n) < floo(w) < Xoo(w,0)
n—oo n—oo

< liminf X, (w,d,,) = liminf p,(w).
n—oo n—o0
Vsude tedy plati rovnosti:

lim X, (w,0,) = lim p,(w) = peo(w) = Xoo(w,0).
n—oo

n—o0
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2.2 Epi-spojitost a Berge-usc
V této sekci se predevSim seznamime s pojmy epi-spojitost a Berge-usc
a ukazeme si nékteré jejich vlastnosti, jichz poté vyuzijeme v nasledujici sekci.

Definice 2.5 (Béaze okoli bodu). Necht (X, G(X)) je topologicky prostor, z € X
a definujme

G, ={Ge€g(X):zeG}.
Uvazujme N (z) C P(z), tj. systém okoli bodu z, s vlastnostmi:
(i) VUeN(x)jex el,
(i) V G € G, existuje V € N (z) takové, ze G DV,
(ili) VU € N(z) existuje Q € G, takové, ze Q C U.
Potom N (z) se nazyvé bdze okoli bodu .

Definice 2.6 (Epi-spojitost). Necht Y a Z jsou topologické prostory
af:YxZ—R".

(i) Rekneme, 7ze funkce f je epi-shora polospojité (piseme epi-usc) v bodé
20 € Z proy =y € Y, jestlize

sup limsup inf f(y,2) < f(yo,20)-
UEN (20) y—wo =€

(ii) Rekneme, ze funkce f je epi-zdola polospojita (piseme epi-lsc) v bodé z € Z
proy — yo € Y, jestlize

sup liminfinf f(y,z) > f(yo,20)-
UEN (z9) Y7W0 =z€U

(iii) Rekneme, ze funkce f je epi-spojitd v bodé zy € Z pro y — yo € Y, jestlize
je epi-usc a zaroven epi-lsc v bodé zp € Z proy — yg € Y.

Lemma 2.7. Necht P je kompaktifikace mnoziny I a f : P x RF — R*.
Predpoklddejme, 7e ¥V n € P je funkce f(n,) zdola polospojitd na R* a pokud
oznacime fn(-) == f(n,), Ze fo = fso.

Potom f je zdola polospojité na P x R* a epi-usc v kazdém bodé xy € R*
Pro n — oo.

Dukaz. Budeme postupovat ve dvou krocich:

1. Nejdiive ukazeme, ze funkce f je zdola polospojita.
Necht {(jn,Zn)}nen je libovolnd posloupnost bodi z P x R* a necht
hmn%oo(,]naxn) = (j07x0)7 kde <j07x0> € P x Rk

i. Jestlize jo # oo, potom d n; € NV n > ny j, = jo a z predpokladu,
7e V p € P je funkce f(p,") zdola polospojitd na R* plyne, 7ze 3 ny € N
V n>ny inf,sn, f(p,2,) > f(p,zo). Necht ng := max {n;, ny}. Potom

Jnf f(naa) = i0f f(o,zn) = f(jo,o). (2.1)
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ii. Jestlize jo = oo, potom vyuzijeme predpokladu, ze f, = fx, tj. dle
definice [Tl plati
liminf f(j,,2,) = Uminf f; (z,) > foo(z0) = f(00,20). (2.2)
n—oo

n—oo

Z nerovnosti (Z0)), (Z2) a definice tedy plyne, ze funkce f je zdola
polospojita.

2. Nyni ukdzeme, 7ze funkce f je epi-usc v kazdém bodé zy € R* pro n — oo.
Bud zy € R* libovolné. Z definice [Tl plyne, Ze 3 posloupnost {z, },en
v RE lim,,_, ,, = o takova, ze

limsup f(n,zn) = imsup fn(zn) < foo(wo) = f00,m0).  (2:3)

n—oo n—oo

Bud U € N (zg) libovolné. Potom existuje ng € NV n > ng z,, € U, a proto
= > i =1 . .
fnzp) = falen) 2 f fo(z) = nf f(n.2) (2.4)
Dohromady z nerovnosti (23] a (24]) plyne

f(o0,x9) > limsup f(n,z,) > limsup ian{f(n,x).

n—00 n—oo Z€

Jelikoz okoli U bylo voleno libovolné, dostavame

sup limsup inf f(n,z) < f(oco,z0).
UEN (zg) m—oo TEU

Bod z( byl taktéz volen libovolné, a tedy funkce f je epi-usc v kazdém bodé
zo € RF pro n — oo.

3

Definice 2.8 (Berge-usc). Necht X,Y jsou topologické prostory a F je multi-
funkce z X do Y. Rekneme, ze multifunkce F je Berge-usc v bodé zy € X, jestlize
ke kazdé oteviené mnoziné M C 'Y takové, ze F(xo) C M, existuje U okoli bodu
xo takové, ze V x € U plati F'(z) C M.

Pozndmbka 2.9. Pokud bychom v definici 2.8 za F zvolili funkci z R* do R*, potom
F je Berge-usc v bodé xy € R* pravé tehdy, kdyz F je spojitd v bodé .

Definice 2.10 (Uzaviend multivfunkce). Necht X,Y jsou topologické prostory
a F je multifunkce z X do Y. Rekneme, ze multifunkce F' je uzaviend v bodé
zo € X, jestlize F(x0) = (yeprzp) clo (F(U)), kde F(U) = U, o, ().

V nasledujicich dvou vétach si ukazeme zavéry, které jsou spojeny s pojmy
epi-lsc a epi-usc. V téchto vétach bude X oznacovat topologicky prostor a P kom-
paktifikaci mnoziny I. Déale V p € P a libovolnou funkci f: P x X — R* definu-
jeme

fi(p) := inf f(p,x).

reX
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Ziejmé p je potom funkce s hodnotami v rozsifené realné piimce. Soucasné defi-
nujme multifunkei M z P do X predpisem

M(p) == {z € X : f(px) = i(p)}.

Povsimnéme si, ze na multifunkci M mizeme také nahlizet jako na mnozinu
bodu, ve kterych funkce f(p,-) nabyva globalniho minima.

Jesté nez pristoupime k formulacim a dikazim zminénych dvou vét, uved me
si nejdiive dvé pomocnd lemmata. To prvni se tyka funkce iz a pojmu epi-usc.

Lemma 2.11. Necht funkce f je epi-usc v bodé xog € X pro p — py € P. Potom
plati, Ze
f(po,xo) > limsup i(p).
pP—Ppo

Diikaz. Plyne pifmo z definice 2.6, nebot

f(po,w0) > sup limsup inf f(p,x) > limsup ji(p).
UEN (z9) p—po TEU P—po

3

V nésledujicim lemmatu se seznamime s pojmem tdroviiovd mnozina a jejimi
vlastnostmi.

Lemma 2.12. Necht g: Px X — R* a o € R takové, Ze inf(, »yepxx 9(p,x) < cv.
Pro p € P definugme troviiovou mnozinu

A (p) ={z € X : g(px) < a}.

Potom A9, je multifunkce z P do X, kterd je uzaviend v bodé py € P, jestliZe
V' 2 € Nyenipy) clo(AG(U)), kde ASU) = U, AL(p), je funkce g zdola polospo-

jJitd v (po,x).

Dikaz. Ziejmé plati, ze AY je multifunkce z P do X.
Vezméme libovolné xy € (Nyyeprp) clo (AL(U)). Potom V U € N(po), resp.
V'V e N(x) existuje p € U, resp. x € V takové, ze g(p,x) < a. Vime, ze funkee g
je zdola polospojita v bodé (pg,zo) a tedy dohromady s predchozim dostavame,
ze
o> liminf g(p,x) > g(po,z0),
(p,x)—(po,z0)

tudiz zo € A% (po), a tedy AZ(Po) D Muyenrp) clo (ALU)).
Dile si povsimnéme, ze vzdy plati A%(po) C Myepr o) Clo (ALU)).

Proto A%(po) = Myenrpe) €lo (AL(U)), coz dle definice znamena, ze multi-
funkce AY je uzaviena v bodé p, € P.

d
Nyni jiz prikrocme k samotnym vétam.
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Véta 2.13. Necht f: P x X — (—o0,00]. Predpoklddejme, Ze existuje py € P
takové, Ze funkce f(po,-) je vlastni. Ddle predpoklddejme, Ze pro kazdé x € X je
funkce f epi-lsc v bodé x pro p — py € P a Ze existuje xg € M(po) takové, zZe f
je epi-usc v xg pro p — py € P. Potom:

(i) 1 je shora polospojitd v py,
(i1) hodnota i(py) je redlné éislo,
(111) existuje U okoli bodu py takové, Ze funkce f(p,) je vlastni pro kazdé p € U,

(iv) multifunkce M je uzaviend v bodé pg.

Dikaz. Je uveden v ¢lanku [Robinson (1987), Proposition 3.2; zde ukazeme jen
platnost dikazu pro piipad, kdy X = R¥.

1. Nejdiive ukazeme, ze plati bod (i).
Z predpokladu existence xo € M(pg) spliujictho, ze f je epi-usc v g
pro p — po € P, a lemmatu .11l vyplyva, ze
1(po) = f(po,xo) = limsup pi(p),

P—Po

coz dle definice znamend, ze ji je shora polospojita v po.

2. K dukazu bodu (ii) je pouze tieba si uvédomit, ze predpokladame, ze exis-
tuje pg € P takové, ze funkce f(po,-) je vlastni, tj. V z € X je f(x) > —o0
a f neni identicky rovna hodnoté oo, a déle ze xy € M (py).

3. Nyni ukédzeme, ze plati bod (iii).
Z jiz dokazanych bodu (i) a (ii) plyne, ze

00 > [i(po) = lim sup i(p),
p—po
tj. AU € N (po) takové, ze V p € U je i(p) < oo a tedy f(p,-) neni identicky
rovno hodnoté oo. Navic z predpokladu véty je f(p,x) > —oo V p € P
aVazeelX.

4. Nyni ukdzeme platnost bodu (iv).
Definujme funkci

g(px) = f(px) —plp) VzeXVpel,

kde U je okoli bodu py z bodu (iii). Tato funkce je dobie definovéna, nebot
V p € U je funkce f(p,-) vlastni a u(p) < oco. Ukdzeme, ze V zo € X je
funkce g zdola polospojitd v (po,xo).

Bud z, € X libovolné. Z piedpokladu véty vime, ze funkce f je epi-lsc v g
pro p — po € P, tj. plati

sup liminfinf f(p,z) = sup sup inof inf f(p,x)
UEN (zg) P—Po z€U UEN (z0) VEN (po) PEV T€U
= liminf f(p,x)

(p,x)—(po,z0)

> f(po,xo)-
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Déle dle bodu (i) vime, Ze 11 je shora polospojitd v pog, tj. pro kazdou po-
sloupnost {py, }neny bodu z P spliujici lim,, . p, = po plati

lim sup zi(pn) < fi(po).

n—oo

Bud tedy {pn }nen libovolnd posloupnost bodt z P splitujici lim,, o pr = po
a {x, tnen libovolnd posloupnost bodu z X spliujici lim,,_,, ©,, = x¢. Potom

liminf g(p,,z,) = Uminf(f(p,,x,) — f@(pn))
= liminf f(pnaxn) — lim sup ﬁ(pn)
n—oo

n—o0

> f(po,x0) — i(po) = g(po,zo)-

Tim jsme ukazali, ze funkce g je zdola polospojita v (pg,zo).

Definujeme-li pro p € P tiroviovou mnozinu Aj(p) := {z € X : g(p,z) <0},
plati dle lemmatu 212 Ze multifunkce AJ je uzaviend v bodé p,. Nyni si
jen staci uvédomit, ze V p € P je Al(p) = ZT/[/(p)

3

Véta 2.14. Nechl f: P x X - R*pg € P a K C X bud kompaktni mnoZina.
Predpoklddejme, Ze existuje okoli Uy € N (po) takové, Ze Aé(po)(uo) C K a ddle,
zeV x € K je f epi-lsc v bodé x pro p — py.

Potom 1 je zdola polospojitda v bodé py.

Dukaz. Jestlize fi(py) = —o0, potom je zfejmé splnéna definice a tvrzeni vety
plati. Bez jmy na obecnosti proto muzeme predpokladat, ze fi(py) > —oo. Vime,
ze plati

A,é(po)(UO) ={z e X: f(px) < ilpo), p € Uo}- (2.5)
Déle vime, ze V 2o € K je f epi-lsc v bodé xg pro p — po, tj.
sup liminf inf f(px) > f(po.o). (2.6)

UEN (zo) P7P0 ZE

Vezmeéme libovolné zy € K. Potom z existence okoli Uy € N (py) takového, ze
Aé(po)(uo) C K, az (25) vime, ze f(po,xo) > f(po). Z nerovnosti (28] plyne, ze
existuji V., € N(xg) a Uy, € N(po) takové, ze V (p,x) € Uy, X Vy, plati

f(px) = f(po,wo) = nlpo). (2.7)

Jelikoz K je kompaktni, lze z kazdého jejtho pokryti otevienymi mnozinami
vybrat pokryti kone¢né, tzn. 3 x1,...,x, € K aVi=1,... n existuji V; okoli
bodu x; a U; okoli bodu py, spliujici (7)), takové, ze K C |J;_, Vi.

Definujme U := Uy N [, U;] a vezméme libovolné p e U a x € X.
Predpokladejme, ze x ¢ K. Potom p € Uy, = ¢ Ag(m)(uo), a tudiz f(p,x) > 1(po).
Jestlize naopak = € K, potom 37 € {1,...,n} takové, ze = € V; a p € U;, takze
plati (2.7). Jelikoz x jsme volili libovolné, pro p € U je

inf f(p,x) = p(p) = fi(po)-
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Bud {p,}nen libovolnd posloupnost bodu z P spliujici lim, oo pn = po-
Potom 3 ng € NV n > ng p, € U a tedy inf,>,, (pn) > p(po), coz dle
definice znamena, ze funkce f1 je zdola polospojita v bodé py. .

2.3 CLM mnoziny

V této sekci budeme hledat a zkoumat predpoklady, pti jejichz splnéni bude
skoro jisté pro dostatecné velké n € N mnozina, jez obsahuje body, ve kterych
funkce X, (w,-) nabyva (lokdlntho) minima, neprazdnd a kazdy jeji bod bude
dostatecné blizko piislusnému bodu mnoziny M., tj. bodu, ktery minimalizuje
Xoo(w,-). Vrcholem této sekce bude véta 220 kterd je zesilenim vety [2.41

Definice 2.15 (CLM mnozina). Necht X je topologicky prostor a f : X — R*.
Neprazdnd mnozina M C X se nazyva CLM mnozina pro funkci f vzhledem
k oteviené mnoziné G O M, jestlize M je mnozinou vSech bodt, ve kterych mé
funkce f na clo (G) minimum.

Priiklad 2.16. Ukazme si nékteré mnoziny splnujici definici 2.15]

(i) Uvazujme funkci f(x) = 2%. Potom mnozina M; := {0} je CLM mnozina
pro funkci f vzhledem ke kazdé oteviené mnoziné G C R, kterd obsahuje
bod 0.

(ii) Nyni uvazujme funkei g(x) = sin(z). Potom mnozina M, := {—n/2,37/2}
je CLM mnozina pro funkci g vzhledem ke kazdé oteviené mnoziné
5 7

3
W,e +-m)CGC (—<m, =),

(me—5.et3 2™

kde € € (0, 27).
Pozndamka 2.17. 7 definice .15 plyne, ze:

(i) mnozina M obsahuje body, ve kterych funkce f nabyva lokdlniho minima.

(ii) funkce f musi v kazdém bodé mnoziny M nabyvat stejné hodnoty. Tato
hodnota musi byt ostie mensi, nez je hodnota funkce f v libovolném bodé
mnoziny clo (G) \ M.

(iii) mnozina bodu, v nichz funkce f nabyva globalntho minima, je vzdy CLM
mnozina. Staci totiz volit G = X.

Nésledujici dvé véty pojednavaji o vlastnostech CLM mnozin a jejich zaveéry
vywZijeme v dukazu véty
V téchto vétach necht X je topologicky prostor, G C X oteviend mnoZina
a P kompaktifikace mnoziny I. Potom pro p € P a funkci f: P x X — R* defi-
nujme funkci s hodnotami v rozsitené redlné primce

Llelo(c) (P) = xeg})f( " f(px).
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Dale definujeme multifunkci ]\Afdo(g) z P do clo (G) predpisem

Mclo(G) (p) = {.T € clo <G> : f(prr) = ﬁclo(G) (p)}

Povsimnéme si, ze na multifunkci Mclo(g) muzeme také nahlizet jako na mnozinu,
jez obsahuje body, ve kterych funkce f(p,-) nabyva lokélniho minima.

Véta 2.18. Necht f: Px X — (—00,00],p0 € P a G C X je oteviend mnoZina
takovd, Ze G N Dom(f) # (. Predpoklddejme, Ze Mclo(g)(po) je CLM mnozina
pro funkci f(po,-) vzhledem k mnoziné G. Ddle predpokladejme, Ze funkce f je
epi-usc v néjakém bodé xy € ]\A/[/clo(g)(po) pro p — po a epi-lsc v kazZdém bodé
x € clo(G) pro p — py. Potom:

(i) funkce [icoc) je shora polospogitd v bodé po,
(ii) hodnota fiaec)(po) je rediné cislo,
(11i) multifunkce MCZO(G) je uzaviend v bodé py,

(v) 3U € N(po) takové, Ze ¥V p € U je restrikce funkce f(p,-) na clo(G) vlastni
funkce.

Diikaz. Definujme Vp € P aV z € X funkci

9(p,x) = f(p,2) + Vpxao(a) (P,T), (2.8)

0, jestlize (p,x) € P x clo(G),

o (2.9)
oo, jestlize (p,x) ¢ P x clo(G).

\IIPXCIO(G’) (p,l’) = {

Tato funkce je dobfe definovdna, nebof ani funkce f, ani funkce VU pxclo(@)
nenabyvaji hodnoty —oo. Proto plati ¢ : P x X — (—00,00]. Poviimnéme
si, ze funkce g(po,-) je vlastni funkce na G N Dom (f(po,)) a epi-usc v bodé

2o € Mao(c)(po) pro p — po, jelikoz g(p.x) = f(p,x) pro (p.x) € P x clo(G)
a funkce f je epi-usc v zo € Mao()(Po) pro p — po.

Protoze ]\Zlo(g) (po) je CLM mnozina pro funkei f(po,r) vzhledem
k mnoziné G, g(p,x) = oo pro (p,x) € P x (X \ clo(G)) a xg € Mauoc)(po),
potom plati, ze funkce g(po,-) nabyva v bodé xy globalniho minima, takze

ﬁclo(G) (po) = meicﬁf(c) f(po,x) = Ixrg)rg 9(po, ) = g(po, x0).

Z lemmatu 2.I7] proto plyne, ze

9(Po, o) = fclo(c)(Po) = limsup ficioc) (p)-

P—Po

Proto existuje Uy € N (py) takové, ze V p € Uy je

oo > g(p()a xO) = ﬁclo(G) (pO) > ﬁclo(G) (p)
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Odtud muzeme nahlédnout, ze V p € Uy je ]/—\Zdo(g) (p) mnozina bodu, ve kterych
g(p,’) nabyva globalniho minima.

Déle jelikoz funkce f je epi-lsc v kazdém bodé x € clo (G) pro p — pg a funkce
VU pyeo(q) Jje ziejmé epi-lsc v kazdém bodé x € X pro p — po, také funkce g je
epi-Isc v kazdém bodé x € X pro p — po.
Vezmeme-li restrikci funkce g na Uy x X a pouzijeme-li vétu 213 dostavame,
ze funkce Jico() je shora polospojita v bodé po, hodnota fico)(po) je redlné
¢islo, multifunkece ]\A/fclo(g) je uzaviend v bodeé py a existuje U € N (py) takové,
ze funkce g(p,-) je vlastni pro kazdé p € U. To ovsem znamend, ze V p € U
restrikce funkce f(p,-) na clo (G) je vlastni funkce, nebot V (p,z) € U x clo (G)

je \IIPXCIO(G) (pu'r) =0a tedy f(prx) = g(p,.l’) D

Véta 2.19. Necht jsou splnény predpoklady vety 218 a necht navic clo(G) je
kompaktni mnozina a funkce f je zdola polospojitd na P x clo(G). Potom:

(1) hodnota fiaec)(po) je rediné cislo,
(ii) funkce ficoc) je spojitd v bodé py,
(111) multifunkce Mdo(g) je uzavrend a Berge-usc v bodé po,

(iv) 3U € N (po) takové, Ze ¥V p € U je restrikce funkce f(p,) na clo(G) vlastni

Junkce a Moy(p) je neprdazdnd, kompakini CLM mnoZina pro funkci f(p,-)
vzhledem ke G.

Diikaz. Diky vété2I8 vime, Ze hodnota fico(q) (po) je redlné cislo, funkce ficioe) je
shora polospojita v bodé py, multifunkce Mdo(@ je uzaviena v bodé pg a existuje
Uy € N (po) takové, ze V p € Uy je restrikce funkee f(p,) na clo (G) vlastni funkce.
Zbyva uz jen dokdzat, Ze funkce fico(c) je spojitd v bodé po, multifunkce ]\Zlo(g) je
Berge-usc v bodé pg a ze 3U € N (pg) takové, ze V p € U je restrikee funkce f(p,-)
na clo (G) vlastni funkce a Mlo(g) (p) je neprézdna, kompaktni CLM mnozina
pro funkei f(p,-) vzhledem ke G. Zbytek dukazu tedy provedeme ve tiech krocich.

1. Nejdifve ukdzeme, ze plati bod (ii).
Podle pozndmky [L.7 staci dokdzat, Ze funkce fico(q) je zdola polospojita
v bodé py. Stejné jako v dukazu véty I8 definujme Vp € PaVz € X

funkei g(p,x), resp. ¥pyao()(p,x) predpisem (2.8), resp. (2.9). Povsimnéme
si, ze plati

A? ) (P)={z € X : g(p,x) < fiao(c)(po), p € P} C clo(G).

ﬁclo(G) (pO

V dukazu vety .18 jsme také ukazali, ze funkce g je epi-Isc v kazdém bodé
x € X prop — po a flao(c) (Po) = Mingex g(po, ©). Z vety 2T proto vyplyva,
ze funkce o) je zdola polospojitd v bodé py.

2. Nyni ukdzeme, ze V p € P je Z\A/[/Clo((;) (p) neprazdnd, kompaktni mnozina.
Jelikoz funkce f je zdola polospojitd na P x clo (G), trividlné plati, ze
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YV p € P je funkee f(p,) zdola polospojitd na kompaktni mnoziné clo (G).
Odtud dle lemmatu [L11] plyne, ze f(p,:) nabyva na clo (G) svého minima.
Mnozina M) (p) je proto tvaru

Moy (p) = {r € clo(G) : f(p,x) = yerg(i)?c) f(p.y)},

coz je neprazdnd, uzavienda podmnozina kompaktni mnoziny a tedy
neprazdna, kompaktni mnozina.

3. Bud M C X libovolnd oteviend mnozina takova, ze ]\Zlo(g)(po) C M.
Ukézeme, ze 3 U € N (po),U C Uy takové, ze clo (M (U)) C M. Tim
bude dle definice 2.8 dokdzano, ze multifunkce M,y je Berge-usc v bodé py

azeV p € U je restrikce funkce f(p,-) na clo (G) vlastni funkce a Mlo(g) (p) je
CLM mnozina pro funkei f(p,-) vzhledem ke G' (bude stacit zvolit M = G).
Definujme mnozinu N := M NG a ddle V V € N(pg) necht

Ty = ClO (Mclo(G) (V)) N 6N,

kde Mao)(V) = Upey Mao@) (p)- N

Zieimé N C M. Protoze N C G a Muyce)(po) C M, je
]\A/fdo(g)(po) CLM mnozinou pro funkci f(po,:) také vzhledem k N.
Bylo ukazano, ze multifunkce ]\/Zdo(g) je uzaviend v bodé pg, tzn.

J\Zlo(@ (o) = Nyeny) €10 (Meoc) (V). Proto dostédvame, ze

(N =[] (o (Maoy(V)) N ON) = Mao(c (po) N ON = 0.
VEN (po) VeN (po)

Posledni rovnost plati, nebot Z\ZIO(G) (po) je CLM mnozina pro funkci f(p,-)
vzhledem k N a pouzijeme poznamku 217 bod (ii).

Proto 3 U,...,.U, € N(py) takové, ze (_, Ty, = 0. Definujeme-li
U:=UN(N U,), potom § = Ty = clo (]\Zlo(g)(bl)) N ON, a proto

clo (MCIO(G’)(Z/{)) CNCM.

3

Znaceni. Uvazujeme-li metricky prostor (R*, ||-]|), kde ||-|| znac¢i eukleidovskou
normu na R¥, a mnoziny S, T C R* potom symbolem e(S,T) rozumime

e(S,T) = supd(s, T),

ses
kde d(s,T) = infyer||s — t|| je vzdélenost bodu s od mnoziny T.

Véta 2.20. Necht je splnén Predpoklad I a ddle necht G je neprdzdnd, omezend
a oteviend mnozina v R*. Potom 3 A€ A, P(A) =0V w ¢ A plati:
Je-li Mo (w) CLM mnozina pro funkci X (w, ) vzhledem k mnoziné G, potom

(1) lim,, o0 fin(W) = fiso(w) a hodnota Jis(w) je redlné éislo,
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(11) multifunkce Mn(w) je uzaviend a Berge-usc v oo a Mm(w) je neprazdnd,
kompaktni mnozina,

(iti)) 3 n, € NV n > n, je ]\//Tn(w) neprazdnd, kompaktni CLM mnoZina
pro funkci X, (w,-) vzhledem ke G,

—

(iv) Timyo0 €( My (w), Mao(w)) = 0.
Diikaz. Definujme mnoziny A; a Ay predpisem

A; i ={w € Q: X, (w,) neni zdola polospojita nebo vlastni funkce,n € N}
Ay ={we Q: X,(w,-) 2 Xoolw, )}

Definujeme-li A := A; U A,, potom P(A) = 0.

Ukdzeme, ze tvrzeni véty plati V w ¢ A. Bud tedy w ¢ A libovolné. Je-
likoz X,(w,-) = Xo(w,-), z lemmatu plyne, ze X (w,-) je zdola polo-
spojitd funkce na R*, tedy specidlné i na kompaktni mnoziné clo (G). Odtud
dle lemmatu [LTT] plyne, ze X (w, ) nabyva na clo (G) svého minima. Mnozina
]\//foo(w) je proto tvaru

Mo(w) ={0 € clo(G) : Xoo(w,0) = min  Xuo(w,b)},
foeclo(@)

coz je neprazdnd, uzaviena podmnozina kompaktni mnoziny a tedy neprazdna,
kompaktni mnozina.

Protoze V n € P je funkce X, (w,-) zdola polospojitd a X, (w, ) = X (w,-),
z lemmatu 2.7 plyne, Ze funkce X definovand na P x R*, pro kterou jsme
zavedli znaceni X (n,w,0) = X, (w, ), je zdola polospojitd na P x R* a epi-usc
v kazdém bodé 6, € R¥ pro n — oo, tedy specialné i v kazdém bodé 6, € MOO (w)
pro n — oo. Déle plati, ze G N Dom (Xo(w,-)) # 0. Z véty proto
vyplyva, ze hodnota Jis(w) je redlné ¢islo, funkce fi,(w) je spojitd v bodé oo,
tj. limy, o0 fin(w) = Joo(w), multifunkce Z/\/[\n(w) je uzaviend a Berge-usc v oo

a také 3 n, e NV n > n, je M\n(w) neprazdnd, kompaktni CLM mnozina pro
funkei X, (w,) vzhledem ke G.

Zbyvé dokdzat platnost bodu (iv). Bud & > 0. Definujme mnozinu
U.:={z e R*: ||z]| <&}

Protoze MOO (w) je kompaktni podmnozina oteviené mnoziny G, pro dostateéné
malé € > 0 je oteviend mnozina M\w(w) + U. C G. Ukézali jsme, ze multifunkce
]\//Tn(w) je Berge-usc v co. Odtud dle definice 2.8 plyne, ze 3 n. € NV n > n, je
Mn(w) C ]\/Zoo(w) + U.. Definujme ng := max {n,, n.}. Potom ¥ n > ng je Mn(w)
neprazdnd, kompaktni podmnozina mnoziny ]\/ZOO(w) + U, cili

0 <e(M,(w), Mu(w)) < &,

¢imz je dokazan i bod (iv).
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V nasledujici vété si ukazeme, ze predpoklad o existenci CLM mnoziny
pro funkci X (w,) z veéty 220 muzeme nahradit pozadavkem platnosti
Pfedpokladu II, tj. definice [LT4l

Véta 2.21. Necht je splnén Predpoklad II. Potom 3 A€ A, P(A) =0V w¢ A
My (w) je CLM mnozina pro funkci X (w,:) vzhledem k néjaké neprazdné, ome-
zené a oteviené mnoziné G,.

Diikaz. Bud A € A takové, ze V w ¢ A plati bod (i) a (ii) z definice [.T4l Potom
P(A) = 0. Bud w ¢ A libovolné. Potom M (w), mnozina obsahujici body,
v nichz funkce X (w,") nabyvéa globalntho minima, je neprazdna a kompaktni
a existuje oteviend a omezend mnozina G, C R* takovd, ze M (w) C G,,. Potom
ziejmé Mo (w) je také CLM mnozina pro funkci X (w,-) vzhledem ke G,,. 0

Nasledujici véta je anologii vety 2.20] pro ptripad, kdy X, je deterministicka
funkce, tzn. funkce nezavisla na w € €). Jeji dukaz je potom analogicky dikazu
vety [2.20)

Véta 2.22. Necht je splnén Predpoklad I, ovsem necht X, nezdvisi na w € §Q.
Dile G bud’ neprdzdnd, omezend a oteviend mnoZina v R¥. Definujme

leo := Inf X (0),
floo 1= inf | Xoo(0)

My := {0 € clo(G) : Xoo(0) = Jino}.

Jestlize ]\700 je CLM mnoZina pro X, vzhledem k mnoziné G, potom hodnota fix
je realné cislo a My, je kompaktni mnozZina.
Naviced Ae A, P(A) =0V w ¢ A plati:

(1) Ty, o0 fin (W) = fico,
(11) multifunkce Z/\/[\n(w) je uzaviend a Berge-usc v 0o,

(i) 3 n, € NV n > n, je Mn(w) neprdzdnd, kompaktni CLM mnoZina
pro funkci X, (w,-) vzhledem ke G,

—~

(iv) Timu o0 €( My, (w), Mso) = 0.

Definice 2.23 (Souvisld mnozina). Necht (X,p) je metricky prostor. Rekneme,
ze mnozina M C X je souvisla, jestlize neni sjednocenim dvou neprazdnych
oddélenych mnozin, tj. mnozin A C X a B C X, pro néz plati

clo(A)NB =0= Anclo(B).

Lemma 2.24. Nechf f : R¥ — R* je vlastni funkce. Predpoklddejme, ze M
je neprazdnda CLM mnozina pro funkci f vzhledem k néjaké otevrrené mmnoziné
G C R*. Symbolem p oznacme hodnotu, kterou f nabiyjvd na M.

Je-li troviiovd mnozina N, = {x € R¥ : f(z) < p} sowvisld, potom M je také
CLM mnoZina pro funkci f vzhledem k RF.

Specialné M potom obsahuje body, v nichZ funkce f nabyvd globalniho minima.
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Diikaz Staci ukézat, ze AJ, = M.
Diky definici vime, ze M C G a z poznamky [ZI7 potom ply-
ne, ze f mabyvd na clo(G) \ M ostte vétsi hodnoty nez u. Proto
0 = A N(clo(G)\ M) = (A,\ M) Nclo(G) a jelikoz M C G, potom
také plati (A \ M) Nclo (M) = . Déle si povsimnéme, ze clo (A} \ M) NG = 0,
a tedy také clo (Af\ M)NM = . Tim jsme ukézali, ze mnoziny M a Af\ M jsou
oddélené. Protoze Aﬁ je souvisla mnozina, M je neprazdnd a (Aﬁ \M)UM = Aﬁ,
z definice 223 plyne, ze nutné (AJ\ M) = . Tudiz AJ, = M.

a

Véta 2.25. Necht je spinén Predpoklad I a Predpoklad II a ddle necht V n € N
a pro skoro vSechna w € § jsou droviiové mnoziny funkce X, (w,-) souvislé. Potom
JA€A PA)=0Vw¢A:

(1) im0 fin (W) = foo(w) a hodnota ps(w) je redlné éislo,

(ii) multifunkce M,(w) je uzaviend a Berge-usc v oo a My (w) je neprdzdnd,
kompaktni mnoZina,

(ici) 3 n, € NV n > n, je M,(w) neprazdnd, kompaktni CLM mnoZina pro
funkci X,,(w,-) vzhledem k néjaké neprdzdné, omezené a oteviené mnoziné
G C R¥,

(1) limy, o e(Mp(w), Moo(w)) = 0.

Diikaz. Definujme mnozinu B predpisem

B = {w € Q : Xs(w,) neni vlastni funkce nebo mnozina M. (w)
obsahujici body, ve kterych funkce X (w,:) nabyvd minimdalni hodnoty,
neni neprazdnd nebo kompaktni}.

Potom dle definice [LT4 P(B) = 0. Déle definujme mnozinu C' predpisem
C:={w € Q: troviové mnoziny funkce X, (w,),n € N, nejsou souvislé}.
Z predpokladu véty potom plyne P(C') = 0.

Definujme mnozinu A := B U C. Potom P(A) = 0. Ukdzeme, ze tvrzeni véty
plati V w ¢ A. Bud w ¢ A libovolné. Dle vety 221 vime, 7e existuje neprdzdn,
omezend a oteviend mnozina G, C R* takové, ze M, (w) C G,. VSimnéme si,
ze potom plati ]\/Zoo(w) = My (w) a tedy 1 Jieo(w) = poo(w). Jsou také splnény
predpoklady vety 2.20, z niz plyne, ze 3 n, € NV n > n, je M\n(w) neprazdna,
kompaktni CLM mnozina pro funkci X,,(w, ) vzhledem ke G,,.

Konecné z lemmatu plyne, ze V.n > n, ]/\/[\n(w) = M,(w), a tedy
také fi,(w) = p,(w), a tvrzeni véty potom vyplyvd z vety 2201 q
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Kapitola 3
Priblizna minimalizace

Ve vétsiné praktickych tloh je nalezené feSeni optimalizacni tlohy nikoliv
presné, nybrz pouze priblizné. V této kapitole se proto zaméiime na body, jejichz
funkéni hodnota se od minimalni hodnoty 1isi nejvyse o libovolné malé kladné e.
Véty, jez za timto ucelem zformulujeme, budou spolu s hlavnimi kroky jejich
dukazu prevzaty z ¢lanku [Robinson (1996).

Nejtive definujme predpoklad, ktery budeme ¢asto v této kapitole vyuzivat. Tento
predpoklad je modifikaci Predpokladu II z definice [LL14

Definice 3.1 (Predpoklad III). Bud & > 0. Necht {X,,n € N}, resp. X
je ndhodny proces, resp. ndhodna velicina na (€2, A,P) a predpoklddejme, ze
ndhodné veliciny X,,,n € N, a X jsou zavislé na parametru § € R*. Rekneme,
ze je splnén Ptedpoklad III pro e, jestlize 3 A € A, P(A) = 0V w ¢ A plati
soucasné nasledujici podminky:

(i) funkce X (w,-) je zdola polospojita a vlastni,
(i) droviiovd mnozina A(w,e) = {0 € RF : X (w,0) < poo(w) + €} je
neprazdna a kompaktni.
Poznamka 3.2. PovSimnéme si, ze:
(i) pozadavek neprazdnosti tdroviiové mnoziny A(w,e) ndm zaruCuje, ze
Hoo (w) 7£ — 00,
(ii) plati-li Predpoklad III pro néjaké ey > 0, potom Ptedpoklad III plati také
V e € ]0,&0] a pro toto € také ziejme
A(w,e) C Aw, ep), (3.1)
(iii) zvolime-li € = 0, potom Ptredpoklad III pro 0 je ekvivalentni Piedpokladu II.
Specidlné A(w,0) = My (w) je neprazdnéd a kompaktni mnozina.

Definice 3.3. Necht {X,,n € N}, resp. X, je ndhodny proces, resp. ndhodna
velicina na (€2, A, P) a predpokladejme, ze ndhodné veliciny X,,,n € N, a X
jsou zavislé na parametru # € R*¥. Potom pron € P, w € Q a € > 0 definujme

M (w) = {0 € RF : X,,(w,0) < pn(w) + €} (3.2)

Je-li navic G C R¥ oteviend a omezend mnozina obsahujici A(w, ¢), potom defi-
nujeme

Me(w) = {0 € clo (G) : Xp(w,0) < Jin(w) + €}. (3.3)
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Pozndmka 3.4. Vsimnéme si, ze z definice B.1] a definice B.3] plyne
Aw,e) = M (w). (3.4)

Pozndamka 3.5. Je-li v predpisech (8.2) a (B3] nabyto minima, potom M:(w),
resp. ]T/[\ﬁ(w) je mnozinou bodii z R, resp. z clo (@), jejichz funkéni hodnota se
od hodnoty globédlniho minima, resp. jistého lokélniho minima funkce X, (w, -) 1isi
nejvyse o €.

Véta 3.6. Bud gy > 0 a necht je splnén Predpoklad I a Predpoklad III pro gy. Je-li
G C R* né&jakd oteviend a omezend mnozina obsahujici A(w,e) a definujeme-li

VneP aVwe) funker

mazr{X,(w,0), in(w) + €}, jestlize 6 € clo(G),

3.5
00, jestlize 0 ¢ clo(G), (3:5)

)?fl(wﬁ) = {

potom 3 A€ A P(A)=0Vw¢g AaVecec(0,e)] plati:
(i) limy, 0 ﬁn<w> = ﬁm (w)7

(11) multifunkce M;’;(w) je uzaviend a Berge-usc v oo a mnozina ]\/Zgo(w) je kom-
paktni,

(i) 3 n, € NV n > n, je M;’;(w) neprdzdnd, kompaktni CLM mnoZina
pro funkci X:(w,-) vzhledem ke G,

(iv) Timy, o0 e(ME (w), M, (w)) = 0.
Diikaz. Bud e € (0,¢&0] libovolné. Definujme mnoziny A, A a As predpisem

Ap = {w € Q: X, (w,) neni zdola polospojita nebo vlastni funkce,n € P},
Ay = {weQ: Xp(w, ) A Xoolw, )},
Az = {w € Q: Alw, €) neni neprazdna nebo kompaktni}.

Potom 7z Predpokladu I, poznamky a Predpokladu III pro ¢ plyne, ze

P(4;) =0, i = 1,2,3. Definujme mnozinu A := U?Zl A;. Potom P(A) = 0
a ukazeme, ze tvrzen{ véty plati V w ¢ A. Bud w ¢ A libovolné.

1. Platnost bodu (i) se dokaze analogicky jako v dukazu véty

2. Pro kazdé n € P definujme funkci

Xy (w,0), jestlize 6 € clo (G),

3.6
00, jestlize 0 ¢ clo (G). (3:6)

Yo (w,0) = {

Predpis (B3.5) potom diky (3.6]) muzeme prepsat na tvar

max {Y,(w,0), i, (w) + €}, jestlize 6 € clo (G),

X:(w,f) = o
00, jestlize 6 ¢ clo (G),
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kde n € P. Déle plati, ze M. (w) je CLM mnozina pro funkci X (w,0)
vzhledem ke kazdé oteviené mnoziné, kterd ji obsahuje, tedy specidlné
i vzhledem ke G. Jelikoz A(w,e) C G, plati, Ze [i(w) = fio(w), & proto
]/\/[\Oo(w) = My (w), ]/\/[\Cfo(w) =M% (w) = AMw,e) a GNDom (X (w,)) # 0.
Na ]\/Zﬁ(w) muzeme potom nahlizet bud jako na CLM mnozinu funkce
)?fl(w,-) vzhledem k R¥, tj. jako na mnozinu bodt, ve kterych funkce )?fb(w,)
nabyva globalniho minima, nebo jako na mnozinu bodu, jejichz funkéni hod-
nota se od hodnoty globdlntho minima funkce Y, (w, ) lis{ nejvyse o ¢, kde
n € P, pricemz ]/\/[\go(w) = A(w, €). Povsimnéme si, ze plati [B.]). Jelikoz
funkce X (w,-) je zdola polospojitd na kompaktni mnoziné clo (G), nabyva
zde proto svého minima. Proto
]/\/[\;(w) ={0eclo(G): Xo(w,f) < min X (w,b0y) + €},
fo€eclo(G)

coz je neprazdnd, uzavienda podmnozina kompaktni mnoziny a tedy
neprazdna, kompaktni mnozina.

. Oznac¢me fa(n,w, 0) := )/(\',i(w, ), kde n € P a § € R¥, a ukazme, 7e funkce
)?5(-,w, -) je zdola polospojitd na P x clo (G).

Necht ny € P a 6y € clo(G) jsou libovolné. Bud {(n;,0;)}ien libovolnd
posloupnost bodu z P X clo (G) takova, ze lim; o (n;,0;) = (n9,00).

i. Predpokladejme, ze ng < co. Potom 44, € NV ¢ > iy n; = ng. Jelikoz
V' n € P je na clo(G) funkce Y, (w,) = X,(w,") a je zde také zdola
polospojitd, plati, ze 3 iy € NV i > iy inf;>, Y (w,0;) > Yi(w,bp).
Necht i := max {1,145 }. Potom

inf Xg(nl,w ;)= inf Xa(

1210 1210

0;) = inf max {Y,, (w,0;), fin,(w) + €}
i {inf Y, (6,). nf 7, (@) + <)

1210

v

v

max{mf Yoo (w,0:), fing(w) + €}

maX{YnO(w,Ho),ﬁnO(w) + ¢}
X (w,00) = X5 (ng, w, 0).

(AVARAY,

Z téchto nerovnosti mj. vyplyva, ze oznacime-li Y (n,w,0) := Y, (w,0),
kde n € P a 0 € clo(G), potom funkce Y(-,w,-) je zdola polospojita
na P x clo (G).

ii. Nyni predpoklddejme, ze ny = co. Potom z jiz dokdzaného bodu (i)
a faktu, ze funkce Y'(-,w, ) je zdola polospojitd na P x clo (G)

X(00,w,0p) = X (w,0) = max {Yae(w,0)), fiso(w) + €}

max {Y (co,w,0), lieo(w) + €}

max {liminf Y (n,w.0,), lim p,(w) + €}
n—oo n—o0

lim inf max {Y (n,w,0,), fin(w) + €}

n—oo

lim inf max {Y,, (w,0,), tin(w) + €}

n—oo

IA AN

IN

lim inf )?fb(w, 0,) = liminf X°(n,w, 6,).

n—oo n—oo

IN
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Tim je dle definice dokdzano, ze funkce X °(+,w, ) je zdola polospojita
na P x clo (G).

4. Nynf ukdzeme, Ze funkce X(-,w, -) je epi-usc v kazdém bodé 6 € Mgo (w)
pron — 0o.
Necht 6y € M2 (w) je libovolné. Vime, ze X, (w,-) = X (w,-), proto dle
poznamky 3 posloupnost {0, }nen v R¥, lim,, .o 0,, = 0y takova, 7e
lim X, (w,0,) = Xoo(w,0).
n—oo

Jelikoz 6, € A/Zgo(w) C G, potom dng € NVn > ng 6, € G. Tudiz
Y, (w,0,) = X,(w,0,). Potom

X(00,w,00) = X2 (w,00) =max{Yo(w,0),linc(w) + €}
= max {nh_>nolo Yn(wﬁn),nh_)n;oﬂn(w) + ¢}
= lim max{Y,(w,0,), lin(w) + £}
n—oo
= nll_)l’glo X (w,6,) = nh_)rr;OX (n,w,0y,).
5. Ukdzali jsme, ze jsou splnény piedpoklady véty RI9 pro funkei
Xe(n,w,0) = X:(w,d). Tim jsou tedy dokazany body (ii) a (iii).

6. Bod (iv) se dokéze analogicky jako v dukazu veéty 220, pficemz si staci
uvédomit, ze v 2. bodé jsme ukazali, ze MS (w) = M5 (w).

3

Podobné jako ve veété 2.22] si ukazeme, jaké zavéry plynou z predpokladu,
7e X4 je deterministickd funkce. Pro tento piipad budeme ovSsem muset drobné

modifikovat definici B.11

Definice 3.7 (Piedpoklad IV). Bud ¢ > 0. Necht {X,,,n € N} je ndhodny proces
definovany na (92, A, P) a predpoklddejme, ze ndhodné veliciny X,,,n € N, jsou
zavislé na parametru § € R¥. Déle necht X : R¥ — R* je funkce nezévisld na
w € Q. Oznatme fi, = infyepr Xoo(#) a pro neprazdnou, omezenou a otevienou
mnozinu G C R* definujme

s = Inf X (0),
H eeg})(G) ( )

—

My = {0 €clo(G): Xo(0) < liw + €}

Rekneme, 7e je splnén Piedpoklad IV pro e, jestlize plati soucasné nésledujici
podminky:

(i) funkce X je zdola polospojita a vlastni,

(ii) tdrovitovd mnozina A(e) == {6 € R¥ : X o(0) < poo + €} je neprdzdnd
a kompaktni.
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Véta 3.8. Bud ¢y > 0 a necht je splnén Predpoklad I a Predpoklad IV pro e.
Ddle necht G D A(gg) je oteviend, omezend mnozina v R¥ aVn € N,V w € Q
aV e € (0,60 definuyme X&(w,0) predpisem [B.0) a

maz{Xw(0), is + €}, jestlize 0 € clo(G),

Xe () =
() {oo’ jestlize 0 ¢ clo (G).

Potom3 Aec A, P(A)=0Yw¢ AaVee(0,e) plati:
(1) imp, o0 fin (W) = Hoo,
(i1) multifunkce Mn(w) je uzaviend a Berge-usc v 0o,

(i) 3 n, € NV n > n, je Z/\/[\n(w) neprdzdnd, kompaktni CLM mnoZina
pro funkci X, (w,-) vzhledem ke G,

—~

(iv) Timp o0 €( My, (w), Mso) = 0.

Dikaz. Jedna se o analogii dukazu véty [3.6l

3

Véta 3.9. Bud gy > 0. Necht je splnén Predpoklad I a Predpoklad III pro . Ddle
predpokladejme, Ze ¥ m € P a pro skoro vSechna w € ) jsou uroviiové mnoziny
funkce X, (w,-) souvislé. Potom 3 Ae A, P(A)=0Vwe¢ AaVee(0,e) plati:
Definujeme-li¥N n e P aV¥V w € )

X (w,0) := maz{ X, (w,0), in(w) + €},
kde 6 € R*, potom
(1) limypso0 pin(w) = poo(w),
(ii) multifunkce MZ(w) je uzaviend a Berge-usc v oo a mnozina MS (w) je kom-
paktni,
(ii)) 3 n, € NV n > n, je M:(w) neprdazdnd, kompaktni CLM mnozina

pro  funkci XZ(w, ) wvzhledem ke kaZdé omezené a oteviené mnoziné

G D M (w),
(1v) lim, o e(M:(w), M (w)) = 0.

Diikaz. Bud e € (0,¢&0] libovolné. Definujme mnoziny A, A a As predpisem

Ay = {w € Q: X(w, ) neni zdola polospojitd nebo vlastni funkce},
Ay = {w € Q: A(w, ¢) neni neprazdna nebo kompaktni},

As == {w € Q : roviiové mnoziny funkce X, (w,:),n € P, nejsou souvislé}.

Potom z predpokladu véty, poznamky a Predpokladu III pro ¢ plyne, ze
P(4;) =0, i = 1,2,3. Definujme mnozinu A := (J>_, A;. Potom P(4) = 0
a ukdzeme, ze tvrzeni véty plati V w ¢ A. Bud w ¢ A libovolné. Déle
nechf G C R* je libovolnd oteviend a omezena mmozina obsahujici A(w,e).
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Piedpisem (33) definujme Vn e PaVwé¢ A X:(w,0),6 € RF.

Potom z véty plyne, ze 3 n, € NV n > n, je ]\/Zﬁ(w) neprazdnd, kom-
paktni CLM mnozina pro funkci )?fl(w,) vzhledem ke G. Protoze V n > n,
je ]\/Zfl(w) mnozinou bodu z clo (G), jejichz funkéni hodnota se od hodnoty
minima funkce X, (w,) na clo(G) lisi nejvyse o ¢, plati, ze na clo(G) je
]/\/[\n(w) C M\fl(w) Z lemmatu 2.24] proto plyne, ze V n > n, ]/\/[\n(w) = M,(w),
a tedy i fip(w) = pin(w). Jelikoz pro 6 € clo(G) X:(w,0) = X&(w,0), ]\/Zﬁ(w) je
CLM mnozina pro funkci X;(w,-) vzhledem ke G.
Pov$imnéme si, ze droviiové mnoziny funkce X¢(w,-) jsou souvislé, nebot tyto
trovitové mmnoziny mohou byt bud shodné jako troviiové mmoziny funkce
Xn(w,), o kterych vime, ze jsou souvislé, nebo jsou to prazdné mnoziny,
které jsou trividlné souvislé. Opétovnou aplikaci lemmatu tedy vime, ze
V'n>n, Mi(w)= M;(w) a tvrzeni véty potom vyplyva z véty

4

Véta 3.10. Bud gy > 0. Necht je splnén Predpoklad I a Predpoklad III pro e.
Predpokldadejme, zZe § > 0 je libovolné. Potom 3 A € A, P(A) =0V w ¢ A existuji
e >0 an, € N takové, Ze V¥V n > n,, a pro kaZdou otevrenou a omezenou mnozinu
G C R* obsahujici A(w, eo) plati:

(i) M;(w) #0,
(ii) e(ME(w), Moo (w)) < 6.

Diikaz. Definujme mnoziny A, Ay a Az predpisem

A; = {w € Q: X, (w,") neni zdola polospojitd nebo vlastni funkce,n € P},
Ay = {weQ: X, (w,)) 2 Xoo(w, )},
As = {w € Q: Alw, g9) neni neprazdna nebo kompaktni}.

Potom z Ptedpokladu I a Predpokladu III pro gy plyne, ze P(4;) = 0,7 =1,2,3.
Definujme mnozinu A := U?Zl A;. Potom P(A) = 0 a ukdzeme, ze tvrzeni véty
plati V w ¢ A. Bud w ¢ A libovolné. Budeme postupovat ve ¢tyfech krocich.

1. Nejdiive si uvédomme, ze z poznamky plyne, ze M. (w) je neprazdna
a kompaktni mnozina. Necht G C R* je libovolnd oteviend mnozina
obsahujici A(w,&p). Dle poznamky B.4l a poznamky potom vime, ze
Ve € [0,e)

G D ANw,eg9) D A(w, &) = M (w),

a proto také ]/\/[\Cfo(w) = M (w).

2. Nyni ukdzeme, ze 3 € € (0, &g takové, ze

(M5, (w), Moo (w)) < (3.7)

|

Postupujme sporem:
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Budeme tedy predpokladat, ze V e € (0,¢e0] e(MZ (w), My(w)) >

Potom existuji posloupnost kladnych ¢isel {e,, },en spliujic

0
-

lim e, =0 (3.8)

n—oo

a posloupnost {0, },en takova, ze 6, € M (w) ¥V n € N, tj.

Xoo (W, 0,) < poo(w) + &n, (3.9)

J
pticemz d(0,, Mx(w)) > 5 Z Ptredpokladu III pro gy plyne, ze

30, € R* takové, ze lim,_,~ 0, = Oo. Potom

(0, Moo (w)) > g (3.10)

Vime, ze funkce X (w,) je zdola polospojitd, tj. plati

liminf X (w, 6,) > Xoo(w, Os0). (3.11)

n—oo

Potom z (), 39) a BII) plyne Xo(w,fs) < ptoo(w), a tedy

O € My (w). To je ovsem spor s (B.10).
3. 7 véty potom vyplyva, ze A n, € NV n > n, je ]\/Zfl(w) # (), tj. plati
bod (i), a také

e(ME(w), M= (w)) < =. (3.12)

|

4. 7 nerovnosti (3.7), (312) a trojihelnikové nerovnosti potom plyne

—~

e(My(w), M5 (w)) + e(MZ(w), Moo (w))
—5

e(M:(w), Mu(w))

IN

<

| S
+
| S

a tim je dokdzana i platnost bodu (ii).

3

Véta 3.11. Budte e >0 a 6 > 0. Necht je splnén Predpoklad I a Predpoklad II1
pro €. Potom 3 A€ A, P(A) =0V w ¢ A existuje n,, € N takové, Ze ¥V n > n,,
a pro kaZdou otevienou a omezenou mnozinu G C R* obsahujici A(w, e) plati:

(i) Ms(w) %0,
(ii) e(Mg(w), Mg, (w)) < 0.

Diikaz. Jedna se o analogii dukazu véty B.101
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Zaver

V predlozené préaci jsme se pokusili ptiblizit ¢tenaii nékteré zékladni pojmy

teorie optimaliza¢nich tloh. Spolu s definici piislusného pojmu jsme se také
snazili uvést i néjaky priklad ilustrujici dany pojem a tim pfispét k jeho snazsimu
pochopeni.
Vétsina vét formulovanych v této praci je spolu s hlavnimi myslenkami dikazu
prevzata z c¢lanku [Robinson (1996), nékteré pomocné véty jsou prevzaty
ze starstho ¢lanku [Robinson (1987). Samotné dukazy jsou ovSem rozpracovany
podrobnéji, nez tomu bylo ve zdrojovych pracech.

Jednou z moznosti dalstho smérovani prace by mohla byt snaha pokusit se vSechny
véty formulovat pro obecné topologické prostory, pripadné zapracovat numerickou
studii, ve které bychom ukazali aplikaci vylozené teorie na konkrétnich datech
pouzivanych v praxi.
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