
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikálńı fakulta
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1.3 Předpoklad I, Předpoklad II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Úvod

Koncept CLM množina (z anglického
”
complete local minimizing set“) byl

poprvé publikován v článku Robinson (1987). Jedná se o zobecněńı metody
představené v článku Robinson (1982), Theorem 3.1.
Tento pojem se ukázal být užitečný při řešeńı jistých optimalizačńıch úloh,
a proto byl následně rozpracován v praćıch několika daľśıch autor̊u, např.
Infanger (2010), Klatte a Kummer (2002) nebo Woodruff (1997). Hlavńım
zdrojem informaćı při psańı této bakalářské práce se stal článek Robinson (1996).

Práce je rozdělena do tř́ı kapitol. V prvńı kapitole se seznámı́me s pojmy
epi-konvergence a zdola a shora polospojitá funkce a uvedeme dva kĺıčové
předpoklady, na něž budeme odkazovat ve většině později formulovaných vět.
Po úvodńıch definićıch se ve druhé kapitole seznámı́me s pojmem CLM množina
a některými jeho základńımi vlastnostmi. V závěru této kapitoly ukážeme využit́ı
tohoto pojmu při tzv. přesné minimalizaci.
V závěrečné kapitole se zaměř́ıme na situace, ve kterých neznáme přesné řešeńı
optimalizačńı úlohy, ale pouze přibližné, a předvedeme využit́ı CLM množin při
této tzv. přibližné minimalizaci.
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Kapitola 1

Př́ıprava

1.1 Úvodńı poznámky

Necht’ v této a následuj́ıćıch kapitolách (Ω, A,P) označuje pravděpodobnostńı
prostor. Uvažujme náhodný proces {Xn, n ∈ N} a náhodnou veličinu X∞, které
jsou definovány na (Ω,A,P). Dále předpokládejme, že pro každé n ∈ N náhodné
veličiny Xn a X∞ záviśı na parametru θ ∈ Rk a jejich hodnoty lež́ı v rozš́ı̌rené
reálné př́ımce, tj. kromě reálných hodnot mohou nabývat i hodnoty ∞ a −∞.
Rozš́ı̌renou reálnou př́ımku budeme označovat R∗.

Naš́ım ćılem je pro určité ω ∈ Ω nalézt bod, př́ıp. body, ve kterých funkce X∞(ω,·)
nabývá minimálńı hodnoty. Je zřejmé, že obecně takový bod nemuśı v̊ubec exis-
tovat. Může se také stát, že tento bod bude záviset na zvoleném ω, a tedy pro
r̊uzné ω dostáváme r̊uzné body, v nichž funkce X∞(ω,·) nabývá minima. Proto
se často pracuje pouze s funkcemi nezávislými na ω ∈ Ω, tj. s deterministickými
funkcemi.
Ukážeme, že při splněńı určitých předpoklad̊u můžeme problém hledáńı
(lokálńıho) minima X∞(ω,·) pro určité ω ∈ Ω převést na jednodušš́ı problém:
hledáńı (lokálńıho) minima Xn(ω,·) pro dostatečně velké n a pro dané ω ∈ Ω.
Věty, jež formulujeme v této kapitole, budou spolu s hlavńımi myšlenkami jejich
d̊ukaz̊u převzaty z článku Robinson (1996).

1.2 Epi-konvergence

V našich předpokladech budeme často pracovat se speciálńım typem konver-
gence, tzv. epi-konvergenćı. Uved’me si tedy jej́ı definici.

Definice 1.1 (Epi-konvergence). Necht’ pro n ∈ N fn : Rk → R∗ a f∞ : Rk → R∗.
Řekneme, že posloupnost {fn}n∈N konverguje v epi-konvergenci k f∞ (ṕı̌seme
fn

e
−→ f∞), jestliže ∀ θ ∈ Rk plat́ı:

(i) ∀ posloupnost {θn}n∈N v Rk takovou, že limn→∞ θn = θ, je

lim inf
n→∞

fn(θn) ≥ f∞(θ), (1.1)
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(ii) ∃ posloupnost {θn}n∈N v Rk, limn→∞ θn = θ taková, že

lim sup
n→∞

fn(θn) ≤ f∞(θ). (1.2)

Poznámka 1.2. Necht’ pro n ∈ N fn : Rk → R∗ a f∞ : Rk → R∗. Předpokládejme,
že fn

e
−→ f∞ a necht’ {θn}n∈N splňuje (1.2). Potom tato posloupnost muśı

splňovat i (1.1), a tedy pro ni plat́ı limn→∞ fn(θn) = f∞(θ). Bod (1.2) je tedy
možné nahradit předpokladem:

(ii)* ∃ posloupnost {θn}n∈N v Rk, limn→∞ θn = θ taková, že

lim
n→∞

fn(θn) = f∞(θ).

Př́ıklad 1.3. Uvažujme posloupnost funkćı {fn}n∈N, která je zadaná předpisem
fn(x) := xn, kde x ∈ [0, 1) a n ∈ N. Bud’ x ∈ [0, 1) libovolné. Povšimněme si, že

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn = 0.

Nyńı ukážeme, že fn
e
−→ 0. Ověřme platnost definice 1.1.

1. Pro každou posloupnost {xn}n∈N bod̊u z [0, 1) takovou, že limn→∞ xn = x,
zřejmě plat́ı lim infn→∞ fn(xn) ≥ 0.

2. Definujme posloupnost {xn}n∈N bod̊u z [0, 1) předpisem xn := |x − 1/2n|,
n ∈ N. Potom limn→∞ xn = x a

lim sup
n→∞

fn(xn) = lim sup
n→∞

|x−
1

2n
|n = lim sup

n→∞

exp{n log|x−
1

2n
|} = 0.

T́ım je tedy dokázáno, že posloupnost {fn}n∈N konverguje bodově a v epi-
konvergenci k 0.

Obecně ovšem epi-konvergence neimplikuje bodovou konvergenci ke stejné
limitě. Může se dokonce stát, že posloupnost funkćı, která konverguje v epi-
konvergenci, bodově v̊ubec nekonverguje. To nám ilustruje následuj́ıćı př́ıklad,
publikovaný v článku Kall (1986).

Př́ıklad 1.4. Uvažujme posloupnost funkćı {fn}∞n=2 definovanou předpisem

f2k(x) =





1

k
, jestliže x ∈ Q,

1−
1

k
, jestliže x ∈ R \Q,

f2k+1(x) = 1− f2k(x) =





1−
1

k
, jestliže x ∈ Q,

1

k
, jestliže x ∈ R \Q,

kde k = 1, 2, · · · Ukážeme, že fn
e
−→ 0. Bud’ x ∈ R libovolné a ověřme platnost

definice 1.1.
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1. Pro každou posloupnost {xn}
∞
n=2 bod̊u z R takovou, že limn→∞ xn = x,

zřejmě plat́ı lim infn→∞ fn(xn) ≥ 0.

2. Definujme posloupnost {xn}∞n=2 bod̊u z R, kde

x2k ∈ Q takové, že |x2k − x| <
1

k
,

x2k+1 ∈ R \Q takové, že |x2k+1 − x| <
1

k
,

pro k = 1, 2, · · · Potom zřejmě limn→∞ xn = x a

f2k(x2k) =
1

k
= f2k+1(x2k+1),

a tedy

lim sup
n→∞

fn(xn) = lim sup
n→∞

1

n/2
= lim sup

n→∞

2

n
= 0.

Ovšem posloupnost {fn}
∞
n=2 nekonverguje bodově, nebot’ uvažujeme-li podpo-

sloupnosti {f2k}k∈N a {f2k+1}k∈N, potom

lim
k→∞

f2k(x) =: g(x) =

{
0, jestliže x ∈ Q,

1, jestliže x ∈ R \Q,

lim
k→∞

f2k+1(x) =: h(x) =

{
1, jestliže x ∈ Q,

0, jestliže x ∈ R \Q

a vid́ıme, že ∀ x ∈ R g(x) 6= h(x).

Daľśı př́ıklady a poznatky ohledně epi-konvergence lze nalézt např. v knize
Attouch (1984) nebo Rockafellar a Wets (2004).

1.3 Předpoklad I, Předpoklad II

V této sekci definujeme dva d̊uležité předpoklady, jež budeme později v 2. a 3.
kapitole často použ́ıvat. Nejdř́ıve ovšem potřebujeme zavést několik pojmů.

Definice 1.5 (Vlastńı funkce). Necht’ f : Rk → R∗. Budeme ř́ıkat, že funkce f je
vlastńı, jestliže pro každé x ∈ Rk je f(x) > −∞ a funkce f neńı identicky rovna
hodnotě ∞.

Definice 1.6 (Zdola a shora polospojitá funkce). Necht’ f : Rk → R∗.

(i) Řekneme, že funkce f je zdola polospojitá v bodě x ∈ Rk, jestliže pro každou
posloupnost {xn}n∈N bod̊u z Rk splňuj́ıćı limn→∞ xn = x plat́ı

lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x). (1.3)

(ii) Řekneme, že funkce f je shora polospojitá v bodě x ∈ Rk, jestliže pro každou
posloupnost {xn}n∈N bod̊u z Rk splňuj́ıćı limn→∞ xn = x plat́ı

lim sup
n→∞

f(xn) ≤ f(x). (1.4)
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(iii) Řekneme, že funkce f je zdola polospojitá, resp. shora polospojitá, jestliže
je zdola polospojitá, resp. shora polospojitá v každém bodě x ∈ Rk.

Poznámka 1.7. Předpokládejme, že f : Rk → R∗ je zdola a zároveň shora polo-
spojitá funkce v nějakém bodě x ∈ Rk. Potom pro každou posloupnost {xn}n∈N
bod̊u z Rk splňuj́ıćı limn→∞ xn = x plat́ı

lim
n→∞

f(xn) = f(x), (1.5)

což plyne z (1.3), (1.4) a faktu, že lim infn→∞ f(xn) ≤ lim supn→∞ f(xn). Funkce f
je proto spojitá v daném bodě x.
Naopak každá funkce f : Rk → R∗, která je spojitá v nějakém bodě x ∈ Rk,
je v tomto bodě zároveň shora i zdola polospojitá, nebot’ z rovnosti (1.5) ihned
plynou nerovnosti (1.3) a (1.4).

Př́ıklad 1.8. Ukažme si některé zdola polospojité funkce.

(i) Dle poznámky 1.7 každá spojitá funkce z Rk do R∗ je zdola polospojitá.

(ii) Zřejmě funkce horńı celá část je zdola polospojitá funkce.

(iii) Je-li M ⊂ R, potom charakteristickou funkćı množiny M rozumı́me

χM(x) =

{
1, jestliže x ∈ M,

0, jestliže x /∈ M.

Uvažujme tedy otevřený reálný interval (0,1). Potom charakteristická funkce
χ(0,1) je taktéž zdola polospojitá funkce. Ověřme platnost definice 1.6. Necht’

{xn}n∈N je libovolná posloupnost bod̊u z R splňuj́ıćı limn→∞ xn = x.

1. Jestliže x ∈ (0,1), potom ∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 xn ∈ (0,1), a tedy

χ(0,1)(x) = 1 = inf
n≥n0

χ(0,1)(xn).

2. Jestliže x /∈ (0,1), potom ∀ y ∈ R χ(0,1)(y) ≥ χ(0,1)(x) = 0, a tedy

lim inf
n→∞

χ(0,1)(xn) ≥ χ(0,1)(x).

Př́ıklad 1.9. Nyńı si ukážeme některé shora polospojité funkce.

(i) Dle poznámky 1.7 každá spojitá funkce z Rk do R∗ je shora polospojitá.

(ii) Zřejmě funkce dolńı celá část je shora polospojitá funkce.

(iii) Uvažujme uzavřený reálný interval [0,1]. Potom charakteristická funkce
χ[0,1] je také shora polospojitá funkce. Ověř́ıme platnost definice 1.6. Necht’

{xn}n∈N je libovolná posloupnost bod̊u z R splňuj́ıćı limn→∞ xn = x.

1. Jestliže x ∈ [0,1], potom ∀ y ∈ R χ[0,1](x) = 1 ≥ χ[0,1](y), a tedy

χ[0,1](x) ≥ lim sup
n→∞

χ[0,1](xn).
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2. Jestliže x /∈ [0,1], potom ∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 xn ∈ R \ [0,1], a tedy

χ[0,1](x) = 0 = sup
n≥n0

χ[0,1](xn).

V následuj́ıćım př́ıkladě si ukážeme funkci, která v jistém bodě neńı ani zdola
ani shora polospojitá.

Př́ıklad 1.10. Definujme funkci f : R → R∗ předpisem

f(x) =





1

x
, jestliže x ∈ R \ {0},

0, jestliže x = 0.

Uvažujme posloupnost {xn}n∈N bod̊u z R definovanou předpisem xn := 1/n,
n ∈ N. Potom limn→∞ xn = 0 a

f(x) = 0 < ∞ = lim
n→∞

f(xn). (1.6)

Nyńı uvažujme posloupnost {yn}n∈N bod̊u z R definovanou předpisem
yn := −1/n, n ∈ N. Potom limn→∞ yn = 0 a

f(x) = 0 > −∞ = lim
n→∞

f(yn). (1.7)

Z (1.6) a (1.7) tedy plyne, že funkce f neńı v bodě 0 ani zdola ani shora
polospojitá.

Plat́ı následuj́ıćı d̊uležitá vlastnost zdola polospojitých funkćı, kterou později
použijeme v některých d̊ukazech.

Lemma 1.11. Necht’ M ⊂ Rk je kompaktńı množina a f : M → (−∞,∞] zdola
polospojitá funkce. Potom f nabývá na M svého minima.

D̊ukaz. Rockafellar a Wets (2004), 1.10 Corollary (lower bounds).

k

Následuj́ıćı lemma dává do souvislosti pojmy epi-konvergence a zdola polo-
spojitá funkce.

Lemma 1.12. Necht’ pro n ∈ N fn : Rk → R∗ a f∞ : Rk → R∗. Předpokládejme,
že fn

e
−→ f∞. Potom f∞ je zdola polospojitá funkce.

D̊ukaz. Attouch (1984), Theorem 2.1.

k

Daľśı vlastnosti zdola a shora polospojitých funkćı lze nalézt např. v knize
Rockafellar a Wets (2004).
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Definice 1.13 (Předpoklad I). Necht’ {Xn, n ∈ N}, resp. X∞ je náhodný pro-
ces, resp. náhodná veličina na (Ω, A,P) a předpokládejme, že náhodné veličiny
Xn, n ∈ N, aX∞ jsou závislé na parametru θ ∈ Rk. Budeme ř́ıkat, že Předpoklad I
je splněn, jestliže ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A plat́ı současně následuj́ıćı
podmı́nky:

(i) ∀ n ∈ N je Xn(ω,·) zdola polospojitá a vlastńı funkce,

(ii) Xn(ω,·)
e
−→ X∞(ω,·).

Definice 1.14 (Předpoklad II). Necht’ {Xn, n ∈ N}, resp. X∞ je náhodný
proces, resp. náhodná veličina na (Ω, A,P) a předpokládejme, že náhodné
veličiny Xn, n ∈ N, a X∞ jsou závislé na parametru θ ∈ Rk. Budeme ř́ıkat, že
Předpoklad II je splněn, jestliže ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A plat́ı současně
následuj́ıćı podmı́nky:

(i) X∞(ω,·) je vlastńı funkce,

(ii) množina M = {θ ∈ Rk : X∞(ω,θ) = minθ0∈Rk X∞(ω,θ0)} je neprázdná
a kompaktńı.

V následuj́ıćı větě představ́ıme sadu postačuj́ıćıch podmı́nek pro platnost
Předpokladu I. Nejdř́ıve si ale připomeňme definice stejnoměrné konvergence po-
sloupnosti funkćı a stejnoměrně spojitého zobrazeńı a také formulujme pomocné
lemma, které následně použijeme v d̊ukazu věty.

Definice 1.15 (Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı). Necht’ (X,ρ) je
metrický prostor a M nějaká neprázdná množina. Pro n ∈ N necht’ fn, f jsou
zobrazeńı definovaná na M s hodnotami v (X,ρ).
Řekneme, že posloupnost funkćı {fn}n∈N konverguje stejnoměrně k funkci f
na množině M (a ṕı̌seme fn ⇒ f na M), jestliže plat́ı:

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀ x ∈ M ∀ n ≥ n0 : ρ(fn(x), f(x)) < ε.

Definice 1.16 (Stejnoměrně spojité zobrazeńı). Necht’ (X,ρ), (Y, σ) jsou metrické
prostory a f : X → Y. Řekneme, že zobrazeńı f je stejnoměrně spojité, jestliže

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x, y ∈ X, ρ(x,y) < δ plat́ı σ(f(x), f(y)) < ε.

Lemma 1.17. Necht’ pro n ∈ N fn : Rk → R, f : Rk → R. Předpokládejme, že
funkce f je spojitá a posloupnost {fn}n∈N konverguje stejnoměrně k f na každé
kompaktńı množině D ⊂ Rk.
Potom pro každé θ ∈ Rk a každou posloupnost {θn}n∈N v Rk takovou, že
limn→∞ θn = θ, plat́ı

lim
n→∞

fn(θn) = f(θ). (1.8)

D̊ukaz. Bud’ ε > 0. Necht’ θ je libovolný bod z Rk a {θn}n∈N bud’ libovolná
posloupnost bod̊u z Rk splňuj́ıćı limn→∞ θn = θ. Označme K := maxn∈N|θ − θn|
a definujme množinu D předpisem

D := {x ∈ Rk : |θ − x| ≤ K}.
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Potom D je kompaktńı množina obsahuj́ıćı bod θ a posloupnost {θn}n∈N.
Z předpokladu věty v́ıme, že funkce f je spojitá na D, a proto plat́ı, že f je
stejnoměrně spojitá, tj.

∃ δ > 0 ∀ x, y ∈ D, |x− y| < δ plat́ı |f(x)− f(y)| <
ε

2
. (1.9)

Jelikož limn→∞ θn = θ, potom

∃ n1 ∈ N ∀ n ≥ n1 : |θn − θ| < δ. (1.10)

Dále, jelikož fn ⇒ f na D a θj ∈ D ∀ j ∈ N, v́ıme, že

∃ n2 ∈ N ∀ θj , j ∈ N ∀ n ≥ n2 : |fn(θj)− f(θj)| <
ε

2
. (1.11)

Definujme n0 := max {n1, n2}. Potom ∀ n ≥ n0 z (1.9), (1.10) a (1.11) plyne

|f(θ)− fn(θn)| ≤ |f(θ)− f(θn)|+ |f(θn)− fn(θn)|

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

θ a {θn}n∈N byly voleny libovolně, proto ∀ θ ∈ Rk a každou posloupnost {θn}n∈N
v Rk takovou, že limn→∞ θn = θ, plat́ı (1.8).

k

Věta 1.18. Necht’ D je neprázdná, uzavřená podmnožina Rk, {Yn, n ∈ N}
náhodný proces definovaný na (Ω, A,P) a předpokládejme, že náhodné veličiny
Yn, n ∈ N, jsou závislé na parametru θ ∈ D. Dále předpokládejme, že ∀ ω ∈ Ω
a ∀ n ∈ N funkce Yn(ω,·) nabývá pouze reálných hodnot na D a že ∃ A ∈ A,
P(A) = 0 ∀ ω /∈ A plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

(i) ∀ n ∈ N je Yn(ω,·) zdola polospojitá a vlastńı funkce,

(ii) posloupnost {Yn(ω,·)}n∈N konverguje stejnoměrně na každé kompaktńı
podmnožině množiny D k Y∞(ω,·), kde Y∞ je náhodná veličina definovaná
na (Ω, A,P), která je závislá na parametru θ ∈ D, a Y∞(ω,·) je spojitá
funkce definovaná na D nabývaj́ıćı pouze reálných hodnot.

Pro n ∈ N ∪ {∞} definujme funkci

Xn(ω,·) =

{
Yn(ω,·) na D,

∞ na Rk \D.
(1.12)

Potom {Xn, n ∈ N} a X∞ splňuj́ı Předpoklad I.

D̊ukaz. Vezměme libovolné ω /∈ A, n0 ∈ N a θ0 ∈ Rk.

1. Jelikož množina D je neprázdná a funkce Yn0(ω,·) nabývá pouze reálných
hodnot, z (1.12) dle definice 1.5 plyne, že Xn0(ω,·) je vlastńı funkce.

2. Nyńı ukážeme, že Xn0(ω,·) je zdola polospojitá funkce.
Bud’ {θn}n∈N libovolná posloupnost bod̊u z Rk taková, že limn→∞ θn = θ0.
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i. Jestliže θ0 ∈ Rk \ D, potom dle (1.12) Xn0(ω,θ0) = ∞ a ∃ n1 ∈ N

∀ n ≥ n1 θn ∈ Rk \D, tj.

inf
n≥n1

Xn0(ω,θn) = ∞ = Xn0(ω,θ0). (1.13)

ii. Jestliže θ0 ∈ D, potom Xn0(ω,θ0) = Yn0(ω,θ0) ∈ R a nastává právě
jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

Bud’ ∃ n2 ∈ N ∀ n ≥ n2 θn ∈ Rk \D, a tedy

inf
n≥n2

Xn0(ω,θn) = ∞ > Xn0(ω,θ0), (1.14)

nebo ∃ n3 ∈ N ∀ n ≥ n3 θn ∈ D, tj.

inf
n≥n3

Xn0(ω,θn) = inf
n≥n3

Yn0(ω,θn) ≥ Yn0(ω,θ0) = Xn0(ω,θ0), (1.15)

kde daná nerovnost vyplývá z předpokladu věty, že funkce Yn0(ω,·)
je zdola polospojitá.

Z (1.13), (1.14) a (1.15) potom dle definice 1.6 plyne, že funkce Xn0(ω,·) je
zdola polospojitá.

3. V 1. a 2. bodě jsme tedy ukázali, že podmı́nka (i) z definice 1.13 plat́ı.

4. Zbývá dokázat, že Xn(ω,·)
e
−→ X∞(ω,·).

i. Jestliže θ0 ∈ Rk \ D, potom X∞(ω,θ0) = ∞ a pro každou posloup-
nost {θn}n∈N bod̊u z Rk takovou, že limn→∞ θn = θ0, existuje n4 ∈ N

∀ n ≥ n4 θn ∈ Rk \D. Dle (1.12) tedy ∀ n ≥ n4

Xn(ω,θn) = ∞ = X∞(ω,θ0). (1.16)

ii. Jestliže θ0 ∈ D, potom Xn(ω,θ0) = Yn(ω,θ0) ∀ n ∈ N ∪ {∞}.
Definujeme-li posloupnost {θn}n∈N předpisem θn := θ0 ∀ n ∈ N, potom

lim
n→∞

Xn(ω,θ0) = X∞(ω,θ0). (1.17)

Nyńı bud’ {θn}n∈N libovolná posloupnost bod̊u z Rk taková, že
limn→∞ θn = θ0. Jestliže existuje n5 ∈ N ∀ n ≥ n5 θn ∈ Rk \ D,
potom

inf
n≥n5

Xn(ω,θn) = ∞ > X∞(ω,θ0),

nebot’ X∞(ω,·) nabývá na D pouze reálných hodnot. Proto můžeme
předpokládat, že od jistého n5 pro všechna n ≥ n5 body θn lež́ı v D.
Je-li m < n5 a bod θm ∈ Rk \D, potom jej můžeme z dané posloupnosti
vynechat, nebot’ pro něj plat́ı, že Xm(ω,θm) = ∞, a tedy jeho vynecháńı
nijak neovlivńı hodnotu lim infn→∞Xn(ω,θn).
Ukázali jsme, že bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
všechny členy zvolené posloupnosti {θn}n∈N jsou prvky množiny D.
Označme K kompaktńı podmnožinu D obsahuj́ıćı body posloupnosti
{θn}n∈N. Pro n ∈ N potom Xn(ω,θn) = Yn(ω,θn). Z předpokladu (ii)
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pak plyne, že posloupnost {Xn(ω,·)}n∈N konverguje stejnoměrně ke spo-
jité funkci X∞(ω,·) na K. Dle lemmatu 1.17 tud́ıž plat́ı

lim
n→∞

Xn(ω,θn) = X∞(ω,θ0). (1.18)

Z (1.16), (1.17) a (1.18) potom dle definice 1.1 plyne, žeXn(ω,·)
e
−→ X∞(ω,·).

V bodě 4. je dokázáno, že plat́ı také podmı́nka (ii) z definice 1.13, a tedy i tvrzeńı
věty.

k

Jak si ukážeme v následuj́ıćım př́ıkladě, pokud bychom vynechali požadavek
uzavřenosti množiny D ve větě 1.18, mohlo by se stát, že Xn0(ω,·) nebude zdola
polospojitá funkce.

Př́ıklad 1.19. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 1.18 s výjimkou toho, žeD je
uzavřená množina. Naopak předpokládejme, že D := (0,1) je otevřená množina.
Nav́ıc necht’ existuje B ∈ A, P(B) = 0 ∀ ω /∈ B je funkce Yn(ω,·) shora omezená
∀ n ∈ N. Uvažujme bod 0 a libovolné n0 ∈ N a ω /∈ B. Vid́ıme, že 0 ∈ ∂D, a tedy
dle předpisu (1.12) je Xn0(ω,0) = ∞.
Uvažujme posloupnost {θn}n∈N bod̊u z R definovanou předpisem θn = 1/2n,
n ∈ N. Potom limn→∞ θn = 0 a θn ∈ D ∀ n ∈ N. Proto opět dle (1.12)
a předpokladu, že funkce Yn0(ω,·) nabývá na D pouze reálných hodnot, ∀ n ∈ N

plat́ı, že Xn0(ω,θn) = Yn0(ω,θn) ∈ R, a tedy

Xn0(ω,0) > lim inf
n→∞

Xn0(ω,θn). (1.19)

Nerovnost (1.19) je tedy v rozporu s nerovnost́ı (1.3), tud́ıž funkce Xn0(ω,·) neńı
zdola polospojitá v bodě 0.

Nyńı uvedeme definice pojmů, s kterými budeme dále pracovat, a také dvě
lemmata, které posléze využijeme v d̊ukazu věty 1.26, jej́ımž zobecněńım je
věta 1.18.

Definice 1.20 (Spojitost zobrazeńı vzhledem k množině). Necht’ f : Rk → R∗

a M ⊂ Rk.

(i) Řekneme, že zobrazeńı f je spojité v bodě a ∈ M vzhledem k množině M ,
jestliže plat́ı

lim
x→a
x∈M

f(x) = f(a).

(ii) Řekneme, že zobrazeńı f je spojité vzhledem k množiněM , jestliže je spojité
v každém bodě a ∈ M vzhledem k množině M.

Definice 1.21 (Relativńı vnitřek a relativně otevřená množina). Necht’ M ⊂ Rk

je neprázdná konvexńı množina a označme B := {x ∈ Rk : |x| ≤ 1}.
Relativńım vnitřkem množiny M , který znač́ıme rint (M), rozumı́me vnitřek této
množiny vzhledem k Aff (M), tj. vzhledem k nejmenš́ımu lineálu (afinńımu pod-
prostoru), který obsahuje množinu M. Tedy

rint (M) = {x ∈ Aff (M) : ∃ ε > 0, (x+ εB) ∩ Aff (M) ⊂ M}.

Řekneme, že M je relativně otevřená, jestliže M = rint (M).
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Definice 1.22 (Doména funkce). Necht’ f : Rk → R∗. Potom doménou funkce f
rozumı́me množinu

Dom(f) = {x ∈ Rk : f(x) < ∞}.

Lemma 1.23. Necht’ f : Rk → R∗ je konvexńı funkce. Potom f je spojitá vzhle-
dem ke každé konvexńı množině M ⊂ Dom (f), která je relativně otevřená.

D̊ukaz. Rockafellar (1997), Theorem 10.1.

k

Ukážeme, že pokud bychom vynechali požadavek relativńı otevřenosti
množiny M , tvrzeńı lemmatu 1.23 by potom neplatilo.

Př́ıklad 1.24. Definujme funkci f předpisem

f(x) =

{
x2, jestliže x ∈ (0,1],

1, jestliže x = 0.

Potom Dom(f) = [0,1] a vezmeme-li M := [0, 1/2), vid́ıme, že M ⊂ Dom(f)
je konvexńı množina. Ovšem zřejmě funkce f neńı spojitá v bodě 0 vzhledem
k množině M , a proto f neńı spojitá vzhledem k M.

Lemma 1.25. Bud’ M konvexńı, relativně otevřená množina v Rk a pro každé
n ∈ N fn : M → R bud’ konvexńı funkce. Necht’ existuje N ⊂ M taková,
že clo (N) ⊃ M a ∀ x ∈ N necht’ limn→∞ fn(x) existuje a je konečná. Potom
∀ x ∈ M limn→∞ fn(x) existuje a nabývá reálných hodnot.
Označme f(x) := limn→∞ fn(x), x ∈ M. Potom f je konvexńı funkce, která
nabývá pouze reálných hodnot na M. Nav́ıc posloupnost funkćı {fn}n∈N konverguje
stejnoměrně k f na každé kompaktńı množině K ⊂ M.

D̊ukaz. Rockafellar (1997), Theorem 10.8.

k

Věta 1.26. Necht’ D je neprázdná, konvexńı a relativně otevřená množina v Rk.
{Yn, n ∈ N}, resp. Y∞ bud’ náhodný proces, resp. náhodná veličina na (Ω, A,P)
a předpokládejme, že náhodné veličiny Yn, n ∈ N, a Y∞ jsou závislé na parametru
θ ∈ D. Dále předpokládejme, že ∀ n ∈ N ∃ A ∈ A,P(A) = 0 ∀ ω /∈ A je funkce
Yn(ω,·) konvexńı a nabývá pouze reálných hodnot na D. Necht’ existuje spočetná
a hustá množina M ⊂ D taková, že ∀ θ ∈ M ∃ B ∈ A,P(B) = 0 ∀ ω /∈ B
limn→∞ Yn(ω,θ) = Y∞(ω,θ), kde Y∞(ω,θ) je reálné č́ıslo.
Potom ∃ C ∈ A,P(C) = 0 ∀ ω /∈ C plat́ı:

(i) ∀ θ ∈ D existuje limn→∞ Yn(ω,θ), označme jej́ı hodnotu Y∞(ω,θ),

(ii) Y∞(ω,·) je spojitá, konvexńı funkce nabývaj́ıćı pouze reálných hodnot na D,

(iii) je-li K ⊂ D neprázdná, uzavřená množina a definujeme-li ∀ n ∈ N ∪ {∞}

Xn(ω,·) =

{
Yn(ω,·), jestlǐze θ ∈ K,

∞, jestlǐze θ /∈ K,

potom {Xn, n ∈ N} a X∞ splňuj́ı Předpoklad I.
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D̊ukaz. Definujme ∀ i ∈ N množinu

Ai := {ω ∈ Ω : Yi(ω,·) neńı konvexńı nebo nenabývá na D reálných hodnot}.

Potom plat́ı, že P(Ai) = 0 ∀ i ∈ N. Množina M je spočetná, jej́ı prvky proto
můžeme označit jako θ1, θ2, . . . Dále ∀ j ∈ N definujme množinu

Bj := {ω ∈ Ω : lim
n→∞

Yn(ω,θj) neexistuje nebo neńı konečná}.

Potom P(Bj) = 0 ∀ j ∈ N. Definujme množinu C :=
⋃∞

i=1(Ai ∪ Bi). Potom
P(C) = 0, nebot’

P(C) = P(
∞⋃

i=1

(Ai ∪ Bi)) ≤
∞∑

i=1

P(Ai ∪Bi) ≤
∞∑

i=1

P(Ai) +
∞∑

i=1

P(Bi) = 0.

Ukážeme, že tvrzeńı plat́ı ∀ ω /∈ C. Bud’ ω /∈ C libovolné. Budeme postupovat
ve dvou kroćıch:

1. Nejdř́ıve ukážeme platnost bod̊u (i) a (ii).
Plat́ı, že ∀ n ∈ N je funkce Yn(ω,·) konvexńı, nabývaj́ıćı pouze reálných hod-
not na D. Z lemmatu 1.23 tedy vyplývá, že Yn(ω,·) je spojitá na D, nebot’

D ⊂ Dom(Yn(ω,·)) a je to konvexńı množina, která je relativně otevřená
v Rk.
Dále plat́ı, že limn→∞ Yn(ω,θj) = Y∞(ω,θj) ∀ θj ∈ M, kde Y∞(ω,θj) ∈ R.
Potom z lemmatu 1.25 plyne, že ∀ θ ∈ D limn→∞ Yn(ω,θ) = Y∞(ω,θ), kde
Y∞(ω,·) je konvexńı a nabývá pouze reálných hodnot na D, a proto muśı
být i spojitá na D. Nav́ıc plat́ı, že posloupnost {Yn(ω,·)}n∈N konverguje
stejnoměrně k Y∞(ω,·) na každé kompaktńı podmnožině D.

2. Platnost bodu (iii) ukážeme ověřeńım předpoklad̊u věty 1.18.
Předpokládáme, že K ⊂ D je neprázdná, uzavřená množina. Ukázali jsme,
že pro každé n ∈ N je Yn(ω,·) spojitá na D. Dle poznámky 1.7 je zde i zdola
polospojitá. Dále v́ıme, že tato funkce nabývá na D pouze reálných hodnot,
tud́ıž je to vlastńı funkce. Je tedy splněn předpoklad (i) věty 1.18.
Také bylo ukázáno, že posloupnost {Yn(ω,·)}n∈N konverguje stejnoměrně
na každé kompaktńı podmnožině množiny D k Y∞(ω,·), což je spojitá funkce
definovaná na D nabývaj́ıćı pouze reálných hodnot. Jsou tedy splněny
předpoklady věty 1.18 a z ńı již plyne i bod (iii).

k
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Kapitola 2

Přesná minimalizace

2.1 Úvodńı poznámky

V této a následuj́ıćı kapitole budeme využ́ıvat kompaktifikaci P množiny
I = {1, 2, . . .}. T́ımto pojmem rozumı́me P = I ∪ {∞} s topologíı
sestávaj́ıćı z diskrétńı topologie na I a báze okoĺı bodu ∞ dané množinami
Vn := {n, n + 1, . . . } ∪ {∞} pro n = 1, 2, . . .
Pomocné věty a lemmata formulované v této kapitole jsou spolu s hlavńımi kroky
jejich d̊ukaz̊u převzaty z článku Robinson (1987). Zbývaj́ıćı věty této kapitoly
jsou převzaty z článku Robinson (1996).
Definujme ještě jeden pojem, který budeme ve zbytku práce také často použ́ıvat.

Definice 2.1 (Multifunkce). Necht’ X a Y jsou topologické prostory. Jestliže
F přǐrazuje každému x ∈ X množinu F (x) ⊂ Y, potom F nazýváme multifunkćı
z X do Y.

V ńıže uvedené definici zavedeme značeńı, které budeme použ́ıvat v této
a následuj́ıćı kapitole.

Definice 2.2. Necht’ {Xn, n ∈ N}, resp. X∞ je náhodný proces, resp. náhodná
veličina na (Ω, A,P) a předpokládejme, že náhodné veličiny Xn, n ∈ N, a X∞

jsou závislé na parametru θ ∈ Rk. Potom pro n ∈ P a ω ∈ Ω definujme

µn(ω) := inf
θ∈Rk

Xn(ω,θ),

Mn(ω) := {θ ∈ Rk : Xn(ω,θ) = µn(ω)}.

Je-li nav́ıc G neprázdná, omezená a otevřená množina v Rk, potom definujeme

µ̂n(ω) := inf
θ∈clo(G)

Xn(ω,θ),

M̂n(ω) := {θ ∈ clo (G) : Xn(ω,θ) = µ̂n(ω)}.

Poznámka 2.3. Povšimněme si, že:

(i) na Mn(ω), resp. na M̂n(ω) můžeme nahĺıžet jednak jako na multifunkci
z Ω× P do Rk, resp. do clo (G), tj. jako na předpis, který každému ele-
mentárńımu jevu ω ∈ Ω a každému n ∈ P přǐrazuje alespoň jednu hodnotu
z Rk, resp. z clo (G), jednak jako na množinu obsahuj́ıćı body, ve kterých
funkce Xn(ω,·) pro dané n a ω nabývá globálńıho, resp. lokálńıho minima.
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(ii) pokud pro nějaké n ∈ N a ω ∈ Ω µn(ω) = ∞, potom Mn(ω) = Rk

a Xn(ω,·) = ∞. Proto jedńım z požadavk̊u na funkce Xn(ω,·) je, aby tyto
funkce byly vlastńı.

Následuj́ıćı věta nám udává vlastnosti µn a Mn, pokud plat́ı Předpoklad I
formulovaný v definici 1.13.

Věta 2.4. Necht’ je splněn Předpoklad I. Potom ∀ ω /∈ A plat́ı:

(i) µ∞(ω) ≥ lim supn→∞ µn(ω),

(ii) jestlǐze pro každé n ∈ N θn ∈ Mn(ω) a limn→∞ θn = θ, potom θ ∈ M∞(ω)
a limn→∞ µn(ω) = µ∞(ω).

D̊ukaz. Dı́ky Předpokladu I v́ıme, že ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A plat́ı
Xn(ω,·)

e
−→ X∞(ω,·) a ∀ n ∈ N je Xn(ω,·) zdola polospojitá a vlastńı.

Bud’ ω /∈ A libovolné. Důkaz provedeme ve dvou kroćıch:

1. Nejdř́ıve ukážeme platnost bodu (i).
Vezměme libovolné θ ∈ Rk. Potom dle definice 1.1 existuje posloupnost
{θn}n∈N v Rk, limn→∞ θn = θ taková, že lim supn→∞Xn(ω,θn) ≤ X∞(ω,θ).
Jelikož zřejmě plat́ı Xn(ω,θn) ≥ infθ∈Rk Xn(ω,θ) = µn(ω), dostáváme, že

lim sup
n→∞

µn(ω) ≤ lim sup
n→∞

Xn(ω,θn) ≤ X∞(ω,θ).

Jelikož bod θ byl volen libovolně, plat́ı rovněž

lim sup
n→∞

µn(ω) ≤ inf
θ∈Rk

X∞(ω,θ) = µ∞(ω).

2. Nyńı ukážeme platnost bodu (ii).
Dle definice 1.1 v́ıme, že je-li x ∈ Rk, potom pro každou posloupnost
{xn}n∈N v Rk takovou, že limn→∞ xn = x, plat́ı

lim inf
n→∞

Xn(ω,xn) ≥ X∞(ω,x).

Uvažme tedy posloupnost {θn}n∈N, limn→∞ θn = θ. Jelikož ∀ n ∈ N

θn ∈ Mn(ω), potom ∀ n ∈ N µn(ω) = Xn(ω,θn) a s využit́ım již dokázané
části (i) dostáváme, že

lim sup
n→∞

µn(ω) = lim sup
n→∞

Xn(ω,θn) ≤ µ∞(ω) ≤ X∞(ω,θ)

≤ lim inf
n→∞

Xn(ω,θn) = lim inf
n→∞

µn(ω).

Všude tedy plat́ı rovnosti:

lim
n→∞

Xn(ω,θn) = lim
n→∞

µn(ω) = µ∞(ω) = X∞(ω,θ).

k
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2.2 Epi-spojitost a Berge-usc

V této sekci se předevš́ım seznámı́me s pojmy epi-spojitost a Berge-usc
a ukážeme si některé jejich vlastnosti, jichž poté využijeme v následuj́ıćı sekci.

Definice 2.5 (Báze okoĺı bodu). Necht’ (X,G(X)) je topologický prostor, x ∈ X
a definujme

Gx := {G ∈ G(X) : x ∈ G}.

Uvažujme N (x) ⊂ P(x), tj. systém okoĺı bodu x, s vlastnostmi:

(i) ∀ U ∈ N (x) je x ∈ U ,

(ii) ∀ G ∈ Gx existuje V ∈ N (x) takové, že G ⊃ V,

(iii) ∀ U ∈ N (x) existuje Q ∈ Gx takové, že Q ⊂ U .

Potom N (x) se nazývá báze okoĺı bodu x.

Definice 2.6 (Epi-spojitost). Necht’ Y a Z jsou topologické prostory
a f : Y × Z → R∗.

(i) Řekneme, že funkce f je epi-shora polospojitá (ṕı̌seme epi-usc) v bodě
z0 ∈ Z pro y → y0 ∈ Y , jestliže

sup
U∈N (z0)

lim sup
y→y0

inf
z∈U

f(y,z) ≤ f(y0,z0).

(ii) Řekneme, že funkce f je epi-zdola polospojitá (ṕı̌seme epi-lsc) v bodě z0 ∈ Z
pro y → y0 ∈ Y , jestliže

sup
U∈N (z0)

lim inf
y→y0

inf
z∈U

f(y,z) ≥ f(y0,z0).

(iii) Řekneme, že funkce f je epi-spojitá v bodě z0 ∈ Z pro y → y0 ∈ Y , jestliže
je epi-usc a zároveň epi-lsc v bodě z0 ∈ Z pro y → y0 ∈ Y .

Lemma 2.7. Necht’ P je kompaktifikace množiny I a f : P × Rk → R∗.
Předpokládejme, že ∀ n ∈ P je funkce f(n,·) zdola polospojitá na Rk a pokud
označ́ıme fn(·) := f(n,·), že fn

e
−→ f∞.

Potom f je zdola polospojitá na P × Rk a epi-usc v každém bodě x0 ∈ Rk

pro n → ∞.

D̊ukaz. Budeme postupovat ve dvou kroćıch:

1. Nejdř́ıve ukážeme, že funkce f je zdola polospojitá.
Necht’ {(jn,xn)}n∈N je libovolná posloupnost bod̊u z P × Rk a necht’

limn→∞(jn,xn) = (j0,x0), kde (j0,x0) ∈ P × Rk.

i. Jestliže j0 6= ∞, potom ∃ n1 ∈ N ∀ n ≥ n1 jn = j0 a z předpokladu,
že ∀ p ∈ P je funkce f(p,·) zdola polospojitá na Rk plyne, že ∃ n2 ∈ N

∀ n ≥ n2 infn≥n2 f(p,xn) ≥ f(p,x0). Necht’ n0 := max {n1, n2}. Potom

inf
n≥n0

f(jn,xn) = inf
n≥n0

f(j0,xn) ≥ f(j0,x0). (2.1)
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ii. Jestliže j0 = ∞, potom využijeme předpokladu, že fn
e
−→ f∞, tj. dle

definice 1.1 plat́ı

lim inf
n→∞

f(jn,xn) = lim inf
n→∞

fjn(xn) ≥ f∞(x0) = f(∞,x0). (2.2)

Z nerovnost́ı (2.1), (2.2) a definice 1.6 tedy plyne, že funkce f je zdola
polospojitá.

2. Nyńı ukážeme, že funkce f je epi-usc v každém bodě x0 ∈ Rk pro n → ∞.
Bud’ x0 ∈ Rk libovolné. Z definice 1.1 plyne, že ∃ posloupnost {xn}n∈N
v Rk, limn→∞ xn = x0 taková, že

lim sup
n→∞

f(n,xn) = lim sup
n→∞

fn(xn) ≤ f∞(x0) = f(∞,x0). (2.3)

Bud’ U ∈ N (x0) libovolné. Potom existuje n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 xn ∈ U , a proto

f(n,xn) = fn(xn) ≥ inf
x∈U

fn(x) = inf
x∈U

f(n,x). (2.4)

Dohromady z nerovnost́ı (2.3) a (2.4) plyne

f(∞,x0) ≥ lim sup
n→∞

f(n,xn) ≥ lim sup
n→∞

inf
x∈U

f(n,x).

Jelikož okoĺı U bylo voleno libovolně, dostáváme

sup
U∈N (x0)

lim sup
n→∞

inf
x∈U

f(n,x) ≤ f(∞,x0).

Bod x0 byl taktéž volen libovolně, a tedy funkce f je epi-usc v každém bodě
x0 ∈ Rk pro n → ∞.

k

Definice 2.8 (Berge-usc). Necht’ X, Y jsou topologické prostory a F je multi-
funkce z X do Y. Řekneme, že multifunkce F je Berge-usc v bodě x0 ∈ X, jestliže
ke každé otevřené množině M ⊂ Y takové, že F (x0) ⊂ M , existuje U okoĺı bodu
x0 takové, že ∀ x ∈ U plat́ı F (x) ⊂ M.

Poznámka 2.9. Pokud bychom v definici 2.8 za F zvolili funkci z Rk do R∗, potom
F je Berge-usc v bodě x0 ∈ Rk právě tehdy, když F je spojitá v bodě x0.

Definice 2.10 (Uzavřená multifunkce). Necht’ X, Y jsou topologické prostory
a F je multifunkce z X do Y. Řekneme, že multifunkce F je uzavřená v bodě
x0 ∈ X, jestliže F (x0) =

⋂
U∈N (x0)

clo (F (U)), kde F (U) =
⋃

x∈U F (x).

V následuj́ıćıch dvou větách si ukážeme závěry, které jsou spojeny s pojmy
epi-lsc a epi-usc. V těchto větách bude X označovat topologický prostor a P kom-
paktifikaci množiny I. Dále ∀ p ∈ P a libovolnou funkci f : P ×X → R∗ definu-
jeme

µ̃(p) := inf
x∈X

f(p,x).
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Zřejmě µ̃ je potom funkce s hodnotami v rozš́ı̌rené reálné př́ımce. Současně defi-
nujme multifunkci M̃ z P do X předpisem

M̃(p) := {x ∈ X : f(p,x) = µ̃(p)}.

Povšimněme si, že na multifunkci M̃ můžeme také nahĺıžet jako na množinu
bod̊u, ve kterých funkce f(p,·) nabývá globálńıho minima.

Ještě než přistouṕıme k formulaćım a d̊ukaz̊um zmı́něných dvou vět, uved’me
si nejdř́ıve dvě pomocná lemmata. To prvńı se týká funkce µ̃ a pojmu epi-usc.

Lemma 2.11. Necht’ funkce f je epi-usc v bodě x0 ∈ X pro p → p0 ∈ P. Potom
plat́ı, že

f(p0,x0) ≥ lim sup
p→p0

µ̃(p).

D̊ukaz. Plyne př́ımo z definice 2.6, nebot’

f(p0,x0) ≥ sup
U∈N (x0)

lim sup
p→p0

inf
x∈U

f(p,x) ≥ lim sup
p→p0

µ̃(p).

k

V následuj́ıćım lemmatu se seznámı́me s pojmem úrovňová množina a jej́ımi
vlastnostmi.

Lemma 2.12. Necht’ g : P ×X → R∗ a α ∈ R takové, že inf(p,x)∈P×X g(p,x) ≤ α.
Pro p ∈ P definujme úrovňovou množinu

Λg
α(p) := {x ∈ X : g(p,x) ≤ α}.

Potom Λg
α je multifunkce z P do X, která je uzavřená v bodě p0 ∈ P , jestlǐze

∀ x ∈
⋂

U∈N (p0)
clo (Λg

α(U)), kde Λg
α(U) =

⋃
p∈U Λg

α(p), je funkce g zdola polospo-

jitá v (p0,x).

D̊ukaz. Zřejmě plat́ı, že Λg
α je multifunkce z P do X .

Vezměme libovolné x0 ∈
⋂

U∈N (p0)
clo (Λg

α(U)). Potom ∀ U ∈ N (p0), resp.

∀ V ∈ N (x0) existuje p ∈ U , resp. x ∈ V takové, že g(p,x) ≤ α. V́ıme, že funkce g
je zdola polospojitá v bodě (p0,x0) a tedy dohromady s předchoźım dostáváme,
že

α ≥ lim inf
(p,x)→(p0,x0)

g(p,x) ≥ g(p0,x0),

tud́ıž x0 ∈ Λg
α(p0), a tedy Λg

α(p0) ⊃
⋂

U∈N (p0)
clo (Λg

α(U)).

Dále si povšimněme, že vždy plat́ı Λg
α(p0) ⊂

⋂
U∈N (p0)

clo (Λg
α(U)).

Proto Λg
α(p0) =

⋂
U∈N (p0)

clo (Λg
α(U)), což dle definice 2.10 znamená, že multi-

funkce Λg
α je uzavřená v bodě p0 ∈ P.

k

Nyńı již přikročme k samotným větám.
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Věta 2.13. Necht’ f : P × X → (−∞,∞]. Předpokládejme, že existuje p0 ∈ P
takové, že funkce f(p0,·) je vlastńı. Dále předpokládejme, že pro každé x ∈ X je

funkce f epi-lsc v bodě x pro p → p0 ∈ P a že existuje x0 ∈ M̃(p0) takové, že f
je epi-usc v x0 pro p → p0 ∈ P . Potom:

(i) µ̃ je shora polospojitá v p0,

(ii) hodnota µ̃(p0) je reálné č́ıslo,

(iii) existuje U okoĺı bodu p0 takové, že funkce f(p,·) je vlastńı pro každé p ∈ U ,

(iv) multifunkce M̃ je uzavřená v bodě p0.

D̊ukaz. Je uveden v článku Robinson (1987), Proposition 3.2; zde ukážeme jen
platnost d̊ukazu pro př́ıpad, kdy X = Rk.

1. Nejdř́ıve ukážeme, že plat́ı bod (i).

Z předpokladu existence x0 ∈ M̃(p0) splňuj́ıćıho, že f je epi-usc v x0

pro p → p0 ∈ P , a lemmatu 2.11 vyplývá, že

µ̃(p0) = f(p0,x0) ≥ lim sup
p→p0

µ̃(p),

což dle definice 1.6 znamená, že µ̃ je shora polospojitá v p0.

2. K d̊ukazu bodu (ii) je pouze třeba si uvědomit, že předpokládáme, že exis-
tuje p0 ∈ P takové, že funkce f(p0,·) je vlastńı, tj. ∀ x ∈ X je f(x) > −∞

a f neńı identicky rovna hodnotě ∞, a dále že x0 ∈ M̃(p0).

3. Nyńı ukážeme, že plat́ı bod (iii).
Z již dokázaných bod̊u (i) a (ii) plyne, že

∞ > µ̃(p0) ≥ lim sup
p→p0

µ̃(p),

tj. ∃ U ∈ N (p0) takové, že ∀ p ∈ U je µ̃(p) < ∞ a tedy f(p,·) neńı identicky
rovno hodnotě ∞. Nav́ıc z předpokladu věty je f(p,x) > −∞ ∀ p ∈ P
a ∀ x ∈ X.

4. Nyńı ukážeme platnost bodu (iv).
Definujme funkci

g(p,x) := f(p,x)− µ̃(p) ∀ x ∈ X ∀ p ∈ U ,

kde U je okoĺı bodu p0 z bodu (iii). Tato funkce je dobře definována, nebot’

∀ p ∈ U je funkce f(p,·) vlastńı a µ̃(p) < ∞. Ukážeme, že ∀ x0 ∈ X je
funkce g zdola polospojitá v (p0,x0).
Bud’ x0 ∈ X libovolné. Z předpokladu věty v́ıme, že funkce f je epi-lsc v x0

pro p → p0 ∈ P , tj. plat́ı

sup
U∈N (x0)

lim inf
p→p0

inf
x∈U

f(p,x) = sup
U∈N (x0)

sup
V∈N (p0)

inf
p∈V

inf
x∈U

f(p,x)

= lim inf
(p,x)→(p0,x0)

f(p,x)

≥ f(p0,x0).
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Dále dle bodu (i) v́ıme, že µ̃ je shora polospojitá v p0, tj. pro každou po-
sloupnost {pn}n∈N bod̊u z P splňuj́ıćı limn→∞ pn = p0 plat́ı

lim sup
n→∞

µ̃(pn) ≤ µ̃(p0).

Bud’ tedy {pn}n∈N libovolná posloupnost bod̊u z P splňuj́ıćı limn→∞ pn = p0
a {xn}n∈N libovolná posloupnost bod̊u zX splňuj́ıćı limn→∞ xn = x0. Potom

lim inf
n→∞

g(pn,xn) = lim inf
n→∞

(f(pn,xn)− µ̃(pn))

= lim inf
n→∞

f(pn,xn)− lim sup
n→∞

µ̃(pn)

≥ f(p0,x0)− µ̃(p0) = g(p0,x0).

T́ım jsme ukázali, že funkce g je zdola polospojitá v (p0,x0).
Definujeme-li pro p ∈ P úrovňovou množinu Λg

0(p) := {x ∈ X : g(p,x) ≤ 0},
plat́ı dle lemmatu 2.12, že multifunkce Λg

0 je uzavřená v bodě p0. Nyńı si

jen stač́ı uvědomit, že ∀ p ∈ P je Λg
0(p) = M̃(p).

k

Věta 2.14. Necht’ f : P × X → R∗, p0 ∈ P a K ⊂ X bud’ kompaktńı množina.
Předpokládejme, že existuje okoĺı U0 ∈ N (p0) takové, že Λf

µ̃(p0)
(U0) ⊂ K a dále,

že ∀ x ∈ K je f epi-lsc v bodě x pro p → p0.
Potom µ̃ je zdola polospojitá v bodě p0.

D̊ukaz. Jestliže µ̃(p0) = −∞, potom je zřejmě splněna definice 1.6 a tvrzeńı věty
plat́ı. Bez újmy na obecnosti proto můžeme předpokládat, že µ̃(p0) > −∞. V́ıme,
že plat́ı

Λf

µ̃(p0)
(U0) = {x ∈ X : f(p,x) ≤ µ̃(p0), p ∈ U0}. (2.5)

Dále v́ıme, že ∀ x0 ∈ K je f epi-lsc v bodě x0 pro p → p0, tj.

sup
U∈N (x0)

lim inf
p→p0

inf
x∈U

f(p,x) ≥ f(p0,x0). (2.6)

Vezměme libovolné x0 ∈ K. Potom z existence okoĺı U0 ∈ N (p0) takového, že
Λf

µ̃(p0)
(U0) ⊂ K, a z (2.5) v́ıme, že f(p0,x0) ≥ µ̃(p0). Z nerovnosti (2.6) plyne, že

existuj́ı Vx0 ∈ N (x0) a Ux0 ∈ N (p0) takové, že ∀ (p,x) ∈ Ux0 × Vx0 plat́ı

f(p,x) ≥ f(p0,x0) ≥ µ̃(p0). (2.7)

Jelikož K je kompaktńı, lze z každého jej́ıho pokryt́ı otevřenými množinami
vybrat pokryt́ı konečné, tzn. ∃ x1, . . . , xn ∈ K a ∀ i = 1, . . . , n existuj́ı Vi okoĺı
bodu xi a Ui okoĺı bodu p0, splňuj́ıćı (2.7), takové, že K ⊂

⋃n

i=1 Vi.

Definujme U := U0 ∩ [
⋂n

i=1 Ui] a vezměme libovolné p ∈ U a x ∈ X.

Předpokládejme, že x /∈ K. Potom p ∈ U0, x /∈ Λf

µ̃(p0)
(U0), a tud́ıž f(p,x) > µ̃(p0).

Jestliže naopak x ∈ K, potom ∃ i ∈ {1, . . . , n} takové, že x ∈ Vi a p ∈ Ui, takže
plat́ı (2.7). Jelikož x jsme volili libovolně, pro p ∈ U je

inf
x∈X

f(p,x) = µ̃(p) ≥ µ̃(p0).
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Bud’ {pn}n∈N libovolná posloupnost bod̊u z P splňuj́ıćı limn→∞ pn = p0.
Potom ∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 pn ∈ U a tedy infn≥n0 µ̃(pn) ≥ µ̃(p0), což dle
definice 1.6 znamená, že funkce µ̃ je zdola polospojitá v bodě p0.

k

2.3 CLM množiny

V této sekci budeme hledat a zkoumat předpoklady, při jejichž splněńı bude
skoro jistě pro dostatečně velké n ∈ N množina, jež obsahuje body, ve kterých
funkce Xn(ω,·) nabývá (lokálńıho) minima, neprázdná a každý jej́ı bod bude
dostatečně bĺızko př́ıslušnému bodu množiny M∞, tj. bodu, který minimalizuje
X∞(ω,·). Vrcholem této sekce bude věta 2.20, která je ześıleńım věty 2.4.

Definice 2.15 (CLM množina). Necht’ X je topologický prostor a f : X → R∗.
Neprázdná množina M ⊂ X se nazývá CLM množina pro funkci f vzhledem
k otevřené množině G ⊃ M, jestliže M je množinou všech bod̊u, ve kterých má
funkce f na clo (G) minimum.

Př́ıklad 2.16. Ukažme si některé množiny splňuj́ıćı definici 2.15.

(i) Uvažujme funkci f(x) = x2. Potom množina M1 := {0} je CLM množina
pro funkci f vzhledem ke každé otevřené množině G ⊂ R, která obsahuje
bod 0.

(ii) Nyńı uvažujme funkci g(x) = sin(x). Potom množina M2 := {−π/2, 3π/2}
je CLM množina pro funkci g vzhledem ke každé otevřené množině

(−ε−
π

2
, ε+

3

2
π) ⊂ G ⊂ (−

5

2
π,

7

2
π),

kde ε ∈ (0, 2π).

Poznámka 2.17. Z definice 2.15 plyne, že:

(i) množina M obsahuje body, ve kterých funkce f nabývá lokálńıho minima.

(ii) funkce f muśı v každém bodě množiny M nabývat stejné hodnoty. Tato
hodnota muśı být ostře menš́ı, než je hodnota funkce f v libovolném bodě
množiny clo (G) \M.

(iii) množina bod̊u, v nichž funkce f nabývá globálńıho minima, je vždy CLM
množina. Stač́ı totiž volit G = X.

Následuj́ıćı dvě věty pojednávaj́ı o vlastnostech CLM množin a jejich závěry
využijeme v d̊ukazu věty 2.20.
V těchto větách necht’ X je topologický prostor, G ⊂ X otevřená množina
a P kompaktifikace množiny I. Potom pro p ∈ P a funkci f : P ×X → R∗ defi-
nujme funkci s hodnotami v rozš́ı̌rené reálné př́ımce

µ̃clo(G)(p) := inf
x∈clo(G)

f(p,x).
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Dále definujeme multifunkci M̃clo(G) z P do clo (G) předpisem

M̃clo(G)(p) := {x ∈ clo (G) : f(p,x) = µ̃clo(G)(p)}.

Povšimněme si, že na multifunkci M̃clo(G) můžeme také nahĺıžet jako na množinu,
jež obsahuje body, ve kterých funkce f(p,·) nabývá lokálńıho minima.

Věta 2.18. Necht’ f : P ×X → (−∞,∞], p0 ∈ P a G ⊂ X je otevřená množina

taková, že G ∩ Dom (f) 6= ∅. Předpokládejme, že M̃clo(G)(p0) je CLM množina
pro funkci f(p0,·) vzhledem k množině G. Dále předpokládejme, že funkce f je

epi-usc v nějakém bodě x0 ∈ M̃clo(G)(p0) pro p → p0 a epi-lsc v každém bodě
x ∈ clo (G) pro p → p0. Potom:

(i) funkce µ̃clo(G) je shora polospojitá v bodě p0,

(ii) hodnota µ̃clo(G)(p0) je reálné č́ıslo,

(iii) multifunkce M̃clo(G) je uzavřená v bodě p0,

(iv) ∃ U ∈ N (p0) takové, že ∀ p ∈ U je restrikce funkce f(p,·) na clo (G) vlastńı
funkce.

D̊ukaz. Definujme ∀ p ∈ P a ∀ x ∈ X funkci

g(p,x) := f(p,x) + ΨP×clo(G)(p,x), (2.8)

kde

ΨP×clo(G)(p,x) :=

{
0, jestliže (p,x) ∈ P × clo (G),

∞, jestliže (p,x) /∈ P × clo (G).
(2.9)

Tato funkce je dobře definována, nebot’ ani funkce f , ani funkce ΨP×clo(G)

nenabývaj́ı hodnoty −∞. Proto plat́ı g : P × X → (−∞,∞]. Povšimněme
si, že funkce g(p0,·) je vlastńı funkce na G ∩ Dom(f(p0,·)) a epi-usc v bodě

x0 ∈ M̃clo(G)(p0) pro p → p0, jelikož g(p,x) = f(p,x) pro (p,x) ∈ P × clo (G)

a funkce f je epi-usc v x0 ∈ M̃clo(G)(p0) pro p → p0.

Protože M̃clo(G)(p0) je CLM množina pro funkci f(p0,·) vzhledem

k množině G, g(p,x) = ∞ pro (p,x) ∈ P × (X \ clo (G)) a x0 ∈ M̃clo(G)(p0),
potom plat́ı, že funkce g(p0,·) nabývá v bodě x0 globálńıho minima, takže

µ̃clo(G)(p0) = inf
x∈clo(G)

f(p0, x) = min
x∈X

g(p0, x) = g(p0, x0).

Z lemmatu 2.11 proto plyne, že

g(p0, x0) = µ̃clo(G)(p0) ≥ lim sup
p→p0

µ̃clo(G)(p).

Proto existuje U0 ∈ N (p0) takové, že ∀ p ∈ U0 je

∞ > g(p0, x0) = µ̃clo(G)(p0) ≥ µ̃clo(G)(p).
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Odtud můžeme nahlédnout, že ∀ p ∈ U0 je M̃clo(G)(p) množina bod̊u, ve kterých
g(p,·) nabývá globálńıho minima.

Dále jelikož funkce f je epi-lsc v každém bodě x ∈ clo (G) pro p → p0 a funkce
ΨP×clo(G) je zřejmě epi-lsc v každém bodě x ∈ X pro p → p0, také funkce g je
epi-lsc v každém bodě x ∈ X pro p → p0.
Vezmeme-li restrikci funkce g na U0 × X a použijeme-li větu 2.13, dostáváme,
že funkce µ̃clo(G) je shora polospojitá v bodě p0, hodnota µ̃clo(G)(p0) je reálné

č́ıslo, multifunkce M̃clo(G) je uzavřená v bodě p0 a existuje U ∈ N (p0) takové,
že funkce g(p,·) je vlastńı pro každé p ∈ U . To ovšem znamená, že ∀ p ∈ U
restrikce funkce f(p,·) na clo (G) je vlastńı funkce, nebot’ ∀ (p,x) ∈ U × clo (G)
je ΨP×clo(G)(p,x) = 0 a tedy f(p,x) = g(p,x).

k

Věta 2.19. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 2.18 a necht’ nav́ıc clo (G) je
kompaktńı množina a funkce f je zdola polospojitá na P × clo (G). Potom:

(i) hodnota µ̃clo(G)(p0) je reálné č́ıslo,

(ii) funkce µ̃clo(G) je spojitá v bodě p0,

(iii) multifunkce M̃clo(G) je uzavřená a Berge-usc v bodě p0,

(iv) ∃ U ∈ N (p0) takové, že ∀ p ∈ U je restrikce funkce f(p,·) na clo (G) vlastńı

funkce a M̃clo(G)(p) je neprázdná, kompaktńı CLM množina pro funkci f(p,·)
vzhledem ke G.

D̊ukaz. Dı́ky větě 2.18 v́ıme, že hodnota µ̃clo(G)(p0) je reálné č́ıslo, funkce µ̃clo(G) je

shora polospojitá v bodě p0, multifunkce M̃clo(G) je uzavřená v bodě p0 a existuje
U0 ∈ N (p0) takové, že ∀ p ∈ U0 je restrikce funkce f(p,·) na clo (G) vlastńı funkce.

Zbývá už jen dokázat, že funkce µ̃clo(G) je spojitá v bodě p0, multifunkce M̃clo(G) je
Berge-usc v bodě p0 a že ∃ U ∈ N (p0) takové, že ∀ p ∈ U je restrikce funkce f(p,·)

na clo (G) vlastńı funkce a M̃clo(G)(p) je neprázdná, kompaktńı CLM množina
pro funkci f(p,·) vzhledem ke G. Zbytek d̊ukazu tedy provedeme ve třech kroćıch.

1. Nejdř́ıve ukážeme, že plat́ı bod (ii).
Podle poznámky 1.7 stač́ı dokázat, že funkce µ̃clo(G) je zdola polospojitá
v bodě p0. Stejně jako v d̊ukazu věty 2.18 definujme ∀ p ∈ P a ∀ x ∈ X
funkci g(p,x), resp. ΨP×clo(G)(p,x) předpisem (2.8), resp. (2.9). Povšimněme
si, že plat́ı

Λg

µ̃clo(G)(p0)
(P ) = {x ∈ X : g(p,x) ≤ µ̃clo(G)(p0), p ∈ P} ⊂ clo (G).

V d̊ukazu věty 2.18 jsme také ukázali, že funkce g je epi-lsc v každém bodě
x ∈ X pro p → p0 a µ̃clo(G)(p0) = minx∈X g(p0, x). Z věty 2.14 proto vyplývá,
že funkce µ̃clo(G) je zdola polospojitá v bodě p0.

2. Nyńı ukážeme, že ∀ p ∈ P je M̃clo(G)(p) neprázdná, kompaktńı množina.
Jelikož funkce f je zdola polospojitá na P × clo (G), triviálně plat́ı, že
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∀ p ∈ P je funkce f(p,·) zdola polospojitá na kompaktńı množině clo (G).
Odtud dle lemmatu 1.11 plyne, že f(p,·) nabývá na clo (G) svého minima.

Množina M̃clo(G)(p) je proto tvaru

M̃clo(G)(p) = {x ∈ clo (G) : f(p,x) = min
y∈clo(G)

f(p,y)},

což je neprázdná, uzavřená podmnožina kompaktńı množiny a tedy
neprázdná, kompaktńı množina.

3. Bud’ M ⊂ X libovolná otevřená množina taková, že M̃clo(G)(p0) ⊂ M.

Ukážeme, že ∃ U ∈ N (p0),U ⊂ U0 takové, že clo (M̃clo(G)(U)) ⊂ M. T́ım

bude dle definice 2.8 dokázáno, že multifunkce M̃clo(G) je Berge-usc v bodě p0

a že ∀ p ∈ U je restrikce funkce f(p,·) na clo (G) vlastńı funkce a M̃clo(G)(p) je
CLM množina pro funkci f(p,·) vzhledem ke G (bude stačit zvolit M = G).
Definujme množinu N := M ∩G a dále ∀ V ∈ N (p0) necht’

TV := clo (M̃clo(G)(V)) ∩ ∂N,

kde M̃clo(G)(V) =
⋃

p∈V M̃clo(G)(p).

Zřejmě N ⊂ M. Protože N ⊂ G a M̃clo(G)(p0) ⊂ M , je

M̃clo(G)(p0) CLM množinou pro funkci f(p0, ·) také vzhledem k N.

Bylo ukázáno, že multifunkce M̃clo(G) je uzavřená v bodě p0, tzn.

M̃clo(G)(p0) =
⋂

V∈N (p0)
clo (M̃clo(G)(V)). Proto dostáváme, že

⋂

V∈N (p0)

TV =
⋂

V∈N (p0)

(clo (M̃clo(G)(V)) ∩ ∂N) = M̃clo(G)(p0) ∩ ∂N = ∅.

Posledńı rovnost plat́ı, nebot’ M̃clo(G)(p0) je CLM množina pro funkci f(p,·)
vzhledem k N a použijeme poznámku 2.17, bod (ii).
Proto ∃ U1, . . . ,Un ∈ N (p0) takové, že

⋂n

i=1 TUi
= ∅. Definujeme-li

U := U0 ∩ (
⋂n

i=1 Un), potom ∅ = TU = clo (M̃clo(G)(U)) ∩ ∂N , a proto

clo (M̃clo(G)(U)) ⊂ N ⊂ M.

k

Značeńı. Uvažujeme-li metrický prostor (Rk, ‖·‖), kde ‖·‖ znač́ı eukleidovskou
normu na Rk, a množiny S, T ⊂ Rk, potom symbolem e(S,T ) rozumı́me

e(S,T ) = sup
s∈S

d(s, T ),

kde d(s, T ) = inft∈T ‖s− t‖ je vzdálenost bodu s od množiny T.

Věta 2.20. Necht’ je splněn Předpoklad I a dále necht’ G je neprázdná, omezená
a otevřená množina v Rk. Potom ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A plat́ı:

Je-li M̂∞(ω) CLM množina pro funkci X∞(ω,·) vzhledem k množině G, potom

(i) limn→∞ µ̂n(ω) = µ̂∞(ω) a hodnota µ̂∞(ω) je reálné č́ıslo,
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(ii) multifunkce M̂n(ω) je uzavřená a Berge-usc v ∞ a M̂∞(ω) je neprázdná,
kompaktńı množina,

(iii) ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je M̂n(ω) neprázdná, kompaktńı CLM množina
pro funkci Xn(ω,·) vzhledem ke G,

(iv) limn→∞ e(M̂n(ω), M̂∞(ω)) = 0.

D̊ukaz. Definujme množiny A1 a A2 předpisem

A1 := {ω ∈ Ω : Xn(ω,·) neńı zdola polospojitá nebo vlastńı funkce, n ∈ N},

A2 := {ω ∈ Ω : Xn(ω, ·) 6
e
−→ X∞(ω, ·)}.

Definujeme-li A := A1 ∪ A2, potom P(A) = 0.

Ukážeme, že tvrzeńı věty plat́ı ∀ ω /∈ A. Bud’ tedy ω /∈ A libovolné. Je-
likož Xn(ω, ·)

e
−→ X∞(ω, ·), z lemmatu 1.12 plyne, že X∞(ω, ·) je zdola polo-

spojitá funkce na Rk, tedy speciálně i na kompaktńı množině clo (G). Odtud
dle lemmatu 1.11 plyne, že X∞(ω, ·) nabývá na clo (G) svého minima. Množina

M̂∞(ω) je proto tvaru

M̂∞(ω) = {θ ∈ clo (G) : X∞(ω, θ) = min
θ0∈clo(G)

X∞(ω, θ0)},

což je neprázdná, uzavřená podmnožina kompaktńı množiny a tedy neprázdná,
kompaktńı množina.
Protože ∀ n ∈ P je funkce Xn(ω, ·) zdola polospojitá a Xn(ω, ·)

e
−→ X∞(ω, ·),

z lemmatu 2.7 plyne, že funkce X definovaná na P × Rk, pro kterou jsme
zavedli značeńı X(n, ω, θ) = Xn(ω, θ), je zdola polospojitá na P × Rk a epi-usc

v každém bodě θ0 ∈ Rk pro n → ∞, tedy speciálně i v každém bodě θ0 ∈ M̂∞(ω)
pro n → ∞. Dále plat́ı, že G ∩ Dom(X∞(ω, ·)) 6= ∅. Z věty 2.19 proto
vyplývá, že hodnota µ̂∞(ω) je reálné č́ıslo, funkce µ̂n(ω) je spojitá v bodě ∞,

tj. limn→∞ µ̂n(ω) = µ̂∞(ω), multifunkce M̂n(ω) je uzavřená a Berge-usc v ∞

a také ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je M̂n(ω) neprázdná, kompaktńı CLM množina pro
funkci Xn(ω,·) vzhledem ke G.

Zbývá dokázat platnost bodu (iv). Bud’ ε > 0. Definujme množinu

Uε := {x ∈ Rk : ‖x‖ < ε}.

Protože M̂∞(ω) je kompaktńı podmnožina otevřené množiny G, pro dostatečně

malé ε > 0 je otevřená množina M̂∞(ω) + Uε ⊂ G. Ukázali jsme, že multifunkce

M̂n(ω) je Berge-usc v ∞. Odtud dle definice 2.8 plyne, že ∃ nε ∈ N ∀ n ≥ nε je

M̂n(ω) ⊂ M̂∞(ω) +Uε. Definujme n0 := max {nω, nε}. Potom ∀ n ≥ n0 je M̂n(ω)

neprázdná, kompaktńı podmnožina množiny M̂∞(ω) + Uε čili

0 ≤ e(M̂n(ω), M̂∞(ω)) < ε,

č́ımž je dokázán i bod (iv).

k
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V následuj́ıćı větě si ukážeme, že předpoklad o existenci CLM množiny
pro funkci X∞(ω,·) z věty 2.20 můžeme nahradit požadavkem platnosti
Předpokladu II, tj. definice 1.14.

Věta 2.21. Necht’ je splněn Předpoklad II. Potom ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A
M∞(ω) je CLM množina pro funkci X∞(ω,·) vzhledem k nějaké neprázdné, ome-
zené a otevřené množině Gω.

D̊ukaz. Bud’ A ∈ A takové, že ∀ ω /∈ A plat́ı bod (i) a (ii) z definice 1.14. Potom
P(A) = 0. Bud’ ω /∈ A libovolné. Potom M∞(ω), množina obsahuj́ıćı body,
v nichž funkce X∞(ω,·) nabývá globálńıho minima, je neprázdná a kompaktńı
a existuje otevřená a omezená množina Gω ⊂ Rk taková, že M∞(ω) ⊂ Gω. Potom
zřejmě M∞(ω) je také CLM množina pro funkci X∞(ω,·) vzhledem ke Gω.

k

Následuj́ıćı věta je anologíı věty 2.20 pro př́ıpad, kdy X∞ je deterministická
funkce, tzn. funkce nezávislá na ω ∈ Ω. Jej́ı d̊ukaz je potom analogický d̊ukazu
věty 2.20.

Věta 2.22. Necht’ je splněn Předpoklad I, ovšem necht’ X∞ nezáviśı na ω ∈ Ω.
Dále G bud’ neprázdná, omezená a otevřená množina v Rk. Definujme

µ̂∞ := inf
θ∈clo(G)

X∞(θ),

M̂∞ := {θ ∈ clo (G) : X∞(θ) = µ̂∞}.

Jestlǐze M̂∞ je CLM množina pro X∞ vzhledem k množině G, potom hodnota µ̂∞

je reálné č́ıslo a M̂∞ je kompaktńı množina.
Nav́ıc ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A plat́ı:

(i) limn→∞ µ̂n(ω) = µ̂∞,

(ii) multifunkce M̂n(ω) je uzavřená a Berge-usc v ∞,

(iii) ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je M̂n(ω) neprázdná, kompaktńı CLM množina
pro funkci Xn(ω,·) vzhledem ke G,

(iv) limn→∞ e(M̂n(ω), M̂∞) = 0.

Definice 2.23 (Souvislá množina). Necht’ (X,ρ) je metrický prostor. Řekneme,
že množina M ⊂ X je souvislá, jestliže neńı sjednoceńım dvou neprázdných
oddělených množin, tj. množin A ⊂ X a B ⊂ X , pro něž plat́ı

clo (A) ∩B = ∅ = A ∩ clo (B).

Lemma 2.24. Necht’ f : Rk → R∗ je vlastńı funkce. Předpokládejme, že M
je neprázdná CLM množina pro funkci f vzhledem k nějaké otevřené množině
G ⊂ Rk. Symbolem µ označme hodnotu, kterou f nabývá na M .
Je-li úrovňová množina Λf

µ := {x ∈ Rk : f(x) ≤ µ} souvislá, potom M je také
CLM množina pro funkci f vzhledem k Rk.
Speciálně M potom obsahuje body, v nichž funkce f nabývá globálńıho minima.
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D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že Λf
µ = M.

Dı́ky definici 2.15 v́ıme, že M ⊂ G a z poznámky 2.17 potom ply-
ne, že f nabývá na clo (G) \ M ostře větš́ı hodnoty než µ. Proto
∅ = Λf

µ ∩ (clo (G) \ M) = (Λf
µ \ M) ∩ clo (G) a jelikož M ⊂ G, potom

také plat́ı (Λf
µ \M) ∩ clo (M) = ∅. Dále si povšimněme, že clo (Λf

µ \M) ∩G = ∅,
a tedy také clo (Λf

µ \M)∩M = ∅. T́ım jsme ukázali, že množiny M a Λf
µ \M jsou

oddělené. Protože Λf
µ je souvislá množina, M je neprázdná a (Λf

µ \M)∪M = Λf
µ,

z definice 2.23 plyne, že nutně (Λf
µ \M) = ∅. Tud́ıž Λf

µ = M.

k

Věta 2.25. Necht’ je splněn Předpoklad I a Předpoklad II a dále necht’ ∀ n ∈ N

a pro skoro všechna ω ∈ Ω jsou úrovňové množiny funkce Xn(ω,·) souvislé. Potom
∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A:

(i) limn→∞ µn(ω) = µ∞(ω) a hodnota µ∞(ω) je reálné č́ıslo,

(ii) multifunkce Mn(ω) je uzavřená a Berge-usc v ∞ a M∞(ω) je neprázdná,
kompaktńı množina,

(iii) ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je Mn(ω) neprázdná, kompaktńı CLM množina pro
funkci Xn(ω,·) vzhledem k nějaké neprázdné, omezené a otevřené množině
G ⊂ Rk,

(iv) limn→∞ e(Mn(ω),M∞(ω)) = 0.

D̊ukaz. Definujme množinu B předpisem

B := {ω ∈ Ω : X∞(ω,·) neńı vlastńı funkce nebo množina M∞(ω)
obsahuj́ıćı body, ve kterých funkce X∞(ω,·) nabývá minimálńı hodnoty,
neńı neprázdná nebo kompaktńı}.

Potom dle definice 1.14 P(B) = 0. Dále definujme množinu C předpisem

C := {ω ∈ Ω : úrovňové množiny funkce Xn(ω,·), n ∈ N, nejsou souvislé}.

Z předpokladu věty potom plyne P(C) = 0.

Definujme množinu A := B ∪ C. Potom P(A) = 0. Ukážeme, že tvrzeńı věty
plat́ı ∀ ω /∈ A. Bud’ ω /∈ A libovolné. Dle věty 2.21 v́ıme, že existuje neprázdná,
omezená a otevřená množina Gω ⊂ Rk taková, že M∞(ω) ⊂ Gω. Všimněme si,

že potom plat́ı M̂∞(ω) = M∞(ω) a tedy i µ̂∞(ω) = µ∞(ω). Jsou také splněny

předpoklady věty 2.20, z ńıž plyne, že ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je M̂n(ω) neprázdná,
kompaktńı CLM množina pro funkci Xn(ω,·) vzhledem ke Gω.

Konečně z lemmatu 2.24 plyne, že ∀ n ≥ nω M̂n(ω) = Mn(ω), a tedy
také µ̂n(ω) = µn(ω), a tvrzeńı věty potom vyplývá z věty 2.20.

k

27



Kapitola 3

Přibližná minimalizace

Ve většině praktických úloh je nalezené řešeńı optimalizačńı úlohy nikoliv
přesné, nýbrž pouze přibližné. V této kapitole se proto zaměř́ıme na body, jejichž
funkčńı hodnota se od minimálńı hodnoty lǐśı nejvýše o libovolně malé kladné ε.
Věty, jež za t́ımto účelem zformulujeme, budou spolu s hlavńımi kroky jejich
d̊ukaz̊u převzaty z článku Robinson (1996).
Neǰŕıve definujme předpoklad, který budeme často v této kapitole využ́ıvat. Tento
předpoklad je modifikaćı Předpokladu II z definice 1.14.

Definice 3.1 (Předpoklad III). Bud’ ε ≥ 0. Necht’ {Xn, n ∈ N}, resp. X∞

je náhodný proces, resp. náhodná veličina na (Ω, A,P) a předpokládejme, že
náhodné veličiny Xn, n ∈ N, a X∞ jsou závislé na parametru θ ∈ Rk. Řekneme,
že je splněn Předpoklad III pro ε, jestliže ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A plat́ı
současně následuj́ıćı podmı́nky:

(i) funkce X∞(ω,·) je zdola polospojitá a vlastńı,

(ii) úrovňová množina Λ(ω, ε) := {θ ∈ Rk : X∞(ω,θ) ≤ µ∞(ω) + ε} je
neprázdná a kompaktńı.

Poznámka 3.2. Povšimněme si, že:

(i) požadavek neprázdnosti úrovňové množiny Λ(ω, ε) nám zaručuje, že
µ∞(ω) 6= −∞,

(ii) plat́ı-li Předpoklad III pro nějaké ε0 > 0, potom Předpoklad III plat́ı také
∀ ε ∈ [0, ε0] a pro toto ε také zřejmě

Λ(ω, ε) ⊂ Λ(ω, ε0), (3.1)

(iii) zvoĺıme-li ε = 0, potom Předpoklad III pro 0 je ekvivalentńı Předpokladu II.
Speciálně Λ(ω, 0) = M∞(ω) je neprázdná a kompaktńı množina.

Definice 3.3. Necht’ {Xn, n ∈ N}, resp. X∞ je náhodný proces, resp. náhodná
veličina na (Ω, A,P) a předpokládejme, že náhodné veličiny Xn, n ∈ N, a X∞

jsou závislé na parametru θ ∈ Rk. Potom pro n ∈ P , ω ∈ Ω a ε > 0 definujme

Mε
n(ω) := {θ ∈ Rk : Xn(ω,θ) ≤ µn(ω) + ε}. (3.2)

Je-li nav́ıc G ⊂ Rk otevřená a omezená množina obsahuj́ıćı Λ(ω, ε), potom defi-
nujeme

M̂ε
n(ω) := {θ ∈ clo (G) : Xn(ω,θ) ≤ µ̂n(ω) + ε}. (3.3)
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Poznámka 3.4. Všimněme si, že z definice 3.1 a definice 3.3 plyne

Λ(ω, ε) = Mε
∞(ω). (3.4)

Poznámka 3.5. Je-li v předpisech (3.2) a (3.3) nabyto minima, potom Mε
n(ω),

resp. M̂ε
n(ω) je množinou bod̊u z Rk, resp. z clo (G), jejichž funkčńı hodnota se

od hodnoty globálńıho minima, resp. jistého lokálńıho minima funkce Xn(ω, ·) lǐśı
nejvýše o ε.

Věta 3.6. Bud’ ε0 > 0 a necht’ je splněn Předpoklad I a Předpoklad III pro ε0. Je-li
G ⊂ Rk nějaká otevřená a omezená množina obsahuj́ıćı Λ(ω, ε) a definujeme-li
∀ n ∈ P a ∀ ω ∈ Ω funkci

X̂ε
n(ω,θ) :=

{
max {Xn(ω,θ), µ̂n(ω) + ε}, jestlǐze θ ∈ clo (G),

∞, jestlǐze θ /∈ clo (G),
(3.5)

potom ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A a ∀ ε ∈ (0, ε0] plat́ı:

(i) limn→∞ µ̂n(ω) = µ̂∞(ω),

(ii) multifunkce M̂ε
n(ω) je uzavřená a Berge-usc v ∞ a množina M̂ε

∞(ω) je kom-
paktńı,

(iii) ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je M̂ε
n(ω) neprázdná, kompaktńı CLM množina

pro funkci X̂ε
n(ω,·) vzhledem ke G,

(iv) limn→∞ e(M̂ε
n(ω),M

ε
∞(ω)) = 0.

D̊ukaz. Bud’ ε ∈ (0, ε0] libovolné. Definujme množiny A1, A2 a A3 předpisem

A1 := {ω ∈ Ω : Xn(ω,·) neńı zdola polospojitá nebo vlastńı funkce, n ∈ P},

A2 := {ω ∈ Ω : Xn(ω, ·) 6
e
−→ X∞(ω, ·)},

A3 := {ω ∈ Ω : Λ(ω, ε) neńı neprázdná nebo kompaktńı}.

Potom z Předpokladu I, poznámky 3.2 a Předpokladu III pro ε plyne, že
P(Ai) = 0, i = 1, 2, 3. Definujme množinu A :=

⋃3
i=1Ai. Potom P(A) = 0

a ukážeme, že tvrzeńı věty plat́ı ∀ ω /∈ A. Bud’ ω /∈ A libovolné.

1. Platnost bodu (i) se dokáže analogicky jako v d̊ukazu věty 2.20.

2. Pro každé n ∈ P definujme funkci

Yn(ω,θ) :=

{
Xn(ω,θ), jestliže θ ∈ clo (G),

∞, jestliže θ /∈ clo (G).
(3.6)

Předpis (3.5) potom d́ıky (3.6) můžeme přepsat na tvar

X̂ε
n(ω,θ) :=

{
max {Yn(ω,θ), µ̂n(ω) + ε}, jestliže θ ∈ clo (G),

∞, jestliže θ /∈ clo (G),
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kde n ∈ P. Dále plat́ı, že M∞(ω) je CLM množina pro funkci X∞(ω,θ)
vzhledem ke každé otevřené množině, která ji obsahuje, tedy speciálně
i vzhledem ke G. Jelikož Λ(ω, ε) ⊂ G, plat́ı, že µ̂∞(ω) = µ∞(ω), a proto

M̂∞(ω) = M∞(ω), M̂ε
∞(ω) = Mε

∞(ω) = Λ(ω, ε) a G ∩ Dom(X∞(ω,·)) 6= ∅.

Na M̂ε
n(ω) můžeme potom nahĺıžet bud’ jako na CLM množinu funkce

X̂ε
n(ω,·) vzhledem k Rk, tj. jako na množinu bod̊u, ve kterých funkce X̂ε

n(ω,·)
nabývá globálńıho minima, nebo jako na množinu bod̊u, jejichž funkčńı hod-
nota se od hodnoty globálńıho minima funkce Yn(ω,·) lǐśı nejvýše o ε, kde

n ∈ P , přičemž M̂ε
∞(ω) = Λ(ω, ε). Povšimněme si, že plat́ı (3.1). Jelikož

funkce X∞(ω,·) je zdola polospojitá na kompaktńı množině clo (G), nabývá
zde proto svého minima. Proto

M̂ε
∞(ω) = {θ ∈ clo (G) : X∞(ω,θ) ≤ min

θ0∈clo(G)
X∞(ω,θ0) + ε},

což je neprázdná, uzavřená podmnožina kompaktńı množiny a tedy
neprázdná, kompaktńı množina.

3. Označme X̂ε(n, ω, θ) := X̂ε
n(ω, θ), kde n ∈ P a θ ∈ Rk, a ukažme, že funkce

X̂ε(·, ω, ·) je zdola polospojitá na P × clo (G).
Necht’ n0 ∈ P a θ0 ∈ clo (G) jsou libovolné. Bud’ {(ni,θi)}i∈N libovolná
posloupnost bod̊u z P × clo (G) taková, že limi→∞(ni,θi) = (n0,θ0).

i. Předpokládejme, že n0 < ∞. Potom ∃ i1 ∈ N ∀ i ≥ i1 ni = n0. Jelikož
∀ n ∈ P je na clo (G) funkce Yn(ω,·) = Xn(ω,·) a je zde také zdola
polospojitá, plat́ı, že ∃ i2 ∈ N ∀ i ≥ i2 inf i≥i2 Yn(ω,θi) ≥ Yn(ω,θ0).
Necht’ i0 := max {i1, i2}. Potom

inf
i≥i0

X̂ε(ni, ω, θi) = inf
i≥i0

X̂ε
ni
(ω, θi) = inf

i≥i0
max {Yni

(ω,θi), µ̂ni
(ω) + ε}

≥ max { inf
i≥i0

Yni
(ω,θi), inf

i≥i0
µ̂ni

(ω) + ε}

≥ max { inf
i≥i0

Yn0(ω,θi), µ̂n0(ω) + ε}

≥ max {Yn0(ω,θ0), µ̂n0(ω) + ε}

≥ X̂ε
n0
(ω, θ0) = X̂ε(n0, ω, θ0).

Z těchto nerovnost́ı mj. vyplývá, že označ́ıme-li Y (n, ω, θ) := Yn(ω, θ),
kde n ∈ P a θ ∈ clo (G), potom funkce Y (·, ω, ·) je zdola polospojitá
na P × clo (G).

ii. Nyńı předpokládejme, že n0 = ∞. Potom z již dokázaného bodu (i)
a faktu, že funkce Y (·, ω, ·) je zdola polospojitá na P × clo (G)

X̂ε(∞, ω, θ0) = X̂ε
∞(ω, θ0) = max {Y∞(ω,θ0), µ̂∞(ω) + ε}

≤ max {Y (∞,ω,θ0), µ̂∞(ω) + ε}

≤ max {lim inf
n→∞

Y (n,ω,θn), lim
n→∞

µ̂n(ω) + ε}

≤ lim inf
n→∞

max {Y (n,ω,θn), µ̂n(ω) + ε}

≤ lim inf
n→∞

max {Yn(ω,θn), µ̂n(ω) + ε}

≤ lim inf
n→∞

X̂ε
n(ω, θn) = lim inf

n→∞
X̂ε(n, ω, θn).
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T́ım je dle definice 1.6 dokázáno, že funkce X̂ε(·, ω, ·) je zdola polospojitá
na P × clo (G).

4. Nyńı ukážeme, že funkce X̂ε(·, ω, ·) je epi-usc v každém bodě θ0 ∈ M̂ε
∞(ω)

pro n → ∞.
Necht’ θ0 ∈ M̂ε

∞(ω) je libovolné. V́ıme, že Xn(ω, ·)
e
−→ X∞(ω, ·), proto dle

poznámky 1.2 ∃ posloupnost {θn}n∈N v Rk, limn→∞ θn = θ0 taková, že

lim
n→∞

Xn(ω,θn) = X∞(ω,θ0).

Jelikož θ0 ∈ M̂ε
∞(ω) ⊂ G, potom ∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 θn ∈ G. Tud́ıž

Yn(ω,θn) = Xn(ω,θn). Potom

X̂ε(∞, ω, θ0) = X̂ε
∞(ω, θ0) = max {Y∞(ω,θ0), µ̂∞(ω) + ε}

= max { lim
n→∞

Yn(ω,θn), lim
n→∞

µ̂n(ω) + ε}

= lim
n→∞

max {Yn(ω,θn), µ̂n(ω) + ε}

= lim
n→∞

X̂ε
n(ω, θn) = lim

n→∞
X̂ε(n, ω, θn).

5. Ukázali jsme, že jsou splněny předpoklady věty 2.19 pro funkci
X̂ε(n, ω, θ) = X̂ε

n(ω, θ). T́ım jsou tedy dokázány body (ii) a (iii).

6. Bod (iv) se dokáže analogicky jako v d̊ukazu věty 2.20, přičemž si stač́ı

uvědomit, že v 2. bodě jsme ukázali, že M̂ε
∞(ω) = Mε

∞(ω).

k

Podobně jako ve větě 2.22 si ukážeme, jaké závěry plynou z předpokladu,
že X∞ je deterministická funkce. Pro tento př́ıpad budeme ovšem muset drobně
modifikovat definici 3.1.

Definice 3.7 (Předpoklad IV). Bud’ ε ≥ 0. Necht’ {Xn, n ∈ N} je náhodný proces
definovaný na (Ω, A,P) a předpokládejme, že náhodné veličiny Xn, n ∈ N, jsou
závislé na parametru θ ∈ Rk. Dále necht’ X∞ : Rk → R∗ je funkce nezávislá na
ω ∈ Ω. Označme µ∞ := infθ∈Rk X∞(θ) a pro neprázdnou, omezenou a otevřenou
množinu G ⊂ Rk definujme

µ̂∞ := inf
θ∈clo(G)

X∞(θ),

M̂∞ := {θ ∈ clo (G) : X∞(θ) ≤ µ̂∞ + ε}.

Řekneme, že je splněn Předpoklad IV pro ε, jestliže plat́ı současně následuj́ıćı
podmı́nky:

(i) funkce X∞ je zdola polospojitá a vlastńı,

(ii) úrovňová množina Λ(ε) := {θ ∈ Rk : X∞(θ) ≤ µ∞ + ε} je neprázdná
a kompaktńı.
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Věta 3.8. Bud’ ε0 > 0 a necht’ je splněn Předpoklad I a Předpoklad IV pro ε0.
Dále necht’ G ⊃ Λ(ε0) je otevřená, omezená množina v Rk a ∀ n ∈ N, ∀ ω ∈ Ω

a ∀ ε ∈ (0,ε0] definujme X̂ε
n(ω,θ) předpisem (3.5) a

X̂ε
∞(θ) :=

{
max {X∞(θ), µ̂∞ + ε}, jestlǐze θ ∈ clo (G),

∞, jestlǐze θ /∈ clo (G).

Potom ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A a ∀ ε ∈ (0, ε0] plat́ı:

(i) limn→∞ µ̂n(ω) = µ̂∞,

(ii) multifunkce M̂n(ω) je uzavřená a Berge-usc v ∞,

(iii) ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je M̂n(ω) neprázdná, kompaktńı CLM množina
pro funkci Xn(ω,·) vzhledem ke G,

(iv) limn→∞ e(M̂n(ω), M̂∞) = 0.

D̊ukaz. Jedná se o analogii d̊ukazu věty 3.6.
k

Věta 3.9. Bud’ ε0 > 0. Necht’ je splněn Předpoklad I a Předpoklad III pro ε0. Dále
předpokládejme, že ∀ n ∈ P a pro skoro všechna ω ∈ Ω jsou úrovňové množiny
funkce Xn(ω,·) souvislé. Potom ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A a ∀ ε ∈ (0, ε0] plat́ı:
Definujeme-li ∀ n ∈ P a ∀ ω ∈ Ω

Xε
n(ω,θ) := max {Xn(ω,θ), µ̂n(ω) + ε},

kde θ ∈ Rk, potom

(i) limn→∞ µn(ω) = µ∞(ω),

(ii) multifunkce Mε
n(ω) je uzavřená a Berge-usc v ∞ a množina Mε

∞(ω) je kom-
paktńı,

(iii) ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je Mε
n(ω) neprázdná, kompaktńı CLM množina

pro funkci Xε
n(ω,·) vzhledem ke každé omezené a otevřené množině

Gω ⊃ Mε
n(ω),

(iv) limn→∞ e(Mε
n(ω),M

ε
∞(ω)) = 0.

D̊ukaz. Bud’ ε ∈ (0, ε0] libovolné. Definujme množiny A1, A2 a A3 předpisem

A1 := {ω ∈ Ω : X∞(ω,·) neńı zdola polospojitá nebo vlastńı funkce},

A2 := {ω ∈ Ω : Λ(ω, ε) neńı neprázdná nebo kompaktńı},

A3 := {ω ∈ Ω : úrovňové množiny funkce Xn(ω,·), n ∈ P, nejsou souvislé}.

Potom z předpokladu věty, poznámky 3.2 a Předpokladu III pro ε plyne, že
P(Ai) = 0, i = 1, 2, 3. Definujme množinu A :=

⋃3
i=1Ai. Potom P(A) = 0

a ukážeme, že tvrzeńı věty plat́ı ∀ ω /∈ A. Bud’ ω /∈ A libovolné. Dále
necht’ G ⊂ Rk je libovolná otevřená a omezená množina obsahuj́ıćı Λ(ω, ε).
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Předpisem (3.5) definujme ∀ n ∈ P a ∀ ω /∈ A X̂ε
n(ω,θ), θ ∈ Rk.

Potom z věty 3.6 plyne, že ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je M̂ε
n(ω) neprázdná, kom-

paktńı CLM množina pro funkci X̂ε
n(ω,·) vzhledem ke G. Protože ∀ n ≥ nω

je M̂ε
n(ω) množinou bod̊u z clo (G), jejichž funkčńı hodnota se od hodnoty

minima funkce Xn(ω,·) na clo (G) lǐśı nejvýše o ε, plat́ı, že na clo (G) je

M̂n(ω) ⊂ M̂ε
n(ω). Z lemmatu 2.24 proto plyne, že ∀ n ≥ nω M̂n(ω) = Mn(ω),

a tedy i µ̂n(ω) = µn(ω). Jelikož pro θ ∈ clo (G) Xε
n(ω,θ) = X̂ε

n(ω,θ), M̂
ε
n(ω) je

CLM množina pro funkci Xε
n(ω,·) vzhledem ke G.

Povšimněme si, že úrovňové množiny funkce Xε
n(ω,·) jsou souvislé, nebot’ tyto

úrovňové množiny mohou být bud’ shodné jako úrovňové množiny funkce
Xn(ω,·), o kterých v́ıme, že jsou souvislé, nebo jsou to prázdné množiny,
které jsou triviálně souvislé. Opětovnou aplikaćı lemmatu 2.24 tedy v́ıme, že
∀ n ≥ nω M̂ε

n(ω) = Mε
n(ω) a tvrzeńı věty potom vyplývá z věty 3.6.

k

Věta 3.10. Bud’ ε0 > 0. Necht’ je splněn Předpoklad I a Předpoklad III pro ε0.
Předpokládejme, že δ > 0 je libovolné. Potom ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A existuj́ı
ε > 0 a nω ∈ N takové, že ∀ n ≥ nω a pro každou otevřenou a omezenou množinu
G ⊂ Rk obsahuj́ıćı Λ(ω, ε0) plat́ı:

(i) M̂ε
n(ω) 6= ∅,

(ii) e(M̂ε
n(ω),M∞(ω)) ≤ δ.

D̊ukaz. Definujme množiny A1, A2 a A3 předpisem

A1 := {ω ∈ Ω : Xn(ω,·) neńı zdola polospojitá nebo vlastńı funkce, n ∈ P},

A2 := {ω ∈ Ω : Xn(ω, ·) 6
e
−→ X∞(ω, ·)},

A3 := {ω ∈ Ω : Λ(ω, ε0) neńı neprázdná nebo kompaktńı}.

Potom z Předpokladu I a Předpokladu III pro ε0 plyne, že P(Ai) = 0, i = 1, 2, 3.
Definujme množinu A :=

⋃3
i=1Ai. Potom P(A) = 0 a ukážeme, že tvrzeńı věty

plat́ı ∀ ω /∈ A. Bud’ ω /∈ A libovolné. Budeme postupovat ve čtyřech kroćıch.

1. Nejdř́ıve si uvědomme, že z poznámky 3.2 plyne, že M∞(ω) je neprázdná
a kompaktńı množina. Necht’ G ⊂ Rk je libovolná otevřená množina
obsahuj́ıćı Λ(ω, ε0). Dle poznámky 3.4 a poznámky 3.2 potom v́ıme, že
∀ ε ∈ [0,ε0]

G ⊃ Λ(ω, ε0) ⊃ Λ(ω, ε) = Mε
∞(ω),

a proto také M̂ε
∞(ω) = Mε

∞(ω).

2. Nyńı ukážeme, že ∃ ε ∈ (0, ε0] takové, že

e(Mε
∞(ω),M∞(ω)) ≤

δ

2
. (3.7)

Postupujme sporem:
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Budeme tedy předpokládat, že ∀ ε ∈ (0, ε0] e(M
ε
∞(ω),M∞(ω)) >

δ

2
.

Potom existuj́ı posloupnost kladných č́ısel {εn}n∈N splňuj́ıćı

lim
n→∞

εn = 0 (3.8)

a posloupnost {θn}n∈N taková, že θn ∈ Mεn
∞ (ω) ∀ n ∈ N, tj.

X∞(ω, θn) ≤ µ∞(ω) + εn, (3.9)

přičemž d(θn,M∞(ω)) >
δ

2
. Z Předpokladu III pro ε0 plyne, že

∃ θ∞ ∈ Rk takové, že limn→∞ θn = θ∞. Potom

d(θ∞,M∞(ω)) ≥
δ

2
. (3.10)

V́ıme, že funkce X∞(ω,·) je zdola polospojitá, tj. plat́ı

lim inf
n→∞

X∞(ω, θn) ≥ X∞(ω, θ∞). (3.11)

Potom z (3.8), (3.9) a (3.11) plyne X∞(ω, θ∞) ≤ µ∞(ω), a tedy
θ∞ ∈ M∞(ω). To je ovšem spor s (3.10).

3. Z věty 3.6 potom vyplývá, že ∃ nω ∈ N ∀ n ≥ nω je M̂ε
n(ω) 6= ∅, tj. plat́ı

bod (i), a také

e(M̂ε
n(ω),M

ε
∞(ω)) ≤

δ

2
. (3.12)

4. Z nerovnost́ı (3.7), (3.12) a trojúhelńıkové nerovnosti potom plyne

e(M̂ε
n(ω),M∞(ω)) ≤ e(M̂ε

n(ω),M
ε
∞(ω)) + e(Mε

∞(ω),M∞(ω))

≤
δ

2
+

δ

2
= δ

a t́ım je dokázána i platnost bodu (ii).

k

Věta 3.11. Bud’te ε > 0 a δ > 0. Necht’ je splněn Předpoklad I a Předpoklad III
pro ε. Potom ∃ A ∈ A, P(A) = 0 ∀ ω /∈ A existuje nω ∈ N takové, že ∀ n ≥ nω

a pro každou otevřenou a omezenou množinu G ⊂ Rk obsahuj́ıćı Λ(ω, ε) plat́ı:

(i) M̂ε
n(ω) 6= ∅,

(ii) e(M̂ε
n(ω),M

ε
∞(ω)) ≤ δ.

D̊ukaz. Jedná se o analogii d̊ukazu věty 3.10.
k
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Závěr

V předložené práci jsme se pokusili přibĺıžit čtenáři některé základńı pojmy
teorie optimalizačńıch úloh. Spolu s definićı př́ıslušného pojmu jsme se také
snažili uvést i nějaký př́ıklad ilustruj́ıćı daný pojem a t́ım přispět k jeho snazš́ımu
pochopeńı.
Většina vět formulovaných v této práci je spolu s hlavńımi myšlenkami d̊ukaz̊u
převzata z článku Robinson (1996), některé pomocné věty jsou převzaty
ze starš́ıho článku Robinson (1987). Samotné d̊ukazy jsou ovšem rozpracovány
podrobněji, než tomu bylo ve zdrojových pracech.

Jednou z možnost́ı daľśıho směřováńı práce by mohla být snaha pokusit se všechny
věty formulovat pro obecné topologické prostory, př́ıpadně zapracovat numerickou
studii, ve které bychom ukázali aplikaci vyložené teorie na konkrétńıch datech
použ́ıvaných v praxi.
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