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Uvod

Tato disertac¢ni prace vznikla v letech 2006 az 2014 v ramci doktorského studia na
Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Pojednava o historic-
kém vyvoji geometrickych transformaci.

Historie geometrickych transformaci je velmi bohata. Sah& patrné az do doby
pred 2500 lety, kdy lze v dochovanych materidlech vystopovat jejich prvni néa-
znaky. Jednotlivé typy transformaci byly ¢asto objevovany v souvislosti s feSenim
riznych praktickych tloh a byly vyuzivany nejen v geometrii, ale ve velké mite
i v dalsich oborech lidské ¢innosti. Piikladem je uziti perspektivy v malifstvi,
promitani ve stavitelstvi nebo konstrukce map pomoci stereografické projekce.

Geometrické transformace byly zpoc¢atku chapany pouze jako vztah mezi rovin-
nymi nebo prostorovymi ttvary. Teprve kolem 18. stoleti se v souvislosti s trans-
formacemi zacal uvazovat i vlastni proces zobrazovani a geometrické transformace
se staly predmétem studia celé fady vyznamnych matematiki. V té dobé zacaly
byt postupné sepisoviny souhrnnéjsi prace vénované jednotlivym typim trans-
formaci, a tim byly polozeny zaklady obecné teorie, k nimz tehdy prispéla fada
matematiku.

Velky zajem o tuto problematiku v 18. a 19. stoleti souvisel s tehdejsim obec-
nym trendem v matematice, jimz byla jednak snaha o systematizaci dosavadnich
poznatki, jednak touha po zobecnovani jiz dosazenych vysledki (do vyssich di-
se od linearnich transformaci rychle pfeslo k transformacim vysSich stupni, od
bodovych transformaci k transformacim spojitym nebo nejednoznac¢nym, kdy jed-
nomu bodu mohou byt pfifazeny dva nebo dokonce nekoneéné mnoho bodi.

Prudky rozvoj matematiky vnesl do geometrie dalsi podnéty k systematic-
kému zkoumani, zejména kiivky a plochy, jejichz studium polozilo zdklady novych
odvétvi geometrie, napt. geometrie algebraické, projektivni a diferencialni. Proces
specializace a tiisténi geometrie byl zavrSen objevem neeukleidovské geometrie.
Nové geometrické metody do jisté miry pozménily a obohatily nase chiapani geo-
metrického prostoru a nastartovaly proces geometrizace, jenz zdsadnim zpisobem
ovlivnil nejen matematiku, ale i moderni fyziku a nase vniméni jejich vzajemného
vztahu.

V 19. stoleti se zac¢ala zkoumat moznost klasifikace vSech znamych typt trans-
formaci, a tim i jednotlivych geometrii. Prvni zasadni krok v tomto sméru ucinil
August Ferdinand M&bius v Barycentrickém poctu. Pouze nedostatek formal-
niho, algebraického aparatu mu neumoznil uskutec¢nit zamyslené pojeti klasifi-
kace riznych geometrii. K nému dospél az Felix Klein v Erlangenském programu.
Vyuzil nejnovéjsi poznatky teorie grup a teorie invarianti a aplikoval je na geo-
metrii. Pracoval s grupami transformaci, které zachovéivaly geometrické vlastnosti
utvari a umozinovaly zformulovat jednotnou definici riznych typt geometrii. Na
zakladé usporadani grup geometrickych transformaci poté dospél i k usporadani
odpovidajicich geometrii.



Koncem 19. a na pocatku 20. stoleti se pozornost matematiki soustiedila na
zkoumani logickych zakladu a vlastni struktury matematiky jako védniho oboru.
V geometrii se od nazornych dikazi vyuzivajicich syntetickou geometrii pieslo
k formélnimu systému axiomii, z nichz bylo mozno vSechna tvrzeni elementarni
geometrie logicky odvodit.

Disertac¢ni prace se kromé uvodu a kratkého zavéreéného zamysleni sklada
z Sesti kapitol. V zavéru prace je uveden seznam pouzité literatury.

Prvni kapitola pfipomina vybrané vyznamné okamziky z historie geometrie,
kdy se v souvislosti s transformacemi poprvé objevily nékteré nové myslenky.
Pozornost se soustiedila na nésledujici typy transformaci: shodnost, podobnost,
pohyby, osovd afinita, stejnolehlost, kruhovd inverze, promitdni, stereografickd pro-
jekce, afinni a projektivni transformace. Vycet pravdépodobné neni tplny, nebot
se nékteré informace nedochovaly, nebo se velmi obtizné dohledavaji. Navic neni
snadné, a nékdy ani neni mozné, piesné oznacit okamzik objevu a autora nové
myslenky. Vyvoj nékterych pojmu obsahl nékolik staleti, ménila se terminologie
a symbolika, postupné se objevovaly nové a hlubsi souvislosti.

Druha kapitola pojednava o Barycentrickém poctu (1827). August Ferdinand
Mobius (1790-1868) v ném poprvé predstavil tzv. barycentrické (homogenni)
soufadnice, které umoznily novy piistup ke geometrickym transformacim. S je-
jich pomoci Ize do transformace zahrnout i nekonecné vzdalené body v projektivni
roviné a uvazovat imaginarni prvky. V Barycentrickém poctu je rovnéz poprvé
obsazena algebraickd charakteristika geometrickych pfibuznosti.

vvvvvv

Cremonovy (biraciondlni) transformace. Jejich objev v letech 1863 az 1865 sou-
visel se studiem algebraickych kiivek a byl motivovan prirozenym pozadavkem
slozitéjsi kiivky nejprve vhodné transformovat s cilem zjednodusit jejich popis.
Cremonovy transformace se brzy z pomocného néstroje proménily v samostatny
objekt matematického zkouméni a podnitily rozvoj nové ucelené oblasti alge-
braické geometrie. Tato problematika nasla odezvu i v ¢eskych zemich, zejména

v pracich Emila Weyra (1848-1894) a Bohumila Bydzovského (1880-1969).

Ctvrta kapitola se vénuje Erlangenskému programu (1872), jenz predstavuje
vyznamny meznik ve vyvoji geometrie 19. stoleti, nebot na dlouhou dobu zasad-
né ovlivnil zaméfeni a dalsi rozvoj matematiky. Felix Klein (1849-1925) v ném
charakterizoval kazdou geometrii pomoci grupy geometrickych transformaci, které
zachovavaji zékladni vlastnosti dané geometrie. Tento pristup mu navic umoznil
jednotlivé geometrie logicky usporadat. S ohledem na zarazeni novych myslenek
do dobového i odborného kontextu je v rdmci této kapitoly podan stru¢ny prehled
vyvoje teorie grup a historie geometrie az do vzniku Erlangenského programu.

Pata kapitola popisuje Kleinovy snahy o reformu matematického vzdélavéni,
které vyvrcholily Meranskgm programem (1905). Jednim 7z jeho pozadavki na
obsahové zmény uciva bylo zaclenéni grup geometrickych transformaci do stredo-
skolské vyuky. Toto evropské reformni hnuti mélo dopad i na situaci v c¢eskych



zemich. Byly zde sepsany nové ucebnice, které mély reflektovat doporucené obsa-
hové i metodické pozadavky na vyuku. V ramci paté kapitoly jsou podrobné
rozebrany ucebnice Bohumila Bydzovského a Jana Vojtécha (1879-1953), které
podstatnym zpiisobem na vice nez tii desetileti ovlivnily vyuku matematiky na
¢eskych stfednich skolach. Nage hlavni pozornost se prirozené zaméfila na geo-
metrické transformace.

Sesta kapitola priblizuje aziomatické zdklady geometrie. Prvni myslenky mo-
derniho piistupu k zékladim geometrie zformuloval Moritz Pasch (1843-1930)
a poté systematicky rozvinul David Hilbert (1862-1943). Ve svém stézejnim dile
Grundlagen der Geometrie (1899) predstavil prvni plny systém axiomii euklei-
dovské geometrie, véetné axiomi shodnosti, z nichz bylo mozno vSechna tvrzeni
formalné odvodit. V dalsim ¢lanku navic poprvé obecné definoval pohyb v geo-
metrii jako vzadjemné jednozna¢nou spojitou transformaci roviny. Hilbertuv axio-
maticky systém opravnéné pfitahoval pozornost svétovych i ¢eskych matematiki
jesté v poloviné 20. stoleti.

V zévéru diserta¢ni prace je uveden seznam pouzité literatury. Sestava ne-
jen z obecnych prehledovych knih a ¢lanki o historii geometrie a dalSich tema-
ticky zamérenych praci, ale pfedevsim z pivodnich praci a jejich prekladi. Pri
sepisovani predlozené prace byly vyuzity origindly volné dostupné v digitalizované
podobé na internetu a dale zejména materialy z nasledujicich instituci: Knihovna
Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze, Knihovna Matema-
tického dstavu Akademie véd Ceské republiky v Praze, Narodni knihovna v Praze,
Néarodni technickd knihovna v Praze, Statni technickd knihovna v Praze, Mést-
ska knihovna v Praze, Hauptbibliothek und Fachbibliothek fiir Mathematik der
Technischen Universitdt in Wien a Universitatsbibliothek in Wien.



1. Historicky prehled geometrickych
transformaci

Prvni naznaky pojmu geometrickd transformace lze nalézt ve starém Recku pred
vice nez dvéma tisici lety. Zpocatku se jednalo pouze o vztah mezi dvéma rovin-
nymi, ptipadné prostorovymi objekty, ktery umoznil jednoduché feseni nékterych
geometrickych problémi. S postupnym rozvojem geometrie byla transformacim
vénovana stale vétsi pozornost, ziskané poznatky byly dale prohlubovany a zobec-
novany, byly zavadény stale slozitéjsi typy transformaci. Jejich aplikace v dalsich
oborech lidské ¢innosti jsou vSestranné, piikladem je vyuziti perspektivy v malii-
stvi nebo stereografické projekce pii konstrukci map. V dnesni dobé se transfor-
mace vyuzivaji k feSeni fady netrividlnich problémi z riznych oblasti mate-
matiky, véetné napt. neeukleidovské geometrie.

V dal$im textu se pokusime nastinit postupny vyvoj chapani jednotlivych typt
geometrickych transformaci od nejstarsich dob az do 19. stoleti. U kazdé trans-
formace popiSeme zékladni myslenku, poukazeme na jeji pravdépodobné prvni
vyskyt a uvedeme osobnosti, které s danym typem transformace pracovaly a po-
jem transformace déle rozvijely.

1.1 Shodnost a podobnost

Nejstar§im piikladem geometrické transformace je shodnost. Staii Rekové povazo-
vali dva objekty za shodné, pokud existoval pohyb, readlny nebo myslenkovy, ktery
jeden objekt pfemistil na druhy tak, ze se kryly. Nevyhodou tohoto piistupu byla
skutecnost, ze pohyb byl vzdy chapan pouze v souvislosti s jednotlivym objektem,
s nimz byl pevné svazan. Skladani pohybt dvou riaznych objektii nebylo mozno
uvazovat, a tudiz se Rekové nemohli ani vzdalens priblizit k pojmu grupa. Dalsi
prekazkou mohlo byt tehdejsi chapani roviny jako omezené ¢asti plochy.

Geometrické pohyby se v predeukleidovské geometrii pomérné hojné vyuzi-
valy. Svédéi o tom napt. skutecnost, ze matematik a fyzik Proklos (410-485) ve
svych komentaiich k Eukleidovym Zdkladim poukazal na fakt, ze fecky filozof
a matematik Eudémos (asi 350-290 pt. n. 1.) ve svém dile Déjiny geometrie pii-
psal Thalétovi z Milétu (7.-6. stol. pt. n. 1.) dikazy nasledujicich tvrzeni:

e Kruh je svym prumérem rozdélen na dvé shodné césti.

e Uhly pii zakladné rovnoramenného trojuhelniku jsou shodné.

e Vrcholové thly jsou shodné.

e Dva trojuhelniky, které se shoduji v jedné strané a dvou tihlech, jsou shodné.

! Vyznamnym krokem, ktery pozdéji vedl k vyuZiti teorie grup v geometrii, byla myslenka
rozsiteni pohybu svidzaného s jednim objektem na pohyb celé roviny. Tento novy pohled jiz daval
skladani ruznych pohybi smysl. Autorem této, z pohledu geometrickych transformaci revolu¢ni
mySlenky byl August Ferdinand M6bius (1790-1868). O jeho piispévku k teorii geometrickych
transformaci je podrobné pojednano v kapitole 2 této diserta¢ni prace.



Thalétovy diukazy pfitom nemohly byt zalozeny na zadnych axiomech ani pomoc-
nych vétach, nebot v jeho dobé jesté nebyl vybudovan ani axiomaticky systém,
ani systém zakladnich vét. VySe uvedend tvrzeni se tykaji shodnosti objekti
(pulkruha, thlid, trojahelnikia) a Thalés je patrné dokazal na zékladé predstav
o ztotoznéni uvazovanych objekti pomoci ,,shodnych zobrazeni“, i kdyz je tento
pojem v jeho dobé jesté predcasny.

Thalés rovnéz vypocital vysku pyramidy tim, Ze zméril délku jejitho stinu
a délku stinu svislé tyce znamé délky a vyuzil jednoduchy pomér zalozeny na
podobnosti trojﬁhelnikﬁ.ﬂ Podle |Kol| navrhl navic zptusob, jak ur¢it vzdalenost
lodé od biehu. Z véze nebo ze skaly na biehu se pomoci jednoduchého piistroje
zméril thel mezi svislym smérem a paprskem zaméfenym k lodi. Vyska pozo-
rovatelny nad hladinou mote byla pfitom znadma. Situace se ve zmenSeném méfitku
sestrojila a naméfena vzdalenost se vynasobila piislusnym koeficientem. Regeni
tak bylo opét zalozeno na podobnosti trojihelnikli a imérnosti stran lezicich proti
shodnym dhlim.

V dne$nim smyslu shodné objekty Thalés nazyval podobné. Oznaceni shod-
né pro objekty stejného tvaru a velikosti zavedli patrné Pythagorejci (6.—4. stol.
pt. n. 1), kte¥{ véfili, Ze takové objekty jsou tvofeny shodnym poc¢tem bodu. Ter-
min podobné objekty pozdéji ziskal moderni, obecnéjsi vyznam. Eukleidés a jeho
zaci shodné objekty nazyvali podobné a stejné.rf]

Eukleidés z Alexandrie (asi 325-265 pf. n. 1.) uvedl v 1. knize Zdkladi (fecky
Stoicheia, latinsky Elementa) nasledujici tii véty o shodnosti trojihelniki a v dal-
STm textu se na né odkazuje. Jedna se o klasické véty skolské matematiky, dnes
kratce oznacované jako sus, sss a usu.

Kdyz maji dva trojihelniky dve strany (stiidavé) s dvéma stranami
stegné a uhly stejnymi stranami sevirené magji stejné, budou i zdkladnu
zdkladné miti rovnou a trojuhelnik s trojuhelnikem bude stejny i ostat-
ni uhly s ostatnimi dhly, proti nimz leZi stejné strany, (stridavé) budou
stejneé. (|Eu], kniha I, véta IV, str. 4)

Kdyz maji dva trojuhelniky dvé a dvé strany stridavé steyné a magi téz
zakladnu zdkladné rovnou, budou téZ uhly stejnymi primkami seviené
miti stejné. (|Eu], kniha I, véta VIII, str. 6)

Kdyz maji dva trojuhelniky dva whly dvema whlum jednotlive rovné
a jednu stranu jedné strané rovnou bud pri stejngch whlech nebo proti
jednomu ze stegnijch ihli, budou miti téZ ostatni strany rovné ostatnim
strandm 1+ zbyvagici dhel whlu zbjvajicimu.

(|Eu|, kniha I, véta XXVI, str. 14)

2 Misto ty¢e mozna vyuzil své vlastni postavy; viz [Kol|, str. 83.
3 Stejné pak i podobné (shodné) jsou titvary télesové omezené rovinami podobnijmi, stejnyjmi
poctem i velikosti. Viz [Eu], kniha XI, definice 10, str. 238.
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Shodnost a podobnost byly béhem dalsiho vyvoje ¢asto vyuzivany k dikazim,
ze dvé usecky jsou shodné, nebo Ze jeden geometricky utvar je ,nasobkem® jiné¢ho
geometrického dtvaru. S postupnym rozvojem dalsich typt zobrazeni se na shod-
nost a podobnost zacalo stale vice pohlizet pouze jako na specialni ptripady obec-
néjsich zobrazeni.

Z modernéjsich praci vénovanych podobnosti uvedme alespon kratky ¢lanek
O stredu podobnosti (De centro similitudinis),lz_f] jehoz autorem je Leonhard Euler
(1707-1783). Ukazal v ném, 7e pro libovolné dva podobné ttvary v roviné existuje
tzv. stfed podobnosti — bod I' takovy, Zze pokud a, b a A, B jsou dvé dvojice
odpovidajicich si bodu, potom trojuhelniky I'ab a ' AB jsou podobné. Prakticky
tim dokézal, ze kazdé vlastni podobnost ma pravé jeden samodruzny bod.

Si habeantur (Fig. 1) duae figurae similes in eodem plano descriptae,
quarum maioris quodpiam latus sit AB, minoris vero latus respon-
dens ab, semper dabitur in eodem plano certum punctum I", quod ad
utramque figuram similiter referatur, ita ut figurae TAB et T'ab sint
inter se similes, hocque punctum T' appelletur centrum similitudinis
binarum figurarum similium propositarum, quod ergo quomodo quovis
casu invenirt queat, hic investigemus.

B

A r

Obr. 1: St¥ed podobnosti v Eulerové ¢lanku (viz str. 154)

1.2 Pohyby v geometrii

Prvni predstavy o pohybu v geometrii, tj. v naSem pojeti transformace, vyuzivali
Pythagorejci pomérné c¢asto. Napt. piimku chéapali jako stopu pohybujiciho se
bodu, rovinu jako stopu pohybujici se pfimky.

Archytés z Tarentu (asi 428-365 pf. n. 1.), ¢len pythagorejské skoly, vyuzil
pohyb pii FeSeni klasické fecké tlohy zdvojeni krychle (tzv. Délsky problém)ﬂ

4Viz Nova acta academiae scientiarum imperialis Petropolitanae 9(1791), 154-165. L. Euler
predlozil svij ¢lanek petrohradské akademii véd jiz v fijnu roku 1777.

5 Uloha zdvojeni krychle spociva v nalezeni délky hrany krychle, jejiz objem je roven dvojna-
sobku objemu zadané krychle. Vyzaduje feSeni geometrickou konstrukei pouze pomoci kruzitka
a pravitka. O legendé, kterd je s touto tlohou spjata, vetné dikazu jeji nefeSitelnosti viz
Bec¢var J., Fuchs E. (ed.), Historie matematiky I, edice D&jiny matematiky, svazek 1, Jednota
Ceskych matematika a fyzika, Brno, 1994, 71-97.



Ozna¢me a délku hrany zadané krychle. Archytas uvazoval (v dnesni symbolice
a ve vhodné zvolené soustavé soufadnic) t¥i rotacni plochy: valcovou plochu urce-
nou kruznici 2% + y* = 2az, kuzelovou plochu z2 + y? + 2% = 42?% a axoid (hranici
anuloidu) 2% + y? + 22 = 2a+/22 + y2, ktery vznikl rotaci kruznice x? + 2? = 2ax
kolem soufadné osy z. VSechny tii uvedené plochy se protnou v bodé P, jehoz
soutadnice [z,y, z] spliuji rovnosti

2a RV e e AR YL e
/:p2+y2+22 /x2+y2 a )

Vzdalenost bodu P od poc¢atku zvolené soustavy soutadnic predstavuje hledanou
délku hrany zdvojené krychle.

Eukleidés ve svych Zdkladech definoval kruznici, aniz by vyuzil pohyb. Jeho
definice koule, kuzele a valce jsou vSak jiz kinematické, pohyb v sobé zahrnuji.
Koule vznikne rotaci ptlkruhu kolem jeho pruméru, kuzel vznikne rotaci pravo-
thlého trojihelniku kolem jedné jeho odvésny a valec vznikne rotaci obdélniku
kolem jedné jeho strany.

Kruh jest dtvar rovinng, objimany jednou céarou (jez se nazjvd obvo-
dem), k niZ od jednoho bodu vniti vtvaru vedené primky viecky sobé
rovny jSou. (|[Eu], kniha I, definice 15, str. 1)

Koule jest dtvar omezenyj tim, Ze se kolem pevného primeéru polokruhu
polokruh otoci, aZ se opét vrdli na totéZ misto, odkud se pocal otdceti.
(|Eu], kniha XI, definice 14, str. 238)

KuZel jest itvar omezeny tim, Ze se trojuhelnik pravouhly otoci kolem
pevné jedné ze stran pravy uhel svirajicich, aZ se opét vrdti na totéz
misto, odkud se pocal otdceti. (|Eu], kniha XI, definice 18, str. 238)

Vilec jest utvar omezeny tim, Ze se rovnobéznik pravoihly otoci kolem
pevné jedné ze stran rovnobéiniku pravy thel svirajicich, aZ se opét
vrdli na totéZ misto, odkud se pocal otdceti.

(|Eu], kniha XI, definice 21, str. 238)

Uvedeny zptisob definovani zakladnich rotacnich téles patrné odrazi starsi
tradici, pozdéji ustoupil do pozadi. f{ecky matematik a astronom Theodosius (asi
160-90 pf. n. L.) ve svém dile Sphaerica definoval kouli (kulovou plochu, tj. sféru)
staticky, podobné jako Eukleidés definoval kruznici [

Na druhou stranu, napt. slavny filozof Aristotelés ze Stageiry (384-322 pt. n. 1.)
byl proti vyuziti pohybu v geometrii, geometrické objekty povazoval za nehybné[]
Zastaval nazor, ze rovina je obecnéjsi (abstraktnéjsi) nez téleso, protoze postrada

6 Viz Kunitzsch P., Lorch R., Theodosius: Sphaerica, Arabic and Medieval Latin transla-
tions, Boethius: Texte und Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik und der Natur-
wissenschaften, svazek 62, Franz Steiner Verlag, Stuttgart, 2010, 431 stran; definice sféry viz
kniha 1, definice 1.

"Podle Aristotela matematika nepracuje s redlnymi, ale abstraktnimi objekty, neni proto
piipustné uzivat v matematice pohyb.



jeden jeho rozmér, piimka je obecnéjsi nez rovina, protoze postrada jeji Sitku,
a bod je obecnéjsi nez piimka, protoze postrada jeji délku. Tedy piimka nemuze
byt slozena z bodi, rovina z ptimek a téleso z rovin. Slovy Aristotela: nic, co je
spojitého, nelze slozit z jednotlivosti. Proto tedy nelze ptimku ziskat pohybem
bodu, rovinu pohybem piimky a té&leso pohybem rovinyf]

Arabst{ matematici Thabit ibn Qurra (830-901) a Abu Al ibn al-Haytham
(asi 965-1039) tento Aristoteliv piistup kritizovali a pohyby v geometrii hojné
vyuzivali. Naopak Omar Khayyam (1048-1131) Aristotelovy nazory sdilel a ve
svych komentérich k Eukleidovym Zdkladim kritizoval piistup ibn al-Haythama.
Namital, Ze neni Zadnych pochyb, ze pfimka miize existovat pouze v roving, je
jeji ¢asti, a nemuze ji tedy predchézet, nemize se bez ni pohybovat. Stejné tak
primka nemitze vzniknout pohybem bodu, protoze piimka svou podstatou, svou
existenci bodu predchazi.

Dalsi matematici blizkého a stiedniho vychodu i zapadni Evropy ve svych
geometrickych pracich pohyby vyuzivali pravidelné a systematicky, a to jak pri
feSeni geometrickych problémi, tak pii dikazech nékterych tvrzeni.ﬂ

vvvvvv

jednoduché pohyby, jsou osova afinita a stejnolehlost (homothetie).

1.3 Osova afinita

Osovd afinita je urcena osou afinity o a dvojici odpovidajicich si bodi (viz obr. 2).
Jedna se o zobrazeni, které tsecku zobrazi opét na tsecku, pricemz primky, v nichz
obé tsecky lezi, se protinaji na ose afinity. Spojnice odpovidajicich si bodu jsou
navzajem rovnobézné, urc¢uji tzv. smér afinity. Charakteristika afinity k& je defi-
novana jako pomér vzdalenosti obrazu bodu a jeho vzoru od priseciku jejich
spojnice s osou afinity, tj. kK = 1X'Xo| (viz obr. 2). Body lezici na ose afinity jsou

| X Xo
samodruzné. Osova afinita zachovava rovnobéZnost.

X/

Y/

0 X Yo

Obr. 2: Osova afinita s osou afinity o a charakteristikou k = 2

8 Viz Aristoteles’ Werke, Erster Band: Acht Biicher Physik, Griechisch und Deutsch und mit
sacherkldrenden Anmerkungen herausgegeben von Carl Prantl, Verlag von Wilhelm Engelmann,
Leipzig, 1854, 528 stran.

%Viz Luther I. O., The geometric transformations in the medieval Near and Middle East,
Istoriko-matematiceskie issledovanija 36(1995), 40-60 (Russian).
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Osova afinita se poprvé objevila v pojednani O kdnoidech a sféroidech (Peri
konoeideon kai sphairoeideon), jehoZ autorem je Archimédés ze Syrakuas (287-212
pt. n. 1), jeden z nejvétsich prirodovédcia Starovéku.m Véta 4 tohoto pojednani
tika, ze pomér obsahu libovolné elipsy a obsahu kruhu sestrojeného nad jeji hlavni
osou je stejny jako pomér délek vedlejsi a hlavni osy (viz citace na obr. 3)[]

0’

Iav yoelov ©o megueyduevoy vxd okvymviov xovov
Topdg morl Tov xvxdov vov Epovre diducrgov loav Ta
uelfove Siapuérpp rég Tov dfvymviov x@vov Touds TOV
avrov Eyse Adyov, Ov a éAdocwy dudusTgog avTdg motl
vev pelfo, vav Tov xvxdov diduergov.

Obr. 3: Archimédés — O kdnoidech a sféroidech, véta 4

Necht je dana elipsa (viz obr. 4). Nad jeji hlavni osou uvazujme kruh H, jeho
obsah ozna¢me Sy. Sestrojme dalsi kruh K tak, aby pro jeho obsah Sy platilo
Sk @ Sy = |BD| : |EG|. Potom obsah kruhu K je roven obsahu dané elipsy.
Archimédovo zduvodnéni je nasledujici (dikaz je veden sporem).

Obr. 4: Archiméduv diikaz vyuzivajici osovou afinitu

10 Archimédés své pojednani uvedl dopisem Dositheovi, v némz shrnul své nové vysledky
a podal definice ploch, jimiz se v dal§im textu zabyval. Pravoihlym kénoidem rozumél v dnesni
terminologii rota¢ni paraboloid, tupothly kénoid je Archimédovo oznaceni pro dvoudilny rotaéni
hyperboloid. Termin sféroid Archimédés uZival pro rota¢ni elipsoid.

" Kazdd plocha ohranicend vezem ostroihlého kuZelu md ku kruhu majicimu primér rovny
vétsimu prumeéru Fezu ostrotuhlého kuZelu tentyZz pomeér, jako jeji mensi primér ku vétsimu,
[neboli] ku primeéru kruhu. Citace viz Heiberg J. L. (ed.), Archimedis Opera Omnia cum Com-
mentariis Eutocii, vol. I, B. G. Teubner, Leipzig, 1910, str. 306.
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Kdyby byl obsah kruhu K vétsi nez obsah dané elipsy, pak Archimédés do
kruhu K vepise n-thelnik, kde n je sudé ¢islo, jehoz obsah je také vétsi nez
obsah dané elipsy, do kruhu H vepiSe jemu podobny n-thelnik, spoji tseckami
dvojice jeho vrcholi, které jsou soumérné sdruzeny podle hlavni osy elipsy, oznaci
jejich priseciky s elipsou a ukaze, zZe z téchto bodu vznikly mnohotihelnik je k ve-
psanému mnohotuhelniku v poméru |BD| : | EG|; vepsany mnohothelnik je pfitom
ve stejném poméru k mnohothelniku vepsanému kruhu K. Tedy mnohothelnik
vepsany uvazované elipse mé stejny obsah jako mnohothelnik vepsany kruhu K,
coz je spor s predpokladem, 7ze mnohotihelnik vepsany kruhu K mé obsah vétsi
nez elipsa. Piredpoklad, ze obsah kruhu K je mensi nez obsah elipsy, se vyvrati
zcela analogicky.

Archimédés v dikazu vyuzil pravoihlou osovou afinitu urc¢enou osou AC, je-
jiz charakteristika je rovna poméru délek hlavni a vedlejsi osy elipsy. Ukazal, ze
pomér obsaht ploch vepsanych n-thelniki je roven poméru obsahti ploch geo-
metrickych ttvart, které ziskdme z téchto n-thelnikt pro n jdouci do nekonecna.
Dale odvodil, 7e obsah elipsy majici poloosy délek a a b je roven mab a polomér
kruhu K je roven vab (geometrickému priméru délek obou poloos).

1.4 Stejnolehlost

Stejnolehlost (homothetie, centralni dilatace) je urcena stiedem stejnolehlosti S
a tzv. koeficientem stejnolehlosti x # 0. Jednd se o podobné zobrazeni, které
usecku zobrazi na tsecku s ni rovnobéznou, pficemz stied stejnolehlosti, bod
a jeho obraz jsou kolinearni. Absolutni hodnota koeficientu stejnolehlosti urcuje
pomér podobnosti, jeho znaménko urcuje umisténi obrazu vzhledem ke stfedu
stejnolehlosti (viz obr. 5).

Y/

Obr. 5: Stejnolehlosti se stftedem S a koeficienty k1 = 2 a kg = —%
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Prvni vyskyt stejnolehlosti lze nalézt jiz v Eukleidovych Zdkladech, kde je
mimo jiné uvedena nasledujici ,,aloha“:

Na dané primce narysuj utvar primkovy danému ttvaru primkovému
podobny a podobné poloZeny (stejnolehly).
(|Eu], kniha VI, véta XVIIL, str. 93)

Z Eukleidova feSeni (viz obr. 6) je vSak ziejmé, Ze je zde stejnolehlost jako
zobrazeni obsazena pouze implicitné. Eukleidés prakticky vySetfoval pouze vztah
mezi dvéma podobnymi utvary, pricemz vyuzival podobné trojihelniky.

C D A B

Obr. 6: Eukleidovo feSeni tulohy ([Eu], str. 93)

Stejnolehlost dale zminil fecky geometr Apollonios z Pergy (262-190 pf. n. 1)
v pojednani Rovinnd mista (Peri topoi epiphanoi, De locis planis)f__?] 0 némz
se dochoval zaznam diky praci Synagoge mathematike, jejimz autorem je fecky
matematik Pappos z Alexandrie (asi 290-350). Apollénios zakladni vlastnosti

v

stejnolehlosti pravdépodobné znal, podrobnéjsi informace se vSak nedochovaly.ﬁ

1.5 Kruhova inverze

Apollonios ve vySe uvedené praci Rovinnd mista rovnéz poprvé uvazoval kruhovou
inverzi. Jedna se o zobrazeni, které je urceno stfedem S a tzv. koeficientem inverze
k # 0. Stfed inverze, bod a jeho obraz jsou kolinearni, pfi¢emz soucin vzdalenosti
obrazu a vzoru od stfedu inverze je roven absolutni hodnoté koeficientu inverze;
plati tedy |SX|-[SX'| = |«|. Znaménko koeficientu inverze urc¢uje umisténi obrazu
vzhledem ke stfedu inverze. Obraz stfedu inverze se klade do nevlastniho bodu,
tj. do nekonec¢na.

12 Pojednani sestavalo ze dvou knih, autor v nich provedl klasifikaci geometrickych mist,
specialni pozornost pfitom vénoval ,,rovinnym mistim®, tj. pfimkam a kruznicim.

13 Fragmenty z Apolléniova pojednani Rovinnd mista viz Heiberg J. L. (ed.), Apollonii Pergaei
quae Graece exstant cum commentariis antiquis, vol. 11, B. G. Teubner, Leipzig, 1893, 115-117.
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Kruhova inverze je involutornim zobrazenim [/ Zobrazuje zobecnéné kruznice
(primky nebo kruznice) opét na zobecnéné kruznice. Dva zékladni zpisoby kon-
strukce obrazu X’ bodu X v kruhové inverzi se stfedem S a koeficientem inverze
x = r? jsou uvedeny na obr. 7E] Kruznice k se stfedem S a polomérem r je mnozi-
nou vSech samodruznych bodi v dané kruhové inverzi. Z involutornosti zobrazeni
plyne, ze bod X je naopak obrazem bodu X’ v zadané kruhové inverzi.

p
T
k k X
T r 0
s X X S X' X
r
Q

Obr. 7: Konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi

Umistime-li soustavu soufadnic s pocatkem O do stiedu S dané kruznice
a oznacime-li X = [z,y] a X' = [2/,¢/], ziskAme analytické vyjadieni kruhové
inverze ve tvaru

o r’x
22+ g2’

y = 2r2y 2"
e +y

Apollénios znal zakladni vlastnosti kruhové inverze. Ve svém osmisvazkovém
dile Pojedndni o kuzeloseckdch (Konika)t%se jiz vénoval obecné inverzim na viech
(regularnich) kuzelosec¢kach, tedy nejen na kruZnici, ale rovnéZ na elipse, hyper-
bole a paraboleE] Kruhovéa inverze byla po fadu nasledujicich stoleti matematiky
opomijena a nepfili§ vyuzivana.

14 Rikame, 7e zobrazeni f je involutorni (involutivni), jestlize slozeno samo se sebou davé
identitu, tj. f o f = identita. Involutorni zobrazeni je tedy samo k sobé& inverzni.

15 Popis obou konstrukei véetné diikazu jejich spravnosti viz Kubat V., Trkovskd D., Analy-
tickd geometrie v afinnich a eukleidovskijch prostorech, Matfyzpress, Praha, 2011, 318-319.

16 Originalni fecky text vcetné latinského piekladu viz Heiberg J. L. (ed.), Apollonii Pergaei
quae Graece exstant cum commentariis antiquis, vol. I, II, B. G. Teubner, Leipzig, 1891, 1893.
Prvni t¥i knihy véetné jejich ptekladu jsou otiStény v prvnim svazku (str. 1-451), ¢tvrta kniha
a jeji preklad jsou uvefejnény ve druhém svazku (str. 1-97). Pata, Sestd a sedmé kniha se
dochovaly pouze v arabském prekladu, osméa kniha je ztracena.

17 Nazvy elipsa, hyperbola a parabola zaved] pravé Apollénios. Do té doby se pro né pouzivaly
terminy se¢na ostrouhlého, tupotuhlého, pravoihlého kuzele.
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Kruhové inverzi se patrné po Apolléniovi jako prvni blize vénoval az §vycarsky
geometr Jacob Steiner (1796-1863). Je mu piisuzovan objev inverze v plné obec-
nosti (1824). Sam v této souvislosti hovoiil o ,,Wiedergeburt und Auferstehung®
(znovuzrozeni a vzkiiSeni). Jeho staté vénované inverzni geometrii viak nebyly
publikovany, nagly se az v jeho pozistalosti’]

Belgicky matematik Adolphe Quetelet (1796-1874) odvodil roku 1827 vyge
uvedené analytické vyjadieni kruhové inverze.@

Giusto Bellavitis (1803-1880) sepsal roku 1836 patrné prvni systematickou
studii o kruhové inverzi nazvanou Teorie inverznich utvari a jeji vyuziti v ele-
mentdrni geometrii (Teoria delle figure inverse, e loro uso nella geometria ele-
mentare) | Zformuloval v ni definici inverze (viz citace na obr. 8) a vylozil jeji
zékladni vlastnosti (konformnost, zachovani cirkularity — zobecnéné kruznice se
zobrazi na zobecnéné kruznice). Pozdéji pojem inverze zobecnil do trojrozmérného
prostoru.

3. Dati J:l:nti si vogliano punti 4, B, C... (Fig. 1), ed un pun-

to I, che diremo centro d’inversione, se sulle rette 7.4, IB, . ..
sieno prese rispettivamente le distanze J .4 =£, 'y m%;-- ee l

E““ﬁ A, B ... s diranno inversi dei punti 4, B,... e le intere
gure A BC... A’ B C .., saranno inverse 'una dall’altra. La lun-

ghezza costante i si chiamerd raggio 4’ inversione. L’oggetto delle
presenti ricerche sard stabilire la relazione fra due figure inverse, e
specialmente trovare la proprietd di una di esse conoscendo quelle
dell’ altra. Percid la teoria delle hgure inverse pud riguardarsi come
un ramo della Geometria ch’io chiamo derivata, appunto Pernhh n
essa le proprietd di nna figura si derivano da quelle di un’altra (*).
Esporremo da prima la legge di derivazione colla quale si passa dalle
equazioni o equipollenze relative ad una data figura alle equazioni o
equipollenze relative alle figure inverse della proposta; il resto della
}ilemorin consisterd nell’ applicazione di questa legge ad alcuni casi
particolari, e cosl seguendo on metodo semplice eﬁ uniforme saranno
trovati o risolti alcuni teoremi o problemi.

Obr. 8: G. Bellavitis — Teoria delle figure inverse, e loro uso nella geometria
elementare; Gryvek ze str. 126-127

18 Steinerovu védeckou poziistalost ulozenou v knihovné piirodovédné spoleénosti v Bernu
objevil asi t¥icet let po jeho smrti Johann Heinrich Graf (1852-1918). Kromé& dopist a védec-
kych ¢lanka obsahovala i nepublikované rukopisy, jez J. H. Graf predal profesoru Friedrichu
Biitzbergerovi, aby je kriticky zhodnotil a pfipadné publikoval. Podle né&j se Steinerovo expli-
citni vyjadieni principu kruhové inverze datuje k 8. iinoru 1824. Pozdéji bylo oti§téno v praci
Biitzberger F., Uber Bizentrische Polygone, Steinersche Kreis- und Kugelreihen und die Er-
findung der Inversion, B. G. Teubner, Leipzig, 1913, 50-55. Recenze této prace viz Emch A.,
The discovery of inversion, Bulletin of the American Mathematical Society 20(1914), 412-415.
O objevu kruhové inverze vice viz Patterson B. C., The origins of the geometric principle of
inversion, Isis 19(1933), 154-180.

19 Viz Nouveaux mémoires de I’Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Bruxelles
4(1827), str. 112.

20Viz Annali delle Scienze del Regno Lombardo-Veneto 6(1836), 126-141. Z nazvu tohoto
dila pochazi dnesni termin kruhovd inverze.
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Béhem dalsich let kruhovou inverzi znovu objevilo nékolik matematikti. Napi.
William Thomson (lord Kelvin, 1824-1907) v letech 1845 az 1847 v ramci studia
elektrostatiky hovotil o transformaci s reciprokymi privodici (v originéle transfor-
mation by reciprocal radii) a své fyzikalni avahy rozsitil na geometricky prostor.
Uvedeny termin od W. Thomsona pievzal Joseph Liouville (1809-1882) a modi-
fikoval jej na transformace reciprokymi polomeéry (v originale transformation par
rayons vecteurs réciproques).@ Dokéazal, Ze se jedné o jedinou nelinearni transfor-
maci v prostoru, ktera je konformni (zachovava ahly mezi dvéma kiivkami).

Studium kruhové inverze zavrsil August Ferdinand Mo6bius (1790-1868). V pré-
ci Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung[j_g]z roku
1855 provedl vyznamné zobecnéni inverze. Ciste geometrickymi prostfedky polozil
zaklady obecné bodové transformace roviny, kterd kruznice zobrazuje opét na
kruznice (tzv. kruhové transformace). P¥ijal nasledujici predpoklady: zobrazeni
je bijekci, obrazem ¢tverice bodi lezicich na kruznici jedné roviny je ¢tvetice bodu
incidentnich s kruznici druhé roviny (kruznicemi nazyval i pfimky, tj. uvazoval tzv.
zobecnéné kruznice), je zachovana spojitost (dvéma nekonecné blizkym bodiam
jedné roviny odpovidaji dva nekoneéné blizké body druhé roviny).

Po vylouceni line4rnich zobrazeni dospél k zavéru, ze v kazdé z rovin existuje
pravé jeden bod, ktery se v eukleidovském prostoru nemiize zobrazit do Zzddného
bodu druhé roviny (centralni bod, stied), a ke kazdé z uvazovanych rovin je
tfeba piidat po jednom bodu, ktery bude obrazem, resp. vzorem centralnitho bodu
roviny vzort, resp. obrazu (odtud Mébiova rovina). Jednim 7 jeho vysledki je tzv.
Mébuiv faktorizacni teorém:

KaZdou vzdjemné jednoznacnou transformaci eukleidovské roviny, kterd
zobecnéné kruznice zobrazuje opéet na zobecnéné kruznice, lze sloZit
z kruhowvijch inverzi a osovijch soumérnosti.

Poznamenejme, 7ze kruhové transformace patii mezi konformni zobrazeni. Ana-
lyticky je lze popsat jako linedrni lomené transformace komplexni roviny.

Na Mobiovy vysledky déle navazali Carl Friedrich Gauss (1777-1855), ktery
odvodil analytické vyjadreni kruhovych transformaci v komplexni roviné, a Arthur
Cayley (1821-1895), jenz ukazal, Ze kazda kruhova transformace je sloZenim
kruhové inverze v Mobiové roviné a libovolného pohybu.@

Teorie kruhovych transformaci byla brzy zobecnéna do tridimenzionalniho
prostoru. Zasadni krok v tomto sméru predstavoval Liouvilletiv teorém, ktery
byl publikovan v jednom z dodatki patého vydani Mongeovy knihy Application
de lanalyse & la géométrief? J. Liouville zde dokézal, Ze konformni zobrazeni
tridimenzionalniho prostoru jsou generovana sférickymi inverzemi, a predstavuji
tedy zobecnéni kruhovych transformaci roviny.

21Viz Journal de mathématiques pures et appliquées 12(1847), str. 276.

22Viz Abhandlungen der Kéniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physische Classe 2(1855), S. Hirzel, Leipzig, 529-595.

23Viz Cayley A., Note on the ,Circular Relation® of Prof. Mébius, The quarterly journal of
pure and applied mathematics 2(1858), str. 162.

24Viz Monge G., Liouville J., Application de ’analyse a la géométrie, Bachelier, Paris, 1850;
Note VI. Eztension au cas des trois dimensions de la question du tracé géographique, 609—616.
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1.6 Promitani

Promitani (projekce) se podle dochovanych zdznamu hojné vyuzivalo ve starém
Recku a Rimé. Znamy fimsky stavitel a architekt Marcus Vitruvius Pollio (1. stol.
pt. n. 1.) ve svém obséhlém dile Deset knih o architekture (De architectura libri
decem)E] popsal tfi projekce vyuzivané tehdejsimi staviteli. Podle jeho slov se
jednalo o ichnografii, orthografii a scénografii (viz citace na obr. 9).

Difpofitioautem eft rerum apta collocatio, cleaansq, incompo-
fitionibus ctfeétus operis cum qualitate. Specics difpofitionis,quz Gra-
cedicuntur idleac, hz funt, Ichnographia, Orthographia, & Scenogra-
phia. Ichnographia eftcirciniregulzq; modice continens vius, ex qua
capiuntur formarum in folisarcarum defcriptiones. ~ Orthographia au-
tem cft ere@ta frontisimago, modiceq; pifta rationibus operis futuri fi-
gura. Item Scenographia cft, frontis & laterum abfcedentium adum-
brauo ad circiniq; centrum omnium linearum refponfus.  Ha nafcun-
tur ex cogitatione, & inuentione.

Obr. 9: M. Vitruvius Pollio — De architectura libri decem;
uryvek z vydani z roku 1552, kniha I, kapitola II, str. 12

Cilem ichnografie (ichnos = stopa, grapho = psani) bylo vytvoteni obrazového
modelu (projektu, planu) prostorové situace pomoci pravitka a kruzitka, v dnesni
terminologii se jedn& o konstrukci horizontdlni projekce. Orthografie (orthos =
= kolmy) piedstavovala zakresleni narysu, v dnesni terminologii jde o konstrukei
frontdlni projekce. Scénografie (skene = scénaQ zahrnovala perspektivu. Lze se
domnivat, ze tyto tfi projekce byly znamy jiz Rekiim nékolik stoleti pred nasim
letopoc¢tem (viz [Rol, str. 117).

Pappos z Alexandrie v VII. knize Synagoge mathematike vylozil geometrické
vlastnosti stfedového promitani a perspektivy. Odkazoval se na Eukleidovo ztra-
cené dilo Porismatafﬂ které se tomuto tématu snad také vénovalo. Pappos uvedl
i vétu, jiz lze v dnesni terminologii vyjadiit takto (viz obr. 10):

Jsou-li ddny tri rizné primky AB, AC' a AD, které protinaji dvé dalsi

. y o \FB|-|DC|  |FE||HG]
primky F'B o FE, potom plati ndsledujici rovnost FD[BC| — |FH[IGE|’
neboli \EBL . ICBl _ |FE| . |GE]

|FD| * |CD| |FH| * |HG|®

Protoze body F, E, G, H ziskdme z bodu F, B, C, D projekci z bodu A,
je vyse uvedena Pappova rovnost specidlnim piipadem obecné vlastnosti kazdé
projekce, podle niz se pti projekci zachovava dvojpomér ¢tyt kolinearnich bodﬁ@

25 Je k dispozici ¢esky preklad; viz Marcus Vitruvius Polio, Deset knih o architekture, z latin-
ského originalu prelozil Alois Otoupalik, Svoboda, Praha, 1979, 430 stran.

26 Spis Porismata tvorily tii knihy, aryvkovité se jejich obsah zachoval v pracich, jez sepsal
Pappos. Porisma tuto jest ukol, jimZ se Zada, by se na zdkladech daniyjch vyhledala velicina
urcitych vlastnosti. V zdkladech porisma znaci poucku, jeZ z dikazu poucky jiné vysvitd jasné
sama sebou (disledek). Citace viz [Eu], prvni strana nestrankovaného Uvodu.

27 Necht A B C, D JSOU. ¢tyfi kolinearni body (pfedpokladame A # D), pro néz plati

AC =k- BC AD =1- BD kde k, [ € R (diky predpokladu je L # 0). Dvojpomérem bodu
A, B,C, D (v tomto pofadi) nazveme ¢islo (A, B,C,D) =
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Obr. 10: Zachovani dvojpoméru ¢ty kolinedrnich bodu pfi projekci

1.7 Stereografickid projekce

Ptikladem jedné z nejvyznamnéjsich projekci, jez byla vyuzivana jiz ve starovéku,
je stereografickd projekce. Jedna se o pramét sféry z jednoho jejiho bodu (polu) do
tec¢né roviny vedené diametralné protilehlym bodem, nebo do roviny s ni rovno-
bézné (viz obr. 11). Kruznice prochazejici poélem se zobrazi do p¥imek, ostat-
ni kruznice se zobrazi opét do kruznic. Stereografickd projekce je konformnim
zobrazenim (zachovavé thly mezi dvéma kiivkami).

Obr. 11: Stereografickad projekce

Zaklady stereografické projekce polozil patrné Hipparchos (190-120 pf. n. 1)@
Prvni pisemné zminky vSak o ni nachazime az u Vitruvia v dile Deset knih

28 Hipparchos byl jeden z nejvétsich antickych astronomi, ktery sestavil prvni velky katalog
hvézd, jenz obsahoval pfesné polohy vice nez 800 stalic. Zdiiraziioval nutnost pfesnych pozo-
rovani a vyznam matematickych vypoc¢tia. Vymyslel nové pfistroje pro méreni vysky hvézd,
stanovil sklon zemské osy k ekliptice, urc¢il délku sluneéniho roku s chybou jen 6 minut. Astro-
nomické poznatky aplikoval v geografii, zavedl pojmy zemépisna délka a §ifka, jez urcoval na zé-
kladé pozorovéani zatméni Mésice. Chtél provéfit heliocentricky model vesmiru. Vysel ze spravné
uvahy, ze pokud Zemé obiha kolem Slunce, pak se musi v priabéhu roku ménit vzajemné poloha
hvézd na no¢nim nebi. Pfislusna méfeni skuteéné provedl, ale zmény ve vzajemné poloze hvézd
nezaznamenal. Proto heliocentricky model vesmiru zavrhl.
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o architektufe a v Ptolemaiové pojednani Zobrazeni sféry do roviny (Aplosis
epiphaneias sphairas, Planisphaerium)P’} Klaudios Ptolemaios (asi 85-165)F| po-
psal pramét nebeské sféry (jeji severni polokoule) na rovinu rovniku, pficemz za
stfed projekce vzal jizni pél. Naznacil, Zze primétem libovolné kruznice je opét
kruznice, kromé nejvétsich kruznic prochézejicich poélem, jez se promitnou jako
piimky. Obecny dikaz tohoto tvrzeni vSak nepodal, spokojil se s diikazem pouze
pro nékolik specidlnich pripadi. Nepoukazal ani na skutec¢nost, ze stereograficki
projekce zachovava velikosti ahla. Dale sepsal spis O projekei (Peri analemmatos,
Analemma)ﬁ v némz se zabyval ortogonalni projekci nebeské sféry do horizon-
talni roviny, kterou vyuzival k feSeni rtiznych problémi sférické astronomie.

Astrolab

Vitruvius i Ptolemaios se vénovali astronomickym pozorovanim nebeské sféry,
k jejimu promérovani vyuzivali starovéké pristroje amchndg_z] a astroldb (astro-
labon organon)ﬁ Konstrukce astroldbu je zalozena na stereografické projekci
nebeské sféry z nebeského polu (viz obr. 12). Arabskymi u¢enci byla stereograficka
projekce nazyvana tastih al-asturlab. Termin stereografickd projekce (stereon =
— téleso) zavedl az Francois D’Aguillon (1566-1617) v dile Sest knih o optice
(Opticorum libri sex) z roku 1613. Jak Vitruvius, tak Ptolemaios ve svych pracich
vyuzivali zdkladni vlastnosti stereografické projekce, avsak bez diikazu.

Prvni souhrnnéjsi pojednani o stereografické projekci véetné diukazu zaklad-
nich vlastnosti uvedl az Ahmad al-Farghani (9. stol.) v praci Kniha o konstrukci
astrolébu (Kitab san’at al-asturlab). Stereografické projekci vénoval prvni kapi-
tolu (v anglickém piekladu Survey of the geometric propositions from which the
form of the astrolabe is deduced)@a dokazal v ni mimo jiné, Ze kruznice prochéaze-
jici poélem se zobrazi do pfimek a ostatni kruznice se zobrazi opét do kruznic,
pricemz neni obecné obrazem stfedu kruznice stfed kruznice ziskané zobrazenim.
V dalsich kapitolach je pak jiz popsana konstrukce samotného astrolabu.

29 Viz Heiberg J. L. (ed.), Claudii Ptolemaei opera quae exstant omnia, vol. II: Opera astro-
nomica minora, B. G. Teubner, Leipzig, 1907, 225-259.

30 Klaudios Ptolemaios je autorem Almagestu (Mathématiké syntaxis, Megalé syntaxis),
astronomického spisu, jenz predstavoval encyklopedii tehdejsiho hvézdaiského védéni. Byl za-
stancem geocentrického systému, Zemi pokladal za stfed vesmiru, okolo néhoz obihaji Slunce,
Mésic, planety a hvézdy. Jeho popis slune¢ni soustavy byl povazovan za spravny po celych pat-
néct stoleti. Z nejjasnéjsich viditelnych hvézd sestavil 48 souhvézdi, jez mu pifipominala uréité
obrazce postav, zvifat nebo véci. Mnoha z nich se pouZzivaji v moderni astronomii dodnes.

31 Viz Heiberg J. L. (ed.), Claudii Ptolemaei opera quae exstant omnia, vol. II: Opera astro-
nomica minora, B. G. Teubner, Leipzig, 1907, 187-223.

32 Arachné slouzil zejména jako sluneéni hodiny, umoziioval viak méfit i vysku hvézd nad
horizontem. Sestaval z polokruhového ciferniku a otacivého bubinku, na némz byla znézornéna
nebeska klenba véetné nékterych hvézd a zvérokruh s dvanacti nebeskymi znamenimi.

33 Astroldb v sob& zahrnuje zjednodu$enou mapu hvézdné oblohy (nebeské sféry). Obsahuje
pevné i pohyblivé ¢asti, které umoziuji modelovat pohyby nebeskych téles, méfit jejich ihlovou
vysku nad horizontem, zemépisné soufadnice i mistni ¢as. Hlavni cifernik je rozdélen na dvanact
dili podle znameni zvérokruhu, stfed ciferniku pfedstavuje nebesky pol.

34Viz Al-Farghani: On the astrolabe, Arabic text edited with translation and commentary
by Richard Lorch, Boethius: Texte und Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik und der
Naturwissenschaften, svazek 52, Franz Steiner Verlag, Stuttgart, 2005, 447 stran.
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Obr. 12: Astrolab

Dalsi astronomové a matematici stiedovéku se pokouseli vyuzit ke konstrukci
astrolabu jiné geometrické transformace. Persky astronom Abu Hamid al-Saghani
(10. stol.) ve svém dile Kniha o projekci do roviny (Kitab fial-tastih al-tamm)
navrhl nahradit stereografickou projekci sféry do roviny z jejtho poélu projekei
z libovolného bodu soufadnicové osy; v ni se kruznice na sféfe zobrazi obecné do
kuzelosecek.

V knize Prehled moznosti konstrukce astroldbu (Isti’ab al-wujuh al-mumkina
fisan’at al-asturlab), kterou sepsal Abu I-Rayhan al-Birun1 (973-1048), autor nej-
prve popsal ruzné zptusoby a metody konstrukce tohoto pfistroje. V dal$im textu
navrhl za zaklad konstrukce tzv. wdlcovou projekci, tj. ortogonalni projekci po-
dle osy, ktera je limitnim p¥ipadem projekce al-Saghaniho, pokud stied projekce
klademe do nekonec¢na. Tato projekce zobrazi kruznice bud na kruZnice, nebo na
elipsy.

Tvorba map

Stereografickd projekce se prakticky vyuziva k zobrazeni povrchu Zemé do
roviny, tj. v kartografii. Vzhledem k tomu, Ze je konformnim zobrazenim, jsou
takové mapy velmi uzite¢né napt. pro mofeplavce.

Stereografickou projekci pii tvorbé map uzival Abu I-Rayhan al-Biruni v dile
Pojedndni o zobrazeni souhvézdi a o zakresleni zemi na mapu (Risala fi tastih al-
suwar wa-tabtih al-kuwar). V ném té7 popsal dalsi typ projekce sféry do roviny,
kterd je dnes zndma jako tzv. kulovd projekce (globular projection) | Polosféra se

35 Tuto projekci nalezl sam al-Biruni, znovu ji objevili Giovanni Battista Nicolosi (1610-1670)
roku 1642 a Aaron Arrowsmith (1750-1823) kolem roku 1804. Ke konstrukei astrolabu ji vyuzil
Philippe de La Hire (1640-1717).
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zobrazi do kruhu, jehoZ obvod je rozdélen na 360 stejnych dilki a jehoz vodorovny
a svisly prumér jsou rozdéleny na 180 stejnych c¢asti. Zakresleni bodu polosféry
majictho zemépisnou délku A\ a zemépisnou Sitku ¢ se provadi nasledujicim zpii-
sobem: od stfedu kruhu vyneseme A dilki na vodorovném priiméru a sestrojime
kruhovy oblouk prochazejici timto bodem a koncovymi body svislého priumeéru.
Dale vyneseme od stfedu kruhu ¢ dilki na svislém priméru a od koncovych
bodiu vodorovného priméru ¢ dilki na obvodu kruhu a sestrojime kruhovy oblouk
prochazejici vSemi tfemi uvedenymi body. Pozadovany bod reprezentujici zvoleny
bod na sféfe ziskame jako prisecik obou kruhovych oblouku (viz obr. 13).

™
)/

Obr. 13: Kulova projekce

Abil al-Rayhan Mubammad Ibn Ahmad al-Birnl; about 1000;
G. B. Nicolosl; 1660

Obr. 14: Kulova projekce podle al-Biruntho (pfevzato z internetu@

7 pozdgjsich praci, které se vénovaly vyuziti stereografické projekce pii kon-
strukci map, uvedme alespon dvé Eulerovy prace nazvané O reprezentaci sférické
plochy v roviné (De repraesentatione superficiei sphaericae super plano, 1777)
a O geografické projekci sférické plochy (De projectione geographica superficiei
sphaericae, 1777).@ L. Euler se v nich zabyval otazkou existence a konstrukce

36 Viz http://www.csiss.org/map-projections/Polyconic/Nicolosi_ Globular.pdf.
3T Viz Acta academiae scientiarum imperialis Petropolitanae 1(1777), 107-132, 133-142.
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obecného konformniho zobrazeni sféry do roviny. Vyuzil stereografickou projek-
ci sféry do roviny, kterd bodu sféry majicimu zemépisnou délku ¢ a zemépisnou
sitku v prifadi bod reprezentovany komplexnim cislem z = tg ¢ (cost + isint).
Konformni zobrazeni roviny poté definoval pomoci komplexni funkce.

Na jeho dilo navazal Joseph Louis Lagrange (1736-1813), ktery v ¢lanku
O konstrukci zemépisngch map (Sur la construction des cartes géographiques,
177 9)@ vyuzil konformni zobrazeni zadané pomoci analytickych funkei ve tvaru
r+iy = flu+it), z —iy = ¢(u —it). Funkce f a ¢ pfitom volil tak, aby se
poledniky a rovnobézky na sféfe zobrazily do pfedem zvoleného ortogonalniho
systému rovinnych kiivek.

Belgicky matematik a inzenyr Pierre Germinal Dandelin (1794-1847) popsal
roku 1827 zékladni vlastnosti stereografické projekce a vyuzil ji k feSeni nékterych
matematickych problému, napf¥. k feSeni Apolloniovy ulohy spocivajici v sestro-
jeni kruZnice, ktera se dotyka t¥i pevné zadanych kruznic ]

1.8 Afinni transformace

Stejnolehlost a osova afinita jsou specialnimi piiklady afinnich transformaci, nej-
obecnéjsich vzajemné jednoznac¢nych transformaci roviny, pfi nichz se primky
zobrazi opét na piimky. Afinni transformace zachovivaji rovnobéznost piimek.
Obecné afinni transformace méa analytické vyjadieni ve tvaru

¥ = ax+by+p,
y = cx+dy-+q, kde

a b
Cd‘%o.

Pokud

a b . el e y
e d ’ = +1, nazyvame piislusné zobrazeni ekviafinni.

Ekviafinni zobrazeni poprvé nalézdme v praci Kniha o Tezech wvdlce a jeho
povrchu (Kitab qutu al-ustuwana wa-basitha), jejimz autorem je Thabit ibn Qur-
ra. Dokézal zde, Ze obsah elipsy, jejiz poloosy maji délky a a b, je roven ob-
sahu kruhu o poloméru vab, a dale uvedl (vEetné dikazu pomoci exhaustivni
metody) ,@ ze ekviafinni transformace zobrazi libovolnou tsec elipsy na tse¢ kruhu
o stejném obsahu.

38 Viz Nouveaux mémoires de 1’Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Berlin 1779,
161-210.

39Viz Dandelin P. G., Mémoire sur I’emploi des projections stéréographiques en géométrie,
Nouveaux mémoires de I’Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Bruxelles 4(1827),
11-47.

40 Exhaustivni (vycerpavaci) metodu (lat. ezhaurire = vycerpat) jako prvni rozpracoval Eu-
doxos z Knidu (asi 408-355 p¥. n. 1.). AZ do objevu limit a integralniho po¢tu byla uZzivana
k vypoétim obsahu rovinnych utvart a objemu téles. Jeji podstatou je nekoneéné déleni dané
veli¢iny. Je zaloZena na nasledujicim tvrzeni: Jestlize od dané veli¢iny odecteme jeji cdst vetsi
nez jeji polovina a od zbytku opét jeho ¢dst vétsi neZ jeho polovina a budeme tak ¢init stdle, zbude
néjakd veli¢ina, jeZ bude mensi neZ libovolnd kladnd veli¢ina. Viz Schwabik S., Sarmanové P,
Maly privodce historii integrdlu, edice D&jiny matematiky, svazek 6, Prometheus, Praha, 1996;
citace ze str. 13.
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Obecné afinni transformace se poprvé objevuji v praci Kniha o mérent paraboly
(Kitab fi misahat al-qat al mukafi), jejimz autorem je Ibrahim ibn Sinan ibn
Thabit (908-946), vnuk ibn Qurry. Dokézal zde, ze afinni transformace zachovéva
pomér ploch mnohotihelniki; tento vysledek pomoci exhaustivni metody dale
rozsitil i na dvé tsece paraboly.

Systematické vybudovani afinni geometrie vSak uc¢inil az mnohem pozdé&ji
L. Euler. Ve druhém svazku své dvoudilné monografie Introductio in analysin
inﬁm’torunﬁ z roku 1748 poprvé zavedl termin ,afinni“ (latinsky affinitas =
= spiiznénost, piibuznost) (viz citace na obr. 15), jimZ chtél poukazat na skutec-
nost, ze ackoliv geometricky ttvar a jeho afinni obraz nejsou prisné vzato podobné,
jsou presto urcitym zpiusobem piibuzné. Afinni transformace popsal analytickymi
vztahy © = %, Yy = % a poznamenal, zZe tyto transformace kruznici zobrazi obecné

na elipsu, hyperbolu zobrazi na hyperbolu a parabolu zobrazi na parabolu.

De Similitudine ¢8 Affinstate Lincarwm cwrvarum.

442. Quemadmodum in Curvis fimilibus Ablciffz & Ap-
plicatz homelogz in eadem ratione five avgentur five dimi-
nuuntur; ira ,. fi Abfciffe aliam fequastur rationem, aliam vero
Applicata , Curva non an?fliw: orentur fimiles. Verum ta-
men, quia Curvz hoc modo ortm inter fe quandam Affinita-
tem tenent, has Curvas «ffmes vocabimus : comple&itur ergo
Affinitas fub fe fimilitudinem ranquam fpeciem: quippe Curvae
affines in fimiles abeunt, {i ambz illz rationes, quas Ablcifle
& Applicatz feorfim fequuntur, evadant zquales. Ex Curva
ergo quacunque data A M B innumerabiles Curva affines amé
reperientur hoc modo ; fumatur Abfciffa 4p, ita ut fic AP:
4p=—1:m; tum conftituatur Applicata pm, ut (it P M: pm—
1:#; ficque, mutando harum rationum 1:m & 1: 4, vel al-
terutram vel utramque , innumerabiles prodibunt Curva, qua
orimz A MB erunt affines.

Obr. 15: L. Euler — Introductio in analysin infinitorum;
uryvek ze svazku II, kapitoly XVIII, str. 236, 239-240

1.9 Projektivni transformace

Afinni transformace jsou specidlnim prikladem obecnéjSich, tzv. projektivnich
transformaci. Obecnd projektivni transformace méa v afinnich soutadnicich ana-
lytické vyjadieni ve tvaru
;o artbytp

ex + fy+r’
,  cx+dy+q

ex + fy+r’

“1Viz Euler L., Introductio in analysin infinitorum, Tomus secundus, apud Marcum-
Michaelem Bousquet, Lausannae, 1748, 398 stran.
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V klasickych homogennich soufadnicich (xg,z1,z2) ma jeji analytické vyjadieni
tvar

Ty = GooTo + Gp1T1 + Ap2Ta,
!
Ty = G10% + G11%1 + A127%2,
!
Ty = Q20T “+ ag1x1 + a92T9, kde det (aij) 7é 0.

Abychom mohli projektivni transformace roviny definovat, je treba pfidat
k obvyklé eukleidovské roviné tzv. nevlastni body jakozto pruseciky navzajem
rovnobéznych piimek. Tato nutnost souvisi s pozadavkem, aby projekce jedné
roviny do druhé byla vzdjemné jednozna¢nym zobrazenim. Projektivni transfor-
mace (kolineace projektivni roviny) zobrazuji pfimky opét na piimky.

Myslenku nevlastnich bodu poprvé explicitné zminil astronom a matematik
Johannes Kepler (1571-1630) v praci Astronomiae pars optica z roku 1604?2'
V kapitole O kuZeloseckdch uvedl, Ze fezem kuZele rovinou muze byt v zavislosti na
poloze roviny piimka, kruznice, elipsa, hyperbola nebo parabola a popsal pfechod
mezi jednotlivymi kuzelose¢kami (pfimka ptechéazi pfes hyperbolu do paraboly,
a ta déle pres elipsu az do kruznice). Dale zde zavedl ohniska kuzelosecky jako
takové body, ze tisecky spojujici tyto body s libovolnym bodem kuzelosecky sviraji
s te¢nou v tomto bodé shodné uhly. V piipadé paraboly pak druhé ohnisko kladl
do nekonecna.

o
(i

FRANCISCI ~

LIBRI SEX
md_qu?rﬁ futa ac Mathematicis

.. ivhiles.
i _f»r.utf

Obr. 16: Francois D’Aguillon — Sest knih o optice

42 Ad Vitellionem paralipomena, quibus astronomiae pars optica traditur, apud Claudium
Marnium & haeredes Ioannis Aubrii, Francofurti, 1604, 449 stran. Podtitul Dodatek k Vitellovi
naznaluje, ze J. Kepler touto svou praci navazoval na dilo polského fyzika Vitella (13. stol.).
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V roce 1613 vydal belgicky matematik, fyzik a architekt Francois D’Aguillon
Sest knih o optice (Opticorum libri sex)v nichz se kromé stereografické projekce
vénoval rovnéz obecné centralni projekci, kterou nazyval scénografie. Na obr. 16
je titulni list uvedené prace, jenz tehdy vytvoril vlamsky malii Peter Paul Rubens
(1577-1640), ktery do ni nakreslil rovnéz Sest dalsich tematickych ilustraci.

J. Kepler i F. D’Aguillon ve svych dilech navazovali na fadu praci o perspek-
tivé, které byly sepsany béhem 14. a 15. stoleti.@

Prvni souhrnné pojednani o projektivnich transformacich sepsal Girard De-
sargues (1591-1661) pod nazvem PredbéZnyg ndcrt pokusu o pochopeni jevi pfi
vzdjemném styku kuZele a roviny (Brouillon project d’une atteinte aux événe-
ments des rencontres d’un cone avec un plan, Paris, 1639). K obvyklé eukleidovské
roviné pridal celou nevlastni pfimku a na hyperbolu poté pohlizel jako na uzavie-
nou kiivku, jez nevlastni pfimku protina ve dvou bodech. Asymptoty hyperboly
povazoval za jeji teény v nevlastnich bodech. Parabolu chéapal jako uzavienou
kiivku, jez se nevlastni piimky dotyka.

Obr. 17: G. Desargues — polarni transformace

G. Desargues studoval rovnéz dvojpomér ¢tyf kolinearnich bodi, byl si vé-
dom jeho invariantnosti pii projektivnich transformacich. Pro projektivni trans-
formace, jejichz dvojim slozenim ziskdme identitu, zavedl termin involuce, jenz se
pouziva dodnes. Jako prvni zkoumal poldrni transformace vzhledem ke kuzelosec-
kdm (viz obr. 17). Ke zvolenému bodu P hledal mnozinu v8ech bodu X takovych,

43 Viz D’Aguillon F., Opticorum libri sex: Philosophis iustd ac Mathematicis utiles, ex officina,
Plantiniana, apud viduam et filios I. Moreti, Antverpiae, 1613, 684 stran.

4 Uvedme alespon pojednéni O kresleni (Della pittura, Florencie, 1435), které sepsal Leon
Battista Alberti (1404-1472), a spis O perspektivé v kresleni (De perspectiva pingendi, f{im, asi
1480), jehoz autorem je Piero della Francesca (1416-1492). V souvislosti s vyuZitim perspektivy
v malifstvi bychom méli zminit také dilo Leonarda da Vinciho (1452-1519) nazvané Pojedndni
o kresleni (1l trattato della pittura) a vydané aZ po jeho smrti roku 1651 a dvé préce Albrech-
ta Diirrera (1471-1528) nazvané Ndvod pro méieni kruZitkem a pravitkem (Unterweysung der
Messung mit Zirckel und Richtscheyt, 1525) a O proporcich élovéka (Von menschlicher Propor-
tion, 1528). Oba malifi, L. da Vinci a A. Diirrer, se ve svych pracich vénovali geometrickym
otazkam vcetné geometrickych zobrazeni.
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ze body P a X harmonicky déli body ) a R, v nichz pfimka PX protne danou
kuzelosecku ] Ukazal, ze mnozinou vech hledanych bodi X je pifmka; dnes tuto
primku nazyvame poldrou bodu P vzhledem k dané kuzelosecce, bod P nazyvame

jejim po’lem.@

Dale dokazal, ze polarou vnéjstho bodu vzhledem k dané kuzelosecce je piimka
prochéazejici body dotyku tecen vedenych timto bodem k dané kuzelosec¢ce. Pokud
uvazovany bod lezi na kuZzelosecce, je jeho polarou vzhledem k dané kuzelosecce
te¢na prochézejici timto bodem. V piipadé nevlastni primky ukézal, Ze jejim
polem vzhledem k elipse nebo hyperbole je stfed uvazované kuzelosecky. Tyto
poznatky prakticky vyuzival pii feSeni nékterych konstrukcénich tdloh, napt. pii
hledani kuzelosecky, ktera je projektivnim obrazem kruznice.

G. Desargues rovnéz roku 1639 zformuloval a dokazal tvrzeni, které je dnes
oznacovano jako tzv. Desarguesova véta (viz obr. 18){"]

Necht jsou ddny dva trojuhelniky ABC a A'B'C’, pro které plati, Ze
primky AA', BB a CC' se protinaji v jediném bodé O. Oznacme
priseciky piimek AB a A'B', AC a A'C', BC a B'C’ po fadé P, Q, R.
Potom body P, QQ, R jsou kolinedrni.

Obr. 18: Desarguesova véta

45 Rikame, ze body P a X harmonicky déli body Q a R, jestlize dvojpomér (Q,R, P, X)=—1.

46 Termin pdl je odvozen z Feckého slova polos (osa) a piivodné znaéil prisecik sféry s jeji
osou rotace. Nazvy poldra bodu a pol pFimky vzhledem k dané kuZelosetce zavedli nezévisle
na sobé francouzsti matematici Frangois Joseph Servois (1767-1847) a Joseph Diaz Gergonne
(1771-1859).

47 G. Desargues uvedené tvrzeni nikdy nepublikoval. V roce 1648 Desarguesovu vétu uveiej-
nil jeho pfitel Abraham Bosse (1602-1676) v knize Maniére universelle de Mr. Desargues, pour
pratiquer la perspective par petit-pied, comme le geometral, De 'imprimerie de Pierre Des-Hayes,
Paris, 1648, 342 stran.
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Lze ukazat, Ze ve vySe uvedeném piipadé existuje specidlni projektivni trans-
formace — homologie["] se stiedem O a osou o uréenou body P, @, R, ktera
trojihelnik ABC' zobrazi na trojihelnik A’B'C".

Anglicky matematik a fyzik Isaac Newton (1642-1727) projektivni transfor-
mace ¢asto vyuzival pii feSeni slozitéjsich geometrickych otazek, nebot podle jeho
vlastnich slov umoziuji transformovat zadané atvary do jednodussich, problém
vyfesit a inverzni transformaci ziskat feSeni vzhledem k ptuvodnimu zadani (viz

citace na obr. 19).

Inservit autem hoc lemma solutioni difficiliorum problematum, transmu-
tando figuras propositas in simpliciores. Nam (') rect queevis conver-
gentes transmutantur in parallelas, adhibendo pro radio ordinato primo
lineam quamvis rectam, quee per concursum convergentium transit ; idque

quia concursus ille hoc pacto abit in infinitum ; linese autem parallele sunt,
quee nusquam coneurrunt. Postquam autem problema solvitur in figura
novi ; si per inversas operationes transmutetur heec figura in figuram pri-
mam, (¥) habebitur solutio quesita.

Obr. 19: I. Newton — Philosophiae naturalis principia mathematica,
svazek I, 1687; aryvek z vydani z roku 1833, str. 171-172

Opétovny zajem matematikii o syntetickou projektivni geometrii podnitil kon-
cem 18. stoleti francouzsky matematik Gaspard Monge (1746-1818) vydanim dila
Deskriptivni geometrie (Géométrie descriptive, 1799).@ Podstatna ¢ast prace je
vénovana Mongeové nové metodé spocivajici v zobrazeni trojrozmérnych ttvaru
do dvou navzajem kolmych rovin, obsahuje vSak rovnéz radu tvrzeni projektivni
geometrie véetné dukazi. V souvislosti s transformacemi se novou myslenkou jevi
zobecnéni polarnich transformaci do trojrozmérného prostoru.

Mongetiv 74k Lazare Nicolas Carnot (1753-1823) v dile O korelaci geometric-
kych ditvari (De la corrélation des figures de géométrie, 1801)° uvazoval spo-
jité projektivni transformace, které nazyval korelace (viz citace na obr. 20).
,Principem korelace pak minil skutecnost, ze tyto transformace zachovavaji
urcité vlastnosti geometrickych utvart. Jsou-li dva atvary ve vztahu korelace,
lze na vlastnosti jednoho ttvaru usuzovat z vlastnosti druhého tutvaru.

48 Termin homologie v tomto smyslu poprvé pouzil pravé G. Desargues. Poznamejme, Ze
osové afinita a stejnolehlost jsou specidlnimi pfipady homologie; osova afinita je homologie
se stfedem v nevlastnim bodé, stejnolehlost je homologie se stfedem ve stiedu stejnolehlosti
a s osou tvofenou nevlastni pfimkou.

¥ Viz Monge G., Géométrie descriptive. Legons données aux Ecoles Normales, lan 8 de la
Republique, Baudouin, Paris, 1799, 132 stran.

50Viz Carnot L. N., De la corrélation des figures de géométrie, Duprat, Paris, 1801, 188 stran.
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2. Le mode que je me propose de suivre consista
& rapporter chaque figure dont on recherche les
propriétés , & une autre figure dont les propriétés
sont connues, et qu'on prend pour terme de com-
paraison; puis & I'aide de caractéristiques particu-
liéres, et de 'arrangement systématique des lettres
employées pour désigner les points qui déterminent
les diverses parties de ces figures, on exprime les
modifications qui les distinguent : c’est ce que jap-
pelle établir la corrélation des figures.

Obr. 20: L. N. Carnot — De la corrélation des figures de géométrie;
uryvek ze str. 1

Ve své praci z roku 1803 nazvané Geometrie polohy (Géométrie de position)ﬁ
definoval L. N. Carnot dulezity invariant projektivnich transformaci — dvojpomér
¢ty kolinedrnich bodu. Na rozdil od svych predchiidci vsak v definici uvazoval
orientované usecky, jejichz délky proto opatfil znaménky. Ukézal, Ze znaménko
dvojpoméru bodu A, B, C, D (v tomto pofadi) zalezi na tom, zda se dvojice
bodiu A, B a C, D na piimce navzajem oddéluji, ¢ nikoliv. Pro takto definovany
dvojpomér ¢tyt kolinearnich bodii dokézal tvrzeni, které mnohem diive zformulo-
val Pappos z Alexandrie (viz kapitola 1.6).

Studium projektivnich transformaci z hlediska syntetické geometrie zavrsil
roku 1822 francouzsky matematik Jean Victor Poncelet (1788-1867) vydanim
obséhlé prace Pojedndni o projektivnich vlastnostech utvari (Traité des propriétés
projectives des ﬁgures).@ V prvni kapitole nejprve definoval stiedové promitani
a popsal jeho vlastnosti, které 1ze odvodit ¢isté geometrickymi prostiedky. Zavedl
terminy projektioni dtvary a projektivni vlastnosti pro ty vlastnosti geometric-
kych utvari, které maji spole¢né jak vzor, tak jeho projektivni obraz (viz citace
na obr. 21). V dalsim textu ukézal, Ze mezi projektivni dtvary patii vSechny
(regularni) kuzelosecky.

5. Une figure dont les parties n'auront entre elles que des dépendances
graphiques de la nature de celles qui précedent, c'est-d-dire des dépendances
indestructibles par I'effet de la projection , sera appelée , dans ce qui va suivre,
figure projective.

Ces dépendances elles-mémes, et, en géneral, toutes les relations ou pro-
priétés qui subsistent  la fois dans la figure donnée et dans ses projections,
seront appelées également relations ou propriétés projectives.

Obr. 21: J. V. Poncelet — Traité des propriétés projectives des figures;
uryvek ze str. 5

51Viz Carnot L. N., Géométrie de position, Duprat, Paris, 1803, 489 stran.

52Viz Poncelet J. V., Traité des propriétés projectives des figures: ouvrage utile G ceuz qui
s’occupent des applications de la géométrie descriptive et d’opérations géométriques sur le ter-
rain, Bachelier, Paris, 1822, 426 stran.
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Podobné jako I. Newton navrhoval i J. V. Poncelet pii feSeni slozitych otazek
tykajicich se kuzelosec¢ek zobrazit tyto k¥ivky nejprve do kruznice, vytesit odpovi-
dajici problém pro kruznici a na feseni aplikovat inverzni zobrazeni.

Vyge uvedenymi vysledky o afinnich a projektivnich transformacich, k nimz
jednotlivi matematici dospéli béhem 17. a 18. stoleti, se nepochybné inspiroval
némecky matematik August Ferdinand Mébius. Radu zminénych praci znal a ve
svém dile Barycentricky pocet (1827) na né odkazoval. Jeho pristup vSak pred-
stavuje z pohledu geometrickych transformaci kvalitativni zménu, nebot afinni
a projektivni transformace poprvé zpracoval analyticky s vyuzitim tzv. barycen-
trickych soufadnic. Do té doby byly transformace pfirozené studovany a popiso-
vany vyhradné prostiedky syntetické geometrie, coz je pochopitelné, nebot teprve
zacatkem 19. stoleti plné dozréla doba k novému, algebraickému ptistupu k trans-
formacim, protoze pro néj jiz byly vytvofeny vhodné podminky. V geometrii byly
zavedeny soufadnice, byly polozeny zéklady analytické i algebraické geometrie,
byla k dispozici vhodné symbolika i algebraické metody, zdkladni typy transfor-
maci a jejich vlastnosti byly v této dobé jiz podrobné popsany. Barycentrickému
poctu proto vénujeme nasledujici samostatnou kapitolu.
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2. Barycentricky pocet

August Ferdinand Mobius byl vyznamnym némeckym matematikem a teore-
tickym astronomem. Jako jeden z prvnich matematiki zavedl do geometrie novy
ucinny prostiedek, homogenni souradnice, ¢imz vyrazné ovlivnil dalsi rozvoj pro-
jektivni geometrie a urcil novy smér, kterym se tato disciplina méla ubirat. Spolu
s Juliem Pliickerem (1801-1868) patfil mezi hlavni piedstavitele algebraické pro-
jektivni geometrieﬂ Je povazovan za jednoho ze zakladateli topologie.

Zivotnf osudy A. F. Mobia jsou podrobné popsany v nékolika publikacich.
Pripomeneme proto jen zakladni Zivotopisné a bibliografické tdaje, které nam
umozni zafadit Mobiovy prace a vysledky do dobového i odborného kontextu.

2.1 August Ferdinand Mobius

August Ferdinand M&bius se narodil dne 17. listopadu 1790 ve mésté Schulpforta
(Sasko-Anhaltsko). Jeho otec Johann Heinrich M6bius byl ué¢itelem tance, zemfiel,
kdyz byly Augustovi tii roky. August nemél zadné sourozence. Do svych tfinacti
let byl vzdélavan doma, roku 1803 nastoupil na stfedni skolu v Schulpforté. Roku
1809 ji ukoncil a odesel na univerzitu do Lipska. Na prani matky zacal studovat
prava, brzy vSak shledal, Ze ho tento obor neuspokojuje, a proto jiz po prvnim
semestru dal prednost studiu matematiky, fyziky a astronomie. Zajem o mate-
matiku totiz projevoval jiz v détstvi. Z univerzitnich profesoru ho nejvice ovlivnil
Karl Mollweide (1774-1825), astronom, ktery se zabyval také matematikou.ﬁ]

Roku 1813 odjel A. F. Mobius na univerzitu do Gottingen, kde po cely rok
studoval teoretickou astronomii u Carla Friedricha Gausse, ktery v té dobé ptisobil
jako teditel tamni hvézdarny. Poté, opét na rok, odjel na univerzitu do Halle, kde
si roz§ifoval vzdélani u Johanna Friedricha Pfaffa (1765-1825), Gaussova ucitele
a pritele. Zde se kromé astronomie zajimal hlavné o matematiku. Roku 1815
sepsal v Lipsku diserta¢ni praci o pozorovani stalic nazvanou De Computandis
Occultationibus Fixarum per Planetas a zacal pracovat na své habilita¢ni praci
vénované trigonometrickym rovnicim. Obé tyto prace mu pfinesly povést teore-
tického astronoma. V dobé, kdy sepisoval habilita¢ni praci, mél byt povolan do
pruské arméady, ale podafilo se mu vojné vyhnout; nékteii historikové matematiky
dokonce tvrdi, Ze snaha vyhnout se sluzbé v pruské armadeé byla hlavnim divodem
psani habilitacni prace. V roce 1816 K. Mollweide z vlastniho zajmu preSel na
stolici matematiky, a tak A. F. Mobius nastoupil na jeho misto jako mimoradny
profesor astronomie a vyssi mechaniky.

! Soubé&zné s algebraickou projektivni geometrii se v prvni poloviné 19. stoleti rozvijela také
syntetickd projektivni geometrie, jejimiz hlavnimi pfredstaviteli byli Jacob Steiner a Michel
Chasles (1793-1880).

2 Napi. [FFW|, [WA], str. 336-344, a [Can], str. 38-43; relevantni informace poskytuje i webo-
va stranka http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history /Biographies/Mobius.html.

3V letech 1807 az 1809 objevil K. Mollweide trigonometrické vzorce, které jsou po ném
pojmenovany.
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A. F. Mobiovi se dlouho nedarilo ziskat misto fadného profesora. Duvodem
mohla byt skute¢nost, ze nebyl pfilis dobrym prednasejicim, nedafilo se mu za-
ujmout svymi prednaskami platici studenty, a byl proto nucen pofadat nékteré
své prednasky zdarma, aby prilakal alespon néjaké studenty.

V roce 1816 bylo A. F. Mobiovi nabidnuto misto astronoma v Greifswaldu
a o tfi roky pozdéji misto matematika v Dorpatuﬁ ODbé odmitl, ¢aste¢né proto,
ze veétil ve vyssi odbornou droven univerzity v Lipsku, ¢astecné pro svoji vérnost
rodnému Sasku. Roku 1820 se ozenil, béhem dalSich let se mu narodila dcera
a dva synové. Roku 1825 K. Mollweide zemiel a A. F. Mobius doufal, Ze by mohl
ziskat uvolnéné misto na stolici matematiky, coz se vSak tentokrat nestalo.

Roku 1844 A. F. Mébia navstivil Hermann Giinther Grassmann (1809-1877)
a pozadal ho, aby napsal recenzi na jeho nové dilo Die lineale Ausdehnungslehre,
ein neuer Zweig der Mathematik[] jez obsahovalo mnoho myslenek a vysledki
podobnych Mébiovym. A. F. Mdbius, ktery v té dobé nerozpoznal vyznam Grass-
mannova dila, to vSak odmitl. Nicméné piesvédcil H. G. Grassmanna, aby svou
praci zaslal do soutéze, a teprve poté, kdy Grassmannova préace ziskala cenu,
napsal o ni alespoit kratké vyjadrent (1847)[]

Diky své povésti tispésného védeckého pracovnika dostal A. F. Mobius v roce
1844 pozvani na univerzitu v Jené a patrné v disledku toho mu univerzita v Lip-
sku konec¢né nabidla misto fadného profesora vyssi mechaniky a astronomie, které
zastaval az do své smrti. Po celou dobu svého ptisobeni v Lipsku, tedy vice nez
padesat let, pracoval také jako pozorovatel a pozdéji, od roku 1848, jako reditel
lipské hvézdarny (astronomicka observatot Pleissenburg). Podilel se na jeji pie-
stavbé, kterou v letech 1818 az 1821 dokonce fidil. Predtim vSak navstivil fadu
dalsich observatofi v celém Némecku, aby ziskal vlastni predstavy a potiebné
zkuSenosti. Zemfiel dne 26. zaii 1868 v Lipsku.

A. F. Mobius byl vyznamnym predstavitelem algebraické geometrie. Je po-
vazovan za jednoho ze zakladatelli topologie, védy, kterd zkouma matematické
vlastnosti prostoru. Jeho zdjem o topologii ilustruje napt. skutecnost, ze se jesté
pred formulaci tzv. problému ¢tyF barev zabyval jeho jednodussi variantou[’]

4 Jedna se o star§i némecky nazev estonského mésta Tartu, v némz sidli nejstarsi a nej-
znaméjsi estonska univerzita; byla zalozena roku 1632 §védskym kralem Gustavem II. Adolfem.

5Viz Grassmann H. G., Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik,
dargestellt und durch Anwendungen auf die ibrigen Zweige der Mathematik, wie auch auf die
Statik, Mechanik, die Lehre vom Magnetismus und die Krystallonomie erldutert, Verlag von
Otto Wigand, Leipzig, 1844, 279 stran.

6 O Grassmannové monografii viz Be¢vai J., Z historie linedrni algebry, edice D&jiny mate-
matiky, svazek 35, Matfyzpress, Praha, 2007, 519 stran; kapitola VIII. Grassmannova linearni
algebra, str. 323-363. O propagaci a ptijeti Grassmannovych vysledka v ¢eskych zemich viz Na-
denik Z., Reception of Grassmann’s ideas in Bohemia, in Schubring G. (ed.), Hermann Ginther
Grassmann (1809-1877): visionary mathematician, scientist and neohumanist scholar, Boston
Studies in the Philosophy of Science 187(1996), 147-153.

"Roku 1840 A. F. Mobius predlozil k feSeni nasledujici problém: Kral mél pét synii. Ve své
zavéti stanovil, aby bylo po jeho smrti kralovstvi rozdéleno mezi jeho syny na pét oblasti tak,
aby kazda oblast méla spole¢nou hranici se v8emi ostatnimi oblastmi. Otézka znéla, zda lze
kralovu posledni vili splnit. Odpovéd na tuto otazku je zaporné a dnes je pomérné snadné to
dokazat.
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Svoji nejvyznamnéjsi geometrickou monografii Der barycentrische Calcul pub-
likoval A. F. M&bius v roce 1827 (viz dale). Roku 1837 vydal dvoudilnou uéebnici
Lehrbuch der Statikﬂ obsahujici geometricky pohled na statiku, ktery mimo jiné
ji do oblasti matematiky, sepsal také vyznamné astronomické prace, v nichz se
vénoval mimo jiné nebeské mechanice; témi nejzndméjsimi jsou Die Hauptsditze
der Astronomid’l a Die Elemente der Mechanik des Himmeld™l

R e

Obr. 22: August Ferdinand M&bius

Témér vSechny Mobiovy matematické prace byly publikovany v letech 1828
az 1858 v casopisu Journal fir die reine und angewandte Mathematik. Jedné se
prevazné o geometrické studie, vétSina z nich se zabyva rozvijenim a aplikacemi
metody, jejiz zdklady byly polozeny v Barycentrickém poétu.El Jeho matematické
préace, i kdyz neobsahovaly vzdy pivodni vysledky, vynikaly prehlednym, jasnym

8 Viz Mobius A. F., Lehrbuch der Statik, Erster Theil, Zweiter Theil, bei Georg Joachim
Goschen, Leipzig, 1837, 355 + 313 stran.

9 Viz Mébius A. F., Die Hauptsétze der Astronomie: zum Gebrauche bei seinen Vorlesungen
fiir Gebildete zusammengestellt, bei Georg Joachim Goschen, Leipzig, 1836, 30 stran.

10Viz Mobius A. F., Die Elemente der Mechanik des Himmels, auf neuem Wege ohne Hiilfe
hoherer Rechnungsarten dargestellt, Weidmann’sche Buchhandlung, Leipzig, 1843, 315 stran.

Y Napt. v ¢lanku Barycentrische Lésung der Aufgabe des Herrn Th. Clausen (Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik 5(1830), 102-106) A. F. Md&bius s vyuzitim barycen-
trického poctu fesi nésledujici tlohu: Kruznici je opsan a vepsén trojuhelnik tak, ze vrcholy
opsaného trojihelniku lezi na p¥imkach, v nichz lezi strany vepsaného trojthelniku. Ukolem je
nalézt druhy trojuhelnik, je-li jeden z trojuhelniki zadan. Dale nap¥. ¢lanky Uber eine allge-
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a efektivnim vykladem. A. F. M&bius mél velkou predstavivost a ob¢as postupoval
naprosto originalnim zptusobem. Pracoval pomalu, viceméneé izolovan od ostatnich
matematiki, a dokud svoji praci zcela nedokoncil, nikde se o ni nezminoval. Jeho
sebrané spisy vysly ve ¢tyfech svazcich v Lipsku v letech 1885 az 1887.@

Na zavér zminime jesté péar zajimavosti. August Ferdinand nebyl jedinym
¢lenem rodiny M&bii, ktery se stal vyznamnym védcem. Jeho vnuk Paul Julius
Mébius (1853-1907), neurolog, se proslavil svymi kontroverznimi teoriemi o struk-
tutfe lidského mozku; podle jednoho jeho zavéru se centrum logického mysleni
nachézi v levém koutu ¢ela (1900). Od ného také vime, Ze jeho dédecek povazoval
matematiku za poetickou zalezitost. Némecky historik matematiky Moritz Can-
tor (1829-1920) popsal nasledujici Mobiuv kazdodenni zvyk (viz [Can|, str. 41):
Pti odchodu z domu si pry vzdy pripomnél némeckou prupovidku ,,.3S und GUT“
sloZzenou z pocatecnich pismen véci, které nechtél v zadném pripadé zapome-
nout: Schliissel (kli¢), Schirm (destnik), Sacktuch (kapesnik), Geld (penize), Uhr
(hodinky), Taschenbuch (zapisnik). Po A. F. Mobiovi je pojmenovana postava
Johanna Wilhelma Mobia z Diirrenmattova dramatu Fyzikové.ﬁ

2.2 Mobiuv list

Mobiovo jméno je dnes v matematice nejcastéji spojovano s tzv. Mdbiovym listem
(prouzkem, paskou), coz je dvourozmérny utvar, ktery ma pouze jednu stranu,
z ¢ehoz vyplyvaji jeho dalsi zajimavé topologické vlastnosti, napf. neorientovatel-
nost. V trojrozmérném prostoru jej lze jednoduse vytvorit tak, ze se konce obdél-
nikového prouzku papiru vzajemné oto¢i o 180° a slepi dohromady (viz obr. 23).

Obr. 23: Mobiuv list

meinere Art der Affinitdt geometrischer Figuren (Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik 12(1834), 109-133) nebo Uber die Zusammensetzung gerader Linien und eine daraus
entspringende neue Begrindungsweise des barycentrischen Calculs (Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 28(1844), 1-9).

12 Baltzer R., Klein F., Scheibner W. (eds.), August Ferdinand Mébius, Gesammelte Werke,
Band I-1V, Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 1886, 1886, 1887, 633 + 708 + 580 + 731 stran.

13 §yycarsky dramatik Friedrich Diirrenmatt (1921-1990) hru Fyzikové (die Physiker) sepsal
roku 1962. Jednéa se o komedii o dvou dé&jstvich s detektivni zapletkou. Déj se odehrava v psy-
chiatrickém ustavu, kam se fyzik Mobius, piedstirajici duSevni chorobu, uchylil z obavy pied
svym vyndlezem, ktery miize znicit svét. V ¢eském piekladu hra poprvé vysla v nakladatelstvi
Dilia v Praze v roce 1963 (ptelozil Bohumil Cernik, 78 stran), a déle v letech 1972 (pielozil JiFi
Stach, 72 stran) a 1989 (pielozil Jifi Stach, 65 stran).
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Némecky matematik Johann Benedict Listing (1808-1882), ktery roku 1847
zavedl termin topologie v prvni praci vénované tomuto tématu [ vytvoril Mobitiv
prouzek jiz roku 1858, diive nez A. F. Md&bius. Dospél k nému v souvislosti se
snahou najit komplikovany objekt, pro ktery neplati FEulerova véta pro konvexni
mnohostény[”| Sviij objev publikoval roku 1862 v praci Der Census rdumlicher
Compleze, oder Verallgemeinerung des Euler’schen Satzes von den Polyedern'9
Zduraznil, ze prouzek méa pouze jednu sténu, jednu hranu a 4 vrcholy (nebo zadny,
pokud nepoéitame spoj).

Tento objekt je vSak nazvan po A. F. Mobiovi, ktery jej zcela nezavisle na
J. B. Listingovi popsal roku 1861 v rukopisu piredlozeném Paiizské akademii
véd jako odpoved na soutéZni téma tykajici se novych poznatku z geometrické
teorie mnohosténti[l’| A. F. Mobius zde zkoumal obecné vlastnosti ploch majicich
pouze jednu stranu. Ackoliv jeho text obsahoval celou fadu novych, zajimavych
myslenek, porota jej neocenila. Prispél k tomu ziejmé fakt, ze byl napsan $patnou
francouzstinou, a patrné proto jeho vyznam nebyl pochopen. Zakladni myslenky
svého piispévku publikoval pozdéji v pojednénich Theorie der elementaren Ver-
wandtschaf a Uber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeder Pavodni
rukopis z roku 1861 byl objeven az po Md&biové smrti.

A. F. Mobius v této souvislosti pfisel s pojmem orz‘entovatelnost,@ ktery mu
umoznil rozliSovat kladné a zaporné délky, obsahy a objemy. Navic M&bituv list
neni jedinou jednostrannou plochou, kterou uvazoval; popsal totiz celou tridu
mnohosténu s touto vlastnosti — vSechny maji nulovy objem a nespliuji Euleriv
vzorec. Nejmensi ma 10 trojihelnikovych stén, 15 hran a 6 vrcholu. A. F. Mdbius
téz zavedl pojem dudini mnohostén|

14 Viz Listing J. B., Vorstudien zur Topologie, in Géttinger Studien, Erste Abtheilung: Mathe-
matische und naturwissenschaftliche Abhandlungen, redigirt von Dr. August Bernhard Krische,
bei Vandenhoeck und Ruprecht, Gottingen, 1847, 811-875.

15 Podle Eulerovy véty pro konvexni mnohostény plati rovnost s + v = h + 2, kde s je pocet
stén, h je pocet hran a v je pocet vrcholii mnohosténu.

6Viz Listing J. B., Der Census rdumlicher Complexe, oder Verallgemeinerung des Eu-
ler’schen Satzes von den Polyedern, aus dem zehnten Bande der Abhandlungen der Koniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, in der Dieterichschen Buchhandlung, Géttingen,
1862, 86 stran.

17 Originalni zadani sout&zniho tikolu zn&lo: Perfectionner en quelque point important la
théorie géométrique des polyédres. Viz Programme des prix proposés par I’Académie des sciences
pour les années 1858, 1859, 1860 et 1861, Institut impérial de France, Académie des sciences,
Sciences mathématiques, Grand prix de mathématiques, proposé pour 1861, str. 6.

18 Viz Mobius A. F., Theorie der elementaren Verwandtschaft, Berichte iiber die Verhand-
lungen der Koniglich Séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physische Classe 15(1863), S. Hirzel, Leipzig, 18-57.

19Viz Mobius A. F., Uber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders, Berichte iiber
die Verhandlungen der Koniglich S&chsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physische Classe 17(1865), S. Hirzel, Leipzig, 31-68.

20 Pojem orientovatelné veliiny v syntetické geometrii poprvé systematicky uzival Lazare
Nicolas Carnot v praci Géométrie de position z roku 1803. A. F. Mobius tento pojem zavedl
a vyuzival v analytické geometrii.

2! Dualnim mnohosténem k danému mnohosténu rozumime mnohostén, jenZ ma vrcholy ve
stfedech jeho stén. Navzajem dualnimi mnohostény jsou napf. krychle a pravidelny osmistén
nebo pravidelny dvanactistén a pravidelny dvacetistén. Pravidelny ¢tyistén je dudlni sdm k sobé.
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2.3 Barycentrické (homogenni) souiadnice

Mobitv pristup

Roku 1827 vydal A. F. Mébius knihu Der barycentrische Caleul?] v niz podal
uplny vyklad svého nového poc¢tu. Zakladni myslenkou se zabyval jiz roku 1818,
o pét let pozdéji publikoval prvni nastin své nové metody jako kratky dodatek
k praci Beobachtungen auf der Koniglichen Universitits-Sternwarte zu Leipzig.[z_gl

Der

barycentrische Calcul

ein neues Hillfsmittel

ur

analytischen Behandlung der Geometrie
dargestallt
und insbesondere

euf die Bildung neuer Classen von Aufgaben und
die Entwickelung mchrerer Eigenschaften der Kegelschnitte

angewendet
yon

August Ferdinand Miéhius

Professor der Astronomle tu Lalpalg.

Leipzig
Verlag von Johann Ambrosius Barth
1827.

Obr. 24: August Ferdinand M&bius — Der barycentrische Calcul

22Viz Mobius A. F., Der barycentrische Calcul, ein neues Hiilfsmittel zur analytischen Be-
handlung der Geometrie dargestellt und insbesondere auf die Bildung neuer Classen von Auf-
gaben und die Entwickelung mehrerer Figenschaften der Kegelschnitte, Georg Olms Verlag,
Leipzig, 1827, 454 stran; téz viz August Ferdinand Mdbius, Gesammelte Werke, Erster Band,
Herausgegeben von R. Baltzer, Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 1-388.

23Viz Mobius A. F., Zwei geometrische Aufgaben, Anhang zu ,Beobachtungen auf der
Koniglichen Universitits-Sternwarte zu Leipzig etc.”, bei Carl Cnobloch, Leipzig, 1823, 57-64;
téz August Ferdinand Mdbius, Gesammelte Werke, Erster Band, Herausgegeben von R. Baltzer,
Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 389-398.
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V' Barycentrickém poctu poprvé piedstavil tzv. barycentrické (homogenni)
souradnice. Nezavisle na ném a témér ve stejném okamziku publikovali Karl Wil-
helm Feuerbach (1800-1834)P" v Némecku a Etienne Bobillier (1798-1840)7 ve
Francii prace vyuzivajici homogenni soutadnice.

A. F. Mobius sviij novy pocet odvodil na zadkladé metod geometrické statiky.
V predmluvé k Barycentrickému poctu poukazal na skutecnost, ze fyzikalni kon-

cept tézisté se s uspéchem vyuzival jiz v Archimédové dobé, kdy vedl k objevu
fady vztahti mezi geometrickymi veli¢inami. Zminil rovnéz Guldinovy véty|

Es ist bekannt, dass die der Mechanik zugehdrige Lehre vom Schwer-
punkte schon oftmals als Hiilfsmittel zur Erfindung rein geometrischer
Wahrheiten benutzt worden ist. Die frithesten Versuche sind unstreitig
die mechanische Quadratur der Parabel von Archimedes und der schon
in des Pappus mathematischen Sammlungen sich vorfindende, jetzt
unter dem Namen der centrobaryschen oder Guldins Regel bekannte
Satz. ... Von demselben elementaren und rein geometrischen Begriffe
des Schwerpunkts gehen auch die vorliegenden Untersuchungen aus.
Die erste Veranlassung hierzu war die FErwdagung der Fruchtbarkeit
des Satzes, dass jedes System gewichtiger Punkte nur einen Schwer-
punkt hat, und dass daher, in welcher Folge man auch die Punkte nach
und nach in Verbindung bringt, zuletzt doch immer ein und derselbe
Punkt gefunden werden muss. Die einfache Art, womit ich dadurch,
mehrere geometrische Sdtze zu beweisen, mich im Stande sah, bewog
mich, zu noch grisserer Vereinfachung solcher Untersuchungen einen
dafiir passenden Algorithmus auszumitteln. ([M2], str. iii a iv)

Zakladni myslenka Mobiovych barycentrickych soufadnic je nasledujici. Uva-
7zujme pevné dany trojuhelnik. Jako soufadnice libovolného bodu roviny ozna¢me
hmoty mq, mo, mgs, které musime umistit ve vrcholech daného trojihelniku tak,
aby uvazovany bod roviny byl téZistém (barycentrem, v originale Schwerpunkt)
téchto hmot (viz obr. 25, na némz bodu T odpovidaji soufadnice my = mg = mg).
Pokud uvazovany bod lezi na hranici trojihelniku, je jedna ze souradnic nulova,
pokud lezi vné daného trojuhelniku, je alespon jedna ze soutadnic zaporna. Pokud
vSechny tfi hmoty vynasobime stejnou konstantou, jejich tézisté se nezméni.
Barycentrické souradnice bodu proto nejsou urceny jednoznacné, jednoznacné

je urCen pouze jejich pomér my : ms : ms.

24 Viz Feuerbach K. W., Grundrif§ zu analytischen Untersuchungen der dreieckigen Pyramide,
In Commission bei Riegel und Wiesner, Niirnberg, 1827, 48 stran.

25 Viz Bobillier E., Géométrie de situation. Démonstration de quelques théorémes sur les
lignes et surfaces algébriques de tous les ordres, Annales de mathématiques pures et appliquées
18(1827/28), 89-98; Géométrie analytique. Recherche de quelques lieux géométriques, dans
l’espace, Annales de mathématiques pures et appliquées 18(1827/28), 230-248.

26 Guldinovy véty (téz Pappos—Guldinovy véty) jsou pojmenovany po §vycarském mate-
matikovi Paulu H. Guldinovi (1577-1643). Slouzi k vypo&tu povrchu a objemu rota¢nich téles.
Prvni Guldinova véta ¥iké, Zze objem rota¢niho télesa je roven soucinu obsahu rotujiciho utvaru
je povrch rota¢niho télesa roven soucinu obvodu rotujiciho utvaru a délky kruznice, kterou pii
rotaci opisuje tézisté rotujiciho atvaru.
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V tomto soufadném systému maji vSechny ¢leny rovnice néjaké kiivky nebo
plochy stejny stupetl, jsou tzv. homogenni (odtud nazev). Barycentrické soutrad-
nice umoznuji charakterizovat i nekonec¢né vzdéalené body v projektivni roviné
a operovat s imaginarnimi prvky.

Obr. 25: Barycentrické soutadnice

Vytvorenim prvniho vyznamného piikladu homogennich soufadnic vlastné
A. F. Mobius ukéazal cestu, jak prenést Descartuv analyticky pfistup do kon-
textu projektivni geometrie. Mébiova myslenka uziti barycentrickych soutadnic
k popisu bodii projektivni roviny piipoutala okamzité pozornost celé matematickeé
komunity. Homogenni soutfadnice se brzy staly obecné pouzivanym prostiedkem
algebraické projektivni geometrie.

Pliickertuv pristup

A. F. M&bius inspiroval napifklad Julia Pliickera (1801-1868) | ktery v ¢lanku
Uber ein neuves Coordinatensystez roku 1830 poprvé predstavil tzv. trilinedrni
soutadnice. Postupoval v8ak jinak nez A. F. Mobius. Uvazoval tfi rizné piimky
00, 00" a 0’0", z nichz kazdé dvé jsou riznobézné, a za souradnice libovolného
bodu M roviny vzal orientované kolmé vzdalenosti p, ¢, » bodu M od danych
piimek (viz obr. 26, na némz pro soufadnice vnitiniho bodu M ostrotihlého troj-
thelniku OO'O” plati: p > 0, ¢ < 0, r < 0). Tyto soutadnice opét nejsou urceny
jednozna¢né (zavisi na volbé jednotky), jsou ur¢eny aZ na nasobek libovolnou
nenulovou konstantou.

Ve druhém svazku dvoudilné knihy Analytisch-geometrische Entwicklungenf|
zavedl J. Pliicker obecné homogenni soutadnice projektivniho prostoru, jimiz lze

27 Julius Pliicker byl dal§im vyznamnym piedstavitelem algebraické projektivni geometrie.
Studoval na univerzitich v Bonnu a v Pafizi. Roku 1825 v Bonnu obhéjil svou diserta¢ni praci.
V letech 1828 az 1831 piusobil jako mimoiradny profesor matematiky na univerzité v Bonnu,
v letech 1832 az 1834 jako Fadny profesor matematiky na univerzité v Berliné. Od roku 1836
az do své smrti zastaval misto fadného profesora matematiky a fyziky na univerzité v Bonnu.
Ackoliv jeho nejvyznamnéjsi prace spadaji do oblasti matematiky, sdm se povazoval spiSe za
experimentalniho fyzika. Vénoval se krystalomagnetismu a spektrélni teorii. V roce 1859 objevil
katodové paprsky, jez vznikaji ve vybojové trubici za snizeného tlaku.

28 Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 5(1830), 1-36.

2 Viz Pliicker J., Analytisch-geometrische Entwicklungen, Zweiter Band, G. D. Baedeker,
Essen, 1831, 293 stran.
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popsat také pirimky a roviny. Uvazoval specidlni piipad trilinearnich sourad-
nic, ktery odpovida situaci, kdy se jedna strana trojihelniku stane piimkou
v nekone¢nu. Tyto soutadnice (1, o, x3) ziskdme z obvyklych kartézskych soutrad-
nic (x,y) substituci
T )
r=—, y=—.
I3 T3

Rovnice kazdé kiivky je pak homogenni v soutadnicich (x1, s, x3).

O//

O/
Obr. 26: Trilinearni souradnice

Homogenni soufadnice umoznily J. Pliickerovi algebraicky charakterizovat
nekoneéné vzdélené (nevlastni) a imaginarni prvky (pfimka v nekone¢nu ma
v tomto homogennim soufadném systému rovnici 3 = 0) a vedly k zavedeni
piimkovych sourfadnic. Ma-li rovnice piimky tvar uyx; + usxs + usxrs = 0, pied-
stavuje trojice ¢isel (uq, ug, uz) tzv. piimkové soufadnice této piimky. Tuto rovni-
ci miuzeme chéapat jednak jako podminku, za niz proménny bod (z1,xs, z3) lezi
na pevné dané pi¥imce urcené souradnicemi (uq,us,us), jednak jako podminku,
za niz proménna piimka urcena soufadnicemi (uq, ug, u3) prochazi pevné danym
bodem (x1, %9, x3). Ze symetrie vyrazu uyzy + usxs + usxs tak J. Plicker analy-
ticky odvodil platnost principu duality. Pliickerovo jméno nese Sest homogennich
soufadnic p;; = x;y; — z;y; piimky v prostoru, kterd prochéazi body (z;) a (v),
ackoliv je jako prvni zavedl H. G. Grassmann roku 1844 ve své knize Die lineale
Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik.

Na zakladé analytického pristupu v geometrii predstavil J. Pliicker jesté jednu
zcela puvodni myslenku. Roku 1865 (podle nékterych zdrojii v8ak jiz v roce 1829)
poukézal na to, zZe geometrie nemusi byt vystavena pouze na bodu jako zdkladnim
prvku; pfimky, roviny nebo kruznice lze rovnéz uzit jako zakladni prvky néjaké
geometrie. Tato myslenka vedla k prvnim tdvaham o dimenzi geometrie. Tento
pojem byl zaveden jako pocet nezavislych tdaju, kterych je potfeba k popisu
polohy zakladniho prvku uvazované geometrie. Napf. rovina je dvoudimenzional-
ni, pokud uvazujeme za zékladni prvky body nebo piimky, nebot bod v roviné
se zvolenou soustavou soufadnic je urcen dvéma soutradnicemi, dvéma ¢isly, stej-
né jako primka, jejiz polohu v roviné muzeme jednoznac¢né popsat pomoci tseki,
které vytind na obou soufadnych osach. Na druhé strané je vSak rovina trojdimen-
zionalni, pokud za zakladni prvky uvazujeme kruznice, k jejichz jednozna¢nému
popisu polohy jsou tfeba tii iidaje — soutadnice jejiho stfedu a polomeér.
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J. Pliicker pozdéji zobecnil Mébiovu myslenku barycentrickych soufadnic ve
své knize Neue Geometrie des Raumes gegrindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelementff] v niz homogenni soufadnice zavedl jako soufadnice,
které se vztahuji k zakladnimu ¢tyfsténu.

Soucasny pristup

Pro porovnéani uvedme, Ze v dnesni dobé se homogenni soufadnice zavadéji
tak, Ze se v roviné zvoli linearni soustava soutadnic — bod P (pocatek) a dva
. , o s 12 - — . . . .
linearné nezavislé vektory ey, ea. Mimo danou rovinu se zvoli bod S (viz obr. 27).

Obr. 27: Homogenni soufadnice

Kazda piimka prochéazejici bodem S je kromé tohoto bodu jednoznac¢né urcena
” v - — . . , . . .
nenulovym smérovym vektorem z; tento vektor lze zapsat jako linearni kombinaci

. -7 =
vektori P — S, e; a es:

E}:Io(P—S)—FJZlG—}l—FZ‘Qe_;.

Pii hledani prisec¢iku X = [z, y] pfimky s danou rovinou pak feSime rovnici
Ptzei+yes=S+t|vg(P—S)+z e + a0 €5,

neboli
P—S+xe_>1+ye—>2:t:c0(P—S)+t:cle_)1—|—txge_)2.

Protoze vektory P—S5, 6?1 a ez jsou linearné nezavislé, musi byt splnény nasledujici
podminky:
1 =txy, v =1z, y=_1txs.

Je-li zy nenulové, ziskdme jako prisecik vlastni bod X = [i—é, 221, je-li &g rovno
nule, ma uvazovana piimka s danou rovinou spole¢ny nevlastni bod, neboli smér
71 €1 + T e_;. Trojici ¢isel (xg, 21, r9) nazyvame homogenni soufadnice (vlastniho
nebo nevlastniho) bodu projektivni roviny; jsou ur¢eny aZ na nasobek libovolnou
nenulovou konstantou. D& se ukazat, ze Mdbiovy barycentrické soutadnice jsou

jejich specialnim, limitnim pfipadem, kdy vztazny bod S uvazujeme v nekone¢nu.

30Viz Pliicker J., Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement, Erste Abtheilung, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1868,
226 stran, Zweite Abtheilung, Herausgegeben von Felix Klein, Druck und Verlag von B. G. Teub-
ner, Leipzig, 1869, str. 227-378.
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2.4 Geometrické transformace

Cela kniha Der barycentrische Calcul je rozdélena do tii tematickych ¢asti. Prvni
novou metodu barycentrického poc¢tu pro urceni polohy bodi. Déle se zabyva
vyjadfenim piimek, rovin, kiivek (rovinngch i prostorovych) a ploch v téchto
novych soufadnicich a prevodem mezi barycentrickymi a kartézskymi souiadni-
cemi. Druhé ¢ast (8 kapitol, str. 179-368) se vénuje geometrickym transformacim,
tieti ¢ast (5 kapitol, str. 369-454) se tyka kuzelosecek.

V nésledujicich odstavcich se zaméfime na Mdobiiv pristup ke geometrickym
transformacim a pfipomeneme jeho stézejni myslenky. V Barycentrickém poctu
predstavil obecny koncept geometrické transformace, zamértil se na vySetFovani
transformaci zprostiedkujicich prechod od jednoho geometrického ttvaru k druhé-
mu. Geometrickou transformaci, tj. vzajemné jednoznac¢né zobrazeni mezi dvé-
ma objekty prostoru, nazyval terminem Verwandtschaft (pfibuznost)m Zékladni
,geometrické pribuznosti“ byly tehdy vSestranné studovéany, a proto se brzy ob-
jevila otazka jejich klasifikace, jiz se A. F. Mobius ve své knize zabyval.

V predmluvé nejprve popsal, jak v ném velké moznosti barycentrickych soutrad-
nic podnitily zadjem o studium geometrickych piibuznosti. To ho vedlo ke zkou-
méani vztaht mezi dvéma geometrickymi ttvary, a tak ,vznikla druha ¢ast jeho
knihy pojednéavajici o geometrickych pribuznostech jako o nauce, kterd v sobé
by méla byt zpracovana v plné obecnosti a do vSech dusledku®. Poukézal ptritom
na skutec¢nost, ze v dané dobé se pozornost soustiedi pouze na nejjednodussi typy
geometrickych pribuznosti, specidlné na ty, které maji své vyuziti v elementarni
geometrii.

Zugleich aber wurde ich dadurch bewogen, noch mehrere dergleichen
Beziehungen zwischen Figuren auszumitteln, und somit entstand der
zweite Abschnitt meines Buchs, welcher von den geometrischen Ver-
wandtschaften handelt, einer Lehre, welche in dem hier gebrauchten
Sinne die Grundlage der ganzen Geometrie in sich fasst, die aber auch
eine der schwierigsten seyn mdchte, wenn sie in vélliger Allgemein-
heit und erschopfend vorgetragen werden soll. Im Gegenwdrtigen sind
nur die einfachsten Arten der Verwandtschaften betrachtet worden,
diejenigen ndmlich, welche auch in der niedern Geometrie in Anwen-
dung kommen kénnen. (|M2], str. x)

V pfedmluvé téz uvedl nasledujici typy geometrickych pribuznosti: shodnost
(die Gleichheit und Aehnlichkeit) | podobnost (die Aehnlichkeit), afinitu (die
Affinitit) a kolineaci (die Collineation), a vysvétlil jejich vzajemny vztah |

31 Jedna se nejspiSe o némecky pieklad Eulerova oznaceni affinitas.
»shodné a podobné“. Termin ,shodny* (gleich = stejny, rovny) vyjad¥Fujici vztah mezi dvéma
utvary pouzival ve smyslu ,,rovnoplochy*. Viz [M2], str. 213: Zwei Dreiecke pflegt man einander
gleich zu nennen, wenn sie einerlei Flicheninhalt haben.

33 Termin afinita zavedl L. Euler v dile Introductio in analysin infinitorum z roku 1748.
Oznagceni kolineace pouzil A. F. Mobius z podnétu svého piitele, filologa Benjamina Gottholda
Weiskeho (1788-1842).

40



Von diesen Aufgaben schein man bisher bloss diejenigen gekannt zu
haben, welche aus der Gleichheit und Aehnlichkeit, als der einfach-
sten Verwandtschaft, ihren Ursprung ziehen ... Die Aufgaben, zu de-
nen die Aehnlichkeit allein fihrt, sind hiervon nicht wesentlich unter-
schieden. Wohl aber gelangt man zu Aufgaben ganz anderer Art durch
die Affinitdt und durch die Gleichheit, welche letztere eine eben so
specielle Art von der Affinitdt ist, als die Gleichheit und Aehnlichkeit
von der Aehnlichkeit allein. Noch andere Aufqaben endlich bietet die
noch allgemeinere Verwandtschaft der Collineation dar.

(JM2], str. x—xi)

Shodnost a podobnost se podle A. F. M&bia podstatné nelisi; toto tvrzeni odpovida
vlastnostem tzv. hlavni grupy pozdéjsiho Erlangenského programu.@ Obecnéjsi
jsou afinity, které zahrnuji shodnosti a podobnosti jako zvlastni pripady — to
odpovida vztahu mezi afinni a hlavni grupou. Jesté obecnéjsi jsou kolineace. Také
zde A. F. Mobius predjimal, pFirozené bez uziti terminu grupa a bez vyslovného
grupového uvazovani, za¢lenéni afinni geometrie do geometrie projektivni.

Barycentrickyj pocet obsahuje mnoho ptuvodnich vysledkii z oblasti afinni a pro-
jektivni geometrie. Barycentrické soutadnice umoznily A. F. Mobiovi popsat celou
fadu afinnich a projektivnich vlastnosti dvou- a tfidimenzionalnich objekti. Proto
vyznamnou Cast své prace vénoval afinnim a projektivnim transformacim, které
poprvé zapisoval analyticky v barycentrickych soutadnicich[?’] Uvazoval obecné
vSechny spojité transformace roviny, které zachovavaji linearitu, tj. primky zob-
razuji opét na primky. Zvlastni pozornost pak vénoval nékolika specialnim typtm
linearnich transformaci — shodnostem, které navic zachovavaji délky tsecek, po-
dobnostem, které zachovavaji tvary objektu, afinitaAm, které zachovavaji rovnobéz-
nost, a kolineacim, které zachovivaji kolinedrnost bodi.

Shodné ttvary definoval A. F. Mdbius jako takové utvary, u nichz vzajemné
vzdalenosti mezi kazdymi dvéma body jednoho dtvaru a odpovidajicimi body
druhého ttvaru jsou stejné. Vlastni podobnost pak neptesné ptiblizil jako vztah
mezi dvéma 1dtvary, z nichz jeden lze chépat jako ,,opakovani druhého tutvaru ve
vétsim nebo mensim méritku®; presnéji feceno jako zobrazeni, které zachovava
pomér vzdalenosti mezi body jednoho ttvaru a odpovidajicimi body druhého
utvaru.

Wenn in zwei Figuren jedem Punkte der einen Figur ein Punkt der
andern entspricht, dergestalt, dass der gegenseitige Abstand je zweier
Punkte der einen Figur dem gegenseitigen Abstande der entsprechen-
den Punkte in der andern Figur gleich ist, so sind die Figuren einan-
der gleich und dhnlich. ... Weniger einfach und von grosserer Aus-
dehnung ist die blosse Aehnlichkeit. Hier kann man die eine Figur
als eine Wiederholung der andern nach einem gréssern oder kleinern
Mafistabe betrachten, oder bestimmter: Zwei Figuren sind einander
dhnlich, wenn die gegenseitigen Abstinde je zweier Punkte der einen

34 0 Erlangenském programu podrobné pojednévé kapitola 4 této disertacni prace.
35 Projektivni transformace lze vyjadfit jako linearni transformace barycentrickych soufadnic.
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Figur in denselben Verhdiltnissen zu einander stehen, als wie die Ab-
stinde der entsprechenden Punkte in der andern.
(|M2], str. 181, 187)

Kromé shodnosti a podobnosti A. F. Md&bius podrobné vysSetfoval afinitu.
Toto zobrazeni ptiblizil s vyuZitim barycentrickych soufadnic. Jsou-li v roviné
dény t¥i nekolinearni body A, B, C' (die Fundamentalpunkten), 1ze kazdy bod
roviny ABC' vyjadtit jako néjakou jejich linedrni kombinaci aA + bB + cC', kde
a, b, ¢ € R. Necht bodum A, B, C jednoho ttvaru odpovidaji po fadé body A’,
B’, C" druhého utvaru (viz obr. 28). Potom libovolnému bodu D = aA+bB+ cC
odpovida ve stejném zobrazeni bod D’ = aA’ + bB’' + c¢C’, jenz A. F. M&bius
nagel nasledujicim zpisobem: Sestrojil prusecik Z piimek AB a C' D, usecku A’'B’
prodlouzil za bod B" a nasel na jejim prodlouZzeni bod Z’ tak, aby pro délky tusecek
platila rovnost poméru |A'B’| : |B'Z'| = |AB| : |BZ|. Dale sestrojil use¢ku C'Z’
a naSel na ni bod D’ tak, aby platilo |C'D’| : |D'Z'| = |CD| : |DZ|.

Obr. 28: Afinita v Mobiové Barycentrickém poctu
(viz |[BKS|, Fig. 29, str. 178)

Analyticky lze uvazované afinni zobrazeni popsat nasledujicim zptsobem.
Necht A, B, C, P a A", B, C’, P’ jsou dvé ¢tvefice navzajem si odpovidajicich
bodi dvou ttvart; bodu P = pA+ ¢B + rC odpovida bod P’ = pA'+¢B'+r(C’,
kde p, ¢, € R. Zvolime-li soustavu soufadnic tak, ze pfimka C'A bude osou z
a pfimka C'B bude osou y, ma bod P vzhledem k této soustavé soutfadnice

r=—2 04, y=—2 |0B.
ptq+r p+rq+r

Analogicky zvolime u druhého tdtvaru soustavu soufadnic tak, ze osou x bude
piimka C’A" a osou y piimka C’B’. Potom souiadnice bodu P’ vzhledem k takto
zvolené soustavé soufadnic lze vyjadiit ve tvaru

q |C/B/|

CE/ L ‘C/A/‘ I S
ptq+r

— I:
C pHq+r Y

Y
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neboli plati

, oA , B L
SR TeY I Tl TR

V dalsim odstavci odkazal na Eulerovu praci Introductio in analysin infini-
torum pojednéavajici o vySe uvedeném vzajemném vztahu mezi dvéma utvary.
A. F. Mobius prevzal Eulerovo oznaceni afinita, ¢ast textu z jeho knihy dokonce
ocitoval.

Von einer solchen gegenseitigen Beziehung der Figuren hat schon Fu-
ler gehandelt. ... Der von Euler hier aufgestellte Begriff der Affinitas
1t also ganz mit dem vorhin entwickelten einerler, und ich will daher
gleichfalls diese allgemeinere Verwandtschaft Affinitdt, und Figuren,
zunschen denen sie statt findet, affine Figuren nennen.

(|M2], str. 194-195)

V néasledujicim textu své ivahy o afinitach analogicky rozsifil i na trojrozmérné
utvary. Navic mimo jiné ukazal, Ze se pifi afinnich transformacich zachovavaji
poméry orientovanych délek, obsahii i objemni.

Dva geometrické atvary mohou byt navzijem jesté v obecnéjsim vztahu, nez je
afinita. Takové ,,nejobecnéjsi* zobrazeni A. F. M6bius nazval kolineace a definoval
je jako zobrazeni, které kolinearni body zobrazi opét na kolinearni body.

Das Wesen dieser neuen Verwandtschaft besteht also darin, dass bei
zwei ebenen oder kérperlichen Rdaumen, jedem Punktle des einen Raums
ein Punkt in dem andern Raume dergestalt entspricht, dass, wenn man
in dem einen Raume eine beliebige Gerade zieht, von allen Punk-
ten, welche von dieser Geraden getroffen werden (collineantur), die
entsprechenden Punkte in dem andern Raume gleichfalls durch eine
Gerade verbunden werden kénnen. Es ist deshalb diese Verwandtschaft
die Verwandtschaft der Collineation genannt worden. Figuren, zwi-
schen denen sie statt findet, heissen collinear verwandte, oder schlecht-
hin collineare Figuren. (|M2], str. 302)

Dale ukézal, 7e kolineace roviny je jednoznac¢né urcena Ctyfmi body, z nichz
zadné tTi nejsou kolinearni, a jejich predepsanymi obrazy, z nichz opét zadné tii
nejsou kolinearni. Necht bodum A, B, C, D odpovidaji v uvazované kolineaci po
fadé body A’, B’, C', D' (viz obr. 29). Potom kazdému bodu piimky AD odpovida
ur¢ity bod piimky A’D’, kazdy bod primky BC ma svij jednozna¢ny obraz na
piimce B'C’ atd. Proto prusec¢iku pfimek AD a BC, jenz je na obr. 29 oznaden
jako bod E, musi odpovidat prisecik pifimek A’D" a B'C’, tj. bod E’. Analogicky
lze timto postupem ziskat dalsi dvojice odpovidajicich si bodi; s vyuzitim nové
ziskanych dvojic bodu Ize tento proces opakovat do nekonec¢na.

36 Poznamenejme, Ze v originéle je na tomto misté pieklep; soufadnice y' je zapsina ve tvaru
C'B’ .
Yy = % x. Viz [M2], str. 194.
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Obr. 29: Kolineace v Mdbiové Barycentrickém poctu
(viz |BKS|, Fig. 49, str. 267)

A. F. Md&bius dospél jako prvni k ucelené teorii dvojpoméru ¢ty kolinearnich
bodt (v originale das Doppelschnittsverhdltniss (ratio bissectionalis)) a k dikazu
skutec¢nosti, ze dvojpomér je invariantni pii projektivnich transformacichE] Mimo
jiné ukézal, Zze dvojpomér ¢tyt kolinearnich bodu A, B, C', D lze vyjadfiit jako
pomér

sin APB sin BPD
sin APC ~ sinCPD’

kde P je libovolny bod roviny nelezici na uvazované piimce (viz obr. 30).

P

A B ¢ D

Obr. 30: Dvojpomér ¢tyt kolinedrnich bodu

V' Barycentrickém poctu je na konci druhé ¢asti vénované transformacim
v ramci zavéreénych poznamek obsazena nésledujici algebraickd charakteristi-
ka geometrickych p¥ibuznosti (viz tab. 1). Pro kazdou ze ¢tyf zakladnich geome-
trickych piibuznosti (shodnost, podobnost, afinita, kolineace) je v tabulce uveden
presny pocet nezavislych adaji, které je tieba zadat pro soustavu n bodi, aby
bylo mozno urcit jejich obrazy pfi daném zobrazeni; sloupce I, I, III odpovidaji
postupné pripadim, kdy zadané body lezi v jedné piimce, resp. v jedné rovingé,
resp. v jednom prostoru.

37 Viz [M2], Zweiter Abschnitt, Fiinftes Capitel: Die Doppelschnittsverhdltnisse, str. 243-265.
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L IT. I1I.

Gleichheit und Aehnlichkeit | n—1|2n—3 | 3n—6

Aehnlichkeit n—22n—4| 3n—-7
Affinitdt n—2|2n—6|3n—12
Collineation n—3|2n—8 | 3n—15

Tab. 1: Algebraicka charakteristika geometrickych pribuznosti
(upraveno podle [M2], str. 364)

Pokusime se vysvétlit, jak byly ziskany alespon nékteré vysledky z vyse uve-
dené tabulky. Uvazujme soustavu n bodu A, B, C, D, ..., které lezi v jedné
piimce. Pti konstrukci shodné soustavy bodu lezicich na néjaké piimce lze obraz
A’ bodu A zvolit zcela libovolné. Obraz B’ bodu B je pak uréen na zakladé
vzdalenosti bodu A, B; musi platit rovnost |A’B’| = |AB|. Neni pfitom podstat-
né, na kterou stranu od bodu A’ bod B’ na danou piimku umistime. Také dalsi
obraz C’" bodu C' musi vyhovovat rovnosti |A'C'| = |AC]|, jeho poloha je vsak
tentokrat urCena jiz jednozna¢né — umistime jej bud na stejnou, nebo na opac-
nou stranu od bodu A’ jako bod B’, podle toho, zda body B a C' lezi na stejné
polopiimce s poc¢ate¢nim bodem A, ¢i nikoliv. Je tedy zfejmé, Ze po umisténi
obrazu A’ prvniho bodu je pro nalezeni obrazu kazdého ze zbylych n — 1 bodu
zapotiebi znat jeho vzdalenost od bodu A. Ke konstrukci celé soustavy obrazii je
tak tfeba zadat celkem n — 1 udaju.

Pokud body A, B, C, D, ... nejsou kolinearni, ale lezi v jedné roviné, lze
polohu bodu A’ v uvazované roviné opét zvolit libovolné. Bod B’ pak musi lezet
ve vzdalenosti |AB| od bodu A’, tj. je libovolnym bodem kruznice se stfedem
v bodé A" a polomérem |AB|; tuto kruznici oznac¢ime k(A’;|AB|). Bod C” pak
najdeme jako jeden (libovolny) z prasecika kruznic k(A’;|AC|) a k(B';|BCY).
Bod D’ musi byt pruse¢ikem kruznic k(A’;|AD|) a k(B';|BD|) — tentokrat vSak
zvolime ten z obou pruseciki, ktery lezi bud ve stejné, nebo v opacné poloroving
urcené piimkou A’'B’ jako bod C’, podle toho, zda body C' a D lezi ve stejné
poloroviné ur¢ené primkou AB, ¢ nikoliv. Obecné pro soustavu n bodu tedy
plati: Po umisténi obrazu prvniho bodu je k urc¢eni obrazu druhého bodu zapotiebi
jeden udaj (jedna vzdalenost). Nalezeni obrazu kazdého ze zbylych n — 2 bodi
pak vyzaduje znalost dvou tudaji (dvou vzdalenosti), ¢ili celkem je tieba zadat
14+2(n—2) = 2n—3 udaju. Analogicky pro body trojrozmérného prostoru, které
nejsou ani kolinedrni, ani komplanarni, ziskdme 1+ 2 + 3(n — 3) = 3n — 6 udaju
(vzdalenosti) pot¥ebnych pro konstrukei shodné soustavy bodu.

Ke konstrukci podobné soustavy bodi lezicich jak na pfimce, tak v roviné
nebo v prostoru bude zapotiebi vzdy pravé o jeden tidaj méné nez v piipadé
shodnosti, nebot u podobnosti postaci znat pouze poméry jedné z vyse uvedenych
vzdalenosti k ostatnim vzdalenostem.
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Konstrukce afinniho obrazu v pripadé n boda v roviné bude probihat nésle-
dujicim zpusobem. Prvnim tfem bodum A, B, C lze obrazy A’, B’, C' pfedepsat
libovolné. Dalsimu bodu D vsak jiz musime piifadit bod D’ tak, aby zustaly
zachovany poméry obsahti trojihelnikii:

D'B'C': D'C'"A"= DBC : DCA, D'C'A": D'AB' = DCA: DAB.

Tato dvojita podminka musi platit pro kazdy ze zbylych n—3 bodi, proto celkovy
pocet potFebnych udaji je roven 2(n — 3) = 2n — 6. Ostatni udaje z tabulky jiz
ponechame bez komentare.

A. F. Mobius v pozdéjsich letech nékteré zakladni myslenky o geometrickych
transformacich dale rozvedl a rozsitil na dalsi ,p¥ibuznosti“. Jako prvni uvazo-
val obecné projektivni transformace prostoru, které bodum pfitazuji roviny, spec.
kolinearni body zobrazuji do koaxidlnich rovin, tj. do svazku rovin. Takové trans-
formace nazyval korelace — pouzil termin, jenz zavedl L. N. Carnot. V roce 1858 se
obratil k tivahdm o tzv. elementarnich p¥ibuznostech (homeomorfismech), které
jsou jesté obecnéjsi nez kolineace. Tyto tivahy dnes spadaji do oblasti topologie.

V prvni poloviné 19. stoleti se poprvé objevily vyznamnéjsi uvahy tykajici
se vicerozmérné geometrie. A. F. Mobius v této souvislosti v Barycentrickém
poctu poukazal na skute¢nost, ze geometrické objekty, které nelze vzajemné zob-
razit na sebe v trojrozmérném prostoru, nebot jsou svymi zrcadlovymi obrazy,
by mohly byt na sebe zobrazeny ve ¢tyfrozmérném prostoru. Déle vS8ak tuto
mys$lenku zamitl a uvedl, Ze toto zobrazeni neni mozné, nebot takovy prostor
nelze uvazovat.

Zur Coincidenz zweier sich gleichen und ahnlichen Systeme im Raume
von drei Dimensionen: A,B,C,D, ..., und A'",B',C'", D', ..., bei de-
nen aber die Punkte D, E,... und D', E', ... auf ungleichnamigen
Seiten der Ebenen ABC und A'B'C’ liegen, wiirde also, der Analogie
nach zu schliessen, erforderlich seyn, dass man das eine System in
einem Raume von vier Dimensionen eine halbe Umdrehung machen
lassen kdonnte. Da aber ein solcher Raum nicht gedacht werden kann,
so ist auch die Coincidenz in diesem Falle unmaglich.

(|M2], str. 185)

Nové algebraické metody obsazené v Barycentrickém poctu umoznuji obecné
feSeni nékterych fundamentalnich problémii, jako je urcéeni kuzelosecky prochaze-
jici danymi body, resp. dotykajici se danych pfimek. A. F. M&bius nalezl racio-
nalni parametrické reprezentace kuzelosecek, jako jeden z prvnich matematikii
studoval kfivky tfetiho stupné v trojrozmérném prostoru a jejich vlastnosti. Jed-
nim z jeho nejzajimavéjsich numerickych vysledku tykajicich se kuzelosecek je
teorém, podle néhoz pravdépodobnost, Ze pét ndhodné zvolenych bodu projek-
tivni roviny lezi na hyperbole, je nekonecné vétsi nez pravdépodobnost, Ze tyto
body lezi na elipse; pomér urc¢eny tivahami je odmocnina z nekone¢na ku jedné.
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.. weil die Fldche einer sich in das Unendliche erstreckenden Parabel
sich zu der unendlichen Ebene, in welcher sie liegt, wie eine endliche
Grisse zu /oo verhdlt, so kann man immer die Quadratwurzel aus
dem Unendlichen gegen ein Endliches wetten, dass fiinf in einer Ebene
willkihrlich genommene Punkte eher in einer Hyperbel, als in einer
Ellipse liegen. (|M2], str. 383)

A. F. M&biovi se za jeho préaci v oblasti geometrie dostalo uznani dvou velkych
matematikt. Carl Friedrich Gauss oznacil Mobitv novy, jednotici pohled na geo-
pocet umistil na stejnou droven jako svoji teorii kongruenci, jako diferencidlni
pocet a Lagrangeuv variaéni pocet. Také Felix Klein (1849-1925) (spoluvydavatel
Mébiovych sebranych spist) ocenil Mébiav piinos ke klasifikaci geometrie, oznagil
ho za svého piedchiidce.

Wenn auch Moebius noch nicht den modern formulierten Gruppen-
begriff besitzt, so bietet doch der Begriff der ,,Verwandtschaft® ein
Aquivalent; Moebius wird dadurch genau zu einem Vorldufer des ,Er-
langer Programms“. (|K9], Teil I, str. 118)

F. Klein povazoval za vhodné uvést tuto skute¢nost dodateéné i v samotném
Erlangenském programu. V jednom z pozdéjSich vydani pripsal do plivodni verze
z roku 1872 tfi nové poznamky pod ¢arou. Posledni z nich, zafazend na aplny
zaveér textu, odkazuje na Mobiovy geometrické uvahy, jez odpovidaji zakladni
myslence Erlangenského programu.

Im 1ibrigen verweise ich gern noch, indem ich diesen Wiederabdruck
des Erlanger Programms abschliefle, auf die Arbeiten von Moebius
(die ich selbst erst nach ihrem inneren Zusammenhang erfafite, nach-
dem ich bei der von der sdichsischen Gesellschaft der Wissenschaften
in den Jahren 1885—-1887 veranstalteten Gesamtausgabe seiner Werke
mitwirken durfte). Moebius hat den allgemeinen Gruppenbegriff und
auch viele der geometrischen Transformationen, die zu seiner Illustra-
tion im Erlanger Programm herangezogen werden, noch nicht gekannt,
aber er hat, von einem sicheren Gefihl geleitet, seine aufeinander-
folgenden geometrischen Arbeiten genau so eingerichtet, wie es dem
Grundgedanken des Programms entspricht. Schon im Mittelabschnitt
seines Baryzentrischen Kalkuls (1827) ordnet er die ,,geometrischen
Aufgaben® nach den , Verwandtschaften“der, Gleichheit”(Kongruenz),
LAhnlichkeit, ,Affinitat und ,Kollineation*. (|K8|, str. 497)

V prvni poloviné 19. stoleti vSak vétSina puvodnich myslenek Barycentric-
kého poctu, kromé zavedeni barycentrickych soutadnic, zistala bez vétsi odezvy.
S Mobiovymi vysledky se v plném rozsahu seznamilo pouze nékolik Spickovych
matematiki. Michael J. Crowe v této souvislosti napsal:

Mébius’ highly original and well-presented work was well received, with
Cauchy, Jacobi, Dirichlet, Steiner, Pliicker, and Gauss all taking some
interest in it. However his methods never attained widespread use, and
no second edition of the work appeared . .. (|Cw], str. 50)
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PIného uznéni a vSeobecného ptijeti se Mébiovu zZivotnimu dilu v geometrii dosta-
lo az pozdéji. Nedostatek formalniho, zejména algebraického aparatu, kterym byly
teorie grup a teorie invarianti, neumoznil A. F. Mobiovi uskute¢nit zamyslenou
klasifikaci geometrie. K tomu dospél az F. Klein ve svém Erlangenském programu
(1872), o némz bude pojednano v samostatné kapitole.
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3. Cremonovy transformace

Narodni obrozeni Italie (italské Risorgimento) v letech 1848 az 1860 znamenalo
téz obrozeni italské matematiky. Rada matematiki se v této dob zapojila do boji
proti rakouské nadvladé a prispéla k italské nezéavislosti vedouci az ke sjednoceni
Italie po roce 1860. Jednim z aktivnich ucastnikt valky za italskou svobodu byl
Luigi Cremona, matematik, jenz polozil zaklady teorie biracionalnich transfor-
maci projektivniho prostoru. Tyto transformace, jez jsou po ném pojmenovany,
maji velky vyznam v algebraické geometrii.

Od 60. let 19. stoleti se velkd pozornost v matematice soustiedila zejména na
formovat s cilem zjednodusit popis jejich vlastnosti a vzajemnych poloh. K tomu
lze velmi dobfe vyuzit pravé biracionalni transformace, nebot umoznuji zmensit
miru singularity dané kiivky. Cremonovy transformace se vSak brzy z pomoc-
ného nastroje staly samostatnym objektem matematického zkoumani a podnitily
rozvoj nové ucelené oblasti algebraické geometrie. Vénujme se proto nejprve jejich
autorovi.

Cremonovy Zivotni osudy jsou podrobné popsiny v nékolika publikacich/[T]
Ptipomeneme proto jen zakladni Zzivotopisné a bibliografické tdaje, které nam
umozni zafadit jeho prace a vysledky do dobového i odborného kontextu.

3.1 Luigi Cremona

Luigi CremonaP| se narodil 7. prosince 1830 v Pavii (Lombardie, dnesni Itélie)
jako nejstarsi ze ¢tyf déti pravnika Gaudenzia Cremony. Z jeho sourozencu se
dospélého véku dozil pouze bratr Tranquillo Cremona (1837-1878), vyznamny
italsky malit, dalsi bratr a sestra zemfeli v raném mladi. L. Cremona absolvoval
s vybornym prospéchem gymnazium v Pavii, poté ho politické udalosti revoluc-
niho roku 1848 primély dalsi studia pierusit. Jako vasnivy italsky vlastenec se
aktivné zapojil do hnuti za svobodnou Italii. Zuc¢astnil se mimo jiné ozbrojené
obrany Benéatek pied vpadem rakouského vojska, a ackoliv 24. srpna 1849 Italové
rakouskému vojsku podlehli, mohli mésto opustit se cti. L. Cremona se poté vratil
do Pavie a na tamni univerzité vystudoval pozemni stavitelstvi a architekturu.
Z profesori ho nejvice ovlivnil Francesco Brioschi (1824-1897).

V srpnu 1854 se L. Cremona ozenil s Elisou Ferrari, kterd v té dobé ptisobila
jako Teditelka matetské skoly v Génes.ﬂ Spole¢né vychovali tii déti, syna Vittoria
a dcery Elenu a Italu.

! Napt. [Bt], [Lo2]|, [LC] a [Pr], str. 116-143; relevantni informace poskytuje i webova strénka
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history /Biographies/Cremona.html.

2 Celym jménem Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona.

3 L. Cremona se s Elisou Ferrari ,,seznamil“ prostiednictvim dopisi, jez Elisa posilala svému
bratrovi Nicolovi Ferrari, ktery se spole¢né s L. Cremonou zucastnil v letech 1848 az 1849 boje
proti rakouské nadvladeé.
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V této dobé doslo ke zméné vlddy v Piemontu. Nova vlada pod vedenim
Camilla Benso di Cavoura['|iniciovala sjednoceni Itilie, aviak Lombardie zistavala
stale pod nadvladou Rakouska. L. Cremona, ktery proti rakouské okupaci bojoval
se zbrani v ruce, tak nemél Sanci ziskat oficidlni ucitelské misto, a proto ptisobil
jako soukromy ucitel u nékolika rodin v Pavii. Pfitom se vénoval matematickému
badani a v zA¥i 1855 sepsal sviij prvni élanek Sulle tangenti sfero-coniugatef|ktery
ziejmé ovlivnil jeho dalsi piisobeni. Rozhodnutim ze dne 22. listopadu 1855 ziskal
povoleni uéit na pfechodnou dobu fyziku na gymnéziu, kde sam diive studoval.
V kvétnu 1856 sepsal dalsi matematicky ¢lanek Intorno ad un teorema di Abel[]
ktery mu spolu s povésti vyborného ucitele umoznil ziskat dne 17. prosince 1856
misto mimoradného profesora na gymnéaziu v Pavii. O mésic pozdéji, dne 17. ledna
1857, byl jmenovan fadnym profesorem na gymnaziu v Cremoné, kde setrval
necelé tii roky.

Cremonovo pusobeni na obou $kolach vsak nebylo nijak jednoduché. Jeho
pozice na gymnéziu v Pavii byla nejista, na gymnaziu v Cremoné zase ucil mate-
matiku v Sesti ro¢nicich, coz tydné obnaselo celkem 17 hodin. Navic v této dobé
stale chybély kvalitni italsky psané ucebnice, proto L. Cremona pro své zaky ve
volnych chvilich jesté sepisoval pomocné ucebni texty.

Roku 1859 se Italie s pomoci Francie vymanila z rakouského vlivu[] Lom-
bardie byla odstoupena a pripojena k Piemontu. L. Cremona jiz proto nemusel
z politickych dtuvoda zastavat v tstrani. Dne 28. listopadu 1859 nastoupil jako
profesor na Liceo S. Alessandro v Milané, dne 10. ¢ervna 1860 byl na zakladé
kralovského vynosu jmenovin fadnym profesorem vysSsi geometrie na univerzité
v Bologni. Navzdory ¢asové narocné vyuce na gymnaziu L. Cremona jeSté pired
svym jmenovanim univerzitnim profesorem publikoval 18 matematickych praci
vénovanych zejména studiu kiivek pomoci metod projektivni geometrie.

Na univerzité v Bologni setrval az do fijna 1867. Béhem této doby publiko-
val 45 praciﬁ a rozvinul teorii biracionalnich transformaci, pozdéji zndmych jako
tzv. Cremonovy transformace. Jeho nejvyznamnéjsi prace vénované transforma-
cim rovinnych kiivek pochézeji z let 1863 az 1865. Roku 1866 za né ziskal tzv.
Steinerovu cenu (the Steiner Prize)[]

4 Camillo Benso di Cavour (1810-1861), italsky politik, zakladatel italské liberalni strany,
dne 4. listopadu 1852 byl zvolen piedsedou vlddy Piemontu. Stal se historicky prvnim piedse-
dou italské vlady, od 23. bfezna do 7. ¢ervna 1861 zastaval funkci ministra zahrani¢nich véci
a namornictva. Byl autorem nékolika reforem, zalozil politické noviny Il Risorgimento (Turin,
1847). Zemiel necelé t¥i mésice po vyhlaSeni spojeného italského kralovstvi.

®Viz Annali di scienze matematiche e fisiche 6(1855), 382-392.

6Viz Annali di scienze matematiche e fisiche 7(1856), 99-105.

" Italska valka za nezavislost byla ukonéena podepsanim miru ve Villafranca dne 11. Ger-
vence 1859. Spojené italské kralovstvi bylo oficialné vyhlaSeno dne 17. biezna 1861.

8 Dodejme, 7e mezi témito pracemi je mimo jiné 16 ¢lanka vénovanych Fefeni tloh uveiej-
nénych v Casopise Nouvelles Annales, 8 knih pfehledového charakteru a 4 historické ¢lanky
sepsané na podporu vyzkumu v oblasti geometrie.

% Cena byla pojmenovana na pocest vyznamného Svycarského matematika Jacoba Steinera,
(1796-1863), ktery se vénoval zejména syntetické a projektivni geometrii a vétsinu Zivota vyuco-
val na berlinské univerzité. Podle jeho posledni vile méla byt udélovana Berlinskou akademii
véd kazdé dva roky za nové vysledky v oblasti syntetické geometrie. Byla dotovana ¢astkou
24000 némeckych marek, coz v té dobé piedstavovalo ¢astku vyssi nez byl pramérny ro¢ni
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V fijnu 1867 byl L. Cremona na Brioschiho doporuceni novym kralovskym
vynosem povoldn prednaSet vyssi geometrii na Regio Istituto Tecnico Superiore di
Milano (nyni Politecnico di Milano), kde mu byl v listopadu 1872 udélen titul ¥ad-
ného profesora. Toto obdobi je v jeho Zivoté povazovano za vysoce tvirci. Sepsal
fadu pivodnich ¢lanku vénovanych kuzeloseckdm, rovinnym kiivkam, rozvinutel-
nym plochédm, plochdm tfetiho a ¢tvrtého stupné, projektivni geometrii i statice.

Roku 1873 bylo L. Cremonovi nabidnuto misto generalntho tajemnika nové
ustavené italské vlady. Ackoliv si této nabidky jako oddany italsky vlastenec velmi
vazil, odmitl ji, nebot se chtél vénovat matematickému badani. Dne 9. fijna 1873
presidlil do Rima, kde byl kralovskym vynosem jmenovan feditelem a profesorem
nové zalozené skoly Scuola degli ingegneri in Roma. Pokud doufal, Ze odmitnuti
vstupu do politiky mu umozni pokracovat ve védecké praci, brzy shledal, Ze ho
administrativni a ucitelské povinnosti, zejména tizeni nové skoly, plné zaméstna-
vaji a na vlastni praci v matematice mu nezbyva skoro zadny ¢as. Proto souhlasil
s navrhem, jehoz autory byli Enrico Betti (1823-1892) a Ulisse Dini (1845-1918)
a ktery podporil také Eugenio Bertini (1846-1933), aby piesel na stolici vyssi geo-
metrie na univerzitu v Pise. AvSak tehdejsi ministr Skolstvi nechtél pfijit o Cre-
monovu spolupraci béhem jeho ptlisobeni v f{imé, proto se zasadil o to, aby byl
v listopadu 1877 pfijat na stolici vySsi matematiky na univerzité v Rimé.

L. Cremona vsak citil, ze by mél pfeci jen vstoupit do politiky. Dne 16. bfezna
1879 byl zvolen senatorem, a tim jeho matematické badani skoncilo. V nasledu-
jicich letech ptsobil ve funkci ministra Skolstvi, jeho zésluhou byla projektivni
geometrie v bohaté hodinové dotaci zafazena do vyuky na italskych vysokych
skolach matematicko-fyzikalniho a technického zaméfeni. Svou politickou kariéru
zakondil jako viceprezident sendtu. Zemfel na infarkt 10. ¢ervna 1903 v Rimé.

Béhem zivota se mu dostalo nékolika ocenéni, byl ¢lenem tady védeckych
spole¢nosti. V roce 1879 byl jmenovan dopisujicim ¢lenem Kralovské spole¢nosti
v Londyné a roku 1883 c¢lenem Kréalovské spolecnosti v Edinburghu. Dale byl
generalnim tajemnikem kralovské Lombardské akademie véd v Milané, clenem
italské spolecnosti ,,CtyTiceti”, ¢lenem akademii a ucenych spolec¢nosti v Bologni,
Neapoli, Gottingen, Lisabonu, Benatkach i v Praze, mimo jiné od roku 1871
prvnim zahrani¢nim c¢estnym c¢lenem Jednoty ¢eskych mathematiki.

L. Cremona svymi pracemi vyznamné ovlivnil nejen italskou geometrii, byl
jednim ze zakladatelii nové italské matematické Skoly. Mél povést vyborného
prednasejiciho, vychoval nékolik zaku, ktefi se sami pozdéji ispésné vénovali geo-
metrii[7] Je autorem vice nei stovky védeckych praci. Vénoval se zejména projek-

piijem ucitele. Poprvé byla udélena roku 1866, kdy ji ziskal L. Cremona spole¢né s Rudolfem
Sturmem (1841-1919), jenZ se vénoval projektivni reprezentaci kubickych ploch. L. Cremona
tuto cenu obdrzel jesté v roce 1874 jako ocenéni vlastnich geometrickych vysledki. V nékterych
letech cena udélena nebyla, nebot Berlinska akademie neobdrzela zadné vyhovujici prace. Od
roku 1890 byla cena na navrh Leopolda Kroneckera (1823-1891) udélovana jednou za pét let
a bylo rozhodnuto, Ze v piipadé, ze zadna z obdrzenych praci nebude shledana vyhovujici, bude
cena udélena vyznamné préci z oblasti geometrie sepsané béhem poslednich deseti let. Dodejme
jests, ze roku 1900 byl jednim ze tii ocenénych David Hilbert (1862-1943), ktery cenu ziskal za
svou praci Grundlagen der Geometrie z roku 1899.

10 Byli mezi nimi napf. Eugenio Bertini, Giuseppe Veronese (1854-1917) a Giovanni Battista
Guccia (1855-1914).
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tivni a algebraické geometrii, diferencidlnimu a integralnimu poc¢tu. Odvodil mimo
jiné vlastnosti projektivné sdruzenych utvaru, pirepracoval a dokazal fadu tvrzeni
syntetické geometrie. Objevil navic grafické metody feSeni problému statiky, tzv.
grafostatiky. Své prace publikoval zejména v Casopisech Annali di scienze mate-
matiche e fisiche a Annali di matematica pura ed applicata. Druhy z ¢asopisu,
jenz v roce 1859 zalozil F. Brioschi, od roku 1867 pomahal redigovat. Cremonovy
¢lanky se objevily i v matematickych ¢asopisech ve Francii, Némecku a Anglii,
nékteré jeho vyznamné prace byly pfelozeny do dalSich jazyki. Jmenujme jeho
nejvyznamnéjsi geometrické prace: Introduzione ad una teoria geometrica delle
curve pianeﬂ Sulle trasformazioni geometriche delle figure pz’cmeEl vénovana Cre-
monovym transformacim, Preliminari di una teoria geometrica della superﬁcie,El
Elementi di geometria projettivapzl a FElementi di calcolo gmﬁcolﬂ

c{.ﬁfmw

Obr. 31: Luigi Cremona

Podstatna ¢ast Cremonovy pozistalosti zahrnujici mimo jiné jeho pracovni
i osobni korespondenci je ulozena v Mazziniho institutu v Janovém V souvis-
losti se studiem, podrobnou analyzou a tiidénim dochovanych dokumenti byla

' Tipi Gamberini e Parmeggiani, Bologna, 1862, 128 stran; téz viz Memorie dell’Accademia
delle scienze dell’Istituto di Bologna 12(1862), 305-436.

12Viz Memorie dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna 2(1863), 621-630,
5(1865), 3-35. Cast L. té7 viz Annali di matematica pura ed applicata 6(1864), 153-168; nebo
Giornale di matematiche 1(1863), 305-311. Cast IL. téz viz Giornale di matematiche 3(1865),
269280, 363-376.

13 Tipi Gamberini e Parmeggiani, Bologna, 1866, 99 stran; té% viz Memorie dell’Accademia
delle scienze dell’Istituto di Bologna 6(1867), 91-136, 7(1867), 29-78.

14 G. B. Paravia e comp., Torino, 1873, 184 stran.

15 Stamperia reale di G. B. Paravia e c., Torino, 1874, 77 stran.

16 Istituto Mazziniano di Genova, fond Legato Itala Cremona Cozzolino. Otcovu poziistalost
janovskému institutu darovala Cremonova dcera Itala Cremona Cozzolino. Vice viz Brigaglia A.,
Di Sieno S., The Luigi Cremona Archive of the Mazzini Institute of Genoa, Historia Mathe-
matica 38(2011), 96-110; zékladni informace viz [Be3], str. 63—64.
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v rAmci vyzkumného projektu zprovoznéna webova stranka’| obsahujici soupis
stézejnich prispévki o Cremonové zivoté a dile, véetné odkazi na elektronické
verze nékterych jeho praci.

3.2 Cremonovy (biracionalni) transformace

Ve 2. poloviné 19. stoleti ve svété vrcholilo studium geometrickych transforma-
ci, zdjem matematiki se v této dobé obratil k transformacim vyssich stupni,
specialné se duraz kladl na tzv. biracionalni transformace.

Biraciondlni transformaci pro dvé nehomogenni soufadnice rozumime trans-
formaci ve tvaru

/ /
' =¢(x,y), y=1v(y),
kde ¢ a 1 jsou raciondlni funkce proménnych z a y, které lze vyjadrit racional-
nimi funkcemi proménnych z” a yy'. V homogennich soutadnicich xg, z; a xs maji
biracionalni transformace tvar

x; = F (20,71, 72), pro i =0,1,2;

k nim inverzni transformace jsou pak tvaru
r; = G (xf, 2, x5), pro i=0,1,2,
kde F; a G; jsou homogenni polynomy n-tého stupné v ptislusnych proménny’ch.@

Cremonovou transformaci rozumime kazdou biracionalni transformaci projek-
tivniho prostoru nad télesem K. Cremonovy transformace daného prostoru tvoii
grupu, kterou nazyvame Cremonovou grupou. Z pohledu Kleinova Erlangenského
programu’| mizeme algebraickou geometrii jednoduge charakterizovat jako teorii
invariantt algebraickych kiivek p#i biracionalnich transformacich.

Nejjednodussim netrivialnim piikladem Cremonovy transformace je kruhova
inverze v roving, kterd bodu X pfifazuje bod X' na piimce SX podle vztahu
|SX |- |SX'| = 1% kde S je stied a r je polomér zadané kruznice. Pokud zvolime
pocatek soustavy soufadnic ve stfedu S dané kruznice a ozna¢ime-li X = [z, y]
a X' = [2/,y/], ziskdime analytické vyjadieni kruhové inverze ve tvaru

/ TQ:L' /
r = ——— 3 y =
22 + y?

r?y
x? + 32
P¥i kruhové inverzi se zobecnéné kruznice (pfimky nebo kruznice) zobrazi opét na

zobecnéné kruznice. Kruhova inverze byla prvni netrividlni geometrickou trans-
formaci, kterd byla v souvislosti s biracionalnimi transformacemi studovana.

17 Viz http://www.luigi-cremona.it /.

18 Termin biraciondlni transformace se nékdy pouZivi i v obecnéjsim smyslu, a to v piipadé,
kdy transformace bodi néjaké kfivky na jinou kfivku je sice biracionélni, ale neni biracionalni
v celé roviné. Napi. transformace 2’ = 2, 4’ = y neni sice vzajemné jednozna¢né v celé roving,
ale libovolnou kfivku napravo od osy y zobrazuje na jinou kiivku vzajemné jednoznacné.

190 Erlangenském programu je podrobné pojednino v kapitole 4 této disertacni prace.
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Jinym piikladem Cremonovych transformaci jsou tzv. kvadratické biraciondlni
transformace roviny, které lze v nehomogennich soutadnicich z, y vyjadrit jako
linearni lomenéa zobrazeni dana predpisem

,_a1x+b1y+cl ,_a3x+b3y+C3

xr = , .
a2T + bzy + 4 asxr + b4y +cq

Z nich je specialni pozornost vénovana tzv. standardni kvadratické transformaci,
kterou lze zapsat ve tvaru

nebo v homogennich soutadnicich

/ / /
Ty = T122, X1 = T2, Lo = Tod1q-

Jak kruhova inverze, tak kvadratické biraciondlni transformace roviny jsou
transformacemi 2. stupné.@ L. Cremona se ve své praci Sulle trasformazioni geo-
metriche delle figure piand?Y|z let 1863 a 1865 zabyval problematikou konstrukce
obecné geometrické transformace libovolného stupné, tj. fesil otazku, jak sestrojit
transformaci, kterd piimky zobrazi obecné na kfivky libovolného stupné. Pii té
prilezitosti odvodil zakladni rovnice, které musi spliiovat pocty bodu spolec¢nych
vSem takovym kiivkam.

In questo breve scritlo mi propongo di mostrare direltamente la possibilith di tra-
sformazioni geometriche di figure piane, nelle quali le relte abbiano per corrispondenti
delle curve di un dato ordine qualsivoglia. Stabilisco dapprima due equazioni che de-
vono aver luogo fra i numeri de’ punti semplici e multipli comuni a tutle le curve che
corrispondono a reile. Poi dimosiro come, per mezzo di raggi appoggiati a due linee
direttrici, si possano projetlare i punti di un piano sopra un secondo piano, e cosl
trasformare una figura dala in quello, in un‘altra figura situata in questo.

Obr. 32: L. Cremona — Sulle trasformazioni geometriche delle figure pianeEZI

Uvazujme dva geometrické utvary, jeden v roviné P, druhy v roviné P’, a mezi
nimi vzajemné jednoznac¢nou transformaci, tj. transformaci, které kazdému bodu
utvaru P piifadi pravé jeden bod atvaru P’ a naopak. Zajimé nas, jaké kiivky
jednoho dtvaru odpovidaji pii takovéto transformaci primkém druhého atvaru.

Ozna¢me pismenem n stupen kiivky, kterd v tatvaru P’ odpovida libovolné
primce utvaru P. Kazda pfimka dtvaru P je jednoznacné uréena dvéma body,
proto je kiivka n-tého stupné, kterd je jejim obrazem v uvazované transformaci,

20 Stupném transformace rozumime stupeii kiivky, na niz se pii dané transformaci zobrazi
obecné pfimka.

21Viz Memorie dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna 2(1863), 621-630,
5(1865), 3-35. Cast L. té7 viz Annali di matematica pura ed applicata 6(1864), 153-168; nebo
Giornale di matematiche 1(1863), 305-311. Cast IL. téz viz Giornale di matematiche 3(1865),
269-280, 363-376.

22 Uryvek viz Giornale di matematiche 1(1863), str. 305.
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jednozna¢né urcena obrazy téchto dvou bodu. Kfivky ttvaru P’ odpovidajici
piimkam utvaru P tedy tvoii geometrickou sit n-tého stupné (libovolnymi dvéma
body utvaru P’ prochazi jedina kiivka).

(n+3)

Kiivka n-tého stupné je obecné urc¢ena -~ 5 nezavislymi podminkami. Kiivky

utvaru P’ prislusejici pfimkam atvaru P tedy musi spliiovat "(n;s) -2 = (”_1)2("+4)
spole¢nych podminek. Dvé piimky ttvaru P maji spolecny pravé jeden bod
(v ptipadé rovnobéznych piimek uvazujeme nevlastni bod), jeho obraz tak bude
prusec¢ikem jim odpovidajicich kiivek n-tého stupné. Dvé kiivky n-tého stup-
n¢ vak maji obecné spole¢nych n? bodu (véetnd nasobnosti), z ¢ehoz plyne, ze
zbyvajicich n? — 1 priisecikti téchto kiivek musi byt spole¢nych viem kiivkam
uvazované sité.

Ozna¢me symbolem x, pocet r-nasobnych boda spoleénych vSem kiivkam
uvazované sité. Protoze r-nasobny, dvéma kiivkam spoleény bod zastupuje 72
jednoduchych prusecikii, musi platit

I’1+4l’2+9$3—|—161‘4+...+(n—1)2l’n_1:712—1. (1)

Body spolec¢né vsem kiivkam sité, jejichz pocet je x1 + 29 + 23+ ... + 2,1, tak
predstavuji vysSe uvedenych w spole¢nych podminek. Pritom r-nasobny
bod mé pii ur¢ovani algebraickych kiivek hodnost @ jednoduchych podminek.
Musi proto platit

n(n —1) (n—1)(n+4)

CL’1+3SL’2+6$3+...+TITL,1: 5 . (2)

L. Cremona v této souvislosti poznamenal, Ze stejné podminky (1) a (2) pro poé¢ty
r-nasobnych bodi spoleénych vSem kiivkdm sité ziskdme, kdyZz misto primek
v utvaru P budeme uvazovat obecné kiivky libovolného stupné.

Tim je dokazano, ze kiivky piislusejici pfimkam jednoho tGtvaru pii Cremonové
transformaci, které tvori tzv. homaloidni sit transformace, musi mit spole¢ny jisty
pocet (jednoduchych i vicenasobnych) bodu, které nazyvame fundamentdlnimi
body uvazované transformace. Pocet fundamentalnich bodu pfitom musi vyhovo-
vat rovnicim (1) a (2). Tyto rovnice maji obecné vice FeSeni — pocet feSeni je
tim vétsi, ¢im vetsi je ¢islo n. Kazdé feSeni rovnic (1) a (2) pak urcuje zvlastni
transformaci.

Odectenim rovnic (1) a (2) ziskdme rovnici

(n—1)(n—2) (n—1)(n—2)
132+3l’3+...+ 5 Tn—1 — 5 s (3)

ze které vyplyvéa, ze musi byt x,_1 = 0 nebo z,_; = 1. V piipadé, ze z, 1 = 1,
z rovnic dale plyne, ze 1o =23 =... =2, o =0a xy =2n — 2.
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Vidime tak, Ze mezi vSemi transformacemi odpovidajicimi dané hodnoté n je
obsazena jedna, kterou bychom mohli nazvat ,nejjednodussi. P#i ni maji kiivky
n-tého stupné odpovidajici pfimkam spole¢ny pouze jeden (n — 1)-nasobny bod
a dale 2n — 2 jednoduchych bodii. Tato transformace se nazyva de Jonguiéresova
transformaces] Obecné ji lze vyjadiit ve tvaru

vy g @y QW
T Ry S

kde P(z), Q(x), R(z), S(x) jsou polynomy neurcité = nad télesem K.
Pro ilustraci uvedme nékolik piikladi.

Pro n = 2 prechazeji rovnice (1) a (2) v jedinou rovnici z; = 3. Pfimkam
atvaru P tedy v atvaru P’ odpovidaji kiivky 2. stupné (kuzelosecky), které ve-
smés prochazeji tfemi pevnymi body (jsou opsany pevnému trojihelniku). Tato
transformace se nazyva transformace konickad.

Pro n = 3 plynou z rovnic (1) a (2) rovnosti z; = 4, x5 = 1. Pfimkam dtvaru P
tedy v atvaru P’ odpovidaji kiivky 3. stupné majici spolec¢ny jeden dvojnasobny
pevny bod a ¢tyfi pevné jednoduché body.

Pro n = 4 maji rovnice (1) a (2) tvar z; +4x2+ 923 = 15, 11+ 322 + 623 = 12.
Tyto rovnice maji dvé feSeni: x1 =3, 20 =3, x3=0a 21 =6, 15 =0, 3 = 1.

Cremonovu transformaci l1ze ziskat rovnéz sloZzenim libovolné posloupnosti ko-
lineaci (tj. linearnich transformaci) a standardnich kvadratickych transformaci.
Obecné kvadratické transformace maji pfitom v teorii Cremonovych transforma-
ci fundamentalni vyznam. Podle tzv. Noetherova faktorizacniho teorému@ totiz
plati:

Je-li téleso K algebraicky uzaviené, lze kaZdou Cremonovu transfor-
mact projektioni roviny nad télesem K sloZit z konecné posloupnosti
kvadratickiyjch transformact.

Noethertv dﬁkazF_g] je zalozen na skutecCnosti, ze kazdy svazek racionalnich kiivek
n-tého stupné lze pomoci kvadratické transformace prevést na svazek racionalnich
kiivek nizstho stupné. Kone¢nou posloupnosti kvadratickych transformaci lze tedy
kazdy svazek racionalnich kiivek pfevést na svazek primek.

23 Ernest de Jonquiéres (1820-1901), francouzsky namoini distojnik, jenz se vénoval geo-
metrii.

24 Max Noether (1844-1921), némecky matematik, jeden ze zakladateli algebraické geometrie.
Uryvky z nékolika némecky psanych dopist, jez M. Noether roku 1871 zaslal L. Cremonovi, jsou
v anglickém piekladu otistény v ¢lanku Menghini M., Notes on the Correspondence between
Luigi Cremona and Maxz Noether, Historia Mathematica 13(1986), 341-351. M. Noether se
v nich na L. Cremonu nejcast&ji obracel s dotazy na piesné dikkazy nékterych Cremonovych
tvrzeni; v nékolika piipadech namital, Ze Cremonovy dikazy nejsou piesvédéivé a postacujici, ze
vyuzivaji pouze nepiimou metodu dedukce. Originaly dopisu jsou uloZeny v Istituto Matematico
,» Guido Castelnuovo® Universita di Roma. Vice viz Israel G., Nurzia L., Correspondence and
manuscripts recovered at the Istituto Matematico ,G. Castelnuovo® of the University of Rome,
Historia Mathematica 10(1983), 93-97.

25Viz Noether M., Ueber Flichen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen, Mathema-
tische Annalen 3(1870), 161-227; Noether M., Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransforma-
tionen, Mathematische Annalen 5(1872), 635-639.
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Nezavisle na M. Noetherovi faktoriza¢ni teorém objevili i William K. Clifford
(1845-1879) a Jacob Rosanesf| jenz navic dokézal, ze kazd4 vzdjemné jedno-
znaéné algebraickd transformace roviny musi byt Cremonovou transformaci |

V roce 1901 italsky matematik Corrado Segre (1863-1924) ve svém ¢lanku
upozornil na nedostatky v dukazu Noetherova faktoriza¢niho teorému{f_g] Ital-
sky matematik Guido Castelnuovo (1865-1952) publikoval jesté téhoZ roku novy
ditkaz tohoto teorému, v némz nejprve obecnou rovinnou Cremonovu transforma-
ci rozlozil do de Jonquiéresovych transformaci a tyto transformace dale rozlozil do
kvadratickych transformaci] Ve své dobé byl tento postup povazovan za prvni
korektni a kompletni dikaz Noetherova faktoriza¢ntho teorému.

Roku 1916 americky matematik James W. Alexander (1888-1971) proti vyse
uvedenému ditkazu G. Castelnuova protestoval a predlozil vlastni dikaz vyuziva-
jici pifmo kvadratické transformace Y| Nazory na oba diikazy se mezi matematiky
ruzni. Néktefi autori Castelnuoviuv diikaz plné uznavaji a Alexanderovy namitky
pri¢itaji jeho chybnému pochopeni chovani systémi kiivek a mnozin nekonecné
blizkych bodii.

V roce 1939 publikoval novy ditkaz Noetherova faktoriza¢niho teorému némecky
matematik Heinrich W. E. Jung (1876-1953). Ve svém ¢lanku Zusammensetzung
von Cremonatransformationen der Ebene aus quadratischen Transformationenf]
dokazal tvrzeni, ze kazdou Cremonovu transformaci roviny 1ze slozit z kone¢ného
poctu tzv. zdménnych a fundamentalnich transformaci. Zaménnou transformaci
(v origindle die Vertauschungstransformation) rozumél transformaci

o=y, y =u,
kterd navzajem zaméni obé proménné. Fundamentalni transformace (v originale
die Fundamentaltransformation) jednu proménnou zachovava, jeji obecné analy-
tické vyjadieni mé tvar

o= y,:ao+a1m+a2y+a3xy :ﬁ
7 bo+ b1z 4+ boy + bszy  foo

kde a;, b; jsou konstanty, polynomy fy, fo jsou nesoudélné a podil Jf—" neni kon-
oo
stantni, ani nezavisi jenom na proménné z.

26 Jacob Rosanes (1842-1922), némecky matematik, vénoval se algebraické geometrii a teorii
invariantii; byl také sachovym mistrem.

2TViz Rosanes J., Ueber diejenigen rationalen Substitutionen, welche eine rationale
Umkehrung zulassen, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 73(1871), 97-110.

28Viz Segre C., Un’osservazione relativa alla riducibilita delle trasformazioni Cremoniane
e dei sistemi lineari di curve piane per mezzo di trasformazioni quadratiche, Atti della reale
Accademia delle scienze di Torino 36(1901), 645-651.

29Viz Castelnuovo G., Le trasformazioni generatrici del gruppo cremoniano nel piano, Atti
della Reale Accademia delle scienze di Torino 36(1901), 861-874.

30Viz Alexander J. W., On the factorization of Cremona plane transformations, Transactions
of the American Mathematical Society 17(1916), 295-300.

31 Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 180(1939), 97-109.
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V teorii Cremonovych transformaci lze rovnéz dokazat, ze libovolny biregu-
larni automorfismus afinniho prostoru nad télesem K lze rozsitit na Cremonovu
transformaci. Grupa vSech automorfismi afinntho prostoru je totiz podgrupou
Cremonovy grupy. Grupa vSech automorfismi afinni roviny nad télesem K je
generovana podgrupou afinnich transformaci a podgrupou transformaci tvaru

¥ =ar+0b, Y =cy+Q),

kde a, b, ¢ € K, pritom a, ¢ # 0, a Q(x) je polynom neur¢ité z nad télesem K.
Struktura grupy vSech automorfismu afinniho prostoru dimenze n nad télesem K
neni pro n > 3 obecné dosud znama.

Cremonovy transformace obecné nezachovavaji stupei’?| ani t¥iduf| algebraic-
kych k¥ivek, aviak zachovavaji jejich rodP¥ Vyuzivaji se proto k redukei singularit
rovinnych algebraickych ktivek.

Zévérem pripojme alespon nékolik slov o Cremonovych transformacich vice-
dimenzionalnich prostori, které jsou slozitéjsi nez transformace roviny. Hlavnim
divodem je skutecnost, ze zatimco Cremonova transformace roviny je stejného
stupné jako jeji inverze, v prostoru jiz Cremonova transformace a jeji inverze
nemusi byt nutné stejného stupné. L. Cremona ve své praci uvedl jako pfi-
klad kvadratickou transformaci, jejiz inverzi je transformace kubicka. Nejvyznam-
néjsim obecnym vysledkem tykajicim se Cremonovych transformaci v trojrozmér-

ném prostoru je tzv. Hudsonové faktorizacni teorém{]

V trojrozmérném prostoru neexistuje konecnd mnozina typu Cremono-
vych transformaci, z nichZ by bylo mozno sloZit libovolnou Cremonovu
transformaci tohoto prostoru.

Ve vicedimenzionalnich prostorech tedy obdoba Noetherova faktoriza¢niho teoré-
mu neplati.

3.3 Cremonuv vliv ve svété

Luigi Cremona svymi pracemi vyznamné piispél k dalSimu rozvoji algebraické
geometrie. Jako prvni obecné vyfteSil problematiku existence vzajemné jedno-
znacného zobrazeni mezi dvéma rovinami. Ve svém pojednani Sulle trasformazionsi
geometriche delle figure piane odkézal na dva ¢lanky, jez pred nim sepsali némecky

32 Stupném algebraické kiivky rozumime maximalni mozny pocet priseciki této kiivky
s obecnou pfimkou.

33 T¥idou algebraické kiivky rozumime maximélni mozny podet tecen této kiivky jdoucich
jednim bodem.

34 Rodem rovinné algebraické kiivky n-tého stupné rozumime &slo p nabyvajici hodnot
pE {O, 1,2,..., %} Toto ¢islo zavisi na poétu a druhu singularit; pro dany stupei n
odpovidd maximalni mozna hodnota rodu p regularni kiivce, tj. kiivce bez jakychkoliv singu-
larit.

35 Hilda Phoebe Hudson (1881-1965), anglickd matematicka, vénovala se teorii Cremonovych
transformaci. Viz Hudson H. P., Cremona Transformations in Plane and Space, Cambridge
University Press, Cambridge, 1927, 454 stran.
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matematik Ludwig I. Magnus (1790-1861) a italsky astronom Giovanni V. Schia-
parelli (1835-1910). Oba studovali analyticka vyjadfeni takové geometrické trans-
formace, pfi niz libovolnému bodu jednoho rovinného utvaru odpovida jediny bod
jiného rovinného ttvaru a naopak.

L. I. Magnus ve svém ¢lanku Nowuwelle méthode pour découvrir des théoremes
de géométrid’| jako prvni analyticky zkoumal obecné kvadratické Cremonovy
transformace a odvodil jejich zakladni vlastnosti.

G. V. Schiaparelli ve své praci Sulla trasformazione geometrica delle figure ed
i particolare sulla trasformazione iperbolicaE] pojal problematiku transformaci
obecnégji. Uvazoval transformaci mezi dvéma rovinami (z,y) a (n,v) definovanou
pomoci funkei f(z,y,n,v) =0 a g(z,y,n,v) = 0, kterd bodu (x,y) jedné roviny
prifazuje jeden, dva nebo dokonce nekone¢né mnoho bodu (n,v) druhé roviny,
a to v zavislosti na pouzitych funkcich f, g. Dale vSak zkoumal pouze ptipady,
kdy kazdému bodu (z,y) jedné roviny odpovida opét pouze jeden bod (n,v)
druhé roviny a naopak. Takovou transformaci nazval transformaci prvntho tadu
(trasformazione di primo ordine) a rozsifil ji i do trojrozmérného prostoru. Pro
obecnou transformaci prvniho fadu pak uvazoval tii kvadratické funkce popisujici
tfi kuzelosecky, které prochézeji tfemi pevné zvolenymi body. Timto zptisobem
dospél ke kvadratické Cremonové transformaci.

L. Cremona déle poukazal na chybnou tvahu svych ptedchiidci, ktefi pra-
covali s predpokladem, ze kvadratickd transformace je nejobecnéjsi biracionalni
transformaci mezi dvéma rovinami.@ Uvedl na pravou miru, ze slozenim dvou
nebo vice kvadratickych transformaci ziskdAme obecné transformaci vyssiho fadu.

Cremonova autorita a svétové uznani p¥ispély k tomu, Ze se biracionalni trans-
formace preménily z pomocného nastroje v samostatny objekt matematického
zkoumdani. Koncem 19. a na pocatku 20. stoleti bylo prednimi matematiky se-
psano nékolik praci, které teorii Cremonovych transformaci shrnuly nebo i déle
rozvijely.

Arthur Cayley podal roku 1870 piehled teorie Cremonovych transformaci ve
svém pojednéni On the rational transformation between two spaces.@ Je v ném
bez dikazu uvedena i véta, kterou nezavisle na zakladé indukce odvodil William
K. Clifford. Tyka se rozkladu Cremonovy transformace na transformace kvadra-
tické a je na nf zalozen algoritmus umoznujici schematické znazornéni vSech Cre-
monovych transformaci.

Alfred Clebsch (1833-1872) ve svém ¢lanku Zur Theorie der Cremona’schen
Tmnsformationen@ dokazal, 7ze piimé transformaci i transformaci k ni inverzni
odpovida stejny pocet rovnocennych fundamentalnich bodii, muze se zménit pouze
jejich poradi. Dukaz této véty L. Cremona ve své praci pouze naznacil.

36 Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 8(1832), 51-63.

37 Stamperia reale, Torino, 1862, 95 stran. Téz viz Memorie della reale Accademia delle scienze
di Torino 21(1864), 227-319.

38 L. Cremona tuto domnénku sam rovnéz difve zastaval, a to v letech 1861 az 1862.

39 Viz Proceedings of the London Mathematical Society 3(1870), 127-180.

10 Viz Mathematische Annalen 4(1871), 490-496.
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Rudolf Sturm (1841-1919) v ¢lanku Beispiele zu den Cremona’schen ebenen
Transformationen['|uvedl nékolik p¥ikladi rovinnych Cremonovych transformac,
u nichz jsou obé homaloidni sité rozdilné. Dospél k nim na zakladé vyuziti jiného
vzajemné jednoznacného zobrazeni kubické plochy na rovinu.

Problematika Cremonovych transformaci ziistavala v centru zajmu nékterych
matematikii i na poc¢atku 20. stoleti[”]

3.4 Cremontv vliv v ¢eskych zemich

Pro vyvoj ¢eské matematiky 2. poloviny 19. stoleti je charakteristicky zesileny za-
jem o geometrickou problematiku, nékdy hovoiime o tzv. ceské geometrické skole.
Tato skola piisobila témér sto let, jeji vliv doznival jesté po 2. svétové valce. Po-
zornost matematik byla zpocatku vénovana piredevsim deskriptivni geometrii,
pozdéji byly zkoumény otézky projektivni a konstruktivni syntetické geometrie,
v zavéru se pozornost této matematické skoly obratila k feSeni geometrickych
problémii s vyuzitim analytickych a algebraickych metod. Ceska geometricka
gkola byla na rozdil od zahrani¢nich védeckych kol specificka tim, Ze nebyla
organizacné ani védecky vedena zadnou vyraznou matematickou osobnosti, ktera
by urcovala jeji védecky program, a nebyla ani vazdna pouze na jedno védecké
pracovisté. Tematika praci sepsanych touto matematickou skupinou se pritom
vyrazné odliSuje od tematiky praci ¢eskych matematiki 1. poloviny 19. stoleti.

Koncem 60. let 19. stoleti zacalo v ¢eskych zemich dochazet k narustu poctu
védeckych publikaci z oblasti geometrie. Podstatné rozsireni publika¢nich moznos-
ti v této dobé predstavoval éasopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, ktery byl
zalozen roku 1872. Od poloviny 19. stoleti zde navic existovala moznost publiko-
vat odborné matematické vysledky ve vyrocnich zpravach stiednich skol. ZvySeni
produkce matematickych praci v ¢eskych zemich lze sledovat i v Pojedndnich
Krdlovské ceské spolecnosti nauk [Abhandlungen der Koniglichen Bohmischen
Gesellschaft der Wissenschaften| zalozenych roku 1775/

Problematikou biracionalnich transformaci se v ¢eskych zemich zabyvalo néko-
lik matematikia. Velké zasluhy na tom mé zejména Emil Weyr.

41 Viz Mathematische Annalen 26(1886), 304-308.

42Viz napf. Jung H. W. E., Uber die Cremonasche Transformation der Ebene, Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik 138(1910), 255-318.

43V 19. stoleti dochézelo ke vzniku védeckych geometrickych kol po celé Evropé. Ve Francii
se jiz. koncem 18. stoleti utvorila geometrické skola vychézejici z praci Gasparda Monge a pozdéji
Jeana Victora Ponceleta, od 40. let 19. stoleti zde ptusobila védecka skola rozvijejici geometrické
dilo Michela Chaslese. V Némecku vznikly po roce 1820 soucasné dvé vyznamné geometrické
skoly, a to syntetickd projektivni §kola vychazejici z praci Jacoba Steinera a Christiana von
Staudta (1798-1867) a analyticko-algebraickd skola rozvijejici ideje Julia Pliickera. Italskou
skolu algebraické geometrie od 60. let 19. stoleti kromé& L. Cremony reprezentovali Francesco
Brioschi, Eugenio Beltrami (1835-1900) a Enrico Betti.

44 Pocet publikovanych matematickych praci rostl od konce 60. let 19. stoleti az do konce sto-
leti celkem linearné. Zatimco v pifedchozim obdobi byly publikoviny ro¢né pramérné pouze
dvé matematické prace, bylo v letech 1870 az 1890 publikovdno ro¢né primérné vice nez
11 praci. Geometrické prace pfitom v tomto obdobi tvofily téméf 60 procent vSech publiko-
vanych matematickych praci. Viz Folta J., Ceskd geometrickd skola — Historickd analijza, Studie
Ceskoslovenské akademie véd 9, Academia, Praha, 1982.
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Emil Weyr

Emil Weyr (1848-1894), vyznamny ¢esky matematik 2. poloviny 19. stoleti, se
geometrii zacal zabyvat kolem roku 1868, kdy jesté béhem studia zacal pracovat
jako asistent profesora J. H. K. Durége (1821-1893) na prazské polytechnice.
V roce 1869 ziskal doktorat filozofie v Lipsku, roku 1870 byl jmenovan soukromym
docentem novéjsi geometrie na prazské univerzité. O rok pozdéji ziskal misto
mimorddného profesora matematiky na c¢eské polytechnice v Praze. Roku 1875
byl povolan jako fadny profesor na videiiskou univerzitu, aby tam pienesl a rozsitil
novou geometrii Uspésné rozvijenou prave v Praze.ﬁ

7
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Obr. 33: Emil Weyr

Emil Weyr se zpoc¢atku zajimal o jedno-vicezna¢né geometrické transforma-
ce, k nimz dospél rozsifenim principu korespondence naznac¢eného v Chaslesové
Apercu hz‘storz’que@ z roku 1837. V obsahlych, némecky psanych monograﬁichﬂ
ukézal, ze vedle bijektivniho vztahu vyjadiujictho jedno-jednoznac¢nou projektivni
transformaci existuji mezi dvéma ttvary také zobrazeni, kterd danému prvku jed-
noho utvaru pfirazuji vice prvka dtvaru druhého a naopak. Navic poukazal na
skutec¢nost, ze zobrazeni jedno-dvojznac¢né jsou v tzké souvislosti s teorii kiivek
3. stupné s jednim dvojnym bodem, resp. tieti tfidy s jednou dvojnou te¢nou
a s teorii piimkovych ploch 3. stupné. Ve svych pracich se Emil Weyr snazil ome-
zovat pouziti analytické geometrie a v co nejvétsi mife, pokud to bylo mozné,
pouzivat ryze syntetické metody.

45 O Emilu Weyrovi viz Panek A., O Zivoté a pusobeni Dr. Emila Weyra, éasopis pro péstovani
mathematiky a fysiky 24(1895), 161-224; Becvar J., Sto let od smrti Emila Weyra, Pokroky
matematiky, fysiky a astronomie 39(1994), 102-107.

46Viz Chasles M., Apercu historique sur l'origine et le développement des méthodes en
géométrie, particulierement de celles qui se rapportent a la géométrie moderne, suivi d’un
Mémoire de géométrie sur deux principes générauz de la science, la dualité et ’homographie,
M. Hayez, imprimeur de I’Académie Royale, Bruxelles, 1837, 851 stran.

4TWeyr E., Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde und der algebraischen
Curven und Flichen als deren Erzeugnisse, Teubner, Leipzig, 1869, 156 stran; Weyr E., Geo-
metrie der rdumlichen Erzeugnisse ein-zwei—deutiger Gebilde, insbesondere der Regelfiichen
dritter Ordnung, Teubner, Leipzig, 1870, 175 stran.
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Ve gkolnim roce 1870/71 Emil Weyr absolvoval studijni pobyt v Milané, pii
kterém navazal pracovni i pratelské vztahy s L. Cremonou. Navstévoval zde je-
ho prednasky, diskutovali spolu o geometrickych otézkéch.[z_g] Byl prvnim c¢eskym
matematikem, jenz pochopil zdsadni vyznam Cremonovych geometrickych praci
a jeho biracionalnich transformaci pro dalsi rozvoj projektivni geometrie. Dvé nej-
vyznamnéj$i Cremonovy price proto prelozil do estiny[*] Své preklady s L. Cre-
monou konzultoval jednak pii svych pobytech v Italii, jednak v korespondenci ]
\Y éasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky vyslo v roce 1874 v ramci literar-
niho véstniku nasledujici oznémeni:@

Konecné oznamujeme, Ze dokoncen jest 51z cesky preklad klassického
spisu Uvod do geometrické theorie kiivek rovinngch, jejz sepsal dr. Lud-
vik Cremona a do cestiny prevedl Emil Weyr. Zvldstniho odporucent
spis tento nepotirebuje; patrit mezi spisy svétové. Mimo to neni snad
jediného ctendre téchto listi, ktery by si preklad tento nebyl zjednal;
podle vlastniho sezndni ustdlil se tedy zajisté u kaZdého naseho ctendre
Jisty usudek, o néemz nepochybujeme, Ze jest na nejvys pochvalny i pro
spisovatele pro prekladatele v pro vydavatele.

V dubnu 1873 pobyval Emil Weyr opét v Italii. Jednim z motivi této ces-
ty byly konzultace s L. Cremonou a ufedni jednani tykajici se piekladu druhé
Cremonovy knihy.

Emil Weyr je spolecné se svym bratrem Eduardem Weyrem (1852-1903) auto-
rem prvni Cesky psané ucebnice projektivni geometrie nazvané Zakladové vyssi
geometrie, jez vychazela od roku 1871 ve tfech pokracovanich jako ptiloha ¢aso-
pisu Ziva. Byla napsana s vyuzitim francouzskych a némeckych zdroji, obsahuje

48 Poznamenejme, ze Emil Weyr pivodné zamyslel podniknout studijni cestu do Patize, aviak
z divodu vypuknuti prusko-francouzské valky dne 2. srpna 1870 se nakonec rozhodl odjet do
Italie. V Archivu AV CR (fond Frantisek Weyr) je uloZen denik, jenZz si Emil Weyr béhem svého
italského pobytu vedl. Popisoval v ném setkani s italskymi matematiky a atmosféru tehdejsi
Ttalie. Zpocatku psal denik némecky, pozdé&ji piresel do estiny, kterda obsahuje fadu chyb. Viz
Betvar J., Becvarova M., Skoda J., Emil Weyr a jeho pobyt v Itdlii v roce 1870/71, edice Dé&jiny
matematiky, svazek 28, CVUT, Praha, 2006, 166 stran.

9 Weyr E., Cremonovy geometrické transformace dtvari rovinnich, Ziva, sbornik védecky
Musea kralovstvi Ceského, odbor piirodovédecky a mathematicky ¢. X, ndkladem Musea
kralovstvi Ceského, Praha, 1872, 47 stran; Uvod do geometrické theorie kifivek rovinngjch, sepsal
Dr. Ludvik Cremona, Ceské, spisovatelem rozmnozené a opravené vydani, jez usporadal Emil
Weyr, majetkem a nakladem Jednoty ¢eskych mathematikt, Praha, 1873, 176 stran. S oprava-
mi gramatickych a tiskovych chyb Emilu Weyrovi poméhali fyzik a astronom Augustin Seydler
(1849-1891) a matematik Karel Zahradnik (1848-1916).

50 Celkem 27 dopisit Emila Weyra zaslanych L. Cremonovi v letech 1870 az 1891 je ulozeno
v Dipartimento di Matematica Istituto ,,Guido Castelnuovo”, Universita degli Studi di Roma
»La Sapienza“. Pievzato z [Be2], str. 264.

51 Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 3(1874), str. 291.

52Viz Weyrové Em. a Ed., Zdkladové vyssi geometrie, dil 1. Theorie promitavijch ttvari
prvofadijch, dil 11. Theorie kfivek stupné druhého, dil III. O pFimocarych plochdch druhého
stupné a o vztahu kollinedrném a reciprokém zdkladnich utvari druhofadijch a tietitadijch, Ziva,
sbornik védecky Musea kralovstvi Ceského, odbor piirodovédecky a mathematicky ¢. VIII, XI,
XII, ndkladem Musea krélovstvi Ceského, Praha, 1871, 1874, 1878, 114 + 186 + 167 stran.
Recenze viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 8(1879), 141-143.
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zakladni i specidlni latku doplnénou o vlastni védecké vysledky a ve své dobé
vyrazné presahla droven tehdejsi ceské odborné literatury.

Po navratu z Italie se Emil Weyr dale vénoval studiu specialnich typu jedno-
viceznacnych transformaci, které nazval involucemi vyssich stupni a tfid. Za in-
voluci n-tého stupné a k-té tridy povazoval takovy vztah mezi prvky néjakého
utvaru rodu nula, pii kterém je volbou urc¢itého poctu k prvki stanoveno dalsich
n — k prvka (n > k) tohoto atvaru tak, ze pro né plati tzv. tplné zaménnost, tj.
ze kterychkoliv k£ prvka daného ttvaru lze povazovat za prvky urcujici vSechny
ostatni prvky tohoto n-¢lenného tutvarul? Téchto transformaci Emil Weyr vyu#i-
val ke studiu kiivek rodu nula. Radu svych pojednani z této problematiky shrnul
v praci Beitrage zur C’urvenlehre,[ﬂ kterou zna¢né piispél k vybudovéini teorie
raciondlnich kiivek a ploch.

Dalsi matematici v ¢eskych zemich

Ve stejné dobé jako Emil Weyr se Cremonovymi transformacemi v ceskych
zemich zabyvalo i nékolik dalSich matematiki.

Soukromy docent némecké univerzity v Praze Seligmann Kantor (1857-1902)
ve své praci vénované biraciondlnim transformacim vyftesil ilohu zadanou neapol-
skou akademii, a to nalézt v roviné periodické Cremonovy transformace, které po
n-nasobném uziti prevadi geometricky objekt sam v sebe.[ﬂ S. Kantor tuto tlohu
vytesil zcela obecné, do té doby byly popsany pouze nékteré specidlni piipady.

Ceské matematickd komunita byla koncem 19. a na pocatku 20. stoleti s Cre-
monovymi geometrickymi pracemi i diky Emilu Weyrovi pomérné dobte sezné-
mena. Alois Strnad®| nékteré Cremonovy vysledky vyuzil ve svém pojednani
Uvod do theorie kvadratickijch transformact rovinny’ch. A% éasopisu pro pésto-
vani mathematiky a fysiky je v ramci literarniho véstniku uveden mimo jiné tento
popis a hodnoceni:[ig]

Pan spisovatel vyklddd v proni éasti svého pojedndni pojem transfor-
mace vibec, zminuje se po nékolika historickych pozndmkdch krdtce
o transformaci linedrné a prechdzi potom k vlastnimu predmeétu svého

53 Weyrovu definici involuce se snazili bratti Josef Silvestr (1848-1922) a Mat&j Norbert
(1859-1922) Vanéckové kolem roku 1882 roziifit téZ na ttvary prostorové. Jejich snaha viak
skoncila uvedenim definice a nékolika specialnich, nepfili§ naro¢nych piikladi. Roku 1884
publikovali sérii t¥ kratkych, francouzsky psanych ¢lanka; viz Vanéckové J. S. a M. N.,
Sur Uinvolution des dimensions supérieures, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de
I’Académie des Sciences Paris 99(1884), 742-744, 856-857, 909-911.

54 Alfred Holder, K. k. Hof- und Universititsbuchhéndler Wilhelm Braumiiller, Wien, 1880,
64 stran.

53 Viz Kantor S., La trasformazione birazionale. Relazione di E. Caporali, Napoli, 1883.
S. Kantor se vSak touto problematikou zabyval jiz v nékolika ¢lancich z roku 1880.

56 Alois Strnad (1852-1911), ¢esky matematik, od roku 1873 asistent deskriptivni geometrie
na Ceské polytechnice v Praze. V letech 1876 az 1891 vyucoval na realce v Hradci Kralové, poté
pét let pusobil na redlce v Praze. V roce 1896 byl jmenovéan feditelem redlky v Kutné Hofe.
Vénoval se zejména projektivni geometrii, je autorem nékolika stiedoskolskych uéebnic.

5T Viz Vyroéni zprava c. k. vysi realné gkoly v Hradci Krélové za gkolni rok 1886-87.

58 Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 17(1888), 140-141.
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pojedndni. ... vSimd si z téchto transformaci bedliveji kvadratickeé in-
verse a v ni obsaZené inverse kruhové; mimo to zavddi novou ne-
involucni transformaci, obecnéjsi neZ inverse kvadratickd, jiz nazyjvd
transformaci pomoci ctyr bodi kuZelosecky. ... Pojedndni toto stdvd
se cennym 712 volbou dileZitého predmétu, o némz nebylo dosud u nds
soustavné pojedndno. Mimo to vynikd jasnym vykladem a prehlednym
latky uspordaddnim, kteréZ vlastnosti ndleZi k prednostem vSech praci
pan€ Strnadovijch.

Na vysSe uvedené Strnadovo pojednani se pozdéji odvolaval Bediich Prochazka,@
jenz v éasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky uvetejnil ¢lanek O kfivosti
krivky odvozené transformaci kvadmtickou.@ S vyuzitim kinematické geometrie
poukézal na moznost konstrukce tecen a stfedu kiivosti kiivek, jez ziskdme kvadra-
tickou transformaci libovolné kiivky. Ve stejné dobé publikoval v éasopisu pro
péstovani mathematiky a fysiky Karel Zahradnik[?i-] ve trech Castech pojednani
O jisté birationdlni kubické transformaci a jejim upotiebeni v theorii kfivek.@

Cremontv vliv u nas pak doznival jesté po 1. svétové valce, konkrétné v néko-
lika pracich Bohumila Bydzovskéhd®] Na téma Cremonovych transformaci sepsal
celkem 13 ¢lankt, z toho 6 cesky a 7 francouzsky.@ Jesté pred 1. svétovou valkou,
v roce 1909, publikoval ¢lanek O jisté nekonecné grupé Cremonouvyjch transforma-
cif®] v némz zkoumal, zda vzajemné jednozna¢nym transformacim v roving, které
zachovavaji kubickou kiivku, neodpovidaji vzajemné jednoznacné transformace
celé roviny. 7Z dalSich cesky psanych praci jmenujme napi. ¢lanky O néktergch
grupdch Cremonouvyjch transformaci v rovz'né{‘ig] a O zvldstnim druhu grup Cremo-
novijch involuci v roviné®’} O grupach Cremonovych transformaci prednagel i na
8. mezinarodnim kongresu matematiki v Bologni v zafi 19285

59 Bediich Prochézka (1855-1934), ¢esky matematik, od roku 1876 asistent deskriptivni geo-
metrie na némecké a po roce na ¢eské technice. Vyucoval matematiku a deskriptivni geometrii
na nékolika stfednich §kolach v Praze, pozdéji si ucitelskou aprobaci rozsitil o fyziku. Roku
1884 se habilitoval na ceské technice v Praze, avSak ani titul soukromého docenta mu nezajistil
misto na zadné vysoké Skole. V néasledujicich letech piisobil na stiednich §koldch v Chrudimi,
v Pardubicich a v Praze. Roku 1897 byl jmenovéan feditelem nové zalozené redlky v Nachodé.
V roce 1904 ziskal misto profesora deskriptivni geometrie na ¢eské technice v Brné, roku 1908
presel na Ceskou techniku do Prahy, kde byl v nasledujicim roce zvolen rektorem.

60 Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 35(1906), 32-36.

61 Karel Zahradnik (1848-1916), ¢esky matematik, od roku 1872 asistent na Ceské technice
v Praze. V letech 1876 az 1899 pusobil jako fadny profesor matematiky na chorvatské univerzité
v Zahiebu. V roce 1899 se stal prvnim rektorem ceské vysoké skoly technické v Brné.

62Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 34(1905), 105-123, 329-341; 38(1909),
6—-25. Poznamenejme pro uplnost, Zze druhé a t¥eti ¢ast maji v nazvu slovo ,,biracionalni“ misto
,birationalni“. O praci podrobné viz Be¢vaifova M., Cizméar J., Karel Zahradnik (1848-1916),
Praha — Zdhieb — Brno, edice Dé&jiny matematiky, svazek 46, Matfyzpress, Praha, 2011, 194-205.

63 Bohumil Bydzovsky (1880-1969), profesor matematiky na prazské univerzité. O jeho Zivoté
a dile viz Francova L., Zivot a dilo Bohumila Bydzovského, disertacni prace, Univerzita Karlova,
Matematicko-fyzikalni fakulta, Praha, 2001; Olejnickova J., Védecké dilo Bohumila BydZovského,
disertacni prace, Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikalni fakulta, Praha, 2005.

64 Nekteré z praci se viak tematicky piekryvaji, nebo se jedna o preklady mezi obéma jazyky.

65 Viz Rozpravy 1L tiidy Ceské Akademie véd a uméni 18(1909), 8 stran.

66 Viz Zpravy sjezdu ceskoslovenskych piirodozpytci a lékaii, 1928.

67 Viz Zpravy sjezdu matematiki zemi slovanskych, Varsava, 1929, 314-317.

68 Viz Bydzovsky B., Remarque sur les groupes finis de transformations de Cremona, Atti del
Congresso Internazionale dei Matematici, Bologna, 3—10 Settembre 1928, Tomo IV, 43—44.
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Nejvétsi pozornost vénoval tzv. kvadratickym involucim n-rozmérného pro-
storu. V élanku Kvadratické involuce v prostoru n-rozmérném) odvodil ve vhodné
zvolené soustavé soutfadnic rovnice obecné kvadratické Cremonovy transformace.
Ocitujme tvodni odstavec, v némz B. BydZzovsky shrnul obsah svého élénkuzm

V tomto metodickém prFispévku k teoriv Cremonouvijch transformaci
v obecném prostoru projektivnim jsou odvozeny nuiné podminky pro
homaloidni soustavu kvadratickych nadploch a z toho vyvozeny (zndmé)
rovnice nejobecnéjsi kvadrokvadratickd™| transformace Cremonovy ve
vhodné volené soustavé souiadné. Odtud snadno plynou rovnice pro
kvadratickou involuci; je-li tato involuce inversi, lze ji vyjddriti velms
jednoduse © pro obecnou soustavu souradnou. Ke konci je odvozena
podminka pro to, aby dve inverse sloZeny ddvaly opét kvadratickou in-
voluci.

B. Bydzovsky ve svém ¢lanku dospél k zavéru, ze k dané inverzi existuje nekonecné
mnoho inverzi, které jsou s ni zaménné a jejichz slozenim s uvazovanou inverzi
ziskame kvadratickou involuci. Kazda takova inverze je urcena svym stiedem,
jenz je vSak libovolny. V nékolika dalsich pracich pak B. Bydzovsky vyse uvedené
transformace pouzil jako pomocny nastroj ke zkoumani algebraickych kiivek.

Muzeme konstatovat, Ze ve druhé poloviné 19. stoleti byla problematika geo-
metrickych transformaci, fesSiteln& prostiedky syntetické geometrie, uzavienou
oblasti. Témata zvladnutelna c¢isté konstrukénimi prostiedky jiz byla vycCerpéna.
Zajem matematiki se proto prirozené obratil ke slozitéjsim otazkdm, jejichz feSeni
spocivalo ve vyuziti metod a vysledki dalSich matematickych disciplin. Studium
Cremonovych transformaci do tohoto celosvétového trendu piesné zapada, nebot

vyzaduje velké naroky na geometrickou predstavivost a uziti algebraickych metod.

69 Viz Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 60(1931), 214-224.

70 Viz Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 60(1931), str. 214.

"I B. Bydzovsky uzival termin kvadrokvadraticka transformace pro transformaci ,kvadratic-
kou v obou smérech”.
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4. Erlangensky program

Erlangensky program piedstavuje vyznamny meznik ve vyvoji geometrie 19. sto-
leti, nebot na dlouhou dobu zasadné ovlivnil zaméreni a dalsi rozvoj matematiky.
Tento nazev dostala slavna prednaska Felixe Kleina Vergleichende Betrachtun-
gen Gber neuere geometrische Forschungen |Srovnavaci tivahy o novéjsich geome-
trickych badanich|. F. Klein jeji text predlozil v ¥{jnu roku 1872 na univerzité
v Erlangen u ptilezitosti svého jmenovani fadnym profesorem. Tato prednaska,
v niz byl vyloZen vyznam pojmu grupa pro klasifikaci riznych geometrii, vysla
také jako samostatnd brozura [K2|[f| Postupné byla pielozena do dalsich jazyka ]

Zivotni osudy F. Kleina jsou podrobné popsany v nékolika publikacich. Ptipo-
meneme proto jen zékladni Zivotopisné a bibliografické udaje, které ndm umozni
zatadit Kleinovy prace a vysledky do dobového i odborného kontextu.

4.1 Felix Klein

Felix Klein se narodil 25. dubna 1849 v Diisseldorfu. Absolvoval zde gymnézium
a poté odeSel studovat matematiku a fyziku na univerzitu v Bonnu. V roce 1866,
jesté béhem studia, ziskal misto laboratorniho asistenta u Julia Pliickera, ktery
se zabyval teoretickou matematikou a experimentalni fyzikou. Pod jeho vedenim
sepsal disertac¢ni praci Uber die Transformation der allgemeinen Gleichung des
zweiten Grades zwischen Linien-Koordinaten auf eine kanonische Form |O trans-
formaci obecné rovnice druhého stupné v piimkovych soutadnicich na kanonicky
tvar|[Y za niz roku 1868 ziskal doktorit.

Béhem nésledujicich dvou let postupné navstivil slavna matematicka praco-
visté v Berliné, Paiizi a Gottingen. V roce 1870 zacal v Parizi spolupracovat
s norskym matematikem Sophusem Lie (1842-1899), s nimZ se seznamil nedlouho
predtim v Berliné. S. Lie se tehdy teprve kratce zabyval matematikou, pravé
on mé vsak nezanedbatelny podil na Kleinovych vysledcich, nebot ho pfived]
k myslence propojeni geometrie a teorie grup. Tato idea sehrala velkou roli v Klei-
nové pozdéjsi praci. F. Klein a S. Lie zacali jiz v té dobé chapat zadsadni vyznam

LF. Klein sviij program znovu otiskl v roce 1893 v ¢asopisu Mathematische Annalen, ktery
v té dobé redigoval; viz Mathematische Annalen 43(1893), 63-100. Pti té prilezitosti do pavod-
niho textu dodate¢né pridal nékolik poznédmek, s cilem upfesnit nebo doplnit néktera tvrzeni.
Erlangensky program byl dale otistén v [K8], str. 460-497, a v ¢asopisu The New Mathematical
Intelligencer 0(1977), 22-30.

2 Italsky pieklad: Fano G., Considerazioni comparative su ricerche geometriche recenti, An-
nali di matematica pura ed applicata 17(1890), 307-343; francouzsky pieklad: Padé M. H.,
Considérations comparatives sur les recherches géométriques modernes, Annales scientifiques
de I'Ecole Normale Supérieure 8(1891), 87-102, 173-199; anglicky pieklad: Haskell M. W.,
A comparative review of recent researches in geometry, Bulletin of the New York Mathematical
Society 2(1893), 215-249; polsky pieklad: Dickstein S., Rozwazania pordwnawcze o nowszych
badaniach geometrycznych, Prace matematyczno-fizyczne 6(1895), 27-61. Oficialuni pfeklad do
¢eStiny vSak dosud neni k dispozici.

3 Napi. [To|, [Jal, str. 219-230, a [WA], str. 470-481; relevantni informace poskytuje i webova
stranka http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history /Biographies/Klein.html.

1Viz Mathematische Annalen 23(1884), 539-578; té7 [K8], str. 5-49.
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teorie grup, a proto si oblast matematiky, ktera je zajimala, ,rozdélili“ na dvé
¢asti; F. Klein se sousttedil na nespojité a S. Lie na spojité grupy. V Pafizi se
F. Klein stykal také s francouzskymi matematiky, zejména s Camillem Jordanem
(1838-1922), profesorem na Ecole Polytechnique, a studoval jejich préce.

V &ervenci 1870 proslovil prusky kanclér Otto von Bismarck (1815-1898) uto¢-
nou te¢ proti francouzské vladé, Francie vyhlasila 19. ¢ervence Prusku valku
a F. Klein se rozhodl Pafiz opustit. Kratce slouzil v armadé jako zdravotnik,
pocatkem roku 1871 se vSak habilitoval a zacal pfednaset na univerzité v Gottin-
gen. Pravé tehdy ucinil své vyznamné objevy, které se tykaly zejména geometrie.
V roce 1872 byl ve véku pouhych 23 let jmenovan fadnym profesorem filozofické
fakulty univerzity v Erlangen. Pusobil zde vSak pouze do roku 1875, kdy mu by-
lo nabidnuto vyhodnéjsi misto na Technische Hochschule v Mnichové; prednasel
zde velkému poctu posluchacii, mezi nimiz bylo i nékolik budoucich vyznamnych
matematiki. V srpnu 1875 se F. Klein ozenil s Annou Hegelovou (1851-1927),
vnuckou vyznamného némeckého filozofa Georga Wilhelma Friedricha Hegela
(1770-1831). Narodily se jim ¢ty¥i déti, tii dcery a jeden syn. Nejmladsi dcera
Elisabeth po svém otci zdédila nadani, studovala matematiku a fyziku, pozdéji
pripravila k vydani nékteré Kleinovy prednasky.

Po pétiletém ptisobeni na Technische Hochschule ptesidlil F. Klein do Lip-
ska, kde pracoval v letech 1880 az 1886. Chtél zde vybudovat Skolu Riemannovy
geometrie a teorie funkci. Na podzim roku 1882 se vS8ak zhroutil a zacal propa-
dat tézkym depresim. Jeho kariéra Spickového tvirciho matematika tim skoncila.
Roku 1886 se vratil na univerzitu v Gottingen (na jeho misto v Lipsku piisel
S. Lie), kde pusobil az do roku 1913. Spektrum jeho prednasek bylo §iroké; pred-
nasel fadu partii matematiky a fyziky, napt. teoretickou mechaniku nebo teorii
potencidlu. V roce 1913 ze zdravotnich divodu univerzitu opustil, béhem prvni
svétové valky se vénoval soukromé vyuce matematiky. Zemfel 22. ¢ervna 1925
v Gottingen.

Obr. 34: Felix Klein
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Kleinovy zasluhy v matematice, zejména v geometrii, jsou vSestranné. Na
univerzité v Gottingen vybudoval matematické stfedisko svétové drovné, které se
pod jeho vedenim stalo vyznamnym centrem matematického badani. Prichazeli
sem mladi lidé z celého svéta a studovali specidlni matematické otazky. Zridil
zde matematickou knihovnu a ¢itarnu, zavedl pravidelna tydenni diskusni setkani.
Kromé geometrie a teorie grup se hloubéji vénoval i algebraickym rovnicim a teorii
funkci; z téchto oblasti publikoval na sedmdesat praci.

V roce 1876 prevzal vedeni ¢asopisu Mathematische Annalen, ktery roku 1868
zalozili Alfred Clebsch (1833-1872) a Carl Gottfried Neumann (1832-1925), a pii-
spé€l nepochybné ke zvyseni jeho tirovné. Tento ¢asopis se specializoval predevsim
na problémy komplexni analyzy, otazky algebraické geometrie a teorie invarianti.
Pravé pod Kleinovym vedenim zacaly Mathematische Annalen konkurovat vy-
znamnému ¢asopisu Journal fiir die reine und angewandte Mathematik vydéavané-
mu berlinskymi matematiky, ktery mél v té dobé za sebou jiz témér padesatiletou
uspésnou historii. Na vice nez Sedesat let se Mathematische Annalen staly jednim
z nejvyznamnéjSich matematickych ¢asopisi. V roce 1885 byl F. Klein pfijat do
londynské Kralovské spolecnosti, roku 1913 se stal ¢lenem Berlinské akademie véd.

Ke konci své kariéry se zacal zajimat i o vyuku matematiky na némeckych
Skolach, snazil se o jeji modernizaci. Prosadil, aby se na stfednich skolach vyuco-
valy zaklady teorie funkci a zaklady diferencialniho a integralniho poctu (tzv.
Kleinsche Reform). Roku 1908 byl na 4. mezinarodnim kongresu matematiki
v Rimé jmenovan piedsedou Mezinarodni komise pro vyucovani matematice. Pod
jeho vedenim bylo vydano nékolik publikaci o vyuce matematiky na vSech stup-
nich gkol. Aktivné se podilel také na vydavani mnohasvazkové Encyklopddie der
mathematischen Wissenschaften mit FEinschlufi threr Anwendungen, sam vydal
¢tyri svazky vénované mechanice.

4.2 Zakladni myslenka klasifikace geometrii

V nésledujicich t¥ech odstavcich nastinime v elementarni podobé hlavni myslenku
Kleinova ptistupu ke klasifikaci riznych geometrii.

Elementarni eukleidovské geometrie studuje ty vlastnosti geometrickych ttva-
ri, které zistavaji zachovany pii jejich ,,pohybech”. Vétsinou takto hovoiime
o ptimych nebo nepiimych shodnostech. Rikéme, ze utvary A a B jsou shodné,
je-li mozno utvar A piemistit tak, aby splynul s atvarem B. Misto libovolnych
,pohybu“ (shodnosti) se vSak muzeme omezit napf. pouze na v8echna posunuti
nebo pouze na vSechny rotace kolem pevné zvoleného bodu apod., tj. na mnozinu
néjakych specidlnich transformaci.

Necht M je mnozina né&jakych transformaci (roviny, prostoru). Utvary A a B
(v roving, v prostoru) pokladame za ,ekvivalentni“ (vzhledem k mnoziné M),
existuje-li v této mnoziné transformace f, ktera tutvar A prevadi na utvar B,
tj. plati f(A) = B. Pfitom pozadujeme, aby uvedena relace mezi obéma ttvary
byla opravdu ekvivalenci, tj. aby byla reflexivni, symetricka a tranzitivni. Odtud
vyplyva, ze mnozina M musi byt uzaviena vzhledem ke skladani transformaci
(plyne z tranzitivity ), musi obsahovat identickou transformaci (plyne z reflexivity)
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a s kazdou transformaci musi obsahovat také transformaci k ni inverzni (plyne ze
symetrie). Mnozina M spolu s operaci skladani je tedy grupou.

Kazda grupa geometrickych transformaci tedy definuje urcitou ekvivalenci
geometrickych dtvari. Volbou riuznych grup transformaci tak ziskdvame ruzné
geometrie: volime-li klasické ,,pohyby“ (shodnosti), dostavame eukleidovskou geo-
metrii, afinni transformace vedou ke geometrii afinni, projektivni transformace
vedou ke geometrii projektivni apod.

4.3 Grupy

Je tfeba zduraznit, Ze v sedmdesatych letech 19. stoleti jiz teorie grup jako mate-
maticka disciplina existovala (rodila se pfiblizné na pielomu dvacatych a t¥icatych
let 19. stoleti), nikoliv v8ak ve své dnesni podobé. Pojem grupy se v matematice
objevil v souvislosti se studiem feSitelnosti algebraickych rovnic vyssich stupni,
jednalo se o tzv. feSitelnost v mdikdlech.ﬂ Pti téchto badanich zac¢inali matematici
¢im dal tim vice pracovat s grupami permutaci.

V letech 1770 az 1771 sepsal vyznamnou praci o algebraickych rovnicich Jo-
seph Louis Lagrange (1736-1813). Jeho spis Réflexions sur la résolution algébrique
des équations [Uvahy o algebraickém feSeni rovnic]ﬁ se stal velkou inspiraci pro
mnoho dalsich matematikt. J. L. Lagrange se v ném zabyval zakladni otazkou,
pro¢ metody, které umoznuji feSenf algebraickych rovnic stupné nejvyse ¢tvrtého,
zustavaji pro rovnice vyssich stupiii netuspésné. Tato otazka ho vedla ke studiu
racionéalnich funkci kofent rovnic a jejich chovani pfi permutaci kofent.

Roku 1799 uvefejnil italsky matematik Paolo Ruffini (1765-1822) pojednéani
Teoria generale delle equazioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione alge-
braica delle equazioni generali di grado superiore al quarto |Obecné teorie rovnic,
v niz je dokdzdna nemoznost algebraického feSeni obecné rovnice stupné vétsiho
nez étyfi]lf] obsahujici ,,dikaz“ nefeSitelnosti algebraické rovnice stupné vyssiho
nez ¢tvrtého v radikdlech. Nebyl vSak uznén jako tuplny, nebot je zaloZen na
hypotéze, ze radikdly lze vyjadrit jako racionalni funkce kofenti rovnice.

Uplny ditkaz nefesitelnosti obecné algebraické rovnice stupné vyssiho nei
¢tvrtého v radikalech podal jako prvni norsky matematik Niels Henrik Abel
(1802-1829). V roce 1824 na vlastni naklady vydal spis Mémoire sur les équations
algébriques, ot on démontre ['tmpossibilité de la résolution de l’équation générale
du cinquiéme dégré [Pojednéani o algebraickych rovnicich s ditkazem nefegitelnos-
ti obecné rovnice patého stupné]ﬁ v némz poprvé prezentoval svij dikaz. Kdyz

5 O fesitelnosti algebraické rovnice v radikalech hovoiime, pokud je mo#no jeji kofeny vyjadiit
vzorcem, v némz jsou pouzity pouze koeficienty dané rovnice a operace s¢itani, odéitani, na-
sobeni, déleni a odmociovani. Poznamenejme jesté, ze slovo radikdl je tradiénim terminem pro
odmocninu.

6Viz Nouveaux mémoires de I’Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Berlin
1(1770), 134-215; 2(1771), 138-253.

"Nella stamperia di S. Tommaso d’Aquino, Bologna, 1799, parte prima, 206 stran, parte
seconda, str. 207-509.

8 De I'imprimerie de Groendahl, Christiania, 1824, 8 stran.
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zaCal v roce 1826 August Leopold Crelle (1780-1855) vydavat ¢asopis Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, uvetrejnil v prvnim roc¢niku také nékolik
Abelovych praci; jednou z nich byl ¢lanek Beweis der Unmdglichkeit algebraische
Gleichungen von héheren Graden als dem vierten allgemein aufzulésen |Dikaz
obecné nefesitelnosti algebraické rovnice stupné vyssiho nez étvrtého]ﬂ obsahujici
novou, propracovanéjsi verzi stejného dikazu. N. H. Abel v ném implicitné pouzil
teorii grup a nékteré Lagrangeovy a Cauchyho vysledky tykajici se po¢tu hodnot,
kterych mize funkce n proménnych nabyvat pii jejich permutaci.

Dva mésice pied svou smrti publikoval N. H. Abel ¢lanek Mémoire sur une
classe particuliere d’équations résolubles algébriquement |[Pojednani o zvlastni
tridé rovnic fesitelnych algebraicky]m ktery pojednava o specialni tiidé rovnic
vSech stupnu fesitelnych v radikalech, a v némz je mimo jiné dokadzano néasledu-
jici obecné tvrzeni:

Jestlize vsechny koteny néjaké rovnice lze vyjddiit jako raciondlnd
funkce jednoho z mich, oznacme jej x, a pokud libovolné dva kote-
ny 6hx a Oz, kde 01 a 0y jsou raciondlni funkce, splnuji podminku
010, = 0,01, potom je uvaZovand rovnice fesitelnd v radikdlech.

Uvedené Abelovo tvrzeni je pritom specidlnim piipadem hlavniho vysledku tzv.
Galoisovy teorie. O ni bude fe¢ v nésledujicim odstavci.

Studiem fesitelnosti algebraickych rovnic v radikalech se na prelomu dvacéatych
a tiicatych let 19. stoleti intenzivné zabyval také Evariste Galois (1811-1832).
Jako prvni pouzil v roce 1830 termin grupa (v originale groupe), a to nejprve ve
smyslu mnozina. Pii studiu feSitelnosti obecné algebraické rovnice v radikalech
nasel urcitou podminku tykajici se ,substituci na permutacich“.m Substituce
rozdélil do ,grup“ a odhalil jejich uzavienost (slozeni dvou substituci je opét
substituce). Kazdé rovnici potom pfiradil grupu permutaci. Déle se zabyval roz-
kladem grupy na pravé a levé t¥idy podle podgrupy a uvazoval ptipad, kdy se oba
rozklady shoduji, tj. ptipad, kdy je uvazovana podgrupa normaéalni. Poté rozvinul
obecnou teorii (dnes nazgvanou Galoisovou), ktera umoziiuje podle struktury tzv.
Galoisovy grupy? dané rovnice rozhodnout o jeji fesitelnosti v radikélech. Plati
nésledujici tvrzeni:

Rowvnice f(x) = 0, kde f je polynom nad télesem K, je fesitelnd v radi-
kdlech prdve tehdy, kdyz je jeji Galoisova grupa G Tesitelnd, tj. prdve
tehdy, kdyZ existuje posloupnost podgrup G O Hy D Hy D ... D
H,, = E takovd, Ze kaZdd grupa Hj, je normdlni podgrupou grupy
Hy_1 a vSechny faktorové grupy Hy_1/Hy, jsou Abelovy.

% Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 1(1826), 65-84.

10Viz Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 4(1829), 131-156.

1'E. Galois permutaci rozumél potradi kofenii a substituci chapal jako vzajemné jednoznacné
zobrazeni mnoziny korenti.

12 Galoisova grupa rovnice f(z) =0, kde f je polynom nad télesem K, je grupa vech auto-
morfismu rozkladového nadtélesa polynomu f, které jsou identické na K.
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Pro ireducibilni rovnice prvociselného stupné dokazal E. Galois toto tvrzent:

Ireducibilni rovnice f(x) = 0, jejimz stupném je néjaké provocislo n,
je resitelnd v radikdlech prdvé tehdy, kdyzZ kaZdd substituce grupy G
prrevddi koren xy do korenu xp pomoct ndsledujici linedrni transfor-
mace indexu k: k' = ak +b (mod n).

Protoze Galoisova grupa obecné rovnice 5. stupné vyse uvedenou podminku ne-
spliiuje, vyplyva odtud, Ze takova rovnice neni FeSitelnd v radikalech.

E. Galois své vysledky publikoval ttrzkovité v letech 1830 az 1832; hlavni
myslenky jeho rukopisu Mémoire sur la résolution algébrique des équations |Po-
jednéni o algebraickém teSeni rovnic| publikoval az v roce 1846 Joseph Liouville
v Casopisu Journal de mathématiques pures et appliquées.ﬁ

Grupami permutaci se zabyval také Augustin Louis Cauchy (1789-1857).
V ¢lancich uverejnénych v letech 1844 az 1846 dokazal fadu poznatki o grupach
substituci, které jsou podgrupami symetrické grupy[l¥] Zdiraznil také rozdil mezi
permutacemi a substitucemi; permutaci predstavuje libovolné potradi n promén-
nych, substituce je piechod od jedné permutace k jinéE] Pozdéji se ,,substituce*
ve vyznamu, v jakém je pouzivali A. L. Cauchy a E. Galois, zac¢aly nazyvat naopak
ypermutacemi®, coz lépe vystihovalo pivodni vyznam latinského slova permutare
(zaméhovat, vyménovat).

V padesatych a Sedesatych letech 19. stoleti pak zacal prudky a systematicky
rozvoj teorie grup. Arthur Cayley (1821-1895) zavedl v roce 1854 pojem grupy
a jako prvni podal pomérné moderni definici tohoto pojmu. V praci On the theory
of groups, as depending on the symbolic equation ©™ =1 [O teorii grup v souvis-
losti se symbolickou rovnici ©" = 1]@] definoval grupu jako abstraktni mnozinu
symboli s asociativni operaci, ktera obsahuje jednotkovy prvek a rovnice ax = b
a ya = b v ni maji jednoznac¢na feSeni pro kazda a a b. Déle uvedl moznost
definovat grupu tabulkou popisujici nasobeni jejich prvka (tzv. Cayleyho tabul-
ka) a zkoumal zpusoby jejitho zadavani pomoci generatori. Poznamenal pfitom,
ze prvky grupy mohou byt libovolné objekty. Kromé pojmu grupy zavedl v té-
to praci fadu dalsich zakladnich pojmu abstraktni teorie; objevuje se zde napf.
pojem izomorfismu. Cayleyho vysledkim nebyla zpoc¢atku vénovana piilis velk&
pozornost, pozdéji se vSak staly vyznamnymi zejména pro svou exaktni definici
grupy a objevily se prakticky ve vSech ucebnicich.

13 Viz Analyse d’un Mémoire sur la résolution algébrique des équations, Bulletin des Sciences
mathématiques, physiques et chimiques 13(1830), 271-272; Journal de mathématiques pures et
appliquées 11(1846), 395-396.

1Viz Cauchy A. L., Oeuvres complétes, Cambridge University Press, Cambridge, 2009,
516 stran.

15 Jak jsme jiz poznamenali, E. Galois pouZival stejnou terminologii, aviak nepiili§ disledné.

16Viz The London, Edinburgh, and Dublin philosophical magazine and journal of science
7(1854), 40-47, 408-409; 18(1859), 34-37.
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Zasadni vyznam pro dalsi rozvoj teorie grup mélo dilo francouzského mate-
matika Camilla Jordana (1838-1922). V roce 1868/69 publikoval rozsahlé pojed-
nani Mémoire sur les groupes des mouvements |Pojednani o grupach pohybﬁ]E]
obsahujici analyzu fyzikdlnich pohybu pevnych téles v prostoruf;g] jez ho vedla
ke klasifikaci grup pohybii. Teorii grup dile aplikoval na vysledky A. Bravaisd'™]
a dal8ich fyzikiu, které se tykaly krystalové miizky. Roku 1870 vysel v Pafizi Jor-
danuv spis Traité des substitutions et des équations algébriques [Traktat o sub-
stitucich a algebraickych rovnicich]@ obsahujici mimo jiné prvni systematicky
vyklad Galoisovy teorie, ktery je disledné vybudovan na teorii grup permutaci.
Tato prace navic prinasi podrobné shrnuti vSech dosavadnich vysledki teorie grup
véetné Jordanovych vlastnich vysledki. Vénuje se napt. zobrazeni jedné grupy na
jinou nebo na sebe samu. Poprvé se zde objevuje termin homomorfismus, ovsem
ve vyznamu surjektivnitho homomorfismu, tj. epimorfismu.

Koncem dubna 1870 pfijel na studijni pobyt do Parize Felix Klein a spolu
se Sophusem Lie se z Jordanovy knihy Traité des substitutions seznamili s teorii
grup permutaci. Oba pak studiu grup vénovali velkou pozornost a pienesli pojem
grupy do geometrie Y| Pravé Jordanovo dilo zdsadnim zpiisobem ovlivnilo Kleintiv
pristup ke klasifikaci riiznych geometrii, dalo mu do rukou rozhodujici algebraicky
aparat k vypracovani Erlangenského programu.

F. Klein ve své tehdejsi praci vyuzil nejen nejnovejsi poznatky teorie grup, ale
také nékteré podnéty teorie invariantii. Klasicka teorie invarianti vznikla kolem
roku 1850 v Anglii. Mezi nejvyznamnéjsi matematiky zabyvajici se teorii invarian-
t patfili jiz zminény Arthur Cayley a James Joseph Sylvester (1814-1897), ktery
vytvoril fadu pojmu a termint této teorie, véetné zakladniho terminu invariant.

Pro Kleinuv Erlangensky program se podnétnou inspiraci stal Cayleyho spis
A sizth memoir upon quantics [Seste pojednani o kvantlkach]. z roku 1859,
v némz bylo ukdzano, jak chipat metrické vlastnosti geometrickych objektt z po-
hledu teorie invarianti. Zakladni Cayleyho p¥istup spociva v myslence, ze vlast-
nosti geometrickych utvari, které jsou invariantni vici geometrickym transforma-
cim, se musi projevit také analyticky ve forme algebraickych invarianti kvantik |
které danym geometrickym tdtvarim odpovidaji.

17Viz Annali di matematica pura ed applicata 2(1868/69), 167-215, 322-345.

18 C. Jordan zkoumal hlavné §roubovy pohyb, otodeni kolem osy a posunuti ve sméru osy.

19 Auguste Bravais (1811-1863), francouzsky ptirodovédec; zabyval se zejména krystalografii.
Odvodil ¢trnact topologicky odlignych krystalovych miizek — tzv. Bravaisovy miizky.

20 Gauthier-Villars, Paris, 1870, 667 stran.

21 F. Klein a S. Lie teorii grup v geometrii vyuZili jiz roku 1871 v praci o W-kiivkach v roviné,
tj. kfivkach, které jsou invariantni pfi jednoparametrické grupé komutativnich linearnich trans-
formaci. Viz Klein F., Lie S., Uber diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein geschlossenes
System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich tber-
gehen, Mathematische Annalen 4(1871), 50-84; téz [K8], 424-4509.

22 Viz Philosophical Transactions of the Royal Society of London 149(1859), 61-90.

23 Pod pojmem kvantika (v originile quantic) A. Cayley rozumél v dne§ni terminologii formu,
tj. homogenni polynom n-tého stupné v m neurcitych s konstantnimi koeficienty.
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4.4 Geometrie

V nésledujicich odstavcich uvedeme velmi stru¢ny ptehled vyvoje geometrie az
do vzniku Erlangenského programu.

Pocatky geometrie jsou spojeny se zeméméiictvim, vytyCovanim a konstrukei
staveb a vyuzivanim geometrickych tvart, vzori a ornamenti. Ve starém Egypté
a Mezopotamii se geometrie rozvijela v souvislosti s feSenim praktickych pro-
blémi, které postupné vedly k pocatkiim teoretické geometrie. Vysokého stupné
abstrakce dosahlo studium geometrie v Recku v 6. az 4. stol. pt. n. 1. Kolem
roku 300 pt. n. 1. sepsal Eukleidés z Alexandrie (asi 325-265 pf. n. l.) vyznamné
dilo Zdklady (fecky Stoicheia, latinsky Elementa) obsahujici vét§inu tehdejsich
matematickych poznatki. Eukleidiv vyklad je zalozen na logické dedukci jed-
notlivych matematickych vét z definic, postulati a axiomu. Geometrii obsazenou
v Zdkladech dnes oznacujeme jako klasickou eukleidovskou geometrii. Prakticky
az do konce 18. stoleti ziistavala predmétem studia celé rady matematiki a byla
jedinym tehdy zndmym ,,druhem® geometrie.

V 17. stoleti doslo ke vzniku novych metod studia eukleidovské geometrie.
Roku 1637 vydal francouzsky matematik René Descartes (1596-1650) kratkeé filo-
zofické pojednani Discours de la méthode [Rozprava o metodé] v némz objasiiu-
je svij racionalisticky piistup ke studiu piirody. Jednim ze tif dodatki k této pra-
ci byla kniha La Géomélrie [Geometrie]E] v niz autor nacrtnul obecnou metodu
propojujici algebru a geometrii. Pravé tato kniha prezentovala hlavni myslenky
analytické geometrie. Neobsahuje pfitom ani kartézské soutradnice, ani rovnice
piimek, ackoliv jednotlivé rovnice 2. stupné jsou interpretovany jako rovnice vy-
jadiujici kuzelosecky. Jeji velka Cést je vénovana teorii algebraickych rovnic, mi-
mo jiné je v ni obsazeno tzv. Descartovo pravidlo znamének. Hlavni Descarttuv
prinos vSak spoc¢iva v tom, ze na eukleidovskou geometrii systematicky aplikoval
algebru, v niz bylo v pfedchazejicim stoleti dosazeno vyznamnych vysledki. Po-
znamenejme, ze k zakladni mysSlence analytické geometrie dospél ve stejné dobé
také francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601-1665). Jeho prace o tomto
tématu vSak byla publikovina se zna¢nym zpozdénim a vyvoj matematiky témér
neovlivnila |

V prvni poloviné 17. stoleti se rovnéz objevily prvni myslenky projektivni geo-
metrie. Jejich autorem je francouzsky architekt Girard Desargues (1591-1661).
Jeho spis Brouillon project d’une atteinte aux événements des rencontres d’un
cone avec un plan |Pfedbézny nacrt pokusu o pochopeni jevi pii vzajemném

24 Viz Descartes R., Discours de la méthode, pour bien conduire sa raison, & chercher la vérité
dans les sciences. Plus La Dioptrique, Les Meteores, et La Géométrie. Qui sont des essais de
cete methode, De 'imprimerie de Tan Maire, Leyde (Leiden), 1637, 78 stran.

2 Cesky pieklad véetné komentéafe viz René Descartes: Geometrie, z francouzského originalu
prelozil Jifi Fiala, Oikoymenh, Praha, 2010, xlvi + 106 stran (protilehlé stranky maji duplicitni
strankovéani). Kniha navic obsahuje pietisk prvniho latinského vydani z roku 1683 v piekladu
Franse van Schootena (1615-1660).

26 Fermatovo pojedndni Ad locos planos et solidos isagoge sepsané roku 1636 bylo uveiej-
néno az po jeho smrti. Viz Fermat P., Varia opera mathematica, apud Joannem Pech, Tolosae
(Toulouse), 1679, 1-8.
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styku kuzele a roviny]E] z roku 1639 obsahuje nékteré zakladni pojmy a myslenky
projektivni geometrie, napi. ideu nevlastnich bodi. V roce 1648 uveiejnil G. De-
sargues vétu o perspektivnich trojihelnicich ¥ Ve své dobé viak jeho dilo ztista-
lo stranou zajmu. Jednak jej zastinila rozvijejici se analytickd geometrie, jednak
mohl byt prekdzkou Desarguesiiv neobvykly zptsob vyjadifovani. Ve své praci totiz
pouzil kolem sedmdesati novych vyrazi, z nichz vétsina byla prevzata z botaniky
a byla tézko srozumitelné. Jedinou vyjimkou je pojem involuce, ktery se pouziva
dodnes. Vyznam myslenek, s nimiz G. Desargues pfisel, se v plném rozsahu pro-
jevil az v 19. stoleti.

Také koncem 18. stoleti a na pocatku 19. stoleti vznikaly a rozvijely se nové
pard Monge (1746-1818). V letech 1768 az 1780 pusobil na vojenské akademii
v Méziéres, kde ho pripravy prednasek o stavbé pevnosti privedly k rozvinuti
deskriptivni geometrie jako zvlastniho odvétvi geometrie. Mongeova hlavni idea
spocivala v zobrazeni trojrozmérnych objekti pomoci vhodné projekce do dvou
rovin, vodorovné a svislé. Své prednasky uvefejnil v roce 1799 v knize Géométrie
descriptive [Deskriptivni geometrie].@ Jako jeden z prvnich matematiki zacal
vyuzivat analytické metody p#i studiu prostorovych kiivek a ploch. Jeho prace
o tomto tématu byly uvefejnény roku 1807 v knize Application de l’analyse & la
géométrie [Aplikace analyzy na geometrii] '] kterou lze povazovat za prvni knihu
o diferencidlni geometrii. Forma vykladu je vSak znacné odlisna od dnesniho ob-
vyklého piistupu. V Mongeovych pracich lze nalézt kotfeny tzv. syntetické i alge-
braické metody. U jeho 7aki se obé metody oddélily; syntetickd metoda vedla
k projektioni geometrii, algebraickd metoda se stala zdkladem moderni analy-
tické a algebraické geometrie. Hlavnimi predstaviteli algebraické geometrie byli
v Némecku jiz dfive zminovani A. F. Mébius a J. Pliicker, ve Francii M. Chasles
a v Anglii A. Cayley.

Jednim z Mongeovych zaku byl Jean Victor Poncelet, jenz je povazovan za za-
kladatele projektivni geometrie. Ovlivnén Mongeovym analytickym piistupem ke
geometrii rozvinul novou geometrickou disciplinu, jejiz nékteré myslenky naznacil
jiz dvé stoleti pfed nim G. Desargues. Ponceletiv spis Traité des propriétés pro-
jectives des figures [Pojednani o projektivnich vlastnostech atvarii| P ktery vysel
roku 1822 v Parizi, obsahl vSechny dilezité pojmy tohoto nového odvétvi geo-
metrie, jako napf. dvojpomeér, perspektivitu a projektivitu. Tato objemna kniha
byla prvnim souhrnnym pojednanim o projektivni geometrii, kterd se stala jiz
béhem dalsiho desetileti ucelenou matematickou teorii. Na Ponceletovy myslenky
navazali zejména Svycarsky matematik Jacob Steiner a némecky matematik Karl
Georg Christian von Staudt (1798-1867).

27 Publication par voie d’impression & cinquante exemplaires, source René Taton, Paris, 1639,
36 stran.

28 Viz Desarguesova véta v kapitole 1 této disertacni préce.

29 Viz Monge G., Géométrie descriptive. Legons données aux Ecoles Normales, l’an 3 de la
Republique, Baudouin, Paris, 1799, 132 stran.

30 Viz Monge G., Application de Uanalyse a la géométrie, a l'usage de I’Ecole impériale poly-
technique, Bernard, Paris, 1807, 416 stran.

31Viz Poncelet J. V., Traité des propriétés projectives des figures: ouvrage utile G ceuz qui
s’occupent des applications de la géométrie descriptive et d’opérations géométriques sur le ter-
rain, Bachelier, Paris, 1822, 426 stran.
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Zatimco vSechny vySe uvedené druhy geometrie ,pouze“ vnaseji nové metody
do studia geometrie eukleidovské, rodil se na pocatku 19. stoleti zcela novy typ
geometrie, geometrie neeukleidovskad.

Otéazka, zda paty Eukleiduv postulat o rovnobézkach je nezavislym axiomem,
nebo zda jej Ize odvodit z ostatnich axiomi, zaméstnavala matematiky vice nez
dva tisice let. Nékteti z nich vypracovali rizné ,dikazy* nezévislosti patého po-
stuldtu, které vSak v néjaké skryté formé tento postulat vyuzivaly. V 18. sto-
leti se fada matematiki neuspésné pokousela Eukleiduv postulat o rovnobézkach
dokazat sporem. Dospéli pritom k nékterym mySlenkdm geometrie neeukleidovské.
Jmenujme alespon italského matematika G. Saccheriho (1667-1733), Svycarské
matematiky L. Bertranda (1731-1812) a J. H. Lamberta (1728-1777) a fran-
couzského matematika A. M. Legendrea (1752-1833), ktefi pii svych pokusech
dokézat platnost patého postulatu sporem dosli k vétam, které dnes radime do
neeukleidovské geometrie. Zédny’ z nich v8ak nemitize byt oznacen za objevitele
nové geometrie, nebot jejich vysledky byly vice méné izolované a nebyla mezi
nimi patrni 7adna hlubsi souvislost 7]

Némecky matematik Carl Friedrich Gauss byl patrné prvnim matematikem,
ktery byl zcela presvédéen o nezévislosti patého postulatu, a tedy i o tom, Ze
dalsi geometrie, které by se zakladaly na volbé jiného axiomu, jsou logicky mozné.
Béhem svého zivota vSak o této problematice nic nepublikoval.

Za objevitele neeukleidovské geometrie jsou kromé C. F. Gausse povazovani
rusky matematik Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1792-1856) a madarsky distojnik
Janos Bolyai (1802-1860). N. I. Lobacevskij své myslenky shrnul roku 1826 ve
francouzsky psané praci Ezxposition succinte des principles de la Géométrie avec
une démonstration rigoureuse du théoréme des paralélles |Strucny vyklad zakladi
geometrie s piesnym dikazem véty o rovnobézkach|, v niz poprvé ukazal, 7e axiom
o rovnobézkach neni k vybudovani geometrie nutny. K vytisténi jeho prace vsak
roku 1826 nedoslo pro nepochopeni ze strany kolegii; vytah z tohoto rukopisu
je obsazen v Lobacevského praci O nacalach geometrii |O zékladech geometrie]
uvefejnéné v letech 1829 az 1830 v casopise kazanské univerzity, na niz v té dobé
N. I. Lobacevskij pusobil.

Jénos Bolyai sviij spis o neeukleidovské geometrii dokoncil jiz roku 1825; vysel
v8ak az roku 1832 jako Appendiz, scientiam spatii absolute veram exhibens |Do-
datek vysvétlujici absolutné pfesnou nauku o prostoru| ke knize jeho otce Farkase
(Wolfganga) Bolyaie (1775-1856) nazvané Tentamen juventutem studiosam in ele-
menta matheseos [Pojednan{ o zakladech matematiky pro pilné mladiky] P3| Jak

320 objevu neeukleidovské geometrie viz Pavlicek J. B., Zdklady neeukleidovské geometrie
Lobacevského, Prirodovédecké vydavatelstvi, Praha, 1953, 142-212.

33 Viz Bolyai J., Appendiz, scientiam spatii absolute veram exhibens; a veritate aut falsitate
aziomatis XI. Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem; adjecta ad casum fal-
sitatis quadratura circuli geometrica; in Bolyai F., Tentamen juventutem studiosam in elemen-
ta matheseos purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evidentiaque huic propria,
introducendi, Maros Vasarhely, 1832, 502 stran. Cesky preklad dila J. Bolyaie ,,Appendix* viz
gedivy J. (ed.), Svétondzorovd vichova v matematice, Sbornik vybranych referati z letnich skol
MPS JCSMF, Jednota Ceskoslovenskych matematikt a fyziki, Praha, 1987, 253-296 (prelozili
J. Pech a J. Sedivy).
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N. I. Lobacevskij, tak i J. Bolyai ve svych pracich povazovali paty Eukleidiv
postulat za nezavisly axiom a vytvorili geometrii zaloZenou na odlisném axiomu,
podle néhoz lze k dané primce danym bodem, ktery na ni nelezi, vést alespon
dvé rizné rovnobézky. Jesté nékolik desetileti po svém objevu zistavala neeuklei-
dovska geometrie nesrozumitelnou a nepochopenou, mnoho vidcéich matematiki
ji viubec neznalo nebo ji odmitalo.

Prvnim velkym matematikem, ktery plné pochopil jeji vyznam, byl Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), jenz vytvoiil dalsi typ neeukleidovské
geometrie. Ve své prednésce Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen |O hypotézach, na nichz spo¢ivaji zéklady geometrie]@ pronesené roku 1854
na univerzité v Gottingen predstavil obecnou metrickou geometrii, ktera zahrnuje
celkem t¥i typy ruznych geometrii; vedle geometrie Eukleidovy a Lobacevského to
je geometrie, jez byla pozdéji nazvana geometrii Riemannovou. V této geometrii
se kazdé dvé piimky navzajem protinaji, z ¢ehoz plyne, zZe neexistuji rovnobézky.

K obecnému uznani neeukleidovskych geometrii doslo az po roce 1870. Prispél
k nému rovnéz Felix Klein, ktery poukazal na to, ze kdyby existovaly logické roz-
pory v neeukleidovské geometrii, byly by stejné rozpory obsazeny také v geometrii
eukleidovské. Podle ného se pro Lobacevského geometrii pouziva také nézev hyper-
bolickd geometrie, pro eukleidovskou nazev parabolickd geometrie a pro Rieman-
novu nazev eliptickd geometm’e{gﬂ

4.5 Erlangensky program

Nyni se vénujme piimo Erlangenskému programu. Jak jiz bylo feceno, v fijnu 1872
predlozil Felix Klein na univerzité v Erlangen text své nastupni profesorské pied-
nagky, ktera se pozdéji stala zndmou jako Erlangensky program. Sestava z ivodu,
deseti kapitol a zavérecnych poznamek.

V tvodu F. Klein nastinil tehdejsi situaci v geometrii a uvedl, ze ve vyvoji geo-
metrického badani zaujimala v poslednich padesati letech pfedni misto geometrie
projektivni. Zdiraznil, Ze vedle elementarni (eukleidovské) a projektivni geome-
trie existuje celd fada dalsich geometrii, nap¥. geometrie reciprokych polomériP?|
nebo geometrie racionalnich transformaci. Jeho cilem bylo zformulovat obecny

34 Text pfednasky viz Riemann B., Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen, aus dem Nachlass des Verfassers mitgetheilt durch R. Dedekind, Abhandlungen der
Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen 13(1866/67), 133-150. Cesky preklad
viz Riemann B., O hypotézdch, které lezi v zdkladech geometrie (spolu s vysvétlenim H. Weyla),
z némeckého originalu pielozil Petr Rys, Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogicka fakulta, Usti
nad Labem, 1999, 35 stran.

35 Poznamenejme, ze Riemannova geometrie zahrnuje vedle eliptické geometrie je§té sférickou
geometrii, kterd pii dimenzi 2 splyva s eukleidovskou geometrii na sféfe, jestlize jako ,,pfimky*
uvazujeme hlavni kruznice. V této geometrii se kazdé dvé ,pfimky“ protinaji pravé ve dvou
bodech, a proto ve sférické geometrii neplati véta, ze kazdé dva rizné body uréuji pravé jednu
piimku. Tim se geometrie sférickd odlisuje od eliptické, v niz tato véta plati.

36 Transformaci reciprokymi poloméry (die Transformation durch reziproke Radien) F. Klein
rozumél transformaci, ktera kazdému bodu P p¥iradi bod P’ leZici na piimce O P spojujici bod P
s pocatkem O a pro niz je sou¢in OP - OP’ roven dané konstanté. Viz [K7], str. 203. Geometrie
reciprokych polomérti odpovidé v dnesni terminologii tzv. M&biové inverzni geometrii.
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princip, ktery by jednotlivé geometrie jasné a jednoznac¢né vymezil a logicky je
usporadal. Podle F. Kleina se jeho zamér jevil opravnénym z toho divodu, ze
geometrie, svym obsahem jednotna, rozpadala se rychlym rozvojem v tehdejsi
dobé v fadu téméi oddélenych disciplin, rozvijejicich se zna¢né nezavisle jedna na
druhé. Své geometrické tvahy pritom nepovazoval za nijak prevratnou myslenku,
ve své praci chtél jen prehledné vymezit a shrnout vysledky, jez do vétsi ¢i mensi
miry jisté tusili mnozi dalsi matematici.

Wenn wir es im Nachstehenden unternehmen, ein solches Prinzip auf-
zustellen, so entwickeln wir wohl keinen eigentlich neuen Gedanken,
sondern umgranzen nur klar und deutlich, was mehr oder minder
bestimmt von Manchem gedacht worden ist. Aber es schien um so
berechtigter, derartige zusammenfassende Betrachtungen zu publiciren,
als die Geometrie, die doch threm Stoffe nach einheitlich ist, bei der
raschen Entwicklung, die sie in der letzten Zeit genommen hat, nur
zu sehr in eine Reihe von beinahe getrennten Disciplinen zerfallen ist,
die sich ziemlich unabhdngig voneinander weiter bilden.

(|K2|, str. 3-4)

5 5 Vergleichende Betrachtungen
Vergleichende Betrachtungen fiber
dher neuere geometrische Forschungen

von

neuere geometrische Forschungen _
Dr. Felix Klein,

0. 6. Professor der Mathematik an der Universitit Erlangen.

Dr. Felix Klein,
o. 8. Professor der Mathematik an der Universitit Erlangen. E 20O 8 b2} % %

zum Eintritt in die philosophische Facultit und den Senat
der k. Friedrich-Alexanders-Universitiit

zu Erlangen.

Erlangen,

Erlangen
Verlag von Andreas Deichert

1872,

Verlag von Andreas Deichert.
1872.

Obr. 35: Titulni a Gvodni strana Erlangenského programu
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Prvni kapitola, v niz je zformulovina zakladni myslenka Kleinova piistupu ke
klasifikaci riznych geometrii, se tykd grup prostorovych transformaci. F. Klein
nejprve zavedl a vysvétlil pojem grupa transformaci — rozumél jim takovou sou-
stavu transformaci, kterd ma tu vlastnost, ze kazda transformace slozena z libo-
volnych transformaci této soustavy je rovnéz jeji soucastif’|V dalsim textu uvazo-
val transformace prostoru, které zachovavaji geometrické vlastnosti prostorového
utvaru. Tyto transformace tvoii grupu, kterou F. Klein nazval hlavni grupou
(v origindle die Hauptgruppe). Geometrické vlastnosti se tedy neméni pii téchto
transformacich, tj. u prvku hlavni grupy. Naopak lze fici, ze geometrické vlastnos-
ti lze charakterizovat pravé na zakladé jejich invariantnosti vici transformacim
z hlavni grupy. Geometrii poté definoval néasledujicim zpisobem: Je ddn geome-
tricky prostor a néjakd grupa transformaci. Ukolem geometrie je zkoumat prave ty
vlastnosti prostoru, které se nemént pri transformacich dané grupy. Jingmi slovy
receno, kaZdd geometrie je teorii invarianti dané grupy transformaci. Ocitujme

vvvvvv

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformations-
gruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehorigen Gebilde
hinsichtlich solcher Figenschaften untersuchen, die durch die Trans-
formationen der Gruppe nicht geindert werden. In Anlehnung an die
moderne Ausdrucksweise, die man freilich nur auf eine bestimmie
Gruppe, die Gruppe aller linearen Umformungen, zu beziehen pflegt,
mag man auch so sagen: Es ist eine Mannigfaltigkeit und in dersel-
ben eine Transformationsgruppe gegeben. Man entwickele die auf die
Gruppe beziigliche Invariantentheorie. (|K2], str. 7)

F. Klein pfitom zdurazhoval, ze grupu transformaci lze volit zcela libovolné.

Grupy transformaci umoznuji podle F. Kleina nejen zkouméni a klasifikaci
danych geometrii, ale rovnéz zavedeni novych geometrii. Zakladni geometrické
pojmy jsou potom urceny jako invarianty zvolenych grup transformaci. Pokud
vsak zakladni geometrické objekty dané geometrie uréime az na zékladé jejich in-
variantnosti vi¢i uvazované grupé transformaci, nemitzeme piredem defini¢ni obor
téchto transformaci omezit pravé na tyto objekty. F. Klein tedy musel defini¢ni
obor transformaci stanovit nezavisle na néjakych objektech, ¢ehoz dosahl tim, Ze
za defini¢ni obor zvolil obecnd n-dimenzionalni projektivni prostor (varietu) ]

37V roce 1893 F. Klein dodatetné do 8. poznamky pod ¢arou piidal upfesnéni, Ze uvede-
nou definici grupy transformaci je tfeba doplnit. Mlcky se totiz predpokladé, ze takova grupa
navic obsahuje ke kazdé transformaci rovnéz transformaci inverzni. V p¥ipadé grup obsahujicich
nekone¢né mnoho transformaci to neni nutné, avsak pro uplnost by tento poZzadavek mél byt
v definici explicitné uveden. Viz [K8], str. 462.

38F. Klein pouzil oznafeni die gesamte Mannigfaltigkeit (ném. die Mannigfaltigkeit —
rozmanitost), které v samotném Erlangenském programu nijak blize neobjasnil. Vysvétleni 1ze
nalézt v ¢lanku Klein F., Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Mathematische An-
nalen 4(1871), 573-625. Zde definoval pojem eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen takto:
Je-li ddno n proménnych x1, xs, ..., x,, sestrojime obor n-krat nekonec¢né mnoha systémi hod-
not, které ziskdme tak, Ze proménné x nezavisle na sobé& nechame probéhnout redlné hodnoty
od —oo do +o0.
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F. Klein tedy charakterizoval kazdou geometrii pomoci grupy geometrickych
transformaci, které zachovavaji zékladni vlastnosti dané geometrie. Napt. klasic-
kou eukleidovskou geometrii asocioval s grupou shodnosti, tj. s grupou trans-
formaci, které zachovavaji eukleidovskou vzdélenost, a Lobacevského geometrii
s grupou transformaci, které zachovavaji né¢jakou regularni, bodové realnou kuzelo-
secku. Ve svych tvahach vSak opomenul afinni geometrii, kterou lze ptirozenym
zpusobem asociovat s grupou afinit. F. Klein se k tomuto opomenuti roku 1921
sebekriticky pfiznal; ve svych pfednaskach afinni grupu zacal zdirazihovat teprve
od $kolniho roku 1895/96. Jednim z divodi mohla byt skute¢nost, ze ve druhé
poloviné 19. stoleti se pozornost matematiki soustiedila na analytickou projek-
tivni geometrii, jez byla na vrcholu svého rozkvétu, stiedem zajmu se staly ko-
lineace (obecnd linearni zobrazeni), a afinity jako jejich specialni piipad ustoupily
do pozadi. Jejich postaveni v geometrii se radikilné zménilo az ve 20. stoleti.@

Ve druhé kapitole F. Klein zavedl usporadani geometrii, a to tak, ze relaci
inkluze mezi jednotlivymi grupami transformaci pfenesl na odpovidajici geome-
trie. Pokud néjakou grupu nahradime jinou grupou, kterd danou grupu obsahuje,
zustane zachovana pouze ¢ast puvodnich geometrickych vlastnosti. Pfechodem
k rozsitené grupé nebo k vlastni podgrupé tak lze prejit od jednoho typu geometrie
k jinému[?] Erlangensky program tedy pfinesl jednoduchy, ale dilezity princip
usporadani jednotlivych geometrii.

Nustrujme nyni Kleinovy mys$lenky na piikladech. Necht M je mnozina vSech
bodu néjaké roviny. Uvazujme mnozinu G vSech transformaci mnoziny M, kterd
obsahuje pravé viechny transformace slozené z osovych soumérnosti (a tedy rovnéz
v8echna posunuti a oto¢eni). Protoze slozeni libovolnych transformaci z mnoziny G
je opét prvkem mnoziny G a ke kazdé transformaci z mnoziny G existuje v této
mnoziné transformace inverzni, je mnozina G grupou. Ji odpovidajici geometrii
je klasickd eukleidovskd geometrie, G je grupa shodnosti. Protoze takové vlastnos-
ti jako délka, obsah, shodnost, podobnost, kolmost, rovnobéznost a kolinearnost
bodi jsou invariantni vzhledem ke grupé GG, studuje eukleidovska geometrie pravé
tyto vlastnosti.

Pokud grupu G roz$ifime na nejmensi grupu obsahujici navic vSechny stejno-
lehlosti, ziskdAme grupu podobnosti. Vzhledem k této grupé jiz délka, obsah a shod-
nost invariantni nezustavaji, a tedy se v této geometrii nestuduji. Podobnost,
kolmost, rovnobéznost a kolinearnost bodiu se v8ak stale zachovavaji, a jsou pro-
to predmétem studia této geometrie. Obdobné projektivni geometrie studuje ty
vlastnosti, které zustavaji invariantni vzhledem ke grupé projektivnich trans-
formaci. Z vySe zminénych vlastnosti se v tomto piipadé zachovavd pouze ko-
linearnost bodi. Vyznamnym invariantem této grupy je také dvojpomér ctyft
kolinearnich bodi.

39 Zasluhu na tom mé4 Hermann Weyl (1885-1955), jenz ve svém dile Raum — Zeit — Materie.
Vorlesungen iber allgemeine Relativititstheorie [Wel] pojednal afinni geometrii axiomaticky,
v souvislosti s geometrii vektorového prostoru.

40F. Klein tento pfistup piiblizil na piikladu sférické trigonometrie, jiz lze ziskat z euklei-
dovské geometrie prechodem od grupy shodnosti k jeji podgrupé, kterd zachova invariantni
néjaky bod. Podobnym zptusobem by bylo mozné od projektivni geometrie piejit ke geometrii
afinni, pokud bychom misto grupy kolineaci uvazovali jeji podgrupu, kterd zachové invariantni
néjakou rovinu.
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V nésledujici tabulce (viz tab. 2) je vybrano pét zakladnich geometrickych
vlastnosti a u kazdé ze ¢ty zvolenych grup transformaci je uvedeno, zda uvazo-

vané transformace dané vlastnosti zachovavaji, ¢i nikoliv.

vlastnost / grupa qgrupa grupa grupa grupa
shodnosti | podobnosti afinit projektivit

poloha meéni se meéni se meéni se meéni se

velikost zachovana meéni se méni se méni se

kolmost zachovana | zachovana méni se méni se

rovhobéznost zachovana | zachovana | zachovidna | méni se

kolinedrnost zachovana | zachovana | zachovana | zachovana

Tab. 2: Invarianty grup transformaci
Jednotlivé grupy lze relaci inkluze usporadat takto:
grupa grupa grupa grupa
shodnosti podobnosti afinit projektivit

Kazdé grupé pritom prislusi odpovidajici geometrie. Grupé shodnosti odpovida
eukleidovska geometrie, grupé podobnosti odpovida ,,podobnostni“ geometrie,
grupé afinit odpovida afinni geometrie a grupé projektivit odpovida projektivni
geometrie. 7Z vySe uvedeného schématu inkluzi grup transformaci tak ziskdme
nasledujici usporadani klasickych geometrii:

afinni
geometrie

podobnostni
geometrie

eukleidovska
geometrie

projektivni
geometrie

Kleinova jednotna definice vévodila geometrii ptiblizné padesat let. Dnes je
jiz zfejmé, ze vSechny typy geometrii do jeho schématu zaclenit nelze, prikladem
jsou algebraicka nebo diferencidlni geometrie. Navic je tfeba upfesnit, 7Ze geome-
trie neni jednoznac¢né urcena pouze geometrickym prostorem, v némz pracujeme,
a volbou néjaké grupy transformaci. Je jesté navic potieba specifikovat, které geo-
metrické objekty bereme za zakladni stavebni prvky uvazované geometrie. Pokud
uvazujeme napft. projektivni rovinu a grupu projektivnich transformaci, nezélezi
na tom, zda za zakladni prvky vezmeme body nebo piimky, vzdy ziskame stejny
geometricky systém (plyne z platnosti principu duality). V rovinné eukleidovské
geometrii, v niz princip duality neplati, bychom vsak ziskali v zavislosti na volbé
zakladnich elementt dva rizné geometrické systémy.
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Napf. pokud trojihelnik zadame pomoci jeho stran, které lezi na tiech rtiznych
piimkach, z nichz kazdé dvé jsou riznobézné, pak ,,soucet vzdalenosti vSech dvojic
stran®, tj. soucet velikosti ahli, které strany navzajem sviraji, je pro vSechny
trojihelniky stejny; v obloukové mite je roven 27 rad. Na druhou stranu, pokud
trojihelnik ur¢ime pomoci trojice riznych, nekolinedrnich bodi, pak soucet jejich
vzdalenosti, tj. obvod uvazovaného trojuhelniku, je pro ruzné trojihelniky rizny.
Kazdy geometricky systém je tedy zcela jednoznacéné urcen volbou tii zadkladnich
charakteristik — geometrického prostoru, grupy transformaci, které zachovavaji
podstatné vlastnosti objekti, a zadkladniho prvku uvazované geometrie, z néhoz
jsou slozeny geometrické objekty.

Z hlediska teorie grup lze vyznam volby zakladniho prvku uvazované geometrie
vysvétlit nasledovné. Uvazujme vSechny transformace obsazené ve zvolené grupé
transformaci G, které zachovavaji zakladni prvek uvazované geometrie (tj. zobrazi
jej opét na sebe). Takové transformace ziejmé tvoii grupu, kterd je podgrupou
grupy G — nazyva se stabilizacni podgrupou piislusejici uvazované geometrii se zvo-
lenym zakladnim prvkem. Pokud tedy napf. grupa G je tvofena vSemi shodnost-
mi eukleidovské roviny a zakladnim prvkem geometrie je bod, potom stabiliza¢ni
podgrupa bude tvofena vSemi otoc¢enimi kolem uvazovaného bodu. Pokud vsak
zakladnim prvkem bude ptfimka, budou stabiliza¢ni podgrupu tvofit vSechna po-
sunuti ve sméru zvolené primky, osova soumérnost podle zvolené pfimky a vSechny
stfedové soumérnosti podle bodu zvolené piimky. V feci teorie grup budou dva
geometrické systémy totozné, pokud se budou shodovat i ve stabiliza¢nich pod-
grupach. Zakladni prvky takovych geometrickych systému se pfitom mohou lisit,
prikladem je vySe zminovana projektivni geometrie.@

Dalsi kapitoly Erlangenského programu jiz okomentujeme jen strucné.

Trteti kapitola je vénovana projektivni geometrii. F. Klein zde mimo jiné uvedl,
ze kazd4 prostorové transformace, kterd nendlezi hlavni grupé, miize byt vyuzita
k preneseni vlastnosti zndmého dtvaru na atvar novy. Kromé projektivnich trans-
formaci uvazoval také tzv. dualistické a imaginarni transformace; soucasné s nimi
zavedl imaginarni prvky.

Ve ¢tvrté kapitole se F'. Klein zabyval ,,pfenaSenim prostiednictvim zobrazeni®
(v originale Ubertragung durch Abbildung). Uvazoval varietu A jako defini¢ni obor
transformaci grupy B. Pokud pomoci néjakého zobrazeni prejdeme od variety A
k jiné varieté A’, zménime timto zobrazenim grupu B na grupu B’, jejiz trans-
formace se vztahuji k varieté A’. Vlastnosti utvart variety A se pifenesou na
odpovidajici atvary variety A’. Tuto myslenku ilustroval na piikladech.

Pata kapitola je mimo jiné vénovana tzv. pfimkové geometrii. Jiz Kleintiv
ucitel J. Pliicker poukazal roku 1865 na to, Ze geometrie nemusi byt vybudova-
na pouze na bodu jako zdkladnim prvku; primky, roviny nebo kruznice lze téz
uzit jako zakladni prvky néjaké geometrie. F. Klein v této kapitole zdliraznil, Ze
zakladnimi prvky geometrie mohou byt libovolné atvary uvazované variety.

41 Poznamenejme, ze F. Klein povazoval dva geometrické prostory M a M’, jimz piislusi
grupy transformaci G a G’, za identicke, pokud existuje takové vzajemné jednozna¢né zobrazeni
f: M — M’, které indukuje izomorfismus ¢: G — G’ mezi grupami transformaci.

81



Als Element der geraden Linie, der Fbene, des Raumes, tiiberhaupt
einer zu untersuchenden Mannigfaltigkeit kann statt des Punctes jedes
in der Mannigfaltigkeit enthaltene Gebilde: die Punctgruppe, ev. die
Curve, die Fliche u. s. w. verwandt werden. ... Aber so lange wir
der geometrischen Untersuchung dieselbe Gruppe von Aenderungen
zu Grunde legen, bleibt der Inhalt der Geometrie unverdndert, das
heisst, jeder Satz, der bei einer Annahme des Raumelements sich er-
gab, ist auch ein Satz bei beliebiger anderer Annahme, nur die Anord-
nung und Verkniipfung der Sdtze ist gedndert. Das Wesentliche ist also
die Transformationsgruppe; die Zahl der Dimensionen, die wir einer

Mannigfaltigkeit beilegen wollen, erscheint als etwas Secunddres.
(JK2]|, str. 16)

Déle zde uvedl souvislost projektivni geometrie roviny s teorii binarnich forem,
neboli s projektivni geometrii piimky, kterou lze ztotoznit s projektivni geometrii
kuzelosecky nahrazenim kazdého bodu piimky dvojici bodu, v nichz uvazované
primka protne danou kuzelosecku.

Die Theorie der bindren Formen und die projectivische Geometrie
der Ebene unter Zugrundelequng eines Kegelschnittes sind gleichbedeu-
tend. ... Die Theorie der bindren Formen und die allgemeine projecti-
vische Massgeometrie in der Ebene sind dasselbe. (|K2], str. 17)

F. Klein pfitom odkazal na tzv. Hessetiv princip (v originale das Hessesche Uber-
tmgungsprinzip).@ Obdobnym zpiisobem, s vyuzitim homogennich soufadnic,
nasel souvislost mezi projektivni geometrii prostoru a teorii bikvadratickych (kva-
ternarnich) forem.

V Sesté kapitole se F. Klein zabyval geometrii reciprokych poloméri (in-
verzni geometrii) a porovnaval ji s projektivni geometrii. Uvedl, Ze v projek-
tivni geometrii jsou zakladnimi pojmy bod, pfimka a rovina, zatimco kruznice,
resp. sféra jsou pouze specidlnimi p¥ipady kuzelosecky, resp. plochy druhého stup-
né. Naproti tomu v geometrii reciprokych polomérii jsou zakladnimi pojmy bod,
kruznice a sféra; primka a rovina jsou specidlnimi ptipady atvari, které obsahu-
ji nekonetnd vzdaleny (nevlastnf) bod[P| Dale nasel souvislost mezi geometri
reciprokych polomért v roviné a projektivni geometrii na plose druhého stupné
(na kvadrice). V zavéru kapitoly se vénoval reprezentaci geometrie reciprokych
polomérii pomoci teorie binarnich forem komplexnich proménnych.

V sedmé kapitole F. Klein navazal na nékteré predchozi myslenky a dale je
rozvijel. Pfipomnél, 7Ze geometrii roviny lze propojit s geometrii na kuzelosecce
tim, ze pfimkam roviny prifadime dvojice bodii, v nichz primky danou kuzelosecku
protinaji. Obdobné miizeme dat do souvislosti geometrii prostoru s geometrii na

42 Ludwig Otto Hesse (1811-1874), némecky matematik. Hesseiiv princip je zaloZen na
skutec¢nosti, Ze pokud pifimku v projektivni roviné zobrazime z néjakého bodu libovolné
kuzelosecky na tuto kuzelosecku, potom kolineace piimky jsou urceny kolineacemi roviny,
které kuzelosecku zobrazi samu na sebe, a naopak. Toto zobrazeni urcuje izomorfismus mezi
grupou kolineaci piimky a grupou kolineaci roviny, které danou kuzelosecku zachovavaji. Viz
Hesse L. O., FEin Uebertragungsprincip, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
66(1866), 15-21.

43 Elementarni geometrii ziskdme, pokud tento bod pevné zafixujeme.
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sfére tim, Ze kazdé roviné prostoru prifradime kruznici, ve které uvazovana rovina
danou sféru protina. Pomoci stereografické projekce lze geometrii na sféfe prevést
na geometrii v roviné; proto si budou navzajem odpovidat prostorova geometrie,
jejimiz zakladnimi prvky jsou roviny a jejiz grupa obsahuje linearni transforma-
ce zachovavajici danou sféru, a rovinna geometrie, jejimiz zdkladnimi prvky jsou
kruznice a jejiz grupou je grupa reciprokych poloméri. Uvedenou prostorovou
geometrii dale zobecnil; uvazoval obsahlejsi grupu a dospél k tzv. Lieové sférické
geometrii. Na zavér zminil, Ze vysledné rozsiteni lze pomoci urcitého zobrazeni
prenést také na rovinnou geometrii.

Osmé kapitola ptiblizuje dalsi metody zalozené na zkoumani néjaké grupy
bodovych transformaci. Samostatny odstavec se tyka tehdy jesté relativné nezna-
mé topologie (v originadle die Analysis situs), kterou F. Klein charakterizoval
jako teorii invariantu spojitych bodovych transformaci. Dale se vénoval geometrii
racionalnich transformaci; ukézal, Ze na pfimce jsou racionalni transformace to-
tozné s linearnimi transformacemi, v roviné se jedna o tzv. Cremonovy transfor-
mace, které lze vytvorit slozenim kvadratickych transformaci. V zavéru kapitoly se
zabyval grupou v8ech bodovych transformaci; uvedl, Ze libovolna bodovéa transfor-
mace nekone¢né malé ¢asti prostoru vzdy odpovida néjaké linearni transformaci.

V devaté kapitole F. Klein pojednal o grupé vSech kontaktnich transformaci.
Kontaktni transformaci rozumél kazdou substituci, kterd proménné x, y, z a jejich
parcialni diferencialni podily oznacené p = % aq= Z—Z vyjadfuje pomoci novych
velicin o', o/, 2/, p/, ¢. Nazev je odvozen ze skuteCnosti, ze dotykajici se plochy
se pri téchto transformacich zobrazi opét na plochy, které se dotykaji. Pokud za
zakladni prvky geometrie vezmeme body, Ize kontaktni transformace rozdélit do
tii skupin podle toho, zda uvazované transformace bodum pfifazuji opét body
(tj. jedna se o bodové transformace), nebo kiivky, nebo plochy. F. Klein ve svych
dalsich tvahach volil za zékladni prvek prostoru systém hodnot z, vy, 2z, p, q.
Kontaktni transformace lze poté ekvivalentné definovat jako pravé ty substituce
péti proménnych x, y, z, p, ¢, které zachovivaji vztah dz — pdx — qdy = 0.
Predmétem Kleinova dalsiho zkouméani byly variety, které lze vyjadfit pomoci
soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho stupné.

Posledni, desata kapitola rozsituje pojem ,varieta“. F. Klein zde pfipomnél,
ze vSechny geometrické avahy provedené v prostoru lze prenést také na libovolnou
varietu. Déle se kratce zminil o jedné oblasti moderni algebry, kterou je teorie
invarianti. V zavéru kapitoly demonstroval sviij geometricky ptistup k prostorim
s konstantni Gaussovou kfivosti. Divodem je souvislost s Lobacevského hyper-
bolickou geometrii, jez se lokalné realizuje na prostorech se zapornou konstantni
kiivosti, a s Riemannovou eliptickou geometrii, jez se lokdlné realizuje na pros-
torech s kladnou konstantni kiivosti.

Na zavér F. Klein pfipojil jesté sedm poznamek. V prvnich dvou poukazal na
sviij hlavni zamér, jenz ho privedl k vyuziti teorie grup v geometrii; doufal, ze se
mu podaii vnést do roztiisténé geometrie opét rad, jednotu a nové perspektivy.
Prvni poznamka pojednava o rozporu mezi syntetickym a analytickym pristupem
v geometrii, druha kritizuje tehdejsi priliSnou separaci geometrie do jednotlivych,
uzce zaméfenych disciplin. Pat4 poznamka se tyka neeukleidovské geometrie.
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Prvni reakce na Erlangensky program

F. Klein v Erlangenském programu prezentoval sviij jednotny pohled na geo-
metrii. Do té doby byly jednotlivé geometrie (eukleidovska, projektivni, hyper-
bolicka, eliptickd) zkoumany oddélené. Kleinovy vysledky vSak nebyly ihned po-
chopeny a prtijaty. Jesté dvacet let poté zistavalo toto jeho dilo Siroce neznamé;
zminky o Erlangenském programu z uvedené doby nachazime spiSe vyjimecné.
Lze se domnivat, Ze s Kleinovymi geometrickymi vysledky byla kratce po roce
1872 nejlépe seznamena italskd matematickd komunita[] Pozdgji bylo zjisténo,
7e nékolik dalgich matematiki, nap¥. Henri Poincaré (1854-1912) [FF| Wilhelm Karl
Joseph Killing (1847-1923)| a Eduard Study (1862-1922) 7] piglo nezavisle na
Kleinovi na podobné myslenky. Erlangensky program se stal vSeobecné znamym
az poté, co jej F. Klein znovu otiskl v roce 1893 v ¢asopisu Mathematische An-
nalen.

Ceské matematickd komunita nevénovala Erlangenskému programu dlouhou
dobu prakticky zadnou pozornost. V C’asopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky,
jenz zacal vychazet pravé v roce 1872, neni z té doby o Kleinové programu ani
kratkd zminka. Prvni referenci nalezneme v casopisu a7z v roce 1906 v ram-
ci recenze ucebnice Lehrbuch der analytischen Geometrie, jejimiz autory jsou
L. Heffter a C. Koehler[®] Kniha obsahuje vyklad zakladi geometrie v duchu
zékladni myslenky Erlangenského programu, recenzent Jan Vojtéch (1879-1953)
proto nejprve kratce popsal Kleintuv ,,dilezity princip, jenz poskytuje neobycejné
jasny pohled na podstatu celé geometrie i jednotlivych jejich ¢asti®.

Mozna pod vlivem vySe uvedené knihy sepsal Jan Vojtéch ¢lanek Geome-
trické transformace proniho stupné v roviné a jich grupy, jenz byl na pokracovani
uvefejnén v nasledujicich dvou &islech ¢asopisuf?] Obsahuje systematicky prehled

4 O vlivu Erlangenského programu na geometrické prace vybranych italskych matematiki
viz Boi L., The influence of the Erlangen Program on Italian geometry, 1880-1890: n-dimen-
sional geometry in the works of d’Ovidio, Veronese, Segre and Fano, Archives Internationales
d’Histoire des Sciences 40(1990), 30-75.

45 H. Poincaré byl ve své praci ovlivnén dilem C. Jordana a objevem neeukleidovské geometrie.
Roku 1880 dospél k zavéru, ze geometrie studuje grupy operaci tvofenych takovymi premisténi-
mi geometrického objektu, které ho nedeformuji. Svoji myslenku vylozil v ¢lanku obsahujicim
zéklady teorie Fuchsovych funkci a diferencidlnich rovnic. Clének zaslal do soutéze vypsané
parizskou akademii véd, ale protoze zadnou cenu neziskal, nebyl tehdy publikovin; byl objeven
a prozkoumén teprve o sto let pozdé&ji. Viz Gray J. J., The three supplements to Poincaré’s
prize essay of 1880 on Fuchsian functions and differential equations, Archives Internationales
d’Histoire des Sciences 32(1982), 221-235.

46 W, Killing pod vlivem praci H. Helmholtze a B. Riemanna studoval jednotlivé geometrie
z pohledu teorie grup; viz Killing W., Erweiterung des Raumbegriffes, Programm Braunsberg,
1884, 21 stran. Zatimco F. Klein se soustiedil na klasifikaci zndmych geometrii, W. Killing
zdurazioval potfebu systematické a uplné klasifikace vSech mozZnych forem prostoru. Jeho
vyzkumny program zahrnoval mimo jiné problém kompletni klasifikace vSech Lieovych algeber
nad télesem komplexnich ¢isel.

4TE. Study byl v kontaktu se S. Lie, pod vlivem Grassmannovy knihy nazvané Die Lineale
Ausdehnungslehre (1844) rozpracoval algebraické pojeti geometrie s vyuZitim teorie invariant.

48 Viz Heffter L., Koehler C., Lehrbuch der analytischen Geometrie, Band I: Geometrie in
den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene, Teubner, Leipzig und Berlin, 1905, 517 stran.
Recenze viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 35(1906), 134-136.

19 Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 35(1906), 249-275, 377-397.
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vSech geometrickych transformaci v roviné. J. Vojtéch se zaméril na vySetfovani
transformaci, které vzniknou skladanim jednoduchych transformaci — uvazoval
stfedové soumérnosti, translace, osové soumérnosti (pravothlé i sikmé), rotace
a homothetie; postupné dospél i k afinnim a obecnym kolinearnim transformacim.
Své vysledky dokladal na zakladé nazornych konstrukei, uvedl a odvodil vSak
i analytickd vyjadieni vSech transformaci.

4.6 Elementarni matematika

V letech 1908 az 1911 postupné vysly tii dily Kleinovych prednasek Elementar-
mathematik vom hoheren Standpunkte aus |Elementarni matematika z vyssiho
hlediska|, které byly urceny stfedoskolskym ucitelim a studentim. Kazdy dil
ma tii ¢asti. Prvni je vénovan aritmetice, algebie a analyze, obsahuje pfednasky
konané na univerzité v Gottingen v zimnim semestru 1907/08; byl vydan roku
1908. Druhy dil se tyk4 geometrie, obsahuje pfednasky konané v letnim semestru
1908; byl vydan roku 1909. Ve tietim dile jsou mimo jiné studovany funkce realné
proménné (zejména jejich znazornéni v pravothlé soustavé soufadnic) a rovinné
k¥ivky; byl vydan roku 1911.

Ocitujme tvodni text z Kleinovy pfedmluvy k prvnimu vydani prvniho dilufY]
F. Klein v ném komentuje, komu je tato kniha zejména urcena, tedy ucitelim
vyssich stirednich kol a studenttim. V zavéru uryvku specifikuje sviij zamysleny
zamér, tj. vylozit v knize obsah a zaklady matematiky s ohledem na skutecné
potieby vyuky, a to z hlediska moderni védy, ale zarovein co nejjednodussim,
nejpodnétnéjsim a nejpiesvédCivéjsim zplisobem.

Die neue Autographie, welche ich hiermit dem mathematischen Pub-
likum und ganz besonders den Lehrern der Mathematik an unseren
hoheren Schulen unterbreite, ist als eine erste Fortsetzung jener Vor-
trige ,iber den mathematischen Unterricht an den héheren Schulen®,
speziell dber ,,die Organisation des mathematischen Unterrichts® ge-
dacht, die ich 1m vorigen Jahre mit Herrn Schimmack zusammmen im
Teubnerschen Verlag habe erscheinen lassen. An die damals gegebene
Ubersicht iiber die verschiedenen Formen der Unterrichtsaufgabe, die
dem Mathematiker gestelll sein kann, sollen sich jetzt, allgemein zu
reden, Entwicklungen tiber den Unterrichitsstoff selbst schlieffen, in de-
nen ich bemiiht bin, dem Lehrer — oder auch dem reiferen Studenten —
Inhalt und Grundlegung der wm Unterricht zu behandelnden Gebie-
te, unter Bezugnahme auf den tatsdichlichen Unterrichtsbetrieb, vom
Standpunkte der heutigen Wissenschaft in maglichst einfacher und an-
regender Weise tberzeugend darzulegen.

50Viz Klein F., Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus, Teil I: Arithmetik, Alge-
bra, Analysis, Vorlesungen gehalten im Wintersemester 1907-08 von F. Klein, Ausgearbeitet
von E. Hellinger, B. G. Teubner, Leipzig, 1908; citace z prvni strany nestrankované predmluvy.
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Ve druhém dilu jsou mimo jiné obsazeny zdkladni myslenky Erlangenského
programu. V jeho prvni ¢asti F. Klein nejprve zkouma geometrické prostory a je-
jich zakladni vlastnosti. Ve druhé se podrobné vénuje jednotlivym typim geo-
metrickych transformaci a jejich analytickym Vyjédfenim.[f] Posledni, tfeti cast
predstavuje systematické pojednini o geometrii a jejich zadkladech a zahrnuje
zakladni myslenky klasifikace geometrii pomoci geometrickych transformaci.

F. Klein zde nejprve uvazuje ,,specidlni linedrni substituce” — posunuti, otacent,
stfedovou a osovou soumérnost a podobné zobrazeni. Geometrii poté definuje jako
teorii invariantii téchto linearnich substituci. Uvadi nékteré geometrické vlastnos-
ti, které se pii téchto transformacich neméni, jejich souhrn nazyva metrickou geo-
metrii. Poté odvozuje dalsi ,,druhy* geometrie. Zac¢in& afinnimi transformacemi,
které jsou zobecnénim vySe uvedenych linedrnich substituci, a dochézi k afinni
geometrii, jakozto teorii invarianti afinnich transformaci. Poté uvazuje projek-
tivni transformace, jez afinni transformace zahrnuji jako specidlni piipad. Geo-
metrické vlastnosti, které se pii projektivnich transformacich neméni, se ziejmé
zachovavaji také pii transformacich afinnich. Tim lze z afinni geometrie vyclenit
geometrii projektivni, jako teorii invariant projektivnich transformaci/?

Pomoci stejného principu odvozuje F. Klein geometrii reciprokych poloméri
a topologii, kterou nazyva analysis situs. Tento ptistup dale precizuje na zakladé
pojmu grupa a formuluje obecny princip umoznujici charakterizovat jednotlivé
geometrie.

4.7 Pokracovatelé Felixe Kleina

V prvni poloviné 20. stoleti na Kleinovu préaci v oblasti klasifikace geometrii
navazali, pouze s ¢aste¢nym tspéchem, Ameri¢an Oswald Veblen (1880-1960)
a Francouz Elie Cartan (1869-1951), kteii se zabyvali rozgifenim a zobecnénim
Kleinovy definice tak, aby zahrnovala i ty geometrie, které Kleiniv Erlangensky
program neobsahl.

E. Cartan v roce 1922 vypracoval teorii zobecnénych prostort, roku 1926
popsal teorii symetrickych prostorti. Uvahy o prostorech ho p¥ivedly na myslenku
grupové koncepce geometrie, ktera zahrnovala nejen vSechny geometrie obsazené
v Erlangenském programu, ale rovnéz geometrii Riemannovu a nékteré dalsi
piibuzné teorie. Cartaniv védecky program v geometrii navic zahrnoval teorii
Lieovych grup mnohem dikladnéji nez geometrie ve smyslu Kleinovy definice.
E. Cartan rovnéZ prohloubil Kleinovu definici ekvivalence geometrii: ukazal, Ze
ekvivalentni geometrie odpovidaji pravé takovym grupam, které maji stejnou
strukturu 7

5L F. Klein zde studuje zejména afinni a projektivni transformace, transformaci reciprokymi
poloméry, stereografickou a Mercatorovu projekei, duélni, kontaktni a imaginarni transformace.

52F. Klein tento sviij postup, vyélenéni afinni a projektivni geometrie z geometrie metrické,
prirovnava k postupu chemika, ktery pomoci stale silngjsich ¢inidel izoluje ze své slouceniny stale
hodnotnéjsi slozky. V jeho piipadé byly ¢inidlem nejprve afinni, a poté projektivni transformace.

53§, Lie v roce 1888 dokazal, Zze dvé grupy maji stejnou strukturu pravé tehdy, kdyz jejich
parametrické grupy lze ztotoznit vhodnou transformaci parametri. Viz Lie S., Theorie der
Transformationsgruppen, erster Abschnitt, unter Mitwirkung von Friedrich Engel, Druck und
Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1888, 632 stran.
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Podrobné o Cartanovych vysledcich pojednava kniha [Sh|, z niZ ocitujme
v anglickém piekladu Cartanova slova z roku 1939:

In the wake of the movement of ideas which followed the general theory
of relativity, I was led to introduce the notion of new geometries, more
general than Riemannian geometry, and playing with respect to the
different Klein geometries the same role as the Riemannian geometries
play with respect to Fuclidean space. The vast synthesis that I realized
wn this way depends of course on the ideas of Klein formulated in
his celebrated Erlangen programmme while at the same time going far
beyond it since it includes Riemannian geometry, which had formed
a completely isolated branch of geometry, within the compass of a very
general scheme in which the notion of group still plays a fundamental
role. (|Sh], str. 171)

I na zacatku 21. stoleti se nékteri matematici ke Kleinovym tvaham o klasi-
fikaci geometrif na zakladé teorie grup stale vraceji a déle je rozvadéji a zobeciiu-
ji. V této souvislosti uvedme alespon kratky clanek An extension of Erlangen
Program, jeho# autorem je rumunsky matematik Sorin Lugojan | Grupy trans-
formaci uvazované v Kleinové Erlangenském programu rozsitil na ,,pseudogrupy*
transformaci, které s kazdou transformaci obsahuji i transformaci k ni inverzni
a navic z definice spliiuji jesté dalsich pét podminek. Pseudogrupy transformaci
se dnes uspésné vyuzivaji v teorii parcidlnich diferencialnich rovnic.

Charakter pfimého zobecnéni Erlangenského programu mé v dnesni dobé tzv.
teorie kategorii. Tato problematika vSak jiz vyrazné piekracuje zaméfeni této
diserta¢ni prace.

4.8 Fyzikalni souvislosti

Vychozi myslenka Kleinova Erlangenského programu, tj. diraz na invarianty
pii geometrickych transformacich, se z geometrie brzy rozsitila i do mechaniky
a matematické fyziky a vedla az ke specialni teorii relativity. Souvisi totiz s pro-
blematikou vyjadieni fyzikalnich zakoni nezéavisle na soufadném systému.

Zakladem Kklasické mechaniky je tzv. Galiletho princip relativity zformulo-
vany v 17. stoleti, ktery uvadi, Ze vSechny inercialni vztazné soustavy[g_g] jsou pro
popis mechanickych déju rovnocenné, ve vSech plati stejné zakony mechaniky
a rovnice, které je popisuji, maji ve vSech takovych soustavach stejny tvar. To
znamena, ze ve vSech vztaznych soustavach, které jsou vzhledem k povrchu Zemé
v rovhomérném piimocarém pohybu, probihaji vSechny mechanické déje taplné
stejné jako v soustavé spojené s povrchem Zemé. Pozorovatel jedouci vlakem
stalou rychlosti po piimé vodorovné trati, pokud neméa moznost pozorovat okoli,
zadnym mechanickym pokusem nezjisti, zda se vztazna soustava spojené s vlakem

54 Viz Analele Universitatii Bucuresti, Matematica 52(2003), 49-54.

5% Inercialni vztazné soustavy (lat. imertia — setrvacnost) jsou vztazné soustavy, v nichz
izolované télesa zistavaji v klidu nebo v rovnomérném piimocarém pohybu. V inercidlnich
vztaznych soustavach plati Newtonovy pohybové zakony.
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pohybuje, jak velkou rychlosti a kterym smérem. Pozorovatel uvniti soustavy
konajici rovnomérny piimocary pohyb sviij pohybovy stav nerozlisi od klidu.

Galileiho princip relativity z pohledu transformaci vlastné uvadi, ze vSechny
fyzikalni vlastnosti se zachovavaji pii téch transformacich fyzikalniho systému,
které mu udéluji konstantni rychlost. Takové transformace se nazyvaji Galile:-
ho transformace. Galileiho transformaci mezi prostorovymi soufadnicemi z, y, 2
a Casem t namérenymi v soustaveé, kterd je v klidu, a jim odpovidajicimi sourad-
nicemi 2/, 3/, 2’ a ¢asem ¢’ namé&fenymi v soustavé, kterd se pohybuje ve sméru
osy x rovhomérné piimocaie rychlosti v, lze popsat vztahy

¥=x—vt, Y=y, =2z =t

Jinymi slovy, fyzikalni vlastnosti téles miizeme charakterizovat jako praveé ty vlast-
nosti téles, které se zachovavaji pii Galileiho transformacich. Lze pfitom dokéazat,
ze Galileiho transformace tvoti grupu. Galileiho princip relativity tedy lze vyjadtit
v geometrické Teci, ktera je v podstaté ekvivalentni Kleinové definici geometrie.
Galileiho princip relativity tak vlastné fika, ze fyzika, presnéji klasickd mechanika,
jako véda zkouma takové fyzikalni vlastnosti trojrozmérného prostoru, které jsou
invariantni vzhledem ke grupé Galileiho transformaci. Ukazuje se tedy, Ze klasic-
kou mechaniku Ize ztotoznit s jistou geometrii trojrozmérného prostoru vhodnou
volbou grupy transformaci.

Moderni fyzika poc¢atku 20. stoleti Galileiho princip relativity nahradila obec-
néjsim, tzv. Finsteinovym principem relativity, ktery se stal zakladem specialni
teorie relativity[’%| Je rozsffenim Galileiho (mechanického) principu relativity i na
jevy elektrické, magnetické nebo optické. Pritom je potfeba nahradit Galileiho
transformace komplikovanéjsimi, tzv. Lorentzovymi transformacemsi, které rovnéz
tvoii grupu. Lorentzovu transformaci mezi prostorovymi soufadnicemi x, y, z
a Casem t naméfenymi v soustavé, kterd je v klidu, a jim odpovidajicimi souiad-
nicemi ', 3/, 2z’ a ¢asem t' naméfenymi v soustavé, kterd se pohybuje ve sméru
osy x rovnomérné primocare rychlosti v, Ize vyjadrit vztahy

v
r_ x — vt ’ r /_t_c_2x
T = ) y_ya 2_27 t_ 9

v?2 v2
2 T2

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu.

Pokud tedy pfechazime od klasické mechaniky, jejimiz hlavnimi predstaviteli
jsou Galileo Galilei a Isaac Newton, k Einsteinové specialni teorii relativity, méni
se tim vlastné nas geometricky pohled na okolni svét; prislusny geometricky sys-
tém je v souladu s Kleinovymi myglenkami urc¢en volbou grupy transformaci, které
zachovavaji fyzikalni zdkony platné v ramci uvazované fyziky. Pii Lorentzovych
transformacich jsou invariantni tzv. Maxwellovy rovnice elektrodynamiky, které
popisuji zakladni vlastnosti elektromagnetického pole’]

56 Albert Einstein (1879-1955) speciélni teorii relativity poprvé piedstavil v ¢lanku Zur
Elektrodynamik bewegter Kérper, Annalen der Physik 322(1905), 891-921. Vice informaci viz
Albert Einstein: Teorie relativity, avodni slovo Jan Novotny, edice Quantum, svazek 3, Vysoké
uceni technické v Brné, Nakladatelstvi VUTIUM, Brno, 2005, 210 stran.

5T 0 teorii elektromagnetického pole a Maxwellovych rovnicich podrobné viz Sedlak B.,
Stoll 1., Elektiina a magnetismus, Academia, Praha, 2002, 632 stran; 2. vydani, Karolinum,
Praha, 2012, 595 stran; 3. vydani, Karolinum, Praha, 2013, 600 stran.

88



5. Meransky program

Ve druhé poloviné 19. stoleti postupné nartistal ve vSech vyspélych zemich zdjem
o matematiku a promital se i do jeji vyuky na stfednich Skolach. Spolecensky
rozvoj, a tim i rozvoj Skolstvi, byl pfirozenou reakci na tehdejsi prudky rozkvét
védy a techniky. Vyvoj matematiky v letech 1800 az 1870 pfinesl podstatné zmény
v jejim obsahu, metodach prace i aplikacich, na néz stiedni Skola do té doby
nereagovala. Také vyuka matematiky na vysokych skolach zejména technického
sméru pokrocila natolik, ze vyzadovala mnohem §irsi a pevnéjsi zaklady stredo-
Skolské matematiky.

Snahy o reformu vyuky matematiky se ve vétSiné hlavnich evropskych zemi
objevovaly od Sedesatych let 19. stoleti. Ptfinesly zmény jak v obsahu stredoskol-
ské matematiky, tak v metodach jeji vyuky ve §koldch. V mezindrodnim méritku
byla inicidtorkou a koordinatorkou téchto snah Mezinarodni komise pro vyucovani
matematice. Jednim z celnich predstaviteli reformniho hnuti, kteii jejim prostied-
nictvim ovlivnili vyucovani matematice na vSech stupnich a typech skol, byl
némecky matematik Felix Klein.

5.1 Reformni snahy Felixe Kleina

F. Klein se béhem své kariéry zajimal o vyuku matematiky na némeckych skolach,
snazil se o jeji modernizaci. Svymi reformnimi aktivitami usiloval mimo jiné o vétsi
propojeni u¢iva matematiky mezi jednotlivymi ro¢niky a stupni $kol, od elemen-
tarnich az po Skoly vysoké. Zasadil se o nové uspoiradani obsahu vyuky tak, aby
absolventi stiednich $kol byli l1épe pripraveni ke studiu matematiky a technickych
disciplin na vysokych gkolach.

Ptipomenme stru¢né hlavni zZivotni osudy Felixe Kleina, tentokrat v souvislosti
s jeho snahami o reformu matematického vzdélavani[]

Jak jiz bylo fec¢eno, F. Klein studoval matematiku a fyziku na univerzité v Bon-
nu. Pod vedenim Julia Pliickera zde roku 1868 sepsal disertac¢ni praci Uber die
Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen Linien-
Koordinaten auf eine kanonische Form [O transformaci obecné rovnice druhého
stupné v primkovych soufadnicich na kanonicky tvar| E] Spolu s ni predlozil k obha-
jobé formulace péti vlastnich tezi. Prvni ¢tyti body se tykaly jeho dal$i matema-
tické prace, posledni bod zahrnoval doporuceni, aby byli zaci na stiedni Skole
seznamovani vedle syntetické eukleidovské geometrie i s dalsimi geometrickymi
disciplinami; na mysli mél zejména analytickou a deskriptivni geometrii.ﬂ

!Viz Timerding H. E., Feliz Klein und die Reform des mathematischen Unterrichts,
Die Naturwissenschaften 7(1919), 303-307; Prandtl L., Feliz Klein und die Forderung der ,,ange-
wandten Wissenschaften®, Die Naturwissenschaften 7(1919), 307-310 (oba clanky viz [FK]);
dale [K3], [K4], [K5], [Ma] a [To].

2 Viz Mathematische Annalen 23(1884), 539-578; téz [K8|, str. 5-49.

3 Es ist wiinschenswert, daff neben der Euklidischen Methode neuere Methoden der Geometrie
in den Unterricht auf Gymnasien eingefihrt werden. Viz [K8|, str. 49.
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Ueber

die Transformation

der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades
zwischen Linien-Coordinaten

auf eine canonische Form.

Inauguraldissertation,

zur Erlangung der Doctorwiirde bei der philosophischen
Facultéit zu Bonn eingereicht

und am 12. December 1868 mit Thesen vertheidigt

von

Felix Klein.

Namen der Opponenten:

Emil Budde, Dr. phil
Ernst Sagorski, cand. phil.
Johannes Seeger, Dd. phil

Bonn.

Druck von Carl Georgi.

Obr. 36: Titulni list Kleinovy disertac¢ni prace

Thesen.

1. Diejenige kanonische Gleichungsform, welche Battaglini seiner
Arbeit iiber Komplexe des zweiten Grades zugrunde legt:

Za’xpz = 0,

ist nicht die allgemeine.

2. Die Anwendung, welche Cauchy von den in seiner méthode générale,
propre & fournir les équations de conditions rélatives aux limites des corps
[Comptes rendus, VIII (vgl. Cauchys Werke (1) IV, p. 193 ff.)] entwickelten
Prinzipien auf lineare Differentialgleichungen einer beliebigen Ordnung gibt
(ibid.), scheint nicht iiber alle Bedenken erhaben.

8. Bei Erklarung der Lichtphénomene kann die Annahme eines Licht-
dthers nicht umgangen werden.

4. Positive und negative Elektrizitit sind nicht als entgegengesetzt
gleich zu betrachten.

5. Es ist wiinschenswert, daB neben der Euklidischen Methode neuere
Methoden der Geometrie in den Unterricht auf Gymnasien eingefiihrt werden.

Obr. 37: Kleinovy teze piedlozené spolu s diserta¢ni praci
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Pocatkem roku 1871 se F. Klein habilitoval a zacal prednéset na univerzité
v Gottingen. V roce 1872 byl ve véku pouhych 23 let jmenovan fadnym profe-
sorem matematiky na filozofické fakulté univerzity v Erlangen. Pti této ptilezitosti
predlozil v fijnu 1872 text své nastupni prednasky Vergleichende Betrachtungen
tiber neuere geometrische Forschungen [Srovnéavaci tvahy o novéjsich geometric-
kych badanich|, ktera se pozdéji stala znamou jako tzv. Erlangenski progmmﬁ
Dne 7. prosince 1872 néasledovala na univerzité v Erlangen podle tamnich zvyk-
losti nastupni fe¢, v niz se F. Klein vénoval povaze vyssiho vzdélavanif| Podle
[Ma| ho k tomu pfitom vedly ryze praktické divody, chtél kolegy presvédéit
o nezbytnosti ziizeni matematickych seminaiti a cviceni. V seminafich spatioval
prilezitost vést studenty k samostatné tvirci praci a v praktickych cvicenich chtél
rozvijet mimo jiné jejich prostorovou predstavivost. Apeloval na samotny smysl
a ucel matematiky, jeji aplikace a nezbytnou nutnost procvicovani matematického
mysleni. Ostie kritizoval vyuku matematiky na gymnéziich, jeji p¥iliSny formalis-
mus a uc¢ebni metody spocivajici v u¢eni nazpamét. Uvedl, Ze je nutné pozvednout
matematické vzdélani budoucich uciteli matematiky na vyssi teoretickou troven
tak, aby bylo v souladu s dosazenymi védeckymi poznatky.

F. Klein prednasel na univerzité v Erlangen pouze do roku 1875, kdy mu bylo
nabidnuto vyhodnéjsi misto na Technische Hochschule v Mnichové. Zde setrval
pét let, v roce 1880 preSel na nové ustavené profesorské misto na univerzité v Lip-
sku. Ve své nastupni feci Uber die Beziehungen der neueren Mathematik zu den
Anwendungen |O vztazich novéjsi matematiky k aplikacim| pronesené 25. fijna
1880 formuloval pfipominky k univerzitni vyuce matematiky. Kritizoval zejména
jeji velkou specializaci a s tim spojené zfizovani matematicky tzce zaméfenych
Skol. Za disledek této roztiiSténosti a specializace oznacil stagnaci univerzitni
vyuky matematiky. Pozadoval proto jeji rozdéleni na obecné elementarni pied-
nasky poskytujici vétsiné studenti souhrnny prehled matematiky a na specialni
vysSi prednasky urcéené vybranym skupiniam studenti. Dalsim problémem, na
ktery ve své feci upozornil, byla stéle se zvétsujici propast mezi ¢istou a apliko-
vanou matematikou. Pri¢iny vidél v neustilém zobechovani feSenych problémii,
jez vede k prilisné abstrakci. Pozadoval proto zaradit do univerzitni vyuky mate-
matiky vice aplikaci.

Na univerzité v Lipsku piisobil F. Klein do roku 1886, poté se vratil na univer-
zitu do Gottingen. Za jeho vydatné podpory zde v roce 1886 vznikla prvni kated-
ra didaktiky matematiky (Lehrstuhl fir Didaktik der mathematischen Wissen-
schaften). Zrodila se zde také myslenka dalsiho vzdélavani stfedoskolskych pro-
fesorit matematiky formou pfednasek a prazdninovych kurzii, které mély zvysit
uroven jejich teoretické a metodické pripravenosti. Prvni kurzy se pod Kleinovym
vedenim uskutecnily v roce 1892, poté se opakovaly kazdé dva roky az do prvni
svétové valky. Konaly se vzdy o velikono¢nich prazdninach.

4 0 Erlangenském programu podrobné pojednava kapitola 4 této disertaéni préce.

% Originalni némecky piepis Kleinovy ndstupni feéi véetné anglického prekladu a komentére
viz Rowe D. E., Felix Klein’s ,,Erlanger Antrittsrede”, A Transcription with English Translation
and Commentary, Historia Mathematica 12(1985), 123-141.
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V té dobé se F. Klein zacal zabyvat otazkou vztahu matematiky a technickych
véd. Na univerzité v Gottingen zamyslel ziidit technické laboratote, v nichz by
se studenti sezndmili s matematickymi aplikacemi nejen teoreticky, ale i prak-
ticky. Jeho plany vybudovat technicky institut vSak narazily na tvrdy odpor
jak ze strany technickych vysokych skol, které se obavaly konkurence, tak ze
strany univerzit, které v tom spatifovaly nezddouci odklon od ¢isté matematiky.
Ocekavaje podporu ze strany univerzity, zacal se . Klein zajimat o problematiku
vzdélavani budoucich uditeli. Svij pozadavek seznamit studenty s praktickymi
matematickymi aplikacemi pienesl na studenty ucitelstvi a rozsitil jej o pozadavek
znovuzavedeni samostatné védecké zavérecné prace, ktera byla zruSena roku 1887.
Proti vytvoreni odpovidajicich podminek ke studiu ucitelstvi nebylo mozno nic
namitat, a tak F. Klein dosihl svého cile ziidit na univerzité v Gottingen tech-
nicky institut.

Na prelomu 19. a 20. stoleti se ve svété uskutecnilo nékolik mezinarodnich
kongresit matematikl, na nichz se F. Klein rovnéz angaiovalﬂ Roku 1897 se
v Ziirichu konal 1. mezinarodni kongres matematiki, na némz F. Klein vystoupil
s prednaskou Zur Frage des hoheren mathematischen Unterrichts |[K otazce vyuky
vy&si matematiky].

Kolem roku 1900 se jako matematik snazil navazat kontakty se zastupci ostat-
nich pfirodovédnych predmétii. O Velikonocich roku 1900 v Gottingen, pii piilezi-
tosti prazdninovych kurzii pro ucitele matematiky a fyziky, vystoupil spole¢né
s fyzikem Eduardem Rieckem (1845-1915) na téma Uber angewandte Mathematik
und Physik in ihrer Bedeutung fir den Unterricht an hoheren Schulen [O vyznamu
aplikované matematiky a fyziky ve vyuce na vysgich skolach|. V srpnu téhoz roku
byla na 2. mezindrodnim kongresu matematiki v PafiZi ustavena mezinarodni
sekce pro vyucovani matematice.

V prosinci 1901 se v Gottingen uskutecnila porada, které se zucastnilo nékolik
univerzitnich profesori matematicko-ptirodovédnych predméti (véetné F. Kleina)
a tfi profesoii gottingenského gymnazia. Ve zpravé z tohoto shromazdéni jsou
jiz nacrtnuty témér vSechny tkoly, které byly pozdéji feseny v tzv. Meranském
programu. Byly zde diskutoviny otazky souvisejici s postavenim matematiky
a prirodnich véd na stfednich skolach, Gstiedni navrh — vyucovat na realkach za-
klady diferencidlniho a integralniho poc¢tu a jejich vyuziti k popisu jednodussich
prirodnich procesti — byl odsouhlasen s tim, Ze se jedna o vlastni jadro celého
matematicko-fyzikalniho vzdélani.

Dalsi prazdninovy kurz pro ucitele matematiky a fyziky se konal v Gottingen
o Velikonocich roku 1902. F. Klein na ném mimo jiné poukazoval na zésadni
vyznam pojmu funkce ve vyuce matematiky jiz na niz§im stupni gymnézia a pii-
klanél se k zafazeni infinitesimalntho poc¢tu i do vyuky na gymnaziich.

6 Sborniky ze vSech mezindrodnich kongresii uskuteénénych v letech 1893 az 2010 jsou
v elektronické verzi dostupné na webovych strankich Mezinarodni matematické spole¢nosti; viz
http://www.mathunion.org/ICM/. Velmi stru¢ny piehled historie kongresiu viz Albers D. J.,
Alexanderson G. L., Reid C., International Mathematical Congresses, An illustrated History
18938-1986, Springer-Verlag, New York, Berlin, Heidelberg, 1987, 63 stran.
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O dva roky pozdéji, o Velikonocich roku 1904, se v Gottingen uskutecnil dalsi
prazdninovy kurz. Navrhy na reorganizaci matematického vzdélavani diskutované
pri této prilezitosti byly zveiejnény pod nazvem Neue Beitriage zur Frage des
mathematischen und physikalischen Unterrichts an den hoheren Schulen |Nové
prispévky k otézce vyuky matematiky a fyziky na vyssich gkolach|. V nich bylo
jako hlavni p¥ispevek obsazeno Kleinovo pojednani Uber eine zeitgemife Umge-
staltung des mathematischen Unterrichts an den héheren Schulen [O aktualni
reorganizaci matematického vzdélavani na vyssich skolach| E]

Otézka vyuky stfedoskolské matematiky byla rovnéz jednim z hlavnich té-
mat 3. mezindrodntho kongresu matematikii v Heidelbergu v srpnu 1904. Téhoz
roku se v Breslau (Wroctaw, Vratislav) seslo shromazdéni Spole¢nosti némeckych
piirodovédca a lékaru (Versammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher
und /Irzte), na némz byla ustavena komise pro vyucovani prirodovédnym pred-
métum ( Unterrichtskommission der Gesellschaft deutscher Naturforscher und
/Irzte). Jejim prvnim predsedou byl zvolen August Gutzmer. F. Klein této
komisi predlozil vlastni navrh na reformu matematicko-fyzikdlniho vzdélavani.
Cinnost komise vyustila v reformni ndvrh na tpravu stfedoskolského piirodovéd-
ného vzdélavani, jenz byl predstaven, diskutovan a posléze ptijat na dalsim shro-
méazdéni Spole¢nosti némeckych prirodovédci a lékait konaném v zari 1905 v Me-
ranu. Proto byva oznacovan jako tzv. Meransky program. Komise pro vyucovani
prirodovédnym predmétim, kterd jesté vypracovala navrh na védecké vzdélavani
budoucich uéitelt ptirodnich véd, vsak zanikla roku 1907. Od roku 1908 jeji tlohu
prevzal Némecky vybor pro matematické a piirodovédné vzdélavani (Deutscher
Ausschuss fir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht).

5.2 Meransky program

Meranskym programem byva oznacovan navrh némecké komise pro vyucovani
piirodovédnym predmétium na reformu stfedoskolského vzdélavani v téchto pred-
métech | V jeho pozadi staly nasledujici t¥i obecné cile:

1. stfedni Skoly by nemély poskytovat ani jednostranné jazykovédné a his-
torické, ani jednostranné matematicko-prirodovédné vzdélavani,

2. matematika a prirodni védy jsou rovnocenné jazykovému vzdélavani;
stfedni Skoly by mély poskytovat specifické obecné vzdélavani,

3. v8echny stiedni skoly by mély poskytovat rovnocenné vzdélavani.

7Viz Klein F., Uber eine zeitgemdfe Umgestaltung des mathematischen Unterrichts an den
hoheren Schulen, Vortrage gehalten bei Gelegenheit des Ferienkurses fiir Oberlehrer der Mathe-
matik und Physik, Gottingen, Ostern 1904, Teubner, Leipzig und Berlin, 1904, 82 stran. Recenze
viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 34(1905), 259-260.

8 Karl Friedrich August Gutzmer (1860-1924), némecky matematik, v letech 1896 a7 1899
soukromy docent na univerzité v Halle, v letech 1899 az 1905 profesor matematiky na univerzité
v Jené, roku 1905 jmenovan fadnym profesorem na univerzité v Halle. Zabyval se zejména teorii
diferencidlnich rovnic.

9Viz Reformwvorschlige fiir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht,
Entwiirfe von der Unterrichtskommission der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte,
Teil 1, Teubner, Leipzig, 1905, 1-48.
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S ohledem na dosazeni téchto cili méla byt stifedoskolskd vyuka matematiky
zalozena na nésledujicich tfech zédkladnich principech:

1. prizpisobit vyuku pfirozenému dusevnimu vyvoji zaku
(psychologicky princip),

2. rozvijet schopnost matematického nazirani na okolni svét
(utilitdrni princip),

3. vést zaky k uvédomovani si souvislosti mezi jednotlivymi poznatky

(didakticky princip).

Meransky program pripisoval matematice ve stiedoskolském vzdélavani jedno
z klicovych postaveni. Jeji hlavni tkoly vidél zejména v rozvijeni rozumovych
schopnosti a logického mysleni. Mezi obecnymi pozadavky na vyuku matematiky
na stiednich Skol4dch byly uvedeny nésledujici zaméry:

e poskytnout védecky podlozeny prehled matematického uciva,

e rozvijet schopnost matematického mySleni a jeho vyuziti pii feSeni prak-
tickych tloh,

e piiblizit vyznam matematiky pro exaktni poznani ptrirody a moderni kul-
turu vibec.

Nové chtél do vyuky zavést vychovu k funkénimu mysleni; pojem funkce se
mél stat astfednim pojmem veskeré vyuky matematiky. Mél byt prezentovan
jednak graficky, na praktickych pfikladechm jednak aritmeticky, na ptikladech
jednoduchych zavislosti. F. Klein rovnéz doporucoval vysvétlit podstatu ,,stoupani
a klesani“ grafu funkce nebo vypocet obsahu plochy pod zékladnimi kiivkami
(grafy elementarnich funkei), a tim zaky pomalu p¥ipravovat na zavedeni pojmi
derivace a integral. Zéklady infinitesimalniho poc¢tu mély byt zafazeny do osnov
vyssich trid jako dilezity pomocny nastroj, napi. pii studiu pribéhu funkei.

Meransky program na vyuku matematiky na stfednich skolach kladl z hlediska
jejiho obsahu nasledujici pozadavky:

e podporovat rozvoj prostorové predstavivosti,

e prostoupit ucivo pojmem funkce, rozvijet funkéni myslent,
e zavést diferencidlni a integralni pocet,

e zaiadit do vyuky grupy geometrickych transformaci,

e omezit formalismus a abstraktni ucivo,

e fesit tlohy z praktického Zivota,

e rozvijet mezipfedmétové vztahy.

0 F. Klein uvadi v [K5] jako piiklad graficky jizdni ¥ad.
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Aby vySe uvedené reformni navrhy nevedly k pretézovani zakia, byly souc¢asné
s nimi pfedlozeny nové vypracované ucebni plany pro jednotlivé typy strednich
skol. Ocitujme kratkou pasaz z tvodu ucebniho planu pro matematiku:ﬂ

Die Mathematik befindet sich an unseren hdéheren Lehranstalten in
wesentlich anderer Lage als die Naturwissenschaften: sie braucht sich
die erforderliche Geltung innerhalb des Schulorganismus nicht erst zu
erkdmpfen, sondern sie bedarf nur einer gewissen Anpassung an die
modernen Aufgaben der Schule . ..

Finmal gilt es (wie in allen anderen Fachern), den Lehrgang mehr als
bisher dem natirlichen Gange der geistigen Entwicklung anzupassen,
tberall an den vorhandenen Vorstellungskreis anzukniipfen, die neuen
Kenntnisse mit dem vorhandenen Wissen in organische Verbindung
zu setzen, endlich den Zusammenhang des Wissens in sich und mit
dem 1ibrigen Bildungsstoff der Schule von Stufe zu Stufe mehr und
mehr zu einem bewufSten zu machen. . ..

Von hier aus entspringen zwei Sonderaufgaben: die Stdrkung des rdum-
lichen Anschauungsvermdgens und die Erziehung zur Gewohnheit des
funktionalen Denken. (|K5], str. 208-209)

Skoln{ urady vétSiny némeckych zemi pfijaly meranské navrhy velmi ptizniveé.
Prusko vybralo pét stiednich ékol,ﬁ aby reorganizaci vyuky matematiky prak-
ticky vyzkousely. Zpravy o nové zavedenych ucebnich planech, které tyto Skoly
vypracovaly, vyznivaly ve prospéch meranskych navrhi.

Hlavni myslenky Meranského programu se staly vychodiskem nékolika dalsich
reforem, které pfinesly obsahové i metodické zmény v ucivu stredoskolské mate-
matiky.

5.3 Dalsi reformni snahy

V roce 1906 se shroméazdéni Spolec¢nosti némeckych prirodovédcu a lékaii konalo
ve Stuttgartu. Byly na ném navrzeny obsahové zmény, které souvisely zejména
se snahou obohatit stfedoskolskou matematiku o zdklady matematické analyzy.
Také tento navrh byl vypracovan pod Kleinovym vedenim; pozadoval mimo jiné
zavedeni a rozvijeni pojmu funkce na prikladech elementarnich funkci a zaclenéni
nékterych prvku infinitesimalniho poc¢tu do stfedoskolské vyuky matematiky.

1'Viz Reformworschlige fir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht,
Teubner, Leipzig, 1905, 11-21. Téz Bericht betreffend den Unterricht in der Mathematik an den
neunklassigen hoheren Lehranstalten, Verhandlungen der Naturforscherversammlung 1905, I,
156-167; nebo Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht 36(1905),
543-553. Tento plan byl otistén i v [K5] pod nazvem Der Meraner Lehrplan fir Mathematik
jako jeden ze tif dodatkd (str. 208-220); dalsi dva dodatky tvori Kleinovy ¢lanky Bericht an die
Breslauer Naturforscherversammlung iber den Stand des mathematischen und physikalischen
Unterrichts an den hoheren Schulen z roku 1904 (str. 193-207) a Probleme des mathematisch-
physikalischen Hochschulunterrichts z roku 1905 (str. 221-236). Recenze knihy [K5] je otisténa
v Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky 37(1908), 161-163.

12 Mathematik Realgymnasium Diiren, Gymnasium Géttingen, Oberrealschule Kiel, Ober-
realschule auf der Burg Konigsberg, Gymnasium Hannoversch Miinden.
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Dalsi shroméazdéni Spole¢nosti némeckych prirodovédcu a lékaii se uskutecni-
lo roku 1907 v Drazdanech. Bylo na ném pfijato doporuceni posilovat v pripravée
budoucich uciteli matematiky i ve stfedoskolské vyuce matematiky aplikace na
ukor nékterych izolovanych specidlnich problémi, které nejsou podstatné pro
utvareni uceleného, vnitiné logicky propojeného systému stfedoskolského mate-
matického vzdélani. F. Klein pritom prosadil vyzkouseni tohoto ndvrhu v Némecku
v roce 1908.

Roku 1908 se v Rimé konal 4. mezinarodni kongres matematiki, na némz bylo
predneseno osm referati o reformnim déni ve vyucovani matematice v ruznych
zemich. Soucasné byla ustavena Mezinarodni komise pro vyucovani matematice
(International Commission on Mathematical Instruction)ﬁ kterd se zabyvala
organizaci, vyucovacimi metodami a uc¢ebnimi plany veskeré vyuky matematiky,
od elementarni az po vysokoskolskou. Své zastoupeni v ni mély tyto staty: Anglie,
Némecko, USA, Francie, [télie, Svycarsko a Rakousko-Uhersko. Na misto predsedy
byl navrzen opét némecky matematik A. Gutzmer, ktery se vSak této funkce
ziekl a navrhl misto sebe F. Kleina, jenz byl zvolen a jmenovan do funkce i pres
svou neptitomnost. Kromé jiz prijatych pozadavki na obsahové zmény ve vyuce
stfedoskolské matematiky komise doporucila obohatit vyuku geometrie na stied-
nich Skolach o nékteré prvky projektivni geometrie a vedle matematické analyzy
zatadit do osnov také zaklady dalsich specialnich disciplin — teorie mnozin a teorie
grup. Pod Kleinovym vedenim vydala Mezinarodni komise pro vyucovani mate-
matice nékolik publikaci o vyuce matematiky na vSech stupnich a typech skol.

V navaznosti na Mezinadrodni komisi pro vyuc¢ovani matematice byly postupné
v jednotlivych zemich ustaveny narodni komise, které mély vypracovat podrobnou
souhrnnou zpravu o organizaci a metodach vyuky matematiky v dané zemi. Mély
poskytnout material pro srovnani stavu vyuky v jednotlivych zemich a vzajemnou
inspiraci v oblasti Skolstvi. Jejich vysledky byly zvefejnény na 5. mezindrodnim
kongresu matematikii roku 1912 v Cambridge. Seslo se celkem na 280 narodnich

zprav [

Cinnost Mezinarodni komise pro vyucovani matematice zanikla béhem 1. své-
tové valky; obnovena byla teprve na 8. mezinarodnim kongresu matematikii kona-
ném v Bologni v roce 1928, tedy az po Kleinové smrti.

13Viz Howson A. G., Seventy-five years of the International Commission on Mathematical
Instruction, Educational Studies in Mathematics 15(1984), 75-93; Lehto O., Mathematics with-
out Borders: A History of the International Mathematical Union, Springer-Verlag, New York,
Berlin, Heidelberg, 1998, 399 stran.

14 Kazda zprava méla dvé ¢asti. V prvni ¢asti byl popsan soucasny stav organizace vyuky
matematiky, zejména typy Skol, cile, obsah, rozsah a metody vyuky, systém zkousSek, teoreticka
a praktickd pfiprava ucitela pro zkousky ucitelské zpusobilosti. Druhd ¢ast zpravy nastinila
ideje a vyvojové tendence vztahujici se k reorganizaci §kol a obecné cile vzdélavani. Z hlediska
obsahu vyuky byla specialni pozornost vénovana infinitesimalnimu poc¢tu, analytické, deskrip-
tivni a projektivni geometrii. Diraz byl kladen na vyuziti praktickych tiloh a experimenti ve
vyuce matematiky, na vyuku fyziky z pohledu matematiky, mezipfedmétové vztahy a historii
matematiky. V centru zajmu stala také kvalitni pfiprava budoucich uc¢iteli matematiky.
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5.4 Situace v Ceskych zemich v 19. stoleti

Prvni polovina 19. stoleti, spojena v naSich déjinach s tzv. ndrodnim obrozenim,
byla poznamenana absolutistickou Vlédou. Skolstvi se tehdy fidilo statutem
z roku 1774, v némz byla stanovena povinnost Sestileté Skolni dochazky pro déti
ve véku od Sesti do dvanacti let. Stredni vzdélavani poskytovala Sestiletd gym-
nézia, nad nimiz byl stanoven statni dozor. Hlavnim vyucovanym predmétem byla
latina, ostatni pfedméty véetné matematiky a prirodnich véd byly vyucovany jen
okrajové. Na Sestiletd gymnazia navazovaly dvouleté filozofické ustavy, které by-
ly mezistupném mezi gymnéaziem a univerzitou. Az do roku 1848 se tento stav
Skolstvi jen velmi mélo proménoval.

Revolu¢ni rok 1848 je dulezitym meznikem také ve vyvoji Skolstvi v nagich
zemich, které byly tehdy soucasti habsburské monarchie. Dne 23. biezna 1848
bylo totiz nové ziizeno ministerstvo Vyuéovéni,@ které pievzalo zastitu nad celym
Skolstvim a pomohlo realizovat tzv. EFzner-Bonitziv program reformy stiedniho
skolstvi]l"| Dosavadni Sestileté gymnazium bylo spojenim s ob&éma roéniky filozofic-
kého studia preménéno na osmileté, jez bylo rozdéleno do dvou ¢tytletych cykli.
Niz8i byl zaméren na elementarni vyuku, vyssi poskytoval filozoficko-historické
a matematicko-piirodovédné vzdélavani. Vyuka byla obohacena o dalsi predméty
véetné fyziky, zvysil se pocet vyucovacich hodin i podil matematiky a piirod-
nich véd ve vyuce. Gymnazium piestalo byt jedinou stiedni vSeobecné vzdéla-
vaci gkolou. Od roku 1851 vznikaly prvni Sestileté redlky[™ jez byly roku 1868
prodlouzeny na sedmileté. Mély poskytovat vSeobecné vzdélavani s durazem na
matematiku a piirodni védy, byly chapany hlavné jako pfiprava pro studium
na technice. Nové byla od roku 1869 stanovena zavérecna, statem kontrolované
maturitni zkouska, jez méla provéfovat pripravenost absolventa k dalsimu aka-
demickému studiu. Zpocatku se konala pouze na gymnéziich a opraviiovala ke
studiu na univerzité]""] od roku 1872 byla zavedena rovnéz na relkach jako pod-
minka pro dal$i studium na technickych vysokych skolach. Tim doslo do znac¢né
miry k zrovnopravnéni obou stavajicich typi strednich ékol.@

15 Na vladé se tehdy vyznamnou mérou podilel knize Klement Vaclav Lothar von Metternich
(1773-1859). V letech 1809 az 1848 byl rakouskym ministrem zahrani¢i, v letech 1821 az 1848
pusobil jako statni kanclér rakouského cisafstvi.

16 Poznamenejme, Ze v letech 1849 az 1860 byl ministrem vyuéovani Leopold Leo hrab& Thun-
Hohenstein (1811-1888).

17 Franz Friedrich Exner (1802-1853), némecky filozof, od roku 1832 profesorem filozofie
v Praze, roku 1848 jmenovan ministerskym radou. Hermann Bonitz (1814-1888), némecky
filolog, profesor na gymnéaziu ve Steting (Szczecin), od roku 1849 profesorem klasické filologie
a filozofie na univerzité ve Vidni. Roku 1849 piedlozili Entwurf der Organisation der Gym-
nasien und Realschulen in Oesterreich [Néstin organizace gymnazii a redlek v Rakousku], jenz
byl vefejné vyhlaSen a provizorné potvrzen 16. zari 1849, cisafem Frantiskem Josefem I. byl
vSak oficidlné schvalen a podepsan az 9. prosince 1854.

18 Realky byly schvaleny cisafskym naifzenim ze dne 2. bfezna 1851. Roku 1853 bylo
uzakonéno jednotné vyucovani na vSech redlkich v Rakousku.

19 Absolventi gymnazii, kteti chtéli pokracovat ve studiu na technice, museli slozit dodateénou
zkou§ku z deskriptivni geometrie.

200 historii 8kolského systému viz Kadner O., Vijvoj a dneini soustava Skolstvi, 1. dil,
II. dil, Sfinx, Praha, 1929, 1931, 549 + 651 stran; Veseld Z., Vijuvoj ceské skoly a ucitelského
vzdélani, Masarykova univerzita, Brno, 1992, 147 stran; Mikul¢ak J., Ndstin déjin vzdéldvani
v matematice (a také Skoly) v ceskyjch zemich do roku 1918, editoval Jindfich Becvar, edice
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Ceské zemé se do celoevropského reformniho hnuti ve vyuce matematiky
a prirodovédnych predmétia zapojily jiz od samého pocatku. Garantem a hlavnim
organizatorem reformnich snah v nasich zemich byla jiz od svého vzniku v roce
1862 Jednota ceskiyjch matematiki a fyzz‘kdEr] kterd nejen zprostiedkovavala pie-
birani zahrani¢nich zkusSenosti, ale také se sama na reformnich aktivitach vyznam-
né podilela. M4 velké zasluhy o rozvoj novodobé ¢eské matematicko-fyzikalni
literatury, pod kterou spadaji i stfedoskolské uc¢ebnice. Diky vhodné vedené odbor-
né i organizacni ¢innosti Jednoty dosahla Groven vyuky matematiky na c¢eskych
stfednich Skoldch tirovné prednich evropskych zemi, a to jak v obsahu vyuky,
tak i v metodach prace. Analytickd geometrie, jejiz zafazeni do vyuky Skolské
matematiky pozadoval F. Klein v Némecku od skolniho roku 1867/1868, byla na
realkach a gymnéziich v habsburské monarchii vyucovana prakticky jiz od upravy
osnov v roce 1854, deskriptivni geometrie, kterd vyrazné prispivala k rozvoji pro-
storové predstavivosti, se na ¢eskych, resp. moravskych realkach ucila jiz od roku
1874, resp. 1869. Tehdejsi zakon o redlkach navic zdtrazinoval vSeobecné vzdéla-
vaci charakter téchto skol se zfetelem k matematicko-ptirodovédnym disciplindm.
V ramci upravy skolnich osnov v roce 1884 byly do vyuky geometrie na stiedni
Skole zatrazeny i nékteré partie projektivni geometrie.

Po roce 1860 silila v souvislosti s uzdkonénim vyuky v c¢eském jazyce potie-
ba ceskych ucebnic matematiky pro stiedni skoly. Vaclav Simerka (1819-1887)
v dobé svého piisobeni jako suplujici uc¢itel na gymnéziu v éeschh Budéjovicich
predlozil skolskym urfadum ke schvéaleni rukopis uc¢ebnice algebry, do néhoz jako
jeden z prvnich autort zafadil téz uvodni vyklad diferencidlniho a integralniho
poctu. Skolské urady vSak zafazeni infinitesimalntho poc¢tu do stfedoskolské uceb-
nice tehdy neschvilily, a proto V. Simerka rukopis upravil a vydal jej ve dvou
svazcich. Prvni z nich, nazvany Algebra cili poctdrstvi obecné pro vy$si gymnasia
(1863),@ obsahoval pouze povinné u¢ivo pro stiedni $koly. Druhy, nazvany Pri-
davek k Algebre pro vyssi gymnasia (1864) a obsahujici vyklad infinitesimalniho
poctu, byl schvalen jen jako kniha pomocné.

Je tieba zduraznit, Ze matematici v nasSich zemich pouze nepiejimali reformni
myslenky ze zahranic¢i, ale sami k reformnimu déni ve svété téz prispéli. Jmenuj-
me napf. tzv. PraZské ndvrhy (Prager Vorschlige), které prednesl 8kolni rada
Karel Zahradnic¢ek na 9. némecko-rakouském stredoskolském dnu 9. dubna 1906
ve Vidni. Byly obsazeny v pfednasce Zur Frage der Infinitesimalrechnung an der
osterreichischen Mittelschule [K otazce infinitesimalniho po¢tu na rakouské stied-

Déjiny matematiky, svazek 42, Matfyzpress, Praha, 2010, 312 stran. O §kolskych reforméach viz
Hruby D., Skolské reformy (2), Skolské reformy do roku 1948, Ucitel matematiky 16(2008),
129-145.

21 Jednota ceskijch matematiki a fyziki byla zalozena roku 1862 jako Spolek pro volné pred-
ndsky z mathematiky a fysiky. V roce 1869 byl Spolek pfejmenovan na Jednotu ceskijch mathe-
matiki. Soucasny nazev nese od roku 1912; v letech 1921 az 1939 a poté 1945 az 1993 se vsak
pouzival nazev Jednota ceskoslovenskijch matematiki a fyziki. O historii Jednoty viz Houdek F.,
Deéjepis jednoty ceskych mathematiki v Praze, JCM, Praha, 1872, 64 stran; Posejpal V., Déje-
pis Jednoty ceskyjch mathematikii, JCM, Praha, 1912, 131 stran; Vesely F., 100 let Jednoty
ceskoslovenskijch matematiki a fyzikiu, SPN, Praha, 1962, 127 stran; Bec¢varova M., Z historie
Jednoty 1862-1869, edice Dé&jiny matematiky, svazek 13, Prometheus, Praha, 1999, 138 stran.

22 Druhé vydani nazvané Algebra ¢ili poctdrstvi obecné pro vy3si gymnasia a redlné skoly vyslo
roku 1868, tieti upravené vydani v roce 1874.
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ni ékole].@ V jejim dvodu K. Zahradnicek polozil otazku, zda maji byt prvky
infinitesimélniho poc¢tu zafazeny do stfedoskolskych osnov, a v jejim pribéhu
argumentoval jednoznac¢né ve prospéch kladné odpovédi. Poukazoval zejména na
rozvijeni mezipfedmétovych vztahii mezi matematikou a fyzikou, na potiebnost
a vhodnost infinitesimalniho poc¢tu pii feSeni nékterych tloh. Odvolaval se pii-
tom na nazory a zkuSenosti své i svych kolegli, na zpravy némecké komise pro
vyucovani prirodovédnym predmétim a na zavéry jednani této komise formulo-
vané v Meranském programu. To svéd¢i o tom, Ze naSe matematickd verejnost
byla o reformnim déni ve svété velmi dobie informovéna.[%]

5.5 Marchetova reforma

Na Meransky program, stuttgartské a drazdanské reformni navrhy reagovala
v Rakousku-Uhersku Marchetova reforma ucebnich osnovF_S-] jez byla vyhlasena
dne 8. srpna 1908. Jejim cilem bylo vytvoreni jednotného systému stredoskol-
ského vzdélavani, které by poskytovalo nékolik rovnocennych typu stiednich skol.
Jeji obsah vzesel ¢astecné z ankety vyhlasené rakouskym Ministerstvem kultu
a vyucovani ve Vidni, kter4d probéhla ve dnech 21. az 25. ledna 1908.@ Stéava-
jici stiedni 8koly, osmileta (klasickd) gymnézia a sedmileté realky, byly rozsite-
ny o novy typ stfedni skoly — osmileté redlné gymnézium s rozsifenou vyukou
piirodovédnych predméti, jez svou oblibou brzy zastinilo klasické gymnazium.
V souvislosti s tim byla diskutovana opravnénost absolventi jednotlivych typu
stiednich skol k vysokoskolskému studiu; maturitni zkousky ze vSech typi stied-
nich §kol byly uznany za rovnocenné.

V ramci reformy byly vypracovany nové, moderni u¢ebni osnovy pro vSechny
typy stfednich skol, které byly do praxe zavedeny od $kolniho roku 1909,/1910,
a to ve vSech prvnich péti ro¢nicich najednou. Z hlediska u¢ebniho obsahu bylo
hlavnim vysledkem Marchetovy reformy zafazeni elementarnich funkci a nékte-
rych prvki infinitesimalniho poc¢tu do vyuky matematiky na redlkach a castecné
i na gymnéaziich. Mezi u¢ebnimi metodami doporuc¢enymi ministerstvem pro vyuku
na stfedni Skole byla zdiraznéna heuristickd metoda, ucitel mél pii vyucovani
usilovat o spolupraci celé t¥idy.

23 Viz Osterreichische Mittelschule, 1906, 189-203.

24 Poznamenejme, Ze ve Francii byly poznatky o elementarnich funkcich a zaklady infinitesi-
malniho poétu do jednotného ucebniho planu stfedoskolské matematiky zarazeny roku 1902.
Podobné tendence a reformni snahy se v této dobé objevily rovnéz v Anglii a v USA.

25 Gustav Marchet (1846-1916), od roku 1882 profesor narodniho hospodafstvi na Vysoké
skole zemédélské ve Vidni, v obdobi od 2. ¢ervna 1906 do 15. listopadu 1908 rakousky ministr
kultu a vyucovani.

26V ramci ankety probéhla fada jednani a diskusi nad piedlozenymi navrhy reorganizace ob-
sahu vyuky na gymnéziich. Byly projednany moznosti vzniku novych typu stfednich §kol, jejich
ucebni plany, pozadovany rozsah znalosti absolventi, otazka zjednoduSeni maturitnich zkougek,
pravidla pfechodu zékiu na vyssi vzdélavaci stupen, otazky klasifikace atd. Mezi 70 ucastniky
ankety bylo rovnéz 7 ¢eskych zastupcii v Cele s vyznamnym pedagogem a tehdejsim poslancem
figské rady FrantiSkem Drtinou (1861-1925). Rozséhly soupis a protokol ankety vysel pod
nazvem Die Mittelschul-Enquete 1908 ve Vidni (760 stran).
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Kromé obsahovych zmén ptineslo piijeti Meranského programu novy pohled
na matematiku a jeji postaveni ve stredoskolském vzdélavani. To se promitlo i do
nékterych zmén v metodickém zpracovani uciva. V souvislosti se snahami rozvijet
dovaly zavislosti obsahti rovinnych dtvara na velikostech jejich urcujicich prvki.
Linearni funkce se poprvé zacaly studovat jiz v kvarté, uzivaly se ke grafickému
feSeni linearnich rovnic. V sexté byla zavedena kvadraticka funkce a grafické feseni
kvadratickych rovnic, rovinna trigonometrie byla doplnéna o grafy goniometric-
kych funkci. Na vSech typech vyssich stfednich gkol se mély probirat zdklady teorie
pravdépodobnosti, analytickd geometrie byla rozsifena o vyuziti diferencialniho

poctu ]

5.6 Ceské ucebnice matematiky

Zména skolnich osnov piijata v ramci Marchetovy reformy v roce 1908 si vyzadala
tvorbu novych ucebnic matematiky pro vSechny roc¢niky a typy stfednich skol,
které by respektovaly zamyslené obsahové a metodické zmény. Tento tikol na sebe
vzala Jednota ceskijch matematiki a fyziki, jez na navrh Karla Petra[g_g]a Bohumila
Kuéery[?] ziidila dvé specidlni komise, matematickou a fyzikélni, které se poprvé
seSly na spole¢né schiizi dne 26. dubna 1909. Jejich hlavnim tkolem bylo vybrat
ze svych fad odborniky na vyucovani matematice, ktefi by podle novych osnov
sepsali u¢ebnice, a zajistit, aby rukopisy novych uc¢ebnic prosly pfisnym recenznim
fizenim uvniti Jednoty jesté pted jejich oficidlnim tfednim schvalovacim fizenim.

Za autory ucebnic pro nizsi tfidy stfednich kol byli po 8irsi diskusi vybrani
Ladislav Cervenk pro aritmetiku a algebru a Miloslav Valouc pro geometrii,
za autory ucebnic pro vyssi tfidy stfednich kol byli zvoleni pro aritmetiku a alge-

270 vyvoji vyufovani matematice viz Poticek J., Vijvoj vyucovdini matematice na ceskijch
stirednich skoldach v obdobi 1900-1945, 1. dil — Vznik a vjvoj jednotlivijch typi skol a jejich osnov
matematiky, 11. dil — Ucebnice matematiky, Pedagogicka fakulta Zapadoceské univerzity, Plzen,
1992, 1993, 55 + 49 stran; Vetter Q., Czechoslovakia, The National Council of Teachers of
Mathematics, The fourth yearbook — Significant changes and trends in the teaching of mathe-
matics throughout the world since 1910, Teachers College, Columbia University, New York,
1929, 9-20. Ucebni plany a osnovy matematiky pro jednotlivé typy skol viz Mikul¢dk J., Nastin
déjin vzdéldvdni v matematice (a také Skoly) v ceskych zemich do roku 1918, editoval Jindfich
Becvar, edice D&jiny matematiky, svazek 42, Matfyzpress, Praha, 2010, 312 stran.

28 Karel Petr (1868-1950), piivodné stiedogkolsky ucitel matematiky a fyziky, vyucoval na
stfednich §kolach v Chrudimi, Brné, Pferové a Olomouci. Roku 1902 se habilitoval v matematice
na Ceské technice v Brné. Od roku 1903 ptsobil jako mimofadny a od roku 1908 jako fadny
profesor matematiky na Filozofické fakulté ¢eské univerzity v Praze, kde setrval aZ do roku
1938. Vénoval se zejména algebie a teorii ¢isel, spolupracoval na pozvednuti drovné odborné
piipravy stiedoskolskych uciteli matematiky.

29 Bohumil Kucera (1874-1921), profesor experimentalni fyziky, roku 1908 byl jmenovan
mimoiadnym a roku 1911 fadnym profesorem ¢eské univerzity v Praze.

30 Ladislav Cervenka (1874-1947), stiedoskolsky ucitel matematiky a deskriptivni geometrie,
vyucoval na stiednich 8kolach v Praze a v Kutné Hofe, v letech 1919 az 1935 pusobil jako
zemsky $kolni inspektor.

31 Miloslav Valouch (1878-1952), stiedogkolsky ucitel matematiky a fyziky, vyuéoval na st¥ed-
nich §kolach v Olomouci, Rokycanech a Litomyg§li. V roce 1909 byl jmenovan profesorem na
redlce v Praze, v letech 1918 az 1927 piusobil na Ministerstvu Skolstvi a narodni osvéty.
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bru Bohumil Bydzovskyf] a pro geometrii Jan VojtéchP? V letech 1910 az 1912
postupné sepsali u¢ebnice aritmetiky a geometrie pro vSechny t¥idy stiednich skol
ve verzich pro gymnézia, redlnd gymnazia a reélky.@ Dockaly se nékolika vydani
a byly s drobnymi tpravami pouzivany az do padesatych let 20. stoleti. Mezi
hlavnimi pozadavky kladenymi na jejich autory bylo, aby ucebnice co nejvice
odpovidaly zamyslenym obsahovym a metodickym zménam uciva, aby stfedo-
skolské ucebnice byly v souladu s vysokoskolskymi a aby v nich byla pouzivana
jednotné terminologie a symbolika ]

Porovname-li nové u¢ebnice s u¢ebnicemi z predchazejiciho obdobi ] zjistime,
7e se lisi pfedevsim vyraznou snahou o vysvétleni podstaty veskeré predkladané
latky. Nové poznatky jsou odvozovany s vyuzitim pfedchozich zkuSenosti zaki,
coz vede k logicky uspofadanému zpracovani latky[7| Vétsi diraz je kladen na
budovani elementarnich matematickych teorii primérené véku zaku, na logické
usuzovani a kritické hodnoceni ziskanych vysledkii napt. ovéfovanim spravnosti
vypoc¢ti. Novy zplisob zpracovani uciva je zalozen na cyklickém usporfadani os-
nov matematiky, zaci se béhem celého studia k jednotlivym tématim postupné
nékolikrat vraceji s tim, ze se vzdy pridava na obecnosti a latka je probirana na
kvalitativné vyssi arovni. Také tato skute¢nost vyrazné odlisuje nové uc¢ebnice od
ucCebnic vydanych ptfed rokem 1905.

32 Bohumil Bydzovsky (1880-1969), ptivodné stiedogkolsky ucitel matematiky a fyziky, vyuco-
val na stFednich Skolach v Kutné Hofe, Praze a Kladné. Roku 1909 se habilitoval v matematice
na univerzité v Praze a zacal pfednéset na ¢eské technice v Praze. Roku 1917 byl jmenovan pro-
fesorem matematiky na prazské univerzité, v roce 1918 pusobil jako tajemnik na Ministerstvu
skolstvi a narodni osvéty. V roce 1930 byl jmenovin dékanem Piirodovédecké fakulty Univerzity
Karlovy, v letech 1946 a 1948 byl rektorem univerzity.

33 Jan Vojtéch (1879-1953), piivodné st¥edogkolsky ucitel matematiky a fyziky, vyucoval na
stfednich §kolach v Praze, Olomouci, Lipniku nad Be¢vou a Brné. Jako profesor matematiky pi-
sobil v letech 1915 az 1923 na ¢eské technice v Brné a v letech 1923 az 1949 na technice v Praze.

34 Seznam schvalenych ucebnic, vydanych Jednotou &eskych mathematikii a fysiki podle
osnov z r. 1908 a 1909, viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 42(1913), 527-528.

35 Pro mezinarodni instituce byla o &eskych stiedoskolskych ucebnicich matematiky, deskrip-
tivni geometrie a fyziky vypracovana podrobna zprava Die Lehrbiicher fiir Mathematik, darstel-
lende Geometrie und Physik an den Mittelschulen mit béhmischer Unterrichtssprache, jejimiz
autory byli za matematiku Karel Vorovka (1879-1929), za deskriptivni geometrii Ladislav Cer-
venka a za fyziku Vaclav Posejpal (1874-1935). Zprava vysla roku 1914 ve Vidni jako 13. sesit
Bericht iiber den mathematischen Unterricht in Osterreich. Vorovkova zprava o u¢ebnicich arit-
metiky a geometrie obsahuje stru¢ny divod, piehled ¢eskych ucebnic vydanych v letech 1861 az
1912 a rozbor vybranych u¢ebnich textu (55 stran).

36 Napi. Fischer F. X., Arithmetika pro niZsi tridy stvednich $kol (2. opravené vydéni,
1873, 249 stran); Tuma F., Arithmetika pro prvou a druhou tiidu Skol gymnasijnich (1886,
208 stran); Tama F., Arithmetika pro tieti a éturtou tiidu Skol gymnasijnich (1886, 175 stran);
Stary V., Machovec F., Arithmetika pro niZ§i tiidy gymnasii (6. opravené vydani, 1891,
276 stran); Sommer J., Arithmetika pro $koly redlné, dil 1., 2., 3. (2. vydani, 1900, 1901, 1902,
96 + 80 + 86 stran); Jarolimek C., Geometrie pro ctortou tridu $kol redlngjch (1874, 92 stran);
Jarolimek V., Geometrie pro II. a III. tFidu $kol realngch (Planimetrie) (1891, 96 stran); Str-
nad A., Geometrie pro vyssi skoly redlné (1893, 324 stran); Jarolimek V., Geometrie pro nizsi
tridy skol realngjch (3. vydéani, 1897, 188 stran).

37 Jednota, ¢eskych matematikii a fyziki pozadovala, aby autofi ucebnic pro vyssi tiidy
stfednich §kol sepsali také ucebnice pro IV. tfidu nizsi stfedni Skoly, které mély obsahovat
shrnuti a systematizaci probraného uciva, nebot niz8i stiedni Skola poskytovala relativné uce-
lené vzdélani. Autofri, ktefi tuto rekapitulaci provedli, tak piesné védéli, na jakych poznatcich
mohou ve vyssich tfidach stavét a na jaké ucivo mohou dale navazovat.
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Na nésledujicich strankach se podrobnéji podivame na uc¢ebnice B. Bydzov-
ského a J. Vojtécha, které na vice nez tii desetileti ovlivnily vyuku matematiky
na naSich stfednich Skolach. Pokusime se stru¢né popsat jejich nejdulezitéjsi
rysy, poukdZzeme na nové tematické okruhy vykladu, jejich metodické zpraco-
vani, odbornou troven a naroc¢nost uciva. Hlavni pozornost vénujeme predevsim

¢4stem pojednévajicim o geometrickych transformacich 9]

V novych ucebnicich B. Bydzovského a J. Vojtécha@ jsou poprvé v souladu
s pozadavkem vytycenym v novych osnovich soustavné zkoumany funkce a je jim
vénovana znacné pozornost. Studuji se vlastnosti, prubéh a grafické znazornéni
jednotlivych funkei v zavislosti na hodnotach prislusnych koeficienti. Vsude, kde
je k tomu vhodna ptilezitost, je vyklad ilustrovan geometrickou problematikou,
oproti uc¢ebnicim z piedchoziho obdobi ¢asto upozornuje na souvislosti mezi al-
gebrou, matematickou analyzou a geometrii, napf. pfi grafickém TfeSeni soustav
rovnic. Soucasné s logaritmickymi funkcemi jsou studovany funkce exponencialni.
Je konstatovana soumérnost grafi obou funkei podle osy I. a III. kvadrantu. Po-
jem inverzni funkce v8ak zaveden neni a az do roku 1945 se v uc¢ebnicich neobjevil.
Souvisi to zfejmé s tehdejsim pojetim vykladu problematiky funkei, které byly
studovany vzdy pouze jako funkce konkrétni (linearni, kvadratické apod.). Obec-
na definice funkce na stfedoskolské urovni viibec vyslovena nebyla. Ve studiu jed-
notlivych funkci vSak nové ucebnice §ly do zna¢né hloubky. Pti vySetfovani jejich
pribéhu byly urcovany i lokalni a globalni extrémy — timto zptsobem se u nas
do stfedoskolské matematiky postupné dostavaly prvky diferencidlniho poctu.
V ucebnici Mathematika pro nejuy$si tridu gymnasii a redlngch gymnasii [BV2]
je jiz v partii o funkcich diferenciadlnimu a integralnimu poc¢tu vénovana znacna po-
zornost. Kromé zakladnich pojmu jakymi jsou spojitost, limita a derivace funkce,
je zde vylozen rozvoj funkci v fady a vypocet omezeného i neomezeného integralu.

Je tfeba konstatovat, Ze nové ucebnice matematiky byly odborné na vysoké
urovni. Pozdéji se objevily opravnéné pripominky, Ze ¢asto presahovaly chépani
zaku a vedly k jejich neimérnému pietézovani. V dalsich vydanich byly proto
nékteré obtizné partie vynechany nebo alespon zjednoduSeny.

38 Podrobny rozbor vyvoje obsahu &eskych stiedogkolskych ucéebnic presahuje zaméfeni
a cile této disertacni préace. Zajemcim Ize doporucit napf. nésledujici prace: Lavicka M.,
Vijvog vyucovani analytické geometrie na céeskyjch strednich skoldach od Exner-Bonitzova progra-
mu (1849), diserta¢ni prace, Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikalni fakulta, Praha, 1999;
Némeckova M., Vivoj vyucovdni komplexnim éislim na ceskijch strednich skoldch od Exner-
Bonitzova programu (1849), disertacni prace, Univerzita Karlova, Matematicky ustav, Praha,
2002; Melcer M., Finanéni matematika v ceskych ucebnicich (Od Marchetovy reformy), edice
Dé&jiny matematiky, svazek 55, Matfyzpress, Praha, 2013, 366 stran. Analyzu ucebnic deskrip-
tivni geometrie v sou¢asné dobé v ramci své disertacni prace dokonc¢uje V. Moravcova, syntetické
geometrii v8ak zatim nebyla vénovana dostateénd pozornost.

39 Bydzovsky B., Arithmetika pro IV. a V. t¥idu gymnasii a redlngch gymnasii (1910,
181 stran); Bydzovsky B., Arithmetika pro IV. tiidu Skol redlngch (1910, 149 stran); Bydzov-
sky B., Arithmetika pro VI a VIL tridu gymnasii a redlngych gymnasii (1911, 154 stran);
Bydzovsky B., Arithmetika pro V. aZ VIL tFidu skol redlngch (1911, 196 stran); Vojtéch J.,
Geometrie pro 1V. tiidu gymnasii a redlngch gymnasii (1910, 142 stran); Vojtéch J., Geome-
trie pro IV. tiidu redlek (1910, 94 stran); Vojtéch J., Geometrie pro V. tiidu gymnasii (1910,
134 stran); Vojtéch J., Geometrie pro V. tridu redlngch gymnasii (1910, 122 stran); Vojtéch J.,
Geometrie pro VI. tridu gymnasii a redlngch gymnasié (1911, 131 stran); Vojtéch J., Geometrie
pro VI. tiidu redlek (1911, 164 stran); Vojtéch J., Geometrie pro VII. tFidu gymnasii a redlngjch
gymnasii (1912, 147 stran); Vojtéch J., Geometrie pro VIL. tFidu redlek (1912, 166 stran).
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V novych stiedoskolskych ucebnicich matematiky se poprvé na zakladé do-
poruceni osnov objevily také grupy geometrickych transformaci.

Vojtéchovy ucebnice geometrie pro IV. a V. tiidu stfednich ékolﬂ zpracované
v duchu Meranského programu, kladly na geometrické transformace velky diiraz.
V ucebnici Geometrie pro IV. a V. tFidu $kol stiednich [V2] se v partii vénované
planimetrii z této problematiky objevila néasledujici témata: osova soumeérnost,
posouvani, otaceni, shodnost trojihelniki a mnohotihelniki, soumérnost Ctyi-
thelniki, pohyby rovinnych utvari, stejnolehlost a podobnost rovinnych atvari,
v dodatku pro realky byla navic zkoumana homologie. Partie vénovana stereo-
metrii zahrnovala posouvani a ota¢eni, soumérnost (podle bodu, piimky a roviny
véetné osové soumérnosti vyssich fédﬁED7 stejnolehlost a podobnost.

Obr. 38: Obalka ucebnice [V2]

10Vojtech J., Geometrie pro IV. tFidu gymnasii a redlngjch gymnasii (1910, 142 stran); Voj-
téch J., Geometrie pro IV. tFidu redlek (1910, 94 stran); Vojtéch J., Geometrie pro V. tri-
du gymnasii (1910, 134 stran); Vojtéch J., Geometrie pro V. tiidu redlngch gymnasii (1910,
122 stran).

41 Utvar prostorovy md osu soumérnosti n-tého iddu, jestlize mize zaujmouti n poloh rizngch
a piece totoZngch, totiZ n — 1 novych poloh, v nichZ spljvd s polohou piivodni. Uvedené nové

polohy takto soumérného tutvaru ziskdme jeho oto¢enim kolem dané osy o tihel velikosti %

a dale o jeho néasobky a7 do hodnoty (n —1) - %. Viz [V2], str. 181.
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V tvodu Vojtéchovy uéebnice [V2] jsou shodnost, podobnost a soumérnost
zavedeny takto:

Duva geometrické utvary sluji shodné (kongruentni), je-li mozno jeden
z nich uvésti pohybem v takovou polohu, aby se uplné (ve viech svijch
cdstech) ztotoznoval s druhym; ¢ili shodné utvary predstavuji tyz dtvar
na ruznych mistech. Shodné dtvary maji tyz tvar i touz velikost. Pozo-
rujeme, Ze lze zméniti dany utvar v novy tak, aby tvar jeho zistal ve
vSech cdstech zachovdn (zmensime-li jej nebo zvétsime, na pr. cockou);
1 nazgvame takovy novy utvar podobnym danému. . . .

Pozorujice obraz néjakého utvaru v rovném zrcadle, sezndvdme, Ze se
[:57 od predmétu pouze opacnym usporddanim svyjch casti; jmenujeme
jej soumernygm k danému. ([V2], str. 5-6)

Na tento uvod navazuje néasledujici vymezeni obsahu geometrie:

Geometrie vySettuje ty vlastnosts itvari, které se nemeéni pohybem je-

jich, promeénou v utvary podobné a promenou v itvary k nim soumeérné.
([V2], str. 6)

V této formulaci je jiz patrna Kleinova jednotna definice geometrie, autor ji vSak
podal co nejpfijatelnéjsSim zpusobem s piihlédnutim k rozumovym schopnostem
zaku odpovidajiciho véku. Ackoliv to neni explicitné fec¢eno, omezil se pfirozené
pouze na elementarni eukleidovskou geometrii; existence jinych geometrii neni ani
naznagcena.

UCEBNICE MATHEMATIKY PRO STREDNI SKOLY VYDAVANE
JEDNOTOU CESKYCH MATHEMATIKU V PRAZE.

MATHEMATIK A

GYMNASIT A REALNYCH GYMNASIL

NAPSALI

Dr. BOH. BYDZOVSKY a Dr. JAN VOJTECH.

CENA VAZ. K 2:60.

V PRAZE 1912.
NAKLADEM JEDNOTY CESKYCGH MATHEMATIKD.

Obr. 39: Tituln{ list uc¢ebnice [BV2]
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a redlngch gymnasii [BV2] téma geometrickych transformaci pojiméa vzhledem
k predpokladané vyssi rozumové vyspélosti zakti mnohem obecnéji, jsou zde po-
drobné vylozeny zakladni myslenky obsazené v Kleinové Erlangenském progra-
mu. Kniha je rozdélena do t¥i ¢asti; prvni ¢ast (str. 2-136) obsahuje prehled
matematického uciva probiraného v poslednim roc¢niku stiedni Skoly, druhé cast
(str. 137-159) zahrnuje vyklad o zékladnich pojmech logiky, o zakladech matema-
tiky, jejim charakteru a praktickém i kulturnim vyznamu, tieti ¢ast (str. 159-179)
predstavuje stru¢ny pirehled historie matematiky od starovéku az po tehdejsi
dobu.

Geometrickym transformacim je v této ucebnici vénovana 5. kapitola nazvana
Transformace (str. 68-82). Hned v jejim uvodu je zduraznén zakladni vyznam
pojmu transformace a pojmu grupa v geometrii. Grupa transformaci je posléze,
po nastinéni zakladnich piedstav, definovana nasledujicim zptisobem:

Grupa transformact je takovd soustava transformact, Ze kterékoli dvé
z nich postupné provedené (a tedy i libovolny jich pocet) lze nahraditi
jedinou transformact téZe soustavy. Transformace, pii které nenastdvd
Zdadnd zména, sluje identickd a patii vidy ke grupé. (|BV2], str. 68)

Z dnesniho pohledu v této definici chybi explicitni pozadavek existence inverzni
transformace ke kazdé transformaci. Specialné jsou jako priklady grup uvedeny
pohyby v roviné, rovinné translace, rotace kolem pevného stfedu v roviné, pohyby
v prostoru a Sroubové pohyby[z_zl kolem téze osy. Dale je poznamenano, Ze pfi grupé
pohybii v roviné nebo v prostoru jsou tvar, velikost a smysl (uspofadanti, tj. orien-
tace) geometrickych atvart invariantni. V dal$im textu je pozornost vénovana
soumérnosti, je zdiraznén zasadni rozdil mezi soumérnymi atvary v roviné (podle
piimky) a v prostoru (podle roviny).

Rovinné dtvary spolu (dle osy) soumérné nelze ztotozniti Zadngm po-
hybem, pri kterém body utvari téch setrvaji v roviné jejich; mozno
je vsak ztotozniti preklopenim kolem osy soumérnosti, tedy pohybem
v prostoru. I jsou dva rovinné itvary dle osy soumérné prece shod-
ny, odpovidajici sobé cdsti jejich jsou vsak v opacnijch smyslech uspo-
Faddny (jsou ,obricene” shodny). ... Prostorové dtvary dle roviny
soumerné nejsou shodny, protoZe jich vibec nelze ztotozniti; shodu-
Ji se vsak ve vsech svyjch cdstech sobé odpovidajicich, lisice se pouze
smyslem jejich uspoidaddni. Mezi soumeérnymi dtvary v roviné a v pro-
storu jest tedy dilezity rozdil. (IBV2], str. 70-71)

Soucasné je zduvodnéno, ze soumérnosti v roviné ani v prostoru grupy netvofi.

Promeénime-li dtvar Uy v dtvar soumeérny Us (dle osy v roviné nebo dle
roviny v prostoru), tento pak opét (dle libovolné osy, po pFipadé roviny)
v dtvar soumeéerny Us, jsou Uy a Uz téhoZ smyslu a lze je ztoltozniti
pohybem. Dvé transformace v utvar soumérny po sob€ provedené nelze
tedy nahraditi proménou téhoZ druhu; proto netvori promeny v iutvar
soumeérny ani v Tovin€ ani v prostory grupy. (IBV2], str. 71)

42 Sroubovym pohybem se rozumi pohyb v prostoru slozeny z otoCeni kolem piimky (osy)
a posunuti ve sméru této primky.
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Rozsifenim grupy pohybu (rovinnych nebo prostorovych) o soumeérnosti vsak
ziskdme opét grupu; pii ni jsou invariantni tvar a velikost geometrickych tutvari.

Dalsi odstavec je vénovan podobnosti a homothetickym transformacim, které
rovnéz tvoii grupu; pfi ni jsou invariantni tvar geometrickych ttvara a velikost
thli. Je uvedeno, ze grupa pohybii v roviné nebo v prostoru (rozsitena v rovi-
né o soumeérnosti podle osy) rozsifuje se grupou transformaci homothetickych
v grupu transformaci podobnostnich. Pii ni jiz zistava invariantni pouze tvar
geometrickych dtvart.

Nésleduje vymezeni elementarni (metrické) geometrie jakozto geometrie, ktera
prislusi ke grupé podobnostnich transformaci:

V geometrii t. zv. elementdrni ¢ili metrické vysetiujeme ty vlastnosti
dtvard geometrickyjch, jeZ jsou tnvariantni pri vSech transformacich
atvarid téch v utvary podobné (promény v utvary shodné a v dtvary
soumeérné sem pocitaje), t. j. pri grupé transformaci podobnostnich.
V tomto smyslu geometrie elementdrnd prislusi ke grupé transformact
podobnostnich. (|IBV2], str. 72)

V dalsich odstavcich se ucebnice zabyvéa projektivni geometrii. Ocitujme pro
ilustraci definici homologie (viz obr. 40):

Dua rovinné vtvary Uy a Uy jsou homologické (perspektioni) dle uréité-
ho bodu (stredu homologie) S a dle urcité primky (osy homologie) o,
jestlize dvogice jejich bodi sobé odpovidajicich lezi na paprscich téhoZ
svazku o stiedu S a dvojice jejich primek sobé odpovidagjicich protinaji
se na téze ose o. (IBV2], str. 73)

£S

Obr. 40: Homologie mezi dvéma rovinnymi atvary ([BV2], str. 73)
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Je uvedeno, Ze homologické transformace v roviné ani v prostoru netvori grupy.
Zachovéava se pii nich v8ak incidence geometrickych prvki (bodi, piimek a rovin).
Projektivnost mezi dvéma ttvary je nasledné v roviné definovana takto:

Duva rovinné dtvary sluji kollinedrni (homografické) cili projektioni,
jestlize v nich sobe odpovidaji prvky stejnojmenné a vsechny incidence
jsou zachovdny. (|IBV2], str. 74)

Projektivni transformace v roviné i v prostoru jiz grupy tvoii.

V dal$im textu se pripomind rozsitovani eukleidovskych piimek, rovin i pro-
storu o ,,prvky v nekonec¢nu“ a princip duality[ﬂ Posledni odstavec nese nazev
Vijznam transformact pro wvahy geometrické. Geometrické transformace jsou zde
charakterizovany jako dulezity pomocny néstroj pii studiu vlastnosti geometric-
kych ttvari [ Dale je naznadena moznost vyuziti geometrickych transformaci
k prenaseni vlastnosti z ptivodniho ttvaru na ttvar transformovany | Ocitujme
uvod posledniho odstavce obsahujici tyto hlavni myslenky:

Geometrické transformace jsou samy o sobé dilezitym predmétem tivah
geometrickych. Jsou vsak také ndzornou a vydatnou pomickou pri
vySetiovdni utvard geometrickijch: vsimdme si bud utvard a vztahi pFi
transformaci invariantnich, nebo srovndvajice utvar transformovany
s utvarem pivodnim, odvozujeme vlastnosti onoho z vlastnosti tohoto.
V tom byjvd jednak tspora prdce, jezto véta dokdzand pro néktery utvar
pirevddi se potom (se zietelem k transformaci) na dtvar transformo-
vany, jednak ulehcent, protoZe kaZdou vvahu geomelrickou miZeme
provésti pro nejjednodussi z téch tvari, jeZ spolu transformaci sou-
VISt (|BV2], str. 80)

V zévéru uvedeného odstavce je nastinén vyznam geometrickych transformaci
pro uspotadani geometrie; kazda grupa geometrickych transformaci charakterizu-
je piislusnou geometrii [ Kapitola vénovana geometrickym transformacim konéi
stru¢nou poznamkou:

Uvedeny vijznam grup transformacnich pro podstatu a uspordddni geo-
metrie vytkl pront Feliz Klein (1872). (|IBV2], str. 82)

43 Zikon dudlnosti v roviné: Ke kazdé vété geometrie projektivng lze pFipojiti novou vétu tim,
Ze v ni slovo bod nahradime slovem primka a naopak. Zikon dudlnosti v prostoru: KazZdd véta
projektivni geometrie piechdzi ve vétu rovnéZ sprdavnou, nahradime-li v ni slovo bod slovem
rovina o naopak. Viz [BV2], str. 78-79.

44 Napft. translace slouzi ke studiu geometrickych ttvart obsahujicich rovnob&zné piimky nebo
roviny. Rotaci lze vyuzit k vySetfovani kolmych piimek i rovin, Gtvari obsahujicich kruznice
nebo utvari soumérnych. Podobnost atvara zkoumame na zakladé jejich stejnolehlosti (homo-
thetie).

45 Napf. lze pomoci vhodné transformace nékteré vlastnosti kruznice (nap¥. véty o vzajemné
poloze pfimky a kruZnice nebo véty o polu a polaie) pienést obecné na kuZzelosecky. Zdrojem
mnoha novych geometrickych vét tykajicich se vlastnosti transformovanych ttvarta jsou trans-
formace homologické nebo transformace poléarni.

46 Ke grupé geometrickijch transformaci patii soustava geom. 4tvari a jich vlastnosti, jez
jsou pTi transformacich téch invariantni; grupa ta charakterisuje prislusnou soustavu vét ¢ili
prislusnou geometrii. Viz [BV2], str. 81.
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V 11. kapitole nazvané Mathematickd véda a jeji vijznam nalezneme nasledujici
vymezeni obsahu geometrie:

Obsah geometrie mizeme déliti podle predmétu nebo podle methody.
Vzhledem k predmétu je pronikavé rozdélent geometrie podle grup trans-
formact, pii kteryjch jsou vlastnosti geometrickyjch utvari invariantni;
rozezndvdame tak geometrii piislusnou ke grupé transformaci (pohy-
bovijch a) podobnostnich (geometrie metrickd cili elementdrni, jejiz
nejjednodussi casti byvayi dosud nazyvdiny planimetrie, stereometrie
a trigonometrie), geometrii prislusnou ke grupé transformaci projek-
tiwnich (geom. projektioni), geometrii vlastnosti, jezZ jsou invariantni
pii viech proméndch, kterymi se neporuSuje souvislost utvari (tvar
jejich se vsak jinak libovolné méni, tak zvand analysis situs, k niZ na
pi. patii Eulerova véta o mnohosténech). (IBV2], str. 156)

Na zavér jesté ocitujme kratky tryvek z posledni, 13. kapitoly vénované his-
torickému piehledu vyvoje ,,novodobé“ matematiky. Autoii v ném poukazuji na
stézejni pojmy ,,soucasné“ matematiky, jimiz jsou pojem funkce a pojem trans-
formace:

Mathematika doby nejnovéjsi md nékolik charakteristickiyjch rysi. Ce-
lym vyvojem mathematiky novodobé pripravovina byla vidda dvou poj-
mu: pojmu funkce a pojmu transformace. Nauka o funkcich a nauka
o transformacich dosly a dochdzeji stoupajiciho rozkvétu nejen v uZsim
smyslu mathematickijch odvétvi, nyjbrz pronikaji vsechno modernd mys-

lent mathematické. ... Theorie transformaci geometrickiyjch nabyla vy-
nikajiciho vijznamu geomelrii projektivni; odtud spéje k dalsimu a vse-
strannému Tozvoji. (IBV2], str. 175)

Na Bydzovského a Vojtéchovy ucebnice Mathematika pro nejuyssi tridu gym-
nasii a redlngch gymnasit |BV2] a Mathematika pro nejuyssi tridu redlek [BV1], jez
se od verze pro gymnézia obsahové piilis nelisi, vysla roku 1913 v éasopisu pro
péstovani mathematiky a fysiky recenze Bohuslava Hostinského (1884-1951)["]
Recenze vyzniva ve prospéch obou ucebnic celkem ptiznivé, jeji autor se vSak
neztotoziuje s uzitim terminu ,grupa transformaci“. Pfipomefime stru¢né ¢ast
jeho vyjadreni:

V' geometrii jsou dikladné vyloZeny principy geometrie metrické i pro-
jektivni a pojem transformace ... Jddro celé knihy tvori pruni cdast
(mathematickd), jez jest psina veskrze piesné a v modernim duchu.
... Spisovatelé prdvem upozornuji na nekolika mistech na to, jaky vy-
znam md theorie transformaci pro nynéjsi mathematiku. Ndzev ,,grupa
transformact”, kterého disledné uzZivaji, nepokldddm za vhodny; mys-
lim, Ze by spise se doporucovalo pridrzeti se zpisobu, jakého praveé pri
pojmenovdni tohoto dileZitého pojmu bylo uZito v literatuie némeckeé,
francouzské, italské a anglické, voliti totiZ zndmé, v Feci ddvno uZivané
slovo; ndzev ,,skupina transformaci uplné by vyhovel.

47Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 42(1913), 201-202.
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6. Transformace na prelomu
19. a 20. stoleti

Jednotna klasifikace vSech znamych geometrii vylozena v Erlangenském progra-
mu do jisté miry pfispéla k odhaleni obecnéjsich geometrickych zakonitosti, jez
stoji v pozadi moderni matematické védy, a oteviela cestu k polozeni axiomatic-
kych zakladu geometrie. Ackoliv se Felix Klein k axiomaticky budované moderni
matematice pocatku 20. stoleti i k jejimu mnozinovému pojeti stavél velmi rezer-
vované, stal se nevédomky jednim z inicidtoru nového piistupu k zakladim geo-
metrie. Intuitivni pfistup zaloZeny prevazné na syntetické geometrii byl postupné
nahrazovan modernim, formalizovanym zptisobem argumentace a zdivodnovani,
nazorné geometrické predstavy zastinila abstraktni axiomatika.

F. Klein svij nazor na uziti axiomatické metody v matematice vyjadril napf.
ve svém dile Vorlesungen tber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahr-
hundert [K9|. V navaznosti na axiomatickou definici grupy napsal:

Diese abstrakte Formulierung ist fiir die Ausarbeitung der Beweise
vortrefflich, sie eignet sich aber durchaus nicht zum Auffinden neuver
Ideen und Methoden, sondern sie stellt vielmehr den Abschluf$ einer
voraufgegangenen Entwicklung dar. (JK9], Teil I, str. 335-336)

Abstraktni vymezeni novych pojmu pomoci axiomu, které tyto pojmy spliuji,
jsou podle néj sice vhodné pro dikazy, nikoliv vSak pro objev novych myslenek
a metod.

F. Klein na druhou stranu dovedl uznat zasluhy axiomatického ptistupu, ale
pouze v piipadé, Ze axiomy prirozené vyplynuly jako logickd podstata jiz rozvinuté
matematické teorie. Ostie se vSak ohrazoval proti ndzoru, ze axiomy jsou libovol-
né tvrzeni, kterd zvolime za zaklad matematické teorie. Tento pristup pokladal
za Cisté filozoficky pohled majici kofeny v nominalisrnu,E] oznacil jej za der Tod
aller Wissenschaft. Zdurazhoval, ze zakladnimi axiomy geometrie nemohou byt
zcela libovolna tvrzeni, jejich pfesny obsah musi byt vhodné vyvozen z vlastnos-
t1 geometrického prostoru. Dolozme Kleinuv piistup k axiomum dvéma kratkymi
uryvky z druhého dilu jeho knihy Elementarmathematik vom héheren Standpunkte
aus |K7):

Demgegeniiber findet man bei solchen Leuten, die sich nur fir die
logische und nicht fiir die anschauliche oder die allgemein-erkenntnis-
theoretische Seite der Sache interessieren, neuerdings hdaufig die Mei-
nung, die Aziome seien nur willkirliche Sdtze, die wir ganz freiwillig
anerkennen, und die Grundbegriffe schliefilich ebenso nur willkirliche
Zeichen fiir Dinge, mit denen wir operieren wollen. . ..

! Nominalismus byl vedle realismu jednim ze dvou zakladnich filozofickych smért stfedovéku.
Prosazoval nézor, Ze obecné pojmy jsou pouhd jména, ktera na zakladé poznani vytvari ¢lovek,
ze redlné existuji pouze jednotlivé véci se svymi individudlnimi vlastnostmi. Nejznaméjsim pired-
stavitelem nominalismu byl anglicky frantiskdn William Occam (1290-1349).
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Ich selbst teile diesen Standpunkt keineswegs, sondern halte thn fiir
den Tod aller Wissenschaft: die Aziome der Geometrie sind — wie
ich meine — nicht willkiirliche, sondern verniinftige Sdtze, die im all-
gemeinen durch die Raumanschauung veranlafit und in ihrem Einzel-
inhalt und Reihenfolge durch Zweckmdfigkeitsgrinde requliert werden.

(|K7], str. 383-384)

6.1 Axiomaticky systém

Axiomaticky systém je ve své podobé obsazen jiz v Eukleidovych Zdkladech. Brzy
po jejich sepsani vSak byly zjistény urcité nedostatky v jejich logické struktute.
Problematické jsou jiz tvodni definice (vgmeéry) zakladnich geometrickych pojmi.
Eukleidés se totiz domnival, Ze pojmy jako bod, pFimka a rovina lze jednodusSe
,definovat“ pouze na zakladé geometrické intuice| Kazdy matematicky pojem
vSak musi byt definovan pomoci jinych matematickych pojmii, které je rovnéz
potieba piesné definovat pomoci dalSich pojmi atd. VSechny matematické po-
jmy neni proto mozné explicitné definovat, aniz bychom se vyhnuli definicim
kruhem nebo budovali ,,nekoneény* tetézec definic. Na zacatku je tieba zvolit
skupinu zakladnich (primitivnich) nedefinovanych pojmi, jejichz vyznam je intui-
tivné zfejmy, a dalsi matematické pojmy jiz pomoci nich presné definovat. P¥itom
volba zakladnich pojmi neni jednozna¢na. Postulaty a axiomy potom piedstavuji
tvrzeni o zakladnich pojmech, jejichz platnost se predpoklada a ktera specifikuji
vlastnosti zvolenych pojmu. Z tohoto hlediska se zadkladni matematické pojmy
axiomatického systému definuji implicitné pomoci postulati a axiomi, které tyto
pojmy spliuji.

Za axiomy vSak nelze zvolit zcela libovolna tvrzeni tykajici se zakladnich po-
jmu. Axiomaticky systém musi byt logicky konzistentni, musi spliiovat nésledu-
jici pozadavky: musi byt uplny, nezdvisly a bezesporng. V Gplném axiomatickém
systému je kazdé tvrzeni rozhodnutelné, tj. lze jednozna¢né urcit, zda v ramci
uvazovaného systému je dané tvrzeni pravdivé ¢i nikoliv. Neni mozné do systému
axiomu pfidat dalsi axiom, ktery je s nimi konzistentni a je na danych axiomech
nezavisly. Nezavislost skupiny axiomi znamend, ze zadny z uvazovanych axiomi
nelze vyvodit z ostatnich. V opa¢ném piipadé by byla formulace takového tvrzeni
jako axiomu nadbytec¢na, byl by logickym disledkem ostatnich axiomu. Beze-
spornost axiomatického systému zarucuje, ze v ramci takového systému nelze
soucasné odvodit néjaké tvrzeni i jeho negaci.

Dalsim slabym mistem Eukleidovych Zdkladi je skutecnost, ze nékteré pred-
poklady vyuzivané pii dikazech tvrzeni nejsou v textu explicitné uvedeny, vy-
chazeji pouze z geometrické intuice. Napt. prvni postulétﬁ] uvadi, ze existuje ales-
pon jedna pfimka jdouci dvéma ruznymi body, neriké jiz vSak, ze takova primka

2 Eukleidés ve svych Zdkladech definoval bod, pfimku a rovinu nésledujicim zptsobem: Bod
jest, co nemd dilu. Cdra pak délka bez Sivky. Hranicemi éary jsou body. Primd jest éira (pFimka),
kterd sviymi body tdhne se rovné. Plocha jest, co jen délku a $iTku md. Hranicemi plochy jsou
éiry. Rovinnd jest plocha (rovina), kterd piimkami na ni jsoucimi prostird se rovné. Viz [Eu],
str. 1. Je tfeba poznamenat, ze Eukleidés ,,pfimkou” rozumél v dneSnim smyslu tsecku, podobné
wrovinu“ chapal pouze jako omezenou ¢ast rovinné plochy.

3 BudiZ ikolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti primku. Viz [Eu], str. 2.
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existuje pravé jedna. Pritom Eukleidés ve svych dikazech c¢asto predpokladal
existenci jediné piimky s uvedenou vlastnosti.

Kritiku Eukleidova systému definic, postulati a axiomu (vyméry, dkoly pr-
votné a zdsady) lze nalézt jiz u nejstarsich znamych komentatora Zdkladi, jimiz
byli Pappos 7z Alexandrie (asi 290-350) a Proklos (410-485)7] Na nedostatky
pak béhem dalsiho vyvoje podle [KI| upozoriiovali i mnozi dalsi. Francouzsky
matematik a basnik Jacques Peletier du Mans (1517-1582) kritizoval Euklei-
dovy diikazy vét o shodnosti. Némecky filozof Arthur Schopenhauer (1788-1860)
poukazoval na sedmy Eukleidiv axiom,ﬂ podle néhoz objekty, které se navza-
jem kryji, jsou shodné. Namital, 7e kryjici se objekty jsou podle nasi empirické
zkuSenosti identické, uvedeny axiom proto povazoval za nadbytecny. Gottiried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) zastaval nazor, ze Eukleidés se spolehl na intuici,
kdyz v prvni knize pfi feSeni tlohy Iﬁ vyuzil skryty predpoklad, ze dvé kruznice,
z nichz kazd& prochézi stfedem druhé, se protinaji. Své pfipominky k Euklei-
dovym Zdkladim vyjadiil i Carl Friedrich Gauss (1777-1855), jenz v praci postra-
dal pfesné vymezeni relace usporadani bodu na piimce; kritizoval rovnéz definice
piimky a roviny. Dnes je navic ziejmé, ze Eukleidovy axiomy na druhou stranu
umoznuji i ,,dukazy“ nékterych nepravdivych tvrzeni,[] nebot presné neurcuji polo-
hu urc¢itych bodu vzhledem k ostatnim. Americky historik matematiky Morris
Kline (1908-1992) ve své knize [K]| v této souvislosti napsal:

FEuclidean geometry was supposed to have offered accurate proofs of
theorems suggested intuitively by figures, but actually it offered intui-
tive proofs of accurately drawn figures. (JK1], volume 3, str. 1007)

Ptes vSechny vyse uvedené vytky a nedostatky byly Eukleidovy Zdklady po
dlouha staleti povazovany za model rigorézniho zptsobu dokazovani a dedukce.
Teprve koncem 19. stoleti si matematici zacali plné uvédomovat rozsah nedostatki
v Eukleidové systému. V souvislosti s rozvojem neeukleidovskych geometrii, je-
jichz logicka konzistence byla tehdy jiz spolehlivé prokazana, vyvstala potieba
geometricky systém nastoleny Eukleidem revidovat a pfepracovat.

Prvni myslenky axiomatického pristupu v geometrii zformuloval Moritz Pasch
a poté systematicky rozvinul David Hilbert; jim bude vénovana pozornost v nésle-
dujicim textu. Podle [Ev1] dalsi uspokojivé systémy axiomu eukleidovské geome-
trie predstavili napf. italsti matematici Giuseppe Peanoﬁ a Mario Pieriﬂ a déle

4Viz Proclus, A Commentary on the First Book of Euclid’s Elements, Translated, with
Introduction and Notes, by Glenn R. Morrow, With a new foreword by Ian Mueller, Princeton
University Press, Princeton, New Jersey, 1992, 355 stran.

5 A co se navzdjem kryje, navzdjem rovno jest. Viz [Eu], str. 2.

6 Na dané piimce omezené postav trojihelnik rovnostranny. Viz [Eu], str. 3.

"Napt. ditkaz tvrzeni, ze vSechny trojihelniky jsou rovnostranné. Viz [KI|, volume 3,
str. 1006-1007.

8 Giuseppe Peano (1858-1932) pracoval se zakladnimi pojmy bod, isecka a pohyb. Viz
Peano G., I principii di geometria logicamente esposti, Fratelli Bocca Editori, Stabilimento
Tipografico Vincenzo Bona, Torino, 1889, 40 stran; Sui fondamenti della Geometria, Rivista di
matematica 4(1894), 51-90.

9 Mario Pieri (1860-1913) vypracoval systém 20 axiom, za zékladni zvolil pojmy bod a pohyb.
Viz Pieri M., Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo. Monografia del punto
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ameri¢ti matematici Oswald Veblen| a Edward V. Huntington} Zakladim geo-
metrie se ve své praci vénoval i italsky matematik Giuseppe Veronese[?]

6.2 Moritz Pasch

Moritz Pasch se narodil 8. listopadu 1843 v rodiné obchodnika v Breslau (Wroctaw,
Vratislav). Vystudoval zde gymnazium a roku 1860 nastoupil na mistni univerzitu.
Nejprve zamyslel studovat chemii, posléze si vSak za sviij studijni obor zvolil mate-
matiku. Roku 1865 obh&jil na univerzité disertacni praci De duarum sectionem
conicarum in circulos projectione sepsanou pod vedenim Heinricha E. Schrotera
(1829-1892) a ziskal doktorat. Poté odjel studovat na univerzitu do Berlina, kde
v té dobé pusobili Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) a Leopold
Kronecker (1823-1891). V fijnu 1866 mu vSak zemfel otec, a proto M. Pasch na
kratky ¢as své studium prerusSil a vratil se doma.

V listopadu 1870 ptedlozil na univerzité Giessenu svou habilitaéni praci Zur
Theorie der Komplexe und Kongruenzen von Geraden a zacal zde prednaset.
nym profesorem. M. Pasch se na univerzité kromé vyzkumnych aktivit zapojil
i do vyuky budoucich stredoskolskych ucitelii, byl predsedou komise pro zkousky
uditelské zpusobilosti. V akademickém roce 1885/86 byl zvolen dékanem filozofické
fakulty, v akademickém roce 1893/94 pusobil na univerzité jako rektor. Vychoval
kolem 30 doktorandu. V dubnu 1911 svou ¢innost na univerzité ukonéil, nebot
se chtél vénovat pouze matematickému badani. V roce 1923 obdrzel u piilezitosti
svych osmdesatych narozenin dva cestné doktoraty univerzit ve Freiburgu a ve
Frankfurtu. Moritz Pasch zemftel 20. zafl 1930 na dovolené v laznich Homburg
v Némecku [

M. Pasch se zpocatku zabyval algebraickou geometrii, poté zacal zkoumat
zéklady geometrie a matematické analyzy. Kromé fady matematickych ¢lankd]

e del moto, Memorie della reale Accademia delle scienze di Torino 49(1900), 173-222. M. Pieri
pohyb chapal (v dnesni terminologii) jako vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoziny vSech bodu
na sebe, spliujici dalsi podminky. Viz [C2], str. 196.

10 Oswald Veblen (1880-1960) sestavil systém 16 axiomi s primitivnimi pojmy bod a relace
uspoidddni. Viz Veblen O., A system of axioms for geometry, Transactions of the American
Mathematical Society 5(1904), 343-384.

" Edward V. Huntington (1874-1952) ve svém systému 23 axiomu uvazoval zékladni pojmy
sféra a relace inkluze. Viz [Evl], str. 457.

12 Giuseppe Veronese (1854-1917) pracoval s nedefinovanymi pojmy primka, usecka a shod-
nost iusecek. Viz Veronese G., Fondamenti di geometria a pit dimensioni e a piu specie di
unita rettilinee esposti in forma elementare, Lezioni per la scuola di magistero in matematica,
Tipografia del Seminario, Padova, 1891, 630 stran.

130 zivoté a dile M. Pasche viz Engel F., Dehn M., Moritz Pasch, Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 44(1934), 120-142. Relevantni informace poskytuje i webova stranka
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history /Biographies /Pasch.html.

14 Miazeme uvést napi. nasledujici ¢lanky: Pasch M., Der Ursprung des Zahlbegriffs, Mathe-
matische Zeitschrift 11(1921), 124-156; Uber zentrische Kollineation, Mathematische Annalen
90(1923), 103-107; Betrachtungen zur Begrindung der Mathematik, Mathematische Zeitschrift
20(1924), 231-240; Die natiirliche Geometrie, Mathematische Zeitschrift 21(1924), 151-153.
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publikoval tii vyznamné monografie: Vorlesungen tiber neuere Geometm’e,El Ein-
leitung in die Differential- und Integmlrechnunglfl a Grundlagen der Analysiﬂ
Jeho jméno je dnes v matematice spojeno s formulaci tzv. Paschova aziomu, podle
kterého piimka protinajici stranu AB trojuhelntku ABC' ve vnitinim bodé musi
nutné protnout jesté jednu jeho dalsi stranu ve vnitinim bodé, pokud neprochézi
vrcholem C'.

Obr. 41: Moritz Pasch

M. Pasch vyznamné prispél k rozvoji axiomatického pristupu v geometrii,
jenz stoji v pozadi moderni matematiky 20. stoleti. Od dob Eukleida byl prvnim
matematikem, ktery geometrii budoval na zékladé formalné zvolenych abstrakt-
nich axiomu. Odstranil pfitom vySe zminény vyznamny nedostatek Eukleidova
axiomatického systému tykajici se volby zakladnich, nedefinovanych pojmu.

Vorlesungen tiber neuere Geometrie

Roku 1882 publikoval M. Pasch knihu Vorlesungen tber neuere Geometrie
[P1], jejimz cilem bylo polozit zaklady projektivni geometrie nezavislé na Euklei-
dové axiomu o rovnobéikachm Omezil se na ¢isté formalni axiomaticky pristup
nezavisly na fyzikalni interpretaci matematickych pojmu. Poukazal na skutecnost,
ze fada geometri ve svych tvahach pfili§ spoléha na fyzikalni intuici, ve skutec¢nos-
ti je v8ak geometrie (véetné eukleidovské) pouze umeélou konstrukei, kterd ma né-
jaky vztah k naSemu fyzikalnimu prostoru, nicméné neni jeho presnou reprezen-
taci. Uvedl, Ze napf. princip duality je v rozporu s nasimi fyzikalnimi predstavami
o bodech a primkach; zdménnost téchto pojmu nelze prijmout na zékladé intuice.

15 Viz Pasch M., Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Druck und Verlag von B. G. Teubner,
Leipzig, 1882, 201 stran.

16 Viz Pasch M., Einleitung in die Differential- und Integralrechnung, Verlag von B. G. Teub-
ner, Leipzig, 1882, 188 stran.

17Viz Pasch M., Grundlagen der Analysis, ausgearbeitet unter Mitwirkung von Clemens
Thaer, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1909, 140 stran.

18 Nekteré axiomy projektivni geometrie nebo jejich analogie v8ak mély vyznam rovnéz pro
axiomatizaci eukleidovské i neeukleidovskych geometrii.
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M. Pasch ve své préci zvolil za zakladni pojmy nésledujici prvky geometrie:
bod, tisecka a cdst roviny["’] Volbu poslednich dvou pojmi namisto pojmi pimka
a rovina zduvodnil tim, Ze nikdo vlastné nemé s celou pfimkou a celou rovinou
zadnou zkuSenost. Axiomy nepovazoval jako fada jeho piedchiudcu za ,samo-
ziejmé pravdy®, ale za tvrzeni o nedefinovanych pojmech, ktera sice mohou vy-
chazet z nasi zkusenosti s fyzikalni realitou, ale pokud je jednou zvolime, vSechny
ditkazy dalsich tvrzeni z nich musi vyplyvat bez dalstho odvolavani se na nasi
zkuSenost. Byl prvnim matematikem, jenz poukazal na skutecnost, ze Eukleidés
ve svych diikazech vyuzival vlastnosti usporadani, aniz by se o nich nékde zminil.
Sam proto ve své knize nejprve implicitné zavedl relaci usporddani pro kolinearni
bodyF_U] a poté zformuloval vlastnosti usporadani, které jsou dnes zdkladem kazdé
metrické geometrie.

VORLESUNGEN
UBER NEUERE GEOMETRIE

VON
MORITZ PASCH

PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT GIESSEN

ZWEITE AUFLAGE

MIT EINEM ANHANG:

DIE GRUNDLEGUNG DER GEOMETRIE
IN HISTORISCHER ENTWICKLUNG
VON

MAX DEHN

PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT
FRANKFURT A. M.

MIT INSGESAMT 15 ABBILDUNGEN

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
1926

Obr. 42: Moritz Pasch — Vorlesungen tiber neuere Geometrie

19M. Pasch v prvnim vydani své knihy z roku 1882 mezi zakladni pojmy zafadil rovnéz
shodnost isecek.

20 Wir ziehen zundchst nur eine einzige Gerade in Betracht. Sind A, B, C Punkte einer
Geraden g, also C in der Geraden AB gelegen, so bilden die drei Punkte eine gerade Reihe,
d. h. es liegt entweder A innerhalb der Strecke BC, oder B innerhalb der Strecke AC, oder C
innerhalb der Strecke AB. Liegt etwa C innerhalb der Strecke AB, so sagt man: Der Punkt C
liegt in der Geraden g zwichen A und B, A und C auf derselben Seite von B, B und C' auf
derselben Seite von A, A und B auf verschiedenen Seiten von C. Viz [P1], str. 9.
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Definice a axiomy shodnosti

M. Pasch ve své knize Vorlesungen iber neuere Geometrie |P1] zavedl po-
jem shodnosti néasledujicim zptusobem. Pro jednoduchost uvazoval nejprve dvo-
jice pevné svazanych bodu ab a o' b'. P¥itom se omezil na geometrické utvary,
které se skladaji pouze z vlastnich boda. Dva atvary ab a o’ b (v tomto piipadé
tsecky) nazval shodnymi, pokud je oba lze ,prekryt“ stejnym, vzhledem k danym
utvarim pohyblivym, tfetim tutvarem:

Sehen wir jetzt ganz davon ab, ob die Figuren ab und a'b' gegen ein-
ander beweglich sind oder nicht. Ich kann jedenfalls eine Figur her-
stellen, welche gegen jene beiden Figuren beweglich ist und mit der
einen zum Decken gebracht werden kann. Ist es mdglich, eine und
dieselbe Figur sowohl mit ab als auch mit a’ b zum Decken zu brin-
gen, so heissen die Figuren ab und a'b' congruent. — (|P1], str. 102)

V daldim textu pro shodnost ttvari zformuloval téchto deset axiomiif]
I. Die Figuren ab und ba sind congruent.

II. Zur Figur abc kann man einen und nur einen eigentlichen Punkt b der-
art hinzufiigen, dass ab und ab congruente Figuren werden und b’ in der
geraden Strecke ac oder ¢ in der geraden Strecke a b liegt.

III. Liegt der Punkt c innerhalb der geraden Strecke ab, und sind die Figu-

ren abce und a'b' ¢ congruent, so liegt der Punkt ¢ innerhalb der geraden
Strecke a' b'.

&\..a
n‘..n
Sle @ o

Obr. 43: III. Grundsatz (|[P1], str. 105)

IV. Liegt der Punkt ci innerhalb der geraden Strecke ab, und verlingert man
die Strecke acy um die congruente Strecke cico, diese um die congruente

Strecke coc3 u. s. f., so gelangt man stets zu einer Strecke c, c 11, welche
den Punkt b enthalt.

°® ® °® ® B ® ® ® ® ® - 0—0—@
1 Cy Cq €y sl Cnt1

Obr. 44: TV. Grundsatz (|P1], str. 105)

2L M. Pasch tyto axiomy v prvnim vydani své knihy z roku 1882 i ve druhém, dodatky
opatfeném vydani z roku 1912 oznadil jako I. Grundsatz az X. Grundsatz, v dalsim vydani
7z roku 1926 je oznadil jako I. Kernsatz a7z X. Kernsatz. Citace viz [P1], 1882, str. 103-110.
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V.

VL

VIL

VIII.

IX.

X.

Wenn in der Figur abc die Strecken ac und bc congruent sind, so sind die

Figuren abc und bac congruent.

Obr. 45: V. Grundsatz ([P1], str. 106)

Wenn zwer Figuren congruent sind, so sind auch ihre homologen Theile{g_zl
congruent.

Wenn zwei Figuren einer dritten congruent sind, so sind sie einander con-
gruent.

Wird von zwei congruenten Figuren die eine um einen eigentlichen Punkt
erweitert, so kann man die andere um einen eigentlichen Punkt so er-
weitern, dass die erweiterten Figuren wieder congruent sind.

Sind zwei Figuren a b und f g h gegeben, f g h nicht in einer geraden Strecke
enthalten, ab und f g congruent, und wird durch a und b eine ebene Fliche
gelegt, so kann man in dieser oder in ihrer Erweiterung genau zwei Punkte
c und d so angeben, dass die Figuren abc und abd der Figur fgh con-
gruent sind, und zwar hat die Strecke cd mit der Strecke ab oder deren
Verlingerung einen Punkt gemein.

i g 24

Obr. 46: IX. Grundsatz (|P1], str. 109)

Zwei Figuren abcd und abce, deren Punkte nicht in ebenen Fldchen liegen,
sind nicht congruent.

Uvedené axiomy popisuji zakladni vlastnosti shodnych ttvart. Mimo jiné je v nich
implicitné obsazeno tvrzeni, 7e relace shodnosti je ekvivalenci; reflexivnost plyne
piimo z definice shodnosti, symetrii a tranzitivnost shodnosti zahrnuji axiomy I.
a VII. Axiom III. doklada, Ze shodnost zachovava usporadéani kolinearnich bodi.
Znéni axiomu IV. je dnes znamo jako tzv. Archimédiv aziom. Podle axiomu IX.
existuji v roviné pravé dvé shodnosti (pfima a nepiima), které dany trojthelnik
zobrazi na trojuhelnik s nim shodny, je-li pfedepsan obraz jedné jeho strany.
Axiom X. vyplyva ze skutecnosti, ze M. Pasch rozlisoval mezi ,pravotocivou“
a ,levotocivou bézi“.

22 M. Pasch terminem die homologen Theile oznacoval odpovidajici si ¢asti dvou shodnych
atvart.
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6.3 David Hilbert

David Hilbert byl vyznamnym némeckym matematikem a filozofem. Narodil se
23. ledna 1862 v Konigsbergu (Kralovec, Kaliningrad). V roce 1872 nastoupil na
Friedrichskolleg Gymnasium, stifedoskolské studium vsak zakoncil na védectéji
zaméfeném Wilhelm Gymnasium, na néz pfestoupil v roce 1879. Na podzim
roku 1880 zacal studovat na univerzité v Konigsbergu, kde navazal pratelstvi
a spolupraci s Hermannem Minkowskim (1864-1909) a pozdéji i s Adolfem Hur-
witzem (1859-1919), jenz na univerzité pusobil od roku 1884 jako mimotradny
profesor. Pod vedenim Ferdinanda von Lindemanna (1852-1939) sepsal D. Hilbert
disertacni praci nazvanou Uber invariante Figenschaften spezieller bindrer For-
men, insbesondere der Kugelfunktionen, za niz mu byl roku 1885 udélen doktorat.
V letech 1886 az 1892 pisobil na univerzité jako soukromy docent, v roce 1893
jako mimotadny profesor a v letech 1893 az 1895 jako fadny profesor.

V roce 1895 piesel D. Hilbert na Kleiniv podnét na katedru matematiky na
univerzitu v Géttingenﬂ na tehdejsi nejlepsi matematicky tustav na svété, kde
pusobil po cely zbytek své aktivni kariéry. V letech 1902 az 1939 byl editorem
Casopisu Mathematische Annalen. D. Hilbert zemfel 14. inora 1943 v Géttingenﬁ

Obr. 47: David Hilbert

23 Uved'me pro tplnost, ze Felix Klein o Hilbertiiv p¥echod na univerzitu v Gottingen ne-
ispésné usiloval jiz v roce 1892, kdyz se na katedie matematiky uvolnilo misto po Hermannu
A. Schwarzovi (1843-1921), ktery v tomto roce piesidlil do Berlina. Na volné misto na univerzité
v Gottingen byl tehdy prijat Heinrich Weber (1842-1913), jenz o t¥i roky pozdé&ji presel do
Strasbourgu.

24 O Hilbertové zivoté viz [Jal, str. 246-257; [WA], str. 500-513. Relevantni informace poskytu-
je 1 webova stranka http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history /Biographies/Hilbert.html.
Dale viz Blumenthal O., David Hilbert, Die Naturwissenschaften 10(1922), 67-72; Reid C.,
Hilbert, Springer-Verlag, New York, 1996, 228 stran.
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D. Hilbert se v prvnich pracich zabyval obecnou algebrou, zejména teorii in-
varianti. Roku 1888 piedstavil vlastni fegeni tzv. Gordanova problému | v némz
podal diikaz existence kone¢né béze pro formy vice proménnych, i kdyz mu jeho
abstraktni metoda neumoznila takovou bazi nalézt. Clanek obsahujici existenc¢ni
dukaz zaslal k otisténi do ¢asopisu Mathematische Annalen, recenzent Paul Gor-
dan, autor tohoto problému, jeho revoluc¢ni ptistup vSak shledal p¥ili§ obtiZznym
a uverejnéni ¢lanku odmitl. Komentoval jej slovy: ,,Das ist nicht Mathematik. Das
ist Theologie.” Své vyjadieni zaslal F. Kleinovi, jenz rozpoznal vyznam Hilbertovy
prace a zajistil, aby byl ¢lanek v ptivodnim znéni v ¢asopisu otiétén.@ D. Hilbert
svou novou metodu pozdéji jesté rozsitil v dalsim ¢lanku, v némz navic odhadl
maximalni pocet prvki takové baze, a opét jej zaslal k otisténi v ¢asopisu Mathe-
matische AnnalenE] F. Klein poté D. Hilbertovi napsal, Ze nepochybuje o tom,
ze se jedna o nejvyznamnéjsi dilo z obecné algebry, které kdy bylo v ¢asopisu
otisténo.

V roce 1897 vydal D. Hilbert praci z algebraické teorie c¢isel nazvanou Die
Theorie der algebraischen Zahlkidrper, znamou kratce jako Zahlbericht[| Kroms
shrnuti dosazenych vysledki, o néz se jiz diive zaslouzili Ernst Eduard Kummer
(1810-1893), Leopold Kronecker (1823-1891) a Richard Dedekind (1831-1916),
obsahuje navic fadu Hilbertovych pivodnich vysledkii. Roku 1900 predstavil na
2. mezinarodnim kongresu matematiki v Pafizi 23 otevienych matematickych
problémii 7] Jejich Fegeni vedlo k daliimu rozvoji vybranych matematickych disci-
plin a podnitilo dalsi matematicky vyzkum. Rada problémi byla vytesena béhem
20. stoleti. Kolem roku 1909 se D. Hilbert zacal zajimat o funkcionalni analyzu,
konkrétné o integralni rovnice, a nékteré otazky variac¢niho poétu.@

Roku 1920 zformuloval vyzkumny projekt znamy jako tzv. Hilbertiv program,
jenz pozadoval, aby byla matematika postavena na pevnych logickych zakladech.

25 Némecky matematik Paul Gordan (1837-1912) v roce 1868 dokazal existenci kone¢né baze
pro binarni formy. Jeho dikaz vyuZzivajici komplexni ¢isla vSak z divodu vypocetni slozitosti
nebylo mozno zobecnit pro formy vice proménnych. Viz Gordan P., Beweis, dass jede Co-
variante und Invariante einer bindren Form eine ganze Function mit numerischen Coefficienten
einer endlichen Anzahl solcher Formen ist, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
69(1868), 323-354.

26 Viz Hilbert D., Ueber die Darstellung definiter Formen als Summe von Formenquadraten,
Mathematische Annalen 32(1888), 342-350.

2"Viz Hilbert D., Ueber die Theorie der algebraischen Formen, Mathematische Annalen
36(1890), 473-534. P. Gordan na tento €lanek pozdgji reagoval; viz Gordan P., Ueber einen
Satz von Hilbert, Mathematische Annalen 42(1893), 132-142.

28Viz Hilbert D., Die Theorie der algebraischen Zahlkdrper, Bericht, erstattet der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
4(1894/95), 175-535 (bylo vytisténo az roku 1897).

29Viz Hilbert D., Mathematische Probleme, Vortrag, gehalten auf dem internationalen
Mathematiker-Kongress zu Paris 1900, Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Go6ttingen, Mathematisch-physikalische Klasse, Heft 3, 1900, 253-297; téz
Archiv der Mathematik und Physik 1(1901), 44-63, 213-237. Uplné znéni viech piedlozenych
matematickych problému vcetné komentéire ke kazdému z nich téz viz Die Hilbertschen Pro-
bleme, erlautert von einem Autorenkollektiv unter der Redaktion von P. S. Alexandrov, Ost-
walds Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 252, Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am
Main, 2007, 302 stran.

300 Hilbertové dile viz Dehn M., Hilberts geometrisches Werk, Die Naturwissenschaften
10(1922), 77-82; Weyl H., David Hilbert and his mathematical work, Bulletin of the Ameri-
can Mathematical Society 50(1944), 612-654.
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Jeho cilem bylo vypracovat axiomatické systémy zakladnich matematickych obori
(aritmetiky, klasické analyzy, logiky, teorie mnozin), z nichz matematicky ob-
sah vychazi, tj. ukazat, ze vSechna matematickd tvrzeni 1ze formélnimi postupy
vyvodit z konecného systému spravné zvolenych axiomil a ze takovy systém je
logicky konzistentni’!]

Hilbertovo jméno je dnes v matematice spojeno zejména s ur¢itym typem pro-
storu nekone¢né dimenze (tzv. Hilbertiv prostor), jen7 se vyuziva nejen v matema-
tické, resp. funkcionalni analyze, ale napf. i v kvantové mechanice. Svymi pracemi
prispél k novym objeviim nejen v matematice, ale i v matematické fyzice (kine-
ticka teorie plynu, teorie zéfeni, teorie gravitace).

Grundlagen der Geometrie

Hilbertovo nejznaméjsi dilo o zakladech geometrie vyslo roku 1899 pod nazvem
Grundlagen der Geometrief?| Pfedstavil v ném prvni Gplny systém 20 axiomu
eukleidovské geometrie, kterym nahradil tradi¢ni Eukleidovy axiomy a z néhoz
bylo mozno vSechna tvrzeni eukleidovské geometrie odvodit. Svou praci pied-
znamenal novy smér v matematickém badani 20. stoleti — moderni axiomaticky
pristup, jenz vedl k matematickému formalismu.[ﬂ D. Hilberta k axiomatickému
piistupu v geometrii vyznamné inspiroval némecky matematik Hermann Ludwig
Gustav Wiener (1857-1939), jenz roku 1891 na vyro¢nim shromézdéni némec-
kych pifrodovédei a lékari v Halle vystoupil s piednaskou Uber Grundlagen und
Aufbau der Geometriel”]

31Viz Hilbert D., Ackermann W., Grundziige der theoretischen Logik, Springer-Verlag, Berlin,
1928, 120 stran; Hilbert D., Bernays P., Grundlagen der Mathematik, Band I, II, Springer-
Verlag, Berlin, 1934, 1939, 468 + 498 stran.

32Viz Hilbert D., Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Feier der Enthiillung des Gauss-
Weber-Denkmals in Go&ttingen, herausgegeben von dem Fest-Comitee, I. Theil, Verlag von
B. G. Teubner, Leipzig, 1899, 92 stran. D. Hilbert své dilo od uvefejnéni prvni verze v roce
1899 mnohokrat upravoval, prepracovéval a dopliioval, stéle se k nému vracel a cely axiomaticky
systém postupné upieshoval a vylepSoval. Kniha se béhem nasledujicich let dockala nékolika
vydani i piekladu, jeji definitivni verze vy$la v rdmci 7. pfepracovaného a rozsifeného vydani
v roce 1930. Francouzsky preklad viz Hilbert D., Les principes fondamentaux de la géométrie,
traduit par L. Laugel, Annales scientifiques de I’'Ecole Normale Supérieure 17(1900), 103-209;
téz Gauthier-Villars, Paris, 1900, 114 stran. Anglicky pifeklad viz Hilbert D., The foundations
of geometry, authorized translation by E. J. Townsend, The Open Court Publishing Company,
Chicago, 1902, 132 stran.

33 Podle matematického formalismu jsou obsahem matematiky operace se symboly spliujici
formélné stanovena pravidla.

34 Uplny text prednasky se nedochoval, bylo publikovano pouze kratké shrnuti. Viz Wiener H.,
Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 1(1890/91), 45-48; Weiteres iber Grundlagen und Aufbau der Geometrie, Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 3(1894), 70-80. Dalsi okolnosti vzniku Hilber-
tovych Grundlagen der Geometrie viz Toepell M., On the origins of David Hilbert’s ,,Grund-
lagen der Geometrie“, Archive for History of Exact Sciences 35(1986), 329-344; Toepell M.,
100 Jahre Grundlagen der Geometrie — David Hilbert’s entscheinender Beitrag zur Formalisie-
rung der Mathematik, Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1(1999), 10-15,
Cesky preklad viz Toepell M., 100 let ,,Zdkladi geometrie“: Rozhodujici prispévek Davida Hilber-
ta k formalizaci matematiky, prelozila Alena Solcovéx, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie
45(2000), 89-97.
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Obr. 48: David Hilbert — Grundlagen der Geometrie

D. Hilbert ve své préaci uvazoval body, primky a roviny jako primitivni, nedefi-
nované geometrické objekty, které jsou v urcitém vzajemném Vztahu. Uplny
popis vSech vztahti mezi nimi (relace incidence mezi bodem a pfimkou nebo bo-
dem a rovinou, relace usporadani bodu na piimce, relace shodnosti a rovnobéz-
nosti) pak podavaji axiomy. Ocitujme Hilbertova slova z tivodu prvni kapitoly:

Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ers-
ten Systems nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C, ...;
die Dinge des zweiten Systems nennen wir Gerade und bezeichnen sie
mita, b, c, ...; die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen und
bezeichnen sie mit o, B, 7y, ...; die Punkte heissen auch die Elemente
der linearen Geometrie, die Punkte und Geraden heissen die Elemente
der ebenen Geometrie und die Punkte, Geraden und Ebenen heissen

35 Némecky matematik Ludwig Otto Blumenthal (1876-1944) citoval nasledujici Hilbertiv
vyrok, ktery stru¢né vystihuje podstatu axiomatického pfistupu v geometrii, pfi némz hlavni
roli hraji axiomaticky zavedené vlastnosti zdkladnich pojmt. D. Hilbert mél k volbé zakladnich
matematickych pojmi poznamenat, ze vzdy musi byt moZznost namisto bodi, primek a rovin
tikat stoly, Zidle a Zejdliky piva: Man muf jederzeit an Stelle von ,,Punkte, Geraden, Ebenen*
»Tische, Stiihle, Bierseidel” sagen kdnnen. Uvedeny citat ddajné pochézi z Hilbertovy kon-
verzace v ¢ekidrné na vlakovém néadrazi v Berliné v patek 25. zafi 1891 pii jeho cesté zpét do
Ko6nigsbergu. Viz Blumenthal O., Lebensgeschichte, in David Hilbert: Gesammelte Abhandlun-
gen, dritter Band: Analysis, Grundlagen der Mathematik, Physik, Verschiedenes nebst einer

Lebensgeschichte, Verlag von Julius Springer, Berlin, 1935, 402—403.
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die Elemente der raumlichen Geometrie oder des Raumes. Wir denken
die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen
und bezeichnen diese Beziehungen durch Worte wie ,liegen®, , zwi-
schen®, ,parallel”, ,congruent”, ,stetig”; die genaue und vollstindige

Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch die Aziome der Geo-
metrie. ([Hid], str. 4)

Axiomy rozdélil D. Hilbert do péti skupin: axiomy incidence, usporadani, rovno-
béznosti, shodnosti a spojitosti (viz obr. 49).

I1—7. Axiome der Ferkniipfung,

IM1—5. Axiome der Anordnung,
[11. Axiom der Parallelen (Euklidisches Axiom),
IV 1—6. Axiome der Congruens,
¥ Axiom der Stetigheit (Archimedisches Axiom),

Obr. 49: Hilbertovy axiomy ([Hi4], str. 4)

Hilbertovy axiomy pfitom nerozlisuji mezi rovinnou a prostorovou eukleidovskou
geometrii, obé spojuji do jednotného systému. V dal$im textu se zaméiime na
Hilbertovy vysledky souvisejici s geometrickymi transformacemi.

Axiomy shodnosti

D. Hilbert ve své knize Grundlagen der Geometrie [Hi4] pojem shodnosti
tiseéek zavedl pomoci nasledujicich axiom |

1. Wenn A, B zwei Punkte auf einer Geraden a und ferner A’ ein Punkt
auf derselben oder einer anderen Geraden a' ist, so kann man auf einer
gegebenen Seite der Geraden o' von A’ stets einen und nur einen Punkt B’
finden, so dass die Strecke AB (oder BA) der Strecke A'B’ congruent ist,
in Zeichen: AB = A'B'. Jede Strecke ist sich selbst congruent, d. h. es ist
stets: AB = AB.

2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A'B’ als auch der Strecke A" B”
congruent ist, so ist auch A'B' der Strecke A”"B" congruent, d. h.: wenn

AB = A'B" und AB = A"B", so ist auch A’'B' = A" B".

3. Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte auf der
Geraden a und ferner A'B’ und B'C’ zwei Strecken auf derselben oder

einer anderen Geraden a' ebenfalls ohne gemeinsame Punkte; wenn dann
AB = A'B" und BC = B'C ist, so ist auch stets AC = A'C".

A B 5 a

A - ! a’

Obr. 50: Axiom 3. ([Hi4], str. 11)

36 Viz [Hid], str. 10-12.
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4. Es sei ein Winkel Z(h,k) in einer Ebene a und eine Gerade a' in einer
Ebene o, sowie eine bestimmte Seite von a' auf o gegeben. Es bedeute h'
einen Halbstrahl der Geraden o', der vom Punkte O’ ausgehi: dann giebt es
in der Ebene o/ einen und nur einen Halbstrahl k', so dass der Winkel (h, k)
(oder (k,h)) congruent dem Winkel (h',k") ist und zugleich alle inneren
Punkte des Winkels (h', k') auf der gegebenen Seite von o’ liegen, in Zeichen:
L(h,k) = Z(W,E'). Jeder Winkel ist sich selbst congruent, d. h. es ist stets
Z(h,k) = Z(h, k).

5. Wenn ein Winkel (h,k) sowohl dem Winkel (b, k") als auch dem Winkel
(h", k") congruent ist, so ist auch der Winkel (W', k') dem Winkel (h" k")
congruent, d. h. wenn Z(h,k) = Z(W, k') und Z(h,k) = Z(h", k") ist, so
ist auch stets Z(W, k') = Z(h", k").

6. Wenn fir zwei Dreiecke ABC und A'B'C" die Congruenzen AB = A'B’,
AC = A'C', LBAC = £LB'A'C" gelten, so sind auch stets die Congruenzen
/ABC = ZA'B'C" und ZACB = LA'C'B’ erfiillt.

Axiom 1. se tyka ,,pfendSeni* tsecek; zjednodusené feceno ik, ze kazdou tsecku
lze jedinym zpusobem ,pienést na danou piimku, je-li pfedem dan jeden jeji
krajni bod a zvolena polopifimka, na niz lezi druhy krajni bod tsecky. Z axiom
1. a 2. vyplyva, ze shodnost tsecek je reflexivni, symetricka a tranzitivni, tj. shod-
nost usecek je ekvivalenci. Axiom 3. vyjadiuje pozadavek na ,sc¢itani tsecek®.
Axiomy 2. a 3. se obsahové shoduji s prvnimi dvéma FEukleidovymi axiomy apliko-
vanymi na ﬁseékyE] Axiom 4. se tyka ,pienaseni“ uhlu; zjednodusené feceno fika,
ze kazdy thel lze jedinym zptusobem ,pienést do dané roviny, je-li pfedem dano
jedno jeho rameno a zvolena polorovina, v niz lezi druhé rameno thlu. Z axiomu
4. a 5. vyplyva, ze i shodnost thla je ekvivalenci. Tvrzeni axiomu 6. odpovida
skutec¢nosti, ze dva trojihelniky, které se shoduji ve dvou stranich a thlu jimi
sevieném, se shoduji i ve zbyvajicich vnitinich thlech.

V dal$im textu vySe uvedené axiomy D. Hilbert vyuzil k odvozeni zakladnich
vét o shodnosti trojﬂhelnikﬁ.@ Dale mimo jiné dokézal, ze v piipadé dvou shod-
nych thlu plati shodnost i pro thly k nim vedlejsi, a Ze vSechny pravé thly jsou
navzajem shodné. Na zakladé shodnosti tise¢ek definoval kruznici se stredem M
jako mnozinu v8ech bodi A v roviné, pro néz jsou tsecky M A navzajem shodné.

D. Hilbert pozadoval, aby axiomaticky systém byl aplny, nezavisly a beze-
sporny. Nezavislost axiomtu ve svém novém geometrickém systému demonstroval
jeho postupnym rozvijenim. Pii té ptilezitosti odvodil fadu ,,pseudogeometrii®,
aby v kazdém dalsim kroku ilustroval potiebnost dalsich axiomu charakterizu-
jicich eukleidovskou geometrii ] V ramci Hilbertova systému nelze prokdzat, Ze

3T Veliciny témuz rovné i navzdjem rovné jsou. Kdy? se pridaji veliciny rovné k rovnygm, i celky
jsou rovny. Viz |Eu], str. 2.

38V dnesni terminologii: Jestlize se dva trojihelniky shoduji ve dvou stranach a thlu jimi
sevieném, pak jsou shodné. Jestlize se dva trojihelniky shoduji v jedné strané a thlech k ni
prilehlych, pak jsou shodné. Jestlize se dva trojuhelniky shoduji ve vSech tfech stranach, pak
jsou shodné.

39 Axiomy incidence vedou k projektivni geometrii. Pokud k nim p#idame navic axiomy uspo-
fadani, ziskame afinni geometrii. Dalsim pfidanim axiomiu shodnosti obdrzime metrickou geo-
metrii.

122



kazdy axiom je nezavisly na ostatnich, protoze obsah nékterych axiomi odkazuje
na piedchozi axiomy["’] D. Hilbert vSak ukazal, Ze axiomy libovolné z péti skupin
axiomi nelze odvodit z axiomu ostatnich ¢tyt skupin. Pro kazdy pripad pied-
lozil geometrickou interpretaci, resp. model geometrie, ktery spliuje axiomy ¢tyt
skupin, avSak nespliiuje vSechny axiomy paté skupiny axiomi. Ve své praci téz
ukézal, Ze jeho axiomy eukleidovské geometrie jsou konzistentni — umoznuji totiz
definovat vzajemné jednoznac¢né zobrazeni mezi body na pifimce a redlnymi ¢isly,
a vedou tak k obvyklym axiomim pro tplné usporadané téleso redlnych ¢isel. Pii-
padné rozpory v axiomatickém systému eukleidovské geometrie by proto nutné
vedly ke sporu s axiomy realnych éisel.@

D. Hilbert na obhajobu konzistence eukleidovské geometrie pouzil jeji aritme-
tickou interpretaci. Geometrické pojmy nahradil jejich analytickymi reprezenta-
cemi, které umoznily provedeni dukazu vét pomoci algebraickych metod. V pii-
padé rovinné geometrie ztotoznil bod s uspotradanou dvojici (x,y) redlnych ¢isel
a piimku s pomérem (u : v : w) tii redlnych ¢isel, kde u # 0 nebo v # 0. Relaci
incidence mezi bodem a p¥imkou vyjadril nasledujicim zpusobem: bod (z,y) lezi
na piimce (u : v : w), pokud plati rovnost ux + vy + w = 0. RovnéZz shodnos-
ti (posunuti, osovou soumérnost podle osy x a otoceni kolem pocatku soustavy
soutfadnic) interpretoval algebraicky pomoci jejich analytickych vyjadieni. Dikaz
shodnosti dvou objekti spocival v nalezeni takové shodné transformace, kterd
jeden objekt zobrazi na druhy.

Definice pohybu

V roce 1902 publikoval D. Hilbert pojednéni Ueber die Grundlagen der Geo-
metm’e,@ v némz byla poprvé uvedena jeho definice pohybu, v dnesnim pojeti
transformace. Toto pojednani navic pozdéji zahrnul jako jeden z celkem deseti
dodatku i do 7. prepracovaného a rozsifeného vydani své knihy Grundlagen der
Geometrie[™

10 Americky student Robert Lee Moore (1882-1974) dokézal, Ze jeden z Hilbertovych axiomt
(axiom IT 4. v prvnim vydani [Hi4] z roku 1899) neni nezavisly na ostatnich axiomech, a je tedy
v axiomatickém systému nadbytecny. Dikaz tehdy s odkazem na skute¢ného autora publikoval
jeho ucitel George Bruce Halsted (1853-1922); viz Halsted G. B., The betweenness assumptions,
The American Mathematical Monthly 9(1902), 98-101. D. Hilbert tuto namitku posléze uznal
a v dalgich vydanich své knihy vySe uvedeny axiom jiz vynechal. Viz Wilder R. L., Robert
Lee Moore, 1882-197/, Bulletin of the American Mathematical Society 82(1976), 417-427;
Wilder R. L., The mathematical work of R. L. Moore: Its background, nature and influence,
Archive for History of Exact Sciences 26(1982), 73-97. Dodejme jesté, Ze Robert L. Moore
pozdéji sdm publikoval vlastni systém axiomi eukleidovské geometrie zalozeny na primitivnich
pojmech bod, uspordddni a shodnost; viz Moore R. L., Sets of metrical hypotheses for geometry,
Transactions of the American Mathematical Society 9(1908), 487-512.

41 Pfipomeiime, Ze obdobnym zpisobem argumentoval Felix Klein v piipadé neeukleidovské
geometrie, jejiz logickou konzistenci obhajoval logickou konzistenci geometrie eukleidovske.

2 Viz Mathematische Annalen 56(1902), 381-422.

43 Viz Anhang IV. Uber die Grundlagen der Geometrie, in Hilbert D., Grundlagen der Geo-
metrie, siebente umgearbeitete und vermehrte Auflage, Verlag und Druck von B. G. Teubner,
Leipzig, Berlin, 1930, 178-230.
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D. Hilbert v ¢lanku predstavil novy axiomaticky systém rovinné geometrie
zaloZeny na pojmu grupa[”| Poukizal pfitom na Lieovu praci Theorie der Trans-
formationsgruppen,[ﬂ v niz je systém axiomi postacujicich k vystavbé geometrie
rovnéz obsazen. Jeho ptistup byl vSak zcela odlisny. D. Hilbert poprvé pracoval
s pojmy Cantorovy teorie mnozin a vyuzival Jordanovu vétu, podle niz kazda
spojitd uzaviend rovinnd kiivka bez dvojnisobnych bodu tuto rovinu rozdéli na
jednu vnitini a jednu vnéjsi oblast. Hilbertovy axiomy vSak podle néj bylo mozno
z Lieova systému axiomi jednodusSe odvodit jako jejich specialni pripady.

Ve svém ¢lanku nejprve zavedl rovinu a poté definoval pohyb jako vzajemné
jednoznac¢nou spojitou transformaci roviny, kterou ,lze obratit®:

Definition der Bewegung. Eine Bewegqung ist eine umkehrbar ein-
deutige stetige Transformation der Bildpunkte der Zahlenebeneﬁg] m
sich von der Art, dass dabei der Umlaufssinn einer geschlossenen Jor-
dan’schen Curvﬂ stets derselbe bleibt. Eine Bewegung, bei welcher der
Punkt M ungedndert bleibt, heisst eine Drehung um den Punkt M.
([Hi6], str. 383)

Pohyb tedy podle Hilbertovy definice zachovava orientaci kazdé uzaviené Jorda-
novy kiivky. Pohyb, pii kterém bod M zistava na svém misté, nazval otocenim
kolem bodu M [¥]

V dal$im textu zformuloval nasledujici tii axiomy, které musi vyse definované
pojmy pohyb a otoceni splhovat:

Axiom I. Werden zwei Bewegungen hintereinander ausgefiihrt, so ist
die dann entstehende Transformation unserer Ebene in sich wiederum
eine Bewegung.

Aziom II. Wenn A und M beliebige von einander verschiedene Punk-
te der Ebene sind, so kann man den Punkt A durch Drehung um M
stets in unendlich viele verschiedene Lagen bringen.

Aziom III. Wenn es Bewegungen giebt, durch welche Punktetripel in
beliebiger Nihe des Punktetripels ABC in beliebige Nihe des Punkte-
tripels A'B'C" idibergefiihrt werden konnen, so giebt es stets auch eine
solche Bewegung, durch welche das Punktetripel ABC genau in das
Punktetripel A’B'C" iibergeht. (|Hi6], str. 384-385)

44 D. Hilbert piedpokladal, ze analogickym zpiisobem lze axiomaticky systém vytvofit i pro
piipad prostorové geometrie.

45 Viz Lie S., Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie, Abteilung V. in Theorie
der Transformationsgruppen, dritter und letzter Abschnitt, unter Mitwirkung von Friedrich
Engel, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1893, 830 stran.

46 D. Hilbert pod pojmem die Zahlenebene rozumél obvyklou rovinu se zvolenou pravothlou
soustavou soufadnic: Wir verstehen unter der Zahlenebene die gewdéhnliche Ebene mit einem
rechtwinkligen Coordinatensystem x, y. Viz [Hi6], str. 382.

47D. Hilbert uzival pojem die Jordan’sche Curve ve smyslu spojita rovinna kiivka bez dvoj-
nasobnych bodu: Fine Doppelpunktslose und einschliesslich ihrer Endpunkte stetige Curve in
dieser Zahlenebene heisse eine Jordan’sche Curve. Viz [Hi6], str. 382.

“8D. Hilbert kromé pojmu otoceni (die Drehung) pracoval navic specialné s pojmem
polootoceni (die Halbdrehung), jimZ rozumél otoceni o thel 7. Jeho sloZenim se sebou samym
ziskdme identitu: Unter einer Halbdrehung H um einen Punkt M verstehen wir eine Drehung
um den Winkel 7w d. h. eine Drehung, die noch einmal ausgefihrt die Identitat ergiebt. Viz [Hi6],
str. 409—410.
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Jinymi slovy kratce feceno:

Aziom I. Die Bewegungen bilden eine Gruppe.

Aziom II. Jeder wahre Kreis besteht aus unendlich vielen Punkten.
Axiom III. Die Bewegungen bilden im Endlichen ein abgeschlossenes
System. (|Hi6|, str. 384-385)

SloZzenim dvou pohybu ziskdme tedy opét pohyb, neboli pohyby tvori grupu.
Jsou-li A a M libovolné, navzajem ruzné body roviny, lze bod A ziskat pomoci
otoc¢eni kolem bodu M nekonec¢né mnoha zptsoby. Jinymi slovy feceno, kazda
kruznice obsahuje nekone¢né mnoho bodﬁ.[ﬂ Pohyby déle tvoii uzavieny systém;
jsou-li dany pohyby, které trojici bodi libovolné blizkych bodum A, B, C zobrazi
libovolné blizko bodum A’, B’, C’, potom vidy existuje takovy pohyb, ktery
trojici bodu A, B, C' zobrazi piimo na trojici bodu A’, B', C".

D. Hilbert poté dokazal, Ze rovinnou geometrii vyhovujici axiomtam I az III je
bud eukleidovskd geometrie, nebo Bolyai-Lobacevského geometrie:

Eine ebene Geometrie, in welcher die Azxiome I-III erfillt sind, ist
entweder die Euklidische oder die Bolyai-Lobatschefsky’sche ebene Geo-
metrie. (JHi6], str. 385-386)

Chceme-li ziskat samotnou eukleidovskou geometrii, je potfeba axiom I. rozsitit
o pozadavek, Ze grupa pohybii obsahuje invariantni podgrupu. Tento pozadavek
zde zastupuje Eukleidiv axiom o rovnobézkach.

Ve svém c¢lanku déale mimo jiné ukazal, ze pokud néjaky pohyb zachova libo-
volné dva body roviny, pak zachova i vSsechny dalsi body této roviny, tj. jedna se
o identitu. Pfitom kazdy bod roviny lze néjakym pohybem zobrazit na libovolny
bod této roviny[?|

Dilezitym tkolem byla také potieba zavést v novém geometrickém systé-
mu pojem piimky a odvodit jeji vlastnosti nezbytné pro vystavbu geometrie.@
V zavéru clanku pak D. Hilbert ukazal, Ze ve vybudované rovinné geometrii plati
diive uvedené axiomy shodnosti.

49D. Hilbert definoval kruznici jako mnozinu vSech bodi, které ziskdme pomoci vech
moznych otoceni kolem bodu M, pokud jako vzor uvazujeme libovolny bod razny od bodu M:
Nennen wir die Gesammtheit derjenigen Punkte, die durch die simmtlichen Drehungen um M
aus einem von M verschiedenen Punkte entstehen, einen wahren Kreis in unserer ebenen Geo-
metrie. Viz [Hi6], str. 384. Pouzival pfitom termin der wahre Kreis, jenz v uvedeném ¢lanku
nijak bliZe neobjasnil.

50 Wenn irgend zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene festbleiben, so bleiben alle Punkte
fest, d. h. die Bewegunyg ist die Identitdt. Jeder Punkt der Ebene lisst sich durch eine Bewegung
gewiss in jeden anderen Punkt der Ebene tberfihren. Viz [Hi6], str. 409.

51 D. Hilbert odvodil mimo jiné nésledujici tvrzeni: Die wahre Gerade ist eine stetige Curve.
Die wahre Gerade keinen Doppelpunkt besitzt. Die wahre Gerade nicht in sich selbst zuriicklaufen
kann. Zwei Gerade haben héchstens einen Punkt gemein. Irgend zwei Punkte in unserer ebenen
Geometrie stets durch eine wahre Gerade verbunden werden kinnen. Viz [Hi6], str. 418-420.
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Reakce na Hilbertovy Zaklady geometrie

Ceské matematickd komunita byla na prelomu 19. a 20. stoleti s axiomatic-
kym systémem geometrie pomérné dobie seznamena. V éasopisu pro péstovani
mathematiky a fysiky vysla roku 1903 v ramci literarntho véstniku obsahla recenze
Hilbertova dﬂa.@ Jeji autor Antonin Libickﬂ uvedl v ¢eském prekladu mimo jiné
i iplné znéni vSech dvaceti axiomi. Ocitujme z jeho recenze kratké aryvky:

Pojedndni toto jest — jak pravi spisovatel v wvodu — novy pokus, zbu-
dovati geometrii na jednoduché a uplné soustaveé axiomi na sobé ne-
zavislych a odvoditi z nich nejdileZitéjsi véty geometrické, pri cemz
by se téz objasnil vijznam rozlicniych skupin axiomi a dosah disledkii
z nich plynoucich. VysSetruje kriticky principy geometrie, Tidil se au-
tor zdsadou, Ze jest treba zkoumali, zdali jest viibec mozno, odpovédeti
k nejaké predloZené otdzce, mame-li zreni k predepsanému nékdy po-
stupu pri 7esent a k omezenygm prostiedkim, jichZ miZeme pouZiti. . ..
Jest pravda, Ze jiZ pred Hilbertem vykondno bylo v tomto oboru mno-
ho pozoruhodného; Killing, Schur, Stolz, Pasch, Veronese a j. prace-
mi svymi v poslednim desilileti velice prispeli k tomu, aby mohla bijti
vySetrena soustava ariomi si neodporujicich, jeZ by tvorila bezpecnij
zaklad geometrie. Hilbert privedl tyto prdce k jakémusi zakonceni; na
soustave axromi, jiZ sestavil v kap. 1. svého pojedndni, mizZe bijti za-
loZena geometrie, v niZ neni ani Zddnijch vnitinich nesrovnalosti, ani
néjakych nejasnosti nebo docela nesprdvnosti. ... Viem, kdoZ se zaji-
maji o problemy, jeZ se vztahuji ku zdkladim geometrie, bud znamenité
pojedndani Hilbertovo nejvieleji doporuceno.

Hilbertiv axiomaticky systém pritahoval pozornost ceskych matematiki jesté
v poloviné 20. stoleti. Jan Vyéin[ﬂ v té dobé logické vystavbé eukleidovské geome-
trie vénoval tieti dil své ucebnice Elementdrni geometrie.[g_gl Podle jeho vlastnich
slov z predmluvy ,, je to vlastné jakési prochazka Hilbertovou soustavou axiomi,
kterd mé ¢tendfi pomoci fady modeli osvétlit podstatu a vyznam abstraktni
geometrie“ % J. Vy$in v knize navic mimo jiné dokazal ekvivalenci Hilbertovych
axiomul shodnosti s axiomy pohybovymi.

52 Viz Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 32(1903), 147-156.

53 Antonin Libicky (1854-1930), stfedogkolsky ué¢itel matematiky, deskriptivni geometrie
a fyziky, od roku 1906 byl feditelem realky v Hradci Kralové. Patfil mezi znalce a popularizatory
teorie relativity.

54 Jan Vysin (1908-1983), piivodné stfedogkolsky ucitel matematiky a deskriptivni geometrie,
v letech 1946 az 1953 pusobil jako asistent na Pedagogické fakulté Univerzity Karlovy. Roku
1953 byl jmenovan docentem matematiky na Vysoké skole pedagogické v Praze. Po jejim zruseni
v roce 1959 piesel na Matematicko-fyzikalni fakultu Univerzity Karlovy, kde setrval az do roku
1972, kdy se stal vedoucim Kabinetu pro modernizaci vyucovani matematice v Matematickém
tustavu Ceskoslovenské akademie véd.

55 Viz Vysin J., Elementdrni geometrie III (Logickd vijstavba), P¥irodovédecké vydavatelstvi,
Praha, 1952, 111 stran.

56 Citace viz [V§1], str. 3. Dodejme, Ze J. Vysin abstraktni geometrif rozumél geometrii, ktera,
stavi na geometrickych pojmech, a nikoliv na predstavach.
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V dalsi své knize Soustava axiomii eukleidovské geometrid”| pojednal J. Vysin
logické zaklady geometrie specialné v jednorozmérném, dvojrozmérném a troj-
rozmérném eukleidovském prostoru. V souladu s Hilbertovymi Zdklady geometrie
stanovil v dvojrozmérném i v trojrozmérném eukleidovském prostoru pét skupin
axiomil (axiomy incidence, uspotradani, shodnosti, spojitosti a rovnobéznosti) ,@
axiomy incidence p¥itom formuloval v mnozinové terminologii’| Také zde J. Vygin
poukézal na skutecnost, ze shodnost lze v geometrii zavést dvéma zptisoby, a to
bud na zakladé shodnosti tsecek, nebo shodnosti jako pohybu (pfemisténi),
tj. shodného zobrazeni. Navic definoval pojem wvolné usecky jako t¥idy vsSech
navzajem shodnych tsecek a odvodil zakladni vlastnosti souctu, rozdilu a porovna-
vani volnych usecek. Analogicky zavedl pojem volného ihlu a jeho vlastnosti.

I ve svété byly Hilbertovy vysledky pfijaty velmi pfiznivé. Felix Klein pres své
protichudné nazory na Hilbertovo formalni pojeti podstaty matematiky jeho praci
v této oblasti se zajmem sledoval. Vyznam Hilbertova axiomatického pfistupu
k zakladim geometrie ocehoval a jeho praci Grundlagen der Geometrie oznacil
za nejvyznaméjsi dilo z této oblasti matematiky. V névaznosti na nezavislost
5. Eukleidova axiomu o rovnobézkach napsal:

So entstand die sog. moderne geometrische Axiomatik, die in thren
Betrachtungen genau den Wegen folgt, die jene alten Untersuchun-
gen gewiesen haben: Man sieht zu, welche Teile der Geometrie sich
ohne Anwendung gewisser Axiome aufbauen lassen, und ob man auch
unter der Annahme des Gegenteiles eines einzelnen Axiomes zu einem
logisch widerspruchsfreien Systeme einer sog. ,, Pseudogeometrie” ge-
langen kann. Als wichtigstes hierher gehériges Werk habe ich Ihnen
Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie® zu nennen, deren Hauptziel ge-
geniiber friheren Untersuchungen es ist, in der angedeuteten Weise
die Bedeutung der Stetigkeitsaxiome fiir die Geometrie festzustellen.
(|K7], str. 379)

Hilbertuv zdk Hermann Weyl (1885-1955), jenz pisobil jako soukromy docent
v Gottingen, ve svém ¢lanku David Hilbert and his mathematical work| Hilbertiiv
axiomaticky pristup nejen k zakladim geometrie, ale obecné k zékladim kazdé
védy, komentoval nasledujicimi slovy:

Hilbert is the champion of axiomatics. The axiomatic attitude seemed
to him one of universal significance, not only for mathematics, but
for all sciences. His investigations n the field of physics are con-
cewed in the axiomatic spirit. In his lectures he liked to illustrate the
method by examples taken from biology, economics, and so on. The

5TViz Vys&in J., Soustava aziomi eukleidovské geometrie, Nakladatelstvi Ceskoslovenské
akademie véd, Praha, 1959, 209 stran. Recenze viz Casopis pro péstovani matematiky 85(1960),
207-209.

58V piipadé jednorozmérného eukleidovského prostoru J. Vysin z pochopitelnych divodi
uvazoval pouze axiomy uspofadéni, shodnosti a spojitosti.

59 Napt. prvni dva axiomy incidence v podani J. Vysina znéji takto: Dva rizné body ndlezi
jediné primce. Primka obsahuje aspoti dva rizné body. Viz [V82], str. 155.

60Viz Weyl H., David Hilbert and his mathematical work, Bulletin of the American Mathe-
matical Society 50(1944), 612-654.
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modern epistemological interpretation of science has been profoundly
influenced by him. Sometimes when he praised the axiomatic method
he seemed to imply that it was destined to obliterate completely the
constructive or genetic method. I am certain that, at least in later
life, this was not his true opinion. For whereas he deals with the pri-
mary mathematical objects by means of the axioms of his symbolic
system, the formulas are constructed in the most explicit and finite
manner. In recent times the ariomatic method has spread from the
roots to all branches of the mathematical tree. Algebra, for one, is
permeated from top to bottom by the aziomatic spirit. One may de-
scribe the role of axioms here as the subservient one of fixing the range
of variables entering into the explicit constructions. But it would not
be too difficult to retouch the picture so as to make the arioms appear
as the masters. An impartial attitude will do justice to both sides; not
a little of the attractiveness of modern mathematical research is due
to a happy blending of axiomatic and genetic procedures.

(|We2], str. 644-645)
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Zaver

V predlozené diserta¢ni préaci jsme se pokusili vyzdvihnout a zdokumentovat vy-
brané vyznamné okamziky, které prispély k vyvoji matematického badani v oblasti
geometrickych transformaci.

Tato problematika méa sviij vyznam i v dnesni dobé, ackoliv je tematika geo-
metrickych transformaci po teoretické strance jiz vycerpana. Geometrické trans-
formace hraji v matematice nezanedbatelnou roli — zavadéji do statickych geome-
trickych dtvari dynamiku, umoznuji ménit jejich polohu i tvar, atvary se vlivem
transformaci posouvaji, otaceji, pireklapéji, zmensuji, zvétsuji a deformuji podle
blémi, které lze vhodné transformovat na jednodussi, nebo jejich feSeni rozlozit
do nékolika na sebe navazujicich krokiu. Geometrické transformace v sobé navic
prirozenym zptsobem propojuji algebraické metody umoznujici jejich analyticky
popis s ndzornym syntetickym piistupem.
né s vyuzitim vypocetni techniky, coz bylo jesté v poloviné 20. stoleti prakticky
nemozné. Moderni matematické programy umoznuji studium transformaci libo-
volné velkych tadiu vcetné jejich analytického vyjadieni a grafického vystupu.
Miuzeme navic konstatovat, ze geometrické transformace dnes vlastné patii mezi
nejcastéji pouzivané operace v pocitacové grafice.
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