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Úvod

Tato diserta£ní práce vznikla v letech 2006 aº 2014 v rámci doktorského studia na
Matematicko-fyzikální fakult¥ Univerzity Karlovy v Praze. Pojednává o historic-
kém vývoji geometrických transformací.

Historie geometrických transformací je velmi bohatá. Sahá patrn¥ aº do doby
p°ed 2 500 lety, kdy lze v dochovaných materiálech vystopovat jejich první ná-
znaky. Jednotlivé typy transformací byly £asto objevovány v souvislosti s °e²ením
r·zných praktických úloh a byly vyuºívány nejen v geometrii, ale ve velké mí°e
i v dal²ích oborech lidské £innosti. P°íkladem je uºití perspektivy v malí°ství,
promítání ve stavitelství nebo konstrukce map pomocí stereogra�cké projekce.

Geometrické transformace byly zpo£átku chápány pouze jako vztah mezi rovin-
nými nebo prostorovými útvary. Teprve kolem 18. století se v souvislosti s trans-
formacemi za£al uvaºovat i vlastní proces zobrazování a geometrické transformace
se staly p°edm¥tem studia celé °ady významných matematik·. V té dob¥ za£aly
být postupn¥ sepisovány souhrnn¥j²í práce v¥nované jednotlivým typ·m trans-
formací, a tím byly poloºeny základy obecné teorie, k nimº tehdy p°isp¥la °ada
matematik·.

Velký zájem o tuto problematiku v 18. a 19. století souvisel s tehdej²ím obec-
ným trendem v matematice, jímº byla jednak snaha o systematizaci dosavadních
poznatk·, jednak touha po zobec¬ování jiº dosaºených výsledk· (do vy²²ích di-
menzí, pro sloºit¥j²í objekty apod.). Tento jev se nevyhnul ani geometrii, v níº
se od lineárních transformací rychle p°e²lo k transformacím vy²²ích stup¬·, od
bodových transformací k transformacím spojitým nebo nejednozna£ným, kdy jed-
nomu bodu mohou být p°i°azeny dva nebo dokonce nekone£n¥ mnoho bod·.

Prudký rozvoj matematiky vnesl do geometrie dal²í podn¥ty k systematic-
kému zkoumání, zejména k°ivky a plochy, jejichº studium poloºilo základy nových
odv¥tví geometrie, nap°. geometrie algebraické, projektivní a diferenciální. Proces
specializace a t°í²t¥ní geometrie byl zavr²en objevem neeukleidovské geometrie.
Nové geometrické metody do jisté míry pozm¥nily a obohatily na²e chápání geo-
metrického prostoru a nastartovaly proces geometrizace, jenº zásadním zp·sobem
ovlivnil nejen matematiku, ale i moderní fyziku a na²e vnímání jejich vzájemného
vztahu.

V 19. století se za£ala zkoumat moºnost klasi�kace v²ech známých typ· trans-
formací, a tím i jednotlivých geometrií. První zásadní krok v tomto sm¥ru u£inil
August Ferdinand Möbius v Barycentrickém po£tu. Pouze nedostatek formál-
ního, algebraického aparátu mu neumoºnil uskute£nit zamý²lené pojetí klasi�-
kace r·zných geometrií. K n¥mu dosp¥l aº Felix Klein v Erlangenském programu.
Vyuºil nejnov¥j²í poznatky teorie grup a teorie invariant· a aplikoval je na geo-
metrii. Pracoval s grupami transformací, které zachovávaly geometrické vlastnosti
útvar· a umoº¬ovaly zformulovat jednotnou de�nici r·zných typ· geometrií. Na
základ¥ uspo°ádání grup geometrických transformací poté dosp¥l i k uspo°ádání
odpovídajících geometrií.
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Koncem 19. a na po£átku 20. století se pozornost matematik· soust°edila na
zkoumání logických základ· a vlastní struktury matematiky jako v¥dního oboru.
V geometrii se od názorných d·kaz· vyuºívajících syntetickou geometrii p°e²lo
k formálnímu systému axiom·, z nichº bylo moºno v²echna tvrzení elementární
geometrie logicky odvodit.

∗ ∗ ∗

Diserta£ní práce se krom¥ úvodu a krátkého záv¥re£ného zamy²lení skládá
z ²esti kapitol. V záv¥ru práce je uveden seznam pouºité literatury.

První kapitola p°ipomíná vybrané významné okamºiky z historie geometrie,
kdy se v souvislosti s transformacemi poprvé objevily n¥které nové my²lenky.
Pozornost se soust°edila na následující typy transformací: shodnost, podobnost,
pohyby, osová a�nita, stejnolehlost, kruhová inverze, promítání, stereogra�cká pro-
jekce, a�nní a projektivní transformace. Vý£et pravd¥podobn¥ není úplný, nebo´
se n¥které informace nedochovaly, nebo se velmi obtíºn¥ dohledávají. Navíc není
snadné, a n¥kdy ani není moºné, p°esn¥ ozna£it okamºik objevu a autora nové
my²lenky. Vývoj n¥kterých pojm· obsáhl n¥kolik staletí, m¥nila se terminologie
a symbolika, postupn¥ se objevovaly nové a hlub²í souvislosti.

Druhá kapitola pojednává o Barycentrickém po£tu (1827). August Ferdinand
Möbius (1790�1868) v n¥m poprvé p°edstavil tzv. barycentrické (homogenní)
sou°adnice, které umoºnily nový p°ístup ke geometrickým transformacím. S je-
jich pomocí lze do transformace zahrnout i nekone£n¥ vzdálené body v projektivní
rovin¥ a uvaºovat imaginární prvky. V Barycentrickém po£tu je rovn¥º poprvé
obsaºena algebraická charakteristika geometrických p°íbuzností.

T°etí kapitola rozebírá jako p°íklad sloºit¥j²ích geometrických transformací
Cremonovy (biracionální) transformace. Jejich objev v letech 1863 aº 1865 sou-
visel se studiem algebraických k°ivek a byl motivován p°irozeným poºadavkem
sloºit¥j²í k°ivky nejprve vhodn¥ transformovat s cílem zjednodu²it jejich popis.
Cremonovy transformace se brzy z pomocného nástroje prom¥nily v samostatný
objekt matematického zkoumání a podnítily rozvoj nové ucelené oblasti alge-
braické geometrie. Tato problematika na²la odezvu i v £eských zemích, zejména
v pracích Emila Weyra (1848�1894) a Bohumila Bydºovského (1880�1969).

�tvrtá kapitola se v¥nuje Erlangenskému programu (1872), jenº p°edstavuje
významný mezník ve vývoji geometrie 19. století, nebo´ na dlouhou dobu zásad-
n¥ ovlivnil zam¥°ení a dal²í rozvoj matematiky. Felix Klein (1849�1925) v n¥m
charakterizoval kaºdou geometrii pomocí grupy geometrických transformací, které
zachovávají základní vlastnosti dané geometrie. Tento p°ístup mu navíc umoºnil
jednotlivé geometrie logicky uspo°ádat. S ohledem na za°azení nových my²lenek
do dobového i odborného kontextu je v rámci této kapitoly podán stru£ný p°ehled
vývoje teorie grup a historie geometrie aº do vzniku Erlangenského programu.

Pátá kapitola popisuje Kleinovy snahy o reformu matematického vzd¥lávání,
které vyvrcholily Meranským programem (1905). Jedním z jeho poºadavk· na
obsahové zm¥ny u£iva bylo za£len¥ní grup geometrických transformací do st°edo-
²kolské výuky. Toto evropské reformní hnutí m¥lo dopad i na situaci v £eských
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zemích. Byly zde sepsány nové u£ebnice, které m¥ly re�ektovat doporu£ené obsa-
hové i metodické poºadavky na výuku. V rámci páté kapitoly jsou podrobn¥
rozebrány u£ebnice Bohumila Bydºovského a Jana Vojt¥cha (1879�1953), které
podstatným zp·sobem na více neº t°i desetiletí ovlivnily výuku matematiky na
£eských st°edních ²kolách. Na²e hlavní pozornost se p°irozen¥ zam¥°ila na geo-
metrické transformace.

�está kapitola p°ibliºuje axiomatické základy geometrie. První my²lenky mo-
derního p°ístupu k základ·m geometrie zformuloval Moritz Pasch (1843�1930)
a poté systematicky rozvinul David Hilbert (1862�1943). Ve svém st¥ºejním díle
Grundlagen der Geometrie (1899) p°edstavil první úplný systém axiom· euklei-
dovské geometrie, v£etn¥ axiom· shodnosti, z nichº bylo moºno v²echna tvrzení
formáln¥ odvodit. V dal²ím £lánku navíc poprvé obecn¥ de�noval pohyb v geo-
metrii jako vzájemn¥ jednozna£nou spojitou transformaci roviny. Hilbert·v axio-
matický systém oprávn¥n¥ p°itahoval pozornost sv¥tových i £eských matematik·
je²t¥ v polovin¥ 20. století.

V záv¥ru diserta£ní práce je uveden seznam pouºité literatury. Sestává ne-
jen z obecných p°ehledových knih a £lánk· o historii geometrie a dal²ích tema-
ticky zam¥°ených prací, ale p°edev²ím z p·vodních prací a jejich p°eklad·. P°i
sepisování p°edloºené práce byly vyuºity originály voln¥ dostupné v digitalizované
podob¥ na internetu a dále zejména materiály z následujících institucí: Knihovna
Matematicko-fyzikální fakulty Univerzity Karlovy v Praze, Knihovna Matema-
tického ústavu Akademie v¥d �eské republiky v Praze, Národní knihovna v Praze,
Národní technická knihovna v Praze, Státní technická knihovna v Praze, M¥st-
ská knihovna v Praze, Hauptbibliothek und Fachbibliothek für Mathematik der
Technischen Universität in Wien a Universitätsbibliothek in Wien.
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1. Historický p°ehled geometrických
transformací

První náznaky pojmu geometrická transformace lze nalézt ve starém �ecku p°ed
více neº dv¥ma tisíci lety. Zpo£átku se jednalo pouze o vztah mezi dv¥ma rovin-
nými, p°ípadn¥ prostorovými objekty, který umoºnil jednoduché °e²ení n¥kterých
geometrických problém·. S postupným rozvojem geometrie byla transformacím
v¥nována stále v¥t²í pozornost, získané poznatky byly dále prohlubovány a zobec-
¬ovány, byly zavád¥ny stále sloºit¥j²í typy transformací. Jejich aplikace v dal²ích
oborech lidské £innosti jsou v²estranné, p°íkladem je vyuºití perspektivy v malí°-
ství nebo stereogra�cké projekce p°i konstrukci map. V dne²ní dob¥ se transfor-
mace vyuºívají k °e²ení °ady netriviálních problém· z r·zných oblastí mate-
matiky, v£etn¥ nap°. neeukleidovské geometrie.

V dal²ím textu se pokusíme nastínit postupný vývoj chápání jednotlivých typ·
geometrických transformací od nejstar²ích dob aº do 19. století. U kaºdé trans-
formace popí²eme základní my²lenku, poukáºeme na její pravd¥podobn¥ první
výskyt a uvedeme osobnosti, které s daným typem transformace pracovaly a po-
jem transformace dále rozvíjely.

1.1 Shodnost a podobnost

Nejstar²ím p°íkladem geometrické transformace je shodnost. Sta°í �ekové povaºo-
vali dva objekty za shodné, pokud existoval pohyb, reálný nebo my²lenkový, který
jeden objekt p°emístil na druhý tak, ºe se kryly. Nevýhodou tohoto p°ístupu byla
skute£nost, ºe pohyb byl vºdy chápán pouze v souvislosti s jednotlivým objektem,
s nímº byl pevn¥ svázán. Skládání pohyb· dvou r·zných objekt· nebylo moºno
uvaºovat, a tudíº se �ekové nemohli ani vzdálen¥ p°iblíºit k pojmu grupa.1 Dal²í
p°ekáºkou mohlo být tehdej²í chápání roviny jako omezené £ásti plochy.

Geometrické pohyby se v p°edeukleidovské geometrii pom¥rn¥ hojn¥ vyuºí-
valy. Sv¥d£í o tom nap°. skute£nost, ºe matematik a fyzik Proklos (410�485) ve
svých komentá°ích k Eukleidovým Základ·m poukázal na fakt, ºe °ecký �lozof
a matematik Eudémos (asi 350�290 p°. n. l.) ve svém díle D¥jiny geometrie p°i-
psal Thalétovi z Milétu (7.�6. stol. p°. n. l.) d·kazy následujících tvrzení:

• Kruh je svým pr·m¥rem rozd¥len na dv¥ shodné £ásti.

• Úhly p°i základn¥ rovnoramenného trojúhelníku jsou shodné.

• Vrcholové úhly jsou shodné.

• Dva trojúhelníky, které se shodují v jedné stran¥ a dvou úhlech, jsou shodné.
1Významným krokem, který pozd¥ji vedl k vyuºití teorie grup v geometrii, byla my²lenka

roz²í°ení pohybu svázaného s jedním objektem na pohyb celé roviny. Tento nový pohled jiº dával
skládání r·zných pohyb· smysl. Autorem této, z pohledu geometrických transformací revolu£ní
my²lenky byl August Ferdinand Möbius (1790�1868). O jeho p°ísp¥vku k teorii geometrických
transformací je podrobn¥ pojednáno v kapitole 2 této diserta£ní práce.
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Thalétovy d·kazy p°itom nemohly být zaloºeny na ºádných axiomech ani pomoc-
ných v¥tách, nebo´ v jeho dob¥ je²t¥ nebyl vybudován ani axiomatický systém,
ani systém základních v¥t. Vý²e uvedená tvrzení se týkají shodnosti objekt·
(p·lkruh·, úhl·, trojúhelník·) a Thalés je patrn¥ dokázal na základ¥ p°edstav
o ztotoºn¥ní uvaºovaných objekt· pomocí �shodných zobrazení� , i kdyº je tento
pojem v jeho dob¥ je²t¥ p°ed£asný.

Thalés rovn¥º vypo£ítal vý²ku pyramidy tím, ºe zm¥°il délku jejího stínu
a délku stínu svislé ty£e známé délky a vyuºil jednoduchý pom¥r zaloºený na
podobnosti trojúhelník·.2 Podle [Kol] navrhl navíc zp·sob, jak ur£it vzdálenost
lod¥ od b°ehu. Z v¥ºe nebo ze skály na b°ehu se pomocí jednoduchého p°ístroje
zm¥°il úhel mezi svislým sm¥rem a paprskem zam¥°eným k lodi. Vý²ka pozo-
rovatelny nad hladinou mo°e byla p°itom známá. Situace se ve zmen²enémm¥°ítku
sestrojila a nam¥°ená vzdálenost se vynásobila p°íslu²ným koe�cientem. �e²ení
tak bylo op¥t zaloºeno na podobnosti trojúhelník· a úm¥rnosti stran leºících proti
shodným úhl·m.

V dne²ním smyslu shodné objekty Thalés nazýval podobné. Ozna£ení shod-
né pro objekty stejného tvaru a velikosti zavedli patrn¥ Pýthagorejci (6.�4. stol.
p°. n. l.), kte°í v¥°ili, ºe takové objekty jsou tvo°eny shodným po£tem bod·. Ter-
mín podobné objekty pozd¥ji získal moderní, obecn¥j²í význam. Eukleidés a jeho
ºáci shodné objekty nazývali podobné a stejné.3

Eukleidés z Alexandrie (asi 325�265 p°. n. l.) uvedl v I. knize Základ· (°ecky
Stoicheia, latinsky Elementa) následující t°i v¥ty o shodnosti trojúhelník· a v dal-
²ím textu se na n¥ odkazuje. Jedná se o klasické v¥ty ²kolské matematiky, dnes
krátce ozna£ované jako sus, sss a usu.

Kdyº mají dva trojúhelníky dv¥ strany (st°ídav¥) s dv¥ma stranami
stejné a úhly stejnými stranami sev°ené mají stejné, budou i základnu
základn¥ míti rovnou a trojúhelník s trojúhelníkem bude stejný i ostat-
ní úhly s ostatními úhly, proti nimº leºí stejné strany, (st°ídav¥) budou
stejné. ([Eu], kniha I, v¥ta IV, str. 4)

Kdyº mají dva trojúhelníky dv¥ a dv¥ strany st°ídav¥ stejné a mají téº
základnu základn¥ rovnou, budou téº úhly stejnými p°ímkami sev°ené
míti stejné. ([Eu], kniha I, v¥ta VIII, str. 6)

Kdyº mají dva trojúhelníky dva úhly dv¥ma úhl·m jednotliv¥ rovné
a jednu stranu jedné stran¥ rovnou bu¤ p°i stejných úhlech nebo proti
jednomu ze stejných úhl·, budou míti téº ostatní strany rovné ostatním
stranám i zbývající úhel úhlu zbývajícímu.

([Eu], kniha I, v¥ta XXVI, str. 14)

2Místo ty£e moºná vyuºil své vlastní postavy; viz [Kol], str. 83.
3 Stejné pak i podobné (shodné) jsou útvary t¥lesové omezené rovinami podobnými, stejnými

po£tem i velikostí. Viz [Eu], kniha XI, de�nice 10, str. 238.
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Shodnost a podobnost byly b¥hem dal²ího vývoje £asto vyuºívány k d·kaz·m,
ºe dv¥ úse£ky jsou shodné, nebo ºe jeden geometrický útvar je �násobkem� jiného
geometrického útvaru. S postupným rozvojem dal²ích typ· zobrazení se na shod-
nost a podobnost za£alo stále více pohlíºet pouze jako na speciální p°ípady obec-
n¥j²ích zobrazení.

Z modern¥j²ích prací v¥novaných podobnosti uve¤me alespo¬ krátký £lánek
O st°edu podobnosti (De centro similitudinis),4 jehoº autorem je Leonhard Euler
(1707�1783). Ukázal v n¥m, ºe pro libovolné dva podobné útvary v rovin¥ existuje
tzv. st°ed podobnosti � bod Γ takový, ºe pokud a, b a A, B jsou dv¥ dvojice
odpovídajících si bod·, potom trojúhelníky Γab a ΓAB jsou podobné. Prakticky
tím dokázal, ºe kaºdá vlastní podobnost má práv¥ jeden samodruºný bod.

Si habeantur (Fig. 1) duae �gurae similes in eodem plano descriptae,
quarum maioris quodpiam latus sit AB, minoris vero latus respon-
dens ab, semper dabitur in eodem plano certum punctum Γ, quod ad
utramque �guram similiter referatur, ita ut �gurae ΓAB et Γab sint
inter se similes, hocque punctum Γ appelletur centrum similitudinis
binarum �gurarum similium propositarum, quod ergo quomodo quovis
casu inveniri queat, hic investigemus.

Obr. 1: St°ed podobnosti v Eulerov¥ £lánku (viz str. 154)

1.2 Pohyby v geometrii

První p°edstavy o pohybu v geometrii, tj. v na²em pojetí transformace, vyuºívali
Pýthagorejci pom¥rn¥ £asto. Nap°. p°ímku chápali jako stopu pohybujícího se
bodu, rovinu jako stopu pohybující se p°ímky.

Archýtás z Tarentu (asi 428�365 p°. n. l.), £len pýthagorejské ²koly, vyuºil
pohyb p°i °e²ení klasické °ecké úlohy zdvojení krychle (tzv. Délský problém).5

4Viz Nova acta academiae scientiarum imperialis Petropolitanae 9(1791), 154�165. L. Euler
p°edloºil sv·j £lánek petrohradské akademii v¥d jiº v °íjnu roku 1777.

5Úloha zdvojení krychle spo£ívá v nalezení délky hrany krychle, jejíº objem je roven dvojná-
sobku objemu zadané krychle. Vyºaduje °e²ení geometrickou konstrukcí pouze pomocí kruºítka
a pravítka. O legend¥, která je s touto úlohou spjata, v£etn¥ d·kazu její ne°e²itelnosti viz
Be£vá° J., Fuchs E. (ed.), Historie matematiky I, edice D¥jiny matematiky, svazek 1, Jednota
£eských matematik· a fyzik·, Brno, 1994, 71�97.
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Ozna£me a délku hrany zadané krychle. Archýtás uvaºoval (v dne²ní symbolice
a ve vhodn¥ zvolené soustav¥ sou°adnic) t°i rota£ní plochy: válcovou plochu ur£e-
nou kruºnicí x2+ y2 = 2ax, kuºelovou plochu x2+ y2+ z2 = 4x2 a axoid (hranici
anuloidu) x2 + y2 + z2 = 2a

√
x2 + y2, který vznikl rotací kruºnice x2 + z2 = 2ax

kolem sou°adné osy z. V²echny t°i uvedené plochy se protnou v bod¥ P , jehoº
sou°adnice [x, y, z] spl¬ují rovnosti

2a√
x2 + y2 + z2

=

√
x2 + y2 + z2√
x2 + y2

=

√
x2 + y2

a
.

Vzdálenost bodu P od po£átku zvolené soustavy sou°adnic p°edstavuje hledanou
délku hrany zdvojené krychle.

Eukleidés ve svých Základech de�noval kruºnici, aniº by vyuºil pohyb. Jeho
de�nice koule, kuºele a válce jsou v²ak jiº kinematické, pohyb v sob¥ zahrnují.
Koule vznikne rotací p·lkruhu kolem jeho pr·m¥ru, kuºel vznikne rotací pravo-
úhlého trojúhelníku kolem jedné jeho odv¥sny a válec vznikne rotací obdélníku
kolem jedné jeho strany.

Kruh jest útvar rovinný, objímaný jednou £arou (jeº se nazývá obvo-
dem), k níº od jednoho bodu vnit° útvaru vedené p°ímky v²ecky sob¥
rovny jsou. ([Eu], kniha I, de�nice 15, str. 1)

Koule jest útvar omezený tím, ºe se kolem pevného pr·m¥ru polokruhu
polokruh oto£í, aº se op¥t vrátí na totéº místo, odkud se po£al otá£eti.

([Eu], kniha XI, de�nice 14, str. 238)

Kuºel jest útvar omezený tím, ºe se trojúhelník pravoúhlý oto£í kolem
pevné jedné ze stran pravý úhel svírajících, aº se op¥t vrátí na totéº
místo, odkud se po£al otá£eti. ([Eu], kniha XI, de�nice 18, str. 238)

Válec jest útvar omezený tím, ºe se rovnob¥ºník pravoúhlý oto£í kolem
pevné jedné ze stran rovnob¥ºníku pravý úhel svírajících, aº se op¥t
vrátí na totéº místo, odkud se po£al otá£eti.

([Eu], kniha XI, de�nice 21, str. 238)

Uvedený zp·sob de�nování základních rota£ních t¥les patrn¥ odráºí star²í
tradici, pozd¥ji ustoupil do pozadí. �ecký matematik a astronom Theodosius (asi
160�90 p°. n. l.) ve svém díle Sphaerica de�noval kouli (kulovou plochu, tj. sféru)
staticky, podobn¥ jako Eukleidés de�noval kruºnici.6

Na druhou stranu, nap°. slavný �lozof Aristotelés ze Stageiry (384�322 p°. n. l.)
byl proti vyuºití pohybu v geometrii, geometrické objekty povaºoval za nehybné.7

Zastával názor, ºe rovina je obecn¥j²í (abstraktn¥j²í) neº t¥leso, protoºe postrádá

6Viz Kunitzsch P., Lorch R., Theodosius: Sphaerica, Arabic and Medieval Latin transla-
tions, Boethius: Texte und Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik und der Natur-
wissenschaften, svazek 62, Franz Steiner Verlag, Stuttgart, 2010, 431 stran; de�nice sféry viz
kniha 1, de�nice 1.

7 Podle Aristotela matematika nepracuje s reálnými, ale abstraktními objekty, není proto
p°ípustné uºívat v matematice pohyb.
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jeden jeho rozm¥r, p°ímka je obecn¥j²í neº rovina, protoºe postrádá její ²í°ku,
a bod je obecn¥j²í neº p°ímka, protoºe postrádá její délku. Tedy p°ímka nem·ºe
být sloºena z bod·, rovina z p°ímek a t¥leso z rovin. Slovy Aristotela: nic, co je
spojitého, nelze sloºit z jednotlivostí. Proto tedy nelze p°ímku získat pohybem
bodu, rovinu pohybem p°ímky a t¥leso pohybem roviny.8

Arab²tí matematici Th	abit ibn Qurra (830�901) a Ab	u Al	� ibn al-Haytham
(asi 965�1039) tento Aristotel·v p°ístup kritizovali a pohyby v geometrii hojn¥
vyuºívali. Naopak Omar Khayyam (1048�1131) Aristotelovy názory sdílel a ve
svých komentá°ích k Eukleidovým Základ·m kritizoval p°ístup ibn al-Haythama.
Namítal, ºe není ºádných pochyb, ºe p°ímka m·ºe existovat pouze v rovin¥, je
její £ástí, a nem·ºe jí tedy p°edcházet, nem·ºe se bez ní pohybovat. Stejn¥ tak
p°ímka nem·ºe vzniknout pohybem bodu, protoºe p°ímka svou podstatou, svou
existencí bodu p°edchází.

Dal²í matematici blízkého a st°edního východu i západní Evropy ve svých
geometrických pracích pohyby vyuºívali pravideln¥ a systematicky, a to jak p°i
°e²ení geometrických problém·, tak p°i d·kazech n¥kterých tvrzení.9

Prvními doloºenými geometrickými transformacemi, které jsou sloºit¥j²í neº
jednoduché pohyby, jsou osová a�nita a stejnolehlost (homothetie).

1.3 Osová a�nita

Osová a�nita je ur£ena osou a�nity o a dvojicí odpovídajících si bod· (viz obr. 2).
Jedná se o zobrazení, které úse£ku zobrazí op¥t na úse£ku, p°i£emº p°ímky, v nichº
ob¥ úse£ky leºí, se protínají na ose a�nity. Spojnice odpovídajících si bod· jsou
navzájem rovnob¥ºné, ur£ují tzv. sm¥r a�nity. Charakteristika a�nity k je de�-
nována jako pom¥r vzdáleností obrazu bodu a jeho vzoru od pr·se£íku jejich
spojnice s osou a�nity, tj. k = |X′X0|

|XX0| (viz obr. 2). Body leºící na ose a�nity jsou
samodruºné. Osová a�nita zachovává rovnob¥ºnost.

Obr. 2: Osová a�nita s osou a�nity o a charakteristikou k = 2

8Viz Aristoteles' Werke, Erster Band: Acht Bücher Physik, Griechisch und Deutsch und mit
sacherklärenden Anmerkungen herausgegeben von Carl Prantl, Verlag von Wilhelm Engelmann,
Leipzig, 1854, 528 stran.

9Viz Luther I. O., The geometric transformations in the medieval Near and Middle East,
Istoriko-matemati£eskie issledovanija 36(1995), 40�60 (Russian).
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Osová a�nita se poprvé objevila v pojednání O kónoidech a sféroidech (Peri
k	onoeide	on kai sphairoeide	on), jehoº autorem je Archimédés ze Syrákús (287�212
p°. n. l.), jeden z nejv¥t²ích p°írodov¥dc· starov¥ku.10 V¥ta 4 tohoto pojednání
°íká, ºe pom¥r obsahu libovolné elipsy a obsahu kruhu sestrojeného nad její hlavní
osou je stejný jako pom¥r délek vedlej²í a hlavní osy (viz citace na obr. 3).11

Obr. 3: Archimédés � O kónoidech a sféroidech, v¥ta 4

Nech´ je dána elipsa (viz obr. 4). Nad její hlavní osou uvaºujme kruh H, jeho
obsah ozna£me SH . Sestrojme dal²í kruh K tak, aby pro jeho obsah SK platilo
SK : SH = |BD| : |EG|. Potom obsah kruhu K je roven obsahu dané elipsy.
Archimédovo zd·vodn¥ní je následující (d·kaz je veden sporem).

Obr. 4: Archiméd·v d·kaz vyuºívající osovou a�nitu

10Archimédés své pojednání uvedl dopisem Dositheovi, v n¥mº shrnul své nové výsledky
a podal de�nice ploch, jimiº se v dal²ím textu zabýval. Pravoúhlým kónoidem rozum¥l v dne²ní
terminologii rota£ní paraboloid, tupoúhlý kónoid je Archimédovo ozna£ení pro dvoudílný rota£ní
hyperboloid. Termín sféroid Archimédés uºíval pro rota£ní elipsoid.

11Kaºdá plocha ohrani£ená °ezem ostroúhlého kuºelu má ku kruhu majícímu pr·m¥r rovný
v¥t²ímu pr·m¥ru °ezu ostroúhlého kuºelu tentýº pom¥r, jako její men²í pr·m¥r ku v¥t²ímu,
[neboli ] ku pr·m¥ru kruhu. Citace viz Heiberg J. L. (ed.), Archimedis Opera Omnia cum Com-
mentariis Eutocii, vol. I, B. G. Teubner, Leipzig, 1910, str. 306.
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Kdyby byl obsah kruhu K v¥t²í neº obsah dané elipsy, pak Archimédés do
kruhu K vepí²e n-úhelník, kde n je sudé £íslo, jehoº obsah je také v¥t²í neº
obsah dané elipsy, do kruhu H vepí²e jemu podobný n-úhelník, spojí úse£kami
dvojice jeho vrchol·, které jsou soum¥rn¥ sdruºeny podle hlavní osy elipsy, ozna£í
jejich pr·se£íky s elipsou a ukáºe, ºe z t¥chto bod· vzniklý mnohoúhelník je k ve-
psanému mnohoúhelníku v pom¥ru |BD| : |EG|; vepsaný mnohoúhelník je p°itom
ve stejném pom¥ru k mnohoúhelníku vepsanému kruhu K. Tedy mnohoúhelník
vepsaný uvaºované elipse má stejný obsah jako mnohoúhelník vepsaný kruhu K,
coº je spor s p°edpokladem, ºe mnohoúhelník vepsaný kruhu K má obsah v¥t²í
neº elipsa. P°edpoklad, ºe obsah kruhu K je men²í neº obsah elipsy, se vyvrátí
zcela analogicky.

Archimédés v d·kazu vyuºil pravoúhlou osovou a�nitu ur£enou osou AC, je-
jíº charakteristika je rovna pom¥ru délek hlavní a vedlej²í osy elipsy. Ukázal, ºe
pom¥r obsah· ploch vepsaných n-úhelník· je roven pom¥ru obsah· ploch geo-
metrických útvar·, které získáme z t¥chto n-úhelník· pro n jdoucí do nekone£na.
Dále odvodil, ºe obsah elipsy mající poloosy délek a a b je roven πab a polom¥r
kruhu K je roven

√
ab (geometrickému pr·m¥ru délek obou poloos).

1.4 Stejnolehlost

Stejnolehlost (homothetie, centrální dilatace) je ur£ena st°edem stejnolehlosti S
a tzv. koe�cientem stejnolehlosti κ 6= 0. Jedná se o podobné zobrazení, které
úse£ku zobrazí na úse£ku s ní rovnob¥ºnou, p°i£emº st°ed stejnolehlosti, bod
a jeho obraz jsou kolineární. Absolutní hodnota koe�cientu stejnolehlosti ur£uje
pom¥r podobnosti, jeho znaménko ur£uje umíst¥ní obrazu vzhledem ke st°edu
stejnolehlosti (viz obr. 5).

Obr. 5: Stejnolehlosti se st°edem S a koe�cienty κ1 = 2 a κ2 = −12
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První výskyt stejnolehlosti lze nalézt jiº v Eukleidových Základech, kde je
mimo jiné uvedena následující �úloha� :

Na dané p°ímce narýsuj útvar p°ímkový danému útvaru p°ímkovému
podobný a podobn¥ poloºený (stejnolehlý).

([Eu], kniha VI, v¥ta XVIII, str. 93)

Z Eukleidova °e²ení (viz obr. 6) je v²ak z°ejmé, ºe je zde stejnolehlost jako
zobrazení obsaºena pouze implicitn¥. Eukleidés prakticky vy²et°oval pouze vztah
mezi dv¥ma podobnými útvary, p°i£emº vyuºíval podobné trojúhelníky.

Obr. 6: Eukleidovo °e²ení úlohy ([Eu], str. 93)

Stejnolehlost dále zmínil °ecký geometr Apollónios z Pergy (262�190 p°. n. l.)
v pojednání Rovinná místa (Peri topoi epiphanoi, De locis planis),12 o n¥mº
se dochoval záznam díky práci Synag	og	e math	ematik	e, jejímº autorem je °ecký
matematik Pappos z Alexandrie (asi 290�350). Apollónios základní vlastnosti
stejnolehlosti pravd¥podobn¥ znal, podrobn¥j²í informace se v²ak nedochovaly.13

1.5 Kruhová inverze

Apollónios ve vý²e uvedené práci Rovinná místa rovn¥º poprvé uvaºoval kruhovou
inverzi. Jedná se o zobrazení, které je ur£eno st°edem S a tzv. koe�cientem inverze
κ 6= 0. St°ed inverze, bod a jeho obraz jsou kolineární, p°i£emº sou£in vzdáleností
obrazu a vzoru od st°edu inverze je roven absolutní hodnot¥ koe�cientu inverze;
platí tedy |SX|·|SX ′| = |κ|. Znaménko koe�cientu inverze ur£uje umíst¥ní obrazu
vzhledem ke st°edu inverze. Obraz st°edu inverze se klade do nevlastního bodu,
tj. do nekone£na.

12 Pojednání sestávalo ze dvou knih, autor v nich provedl klasi�kaci geometrických míst,
speciální pozornost p°itom v¥noval �rovinným míst·m�, tj. p°ímkám a kruºnicím.

13 Fragmenty z Apollóniova pojednání Rovinná místa viz Heiberg J. L. (ed.), Apollonii Pergaei
quae Graece exstant cum commentariis antiquis, vol. II, B. G. Teubner, Leipzig, 1893, 115�117.
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Kruhová inverze je involutorním zobrazením.14 Zobrazuje zobecn¥né kruºnice
(p°ímky nebo kruºnice) op¥t na zobecn¥né kruºnice. Dva základní zp·soby kon-
strukce obrazu X ′ bodu X v kruhové inverzi se st°edem S a koe�cientem inverze
κ = r2 jsou uvedeny na obr. 7.15 Kruºnice k se st°edem S a polom¥rem r je mnoºi-
nou v²ech samodruºných bod· v dané kruhové inverzi. Z involutornosti zobrazení
plyne, ºe bod X je naopak obrazem bodu X ′ v zadané kruhové inverzi.

Obr. 7: Konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi

Umístíme-li soustavu sou°adnic s po£átkem O do st°edu S dané kruºnice
a ozna£íme-li X = [x, y] a X ′ = [x′, y′], získáme analytické vyjád°ení kruhové
inverze ve tvaru

x′ =
r2x

x2 + y2
,

y′ =
r2y

x2 + y2
.

Apollónios znal základní vlastnosti kruhové inverze. Ve svém osmisvazkovém
díle Pojednání o kuºelose£kách (K	onika)16 se jiº v¥noval obecn¥ inverzím na v²ech
(regulárních) kuºelose£kách, tedy nejen na kruºnici, ale rovn¥º na elipse, hyper-
bole a parabole.17 Kruhová inverze byla po °adu následujících století matematiky
opomíjena a nep°íli² vyuºívána.

14�íkáme, ºe zobrazení f je involutorní (involutivní), jestliºe sloºeno samo se sebou dává
identitu, tj. f ◦ f = identita. Involutorní zobrazení je tedy samo k sob¥ inverzní.

15 Popis obou konstrukcí v£etn¥ d·kazu jejich správnosti viz Kubát V., Trkovská D., Analy-
tická geometrie v a�nních a eukleidovských prostorech, Matfyzpress, Praha, 2011, 318�319.

16Originální °ecký text v£etn¥ latinského p°ekladu viz Heiberg J. L. (ed.), Apollonii Pergaei
quae Graece exstant cum commentariis antiquis, vol. I, II, B. G. Teubner, Leipzig, 1891, 1893.
První t°i knihy v£etn¥ jejich p°ekladu jsou oti²t¥ny v prvním svazku (str. 1�451), £tvrtá kniha
a její p°eklad jsou uve°ejn¥ny ve druhém svazku (str. 1�97). Pátá, ²está a sedmá kniha se
dochovaly pouze v arabském p°ekladu, osmá kniha je ztracena.

17Názvy elipsa, hyperbola a parabola zavedl práv¥ Apollónios. Do té doby se pro n¥ pouºívaly
termíny se£na ostroúhlého, tupoúhlého, pravoúhlého kuºele.
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Kruhové inverzi se patrn¥ po Apollóniovi jako první blíºe v¥noval aº ²výcarský
geometr Jacob Steiner (1796�1863). Je mu p°isuzován objev inverze v plné obec-
nosti (1824). Sám v této souvislosti hovo°il o �Wiedergeburt und Auferstehung�
(znovuzrození a vzk°í²ení). Jeho stat¥ v¥nované inverzní geometrii v²ak nebyly
publikovány, na²ly se aº v jeho poz·stalosti.18

Belgický matematik Adolphe Quetelet (1796�1874) odvodil roku 1827 vý²e
uvedené analytické vyjád°ení kruhové inverze.19

Giusto Bellavitis (1803�1880) sepsal roku 1836 patrn¥ první systematickou
studii o kruhové inverzi nazvanou Teorie inverzních útvar· a její vyuºití v ele-
mentární geometrii (Teoria delle �gure inverse, e loro uso nella geometria ele-
mentare).20 Zformuloval v ní de�nici inverze (viz citace na obr. 8) a vyloºil její
základní vlastnosti (konformnost, zachování cirkularity � zobecn¥né kruºnice se
zobrazí na zobecn¥né kruºnice). Pozd¥ji pojem inverze zobecnil do trojrozm¥rného
prostoru.

Obr. 8: G. Bellavitis � Teoria delle �gure inverse, e loro uso nella geometria
elementare; úryvek ze str. 126�127

18 Steinerovu v¥deckou poz·stalost uloºenou v knihovn¥ p°írodov¥dné spole£nosti v Bernu
objevil asi t°icet let po jeho smrti Johann Heinrich Graf (1852�1918). Krom¥ dopis· a v¥dec-
kých £lánk· obsahovala i nepublikované rukopisy, jeº J. H. Graf p°edal profesoru Friedrichu
Bützbergerovi, aby je kriticky zhodnotil a p°ípadn¥ publikoval. Podle n¥j se Steinerovo expli-
citní vyjád°ení principu kruhové inverze datuje k 8. únoru 1824. Pozd¥ji bylo oti²t¥no v práci
Bützberger F., Über Bizentrische Polygone, Steinersche Kreis- und Kugelreihen und die Er-
�ndung der Inversion, B. G. Teubner, Leipzig, 1913, 50�55. Recenze této práce viz Emch A.,
The discovery of inversion, Bulletin of the American Mathematical Society 20(1914), 412�415.
O objevu kruhové inverze více viz Patterson B. C., The origins of the geometric principle of
inversion, Isis 19(1933), 154�180.

19Viz Nouveaux mémoires de l'Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Bruxelles
4(1827), str. 112.

20Viz Annali delle Scienze del Regno Lombardo-Veneto 6(1836), 126�141. Z názvu tohoto
díla pochází dne²ní termín kruhová inverze.
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B¥hem dal²ích let kruhovou inverzi znovu objevilo n¥kolik matematik·. Nap°.
William Thomson (lord Kelvin, 1824�1907) v letech 1845 aº 1847 v rámci studia
elektrostatiky hovo°il o transformaci s reciprokými pr·vodi£i (v originále transfor-
mation by reciprocal radii) a své fyzikální úvahy roz²í°il na geometrický prostor.
Uvedený termín od W. Thomsona p°evzal Joseph Liouville (1809�1882) a modi-
�koval jej na transformace reciprokými polom¥ry (v originále transformation par
rayons vecteurs réciproques).21 Dokázal, ºe se jedná o jedinou nelineární transfor-
maci v prostoru, která je konformní (zachovává úhly mezi dv¥ma k°ivkami).

Studium kruhové inverze zavr²il August Ferdinand Möbius (1790�1868). V prá-
ci Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung22 z roku
1855 provedl významné zobecn¥ní inverze. �ist¥ geometrickými prost°edky poloºil
základy obecné bodové transformace roviny, která kruºnice zobrazuje op¥t na
kruºnice (tzv. kruhové transformace). P°ijal následující p°edpoklady: zobrazení
je bijekcí, obrazem £tve°ice bod· leºících na kruºnici jedné roviny je £tve°ice bod·
incidentních s kruºnicí druhé roviny (kruºnicemi nazýval i p°ímky, tj. uvaºoval tzv.
zobecn¥né kruºnice), je zachována spojitost (dv¥ma nekone£n¥ blízkým bod·m
jedné roviny odpovídají dva nekone£n¥ blízké body druhé roviny).

Po vylou£ení lineárních zobrazení dosp¥l k záv¥ru, ºe v kaºdé z rovin existuje
práv¥ jeden bod, který se v eukleidovském prostoru nem·ºe zobrazit do ºádného
bodu druhé roviny (centrální bod, st°ed), a ke kaºdé z uvaºovaných rovin je
t°eba p°idat po jednom bodu, který bude obrazem, resp. vzorem centrálního bodu
roviny vzor·, resp. obraz· (odtudMöbiova rovina). Jedním z jeho výsledk· je tzv.
Möbi·v faktoriza£ní teorém:

Kaºdou vzájemn¥ jednozna£nou transformaci eukleidovské roviny, která
zobecn¥né kruºnice zobrazuje op¥t na zobecn¥né kruºnice, lze sloºit
z kruhových inverzí a osových soum¥rností.

Poznamenejme, ºe kruhové transformace pat°í mezi konformní zobrazení. Ana-
lyticky je lze popsat jako lineární lomené transformace komplexní roviny.

Na Möbiovy výsledky dále navázali Carl Friedrich Gauss (1777�1855), který
odvodil analytické vyjád°ení kruhových transformací v komplexní rovin¥, a Arthur
Cayley (1821�1895), jenº ukázal, ºe kaºdá kruhová transformace je sloºením
kruhové inverze v Möbiov¥ rovin¥ a libovolného pohybu.23

Teorie kruhových transformací byla brzy zobecn¥na do t°ídimenzionálního
prostoru. Zásadní krok v tomto sm¥ru p°edstavoval Liouville·v teorém, který
byl publikován v jednom z dodatk· pátého vydání Mongeovy knihy Application
de l'analyse à la géométrie.24 J. Liouville zde dokázal, ºe konformní zobrazení
t°ídimenzionálního prostoru jsou generována sférickými inverzemi, a p°edstavují
tedy zobecn¥ní kruhových transformací roviny.

21Viz Journal de mathématiques pures et appliquées 12(1847), str. 276.
22Viz Abhandlungen der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,

Mathematisch-Physische Classe 2(1855), S. Hirzel, Leipzig, 529�595.
23Viz Cayley A., Note on the �Circular Relation� of Prof. Möbius, The quarterly journal of

pure and applied mathematics 2(1858), str. 162.
24Viz Monge G., Liouville J., Application de l'analyse à la géométrie, Bachelier, Paris, 1850;

Note VI. Extension au cas des trois dimensions de la question du tracé géographique, 609�616.
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1.6 Promítání

Promítání (projekce) se podle dochovaných záznam· hojn¥ vyuºívalo ve starém
�ecku a �ím¥. Známý °ímský stavitel a architekt Marcus Vitruvius Pollio (1. stol.
p°. n. l.) ve svém obsáhlém díle Deset knih o architektu°e (De architectura libri
decem)25 popsal t°i projekce vyuºívané tehdej²ími staviteli. Podle jeho slov se
jednalo o ichnogra�i, orthogra�i a scénogra�i (viz citace na obr. 9).

Obr. 9: M. Vitruvius Pollio � De architectura libri decem;
úryvek z vydání z roku 1552, kniha I, kapitola II, str. 12

Cílem ichnogra�e (ichnos = stopa, grapho = psaní) bylo vytvo°ení obrazového
modelu (projektu, plánu) prostorové situace pomocí pravítka a kruºítka, v dne²ní
terminologii se jedná o konstrukci horizontální projekce. Orthogra�e (orthos =
= kolmý) p°edstavovala zakreslení nárysu, v dne²ní terminologii jde o konstrukci
frontální projekce. Scénogra�e (sk	en	e = scéna) zahrnovala perspektivu. Lze se
domnívat, ºe tyto t°i projekce byly známy jiº �ek·m n¥kolik století p°ed na²ím
letopo£tem (viz [Ro], str. 117).

Pappos z Alexandrie v VII. knize Synag	og	e math	ematik	e vyloºil geometrické
vlastnosti st°edového promítání a perspektivy. Odkazoval se na Eukleidovo ztra-
cené dílo Porismata,26 které se tomuto tématu snad také v¥novalo. Pappos uvedl
i v¥tu, jiº lze v dne²ní terminologii vyjád°it takto (viz obr. 10):

Jsou-li dány t°i r·zné p°ímky AB, AC a AD, které protínají dv¥ dal²í
p°ímky FB a FE, potom platí následující rovnost |FB|·|DC|

|FD|·|BC| = |FE|·|HG|
|FH|·|GE| ,

neboli |FB|
|FD| : |CB|

|CD| = |FE|
|FH| : |GE|

|HG| .

Protoºe body F , E, G, H získáme z bod· F , B, C, D projekcí z bodu A,
je vý²e uvedená Pappova rovnost speciálním p°ípadem obecné vlastnosti kaºdé
projekce, podle níº se p°i projekci zachovává dvojpom¥r £ty° kolineárních bod·27.

25 Je k dispozici £eský p°eklad; viz Marcus Vitruvius Polio, Deset knih o architektu°e, z latin-
ského originálu p°eloºil Alois Otoupalík, Svoboda, Praha, 1979, 430 stran.

26 Spis Porismata tvo°ily t°i knihy, úryvkovit¥ se jejich obsah zachoval v pracích, jeº sepsal
Pappos. Porisma tuto jest úkol, jímº se ºádá, by se na základech daných vyhledala veli£ina
ur£itých vlastností. V základech porisma zna£í pou£ku, jeº z d·kazu pou£ky jiné vysvítá jasn¥
sama sebou (d·sledek). Citace viz [Eu], první strana nestránkovaného Úvodu.

27Nech´ A, B, C, D jsou £ty°i kolineární body (p°edpokládáme A 6= D), pro n¥º platí
−→
AC = k ·

−→
BC,

−→
AD = l ·

−→
BD, kde k, l ∈ R (díky p°edpokladu je l 6= 0). Dvojpom¥rem bod·

A, B, C, D (v tomto po°adí) nazveme £íslo (A,B,C,D) = k
l .
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Obr. 10: Zachování dvojpom¥ru £ty° kolineárních bod· p°i projekci

1.7 Stereogra�cká projekce

P°íkladem jedné z nejvýznamn¥j²ích projekcí, jeº byla vyuºívána jiº ve starov¥ku,
je stereogra�cká projekce. Jedná se o pr·m¥t sféry z jednoho jejího bodu (pólu) do
te£né roviny vedené diametráln¥ protilehlým bodem, nebo do roviny s ní rovno-
b¥ºné (viz obr. 11). Kruºnice procházející pólem se zobrazí do p°ímek, ostat-
ní kruºnice se zobrazí op¥t do kruºnic. Stereogra�cká projekce je konformním
zobrazením (zachovává úhly mezi dv¥ma k°ivkami).

Obr. 11: Stereogra�cká projekce

Základy stereogra�cké projekce poloºil patrn¥ Hipparchos (190�120 p°. n. l.).28

První písemné zmínky v²ak o ní nacházíme aº u Vitruvia v díle Deset knih
28Hipparchos byl jeden z nejv¥t²ích antických astronom·, který sestavil první velký katalog

hv¥zd, jenº obsahoval p°esné polohy více neº 800 stálic. Zd·raz¬oval nutnost p°esných pozo-
rování a význam matematických výpo£t·. Vymyslel nové p°ístroje pro m¥°ení vý²ky hv¥zd,
stanovil sklon zemské osy k ekliptice, ur£il délku slune£ního roku s chybou jen 6 minut. Astro-
nomické poznatky aplikoval v geogra�i, zavedl pojmy zem¥pisná délka a ²í°ka, jeº ur£oval na zá-
klad¥ pozorování zatm¥ní M¥síce. Cht¥l prov¥°it heliocentrický model vesmíru. Vy²el ze správné
úvahy, ºe pokud Zem¥ obíhá kolem Slunce, pak se musí v pr·b¥hu roku m¥nit vzájemná poloha
hv¥zd na no£ním nebi. P°íslu²ná m¥°ení skute£n¥ provedl, ale zm¥ny ve vzájemné poloze hv¥zd
nezaznamenal. Proto heliocentrický model vesmíru zavrhl.
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o architektu°e a v Ptolemaiov¥ pojednání Zobrazení sféry do roviny (Apl	osis
epiphaneias sphairas, Planisphaerium)29. Klaudios Ptolemaios (asi 85�165)30 po-
psal pr·m¥t nebeské sféry (její severní polokoule) na rovinu rovníku, p°i£emº za
st°ed projekce vzal jiºní pól. Nazna£il, ºe pr·m¥tem libovolné kruºnice je op¥t
kruºnice, krom¥ nejv¥t²ích kruºnic procházejících pólem, jeº se promítnou jako
p°ímky. Obecný d·kaz tohoto tvrzení v²ak nepodal, spokojil se s d·kazem pouze
pro n¥kolik speciálních p°ípad·. Nepoukázal ani na skute£nost, ºe stereogra�cká
projekce zachovává velikosti úhl·. Dále sepsal spis O projekci (Peri anal	emmatos,
Analemma),31 v n¥mº se zabýval ortogonální projekcí nebeské sféry do horizon-
tální roviny, kterou vyuºíval k °e²ení r·zných problém· sférické astronomie.

Astroláb

Vitruvius i Ptolemaios se v¥novali astronomickým pozorováním nebeské sféry,
k jejímu prom¥°ování vyuºívali starov¥ké p°ístroje arachné32 a astroláb (astro-
labon organon)33. Konstrukce astrolábu je zaloºena na stereogra�cké projekci
nebeské sféry z nebeského pólu (viz obr. 12). Arabskými u£enci byla stereogra�cká
projekce nazývána tast.	�h. al-ast.url	ab. Termín stereogra�cká projekce (stereon =
= t¥leso) zavedl aº François D'Aguillon (1566�1617) v díle �est knih o optice
(Opticorum libri sex) z roku 1613. Jak Vitruvius, tak Ptolemaios ve svých pracích
vyuºívali základní vlastnosti stereogra�cké projekce, av²ak bez d·kaz·.

První souhrnn¥j²í pojednání o stereogra�cké projekci v£etn¥ d·kaz· základ-
ních vlastností uvedl aº Ah.mad al-Fargh	an	� (9. stol.) v práci Kniha o konstrukci
astrolábu (Kit	ab s.an'at al-ast.url	ab). Stereogra�cké projekci v¥noval první kapi-
tolu (v anglickém p°ekladu Survey of the geometric propositions from which the
form of the astrolabe is deduced)34 a dokázal v ní mimo jiné, ºe kruºnice procháze-
jící pólem se zobrazí do p°ímek a ostatní kruºnice se zobrazí op¥t do kruºnic,
p°i£emº není obecn¥ obrazem st°edu kruºnice st°ed kruºnice získané zobrazením.
V dal²ích kapitolách je pak jiº popsána konstrukce samotného astrolábu.

29Viz Heiberg J. L. (ed.), Claudii Ptolemaei opera quae exstant omnia, vol. II: Opera astro-
nomica minora, B. G. Teubner, Leipzig, 1907, 225�259.

30Klaudios Ptolemaios je autorem Almagestu (Mathématiké syntaxis, Megalé syntaxis),
astronomického spisu, jenº p°edstavoval encyklopedii tehdej²ího hv¥zdá°ského v¥d¥ní. Byl za-
stáncem geocentrického systému, Zemi pokládal za st°ed vesmíru, okolo n¥hoº obíhají Slunce,
M¥síc, planety a hv¥zdy. Jeho popis slune£ní soustavy byl povaºován za správný po celých pat-
náct století. Z nejjasn¥j²ích viditelných hv¥zd sestavil 48 souhv¥zdí, jeº mu p°ipomínala ur£ité
obrazce postav, zví°at nebo v¥cí. Mnohá z nich se pouºívají v moderní astronomii dodnes.

31Viz Heiberg J. L. (ed.), Claudii Ptolemaei opera quae exstant omnia, vol. II: Opera astro-
nomica minora, B. G. Teubner, Leipzig, 1907, 187�223.

32Arachné slouºil zejména jako slune£ní hodiny, umoº¬oval v²ak m¥°it i vý²ku hv¥zd nad
horizontem. Sestával z polokruhového ciferníku a otá£ivého bubínku, na n¥mº byla znázorn¥na
nebeská klenba v£etn¥ n¥kterých hv¥zd a zv¥rokruh s dvanácti nebeskými znameními.

33Astroláb v sob¥ zahrnuje zjednodu²enou mapu hv¥zdné oblohy (nebeské sféry). Obsahuje
pevné i pohyblivé £ásti, které umoº¬ují modelovat pohyby nebeských t¥les, m¥°it jejich úhlovou
vý²ku nad horizontem, zem¥pisné sou°adnice i místní £as. Hlavní ciferník je rozd¥len na dvanáct
díl· podle znamení zv¥rokruhu, st°ed ciferníku p°edstavuje nebeský pól.

34Viz Al-Fargh	an	�: On the astrolabe, Arabic text edited with translation and commentary
by Richard Lorch, Boethius: Texte und Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik und der
Naturwissenschaften, svazek 52, Franz Steiner Verlag, Stuttgart, 2005, 447 stran.

19



Obr. 12: Astroláb

Dal²í astronomové a matematici st°edov¥ku se pokou²eli vyuºít ke konstrukci
astrolábu jiné geometrické transformace. Perský astronom Ab	u H. 	amid al-S. agh	an	�
(10. stol.) ve svém díle Kniha o projekci do roviny (Kit	ab f	�al-tast.	�h. al-tamm)
navrhl nahradit stereogra�ckou projekci sféry do roviny z jejího pólu projekcí
z libovolného bodu sou°adnicové osy; v ní se kruºnice na sfé°e zobrazí obecn¥ do
kuºelose£ek.

V knize P°ehled moºností konstrukce astrolábu (Isti'	ab al-wuj	uh al-mumkina
f	�s.an'at al-ast.url	ab), kterou sepsal Ab	u l-Rayh. 	an al-B	�r	un	� (973�1048), autor nej-
prve popsal r·zné zp·soby a metody konstrukce tohoto p°ístroje. V dal²ím textu
navrhl za základ konstrukce tzv. válcovou projekci, tj. ortogonální projekci po-
dle osy, která je limitním p°ípadem projekce al-S. agh	an	�ho, pokud st°ed projekce
klademe do nekone£na. Tato projekce zobrazí kruºnice bu¤ na kruºnice, nebo na
elipsy.

Tvorba map

Stereogra�cká projekce se prakticky vyuºívá k zobrazení povrchu Zem¥ do
roviny, tj. v kartogra�i. Vzhledem k tomu, ºe je konformním zobrazením, jsou
takové mapy velmi uºite£né nap°. pro mo°eplavce.

Stereogra�ckou projekci p°i tvorb¥ map uºíval Ab	u l-Rayh. 	an al-B	�r	un	� v díle
Pojednání o zobrazení souhv¥zdí a o zakreslení zemí na mapu (Risala � tastih al-
suwar wa-tabtih al-kuwar). V n¥m téº popsal dal²í typ projekce sféry do roviny,
která je dnes známa jako tzv. kulová projekce (globular projection).35 Polosféra se

35 Tuto projekci nalezl sám al-B	�r	un	�, znovu ji objevili Giovanni Battista Nicolosi (1610�1670)
roku 1642 a Aaron Arrowsmith (1750�1823) kolem roku 1804. Ke konstrukci astrolábu ji vyuºil
Philippe de La Hire (1640�1717).
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zobrazí do kruhu, jehoº obvod je rozd¥len na 360 stejných dílk· a jehoº vodorovný
a svislý pr·m¥r jsou rozd¥leny na 180 stejných £ástí. Zakreslení bodu polosféry
majícího zem¥pisnou délku λ a zem¥pisnou ²í°ku ϕ se provádí následujícím zp·-
sobem: od st°edu kruhu vyneseme λ dílk· na vodorovném pr·m¥ru a sestrojíme
kruhový oblouk procházející tímto bodem a koncovými body svislého pr·m¥ru.
Dále vyneseme od st°edu kruhu ϕ dílk· na svislém pr·m¥ru a od koncových
bod· vodorovného pr·m¥ru ϕ dílk· na obvodu kruhu a sestrojíme kruhový oblouk
procházející v²emi t°emi uvedenými body. Poºadovaný bod reprezentující zvolený
bod na sfé°e získáme jako pr·se£ík obou kruhových oblouk· (viz obr. 13).

Obr. 13: Kulová projekce

Obr. 14: Kulová projekce podle al-B	�r	un	�ho (p°evzato z internetu36)

Z pozd¥j²ích prací, které se v¥novaly vyuºití stereogra�cké projekce p°i kon-
strukci map, uve¤me alespo¬ dv¥ Eulerovy práce nazvané O reprezentaci sférické
plochy v rovin¥ (De repraesentatione super�ciei sphaericae super plano, 1777)
a O geogra�cké projekci sférické plochy (De projectione geographica super�ciei
sphaericae, 1777).37 L. Euler se v nich zabýval otázkou existence a konstrukce

36Viz http://www.csiss.org/map-projections/Polyconic/Nicolosi_Globular.pdf.
37Viz Acta academiae scientiarum imperialis Petropolitanae 1(1777), 107�132, 133�142.
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obecného konformního zobrazení sféry do roviny. Vyuºil stereogra�ckou projek-
ci sféry do roviny, která bodu sféry majícímu zem¥pisnou délku t a zem¥pisnou
²í°ku v p°i°adí bod reprezentovaný komplexním £íslem z = tg v

2 (cos t + i sin t).
Konformní zobrazení roviny poté de�noval pomocí komplexní funkce.

Na jeho dílo navázal Joseph Louis Lagrange (1736�1813), který v £lánku
O konstrukci zem¥pisných map (Sur la construction des cartes géographiques,
1779)38 vyuºil konformní zobrazení zadané pomocí analytických funkcí ve tvaru
x + i y = f(u + i t), x − i y = ϕ(u − i t). Funkce f a ϕ p°itom volil tak, aby se
poledníky a rovnob¥ºky na sfé°e zobrazily do p°edem zvoleného ortogonálního
systému rovinných k°ivek.

Belgický matematik a inºenýr Pierre Germinal Dandelin (1794�1847) popsal
roku 1827 základní vlastnosti stereogra�cké projekce a vyuºil ji k °e²ení n¥kterých
matematických problém·, nap°. k °e²ení Apolloniovy úlohy spo£ívající v sestro-
jení kruºnice, která se dotýká t°í pevn¥ zadaných kruºnic.39

1.8 A�nní transformace

Stejnolehlost a osová a�nita jsou speciálními p°íklady a�nních transformací, nej-
obecn¥j²ích vzájemn¥ jednozna£ných transformací roviny, p°i nichº se p°ímky
zobrazí op¥t na p°ímky. A�nní transformace zachovávají rovnob¥ºnost p°ímek.
Obecná a�nní transformace má analytické vyjád°ení ve tvaru

x′ = ax+ by + p,

y′ = cx+ dy + q, kde

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0.

Pokud
∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = ±1, nazýváme p°íslu²né zobrazení ekvia�nní.

Ekvia�nní zobrazení poprvé nalézáme v práci Kniha o °ezech válce a jeho
povrchu (Kitab qutu al-ustuwana wa-basitha), jejímº autorem je Th	abit ibn Qur-
ra. Dokázal zde, ºe obsah elipsy, jejíº poloosy mají délky a a b, je roven ob-
sahu kruhu o polom¥ru

√
ab, a dále uvedl (v£etn¥ d·kazu pomocí exhaustivní

metody),40 ºe ekvia�nní transformace zobrazí libovolnou úse£ elipsy na úse£ kruhu
o stejném obsahu.

38Viz Nouveaux mémoires de l'Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Berlin 1779,
161�210.

39Viz Dandelin P. G., Mémoire sur l'emploi des projections stéréographiques en géométrie,
Nouveaux mémoires de l'Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Bruxelles 4(1827),
11�47.

40 Exhaustivní (vy£erpávací) metodu (lat. exhaurire = vy£erpat) jako první rozpracoval Eu-
doxos z Knidu (asi 408�355 p°. n. l.). Aº do objevu limit a integrálního po£tu byla uºívána
k výpo£t·m obsah· rovinných útvar· a objem· t¥les. Její podstatou je nekone£né d¥lení dané
veli£iny. Je zaloºena na následujícím tvrzení: Jestliºe od dané veli£iny ode£teme její £ást v¥t²í
neº její polovina a od zbytku op¥t jeho £ást v¥t²í neº jeho polovina a budeme tak £init stále, zbude
n¥jaká veli£ina, jeº bude men²í neº libovolná kladná veli£ina. Viz Schwabik �., �armanová P.,
Malý pr·vodce historií integrálu, edice D¥jiny matematiky, svazek 6, Prometheus, Praha, 1996;
citace ze str. 13.
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Obecné a�nní transformace se poprvé objevují v práciKniha o m¥°ení paraboly
(Kitab � misahat al-qat al muka�), jejímº autorem je Ibr	ah	�m ibn Sin	an ibn
Th	abit (908�946), vnuk ibn Qurry. Dokázal zde, ºe a�nní transformace zachovává
pom¥r ploch mnohoúhelník·; tento výsledek pomocí exhaustivní metody dále
roz²í°il i na dv¥ úse£e paraboly.

Systematické vybudování a�nní geometrie v²ak u£inil aº mnohem pozd¥ji
L. Euler. Ve druhém svazku své dvoudílné monogra�e Introductio in analysin
in�nitorum41 z roku 1748 poprvé zavedl termín �a�nní� (latinsky a�nitas =
= sp°ízn¥nost, p°íbuznost) (viz citace na obr. 15), jímº cht¥l poukázat na skute£-
nost, ºe a£koliv geometrický útvar a jeho a�nní obraz nejsou p°ísn¥ vzato podobné,
jsou p°esto ur£itým zp·sobem p°íbuzné. A�nní transformace popsal analytickými
vztahy x = X

m
, y = Y

n
a poznamenal, ºe tyto transformace kruºnici zobrazí obecn¥

na elipsu, hyperbolu zobrazí na hyperbolu a parabolu zobrazí na parabolu.

Obr. 15: L. Euler � Introductio in analysin in�nitorum;
úryvek ze svazku II, kapitoly XVIII, str. 236, 239�240

1.9 Projektivní transformace

A�nní transformace jsou speciálním p°íkladem obecn¥j²ích, tzv. projektivních
transformací. Obecná projektivní transformace má v a�nních sou°adnicích ana-
lytické vyjád°ení ve tvaru

x′ =
ax+ by + p

ex+ fy + r
,

y′ =
cx+ dy + q

ex+ fy + r
.

41Viz Euler L., Introductio in analysin in�nitorum, Tomus secundus, apud Marcum-
Michaelem Bousquet, Lausannae, 1748, 398 stran.
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V klasických homogenních sou°adnicích (x0, x1, x2) má její analytické vyjád°ení
tvar

x′0 = a00x0 + a01x1 + a02x2,
x′1 = a10x0 + a11x1 + a12x2,
x′2 = a20x0 + a21x1 + a22x2, kde det (aij) 6= 0.

Abychom mohli projektivní transformace roviny de�novat, je t°eba p°idat
k obvyklé eukleidovské rovin¥ tzv. nevlastní body jakoºto pr·se£íky navzájem
rovnob¥ºných p°ímek. Tato nutnost souvisí s poºadavkem, aby projekce jedné
roviny do druhé byla vzájemn¥ jednozna£ným zobrazením. Projektivní transfor-
mace (kolineace projektivní roviny) zobrazují p°ímky op¥t na p°ímky.

My²lenku nevlastních bod· poprvé explicitn¥ zmínil astronom a matematik
Johannes Kepler (1571�1630) v práci Astronomiae pars optica z roku 1604.42

V kapitoleO kuºelose£kách uvedl, ºe °ezem kuºele rovinou m·ºe být v závislosti na
poloze roviny p°ímka, kruºnice, elipsa, hyperbola nebo parabola a popsal p°echod
mezi jednotlivými kuºelose£kami (p°ímka p°echází p°es hyperbolu do paraboly,
a ta dále p°es elipsu aº do kruºnice). Dále zde zavedl ohniska kuºelose£ky jako
takové body, ºe úse£ky spojující tyto body s libovolným bodem kuºelose£ky svírají
s te£nou v tomto bod¥ shodné úhly. V p°ípad¥ paraboly pak druhé ohnisko kladl
do nekone£na.

Obr. 16: François D'Aguillon � �est knih o optice

42Ad Vitellionem paralipomena, quibus astronomiae pars optica traditur, apud Claudium
Marnium & haeredes Ioannis Aubrii, Francofurti, 1604, 449 stran. Podtitul Dodatek k Vitellovi
nazna£uje, ºe J. Kepler touto svou prací navazoval na dílo polského fyzika Vitella (13. stol.).
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V roce 1613 vydal belgický matematik, fyzik a architekt François D'Aguillon
�est knih o optice (Opticorum libri sex),43 v nichº se krom¥ stereogra�cké projekce
v¥noval rovn¥º obecné centrální projekci, kterou nazýval scénogra�e. Na obr. 16
je titulní list uvedené práce, jenº tehdy vytvo°il vlámský malí° Peter Paul Rubens
(1577�1640), který do ní nakreslil rovn¥º ²est dal²ích tematických ilustrací.

J. Kepler i F. D'Aguillon ve svých dílech navazovali na °adu prací o perspek-
tiv¥, které byly sepsány b¥hem 14. a 15. století.44

První souhrnné pojednání o projektivních transformacích sepsal Girard De-
sargues (1591�1661) pod názvem P°edb¥ºný ná£rt pokusu o pochopení jev· p°i
vzájemném styku kuºele a roviny (Brouillon project d'une atteinte aux événe-
ments des rencontres d'un cone avec un plan, Paris, 1639). K obvyklé eukleidovské
rovin¥ p°idal celou nevlastní p°ímku a na hyperbolu poté pohlíºel jako na uzav°e-
nou k°ivku, jeº nevlastní p°ímku protíná ve dvou bodech. Asymptoty hyperboly
povaºoval za její te£ny v nevlastních bodech. Parabolu chápal jako uzav°enou
k°ivku, jeº se nevlastní p°ímky dotýká.

Obr. 17: G. Desargues � polární transformace

G. Desargues studoval rovn¥º dvojpom¥r £ty° kolineárních bod·, byl si v¥-
dom jeho invariantnosti p°i projektivních transformacích. Pro projektivní trans-
formace, jejichº dvojím sloºením získáme identitu, zavedl termín involuce, jenº se
pouºívá dodnes. Jako první zkoumal polární transformace vzhledem ke kuºelose£-
kám (viz obr. 17). Ke zvolenému bodu P hledal mnoºinu v²ech bod· X takových,

43Viz D'Aguillon F., Opticorum libri sex: Philosophis iuxtà ac Mathematicis utiles, ex o�cina
Plantiniana, apud viduam et �lios I. Moreti, Antverpiae, 1613, 684 stran.

44Uve¤me alespo¬ pojednání O kreslení (Della pittura, Florencie, 1435), které sepsal Leon
Battista Alberti (1404�1472), a spis O perspektiv¥ v kreslení (De perspectiva pingendi, �ím, asi
1480), jehoº autorem je Piero della Francesca (1416�1492). V souvislosti s vyuºitím perspektivy
v malí°ství bychom m¥li zmínit také dílo Leonarda da Vinciho (1452�1519) nazvané Pojednání
o kreslení (Il trattato della pittura) a vydané aº po jeho smrti roku 1651 a dv¥ práce Albrech-
ta Dürrera (1471�1528) nazvané Návod pro m¥°ení kruºítkem a pravítkem (Unterweysung der
Messung mit Zirckel und Richtscheyt, 1525) a O proporcích £lov¥ka (Von menschlicher Propor-
tion, 1528). Oba malí°i, L. da Vinci a A. Dürrer, se ve svých pracích v¥novali geometrickým
otázkám v£etn¥ geometrických zobrazení.
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ºe body P a X harmonicky d¥lí body Q a R, v nichº p°ímka PX protne danou
kuºelose£ku.45 Ukázal, ºe mnoºinou v²ech hledaných bod· X je p°ímka; dnes tuto
p°ímku nazýváme polárou bodu P vzhledem k dané kuºelose£ce, bod P nazýváme
jejím pólem.46

Dále dokázal, ºe polárou vn¥j²ího bodu vzhledem k dané kuºelose£ce je p°ímka
procházející body dotyku te£en vedených tímto bodem k dané kuºelose£ce. Pokud
uvaºovaný bod leºí na kuºelose£ce, je jeho polárou vzhledem k dané kuºelose£ce
te£na procházející tímto bodem. V p°ípad¥ nevlastní p°ímky ukázal, ºe jejím
pólem vzhledem k elipse nebo hyperbole je st°ed uvaºované kuºelose£ky. Tyto
poznatky prakticky vyuºíval p°i °e²ení n¥kterých konstruk£ních úloh, nap°. p°i
hledání kuºelose£ky, která je projektivním obrazem kruºnice.

G. Desargues rovn¥º roku 1639 zformuloval a dokázal tvrzení, které je dnes
ozna£ováno jako tzv. Desarguesova v¥ta (viz obr. 18):47

Nech´ jsou dány dva trojúhelníky ABC a A′B′C ′, pro které platí, ºe
p°ímky AA′, BB′ a CC ′ se protínají v jediném bod¥ O. Ozna£me
pr·se£íky p°ímek AB a A′B′, AC a A′C ′, BC a B′C ′ po °ad¥ P , Q, R.
Potom body P , Q, R jsou kolineární.

Obr. 18: Desarguesova v¥ta

45�íkáme, ºe body P a X harmonicky d¥lí body Q a R, jestliºe dvojpom¥r (Q,R, P,X) = −1.
46 Termín pól je odvozen z °eckého slova polos (osa) a p·vodn¥ zna£il pr·se£ík sféry s její

osou rotace. Názvy polára bodu a pól p°ímky vzhledem k dané kuºelose£ce zavedli nezávisle
na sob¥ francouz²tí matematici François Joseph Servois (1767�1847) a Joseph Diaz Gergonne
(1771�1859).

47G. Desargues uvedené tvrzení nikdy nepublikoval. V roce 1648 Desarguesovu v¥tu uve°ej-
nil jeho p°ítel Abraham Bosse (1602�1676) v knize Manière universelle de Mr. Desargues, pour
pratiquer la perspective par petit-pied, comme le geometral, De l'imprimerie de Pierre Des-Hayes,
Paris, 1648, 342 stran.
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Lze ukázat, ºe ve vý²e uvedeném p°ípad¥ existuje speciální projektivní trans-
formace � homologie,48 se st°edem O a osou o ur£enou body P , Q, R, která
trojúhelník ABC zobrazí na trojúhelník A′B′C ′.

Anglický matematik a fyzik Isaac Newton (1642�1727) projektivní transfor-
mace £asto vyuºíval p°i °e²ení sloºit¥j²ích geometrických otázek, nebo´ podle jeho
vlastních slov umoº¬ují transformovat zadané útvary do jednodu²²ích, problém
vy°e²it a inverzní transformací získat °e²ení vzhledem k p·vodnímu zadání (viz
citace na obr. 19).

Obr. 19: I. Newton � Philosophiae naturalis principia mathematica,
svazek I, 1687; úryvek z vydání z roku 1833, str. 171�172

Op¥tovný zájem matematik· o syntetickou projektivní geometrii podnítil kon-
cem 18. století francouzský matematik Gaspard Monge (1746�1818) vydáním díla
Deskriptivní geometrie (Géométrie descriptive, 1799).49 Podstatná £ást práce je
v¥nována Mongeov¥ nové metod¥ spo£ívající v zobrazení trojrozm¥rných útvar·
do dvou navzájem kolmých rovin, obsahuje v²ak rovn¥º °adu tvrzení projektivní
geometrie v£etn¥ d·kaz·. V souvislosti s transformacemi se novou my²lenkou jeví
zobecn¥ní polárních transformací do trojrozm¥rného prostoru.

Monge·v ºák Lazare Nicolas Carnot (1753�1823) v díle O korelaci geometric-
kých útvar· (De la corrélation des �gures de géométrie, 1801)50 uvaºoval spo-
jité projektivní transformace, které nazýval korelace (viz citace na obr. 20).
�Principem korelace� pak mínil skute£nost, ºe tyto transformace zachovávají
ur£ité vlastnosti geometrických útvar·. Jsou-li dva útvary ve vztahu korelace,
lze na vlastnosti jednoho útvaru usuzovat z vlastností druhého útvaru.

48 Termín homologie v tomto smyslu poprvé pouºil práv¥ G. Desargues. Poznamejme, ºe
osová a�nita a stejnolehlost jsou speciálními p°ípady homologie; osová a�nita je homologie
se st°edem v nevlastním bod¥, stejnolehlost je homologie se st°edem ve st°edu stejnolehlosti
a s osou tvo°enou nevlastní p°ímkou.

49Viz Monge G., Géométrie descriptive. Leçons données aux Écoles Normales, l'an 3 de la
Republique, Baudouin, Paris, 1799, 132 stran.

50Viz Carnot L. N., De la corrélation des �gures de géométrie, Duprat, Paris, 1801, 188 stran.
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Obr. 20: L. N. Carnot � De la corrélation des �gures de géométrie;
úryvek ze str. 1

Ve své práci z roku 1803 nazvané Geometrie polohy (Géométrie de position)51

de�noval L. N. Carnot d·leºitý invariant projektivních transformací � dvojpom¥r
£ty° kolineárních bod·. Na rozdíl od svých p°edch·dc· v²ak v de�nici uvaºoval
orientované úse£ky, jejichº délky proto opat°il znaménky. Ukázal, ºe znaménko
dvojpom¥ru bod· A, B, C, D (v tomto po°adí) záleºí na tom, zda se dvojice
bod· A, B a C, D na p°ímce navzájem odd¥lují, £i nikoliv. Pro takto de�novaný
dvojpom¥r £ty° kolineárních bod· dokázal tvrzení, které mnohem d°íve zformulo-
val Pappos z Alexandrie (viz kapitola 1.6).

Studium projektivních transformací z hlediska syntetické geometrie zavr²il
roku 1822 francouzský matematik Jean Victor Poncelet (1788�1867) vydáním
obsáhlé práce Pojednání o projektivních vlastnostech útvar· (Traité des propriétés
projectives des �gures).52 V první kapitole nejprve de�noval st°edové promítání
a popsal jeho vlastnosti, které lze odvodit £ist¥ geometrickými prost°edky. Zavedl
termíny projektivní útvary a projektivní vlastnosti pro ty vlastnosti geometric-
kých útvar·, které mají spole£né jak vzor, tak jeho projektivní obraz (viz citace
na obr. 21). V dal²ím textu ukázal, ºe mezi projektivní útvary pat°í v²echny
(regulární) kuºelose£ky.

Obr. 21: J. V. Poncelet � Traité des propriétés projectives des �gures ;
úryvek ze str. 5

51Viz Carnot L. N., Géométrie de position, Duprat, Paris, 1803, 489 stran.
52Viz Poncelet J. V., Traité des propriétés projectives des �gures: ouvrage utile à ceux qui

s'occupent des applications de la géométrie descriptive et d'opérations géométriques sur le ter-
rain, Bachelier, Paris, 1822, 426 stran.
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Podobn¥ jako I. Newton navrhoval i J. V. Poncelet p°i °e²ení sloºitých otázek
týkajících se kuºelose£ek zobrazit tyto k°ivky nejprve do kruºnice, vy°e²it odpoví-
dající problém pro kruºnici a na °e²ení aplikovat inverzní zobrazení.

Vý²e uvedenými výsledky o a�nních a projektivních transformacích, k nimº
jednotliví matematici dosp¥li b¥hem 17. a 18. století, se nepochybn¥ inspiroval
n¥mecký matematik August Ferdinand Möbius. �adu zmín¥ných prací znal a ve
svém díle Barycentrický po£et (1827) na n¥ odkazoval. Jeho p°ístup v²ak p°ed-
stavuje z pohledu geometrických transformací kvalitativní zm¥nu, nebo´ a�nní
a projektivní transformace poprvé zpracoval analyticky s vyuºitím tzv. barycen-
trických sou°adnic. Do té doby byly transformace p°irozen¥ studovány a popiso-
vány výhradn¥ prost°edky syntetické geometrie, coº je pochopitelné, nebo´ teprve
za£átkem 19. století pln¥ dozrála doba k novému, algebraickému p°ístupu k trans-
formacím, protoºe pro n¥j jiº byly vytvo°eny vhodné podmínky. V geometrii byly
zavedeny sou°adnice, byly poloºeny základy analytické i algebraické geometrie,
byla k dispozici vhodná symbolika i algebraické metody, základní typy transfor-
mací a jejich vlastnosti byly v této dob¥ jiº podrobn¥ popsány. Barycentrickému
po£tu proto v¥nujeme následující samostatnou kapitolu.
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2. Barycentrický po£et

August Ferdinand Möbius byl významným n¥meckým matematikem a teore-
tickým astronomem. Jako jeden z prvních matematik· zavedl do geometrie nový
ú£inný prost°edek, homogenní sou°adnice, £ímº výrazn¥ ovlivnil dal²í rozvoj pro-
jektivní geometrie a ur£il nový sm¥r, kterým se tato disciplína m¥la ubírat. Spolu
s Juliem Plückerem (1801�1868) pat°il mezi hlavní p°edstavitele algebraické pro-
jektivní geometrie.1 Je povaºován za jednoho ze zakladatel· topologie.

�ivotní osudy A. F. Möbia jsou podrobn¥ popsány v n¥kolika publikacích.2

P°ipomeneme proto jen základní ºivotopisné a bibliogra�cké údaje, které nám
umoºní za°adit Möbiovy práce a výsledky do dobového i odborného kontextu.

2.1 August Ferdinand Möbius

August Ferdinand Möbius se narodil dne 17. listopadu 1790 ve m¥st¥ Schulpforta
(Sasko-Anhaltsko). Jeho otec Johann Heinrich Möbius byl u£itelem tance, zem°el,
kdyº byly Augustovi t°i roky. August nem¥l ºádné sourozence. Do svých t°inácti
let byl vzd¥láván doma, roku 1803 nastoupil na st°ední ²kolu v Schulpfort¥. Roku
1809 ji ukon£il a ode²el na univerzitu do Lipska. Na p°ání matky za£al studovat
práva, brzy v²ak shledal, ºe ho tento obor neuspokojuje, a proto jiº po prvním
semestru dal p°ednost studiu matematiky, fyziky a astronomie. Zájem o mate-
matiku totiº projevoval jiº v d¥tství. Z univerzitních profesor· ho nejvíce ovlivnil
Karl Mollweide (1774�1825), astronom, který se zabýval také matematikou.3

Roku 1813 odjel A. F. Möbius na univerzitu do Göttingen, kde po celý rok
studoval teoretickou astronomii u Carla Friedricha Gausse, který v té dob¥ p·sobil
jako °editel tamní hv¥zdárny. Poté, op¥t na rok, odjel na univerzitu do Halle, kde
si roz²i°oval vzd¥lání u Johanna Friedricha Pfa�a (1765�1825), Gaussova u£itele
a p°ítele. Zde se krom¥ astronomie zajímal hlavn¥ o matematiku. Roku 1815
sepsal v Lipsku diserta£ní práci o pozorování stálic nazvanou De Computandis
Occultationibus Fixarum per Planetas a za£al pracovat na své habilita£ní práci
v¥nované trigonometrickým rovnicím. Ob¥ tyto práce mu p°inesly pov¥st teore-
tického astronoma. V dob¥, kdy sepisoval habilita£ní práci, m¥l být povolán do
pruské armády, ale poda°ilo se mu vojn¥ vyhnout; n¥kte°í historikové matematiky
dokonce tvrdí, ºe snaha vyhnout se sluºb¥ v pruské armád¥ byla hlavním d·vodem
psaní habilita£ní práce. V roce 1816 K. Mollweide z vlastního zájmu p°e²el na
stolici matematiky, a tak A. F. Möbius nastoupil na jeho místo jako mimo°ádný
profesor astronomie a vy²²í mechaniky.

1 Soub¥ºn¥ s algebraickou projektivní geometrií se v první polovin¥ 19. století rozvíjela také
syntetická projektivní geometrie, jejímiº hlavními p°edstaviteli byli Jacob Steiner a Michel
Chasles (1793�1880).

2Nap°. [FFW], [WA], str. 336�344, a [Can], str. 38�43; relevantní informace poskytuje i webo-
vá stránka http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/∼history/Biographies/Mobius.html.

3V letech 1807 aº 1809 objevil K. Mollweide trigonometrické vzorce, které jsou po n¥m
pojmenovány.
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A. F. Möbiovi se dlouho neda°ilo získat místo °ádného profesora. D·vodem
mohla být skute£nost, ºe nebyl p°íli² dobrým p°edná²ejícím, neda°ilo se mu za-
ujmout svými p°edná²kami platící studenty, a byl proto nucen po°ádat n¥které
své p°edná²ky zdarma, aby p°ilákal alespo¬ n¥jaké studenty.

V roce 1816 bylo A. F. Möbiovi nabídnuto místo astronoma v Greifswaldu
a o t°i roky pozd¥ji místo matematika v Dorpatu4. Ob¥ odmítl, £áste£n¥ proto,
ºe v¥°il ve vy²²í odbornou úrove¬ univerzity v Lipsku, £áste£n¥ pro svoji v¥rnost
rodnému Sasku. Roku 1820 se oºenil, b¥hem dal²ích let se mu narodila dcera
a dva synové. Roku 1825 K. Mollweide zem°el a A. F. Möbius doufal, ºe by mohl
získat uvoln¥né místo na stolici matematiky, coº se v²ak tentokrát nestalo.

Roku 1844 A. F. Möbia nav²tívil Hermann Günther Grassmann (1809�1877)
a poºádal ho, aby napsal recenzi na jeho nové dílo Die lineale Ausdehnungslehre,
ein neuer Zweig der Mathematik,5 jeº obsahovalo mnoho my²lenek a výsledk·
podobných Möbiovým. A. F. Möbius, který v té dob¥ nerozpoznal význam Grass-
mannova díla, to v²ak odmítl. Nicmén¥ p°esv¥d£il H. G. Grassmanna, aby svou
práci zaslal do sout¥ºe, a teprve poté, kdy Grassmannova práce získala cenu,
napsal o ní alespo¬ krátké vyjád°ení (1847).6

Díky své pov¥sti úsp¥²ného v¥deckého pracovníka dostal A. F. Möbius v roce
1844 pozvání na univerzitu v Jen¥ a patrn¥ v d·sledku toho mu univerzita v Lip-
sku kone£n¥ nabídla místo °ádného profesora vy²²í mechaniky a astronomie, které
zastával aº do své smrti. Po celou dobu svého p·sobení v Lipsku, tedy více neº
padesát let, pracoval také jako pozorovatel a pozd¥ji, od roku 1848, jako °editel
lipské hv¥zdárny (astronomická observato° Pleissenburg). Podílel se na její p°e-
stavb¥, kterou v letech 1818 aº 1821 dokonce °ídil. P°edtím v²ak nav²tívil °adu
dal²ích observato°í v celém N¥mecku, aby získal vlastní p°edstavy a pot°ebné
zku²enosti. Zem°el dne 26. zá°í 1868 v Lipsku.

A. F. Möbius byl významným p°edstavitelem algebraické geometrie. Je po-
vaºován za jednoho ze zakladatel· topologie, v¥dy, která zkoumá matematické
vlastnosti prostoru. Jeho zájem o topologii ilustruje nap°. skute£nost, ºe se je²t¥
p°ed formulací tzv. problému £ty° barev zabýval jeho jednodu²²í variantou.7

4 Jedná se o star²í n¥mecký název estonského m¥sta Tartu, v n¥mº sídlí nejstar²í a nej-
znám¥j²í estonská univerzita; byla zaloºena roku 1632 ²védským králem Gustavem II. Adolfem.

5Viz Grassmann H. G., Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik,
dargestellt und durch Anwendungen auf die übrigen Zweige der Mathematik, wie auch auf die
Statik, Mechanik, die Lehre vom Magnetismus und die Krystallonomie erläutert, Verlag von
Otto Wigand, Leipzig, 1844, 279 stran.

6O Grassmannov¥ monogra�i viz Be£vá° J., Z historie lineární algebry, edice D¥jiny mate-
matiky, svazek 35, Matfyzpress, Praha, 2007, 519 stran; kapitola VIII. Grassmannova lineární
algebra, str. 323�363. O propagaci a p°ijetí Grassmannových výsledk· v £eských zemích viz Ná-
deník Z., Reception of Grassmann's ideas in Bohemia, in Schubring G. (ed.), Hermann Günther
Grassmann (1809�1877): visionary mathematician, scientist and neohumanist scholar, Boston
Studies in the Philosophy of Science 187(1996), 147�153.

7Roku 1840 A. F. Möbius p°edloºil k °e²ení následující problém: Král m¥l p¥t syn·. Ve své
záv¥ti stanovil, aby bylo po jeho smrti království rozd¥leno mezi jeho syny na p¥t oblastí tak,
aby kaºdá oblast m¥la spole£nou hranici se v²emi ostatními oblastmi. Otázka zn¥la, zda lze
královu poslední v·li splnit. Odpov¥¤ na tuto otázku je záporná a dnes je pom¥rn¥ snadné to
dokázat.
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Svoji nejvýznamn¥j²í geometrickou monogra�i Der barycentrische Calcul pub-
likoval A. F. Möbius v roce 1827 (viz dále). Roku 1837 vydal dvoudílnou u£ebnici
Lehrbuch der Statik 8 obsahující geometrický pohled na statiku, který mimo jiné
vedl ke studiu svazk· p°ímek v prostoru. A£koliv jeho nejd·leºit¥j²í práce spada-
jí do oblasti matematiky, sepsal také významné astronomické práce, v nichº se
v¥noval mimo jiné nebeské mechanice; t¥mi nejznám¥j²ími jsou Die Hauptsätze
der Astronomie9 a Die Elemente der Mechanik des Himmels10.

Obr. 22: August Ferdinand Möbius

Tém¥° v²echny Möbiovy matematické práce byly publikovány v letech 1828
aº 1858 v £asopisu Journal für die reine und angewandte Mathematik. Jedná se
p°eváºn¥ o geometrické studie, v¥t²ina z nich se zabývá rozvíjením a aplikacemi
metody, jejíº základy byly poloºeny v Barycentrickém po£tu.11 Jeho matematické
práce, i kdyº neobsahovaly vºdy p·vodní výsledky, vynikaly p°ehledným, jasným

8Viz Möbius A. F., Lehrbuch der Statik, Erster Theil, Zweiter Theil, bei Georg Joachim
Göschen, Leipzig, 1837, 355 + 313 stran.

9Viz Möbius A. F., Die Hauptsätze der Astronomie: zum Gebrauche bei seinen Vorlesungen
für Gebildete zusammengestellt, bei Georg Joachim Göschen, Leipzig, 1836, 30 stran.

10Viz Möbius A. F., Die Elemente der Mechanik des Himmels, auf neuem Wege ohne Hülfe
höherer Rechnungsarten dargestellt, Weidmann'sche Buchhandlung, Leipzig, 1843, 315 stran.

11Nap°. v £lánku Barycentrische Lösung der Aufgabe des Herrn Th. Clausen (Journal für
die reine und angewandte Mathematik 5(1830), 102�106) A. F. Möbius s vyuºitím barycen-
trického po£tu °e²í následující úlohu: Kruºnici je opsán a vepsán trojúhelník tak, ºe vrcholy
opsaného trojúhelníku leºí na p°ímkách, v nichº leºí strany vepsaného trojúhelníku. Úkolem je
nalézt druhý trojúhelník, je-li jeden z trojúhelník· zadán. Dále nap°. £lánky Über eine allge-
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a efektivním výkladem. A. F. Möbius m¥l velkou p°edstavivost a ob£as postupoval
naprosto originálním zp·sobem. Pracoval pomalu, vícemén¥ izolován od ostatních
matematik·, a dokud svoji práci zcela nedokon£il, nikde se o ní nezmi¬oval. Jeho
sebrané spisy vy²ly ve £ty°ech svazcích v Lipsku v letech 1885 aº 1887.12

Na záv¥r zmíníme je²t¥ pár zajímavostí. August Ferdinand nebyl jediným
£lenem rodiny Möbi·, který se stal významným v¥dcem. Jeho vnuk Paul Julius
Möbius (1853�1907), neurolog, se proslavil svými kontroverzními teoriemi o struk-
tu°e lidského mozku; podle jednoho jeho záv¥ru se centrum logického my²lení
nachází v levém koutu £ela (1900). Od n¥ho také víme, ºe jeho d¥de£ek povaºoval
matematiku za poetickou záleºitost. N¥mecký historik matematiky Moritz Can-
tor (1829�1920) popsal následující Möbi·v kaºdodenní zvyk (viz [Can], str. 41):
P°i odchodu z domu si prý vºdy p°ipomn¥l n¥meckou pr·povídku �3S und GUT�
sloºenou z po£áte£ních písmen v¥cí, které necht¥l v ºádném p°ípad¥ zapome-
nout: Schlüssel (klí£), Schirm (de²tník), Sacktuch (kapesník), Geld (peníze), Uhr
(hodinky), Taschenbuch (zápisník). Po A. F. Möbiovi je pojmenována postava
Johanna Wilhelma Möbia z Dürrenmattova dramatu Fyzikové.13

2.2 Möbi·v list

Möbiovo jméno je dnes v matematice nej£ast¥ji spojováno s tzv. Möbiovým listem
(prouºkem, páskou), coº je dvourozm¥rný útvar, který má pouze jednu stranu,
z £ehoº vyplývají jeho dal²í zajímavé topologické vlastnosti, nap°. neorientovatel-
nost. V trojrozm¥rném prostoru jej lze jednodu²e vytvo°it tak, ºe se konce obdél-
níkového prouºku papíru vzájemn¥ oto£í o 180◦ a slepí dohromady (viz obr. 23).

Obr. 23: Möbi·v list

meinere Art der A�nität geometrischer Figuren (Journal für die reine und angewandte Mathe-
matik 12(1834), 109�133) nebo Über die Zusammensetzung gerader Linien und eine daraus
entspringende neue Begründungsweise des barycentrischen Calculs (Journal für die reine und
angewandte Mathematik 28(1844), 1�9).

12 Baltzer R., Klein F., Scheibner W. (eds.), August Ferdinand Möbius, Gesammelte Werke,
Band I�IV, Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 1886, 1886, 1887, 633 + 708 + 580 + 731 stran.

13 �výcarský dramatik Friedrich Dürrenmatt (1921�1990) hru Fyzikové (die Physiker) sepsal
roku 1962. Jedná se o komedii o dvou d¥jstvích s detektivní zápletkou. D¥j se odehrává v psy-
chiatrickém ústavu, kam se fyzik Möbius, p°edstírající du²evní chorobu, uchýlil z obavy p°ed
svým vynálezem, který m·ºe zni£it sv¥t. V £eském p°ekladu hra poprvé vy²la v nakladatelství
Dilia v Praze v roce 1963 (p°eloºil Bohumil �erník, 78 stran), a dále v letech 1972 (p°eloºil Ji°í
Stach, 72 stran) a 1989 (p°eloºil Ji°í Stach, 65 stran).
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N¥mecký matematik Johann Benedict Listing (1808�1882), který roku 1847
zavedl termín topologie v první práci v¥nované tomuto tématu,14 vytvo°il Möbi·v
prouºek jiº roku 1858, d°íve neº A. F. Möbius. Dosp¥l k n¥mu v souvislosti se
snahou najít komplikovaný objekt, pro který neplatí Eulerova v¥ta pro konvexní
mnohost¥ny.15 Sv·j objev publikoval roku 1862 v práci Der Census räumlicher
Complexe, oder Verallgemeinerung des Euler'schen Satzes von den Polyedern.16

Zd·raznil, ºe prouºek má pouze jednu st¥nu, jednu hranu a 4 vrcholy (nebo ºádný,
pokud nepo£ítáme spoj).

Tento objekt je v²ak nazván po A. F. Möbiovi, který jej zcela nezávisle na
J. B. Listingovi popsal roku 1861 v rukopisu p°edloºeném Pa°íºské akademii
v¥d jako odpov¥¤ na sout¥ºní téma týkající se nových poznatk· z geometrické
teorie mnohost¥n·.17 A. F. Möbius zde zkoumal obecné vlastnosti ploch majících
pouze jednu stranu. A£koliv jeho text obsahoval celou °adu nových, zajímavých
my²lenek, porota jej neocenila. P°isp¥l k tomu z°ejm¥ fakt, ºe byl napsán ²patnou
francouz²tinou, a patrn¥ proto jeho význam nebyl pochopen. Základní my²lenky
svého p°ísp¥vku publikoval pozd¥ji v pojednáních Theorie der elementaren Ver-
wandtschaft18 a Über die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders19. P·vodní
rukopis z roku 1861 byl objeven aº po Möbiov¥ smrti.

A. F. Möbius v této souvislosti p°i²el s pojmem orientovatelnost,20 který mu
umoºnil rozli²ovat kladné a záporné délky, obsahy a objemy. Navíc Möbi·v list
není jedinou jednostrannou plochou, kterou uvaºoval; popsal totiº celou t°ídu
mnohost¥n· s touto vlastností � v²echny mají nulový objem a nespl¬ují Euler·v
vzorec. Nejmen²í má 10 trojúhelníkových st¥n, 15 hran a 6 vrchol·. A. F. Möbius
téº zavedl pojem duální mnohost¥n.21

14Viz Listing J. B., Vorstudien zur Topologie, in Göttinger Studien, Erste Abtheilung: Mathe-
matische und naturwissenschaftliche Abhandlungen, redigirt von Dr. August Bernhard Krische,
bei Vandenhoeck und Ruprecht, Göttingen, 1847, 811�875.

15 Podle Eulerovy v¥ty pro konvexní mnohost¥ny platí rovnost s+ v = h+ 2, kde s je po£et
st¥n, h je po£et hran a v je po£et vrchol· mnohost¥nu.

16Viz Listing J. B., Der Census räumlicher Complexe, oder Verallgemeinerung des Eu-
ler'schen Satzes von den Polyedern, aus dem zehnten Bande der Abhandlungen der Königlichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, in der Dieterichschen Buchhandlung, Göttingen,
1862, 86 stran.

17Originální zadání sout¥ºního úkolu zn¥lo: Perfectionner en quelque point important la
théorie géométrique des polyèdres. Viz Programme des prix proposés par l'Académie des sciences
pour les années 1858, 1859, 1860 et 1861, Institut impérial de France, Académie des sciences,
Sciences mathématiques, Grand prix de mathématiques, proposé pour 1861, str. 6.

18Viz Möbius A. F., Theorie der elementaren Verwandtschaft, Berichte über die Verhand-
lungen der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physische Classe 15(1863), S. Hirzel, Leipzig, 18�57.

19Viz Möbius A. F., Über die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders, Berichte über
die Verhandlungen der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physische Classe 17(1865), S. Hirzel, Leipzig, 31�68.

20 Pojem orientovatelné veli£iny v syntetické geometrii poprvé systematicky uºíval Lazare
Nicolas Carnot v práci Géométrie de position z roku 1803. A. F. Möbius tento pojem zavedl
a vyuºíval v analytické geometrii.

21Duálním mnohost¥nem k danému mnohost¥nu rozumíme mnohost¥n, jenº má vrcholy ve
st°edech jeho st¥n. Navzájem duálními mnohost¥ny jsou nap°. krychle a pravidelný osmist¥n
nebo pravidelný dvanáctist¥n a pravidelný dvacetist¥n. Pravidelný £ty°st¥n je duální sám k sob¥.
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2.3 Barycentrické (homogenní) sou°adnice

Möbi·v p°ístup

Roku 1827 vydal A. F. Möbius knihu Der barycentrische Calcul,22 v níº podal
úplný výklad svého nového po£tu. Základní my²lenkou se zabýval jiº roku 1818,
o p¥t let pozd¥ji publikoval první nástin své nové metody jako krátký dodatek
k práci Beobachtungen auf der Königlichen Universitäts-Sternwarte zu Leipzig.23

Obr. 24: August Ferdinand Möbius � Der barycentrische Calcul

22Viz Möbius A. F., Der barycentrische Calcul, ein neues Hülfsmittel zur analytischen Be-
handlung der Geometrie dargestellt und insbesondere auf die Bildung neuer Classen von Auf-
gaben und die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte, Georg Olms Verlag,
Leipzig, 1827, 454 stran; téº viz August Ferdinand Möbius, Gesammelte Werke, Erster Band,
Herausgegeben von R. Baltzer, Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 1�388.

23Viz Möbius A. F., Zwei geometrische Aufgaben, Anhang zu �Beobachtungen auf der
Königlichen Universitäts-Sternwarte zu Leipzig etc.� , bei Carl Cnobloch, Leipzig, 1823, 57�64;
téº August Ferdinand Möbius, Gesammelte Werke, Erster Band, Herausgegeben von R. Baltzer,
Verlag von S. Hirzel, Leipzig, 1885, 389�398.
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V Barycentrickém po£tu poprvé p°edstavil tzv. barycentrické (homogenní)
sou°adnice. Nezávisle na n¥m a tém¥° ve stejném okamºiku publikovali Karl Wil-
helm Feuerbach (1800�1834)24 v N¥mecku a Étienne Bobillier (1798�1840)25 ve
Francii práce vyuºívající homogenní sou°adnice.

A. F. Möbius sv·j nový po£et odvodil na základ¥ metod geometrické statiky.
V p°edmluv¥ k Barycentrickému po£tu poukázal na skute£nost, ºe fyzikální kon-
cept t¥ºi²t¥ se s úsp¥chem vyuºíval jiº v Archimédov¥ dob¥, kdy vedl k objevu
°ady vztah· mezi geometrickými veli£inami. Zmínil rovn¥º Guldinovy v¥ty.26

Es ist bekannt, dass die der Mechanik zugehörige Lehre vom Schwer-
punkte schon oftmals als Hülfsmittel zur Er�ndung rein geometrischer
Wahrheiten benutzt worden ist. Die frühesten Versuche sind unstreitig
die mechanische Quadratur der Parabel von Archimedes und der schon
in des Pappus mathematischen Sammlungen sich vor�ndende, jetzt
unter dem Namen der centrobaryschen oder Guldins Regel bekannte
Satz. . . . Von demselben elementaren und rein geometrischen Begri�e
des Schwerpunkts gehen auch die vorliegenden Untersuchungen aus.
Die erste Veranlassung hierzu war die Erwägung der Fruchtbarkeit
des Satzes, dass jedes System gewichtiger Punkte nur einen Schwer-
punkt hat, und dass daher, in welcher Folge man auch die Punkte nach
und nach in Verbindung bringt, zuletzt doch immer ein und derselbe
Punkt gefunden werden muss. Die einfache Art, womit ich dadurch,
mehrere geometrische Sätze zu beweisen, mich im Stande sah, bewog
mich, zu noch grösserer Vereinfachung solcher Untersuchungen einen
dafür passenden Algorithmus auszumitteln. ([M2], str. iii a iv)

Základní my²lenka Möbiových barycentrických sou°adnic je následující. Uva-
ºujme pevn¥ daný trojúhelník. Jako sou°adnice libovolného bodu roviny ozna£me
hmoty m1, m2, m3, které musíme umístit ve vrcholech daného trojúhelníku tak,
aby uvaºovaný bod roviny byl t¥ºi²t¥m (barycentrem, v originále Schwerpunkt)
t¥chto hmot (viz obr. 25, na n¥mº bodu T odpovídají sou°adnicem1 = m2 = m3).
Pokud uvaºovaný bod leºí na hranici trojúhelníku, je jedna ze sou°adnic nulová,
pokud leºí vn¥ daného trojúhelníku, je alespo¬ jedna ze sou°adnic záporná. Pokud
v²echny t°i hmoty vynásobíme stejnou konstantou, jejich t¥ºi²t¥ se nezm¥ní.
Barycentrické sou°adnice bodu proto nejsou ur£eny jednozna£n¥, jednozna£n¥
je ur£en pouze jejich pom¥r m1 : m2 : m3.

24Viz Feuerbach K. W., Grundriÿ zu analytischen Untersuchungen der dreieckigen Pyramide,
In Commission bei Riegel und Wiesner, Nürnberg, 1827, 48 stran.

25Viz Bobillier É., Géométrie de situation. Démonstration de quelques théorèmes sur les
lignes et surfaces algébriques de tous les ordres, Annales de mathématiques pures et appliquées
18(1827/28), 89�98; Géométrie analytique. Recherche de quelques lieux géométriques, dans
l'espace, Annales de mathématiques pures et appliquées 18(1827/28), 230�248.

26Guldinovy v¥ty (téº Pappos�Guldinovy v¥ty) jsou pojmenovány po ²výcarském mate-
matikovi Paulu H. Guldinovi (1577�1643). Slouºí k výpo£tu povrchu a objemu rota£ních t¥les.
První Guldinova v¥ta °íká, ºe objem rota£ního t¥lesa je roven sou£inu obsahu rotujícího útvaru
a délky kruºnice, kterou p°i rotaci opisuje t¥ºi²t¥ rotujícího útvaru. Podle druhé Guldinovy v¥ty
je povrch rota£ního t¥lesa roven sou£inu obvodu rotujícího útvaru a délky kruºnice, kterou p°i
rotaci opisuje t¥ºi²t¥ rotujícího útvaru.
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V tomto sou°adném systému mají v²echny £leny rovnice n¥jaké k°ivky nebo
plochy stejný stupe¬, jsou tzv. homogenní (odtud název). Barycentrické sou°ad-
nice umoº¬ují charakterizovat i nekone£n¥ vzdálené body v projektivní rovin¥
a operovat s imaginárními prvky.

Obr. 25: Barycentrické sou°adnice

Vytvo°ením prvního významného p°íkladu homogenních sou°adnic vlastn¥
A. F. Möbius ukázal cestu, jak p°enést Descart·v analytický p°ístup do kon-
textu projektivní geometrie. Möbiova my²lenka uºití barycentrických sou°adnic
k popisu bod· projektivní roviny p°ipoutala okamºit¥ pozornost celé matematické
komunity. Homogenní sou°adnice se brzy staly obecn¥ pouºívaným prost°edkem
algebraické projektivní geometrie.

Plücker·v p°ístup

A. F. Möbius inspiroval nap°íklad Julia Plückera (1801�1868),27 který v £lánku
Über ein neues Coordinatensystem28 z roku 1830 poprvé p°edstavil tzv. trilineární
sou°adnice. Postupoval v²ak jinak neº A. F. Möbius. Uvaºoval t°i r·zné p°ímky
OO′, OO′′ a O′O′′, z nichº kaºdé dv¥ jsou r·znob¥ºné, a za sou°adnice libovolného
bodu M roviny vzal orientované kolmé vzdálenosti p, q, r bodu M od daných
p°ímek (viz obr. 26, na n¥mº pro sou°adnice vnit°ního bodu M ostroúhlého troj-
úhelníku OO′O′′ platí: p > 0, q < 0, r < 0). Tyto sou°adnice op¥t nejsou ur£eny
jednozna£n¥ (závisí na volb¥ jednotky), jsou ur£eny aº na násobek libovolnou
nenulovou konstantou.

Ve druhém svazku dvoudílné knihy Analytisch-geometrische Entwicklungen29

zavedl J. Plücker obecné homogenní sou°adnice projektivního prostoru, jimiº lze
27 Julius Plücker byl dal²ím významným p°edstavitelem algebraické projektivní geometrie.

Studoval na univerzitách v Bonnu a v Pa°íºi. Roku 1825 v Bonnu obhájil svou diserta£ní práci.
V letech 1828 aº 1831 p·sobil jako mimo°ádný profesor matematiky na univerzit¥ v Bonnu,
v letech 1832 aº 1834 jako °ádný profesor matematiky na univerzit¥ v Berlín¥. Od roku 1836
aº do své smrti zastával místo °ádného profesora matematiky a fyziky na univerzit¥ v Bonnu.
A£koliv jeho nejvýznamn¥j²í práce spadají do oblasti matematiky, sám se povaºoval spí²e za
experimentálního fyzika. V¥noval se krystalomagnetismu a spektrální teorii. V roce 1859 objevil
katodové paprsky, jeº vznikají ve výbojové trubici za sníºeného tlaku.

28Viz Journal für die reine und angewandte Mathematik 5(1830), 1�36.
29Viz Plücker J., Analytisch-geometrische Entwicklungen, Zweiter Band, G. D. Baedeker,

Essen, 1831, 293 stran.
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popsat také p°ímky a roviny. Uvaºoval speciální p°ípad trilineárních sou°ad-
nic, který odpovídá situaci, kdy se jedna strana trojúhelníku stane p°ímkou
v nekone£nu. Tyto sou°adnice (x1, x2, x3) získáme z obvyklých kartézských sou°ad-
nic (x, y) substitucí

x =
x1
x3
, y =

x2
x3
.

Rovnice kaºdé k°ivky je pak homogenní v sou°adnicích (x1, x2, x3).

Obr. 26: Trilineární sou°adnice

Homogenní sou°adnice umoºnily J. Plückerovi algebraicky charakterizovat
nekone£n¥ vzdálené (nevlastní) a imaginární prvky (p°ímka v nekone£nu má
v tomto homogenním sou°adném systému rovnici x3 = 0) a vedly k zavedení
p°ímkových sou°adnic. Má-li rovnice p°ímky tvar u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0, p°ed-
stavuje trojice £ísel (u1, u2, u3) tzv. p°ímkové sou°adnice této p°ímky. Tuto rovni-
ci m·ºeme chápat jednak jako podmínku, za níº prom¥nný bod (x1, x2, x3) leºí
na pevn¥ dané p°ímce ur£ené sou°adnicemi (u1, u2, u3), jednak jako podmínku,
za níº prom¥nná p°ímka ur£ená sou°adnicemi (u1, u2, u3) prochází pevn¥ daným
bodem (x1, x2, x3). Ze symetrie výrazu u1x1 + u2x2 + u3x3 tak J. Plücker analy-
ticky odvodil platnost principu duality. Plückerovo jméno nese ²est homogenních
sou°adnic pij = xiyj − xjyi p°ímky v prostoru, která prochází body (xi) a (yi),
a£koliv je jako první zavedl H. G. Grassmann roku 1844 ve své knize Die lineale
Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik.

Na základ¥ analytického p°ístupu v geometrii p°edstavil J. Plücker je²t¥ jednu
zcela p·vodní my²lenku. Roku 1865 (podle n¥kterých zdroj· v²ak jiº v roce 1829)
poukázal na to, ºe geometrie nemusí být vystavena pouze na bodu jako základním
prvku; p°ímky, roviny nebo kruºnice lze rovn¥º uºít jako základní prvky n¥jaké
geometrie. Tato my²lenka vedla k prvním úvahám o dimenzi geometrie. Tento
pojem byl zaveden jako po£et nezávislých údaj·, kterých je pot°eba k popisu
polohy základního prvku uvaºované geometrie. Nap°. rovina je dvoudimenzionál-
ní, pokud uvaºujeme za základní prvky body nebo p°ímky, nebo´ bod v rovin¥
se zvolenou soustavou sou°adnic je ur£en dv¥ma sou°adnicemi, dv¥ma £ísly, stej-
n¥ jako p°ímka, jejíº polohu v rovin¥ m·ºeme jednozna£n¥ popsat pomocí úsek·,
které vytíná na obou sou°adných osách. Na druhé stran¥ je v²ak rovina trojdimen-
zionální, pokud za základní prvky uvaºujeme kruºnice, k jejichº jednozna£nému
popisu polohy jsou t°eba t°i údaje � sou°adnice jejího st°edu a polom¥r.
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J. Plücker pozd¥ji zobecnil Möbiovu my²lenku barycentrických sou°adnic ve
své knize Neue Geometrie des Raumes gegründet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement,30 v níº homogenní sou°adnice zavedl jako sou°adnice,
které se vztahují k základnímu £ty°st¥nu.

Sou£asný p°ístup

Pro porovnání uve¤me, ºe v dne²ní dob¥ se homogenní sou°adnice zavád¥jí
tak, ºe se v rovin¥ zvolí lineární soustava sou°adnic � bod P (po£átek) a dva
lineárn¥ nezávislé vektory

→
e1,

→
e2. Mimo danou rovinu se zvolí bod S (viz obr. 27).

Obr. 27: Homogenní sou°adnice

Kaºdá p°ímka procházející bodem S je krom¥ tohoto bodu jednozna£n¥ ur£ena
nenulovým sm¥rovým vektorem

→
x; tento vektor lze zapsat jako lineární kombinaci

vektor· P − S, →e1 a
→
e2:

→
x = x0(P − S) + x1

→
e1 + x2

→
e2 .

P°i hledání pr·se£íku X = [x, y] p°ímky s danou rovinou pak °e²íme rovnici

P + x
→
e1 + y

→
e2 = S + t

[
x0(P − S) + x1

→
e1 + x2

→
e2

]
,

neboli
P − S + x

→
e1 + y

→
e2 = tx0(P − S) + tx1

→
e1 + tx2

→
e2 .

Protoºe vektory P−S, →e1 a
→
e2 jsou lineárn¥ nezávislé, musí být spln¥ny následující

podmínky:
1 = tx0, x = tx1, y = tx2.

Je-li x0 nenulové, získáme jako pr·se£ík vlastní bod X =
[
x1
x0
, x2
x0

]
, je-li x0 rovno

nule, má uvaºovaná p°ímka s danou rovinou spole£ný nevlastní bod, neboli sm¥r
x1
→
e1 + x2

→
e2. Trojici £ísel (x0, x1, x2) nazýváme homogenní sou°adnice (vlastního

nebo nevlastního) bodu projektivní roviny; jsou ur£eny aº na násobek libovolnou
nenulovou konstantou. Dá se ukázat, ºe Möbiovy barycentrické sou°adnice jsou
jejich speciálním, limitním p°ípadem, kdy vztaºný bod S uvaºujeme v nekone£nu.

30Viz Plücker J., Neue Geometrie des Raumes gegründet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement, Erste Abtheilung, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1868,
226 stran, Zweite Abtheilung, Herausgegeben von Felix Klein, Druck und Verlag von B. G. Teub-
ner, Leipzig, 1869, str. 227�378.
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2.4 Geometrické transformace

Celá kniha Der barycentrische Calcul je rozd¥lena do t°í tematických £ástí. První
£ást (9 kapitol, str. 3�178) p°ipomíná pojem t¥ºi²t¥ a jeho vlastnosti a zavádí
novou metodu barycentrického po£tu pro ur£ení polohy bod·. Dále se zabývá
vyjád°ením p°ímek, rovin, k°ivek (rovinných i prostorových) a ploch v t¥chto
nových sou°adnicích a p°evodem mezi barycentrickými a kartézskými sou°adni-
cemi. Druhá £ást (8 kapitol, str. 179�368) se v¥nuje geometrickým transformacím,
t°etí £ást (5 kapitol, str. 369�454) se týká kuºelose£ek.

V následujících odstavcích se zam¥°íme na Möbi·v p°ístup ke geometrickým
transformacím a p°ipomeneme jeho st¥ºejní my²lenky. V Barycentrickém po£tu
p°edstavil obecný koncept geometrické transformace, zam¥°il se na vy²et°ování
transformací zprost°edkujících p°echod od jednoho geometrického útvaru k druhé-
mu. Geometrickou transformaci, tj. vzájemn¥ jednozna£né zobrazení mezi dv¥-
ma objekty prostoru, nazýval termínem Verwandtschaft (p°íbuznost).31 Základní
�geometrické p°íbuznosti� byly tehdy v²estrann¥ studovány, a proto se brzy ob-
jevila otázka jejich klasi�kace, jíº se A. F. Möbius ve své knize zabýval.

V p°edmluv¥ nejprve popsal, jak v n¥m velké moºnosti barycentrických sou°ad-
nic podnítily zájem o studium geometrických p°íbuzností. To ho vedlo ke zkou-
mání vztah· mezi dv¥ma geometrickými útvary, a tak �vznikla druhá £ást jeho
knihy pojednávající o geometrických p°íbuznostech jako o nauce, která v sob¥
zahrnuje základy ve²keré geometrie a která by byla jednou z nejobtíºn¥j²ích, kdy-
by m¥la být zpracována v plné obecnosti a do v²ech d·sledk·� . Poukázal p°itom
na skute£nost, ºe v dané dob¥ se pozornost soust°edí pouze na nejjednodu²²í typy
geometrických p°íbuzností, speciáln¥ na ty, které mají své vyuºití v elementární
geometrii.

Zugleich aber wurde ich dadurch bewogen, noch mehrere dergleichen
Beziehungen zwischen Figuren auszumitteln, und somit entstand der
zweite Abschnitt meines Buchs, welcher von den geometrischen Ver-
wandtschaften handelt, einer Lehre, welche in dem hier gebrauchten
Sinne die Grundlage der ganzen Geometrie in sich fasst, die aber auch
eine der schwierigsten seyn möchte, wenn sie in völliger Allgemein-
heit und erschöpfend vorgetragen werden soll. Im Gegenwärtigen sind
nur die einfachsten Arten der Verwandtschaften betrachtet worden,
diejenigen nämlich, welche auch in der niedern Geometrie in Anwen-
dung kommen können. ([M2], str. x)

V p°edmluv¥ téº uvedl následující typy geometrických p°íbuzností: shodnost
(die Gleichheit und Aehnlichkeit),32 podobnost (die Aehnlichkeit), a�nitu (die
A�nität) a kolineaci (die Collineation), a vysv¥tlil jejich vzájemný vztah.33

31 Jedná se nejspí²e o n¥mecký p°eklad Eulerova ozna£ení a�nitas.
32A. F. Möbius pro �shodné� útvary i v první polovin¥ 19. století stále uºívá d°ív¥j²í termín

�shodné a podobné� . Termín �shodný� (gleich = stejný, rovný) vyjad°ující vztah mezi dv¥ma
útvary pouºíval ve smyslu �rovnoplochý� . Viz [M2], str. 213: Zwei Dreiecke p�egt man einander
gleich zu nennen, wenn sie einerlei Flächeninhalt haben.

33 Termín a�nita zavedl L. Euler v díle Introductio in analysin in�nitorum z roku 1748.
Ozna£ení kolineace pouºil A. F. Möbius z podn¥tu svého p°ítele, �lologa Benjamina Gottholda
Weiskeho (1788�1842).
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Von diesen Aufgaben schein man bisher bloss diejenigen gekannt zu
haben, welche aus der Gleichheit und Aehnlichkeit, als der einfach-
sten Verwandtschaft, ihren Ursprung ziehen . . .Die Aufgaben, zu de-
nen die Aehnlichkeit allein führt, sind hiervon nicht wesentlich unter-
schieden. Wohl aber gelangt man zu Aufgaben ganz anderer Art durch
die A�nität und durch die Gleichheit, welche letztere eine eben so
specielle Art von der A�nität ist, als die Gleichheit und Aehnlichkeit
von der Aehnlichkeit allein. Noch andere Aufgaben endlich bietet die
noch allgemeinere Verwandtschaft der Collineation dar.

([M2], str. x�xi)

Shodnost a podobnost se podle A. F. Möbia podstatn¥ neli²í; toto tvrzení odpovídá
vlastnostem tzv. hlavní grupy pozd¥j²ího Erlangenského programu.34 Obecn¥j²í
jsou a�nity, které zahrnují shodnosti a podobnosti jako zvlá²tní p°ípady � to
odpovídá vztahu mezi a�nní a hlavní grupou. Je²t¥ obecn¥j²í jsou kolineace. Také
zde A. F. Möbius p°edjímal, p°irozen¥ bez uºití termínu grupa a bez výslovného
grupového uvaºování, za£len¥ní a�nní geometrie do geometrie projektivní.

Barycentrický po£et obsahuje mnoho p·vodních výsledk· z oblasti a�nní a pro-
jektivní geometrie. Barycentrické sou°adnice umoºnily A. F. Möbiovi popsat celou
°adu a�nních a projektivních vlastností dvou- a t°ídimenzionálních objekt·. Proto
významnou £ást své práce v¥noval a�nním a projektivním transformacím, které
poprvé zapisoval analyticky v barycentrických sou°adnicích.35 Uvaºoval obecn¥
v²echny spojité transformace roviny, které zachovávají linearitu, tj. p°ímky zob-
razují op¥t na p°ímky. Zvlá²tní pozornost pak v¥noval n¥kolika speciálním typ·m
lineárních transformací � shodnostem, které navíc zachovávají délky úse£ek, po-
dobnostem, které zachovávají tvary objekt·, a�nitám, které zachovávají rovnob¥º-
nost, a kolineacím, které zachovávají kolineárnost bod·.

Shodné útvary de�noval A. F. Möbius jako takové útvary, u nichº vzájemné
vzdálenosti mezi kaºdými dv¥ma body jednoho útvaru a odpovídajícími body
druhého útvaru jsou stejné. Vlastní podobnost pak nep°esn¥ p°iblíºil jako vztah
mezi dv¥ma útvary, z nichº jeden lze chápat jako �opakování druhého útvaru ve
v¥t²ím nebo men²ím m¥°ítku� ; p°esn¥ji °e£eno jako zobrazení, které zachovává
pom¥r vzdáleností mezi body jednoho útvaru a odpovídajícími body druhého
útvaru.

Wenn in zwei Figuren jedem Punkte der einen Figur ein Punkt der
andern entspricht, dergestalt, dass der gegenseitige Abstand je zweier
Punkte der einen Figur dem gegenseitigen Abstande der entsprechen-
den Punkte in der andern Figur gleich ist, so sind die Figuren einan-
der gleich und ähnlich. . . . Weniger einfach und von grösserer Aus-
dehnung ist die blosse Aehnlichkeit. Hier kann man die eine Figur
als eine Wiederholung der andern nach einem grössern oder kleinern
Maÿstabe betrachten, oder bestimmter: Zwei Figuren sind einander
ähnlich, wenn die gegenseitigen Abstände je zweier Punkte der einen

34O Erlangenském programu podrobn¥ pojednává kapitola 4 této diserta£ní práce.
35 Projektivní transformace lze vyjád°it jako lineární transformace barycentrických sou°adnic.
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Figur in denselben Verhältnissen zu einander stehen, als wie die Ab-
stände der entsprechenden Punkte in der andern.

([M2], str. 181, 187)

Krom¥ shodnosti a podobnosti A. F. Möbius podrobn¥ vy²et°oval a�nitu.
Toto zobrazení p°iblíºil s vyuºitím barycentrických sou°adnic. Jsou-li v rovin¥
dány t°i nekolineární body A, B, C (die Fundamentalpunkten), lze kaºdý bod
roviny ABC vyjád°it jako n¥jakou jejich lineární kombinaci aA + bB + cC, kde
a, b, c ∈ R. Nech´ bod·m A, B, C jednoho útvaru odpovídají po °ad¥ body A′,
B′, C ′ druhého útvaru (viz obr. 28). Potom libovolnému bodu D = aA+ bB+ cC
odpovídá ve stejném zobrazení bod D′ = aA′ + bB′ + cC ′, jenº A. F. Möbius
na²el následujícím zp·sobem: Sestrojil pr·se£ík Z p°ímek AB a CD, úse£ku A′B′

prodlouºil za bod B′ a na²el na jejím prodlouºení bod Z ′ tak, aby pro délky úse£ek
platila rovnost pom¥r· |A′B′| : |B′Z ′| = |AB| : |BZ|. Dále sestrojil úse£ku C ′Z ′
a na²el na ní bod D′ tak, aby platilo |C ′D′| : |D′Z ′| = |CD| : |DZ|.

Obr. 28: A�nita v Möbiov¥ Barycentrickém po£tu
(viz [BKS], Fig. 29, str. 178)

Analyticky lze uvaºované a�nní zobrazení popsat následujícím zp·sobem.
Nech´ A, B, C, P a A′, B′, C ′, P ′ jsou dv¥ £tve°ice navzájem si odpovídajících
bod· dvou útvar·; bodu P = pA+ qB+ rC odpovídá bod P ′ = pA′+ qB′+ rC ′,
kde p, q, r ∈ R. Zvolíme-li soustavu sou°adnic tak, ºe p°ímka CA bude osou x
a p°ímka CB bude osou y, má bod P vzhledem k této soustav¥ sou°adnice

x =
p

p+ q + r
|CA| , y =

q

p+ q + r
|CB| .

Analogicky zvolíme u druhého útvaru soustavu sou°adnic tak, ºe osou x bude
p°ímka C ′A′ a osou y p°ímka C ′B′. Potom sou°adnice bodu P ′ vzhledem k takto
zvolené soustav¥ sou°adnic lze vyjád°it ve tvaru

x′ =
p

p+ q + r
|C ′A′| , y′ =

q

p+ q + r
|C ′B′| ,
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neboli platí

x′ =
|C ′A′|
|CA|

x , y′ =
|C ′B′|
|CB|

y .36

V dal²ím odstavci odkázal na Eulerovu práci Introductio in analysin in�ni-
torum pojednávající o vý²e uvedeném vzájemném vztahu mezi dv¥ma útvary.
A. F. Möbius p°evzal Eulerovo ozna£ení a�nita, £ást textu z jeho knihy dokonce
ocitoval.

Von einer solchen gegenseitigen Beziehung der Figuren hat schon Eu-
ler gehandelt. . . .Der von Euler hier aufgestellte Begri� der A�nitas
ist also ganz mit dem vorhin entwickelten einerlei, und ich will daher
gleichfalls diese allgemeinere Verwandtschaft A�nität, und Figuren,
zwischen denen sie statt �ndet, a�ne Figuren nennen.

([M2], str. 194�195)

V následujícím textu své úvahy o a�nitách analogicky roz²í°il i na trojrozm¥rné
útvary. Navíc mimo jiné ukázal, ºe se p°i a�nních transformacích zachovávají
pom¥ry orientovaných délek, obsah· i objem·.

Dva geometrické útvary mohou být navzájem je²t¥ v obecn¥j²ím vztahu, neº je
a�nita. Takové �nejobecn¥j²í� zobrazení A. F. Möbius nazval kolineace a de�noval
je jako zobrazení, které kolineární body zobrazí op¥t na kolineární body.

Das Wesen dieser neuen Verwandtschaft besteht also darin, dass bei
zwei ebenen oder körperlichen Räumen, jedem Punkte des einen Raums
ein Punkt in dem andern Raume dergestalt entspricht, dass, wenn man
in dem einen Raume eine beliebige Gerade zieht, von allen Punk-
ten, welche von dieser Geraden getro�en werden (collineantur), die
entsprechenden Punkte in dem andern Raume gleichfalls durch eine
Gerade verbunden werden können. Es ist deshalb diese Verwandtschaft
die Verwandtschaft der Collineation genannt worden. Figuren, zwi-
schen denen sie statt �ndet, heissen collinear verwandte, oder schlecht-
hin collineare Figuren. ([M2], str. 302)

Dále ukázal, ºe kolineace roviny je jednozna£n¥ ur£ena £ty°mi body, z nichº
ºádné t°i nejsou kolineární, a jejich p°edepsanými obrazy, z nichº op¥t ºádné t°i
nejsou kolineární. Nech´ bod·m A, B, C, D odpovídají v uvaºované kolineaci po
°ad¥ body A′, B′, C ′,D′ (viz obr. 29). Potom kaºdému bodu p°ímky AD odpovídá
ur£itý bod p°ímky A′D′, kaºdý bod p°ímky BC má sv·j jednozna£ný obraz na
p°ímce B′C ′ atd. Proto pr·se£íku p°ímek AD a BC, jenº je na obr. 29 ozna£en
jako bod E, musí odpovídat pr·se£ík p°ímek A′D′ a B′C ′, tj. bod E ′. Analogicky
lze tímto postupem získat dal²í dvojice odpovídajících si bod·; s vyuºitím nov¥
získaných dvojic bod· lze tento proces opakovat do nekone£na.

36 Poznamenejme, ºe v originále je na tomto míst¥ p°eklep; sou°adnice y′ je zapsána ve tvaru

y′ =
|C′B′|
|CB| x. Viz [M2], str. 194.
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Obr. 29: Kolineace v Möbiov¥ Barycentrickém po£tu
(viz [BKS], Fig. 49, str. 267)

A. F. Möbius dosp¥l jako první k ucelené teorii dvojpom¥ru £ty° kolineárních
bod· (v originále das Doppelschnittsverhältniss (ratio bissectionalis)) a k d·kazu
skute£nosti, ºe dvojpom¥r je invariantní p°i projektivních transformacích.37 Mimo
jiné ukázal, ºe dvojpom¥r £ty° kolineárních bod· A, B, C, D lze vyjád°it jako
pom¥r

sinAPB
sinAPC

:
sinBPD
sinCPD

,

kde P je libovolný bod roviny neleºící na uvaºované p°ímce (viz obr. 30).

Obr. 30: Dvojpom¥r £ty° kolineárních bod·

V Barycentrickém po£tu je na konci druhé £ásti v¥nované transformacím
v rámci záv¥re£ných poznámek obsaºena následující algebraická charakteristi-
ka geometrických p°íbuzností (viz tab. 1). Pro kaºdou ze £ty° základních geome-
trických p°íbuzností (shodnost, podobnost, a�nita, kolineace) je v tabulce uveden
p°esný po£et nezávislých údaj·, které je t°eba zadat pro soustavu n bod·, aby
bylo moºno ur£it jejich obrazy p°i daném zobrazení; sloupce I, II, III odpovídají
postupn¥ p°ípad·m, kdy zadané body leºí v jedné p°ímce, resp. v jedné rovin¥,
resp. v jednom prostoru.

37Viz [M2], Zweiter Abschnitt, Fünftes Capitel: Die Doppelschnittsverhältnisse, str. 243�265.
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I. II. III.

Gleichheit und Aehnlichkeit n− 1 2n− 3 3n− 6

Aehnlichkeit n− 2 2n− 4 3n− 7

A�nität n− 2 2n− 6 3n− 12

Collineation n− 3 2n− 8 3n− 15

Tab. 1: Algebraická charakteristika geometrických p°íbuzností
(upraveno podle [M2], str. 364)

Pokusíme se vysv¥tlit, jak byly získány alespo¬ n¥které výsledky z vý²e uve-
dené tabulky. Uvaºujme soustavu n bod· A, B, C, D, . . . , které leºí v jedné
p°ímce. P°i konstrukci shodné soustavy bod· leºících na n¥jaké p°ímce lze obraz
A′ bodu A zvolit zcela libovoln¥. Obraz B′ bodu B je pak ur£en na základ¥
vzdálenosti bod· A, B; musí platit rovnost |A′B′| = |AB|. Není p°itom podstat-
né, na kterou stranu od bodu A′ bod B′ na danou p°ímku umístíme. Také dal²í
obraz C ′ bodu C musí vyhovovat rovnosti |A′C ′| = |AC|, jeho poloha je v²ak
tentokrát ur£ena jiº jednozna£n¥ � umístíme jej bu¤ na stejnou, nebo na opa£-
nou stranu od bodu A′ jako bod B′, podle toho, zda body B a C leºí na stejné
polop°ímce s po£áte£ním bodem A, £i nikoliv. Je tedy z°ejmé, ºe po umíst¥ní
obrazu A′ prvního bodu je pro nalezení obrazu kaºdého ze zbylých n − 1 bod·
zapot°ebí znát jeho vzdálenost od bodu A. Ke konstrukci celé soustavy obraz· je
tak t°eba zadat celkem n− 1 údaj·.

Pokud body A, B, C, D, . . . nejsou kolineární, ale leºí v jedné rovin¥, lze
polohu bodu A′ v uvaºované rovin¥ op¥t zvolit libovoln¥. Bod B′ pak musí leºet
ve vzdálenosti |AB| od bodu A′, tj. je libovolným bodem kruºnice se st°edem
v bod¥ A′ a polom¥rem |AB|; tuto kruºnici ozna£íme k(A′; |AB|). Bod C ′ pak
najdeme jako jeden (libovolný) z pr·se£ík· kruºnic k(A′; |AC|) a k(B′; |BC|).
Bod D′ musí být pr·se£íkem kruºnic k(A′; |AD|) a k(B′; |BD|) � tentokrát v²ak
zvolíme ten z obou pr·se£ík·, který leºí bu¤ ve stejné, nebo v opa£né polorovin¥
ur£ené p°ímkou A′B′ jako bod C ′, podle toho, zda body C a D leºí ve stejné
polorovin¥ ur£ené p°ímkou AB, £i nikoliv. Obecn¥ pro soustavu n bod· tedy
platí: Po umíst¥ní obrazu prvního bodu je k ur£ení obrazu druhého bodu zapot°ebí
jeden údaj (jedna vzdálenost). Nalezení obrazu kaºdého ze zbylých n − 2 bod·
pak vyºaduje znalost dvou údaj· (dvou vzdáleností), £ili celkem je t°eba zadat
1+2(n−2) = 2n−3 údaj·. Analogicky pro body trojrozm¥rného prostoru, které
nejsou ani kolineární, ani komplanární, získáme 1 + 2 + 3(n− 3) = 3n− 6 údaj·
(vzdáleností) pot°ebných pro konstrukci shodné soustavy bod·.

Ke konstrukci podobné soustavy bod· leºících jak na p°ímce, tak v rovin¥
nebo v prostoru bude zapot°ebí vºdy práv¥ o jeden údaj mén¥ neº v p°ípad¥
shodnosti, nebo´ u podobnosti posta£í znát pouze pom¥ry jedné z vý²e uvedených
vzdáleností k ostatním vzdálenostem.
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Konstrukce a�nního obrazu v p°ípad¥ n bod· v rovin¥ bude probíhat násle-
dujícím zp·sobem. Prvním t°em bod·m A, B, C lze obrazy A′, B′, C ′ p°edepsat
libovoln¥. Dal²ímu bodu D v²ak jiº musíme p°i°adit bod D′ tak, aby z·staly
zachovány pom¥ry obsah· trojúhelník·:

D′B′C ′ : D′C ′A′ = DBC : DCA, D′C ′A′ : D′A′B′ = DCA : DAB.

Tato dvojitá podmínka musí platit pro kaºdý ze zbylých n−3 bod·, proto celkový
po£et pot°ebných údaj· je roven 2(n− 3) = 2n− 6. Ostatní údaje z tabulky jiº
ponecháme bez komentá°e.

A. F. Möbius v pozd¥j²ích letech n¥které základní my²lenky o geometrických
transformacích dále rozvedl a roz²í°il na dal²í �p°íbuznosti� . Jako první uvaºo-
val obecné projektivní transformace prostoru, které bod·m p°i°azují roviny, spec.
kolineární body zobrazují do koaxiálních rovin, tj. do svazku rovin. Takové trans-
formace nazýval korelace � pouºil termín, jenº zavedl L. N. Carnot. V roce 1858 se
obrátil k úvahám o tzv. elementárních p°íbuznostech (homeomor�smech), které
jsou je²t¥ obecn¥j²í neº kolineace. Tyto úvahy dnes spadají do oblasti topologie.

V první polovin¥ 19. století se poprvé objevily významn¥j²í úvahy týkající
se vícerozm¥rné geometrie. A. F. Möbius v této souvislosti v Barycentrickém
po£tu poukázal na skute£nost, ºe geometrické objekty, které nelze vzájemn¥ zob-
razit na sebe v trojrozm¥rném prostoru, nebo´ jsou svými zrcadlovými obrazy,
by mohly být na sebe zobrazeny ve £ty°rozm¥rném prostoru. Dále v²ak tuto
my²lenku zamítl a uvedl, ºe toto zobrazení není moºné, nebo´ takový prostor
nelze uvaºovat.

Zur Coincidenz zweier sich gleichen und ähnlichen Systeme im Raume
von drei Dimensionen: A,B,C,D, . . ., und A′, B′, C ′, D′, . . ., bei de-
nen aber die Punkte D,E, . . . und D′, E ′, . . . auf ungleichnamigen
Seiten der Ebenen ABC und A′B′C ′ liegen, würde also, der Analogie
nach zu schliessen, erforderlich seyn, dass man das eine System in
einem Raume von vier Dimensionen eine halbe Umdrehung machen
lassen könnte. Da aber ein solcher Raum nicht gedacht werden kann,
so ist auch die Coincidenz in diesem Falle unmöglich.

([M2], str. 185)

Nové algebraické metody obsaºené v Barycentrickém po£tu umoº¬ují obecné
°e²ení n¥kterých fundamentálních problém·, jako je ur£ení kuºelose£ky procháze-
jící danými body, resp. dotýkající se daných p°ímek. A. F. Möbius nalezl racio-
nální parametrické reprezentace kuºelose£ek, jako jeden z prvních matematik·
studoval k°ivky t°etího stupn¥ v trojrozm¥rném prostoru a jejich vlastnosti. Jed-
ním z jeho nejzajímav¥j²ích numerických výsledk· týkajících se kuºelose£ek je
teorém, podle n¥hoº pravd¥podobnost, ºe p¥t náhodn¥ zvolených bod· projek-
tivní roviny leºí na hyperbole, je nekone£n¥ v¥t²í neº pravd¥podobnost, ºe tyto
body leºí na elipse; pom¥r ur£ený úvahami je odmocnina z nekone£na ku jedné.
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... weil die Fläche einer sich in das Unendliche erstreckenden Parabel
sich zu der unendlichen Ebene, in welcher sie liegt, wie eine endliche
Grösse zu

√
∞ verhält, so kann man immer die Quadratwurzel aus

dem Unendlichen gegen ein Endliches wetten, dass fünf in einer Ebene
willkührlich genommene Punkte eher in einer Hyperbel, als in einer
Ellipse liegen. ([M2], str. 383)

A. F. Möbiovi se za jeho práci v oblasti geometrie dostalo uznání dvou velkých
matematik·. Carl Friedrich Gauss ozna£il Möbi·v nový, jednotící pohled na geo-
metrii jako jednu z nejrevolu£n¥j²ích intuicí v historii matematiky. Barycentrický
po£et umístil na stejnou úrove¬ jako svoji teorii kongruencí, jako diferenciální
po£et a Lagrange·v varia£ní po£et. Také Felix Klein (1849�1925) (spoluvydavatel
Möbiových sebraných spis·) ocenil Möbi·v p°ínos ke klasi�kaci geometrie, ozna£il
ho za svého p°edch·dce.

Wenn auch Moebius noch nicht den modern formulierten Gruppen-
begri� besitzt, so bietet doch der Begri� der �Verwandtschaft� ein
Äquivalent; Moebius wird dadurch genau zu einem Vorläufer des �Er-
langer Programms�. ([K9], Teil I, str. 118)

F. Klein povaºoval za vhodné uvést tuto skute£nost dodate£n¥ i v samotném
Erlangenském programu. V jednom z pozd¥j²ích vydání p°ipsal do p·vodní verze
z roku 1872 t°i nové poznámky pod £arou. Poslední z nich, za°azená na úplný
záv¥r textu, odkazuje na Möbiovy geometrické úvahy, jeº odpovídají základní
my²lence Erlangenského programu.

Im übrigen verweise ich gern noch, indem ich diesen Wiederabdruck
des Erlanger Programms abschlieÿe, auf die Arbeiten von Moebius
(die ich selbst erst nach ihrem inneren Zusammenhang erfaÿte, nach-
dem ich bei der von der sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften
in den Jahren 1885�1887 veranstalteten Gesamtausgabe seiner Werke
mitwirken durfte). Moebius hat den allgemeinen Gruppenbegri� und
auch viele der geometrischen Transformationen, die zu seiner Illustra-
tion im Erlanger Programm herangezogen werden, noch nicht gekannt,
aber er hat, von einem sicheren Gefühl geleitet, seine aufeinander-
folgenden geometrischen Arbeiten genau so eingerichtet, wie es dem
Grundgedanken des Programms entspricht. Schon im Mittelabschnitt
seines Baryzentrischen Kalkuls (1827) ordnet er die �geometrischen
Aufgaben� nach den �Verwandtschaften�der �Gleichheit� (Kongruenz),
�Ähnlichkeit� , �A�nität� und �Kollineation�. ([K8], str. 497)

V první polovin¥ 19. století v²ak v¥t²ina p·vodních my²lenek Barycentric-
kého po£tu, krom¥ zavedení barycentrických sou°adnic, z·stala bez v¥t²í odezvy.
S Möbiovými výsledky se v plném rozsahu seznámilo pouze n¥kolik ²pi£kových
matematik·. Michael J. Crowe v této souvislosti napsal:

Möbius' highly original and well-presented work was well received, with
Cauchy, Jacobi, Dirichlet, Steiner, Plücker, and Gauss all taking some
interest in it. However his methods never attained widespread use, and
no second edition of the work appeared . . . ([Cw], str. 50)
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Plného uznání a v²eobecného p°ijetí se Möbiovu ºivotnímu dílu v geometrii dosta-
lo aº pozd¥ji. Nedostatek formálního, zejména algebraického aparátu, kterým byly
teorie grup a teorie invariant·, neumoºnil A. F. Möbiovi uskute£nit zamý²lenou
klasi�kaci geometrie. K tomu dosp¥l aº F. Klein ve svém Erlangenském programu
(1872), o n¥mº bude pojednáno v samostatné kapitole.
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3. Cremonovy transformace

Národní obrození Itálie (italské Risorgimento) v letech 1848 aº 1860 znamenalo
téº obrození italské matematiky. �ada matematik· se v této dob¥ zapojila do boj·
proti rakouské nadvlád¥ a p°isp¥la k italské nezávislosti vedoucí aº ke sjednocení
Itálie po roce 1860. Jedním z aktivních ú£astník· války za italskou svobodu byl
Luigi Cremona, matematik, jenº poloºil základy teorie biracionálních transfor-
mací projektivního prostoru. Tyto transformace, jeº jsou po n¥m pojmenovány,
mají velký význam v algebraické geometrii.

Od 60. let 19. století se velká pozornost v matematice soust°edila zejména na
studium algebraických k°ivek. Objevovaly se snahy sloºit¥j²í k°ivky nejprve trans-
formovat s cílem zjednodu²it popis jejich vlastností a vzájemných poloh. K tomu
lze velmi dob°e vyuºít práv¥ biracionální transformace, nebo´ umoº¬ují zmen²it
míru singularity dané k°ivky. Cremonovy transformace se v²ak brzy z pomoc-
ného nástroje staly samostatným objektem matematického zkoumání a podnítily
rozvoj nové ucelené oblasti algebraické geometrie. V¥nujme se proto nejprve jejich
autorovi.

Cremonovy ºivotní osudy jsou podrobn¥ popsány v n¥kolika publikacích.1

P°ipomeneme proto jen základní ºivotopisné a bibliogra�cké údaje, které nám
umoºní za°adit jeho práce a výsledky do dobového i odborného kontextu.

3.1 Luigi Cremona

Luigi Cremona2 se narodil 7. prosince 1830 v Pavii (Lombardie, dne²ní Itálie)
jako nejstar²í ze £ty° d¥tí právníka Gaudenzia Cremony. Z jeho sourozenc· se
dosp¥lého v¥ku doºil pouze bratr Tranquillo Cremona (1837�1878), významný
italský malí°, dal²í bratr a sestra zem°eli v raném mládí. L. Cremona absolvoval
s výborným prosp¥chem gymnázium v Pavii, poté ho politické události revolu£-
ního roku 1848 p°im¥ly dal²í studia p°eru²it. Jako vá²nivý italský vlastenec se
aktivn¥ zapojil do hnutí za svobodnou Itálii. Zú£astnil se mimo jiné ozbrojené
obrany Benátek p°ed vpádem rakouského vojska, a a£koliv 24. srpna 1849 Italové
rakouskému vojsku podlehli, mohli m¥sto opustit se ctí. L. Cremona se poté vrátil
do Pavie a na tamní univerzit¥ vystudoval pozemní stavitelství a architekturu.
Z profesor· ho nejvíce ovlivnil Francesco Brioschi (1824�1897).

V srpnu 1854 se L. Cremona oºenil s Elisou Ferrari, která v té dob¥ p·sobila
jako °editelka mate°ské ²koly v Gênes.3 Spole£n¥ vychovali t°i d¥ti, syna Vittoria
a dcery Elenu a Italu.

1Nap°. [Bt], [Lo2], [LC] a [Pr], str. 116�143; relevantní informace poskytuje i webová stránka
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/∼history/Biographies/Cremona.html.

2Celým jménem Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona.
3 L. Cremona se s Elisou Ferrari �seznámil� prost°ednictvím dopis·, jeº Elisa posílala svému

bratrovi Nicolovi Ferrari, který se spole£n¥ s L. Cremonou zú£astnil v letech 1848 aº 1849 boje
proti rakouské nadvlád¥.
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V této dob¥ do²lo ke zm¥n¥ vlády v Piemontu. Nová vláda pod vedením
Camilla Benso di Cavoura4 iniciovala sjednocení Itálie, av²ak Lombardie z·stávala
stále pod nadvládou Rakouska. L. Cremona, který proti rakouské okupaci bojoval
se zbraní v ruce, tak nem¥l ²anci získat o�ciální u£itelské místo, a proto p·sobil
jako soukromý u£itel u n¥kolika rodin v Pavii. P°itom se v¥noval matematickému
bádání a v zá°í 1855 sepsal sv·j první £lánek Sulle tangenti sfero-coniugate,5 který
z°ejm¥ ovlivnil jeho dal²í p·sobení. Rozhodnutím ze dne 22. listopadu 1855 získal
povolení u£it na p°echodnou dobu fyziku na gymnáziu, kde sám d°íve studoval.
V kv¥tnu 1856 sepsal dal²í matematický £lánek Intorno ad un teorema di Abel,6

který mu spolu s pov¥stí výborného u£itele umoºnil získat dne 17. prosince 1856
místo mimo°ádného profesora na gymnáziu v Pavii. O m¥síc pozd¥ji, dne 17. ledna
1857, byl jmenován °ádným profesorem na gymnáziu v Cremon¥, kde setrval
necelé t°i roky.

Cremonovo p·sobení na obou ²kolách v²ak nebylo nijak jednoduché. Jeho
pozice na gymnáziu v Pavii byla nejistá, na gymnáziu v Cremon¥ zase u£il mate-
matiku v ²esti ro£nících, coº týdn¥ obná²elo celkem 17 hodin. Navíc v této dob¥
stále chyb¥ly kvalitní italsky psané u£ebnice, proto L. Cremona pro své ºáky ve
volných chvílích je²t¥ sepisoval pomocné u£ební texty.

Roku 1859 se Itálie s pomocí Francie vymanila z rakouského vlivu,7 Lom-
bardie byla odstoupena a p°ipojena k Piemontu. L. Cremona jiº proto nemusel
z politických d·vod· z·stávat v ústraní. Dne 28. listopadu 1859 nastoupil jako
profesor na Liceo S. Alessandro v Milán¥, dne 10. £ervna 1860 byl na základ¥
královského výnosu jmenován °ádným profesorem vy²²í geometrie na univerzit¥
v Bologni. Navzdory £asov¥ náro£né výuce na gymnáziu L. Cremona je²t¥ p°ed
svým jmenováním univerzitním profesorem publikoval 18 matematických prací
v¥novaných zejména studiu k°ivek pomocí metod projektivní geometrie.

Na univerzit¥ v Bologni setrval aº do °íjna 1867. B¥hem této doby publiko-
val 45 prací8 a rozvinul teorii biracionálních transformací, pozd¥ji známých jako
tzv. Cremonovy transformace. Jeho nejvýznamn¥j²í práce v¥nované transforma-
cím rovinných k°ivek pocházejí z let 1863 aº 1865. Roku 1866 za n¥ získal tzv.
Steinerovu cenu (the Steiner Prize).9

4Camillo Benso di Cavour (1810�1861), italský politik, zakladatel italské liberální strany,
dne 4. listopadu 1852 byl zvolen p°edsedou vlády Piemontu. Stal se historicky prvním p°edse-
dou italské vlády, od 23. b°ezna do 7. £ervna 1861 zastával funkci ministra zahrani£ních v¥cí
a námo°nictva. Byl autorem n¥kolika reforem, zaloºil politické noviny Il Risorgimento (Turin,
1847). Zem°el necelé t°i m¥síce po vyhlá²ení spojeného italského království.

5Viz Annali di scienze matematiche e �siche 6(1855), 382�392.
6Viz Annali di scienze matematiche e �siche 7(1856), 99�105.
7 Italská válka za nezávislost byla ukon£ena podepsáním míru ve Villafranca dne 11. £er-

vence 1859. Spojené italské království bylo o�ciáln¥ vyhlá²eno dne 17. b°ezna 1861.
8Dodejme, ºe mezi t¥mito pracemi je mimo jiné 16 £lánk· v¥novaných °e²ení úloh uve°ej-

n¥ných v £asopise Nouvelles Annales, 8 knih p°ehledového charakteru a 4 historické £lánky
sepsané na podporu výzkumu v oblasti geometrie.

9 Cena byla pojmenována na po£est významného ²výcarského matematika Jacoba Steinera
(1796�1863), který se v¥noval zejména syntetické a projektivní geometrii a v¥t²inu ºivota vyu£o-
val na berlínské univerzit¥. Podle jeho poslední v·le m¥la být ud¥lována Berlínskou akademií
v¥d kaºdé dva roky za nové výsledky v oblasti syntetické geometrie. Byla dotována £ástkou
24 000 n¥meckých marek, coº v té dob¥ p°edstavovalo £ástku vy²²í neº byl pr·m¥rný ro£ní
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V °íjnu 1867 byl L. Cremona na Brioschiho doporu£ení novým královským
výnosem povolán p°edná²et vy²²í geometrii na Regio Istituto Tecnico Superiore di
Milano (nyní Politecnico di Milano), kde mu byl v listopadu 1872 ud¥len titul °ád-
ného profesora. Toto období je v jeho ºivot¥ povaºováno za vysoce tv·r£í. Sepsal
°adu p·vodních £lánk· v¥novaných kuºelose£kám, rovinným k°ivkám, rozvinutel-
ným plochám, plochám t°etího a £tvrtého stupn¥, projektivní geometrii i statice.

Roku 1873 bylo L. Cremonovi nabídnuto místo generálního tajemníka nov¥
ustavené italské vlády. A£koliv si této nabídky jako oddaný italský vlastenec velmi
váºil, odmítl ji, nebo´ se cht¥l v¥novat matematickému bádání. Dne 9. °íjna 1873
p°esídlil do �íma, kde byl královským výnosem jmenován °editelem a profesorem
nov¥ zaloºené ²koly Scuola degli ingegneri in Roma. Pokud doufal, ºe odmítnutí
vstupu do politiky mu umoºní pokra£ovat ve v¥decké práci, brzy shledal, ºe ho
administrativní a u£itelské povinnosti, zejména °ízení nové ²koly, pln¥ zam¥stná-
vají a na vlastní práci v matematice mu nezbývá skoro ºádný £as. Proto souhlasil
s návrhem, jehoº autory byli Enrico Betti (1823�1892) a Ulisse Dini (1845�1918)
a který podpo°il také Eugenio Bertini (1846�1933), aby p°e²el na stolici vy²²í geo-
metrie na univerzitu v Pise. Av²ak tehdej²í ministr ²kolství necht¥l p°ijít o Cre-
monovu spolupráci b¥hem jeho p·sobení v �ím¥, proto se zasadil o to, aby byl
v listopadu 1877 p°ijat na stolici vy²²í matematiky na univerzit¥ v �ím¥.

L. Cremona v²ak cítil, ºe by m¥l p°eci jen vstoupit do politiky. Dne 16. b°ezna
1879 byl zvolen senátorem, a tím jeho matematické bádání skon£ilo. V následu-
jících letech p·sobil ve funkci ministra ²kolství, jeho zásluhou byla projektivní
geometrie v bohaté hodinové dotaci za°azena do výuky na italských vysokých
²kolách matematicko-fyzikálního a technického zam¥°ení. Svou politickou kariéru
zakon£il jako víceprezident senátu. Zem°el na infarkt 10. £ervna 1903 v �ím¥.

B¥hem ºivota se mu dostalo n¥kolika ocen¥ní, byl £lenem °ady v¥deckých
spole£ností. V roce 1879 byl jmenován dopisujícím £lenem Královské spole£nosti
v Londýn¥ a roku 1883 £lenem Královské spole£nosti v Edinburghu. Dále byl
generálním tajemníkem královské Lombardské akademie v¥d v Milán¥, £lenem
italské spole£nosti �£ty°iceti� , £lenem akademií a u£ených spole£ností v Bologni,
Neapoli, Göttingen, Lisabonu, Benátkách i v Praze, mimo jiné od roku 1871
prvním zahrani£ním £estným £lenem Jednoty £eských mathematik·.

L. Cremona svými pracemi významn¥ ovlivnil nejen italskou geometrii, byl
jedním ze zakladatel· nové italské matematické ²koly. M¥l pov¥st výborného
p°edná²ejícího, vychoval n¥kolik ºák·, kte°í se sami pozd¥ji úsp¥²n¥ v¥novali geo-
metrii.10 Je autorem více neº stovky v¥deckých prací. V¥noval se zejména projek-

p°íjem u£itele. Poprvé byla ud¥lena roku 1866, kdy ji získal L. Cremona spole£n¥ s Rudolfem
Sturmem (1841�1919), jenº se v¥noval projektivní reprezentaci kubických ploch. L. Cremona
tuto cenu obdrºel je²t¥ v roce 1874 jako ocen¥ní vlastních geometrických výsledk·. V n¥kterých
letech cena ud¥lena nebyla, nebo´ Berlínská akademie neobdrºela ºádné vyhovující práce. Od
roku 1890 byla cena na návrh Leopolda Kroneckera (1823�1891) ud¥lována jednou za p¥t let
a bylo rozhodnuto, ºe v p°ípad¥, ºe ºádná z obdrºených prací nebude shledána vyhovující, bude
cena ud¥lena významné práci z oblasti geometrie sepsané b¥hem posledních deseti let. Dodejme
je²t¥, ºe roku 1900 byl jedním ze t°í ocen¥ných David Hilbert (1862�1943), který cenu získal za
svou práci Grundlagen der Geometrie z roku 1899.

10 Byli mezi nimi nap°. Eugenio Bertini, Giuseppe Veronese (1854�1917) a Giovanni Battista
Guccia (1855�1914).
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tivní a algebraické geometrii, diferenciálnímu a integrálnímu po£tu. Odvodil mimo
jiné vlastnosti projektivn¥ sdruºených útvar·, p°epracoval a dokázal °adu tvrzení
syntetické geometrie. Objevil navíc gra�cké metody °e²ení problém· statiky, tzv.
grafostatiky. Své práce publikoval zejména v £asopisech Annali di scienze mate-
matiche e �siche a Annali di matematica pura ed applicata. Druhý z £asopis·,
jenº v roce 1859 zaloºil F. Brioschi, od roku 1867 pomáhal redigovat. Cremonovy
£lánky se objevily i v matematických £asopisech ve Francii, N¥mecku a Anglii,
n¥které jeho významné práce byly p°eloºeny do dal²ích jazyk·. Jmenujme jeho
nejvýznamn¥j²í geometrické práce: Introduzione ad una teoria geometrica delle
curve piane,11 Sulle trasformazioni geometriche delle �gure piane12 v¥novaná Cre-
monovým transformacím, Preliminari di una teoria geometrica della super�cie,13

Elementi di geometria projettiva14 a Elementi di calcolo gra�co15.

Obr. 31: Luigi Cremona

Podstatná £ást Cremonovy poz·stalosti zahrnující mimo jiné jeho pracovní
i osobní korespondenci je uloºena v Mazziniho institutu v Janov¥.16 V souvis-
losti se studiem, podrobnou analýzou a t°íd¥ním dochovaných dokument· byla

11 Tipi Gamberini e Parmeggiani, Bologna, 1862, 128 stran; téº viz Memorie dell'Accademia
delle scienze dell'Istituto di Bologna 12(1862), 305�436.

12Viz Memorie dell'Accademia delle scienze dell'Istituto di Bologna 2(1863), 621�630,
5(1865), 3�35. �ást I. téº viz Annali di matematica pura ed applicata 6(1864), 153�168; nebo
Giornale di matematiche 1(1863), 305�311. �ást II. téº viz Giornale di matematiche 3(1865),
269�280, 363�376.

13 Tipi Gamberini e Parmeggiani, Bologna, 1866, 99 stran; téº viz Memorie dell'Accademia
delle scienze dell'Istituto di Bologna 6(1867), 91�136, 7(1867), 29�78.

14G. B. Paravia e comp., Torino, 1873, 184 stran.
15 Stamperia reale di G. B. Paravia e c., Torino, 1874, 77 stran.
16 Istituto Mazziniano di Genova, fond Legato Itala Cremona Cozzolino. Otcovu poz·stalost

janovskému institutu darovala Cremonova dcera Itala Cremona Cozzolino. Více viz Brigaglia A.,
Di Sieno S., The Luigi Cremona Archive of the Mazzini Institute of Genoa, Historia Mathe-
matica 38(2011), 96�110; základní informace viz [Be3], str. 63�64.
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v rámci výzkumného projektu zprovozn¥na webová stránka17 obsahující soupis
st¥ºejních p°ísp¥vk· o Cremonov¥ ºivot¥ a díle, v£etn¥ odkaz· na elektronické
verze n¥kterých jeho prací.

3.2 Cremonovy (biracionální) transformace

Ve 2. polovin¥ 19. století ve sv¥t¥ vrcholilo studium geometrických transforma-
cí, zájem matematik· se v této dob¥ obrátil k transformacím vy²²ích stup¬·,
speciáln¥ se d·raz kladl na tzv. biracionální transformace.

Biracionální transformací pro dv¥ nehomogenní sou°adnice rozumíme trans-
formaci ve tvaru

x′ = φ (x, y), y′ = ψ (x, y),

kde φ a ψ jsou racionální funkce prom¥nných x a y, které lze vyjád°it racionál-
ními funkcemi prom¥nných x′ a y′. V homogenních sou°adnicích x0, x1 a x2 mají
biracionální transformace tvar

x′i = Fi (x0, x1, x2), pro i = 0, 1, 2;

k nim inverzní transformace jsou pak tvaru

xi = Gi (x′0, x
′
1, x
′
2), pro i = 0, 1, 2,

kde Fi a Gi jsou homogenní polynomy n-tého stupn¥ v p°íslu²ných prom¥nných.18

Cremonovou transformací rozumíme kaºdou biracionální transformaci projek-
tivního prostoru nad t¥lesem K. Cremonovy transformace daného prostoru tvo°í
grupu, kterou nazýváme Cremonovou grupou. Z pohledu Kleinova Erlangenského
programu19 m·ºeme algebraickou geometrii jednodu²e charakterizovat jako teorii
invariant· algebraických k°ivek p°i biracionálních transformacích.

Nejjednodu²²ím netriviálním p°íkladem Cremonovy transformace je kruhová
inverze v rovin¥, která bodu X p°i°azuje bod X ′ na p°ímce SX podle vztahu
|SX| · |SX ′| = r2, kde S je st°ed a r je polom¥r zadané kruºnice. Pokud zvolíme
po£átek soustavy sou°adnic ve st°edu S dané kruºnice a ozna£íme-li X = [x, y]
a X ′ = [x′, y′], získáme analytické vyjád°ení kruhové inverze ve tvaru

x′ =
r2x

x2 + y2
, y′ =

r2y

x2 + y2
.

P°i kruhové inverzi se zobecn¥né kruºnice (p°ímky nebo kruºnice) zobrazí op¥t na
zobecn¥né kruºnice. Kruhová inverze byla první netriviální geometrickou trans-
formací, která byla v souvislosti s biracionálními transformacemi studována.

17Viz http://www.luigi-cremona.it/.
18 Termín biracionální transformace se n¥kdy pouºívá i v obecn¥j²ím smyslu, a to v p°ípad¥,

kdy transformace bod· n¥jaké k°ivky na jinou k°ivku je sice biracionální, ale není biracionální
v celé rovin¥. Nap°. transformace x′ = x2, y′ = y není sice vzájemn¥ jednozna£ná v celé rovin¥,
ale libovolnou k°ivku napravo od osy y zobrazuje na jinou k°ivku vzájemn¥ jednozna£n¥.

19O Erlangenském programu je podrobn¥ pojednáno v kapitole 4 této diserta£ní práce.
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Jiným p°íkladem Cremonových transformací jsou tzv. kvadratické biracionální
transformace roviny, které lze v nehomogenních sou°adnicích x, y vyjád°it jako
lineární lomená zobrazení daná p°edpisem

x′ =
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

, y′ =
a3x+ b3y + c3
a4x+ b4y + c4

.

Z nich je speciální pozornost v¥nována tzv. standardní kvadratické transformaci,
kterou lze zapsat ve tvaru

x′ =
1
x
, y′ =

1
y
,

nebo v homogenních sou°adnicích

x′0 = x1x2, x′1 = x0x2, x′2 = x0x1.

Jak kruhová inverze, tak kvadratické biracionální transformace roviny jsou
transformacemi 2. stupn¥.20 L. Cremona se ve své práci Sulle trasformazioni geo-
metriche delle �gure piane21 z let 1863 a 1865 zabýval problematikou konstrukce
obecné geometrické transformace libovolného stupn¥, tj. °e²il otázku, jak sestrojit
transformaci, která p°ímky zobrazí obecn¥ na k°ivky libovolného stupn¥. P°i té
p°íleºitosti odvodil základní rovnice, které musí spl¬ovat po£ty bod· spole£ných
v²em takovým k°ivkám.

Obr. 32: L. Cremona � Sulle trasformazioni geometriche delle �gure piane22

Uvaºujme dva geometrické útvary, jeden v rovin¥ P , druhý v rovin¥ P ′, a mezi
nimi vzájemn¥ jednozna£nou transformaci, tj. transformaci, která kaºdému bodu
útvaru P p°i°adí práv¥ jeden bod útvaru P ′ a naopak. Zajímá nás, jaké k°ivky
jednoho útvaru odpovídají p°i takovéto transformaci p°ímkám druhého útvaru.

Ozna£me písmenem n stupe¬ k°ivky, která v útvaru P ′ odpovídá libovolné
p°ímce útvaru P . Kaºdá p°ímka útvaru P je jednozna£n¥ ur£ena dv¥ma body,
proto je k°ivka n-tého stupn¥, která je jejím obrazem v uvaºované transformaci,

20 Stupn¥m transformace rozumíme stupe¬ k°ivky, na niº se p°i dané transformaci zobrazí
obecná p°ímka.

21Viz Memorie dell'Accademia delle scienze dell'Istituto di Bologna 2(1863), 621�630,
5(1865), 3�35. �ást I. téº viz Annali di matematica pura ed applicata 6(1864), 153�168; nebo
Giornale di matematiche 1(1863), 305�311. �ást II. téº viz Giornale di matematiche 3(1865),
269�280, 363�376.

22Úryvek viz Giornale di matematiche 1(1863), str. 305.
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jednozna£n¥ ur£ena obrazy t¥chto dvou bod·. K°ivky útvaru P ′ odpovídající
p°ímkám útvaru P tedy tvo°í geometrickou sí´ n-tého stupn¥ (libovolnými dv¥ma
body útvaru P ′ prochází jediná k°ivka).

K°ivka n-tého stupn¥ je obecn¥ ur£ena n(n+3)
2 nezávislými podmínkami. K°ivky

útvaru P ′ p°íslu²ející p°ímkám útvaru P tedy musí spl¬ovat n(n+3)
2 −2 = (n−1)(n+4)

2
spole£ných podmínek. Dv¥ p°ímky útvaru P mají spole£ný práv¥ jeden bod
(v p°ípad¥ rovnob¥ºných p°ímek uvaºujeme nevlastní bod), jeho obraz tak bude
pr·se£íkem jim odpovídajících k°ivek n-tého stupn¥. Dv¥ k°ivky n-tého stup-
n¥ v²ak mají obecn¥ spole£ných n2 bod· (v£etn¥ násobnosti), z £ehoº plyne, ºe
zbývajících n2 − 1 pr·se£ík· t¥chto k°ivek musí být spole£ných v²em k°ivkám
uvaºované sít¥.

Ozna£me symbolem xr po£et r-násobných bod· spole£ných v²em k°ivkám
uvaºované sít¥. Protoºe r-násobný, dv¥ma k°ivkám spole£ný bod zastupuje r2

jednoduchých pr·se£ík·, musí platit

x1 + 4x2 + 9x3 + 16x4 + . . .+ (n− 1)2 xn−1 = n2 − 1. (1)

Body spole£né v²em k°ivkám sít¥, jejichº po£et je x1 + x2 + x3 + . . .+ xn−1, tak
p°edstavují vý²e uvedených (n−1)(n+4)

2 spole£ných podmínek. P°itom r-násobný
bod má p°i ur£ování algebraických k°ivek hodnost r(r+1)

2 jednoduchých podmínek.
Musí proto platit

x1 + 3x2 + 6x3 + . . .+
n(n− 1)

2
xn−1 =

(n− 1)(n+ 4)
2

. (2)

L. Cremona v této souvislosti poznamenal, ºe stejné podmínky (1) a (2) pro po£ty
r-násobných bod· spole£ných v²em k°ivkám sít¥ získáme, kdyº místo p°ímek
v útvaru P budeme uvaºovat obecn¥ k°ivky libovolného stupn¥.

Tím je dokázáno, ºe k°ivky p°íslu²ející p°ímkám jednoho útvaru p°i Cremonov¥
transformaci, které tvo°í tzv. homaloidní sí´ transformace, musí mít spole£ný jistý
po£et (jednoduchých i vícenásobných) bod·, které nazýváme fundamentálními
body uvaºované transformace. Po£et fundamentálních bod· p°itom musí vyhovo-
vat rovnicím (1) a (2). Tyto rovnice mají obecn¥ více °e²ení � po£et °e²ení je
tím v¥t²í, £ím v¥t²í je £íslo n. Kaºdé °e²ení rovnic (1) a (2) pak ur£uje zvlá²tní
transformaci.

Ode£tením rovnic (1) a (2) získáme rovnici

x2 + 3x3 + . . .+
(n− 1)(n− 2)

2
xn−1 =

(n− 1)(n− 2)
2

, (3)

ze které vyplývá, ºe musí být xn−1 = 0 nebo xn−1 = 1. V p°ípad¥, ºe xn−1 = 1,
z rovnic dále plyne, ºe x2 = x3 = . . . = xn−2 = 0 a x1 = 2n− 2.
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Vidíme tak, ºe mezi v²emi transformacemi odpovídajícími dané hodnot¥ n je
obsaºena jedna, kterou bychom mohli nazvat �nejjednodu²²í� . P°i ní mají k°ivky
n-tého stupn¥ odpovídající p°ímkám spole£ný pouze jeden (n − 1)-násobný bod
a dále 2n− 2 jednoduchých bod·. Tato transformace se nazývá de Jonquièresova
transformace.23 Obecn¥ ji lze vyjád°it ve tvaru

x′ = x, y′ =
P (x) y +Q(x)
R(x) y + S(x)

,

kde P (x), Q(x), R(x), S(x) jsou polynomy neur£ité x nad t¥lesem K.

Pro ilustraci uve¤me n¥kolik p°íklad·.

Pro n = 2 p°echázejí rovnice (1) a (2) v jedinou rovnici x1 = 3. P°ímkám
útvaru P tedy v útvaru P ′ odpovídají k°ivky 2. stupn¥ (kuºelose£ky), které ve-
sm¥s procházejí t°emi pevnými body (jsou opsány pevnému trojúhelníku). Tato
transformace se nazývá transformace konická.

Pro n = 3 plynou z rovnic (1) a (2) rovnosti x1 = 4, x2 = 1. P°ímkám útvaru P
tedy v útvaru P ′ odpovídají k°ivky 3. stupn¥ mající spole£ný jeden dvojnásobný
pevný bod a £ty°i pevné jednoduché body.

Pro n = 4 mají rovnice (1) a (2) tvar x1+4x2+9x3 = 15, x1+3x2+6x3 = 12.
Tyto rovnice mají dv¥ °e²ení: x1 = 3, x2 = 3, x3 = 0 a x1 = 6, x2 = 0, x3 = 1.

Cremonovu transformaci lze získat rovn¥º sloºením libovolné posloupnosti ko-
lineací (tj. lineárních transformací) a standardních kvadratických transformací.
Obecné kvadratické transformace mají p°itom v teorii Cremonových transforma-
cí fundamentální význam. Podle tzv. Noetherova faktoriza£ního teorému24 totiº
platí:

Je-li t¥leso K algebraicky uzav°ené, lze kaºdou Cremonovu transfor-
maci projektivní roviny nad t¥lesem K sloºit z kone£né posloupnosti
kvadratických transformací.

Noether·v d·kaz25 je zaloºen na skute£nosti, ºe kaºdý svazek racionálních k°ivek
n-tého stupn¥ lze pomocí kvadratické transformace p°evést na svazek racionálních
k°ivek niº²ího stupn¥. Kone£nou posloupností kvadratických transformací lze tedy
kaºdý svazek racionálních k°ivek p°evést na svazek p°ímek.

23 Ernest de Jonquières (1820�1901), francouzský námo°ní d·stojník, jenº se v¥noval geo-
metrii.

24Max Noether (1844�1921), n¥mecký matematik, jeden ze zakladatel· algebraické geometrie.
Úryvky z n¥kolika n¥mecky psaných dopis·, jeº M. Noether roku 1871 zaslal L. Cremonovi, jsou
v anglickém p°ekladu oti²t¥ny v £lánku Menghini M., Notes on the Correspondence between
Luigi Cremona and Max Noether, Historia Mathematica 13(1986), 341�351. M. Noether se
v nich na L. Cremonu nej£ast¥ji obracel s dotazy na p°esné d·kazy n¥kterých Cremonových
tvrzení; v n¥kolika p°ípadech namítal, ºe Cremonovy d·kazy nejsou p°esv¥d£ivé a posta£ující, ºe
vyuºívají pouze nep°ímou metodu dedukce. Originály dopis· jsou uloºeny v Istituto Matematico
�Guido Castelnuovo� Università di Roma. Více viz Israel G., Nurzia L., Correspondence and
manuscripts recovered at the Istituto Matematico �G. Castelnuovo� of the University of Rome,
Historia Mathematica 10(1983), 93�97.

25Viz Noether M., Ueber Flächen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen, Mathema-
tische Annalen 3(1870), 161�227; Noether M., Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransforma-
tionen, Mathematische Annalen 5(1872), 635�639.
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Nezávisle na M. Noetherovi faktoriza£ní teorém objevili i William K. Cli�ord
(1845�1879) a Jacob Rosanes,26 jenº navíc dokázal, ºe kaºdá vzájemn¥ jedno-
zna£ná algebraická transformace roviny musí být Cremonovou transformací.27

V roce 1901 italský matematik Corrado Segre (1863�1924) ve svém £lánku
upozornil na nedostatky v d·kazu Noetherova faktoriza£ního teorému.28 Ital-
ský matematik Guido Castelnuovo (1865�1952) publikoval je²t¥ téhoº roku nový
d·kaz tohoto teorému, v n¥mº nejprve obecnou rovinnou Cremonovu transforma-
ci rozloºil do de Jonquièresových transformací a tyto transformace dále rozloºil do
kvadratických transformací.29 Ve své dob¥ byl tento postup povaºován za první
korektní a kompletní d·kaz Noetherova faktoriza£ního teorému.

Roku 1916 americký matematik James W. Alexander (1888�1971) proti vý²e
uvedenému d·kazu G. Castelnuova protestoval a p°edloºil vlastní d·kaz vyuºíva-
jící p°ímo kvadratické transformace.30 Názory na oba d·kazy se mezi matematiky
r·zní. N¥kte°í auto°i Castelnuov·v d·kaz pln¥ uznávají a Alexanderovy námitky
p°i£ítají jeho chybnému pochopení chování systém· k°ivek a mnoºin nekone£n¥
blízkých bod·.

V roce 1939 publikoval nový d·kaz Noetherova faktoriza£ního teorému n¥mecký
matematik Heinrich W. E. Jung (1876�1953). Ve svém £lánku Zusammensetzung
von Cremonatransformationen der Ebene aus quadratischen Transformationen31

dokázal tvrzení, ºe kaºdou Cremonovu transformaci roviny lze sloºit z kone£ného
po£tu tzv. zám¥nných a fundamentálních transformací. Zám¥nnou transformací
(v originále die Vertauschungstransformation) rozum¥l transformaci

x′ = y, y′ = x,

která navzájem zam¥ní ob¥ prom¥nné. Fundamentální transformace (v originále
die Fundamentaltransformation) jednu prom¥nnou zachovává, její obecné analy-
tické vyjád°ení má tvar

x′ = x, y′ =
a0 + a1x+ a2y + a3xy

b0 + b1x+ b2y + b3xy
=

f0
f∞

,

kde ai, bi jsou konstanty, polynomy f0, f∞ jsou nesoud¥lné a podíl f0
f∞

není kon-
stantní, ani nezávisí jenom na prom¥nné x.

26 Jacob Rosanes (1842�1922), n¥mecký matematik, v¥noval se algebraické geometrii a teorii
invariant·; byl také ²achovým mistrem.

27Viz Rosanes J., Ueber diejenigen rationalen Substitutionen, welche eine rationale
Umkehrung zulassen, Journal für die reine und angewandte Mathematik 73(1871), 97�110.

28Viz Segre C., Un'osservazione relativa alla riducibilità delle trasformazioni Cremoniane
e dei sistemi lineari di curve piane per mezzo di trasformazioni quadratiche, Atti della reale
Accademia delle scienze di Torino 36(1901), 645�651.

29Viz Castelnuovo G., Le trasformazioni generatrici del gruppo cremoniano nel piano, Atti
della Reale Accademia delle scienze di Torino 36(1901), 861�874.

30Viz Alexander J. W., On the factorization of Cremona plane transformations, Transactions
of the American Mathematical Society 17(1916), 295�300.

31Viz Journal für die reine und angewandte Mathematik 180(1939), 97�109.
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V teorii Cremonových transformací lze rovn¥º dokázat, ºe libovolný biregu-
lární automor�smus a�nního prostoru nad t¥lesem K lze roz²í°it na Cremonovu
transformaci. Grupa v²ech automor�sm· a�nního prostoru je totiº podgrupou
Cremonovy grupy. Grupa v²ech automor�sm· a�nní roviny nad t¥lesem K je
generována podgrupou a�nních transformací a podgrupou transformací tvaru

x′ = ax+ b, y′ = cy +Q(x),

kde a, b, c ∈ K, p°itom a, c 6= 0, a Q(x) je polynom neur£ité x nad t¥lesem K.
Struktura grupy v²ech automor�sm· a�nního prostoru dimenze n nad t¥lesem K
není pro n ≥ 3 obecn¥ dosud známa.

Cremonovy transformace obecn¥ nezachovávají stupe¬32 ani t°ídu33 algebraic-
kých k°ivek, av²ak zachovávají jejich rod34. Vyuºívají se proto k redukci singularit
rovinných algebraických k°ivek.

Záv¥rem p°ipojme alespo¬ n¥kolik slov o Cremonových transformacích více-
dimenzionálních prostor·, které jsou sloºit¥j²í neº transformace roviny. Hlavním
d·vodem je skute£nost, ºe zatímco Cremonova transformace roviny je stejného
stupn¥ jako její inverze, v prostoru jiº Cremonova transformace a její inverze
nemusí být nutn¥ stejného stupn¥. L. Cremona ve své práci uvedl jako p°í-
klad kvadratickou transformaci, jejíº inverzí je transformace kubická. Nejvýznam-
n¥j²ím obecným výsledkem týkajícím se Cremonových transformací v trojrozm¥r-
ném prostoru je tzv. Hudsonové faktoriza£ní teorém:35

V trojrozm¥rném prostoru neexistuje kone£ná mnoºina typ· Cremono-
vých transformací, z nichº by bylo moºno sloºit libovolnou Cremonovu
transformaci tohoto prostoru.

Ve vícedimenzionálních prostorech tedy obdoba Noetherova faktoriza£ního teoré-
mu neplatí.

3.3 Cremon·v vliv ve sv¥t¥

Luigi Cremona svými pracemi významn¥ p°isp¥l k dal²ímu rozvoji algebraické
geometrie. Jako první obecn¥ vy°e²il problematiku existence vzájemn¥ jedno-
zna£ného zobrazení mezi dv¥ma rovinami. Ve svém pojednání Sulle trasformazioni
geometriche delle �gure piane odkázal na dva £lánky, jeº p°ed ním sepsali n¥mecký

32 Stupn¥m algebraické k°ivky rozumíme maximální moºný po£et pr·se£ík· této k°ivky
s obecnou p°ímkou.

33 T°ídou algebraické k°ivky rozumíme maximální moºný po£et te£en této k°ivky jdoucích
jedním bodem.

34Rodem rovinné algebraické k°ivky n-tého stupn¥ rozumíme £íslo p nabývající hodnot
p ∈

{
0, 1, 2, . . . , (n−1)(n−2)2

}
. Toto £íslo závisí na po£tu a druhu singularit; pro daný stupe¬ n

odpovídá maximální moºná hodnota rodu p regulární k°ivce, tj. k°ivce bez jakýchkoliv singu-
larit.

35Hilda Phoebe Hudson (1881�1965), anglická matemati£ka, v¥novala se teorii Cremonových
transformací. Viz Hudson H. P., Cremona Transformations in Plane and Space, Cambridge
University Press, Cambridge, 1927, 454 stran.
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matematik Ludwig I. Magnus (1790�1861) a italský astronom Giovanni V. Schia-
parelli (1835�1910). Oba studovali analytická vyjád°ení takové geometrické trans-
formace, p°i níº libovolnému bodu jednoho rovinného útvaru odpovídá jediný bod
jiného rovinného útvaru a naopak.

L. I. Magnus ve svém £lánku Nouvelle méthode pour découvrir des théorèmes
de géométrie36 jako první analyticky zkoumal obecné kvadratické Cremonovy
transformace a odvodil jejich základní vlastnosti.

G. V. Schiaparelli ve své práci Sulla trasformazione geometrica delle �gure ed
in particolare sulla trasformazione iperbolica37 pojal problematiku transformací
obecn¥ji. Uvaºoval transformaci mezi dv¥ma rovinami (x, y) a (η, ν) de�novanou
pomocí funkcí f(x, y, η, ν) = 0 a g(x, y, η, ν) = 0, která bodu (x, y) jedné roviny
p°i°azuje jeden, dva nebo dokonce nekone£n¥ mnoho bod· (η, ν) druhé roviny,
a to v závislosti na pouºitých funkcích f , g. Dále v²ak zkoumal pouze p°ípady,
kdy kaºdému bodu (x, y) jedné roviny odpovídá op¥t pouze jeden bod (η, ν)
druhé roviny a naopak. Takovou transformaci nazval transformací prvního °ádu
(trasformazione di primo ordine) a roz²í°il ji i do trojrozm¥rného prostoru. Pro
obecnou transformaci prvního °ádu pak uvaºoval t°i kvadratické funkce popisující
t°i kuºelose£ky, které procházejí t°emi pevn¥ zvolenými body. Tímto zp·sobem
dosp¥l ke kvadratické Cremonov¥ transformaci.

L. Cremona dále poukázal na chybnou úvahu svých p°edch·dc·, kte°í pra-
covali s p°edpokladem, ºe kvadratická transformace je nejobecn¥j²í biracionální
transformací mezi dv¥ma rovinami.38 Uvedl na pravou míru, ºe sloºením dvou
nebo více kvadratických transformací získáme obecn¥ transformaci vy²²ího °ádu.

Cremonova autorita a sv¥tové uznání p°isp¥ly k tomu, ºe se biracionální trans-
formace p°em¥nily z pomocného nástroje v samostatný objekt matematického
zkoumání. Koncem 19. a na po£átku 20. století bylo p°edními matematiky se-
psáno n¥kolik prací, které teorii Cremonových transformací shrnuly nebo i dále
rozvíjely.

Arthur Cayley podal roku 1870 p°ehled teorie Cremonových transformací ve
svém pojednání On the rational transformation between two spaces.39 Je v n¥m
bez d·kazu uvedena i v¥ta, kterou nezávisle na základ¥ indukce odvodil William
K. Cli�ord. Týká se rozkladu Cremonovy transformace na transformace kvadra-
tické a je na ní zaloºen algoritmus umoº¬ující schematické znázorn¥ní v²ech Cre-
monových transformací.

Alfred Clebsch (1833�1872) ve svém £lánku Zur Theorie der Cremona'schen
Transformationen40 dokázal, ºe p°ímé transformaci i transformaci k ní inverzní
odpovídá stejný po£et rovnocenných fundamentálních bod·, m·ºe se zm¥nit pouze
jejich po°adí. D·kaz této v¥ty L. Cremona ve své práci pouze nazna£il.

36Viz Journal für die reine und angewandte Mathematik 8(1832), 51�63.
37 Stamperia reale, Torino, 1862, 95 stran. Téº viz Memorie della reale Accademia delle scienze

di Torino 21(1864), 227�319.
38 L. Cremona tuto domn¥nku sám rovn¥º d°íve zastával, a to v letech 1861 aº 1862.
39Viz Proceedings of the London Mathematical Society 3(1870), 127�180.
40Viz Mathematische Annalen 4(1871), 490�496.
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Rudolf Sturm (1841�1919) v £lánku Beispiele zu den Cremona'schen ebenen
Transformationen41 uvedl n¥kolik p°íklad· rovinných Cremonových transformací,
u nichº jsou ob¥ homaloidní sít¥ rozdílné. Dosp¥l k nim na základ¥ vyuºití jiného
vzájemn¥ jednozna£ného zobrazení kubické plochy na rovinu.

Problematika Cremonových transformací z·stávala v centru zájmu n¥kterých
matematik· i na po£átku 20. století.42

3.4 Cremon·v vliv v £eských zemích

Pro vývoj £eské matematiky 2. poloviny 19. století je charakteristický zesílený zá-
jem o geometrickou problematiku, n¥kdy hovo°íme o tzv. £eské geometrické ²kole.
Tato ²kola p·sobila tém¥° sto let, její vliv dozníval je²t¥ po 2. sv¥tové válce. Po-
zornost matematik· byla zpo£átku v¥nována p°edev²ím deskriptivní geometrii,
pozd¥ji byly zkoumány otázky projektivní a konstruktivní syntetické geometrie,
v záv¥ru se pozornost této matematické ²koly obrátila k °e²ení geometrických
problém· s vyuºitím analytických a algebraických metod. �eská geometrická
²kola byla na rozdíl od zahrani£ních v¥deckých ²kol43 speci�cká tím, ºe nebyla
organiza£n¥ ani v¥decky vedena ºádnou výraznou matematickou osobností, která
by ur£ovala její v¥decký program, a nebyla ani vázána pouze na jedno v¥decké
pracovi²t¥. Tematika prací sepsaných touto matematickou skupinou se p°itom
výrazn¥ odli²uje od tematiky prací £eských matematik· 1. poloviny 19. století.

Koncem 60. let 19. století za£alo v £eských zemích docházet k nár·stu po£tu
v¥deckých publikací z oblasti geometrie. Podstatné roz²í°ení publika£ních moºnos-
tí v této dob¥ p°edstavoval �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky, který byl
zaloºen roku 1872. Od poloviny 19. století zde navíc existovala moºnost publiko-
vat odborné matematické výsledky ve výro£ních zprávách st°edních ²kol. Zvý²ení
produkce matematických prací v £eských zemích lze sledovat i v Pojednáních
Královské £eské spole£nosti nauk [Abhandlungen der Königlichen Böhmischen
Gesellschaft der Wissenschaften] zaloºených roku 1775.44

Problematikou biracionálních transformací se v £eských zemích zabývalo n¥ko-
lik matematik·. Velké zásluhy na tom má zejména Emil Weyr.

41Viz Mathematische Annalen 26(1886), 304�308.
42Viz nap°. Jung H. W. E., Über die Cremonasche Transformation der Ebene, Journal für

die reine und angewandte Mathematik 138(1910), 255�318.
43V 19. století docházelo ke vzniku v¥deckých geometrických ²kol po celé Evrop¥. Ve Francii

se jiº koncem 18. století utvo°ila geometrická ²kola vycházející z prací Gasparda Monge a pozd¥ji
Jeana Victora Ponceleta, od 40. let 19. století zde p·sobila v¥decká ²kola rozvíjející geometrické
dílo Michela Chaslese. V N¥mecku vznikly po roce 1820 sou£asn¥ dv¥ významné geometrické
²koly, a to syntetická projektivní ²kola vycházející z prací Jacoba Steinera a Christiana von
Staudta (1798�1867) a analyticko-algebraická ²kola rozvíjející ideje Julia Plückera. Italskou
²kolu algebraické geometrie od 60. let 19. století krom¥ L. Cremony reprezentovali Francesco
Brioschi, Eugenio Beltrami (1835�1900) a Enrico Betti.

44 Po£et publikovaných matematických prací rostl od konce 60. let 19. století aº do konce sto-
letí celkem lineárn¥. Zatímco v p°edchozím období byly publikovány ro£n¥ pr·m¥rn¥ pouze
dv¥ matematické práce, bylo v letech 1870 aº 1890 publikováno ro£n¥ pr·m¥rn¥ více neº
11 prací. Geometrické práce p°itom v tomto období tvo°ily tém¥° 60 procent v²ech publiko-
vaných matematických prací. Viz Folta J., �eská geometrická ²kola � Historická analýza, Studie
�eskoslovenské akademie v¥d 9, Academia, Praha, 1982.

60



Emil Weyr

Emil Weyr (1848�1894), významný £eský matematik 2. poloviny 19. století, se
geometrií za£al zabývat kolem roku 1868, kdy je²t¥ b¥hem studia za£al pracovat
jako asistent profesora J. H. K. Durège (1821�1893) na praºské polytechnice.
V roce 1869 získal doktorát �lozo�e v Lipsku, roku 1870 byl jmenován soukromým
docentem nov¥j²í geometrie na praºské univerzit¥. O rok pozd¥ji získal místo
mimo°ádného profesora matematiky na £eské polytechnice v Praze. Roku 1875
byl povolán jako °ádný profesor na víde¬skou univerzitu, aby tam p°enesl a roz²í°il
novou geometrii úsp¥²n¥ rozvíjenou práv¥ v Praze.45

Obr. 33: Emil Weyr

Emil Weyr se zpo£átku zajímal o jedno-vícezna£né geometrické transforma-
ce, k nimº dosp¥l roz²í°ením principu korespondence nazna£eného v Chaslesov¥
Aperçu historique46 z roku 1837. V obsáhlých, n¥mecky psaných monogra�ích47

ukázal, ºe vedle bijektivního vztahu vyjad°ujícího jedno-jednozna£nou projektivní
transformaci existují mezi dv¥ma útvary také zobrazení, která danému prvku jed-
noho útvaru p°i°azují více prvk· útvaru druhého a naopak. Navíc poukázal na
skute£nost, ºe zobrazení jedno-dvojzna£ná jsou v úzké souvislosti s teorií k°ivek
3. stupn¥ s jedním dvojným bodem, resp. t°etí t°ídy s jednou dvojnou te£nou
a s teorií p°ímkových ploch 3. stupn¥. Ve svých pracích se Emil Weyr snaºil ome-
zovat pouºití analytické geometrie a v co nejv¥t²í mí°e, pokud to bylo moºné,
pouºívat ryze syntetické metody.

45O Emilu Weyrovi viz Pánek A., O ºivot¥ a p·sobení Dr. Emila Weyra, �asopis pro p¥stování
mathematiky a fysiky 24(1895), 161�224; Be£vá° J., Sto let od smrti Emila Weyra, Pokroky
matematiky, fysiky a astronomie 39(1994), 102�107.

46Viz Chasles M., Aperçu historique sur l'origine et le développement des méthodes en
géométrie, particulièrement de celles qui se rapportent à la géométrie moderne, suivi d'un
Mémoire de géométrie sur deux principes généraux de la science, la dualité et l'homographie,
M. Hayez, imprimeur de l'Académie Royale, Bruxelles, 1837, 851 stran.

47Weyr E., Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde und der algebraischen
Curven und Flächen als deren Erzeugnisse, Teubner, Leipzig, 1869, 156 stran; Weyr E., Geo-
metrie der räumlichen Erzeugnisse ein-zwei�deutiger Gebilde, insbesondere der Regel�ächen
dritter Ordnung, Teubner, Leipzig, 1870, 175 stran.
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Ve ²kolním roce 1870/71 Emil Weyr absolvoval studijní pobyt v Milán¥, p°i
kterém navázal pracovní i p°átelské vztahy s L. Cremonou. Nav²t¥voval zde je-
ho p°edná²ky, diskutovali spolu o geometrických otázkách.48 Byl prvním £eským
matematikem, jenº pochopil zásadní význam Cremonových geometrických prací
a jeho biracionálních transformací pro dal²í rozvoj projektivní geometrie. Dv¥ nej-
významn¥j²í Cremonovy práce proto p°eloºil do £e²tiny.49 Své p°eklady s L. Cre-
monou konzultoval jednak p°i svých pobytech v Itálii, jednak v korespondenci.50

V �asopisu pro p¥stování mathematiky a fysiky vy²lo v roce 1874 v rámci literár-
ního v¥stníku následující oznámení:51

Kone£n¥ oznamujeme, ºe dokon£en jest jiº £eský p°eklad klassického
spisu Úvod do geometrické theorie k°ivek rovinných, jejº sepsal dr. Lud-
vík Cremona a do £e²tiny p°evedl Emil Weyr. Zvlá²tního odporu£ení
spis tento nepot°ebuje; pat°í´ mezi spisy sv¥tové. Mimo to není snad
jediného £tená°e t¥chto list·, který by si p°eklad tento nebyl zjednal;
podle vlastního seznání ustálil se tedy zajisté u kaºdého na²eho £tená°e
jistý úsudek, o n¥mº nepochybujeme, ºe jest na nejvý² pochvalný i pro
spisovatele pro p°ekladatele i pro vydavatele.

V dubnu 1873 pobýval Emil Weyr op¥t v Itálii. Jedním z motiv· této ces-
ty byly konzultace s L. Cremonou a ú°ední jednání týkající se p°ekladu druhé
Cremonovy knihy.

Emil Weyr je spole£n¥ se svým bratrem Eduardem Weyrem (1852�1903) auto-
rem první £esky psané u£ebnice projektivní geometrie nazvané Základové vy²²í
geometrie, jeº vycházela od roku 1871 ve t°ech pokra£ováních jako p°íloha £aso-
pisu �iva.52 Byla napsána s vyuºitím francouzských a n¥meckých zdroj·, obsahuje

48 Poznamenejme, ºe Emil Weyr p·vodn¥ zamý²lel podniknout studijní cestu do Pa°íºe, av²ak
z d·vodu vypuknutí prusko-francouzské války dne 2. srpna 1870 se nakonec rozhodl odjet do
Itálie. V Archivu AV �R (fond Franti²ek Weyr) je uloºen deník, jenº si Emil Weyr b¥hem svého
italského pobytu vedl. Popisoval v n¥m setkání s italskými matematiky a atmosféru tehdej²í
Itálie. Zpo£átku psal deník n¥mecky, pozd¥ji p°e²el do £e²tiny, která obsahuje °adu chyb. Viz
Be£vá° J., Be£vá°ová M., �koda J., Emil Weyr a jeho pobyt v Itálii v roce 1870/71, edice D¥jiny
matematiky, svazek 28, �VUT, Praha, 2006, 166 stran.

49Weyr E., Cremonovy geometrické transformace útvar· rovinných, �iva, sborník v¥decký
Musea království �eského, odbor p°írodov¥decký a mathematický £. X, nákladem Musea
království �eského, Praha, 1872, 47 stran; Úvod do geometrické theorie k°ivek rovinných, sepsal
Dr. Ludvík Cremona, £eské, spisovatelem rozmnoºené a opravené vydání, jeº uspo°ádal Emil
Weyr, majetkem a nákladem Jednoty £eských mathematik·, Praha, 1873, 176 stran. S oprava-
mi gramatických a tiskových chyb Emilu Weyrovi pomáhali fyzik a astronom Augustin Seydler
(1849�1891) a matematik Karel Zahradník (1848�1916).

50 Celkem 27 dopis· Emila Weyra zaslaných L. Cremonovi v letech 1870 aº 1891 je uloºeno
v Dipartimento di Matematica Istituto �Guido Castelnuovo� , Università degli Studi di Roma
�La Sapienza� . P°evzato z [Be2], str. 264.

51Viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 3(1874), str. 291.
52Viz Weyrové Em. a Ed., Základové vy²²í geometrie, díl I. Theorie promítavých útvar·

prvo°adých, díl II. Theorie k°ivek stupn¥ druhého, díl III. O p°ímo£arých plochách druhého
stupn¥ a o vztahu kollineárném a reciprokém základních útvar· druho°adých a t°eti°adých, �iva,
sborník v¥decký Musea království �eského, odbor p°írodov¥decký a mathematický £. VIII, XI,
XII, nákladem Musea království �eského, Praha, 1871, 1874, 1878, 114 + 186 + 167 stran.
Recenze viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 8(1879), 141�143.
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základní i speciální látku dopln¥nou o vlastní v¥decké výsledky a ve své dob¥
výrazn¥ p°esáhla úrove¬ tehdej²í £eské odborné literatury.

Po návratu z Itálie se Emil Weyr dále v¥noval studiu speciálních typ· jedno-
vícezna£ných transformací, které nazval involucemi vy²²ích stup¬· a t°íd. Za in-
voluci n-tého stupn¥ a k-té t°ídy povaºoval takový vztah mezi prvky n¥jakého
útvaru rodu nula, p°i kterém je volbou ur£itého po£tu k prvk· stanoveno dal²ích
n− k prvk· (n > k) tohoto útvaru tak, ºe pro n¥ platí tzv. úplná zám¥nnost, tj.
ºe kterýchkoliv k prvk· daného útvaru lze povaºovat za prvky ur£ující v²echny
ostatní prvky tohoto n-£lenného útvaru.53 T¥chto transformací Emil Weyr vyuºí-
val ke studiu k°ivek rodu nula. �adu svých pojednání z této problematiky shrnul
v práci Beiträge zur Curvenlehre,54 kterou zna£n¥ p°isp¥l k vybudování teorie
racionálních k°ivek a ploch.

Dal²í matematici v £eských zemích

Ve stejné dob¥ jako Emil Weyr se Cremonovými transformacemi v £eských
zemích zabývalo i n¥kolik dal²ích matematik·.

Soukromý docent n¥mecké univerzity v Praze Seligmann Kantor (1857�1902)
ve své práci v¥nované biracionálním transformacím vy°e²il úlohu zadanou neapol-
skou akademií, a to nalézt v rovin¥ periodické Cremonovy transformace, které po
n-násobném uºití p°evádí geometrický objekt sám v sebe.55 S. Kantor tuto úlohu
vy°e²il zcela obecn¥, do té doby byly popsány pouze n¥které speciální p°ípady.

�eská matematická komunita byla koncem 19. a na po£átku 20. století s Cre-
monovými geometrickými pracemi i díky Emilu Weyrovi pom¥rn¥ dob°e sezná-
mena. Alois Strnad56 n¥které Cremonovy výsledky vyuºil ve svém pojednání
Úvod do theorie kvadratických transformací rovinných.57 V �asopisu pro p¥sto-
vání mathematiky a fysiky je v rámci literárního v¥stníku uveden mimo jiné tento
popis a hodnocení:58

Pan spisovatel vykládá v první £ásti svého pojednání pojem transfor-
mace v·bec, zmi¬uje se po n¥kolika historických poznámkách krátce
o transformaci lineárné a p°echází potom k vlastnímu p°edm¥tu svého

53Weyrovu de�nici involuce se snaºili brat°i Josef Silvestr (1848�1922) a Mat¥j Norbert
(1859�1922) Van¥£kové kolem roku 1882 roz²í°it téº na útvary prostorové. Jejich snaha v²ak
skon£ila uvedením de�nice a n¥kolika speciálních, nep°íli² náro£ných p°íklad·. Roku 1884
publikovali sérii t°í krátkých, francouzsky psaných £lánk·; viz Van¥£kové J. S. a M. N.,
Sur l'involution des dimensions supérieures, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de
l'Académie des Sciences Paris 99(1884), 742�744, 856�857, 909�911.

54Alfred Hölder, K. k. Hof- und Universitätsbuchhändler Wilhelm Braumüller, Wien, 1880,
64 stran.

55Viz Kantor S., La trasformazione birazionale. Relazione di E. Caporali, Napoli, 1883.
S. Kantor se v²ak touto problematikou zabýval jiº v n¥kolika £láncích z roku 1880.

56Alois Strnad (1852�1911), £eský matematik, od roku 1873 asistent deskriptivní geometrie
na £eské polytechnice v Praze. V letech 1876 aº 1891 vyu£oval na reálce v Hradci Králové, poté
p¥t let p·sobil na reálce v Praze. V roce 1896 byl jmenován °editelem reálky v Kutné Ho°e.
V¥noval se zejména projektivní geometrii, je autorem n¥kolika st°edo²kolských u£ebnic.

57Viz Výro£ní zpráva c. k. vy²²í realné ²koly v Hradci Králové za ²kolní rok 1886�87.
58Viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 17(1888), 140�141.
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pojednání. . . . v²ímá si z t¥chto transformací bedliv¥ji kvadratické in-
verse a v ní obsaºené inverse kruhové; mimo to zavádí novou ne-
involu£ní transformaci, obecn¥j²í neº inverse kvadratická, jiº nazývá
transformací pomocí £ty° bod· kuºelose£ky. . . . Pojednání toto stává
se cenným jiº volbou d·leºitého p°edm¥tu, o n¥mº nebylo dosud u nás
soustavn¥ pojednáno. Mimo to vyniká jasným výkladem a p°ehledným
látky uspo°ádáním, kteréº vlastnosti náleºí k p°ednostem v²ech prací
pán¥ Strnadových.

Na vý²e uvedené Strnadovo pojednání se pozd¥ji odvolával Bed°ich Procházka,59

jenº v �asopisu pro p¥stování mathematiky a fysiky uve°ejnil £lánek O k°ivosti
k°ivky odvozené transformací kvadratickou.60 S vyuºitím kinematické geometrie
poukázal na moºnost konstrukce te£en a st°edu k°ivosti k°ivek, jeº získáme kvadra-
tickou transformací libovolné k°ivky. Ve stejné dob¥ publikoval v �asopisu pro
p¥stování mathematiky a fysiky Karel Zahradník61 ve t°ech £ástech pojednání
O jisté birationální kubické transformaci a jejím upot°ebení v theorii k°ivek.62

Cremon·v vliv u nás pak dozníval je²t¥ po 1. sv¥tové válce, konkrétn¥ v n¥ko-
lika pracích Bohumila Bydºovského63. Na téma Cremonových transformací sepsal
celkem 13 £lánk·, z toho 6 £esky a 7 francouzsky.64 Je²t¥ p°ed 1. sv¥tovou válkou,
v roce 1909, publikoval £lánek O jisté nekone£né grup¥ Cremonových transforma-
cí,65 v n¥mº zkoumal, zda vzájemn¥ jednozna£ným transformacím v rovin¥, které
zachovávají kubickou k°ivku, neodpovídají vzájemn¥ jednozna£né transformace
celé roviny. Z dal²ích £esky psaných prací jmenujme nap°. £lánky O n¥kterých
grupách Cremonových transformací v rovin¥66 a O zvlá²tním druhu grup Cremo-
nových involucí v rovin¥67. O grupách Cremonových transformací p°edná²el i na
8. mezinárodním kongresu matematik· v Bologni v zá°í 1928.68

59 Bed°ich Procházka (1855�1934), £eský matematik, od roku 1876 asistent deskriptivní geo-
metrie na n¥mecké a po roce na £eské technice. Vyu£oval matematiku a deskriptivní geometrii
na n¥kolika st°edních ²kolách v Praze, pozd¥ji si u£itelskou aprobaci roz²í°il o fyziku. Roku
1884 se habilitoval na £eské technice v Praze, av²ak ani titul soukromého docenta mu nezajistil
místo na ºádné vysoké ²kole. V následujících letech p·sobil na st°edních ²kolách v Chrudimi,
v Pardubicích a v Praze. Roku 1897 byl jmenován °editelem nov¥ zaloºené reálky v Náchod¥.
V roce 1904 získal místo profesora deskriptivní geometrie na £eské technice v Brn¥, roku 1908
p°e²el na £eskou techniku do Prahy, kde byl v následujícím roce zvolen rektorem.

60Viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 35(1906), 32�36.
61Karel Zahradník (1848�1916), £eský matematik, od roku 1872 asistent na £eské technice

v Praze. V letech 1876 aº 1899 p·sobil jako °ádný profesor matematiky na chorvatské univerzit¥
v Záh°ebu. V roce 1899 se stal prvním rektorem £eské vysoké ²koly technické v Brn¥.

62Viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 34(1905), 105�123, 329�341; 38(1909),
6�25. Poznamenejme pro úplnost, ºe druhá a t°etí £ást mají v názvu slovo �biracionální� místo
�birationální� . O práci podrobn¥ viz Be£vá°ová M., �iºmár J., Karel Zahradník (1848�1916),
Praha � Záh°eb � Brno, edice D¥jiny matematiky, svazek 46, Matfyzpress, Praha, 2011, 194�205.

63 Bohumil Bydºovský (1880�1969), profesor matematiky na praºské univerzit¥. O jeho ºivot¥
a díle viz Francová L., �ivot a dílo Bohumila Bydºovského, diserta£ní práce, Univerzita Karlova,
Matematicko-fyzikální fakulta, Praha, 2001; Olejní£ková J., V¥decké dílo Bohumila Bydºovského,
diserta£ní práce, Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikální fakulta, Praha, 2005.

64N¥které z prací se v²ak tematicky p°ekrývají, nebo se jedná o p°eklady mezi ob¥ma jazyky.
65Viz Rozpravy II. t°ídy �eské Akademie v¥d a um¥ní 18(1909), 8 stran.
66Viz Zprávy sjezdu £eskoslovenských p°írodozpytc· a léka°·, 1928.
67Viz Zprávy sjezdu matematik· zemí slovanských, Var²ava, 1929, 314�317.
68Viz Bydºovský B., Remarque sur les groupes �nis de transformations de Cremona, Atti del

Congresso Internazionale dei Matematici, Bologna, 3�10 Settembre 1928, Tomo IV, 43�44.
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Nejv¥t²í pozornost v¥noval tzv. kvadratickým involucím n-rozm¥rného pro-
storu. V £lánkuKvadratické involuce v prostoru n-rozm¥rném69 odvodil ve vhodn¥
zvolené soustav¥ sou°adnic rovnice obecné kvadratické Cremonovy transformace.
Ocitujme úvodní odstavec, v n¥mº B. Bydºovský shrnul obsah svého £lánku:70

V tomto metodickém p°ísp¥vku k teorii Cremonových transformací
v obecném prostoru projektivním jsou odvozeny nutné podmínky pro
homaloidní soustavu kvadratických nadploch a z toho vyvozeny (známé)
rovnice nejobecn¥j²í kvadrokvadratické71 transformace Cremonovy ve
vhodn¥ volené soustav¥ sou°adné. Odtud snadno plynou rovnice pro
kvadratickou involuci; je-li tato involuce inversí, lze ji vyjád°iti velmi
jednodu²e i pro obecnou soustavu sou°adnou. Ke konci je odvozena
podmínka pro to, aby dv¥ inverse sloºeny dávaly op¥t kvadratickou in-
voluci.

B. Bydºovský ve svém £lánku dosp¥l k záv¥ru, ºe k dané inverzi existuje nekone£n¥
mnoho inverzí, které jsou s ní zám¥nné a jejichº sloºením s uvaºovanou inverzí
získáme kvadratickou involuci. Kaºdá taková inverze je ur£ena svým st°edem,
jenº je v²ak libovolný. V n¥kolika dal²ích pracích pak B. Bydºovský vý²e uvedené
transformace pouºil jako pomocný nástroj ke zkoumání algebraických k°ivek.

M·ºeme konstatovat, ºe ve druhé polovin¥ 19. století byla problematika geo-
metrických transformací, °e²itelná prost°edky syntetické geometrie, uzav°enou
oblastí. Témata zvládnutelná £ist¥ konstruk£ními prost°edky jiº byla vy£erpána.
Zájem matematik· se proto p°irozen¥ obrátil ke sloºit¥j²ím otázkám, jejichº °e²ení
spo£ívalo ve vyuºití metod a výsledk· dal²ích matematických disciplín. Studium
Cremonových transformací do tohoto celosv¥tového trendu p°esn¥ zapadá, nebo´
vyºaduje velké nároky na geometrickou p°edstavivost a uºití algebraických metod.

69Viz �asopis pro p¥stování matematiky a fysiky 60(1931), 214�224.
70Viz �asopis pro p¥stování matematiky a fysiky 60(1931), str. 214.
71 B. Bydºovský uºíval termín kvadrokvadratická transformace pro transformaci �kvadratic-

kou v obou sm¥rech� .
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4. Erlangenský program

Erlangenský program p°edstavuje významný mezník ve vývoji geometrie 19. sto-
letí, nebo´ na dlouhou dobu zásadn¥ ovlivnil zam¥°ení a dal²í rozvoj matematiky.
Tento název dostala slavná p°edná²ka Felixe Kleina Vergleichende Betrachtun-
gen über neuere geometrische Forschungen [Srovnávací úvahy o nov¥j²ích geome-
trických bádáních]. F. Klein její text p°edloºil v °íjnu roku 1872 na univerzit¥
v Erlangen u p°íleºitosti svého jmenování °ádným profesorem. Tato p°edná²ka,
v níº byl vyloºen význam pojmu grupa pro klasi�kaci r·zných geometrií, vy²la
také jako samostatná broºura [K2].1 Postupn¥ byla p°eloºena do dal²ích jazyk·.2

�ivotní osudy F. Kleina jsou podrobn¥ popsány v n¥kolika publikacích.3 P°ipo-
meneme proto jen základní ºivotopisné a bibliogra�cké údaje, které nám umoºní
za°adit Kleinovy práce a výsledky do dobového i odborného kontextu.

4.1 Felix Klein

Felix Klein se narodil 25. dubna 1849 v Düsseldorfu. Absolvoval zde gymnázium
a poté ode²el studovat matematiku a fyziku na univerzitu v Bonnu. V roce 1866,
je²t¥ b¥hem studia, získal místo laboratorního asistenta u Julia Plückera, který
se zabýval teoretickou matematikou a experimentální fyzikou. Pod jeho vedením
sepsal diserta£ní práci Über die Transformation der allgemeinen Gleichung des
zweiten Grades zwischen Linien-Koordinaten auf eine kanonische Form [O trans-
formaci obecné rovnice druhého stupn¥ v p°ímkových sou°adnicích na kanonický
tvar],4 za niº roku 1868 získal doktorát.

B¥hem následujících dvou let postupn¥ nav²tívil slavná matematická praco-
vi²t¥ v Berlín¥, Pa°íºi a Göttingen. V roce 1870 za£al v Pa°íºi spolupracovat
s norským matematikem Sophusem Lie (1842�1899), s nímº se seznámil nedlouho
p°edtím v Berlín¥. S. Lie se tehdy teprve krátce zabýval matematikou, práv¥
on má v²ak nezanedbatelný podíl na Kleinových výsledcích, nebo´ ho p°ivedl
k my²lence propojení geometrie a teorie grup. Tato idea sehrála velkou roli v Klei-
nov¥ pozd¥j²í práci. F. Klein a S. Lie za£ali jiº v té dob¥ chápat zásadní význam

1 F. Klein sv·j program znovu otiskl v roce 1893 v £asopisu Mathematische Annalen, který
v té dob¥ redigoval; viz Mathematische Annalen 43(1893), 63�100. P°i té p°íleºitosti do p·vod-
ního textu dodate£n¥ p°idal n¥kolik poznámek, s cílem up°esnit nebo doplnit n¥která tvrzení.
Erlangenský program byl dále oti²t¥n v [K8], str. 460�497, a v £asopisu The New Mathematical
Intelligencer 0(1977), 22�30.

2 Italský p°eklad: Fano G., Considerazioni comparative su ricerche geometriche recenti, An-
nali di matematica pura ed applicata 17(1890), 307�343; francouzský p°eklad: Padé M. H.,
Considérations comparatives sur les recherches géométriques modernes, Annales scienti�ques
de l'École Normale Supérieure 8(1891), 87�102, 173�199; anglický p°eklad: Haskell M. W.,
A comparative review of recent researches in geometry, Bulletin of the New York Mathematical
Society 2(1893), 215�249; polský p°eklad: Dickstein S., Rozwa»ania porównawcze o nowszych
badaniach geometrycznych, Prace matematyczno-�zyczne 6(1895), 27�61. O�ciální p°eklad do
£e²tiny v²ak dosud není k dispozici.

3Nap°. [To], [Ja], str. 219�230, a [WA], str. 470�481; relevantní informace poskytuje i webová
stránka http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/∼history/Biographies/Klein.html.

4Viz Mathematische Annalen 23(1884), 539�578; téº [K8], str. 5�49.
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teorie grup, a proto si oblast matematiky, která je zajímala, �rozd¥lili� na dv¥
£ásti; F. Klein se soust°edil na nespojité a S. Lie na spojité grupy. V Pa°íºi se
F. Klein stýkal také s francouzskými matematiky, zejména s Camillem Jordanem
(1838�1922), profesorem na École Polytechnique, a studoval jejich práce.

V £ervenci 1870 proslovil pruský kanclé° Otto von Bismarck (1815�1898) úto£-
nou °e£ proti francouzské vlád¥, Francie vyhlásila 19. £ervence Prusku válku
a F. Klein se rozhodl Pa°íº opustit. Krátce slouºil v armád¥ jako zdravotník,
po£átkem roku 1871 se v²ak habilitoval a za£al p°edná²et na univerzit¥ v Göttin-
gen. Práv¥ tehdy u£inil své významné objevy, které se týkaly zejména geometrie.
V roce 1872 byl ve v¥ku pouhých 23 let jmenován °ádným profesorem �lozo�cké
fakulty univerzity v Erlangen. P·sobil zde v²ak pouze do roku 1875, kdy mu by-
lo nabídnuto výhodn¥j²í místo na Technische Hochschule v Mnichov¥; p°edná²el
zde velkému po£tu poslucha£·, mezi nimiº bylo i n¥kolik budoucích významných
matematik·. V srpnu 1875 se F. Klein oºenil s Annou Hegelovou (1851�1927),
vnu£kou významného n¥meckého �lozofa Georga Wilhelma Friedricha Hegela
(1770�1831). Narodily se jim £ty°i d¥ti, t°i dcery a jeden syn. Nejmlad²í dcera
Elisabeth po svém otci zd¥dila nadání, studovala matematiku a fyziku, pozd¥ji
p°ipravila k vydání n¥které Kleinovy p°edná²ky.

Po p¥tiletém p·sobení na Technische Hochschule p°esídlil F. Klein do Lip-
ska, kde pracoval v letech 1880 aº 1886. Cht¥l zde vybudovat ²kolu Riemannovy
geometrie a teorie funkcí. Na podzim roku 1882 se v²ak zhroutil a za£al propa-
dat t¥ºkým depresím. Jeho kariéra ²pi£kového tv·r£ího matematika tím skon£ila.
Roku 1886 se vrátil na univerzitu v Göttingen (na jeho místo v Lipsku p°i²el
S. Lie), kde p·sobil aº do roku 1913. Spektrum jeho p°edná²ek bylo ²iroké; p°ed-
ná²el °adu partií matematiky a fyziky, nap°. teoretickou mechaniku nebo teorii
potenciálu. V roce 1913 ze zdravotních d·vod· univerzitu opustil, b¥hem první
sv¥tové války se v¥noval soukromé výuce matematiky. Zem°el 22. £ervna 1925
v Göttingen.

Obr. 34: Felix Klein
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Kleinovy zásluhy v matematice, zejména v geometrii, jsou v²estranné. Na
univerzit¥ v Göttingen vybudoval matematické st°edisko sv¥tové úrovn¥, které se
pod jeho vedením stalo významným centrem matematického bádání. P°icházeli
sem mladí lidé z celého sv¥ta a studovali speciální matematické otázky. Z°ídil
zde matematickou knihovnu a £ítárnu, zavedl pravidelná týdenní diskusní setkání.
Krom¥ geometrie a teorie grup se hloub¥ji v¥noval i algebraickým rovnicím a teorii
funkcí; z t¥chto oblastí publikoval na sedmdesát prací.

V roce 1876 p°evzal vedení £asopisu Mathematische Annalen, který roku 1868
zaloºili Alfred Clebsch (1833�1872) a Carl Gottfried Neumann (1832�1925), a p°i-
sp¥l nepochybn¥ ke zvý²ení jeho úrovn¥. Tento £asopis se specializoval p°edev²ím
na problémy komplexní analýzy, otázky algebraické geometrie a teorie invariant·.
Práv¥ pod Kleinovým vedením za£aly Mathematische Annalen konkurovat vý-
znamnému £asopisu Journal für die reine und angewandte Mathematik vydávané-
mu berlínskými matematiky, který m¥l v té dob¥ za sebou jiº tém¥° padesátiletou
úsp¥²nou historii. Na více neº ²edesát let se Mathematische Annalen staly jedním
z nejvýznamn¥j²ích matematických £asopis·. V roce 1885 byl F. Klein p°ijat do
londýnské Královské spole£nosti, roku 1913 se stal £lenem Berlínské akademie v¥d.

Ke konci své kariéry se za£al zajímat i o výuku matematiky na n¥meckých
²kolách, snaºil se o její modernizaci. Prosadil, aby se na st°edních ²kolách vyu£o-
valy základy teorie funkcí a základy diferenciálního a integrálního po£tu (tzv.
Kleinsche Reform). Roku 1908 byl na 4. mezinárodním kongresu matematik·
v �ím¥ jmenován p°edsedou Mezinárodní komise pro vyu£ování matematice. Pod
jeho vedením bylo vydáno n¥kolik publikací o výuce matematiky na v²ech stup-
ních ²kol. Aktivn¥ se podílel také na vydávání mnohasvazkové Encyklopädie der
mathematischen Wissenschaften mit Einschluÿ ihrer Anwendungen, sám vydal
£ty°i svazky v¥nované mechanice.

4.2 Základní my²lenka klasi�kace geometrií

V následujících t°ech odstavcích nastíníme v elementární podob¥ hlavní my²lenku
Kleinova p°ístupu ke klasi�kaci r·zných geometrií.

Elementární eukleidovská geometrie studuje ty vlastnosti geometrických útva-
r·, které z·stávají zachovány p°i jejich �pohybech� . V¥t²inou takto hovo°íme
o p°ímých nebo nep°ímých shodnostech. �íkáme, ºe útvary A a B jsou shodné,
je-li moºno útvar A p°emístit tak, aby splynul s útvarem B. Místo libovolných
�pohyb·� (shodností) se v²ak m·ºeme omezit nap°. pouze na v²echna posunutí
nebo pouze na v²echny rotace kolem pevn¥ zvoleného bodu apod., tj. na mnoºinu
n¥jakých speciálních transformací.

Nech´ M je mnoºina n¥jakých transformací (roviny, prostoru). Útvary A a B
(v rovin¥, v prostoru) pokládáme za �ekvivalentní� (vzhledem k mnoºin¥ M),
existuje-li v této mnoºin¥ transformace f , která útvar A p°evádí na útvar B,
tj. platí f(A) ≡ B. P°itom poºadujeme, aby uvedená relace mezi ob¥ma útvary
byla opravdu ekvivalencí, tj. aby byla re�exivní, symetrická a tranzitivní. Odtud
vyplývá, ºe mnoºina M musí být uzav°ená vzhledem ke skládání transformací
(plyne z tranzitivity), musí obsahovat identickou transformaci (plyne z re�exivity)
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a s kaºdou transformací musí obsahovat také transformaci k ní inverzní (plyne ze
symetrie). Mnoºina M spolu s operací skládání je tedy grupou.

Kaºdá grupa geometrických transformací tedy de�nuje ur£itou ekvivalenci
geometrických útvar·. Volbou r·zných grup transformací tak získáváme r·zné
geometrie: volíme-li klasické �pohyby� (shodnosti), dostáváme eukleidovskou geo-
metrii, a�nní transformace vedou ke geometrii a�nní, projektivní transformace
vedou ke geometrii projektivní apod.

4.3 Grupy

Je t°eba zd·raznit, ºe v sedmdesátých letech 19. století jiº teorie grup jako mate-
matická disciplína existovala (rodila se p°ibliºn¥ na p°elomu dvacátých a t°icátých
let 19. století), nikoliv v²ak ve své dne²ní podob¥. Pojem grupy se v matematice
objevil v souvislosti se studiem °e²itelnosti algebraických rovnic vy²²ích stup¬·,
jednalo se o tzv. °e²itelnost v radikálech.5 P°i t¥chto bádáních za£ínali matematici
£ím dál tím více pracovat s grupami permutací.

V letech 1770 aº 1771 sepsal významnou práci o algebraických rovnicích Jo-
seph Louis Lagrange (1736�1813). Jeho spis Ré�exions sur la résolution algébrique
des équations [Úvahy o algebraickém °e²ení rovnic]6 se stal velkou inspirací pro
mnoho dal²ích matematik·. J. L. Lagrange se v n¥m zabýval základní otázkou,
pro£ metody, které umoº¬ují °e²ení algebraických rovnic stupn¥ nejvý²e £tvrtého,
z·stávají pro rovnice vy²²ích stup¬· neúsp¥²né. Tato otázka ho vedla ke studiu
racionálních funkcí ko°en· rovnic a jejich chování p°i permutaci ko°en·.

Roku 1799 uve°ejnil italský matematik Paolo Ru�ni (1765�1822) pojednání
Teoria generale delle equazioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione alge-
braica delle equazioni generali di grado superiore al quarto [Obecná teorie rovnic,
v níº je dokázána nemoºnost algebraického °e²ení obecné rovnice stupn¥ v¥t²ího
neº £ty°i]7 obsahující �d·kaz� ne°e²itelnosti algebraické rovnice stupn¥ vy²²ího
neº £tvrtého v radikálech. Nebyl v²ak uznán jako úplný, nebo´ je zaloºen na
hypotéze, ºe radikály lze vyjád°it jako racionální funkce ko°en· rovnice.

Úplný d·kaz ne°e²itelnosti obecné algebraické rovnice stupn¥ vy²²ího neº
£tvrtého v radikálech podal jako první norský matematik Niels Henrik Abel
(1802�1829). V roce 1824 na vlastní náklady vydal spisMémoire sur les équations
algébriques, où on démontre l'impossibilité de la résolution de l'équation générale
du cinquième dégré [Pojednání o algebraických rovnicích s d·kazem ne°e²itelnos-
ti obecné rovnice pátého stupn¥],8 v n¥mº poprvé prezentoval sv·j d·kaz. Kdyº

5O °e²itelnosti algebraické rovnice v radikálech hovo°íme, pokud je moºno její ko°eny vyjád°it
vzorcem, v n¥mº jsou pouºity pouze koe�cienty dané rovnice a operace s£ítání, od£ítání, ná-
sobení, d¥lení a odmoc¬ování. Poznamenejme je²t¥, ºe slovo radikál je tradi£ním termínem pro
odmocninu.

6Viz Nouveaux mémoires de l'Académie Royale des Sciences et Belles-lettres de Berlin
1(1770), 134�215; 2(1771), 138�253.

7Nella stamperia di S. Tommaso d'Aquino, Bologna, 1799, parte prima, 206 stran, parte
seconda, str. 207�509.

8De l'imprimerie de Groendahl, Christiania, 1824, 8 stran.
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za£al v roce 1826 August Leopold Crelle (1780�1855) vydávat £asopis Journal für
die reine und angewandte Mathematik, uve°ejnil v prvním ro£níku také n¥kolik
Abelových prací; jednou z nich byl £lánek Beweis der Unmöglichkeit algebraische
Gleichungen von höheren Graden als dem vierten allgemein aufzulösen [D·kaz
obecné ne°e²itelnosti algebraické rovnice stupn¥ vy²²ího neº £tvrtého]9 obsahující
novou, propracovan¥j²í verzi stejného d·kazu. N. H. Abel v n¥m implicitn¥ pouºil
teorii grup a n¥které Lagrangeovy a Cauchyho výsledky týkající se po£tu hodnot,
kterých m·ºe funkce n prom¥nných nabývat p°i jejich permutaci.

Dva m¥síce p°ed svou smrtí publikoval N. H. Abel £lánek Mémoire sur une
classe particulière d'équations résolubles algébriquement [Pojednání o zvlá²tní
t°íd¥ rovnic °e²itelných algebraicky],10 který pojednává o speciální t°íd¥ rovnic
v²ech stup¬· °e²itelných v radikálech, a v n¥mº je mimo jiné dokázáno následu-
jící obecné tvrzení:

Jestliºe v²echny ko°eny n¥jaké rovnice lze vyjád°it jako racionální
funkce jednoho z nich, ozna£me jej x, a pokud libovolné dva ko°e-
ny θ1x a θ2x, kde θ1 a θ2 jsou racionální funkce, spl¬ují podmínku
θ1θ2x = θ2θ1x, potom je uvaºovaná rovnice °e²itelná v radikálech.

Uvedené Abelovo tvrzení je p°itom speciálním p°ípadem hlavního výsledku tzv.
Galoisovy teorie. O ní bude °e£ v následujícím odstavci.

Studiem °e²itelnosti algebraických rovnic v radikálech se na p°elomu dvacátých
a t°icátých let 19. století intenzivn¥ zabýval také Evariste Galois (1811�1832).
Jako první pouºil v roce 1830 termín grupa (v originále groupe), a to nejprve ve
smyslu mnoºina. P°i studiu °e²itelnosti obecné algebraické rovnice v radikálech
na²el ur£itou podmínku týkající se �substitucí na permutacích� .11 Substituce
rozd¥lil do �grup� a odhalil jejich uzav°enost (sloºení dvou substitucí je op¥t
substituce). Kaºdé rovnici potom p°i°adil grupu permutací. Dále se zabýval roz-
kladem grupy na pravé a levé t°ídy podle podgrupy a uvaºoval p°ípad, kdy se oba
rozklady shodují, tj. p°ípad, kdy je uvaºovaná podgrupa normální. Poté rozvinul
obecnou teorii (dnes nazývanou Galoisovou), která umoº¬uje podle struktury tzv.
Galoisovy grupy12 dané rovnice rozhodnout o její °e²itelnosti v radikálech. Platí
následující tvrzení:

Rovnice f(x) = 0, kde f je polynom nad t¥lesem K, je °e²itelná v radi-
kálech práv¥ tehdy, kdyº je její Galoisova grupa G °e²itelná, tj. práv¥
tehdy, kdyº existuje posloupnost podgrup G ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ . . . ⊃
Hm = E taková, ºe kaºdá grupa Hk je normální podgrupou grupy
Hk−1 a v²echny faktorové grupy Hk−1/Hk jsou Abelovy.

9Viz Journal für die reine und angewandte Mathematik 1(1826), 65�84.
10Viz Journal für die reine und angewandte Mathematik 4(1829), 131�156.
11 E. Galois permutací rozum¥l po°adí ko°en· a substituci chápal jako vzájemn¥ jednozna£né

zobrazení mnoºiny ko°en·.
12Galoisova grupa rovnice f(x) = 0, kde f je polynom nad t¥lesem K, je grupa v²ech auto-

mor�sm· rozkladového nadt¥lesa polynomu f , které jsou identické na K.
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Pro ireducibilní rovnice prvo£íselného stupn¥ dokázal E. Galois toto tvrzení:

Ireducibilní rovnice f(x) = 0, jejímº stupn¥m je n¥jaké prvo£íslo n,
je °e²itelná v radikálech práv¥ tehdy, kdyº kaºdá substituce grupy G
p°evádí ko°en xk do ko°enu xk′ pomocí následující lineární transfor-
mace indexu k: k′ = ak + b (mod n).

Protoºe Galoisova grupa obecné rovnice 5. stupn¥ vý²e uvedenou podmínku ne-
spl¬uje, vyplývá odtud, ºe taková rovnice není °e²itelná v radikálech.

E. Galois své výsledky publikoval útrºkovit¥ v letech 1830 aº 1832; hlavní
my²lenky jeho rukopisu Mémoire sur la résolution algébrique des équations [Po-
jednání o algebraickém °e²ení rovnic] publikoval aº v roce 1846 Joseph Liouville
v £asopisu Journal de mathématiques pures et appliquées.13

Grupami permutací se zabýval také Augustin Louis Cauchy (1789�1857).
V £láncích uve°ejn¥ných v letech 1844 aº 1846 dokázal °adu poznatk· o grupách
substitucí, které jsou podgrupami symetrické grupy.14 Zd·raznil také rozdíl mezi
permutacemi a substitucemi; permutaci p°edstavuje libovolné po°adí n prom¥n-
ných, substituce je p°echod od jedné permutace k jiné.15 Pozd¥ji se �substituce�
ve významu, v jakém je pouºívali A. L. Cauchy a E. Galois, za£aly nazývat naopak
�permutacemi� , coº lépe vystihovalo p·vodní význam latinského slova permutare
(zam¥¬ovat, vym¥¬ovat).

V padesátých a ²edesátých letech 19. století pak za£al prudký a systematický
rozvoj teorie grup. Arthur Cayley (1821�1895) zavedl v roce 1854 pojem grupy
a jako první podal pom¥rn¥ moderní de�nici tohoto pojmu. V práci On the theory
of groups, as depending on the symbolic equation Θn = 1 [O teorii grup v souvis-
losti se symbolickou rovnicí Θn = 1]16 de�noval grupu jako abstraktní mnoºinu
symbol· s asociativní operací, která obsahuje jednotkový prvek a rovnice ax = b
a ya = b v ní mají jednozna£ná °e²ení pro kaºdá a a b. Dále uvedl moºnost
de�novat grupu tabulkou popisující násobení jejích prvk· (tzv. Cayleyho tabul-
ka) a zkoumal zp·soby jejího zadávání pomocí generátor·. Poznamenal p°itom,
ºe prvky grupy mohou být libovolné objekty. Krom¥ pojmu grupy zavedl v té-
to práci °adu dal²ích základních pojm· abstraktní teorie; objevuje se zde nap°.
pojem izomor�smu. Cayleyho výsledk·m nebyla zpo£átku v¥nována p°íli² velká
pozornost, pozd¥ji se v²ak staly významnými zejména pro svou exaktní de�nici
grupy a objevily se prakticky ve v²ech u£ebnicích.

13Viz Analyse d'un Mémoire sur la résolution algébrique des équations, Bulletin des Sciences
mathématiques, physiques et chimiques 13(1830), 271�272; Journal de mathématiques pures et
appliquées 11(1846), 395�396.

14Viz Cauchy A. L., Oeuvres complètes, Cambridge University Press, Cambridge, 2009,
516 stran.

15 Jak jsme jiº poznamenali, E. Galois pouºíval stejnou terminologii, av²ak nep°íli² d·sledn¥.
16Viz The London, Edinburgh, and Dublin philosophical magazine and journal of science

7(1854), 40�47, 408�409; 18(1859), 34�37.
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Zásadní význam pro dal²í rozvoj teorie grup m¥lo dílo francouzského mate-
matika Camilla Jordana (1838�1922). V roce 1868/69 publikoval rozsáhlé pojed-
nání Mémoire sur les groupes des mouvements [Pojednání o grupách pohyb·]17

obsahující analýzu fyzikálních pohyb· pevných t¥les v prostoru,18 jeº ho vedla
ke klasi�kaci grup pohyb·. Teorii grup dále aplikoval na výsledky A. Bravaise19

a dal²ích fyzik·, které se týkaly krystalové m°íºky. Roku 1870 vy²el v Pa°íºi Jor-
dan·v spis Traité des substitutions et des équations algébriques [Traktát o sub-
stitucích a algebraických rovnicích]20 obsahující mimo jiné první systematický
výklad Galoisovy teorie, který je d·sledn¥ vybudován na teorii grup permutací.
Tato práce navíc p°iná²í podrobné shrnutí v²ech dosavadních výsledk· teorie grup
v£etn¥ Jordanových vlastních výsledk·. V¥nuje se nap°. zobrazení jedné grupy na
jinou nebo na sebe samu. Poprvé se zde objevuje termín homomor�smus, ov²em
ve významu surjektivního homomor�smu, tj. epimor�smu.

Koncem dubna 1870 p°ijel na studijní pobyt do Pa°íºe Felix Klein a spolu
se Sophusem Lie se z Jordanovy knihy Traité des substitutions seznámili s teorií
grup permutací. Oba pak studiu grup v¥novali velkou pozornost a p°enesli pojem
grupy do geometrie.21 Práv¥ Jordanovo dílo zásadním zp·sobem ovlivnilo Klein·v
p°ístup ke klasi�kaci r·zných geometrií, dalo mu do rukou rozhodující algebraický
aparát k vypracování Erlangenského programu.

F. Klein ve své tehdej²í práci vyuºil nejen nejnov¥j²í poznatky teorie grup, ale
také n¥které podn¥ty teorie invariant·. Klasická teorie invariant· vznikla kolem
roku 1850 v Anglii. Mezi nejvýznamn¥j²í matematiky zabývající se teorií invarian-
t· pat°ili jiº zmín¥ný Arthur Cayley a James Joseph Sylvester (1814�1897), který
vytvo°il °adu pojm· a termín· této teorie, v£etn¥ základního termínu invariant.

Pro Klein·v Erlangenský program se podn¥tnou inspirací stal Cayleyho spis
A sixth memoir upon quantics [�esté pojednání o kvantikách]22 z roku 1859,
v n¥mº bylo ukázáno, jak chápat metrické vlastnosti geometrických objekt· z po-
hledu teorie invariant·. Základní Cayleyho p°ístup spo£ívá v my²lence, ºe vlast-
nosti geometrických útvar·, které jsou invariantní v·£i geometrickým transforma-
cím, se musí projevit také analyticky ve form¥ algebraických invariant· kvantik,23

které daným geometrickým útvar·m odpovídají.

17Viz Annali di matematica pura ed applicata 2(1868/69), 167�215, 322�345.
18 C. Jordan zkoumal hlavn¥ ²roubový pohyb, oto£ení kolem osy a posunutí ve sm¥ru osy.
19Auguste Bravais (1811�1863), francouzský p°írodov¥dec; zabýval se zejména krystalogra�í.

Odvodil £trnáct topologicky odli²ných krystalových m°íºek � tzv. Bravaisovy m°íºky.
20Gauthier-Villars, Paris, 1870, 667 stran.
21 F. Klein a S. Lie teorii grup v geometrii vyuºili jiº roku 1871 v práci o W-k°ivkách v rovin¥,

tj. k°ivkách, které jsou invariantní p°i jednoparametrické grup¥ komutativních lineárních trans-
formací. Viz Klein F., Lie S., Über diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein geschlossenes
System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich über-
gehen, Mathematische Annalen 4(1871), 50�84; téº [K8], 424�459.

22Viz Philosophical Transactions of the Royal Society of London 149(1859), 61�90.
23 Pod pojmem kvantika (v originále quantic) A. Cayley rozum¥l v dne²ní terminologii formu,

tj. homogenní polynom n-tého stupn¥ v m neur£itých s konstantními koe�cienty.
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4.4 Geometrie

V následujících odstavcích uvedeme velmi stru£ný p°ehled vývoje geometrie aº
do vzniku Erlangenského programu.

Po£átky geometrie jsou spojeny se zem¥m¥°ictvím, vyty£ováním a konstrukcí
staveb a vyuºíváním geometrických tvar·, vzor· a ornament·. Ve starém Egypt¥
a Mezopotámii se geometrie rozvíjela v souvislosti s °e²ením praktických pro-
blém·, které postupn¥ vedly k po£átk·m teoretické geometrie. Vysokého stupn¥
abstrakce dosáhlo studium geometrie v �ecku v 6. aº 4. stol. p°. n. l. Kolem
roku 300 p°. n. l. sepsal Eukleidés z Alexandrie (asi 325�265 p°. n. l.) významné
dílo Základy (°ecky Stoicheia, latinsky Elementa) obsahující v¥t²inu tehdej²ích
matematických poznatk·. Eukleid·v výklad je zaloºen na logické dedukci jed-
notlivých matematických v¥t z de�nic, postulát· a axiom·. Geometrii obsaºenou
v Základech dnes ozna£ujeme jako klasickou eukleidovskou geometrii. Prakticky
aº do konce 18. století z·stávala p°edm¥tem studia celé °ady matematik· a byla
jediným tehdy známým �druhem� geometrie.

V 17. století do²lo ke vzniku nových metod studia eukleidovské geometrie.
Roku 1637 vydal francouzský matematik René Descartes (1596�1650) krátké �lo-
zo�cké pojednání Discours de la méthode [Rozprava o metod¥],24 v n¥mº objas¬u-
je sv·j racionalistický p°ístup ke studiu p°írody. Jedním ze t°í dodatk· k této prá-
ci byla kniha La Géométrie [Geometrie],25 v níº autor na£rtnul obecnou metodu
propojující algebru a geometrii. Práv¥ tato kniha prezentovala hlavní my²lenky
analytické geometrie. Neobsahuje p°itom ani kartézské sou°adnice, ani rovnice
p°ímek, a£koliv jednotlivé rovnice 2. stupn¥ jsou interpretovány jako rovnice vy-
jad°ující kuºelose£ky. Její velká £ást je v¥nována teorii algebraických rovnic, mi-
mo jiné je v ní obsaºeno tzv. Descartovo pravidlo znamének. Hlavní Descart·v
p°ínos v²ak spo£ívá v tom, ºe na eukleidovskou geometrii systematicky aplikoval
algebru, v níº bylo v p°edcházejícím století dosaºeno významných výsledk·. Po-
znamenejme, ºe k základní my²lence analytické geometrie dosp¥l ve stejné dob¥
také francouzský matematik Pierre de Fermat (1601�1665). Jeho práce o tomto
tématu v²ak byla publikována se zna£ným zpoºd¥ním a vývoj matematiky tém¥°
neovlivnila.26

V první polovin¥ 17. století se rovn¥º objevily první my²lenky projektivní geo-
metrie. Jejich autorem je francouzský architekt Girard Desargues (1591�1661).
Jeho spis Brouillon project d'une atteinte aux événements des rencontres d'un
cone avec un plan [P°edb¥ºný ná£rt pokusu o pochopení jev· p°i vzájemném

24Viz Descartes R., Discours de la méthode, pour bien conduire sa raison, & chercher la vérité
dans les sciences. Plus La Dioptrique, Les Meteores, et La Géométrie. Qui sont des essais de
cete methode, De l'imprimerie de Ian Maire, Leyde (Leiden), 1637, 78 stran.

25 �eský p°eklad v£etn¥ komentá°e viz René Descartes: Geometrie, z francouzského originálu
p°eloºil Ji°í Fiala, Oikoymenh, Praha, 2010, xlvi + 106 stran (protilehlé stránky mají duplicitní
stránkování). Kniha navíc obsahuje p°etisk prvního latinského vydání z roku 1683 v p°ekladu
Franse van Schootena (1615�1660).

26 Fermatovo pojednání Ad locos planos et solidos isagoge sepsané roku 1636 bylo uve°ej-
n¥no aº po jeho smrti. Viz Fermat P., Varia opera mathematica, apud Joannem Pech, Tolosae
(Toulouse), 1679, 1�8.
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styku kuºele a roviny]27 z roku 1639 obsahuje n¥které základní pojmy a my²lenky
projektivní geometrie, nap°. ideu nevlastních bod·. V roce 1648 uve°ejnil G. De-
sargues v¥tu o perspektivních trojúhelnících.28 Ve své dob¥ v²ak jeho dílo z·sta-
lo stranou zájmu. Jednak jej zastínila rozvíjející se analytická geometrie, jednak
mohl být p°ekáºkou Desargues·v neobvyklý zp·sob vyjad°ování. Ve své práci totiº
pouºil kolem sedmdesáti nových výraz·, z nichº v¥t²ina byla p°evzata z botaniky
a byla t¥ºko srozumitelná. Jedinou výjimkou je pojem involuce, který se pouºívá
dodnes. Význam my²lenek, s nimiº G. Desargues p°i²el, se v plném rozsahu pro-
jevil aº v 19. století.

Také koncem 18. století a na po£átku 19. století vznikaly a rozvíjely se nové
geometrické metody. S t¥mi nejd·leºit¥j²ími p°i²el francouzský matematik Gas-
pard Monge (1746�1818). V letech 1768 aº 1780 p·sobil na vojenské akademii
v Mézières, kde ho p°ípravy p°edná²ek o stavb¥ pevností p°ivedly k rozvinutí
deskriptivní geometrie jako zvlá²tního odv¥tví geometrie. Mongeova hlavní idea
spo£ívala v zobrazení trojrozm¥rných objekt· pomocí vhodné projekce do dvou
rovin, vodorovné a svislé. Své p°edná²ky uve°ejnil v roce 1799 v knize Géométrie
descriptive [Deskriptivní geometrie].29 Jako jeden z prvních matematik· za£al
vyuºívat analytické metody p°i studiu prostorových k°ivek a ploch. Jeho práce
o tomto tématu byly uve°ejn¥ny roku 1807 v knize Application de l'analyse à la
géométrie [Aplikace analýzy na geometrii],30 kterou lze povaºovat za první knihu
o diferenciální geometrii. Forma výkladu je v²ak zna£n¥ odli²ná od dne²ního ob-
vyklého p°ístupu. V Mongeových pracích lze nalézt ko°eny tzv. syntetické i alge-
braické metody. U jeho ºák· se ob¥ metody odd¥lily; syntetická metoda vedla
k projektivní geometrii, algebraická metoda se stala základem moderní analy-
tické a algebraické geometrie. Hlavními p°edstaviteli algebraické geometrie byli
v N¥mecku jiº d°íve zmi¬ovaní A. F. Möbius a J. Plücker, ve Francii M. Chasles
a v Anglii A. Cayley.

Jedním z Mongeových ºák· byl Jean Victor Poncelet, jenº je povaºován za za-
kladatele projektivní geometrie. Ovlivn¥n Mongeovým analytickým p°ístupem ke
geometrii rozvinul novou geometrickou disciplínu, jejíº n¥které my²lenky nazna£il
jiº dv¥ století p°ed ním G. Desargues. Poncelet·v spis Traité des propriétés pro-
jectives des �gures [Pojednání o projektivních vlastnostech útvar·],31 který vy²el
roku 1822 v Pa°íºi, obsáhl v²echny d·leºité pojmy tohoto nového odv¥tví geo-
metrie, jako nap°. dvojpom¥r, perspektivitu a projektivitu. Tato objemná kniha
byla prvním souhrnným pojednáním o projektivní geometrii, která se stala jiº
b¥hem dal²ího desetiletí ucelenou matematickou teorií. Na Ponceletovy my²lenky
navázali zejména ²výcarský matematik Jacob Steiner a n¥mecký matematik Karl
Georg Christian von Staudt (1798�1867).

27 Publication par voie d'impression à cinquante exemplaires, source René Taton, Paris, 1639,
36 stran.

28Viz Desarguesova v¥ta v kapitole 1 této diserta£ní práce.
29Viz Monge G., Géométrie descriptive. Leçons données aux Écoles Normales, l'an 3 de la

Republique, Baudouin, Paris, 1799, 132 stran.
30Viz Monge G., Application de l'analyse à la géométrie, à l'usage de l'École impériale poly-

technique, Bernard, Paris, 1807, 416 stran.
31Viz Poncelet J. V., Traité des propriétés projectives des �gures: ouvrage utile à ceux qui

s'occupent des applications de la géométrie descriptive et d'opérations géométriques sur le ter-
rain, Bachelier, Paris, 1822, 426 stran.
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Zatímco v²echny vý²e uvedené druhy geometrie �pouze� vná²ejí nové metody
do studia geometrie eukleidovské, rodil se na po£átku 19. století zcela nový typ
geometrie, geometrie neeukleidovská.

Otázka, zda pátý Eukleid·v postulát o rovnob¥ºkách je nezávislým axiomem,
nebo zda jej lze odvodit z ostatních axiom·, zam¥stnávala matematiky více neº
dva tisíce let. N¥kte°í z nich vypracovali r·zné �d·kazy� nezávislosti pátého po-
stulátu, které v²ak v n¥jaké skryté form¥ tento postulát vyuºívaly. V 18. sto-
letí se °ada matematik· neúsp¥²n¥ pokou²ela Eukleid·v postulát o rovnob¥ºkách
dokázat sporem. Dosp¥li p°itom k n¥kterýmmy²lenkám geometrie neeukleidovské.
Jmenujme alespo¬ italského matematika G. Saccheriho (1667�1733), ²výcarské
matematiky L. Bertranda (1731�1812) a J. H. Lamberta (1728�1777) a fran-
couzského matematika A. M. Legendrea (1752�1833), kte°í p°i svých pokusech
dokázat platnost pátého postulátu sporem do²li k v¥tám, které dnes °adíme do
neeukleidovské geometrie. �ádný z nich v²ak nem·ºe být ozna£en za objevitele
nové geometrie, nebo´ jejich výsledky byly více mén¥ izolované a nebyla mezi
nimi patrná ºádná hlub²í souvislost.32

N¥mecký matematik Carl Friedrich Gauss byl patrn¥ prvním matematikem,
který byl zcela p°esv¥d£en o nezávislosti pátého postulátu, a tedy i o tom, ºe
dal²í geometrie, které by se zakládaly na volb¥ jiného axiomu, jsou logicky moºné.
B¥hem svého ºivota v²ak o této problematice nic nepublikoval.

Za objevitele neeukleidovské geometrie jsou krom¥ C. F. Gausse povaºováni
ruský matematik Nikolaj Ivanovi£ Loba£evskij (1792�1856) a ma¤arský d·stojník
János Bolyai (1802�1860). N. I. Loba£evskij své my²lenky shrnul roku 1826 ve
francouzsky psané práci Exposition succinte des principles de la Géométrie avec
une démonstration rigoureuse du théorème des paralèlles [Stru£ný výklad základ·
geometrie s p°esným d·kazem v¥ty o rovnob¥ºkách], v níº poprvé ukázal, ºe axiom
o rovnob¥ºkách není k vybudování geometrie nutný. K vyti²t¥ní jeho práce v²ak
roku 1826 nedo²lo pro nepochopení ze strany koleg·; výtah z tohoto rukopisu
je obsaºen v Loba£evského práci O na£alach geometrii [O základech geometrie]
uve°ejn¥né v letech 1829 aº 1830 v £asopise kaza¬ské univerzity, na níº v té dob¥
N. I. Loba£evskij p·sobil.

János Bolyai sv·j spis o neeukleidovské geometrii dokon£il jiº roku 1825; vy²el
v²ak aº roku 1832 jako Appendix, scientiam spatii absolute veram exhibens [Do-
datek vysv¥tlující absolutn¥ p°esnou nauku o prostoru] ke knize jeho otce Farkase
(Wolfganga) Bolyaie (1775�1856) nazvané Tentamen juventutem studiosam in ele-
menta matheseos [Pojednání o základech matematiky pro pilné mladíky].33 Jak

32O objevu neeukleidovské geometrie viz Pavlí£ek J. B., Základy neeukleidovské geometrie
Loba£evského, P°írodov¥decké vydavatelství, Praha, 1953, 142�212.

33Viz Bolyai J., Appendix, scientiam spatii absolute veram exhibens; a veritate aut falsitate
axiomatis XI. Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem; adjecta ad casum fal-
sitatis quadratura circuli geometrica; in Bolyai F., Tentamen juventutem studiosam in elemen-
ta matheseos purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evidentiaque huic propria,
introducendi, Maros Vásárhely, 1832, 502 stran. �eský p°eklad díla J. Bolyaie �Appendix� viz
�edivý J. (ed.), Sv¥tonázorová výchova v matematice, Sborník vybraných referát· z letních ²kol
MPS J�SMF, Jednota £eskoslovenských matematik· a fyzik·, Praha, 1987, 253�296 (p°eloºili
J. Pech a J. �edivý).
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N. I. Loba£evskij, tak i J. Bolyai ve svých pracích povaºovali pátý Eukleid·v
postulát za nezávislý axiom a vytvo°ili geometrii zaloºenou na odli²ném axiomu,
podle n¥hoº lze k dané p°ímce daným bodem, který na ní neleºí, vést alespo¬
dv¥ r·zné rovnob¥ºky. Je²t¥ n¥kolik desetiletí po svém objevu z·stávala neeuklei-
dovská geometrie nesrozumitelnou a nepochopenou, mnoho v·d£ích matematik·
ji v·bec neznalo nebo ji odmítalo.

Prvním velkým matematikem, který pln¥ pochopil její význam, byl Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826�1866), jenº vytvo°il dal²í typ neeukleidovské
geometrie. Ve své p°edná²ceÜber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen [O hypotézách, na nichº spo£ívají základy geometrie]34 pronesené roku 1854
na univerzit¥ v Göttingen p°edstavil obecnou metrickou geometrii, která zahrnuje
celkem t°i typy r·zných geometrií; vedle geometrie Eukleidovy a Loba£evského to
je geometrie, jeº byla pozd¥ji nazvána geometrií Riemannovou. V této geometrii
se kaºdé dv¥ p°ímky navzájem protínají, z £ehoº plyne, ºe neexistují rovnob¥ºky.

K obecnému uznání neeukleidovských geometrií do²lo aº po roce 1870. P°isp¥l
k n¥mu rovn¥º Felix Klein, který poukázal na to, ºe kdyby existovaly logické roz-
pory v neeukleidovské geometrii, byly by stejné rozpory obsaºeny také v geometrii
eukleidovské. Podle n¥ho se pro Loba£evského geometrii pouºívá také název hyper-
bolická geometrie, pro eukleidovskou název parabolická geometrie a pro Rieman-
novu název eliptická geometrie35.

4.5 Erlangenský program

Nyní se v¥nujme p°ímo Erlangenskému programu. Jak jiº bylo °e£eno, v °íjnu 1872
p°edloºil Felix Klein na univerzit¥ v Erlangen text své nástupní profesorské p°ed-
ná²ky, která se pozd¥ji stala známou jako Erlangenský program. Sestává z úvodu,
deseti kapitol a záv¥re£ných poznámek.

V úvodu F. Klein nastínil tehdej²í situaci v geometrii a uvedl, ºe ve vývoji geo-
metrického bádání zaujímala v posledních padesáti letech p°ední místo geometrie
projektivní. Zd·raznil, ºe vedle elementární (eukleidovské) a projektivní geome-
trie existuje celá °ada dal²ích geometrií, nap°. geometrie reciprokých polom¥r·36

nebo geometrie racionálních transformací. Jeho cílem bylo zformulovat obecný
34 Text p°edná²ky viz Riemann B., Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde

liegen, aus dem Nachlass des Verfassers mitgetheilt durch R. Dedekind, Abhandlungen der
Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 13(1866/67), 133�150. �eský p°eklad
viz Riemann B., O hypotézách, které leºí v základech geometrie (spolu s vysv¥tlením H. Weyla),
z n¥meckého originálu p°eloºil Petr Rys, Univerzita J. E. Purkyn¥, Pedagogická fakulta, Ústí
nad Labem, 1999, 35 stran.

35 Poznamenejme, ºe Riemannova geometrie zahrnuje vedle eliptické geometrie je²t¥ sférickou
geometrii, která p°i dimenzi 2 splývá s eukleidovskou geometrií na sfé°e, jestliºe jako �p°ímky�
uvaºujeme hlavní kruºnice. V této geometrii se kaºdé dv¥ �p°ímky� protínají práv¥ ve dvou
bodech, a proto ve sférické geometrii neplatí v¥ta, ºe kaºdé dva r·zné body ur£ují práv¥ jednu
p°ímku. Tím se geometrie sférická odli²uje od eliptické, v níº tato v¥ta platí.

36 Transformací reciprokými polom¥ry (die Transformation durch reziproke Radien) F. Klein
rozum¥l transformaci, která kaºdému bodu P p°i°adí bod P ′ leºící na p°ímce OP spojující bod P
s po£átkem O a pro niº je sou£in OP ·OP ′ roven dané konstant¥. Viz [K7], str. 203. Geometrie
reciprokých polom¥r· odpovídá v dne²ní terminologii tzv. Möbiov¥ inverzní geometrii.
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princip, který by jednotlivé geometrie jasn¥ a jednozna£n¥ vymezil a logicky je
uspo°ádal. Podle F. Kleina se jeho zám¥r jevil oprávn¥ným z toho d·vodu, ºe
geometrie, svým obsahem jednotná, rozpadala se rychlým rozvojem v tehdej²í
dob¥ v °adu tém¥° odd¥lených disciplín, rozvíjejících se zna£n¥ nezávisle jedna na
druhé. Své geometrické úvahy p°itom nepovaºoval za nijak p°evratnou my²lenku,
ve své práci cht¥l jen p°ehledn¥ vymezit a shrnout výsledky, jeº do v¥t²í £i men²í
míry jist¥ tu²ili mnozí dal²í matematici.

Wenn wir es im Nachstehenden unternehmen, ein solches Prinzip auf-
zustellen, so entwickeln wir wohl keinen eigentlich neuen Gedanken,
sondern umgränzen nur klar und deutlich, was mehr oder minder
bestimmt von Manchem gedacht worden ist. Aber es schien um so
berechtigter, derartige zusammenfassende Betrachtungen zu publiciren,
als die Geometrie, die doch ihrem Sto�e nach einheitlich ist, bei der
raschen Entwicklung, die sie in der letzten Zeit genommen hat, nur
zu sehr in eine Reihe von beinahe getrennten Disciplinen zerfallen ist,
die sich ziemlich unabhängig voneinander weiter bilden.

([K2], str. 3�4)

Obr. 35: Titulní a úvodní strana Erlangenského programu
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První kapitola, v níº je zformulována základní my²lenka Kleinova p°ístupu ke
klasi�kaci r·zných geometrií, se týká grup prostorových transformací. F. Klein
nejprve zavedl a vysv¥tlil pojem grupa transformací � rozum¥l jím takovou sou-
stavu transformací, která má tu vlastnost, ºe kaºdá transformace sloºená z libo-
volných transformací této soustavy je rovn¥º její sou£ástí.37 V dal²ím textu uvaºo-
val transformace prostoru, které zachovávají geometrické vlastnosti prostorového
útvaru. Tyto transformace tvo°í grupu, kterou F. Klein nazval hlavní grupou
(v originále die Hauptgruppe). Geometrické vlastnosti se tedy nem¥ní p°i t¥chto
transformacích, tj. u prvk· hlavní grupy. Naopak lze °íci, ºe geometrické vlastnos-
ti lze charakterizovat práv¥ na základ¥ jejich invariantnosti v·£i transformacím
z hlavní grupy. Geometrii poté de�noval následujícím zp·sobem: Je dán geome-
trický prostor a n¥jaká grupa transformací. Úkolem geometrie je zkoumat práv¥ ty
vlastnosti prostoru, které se nem¥ní p°i transformacích dané grupy. Jinými slovy
°e£eno, kaºdá geometrie je teorií invariant· dané grupy transformací. Ocitujme
tuto nejd·leºit¥j²í pasáº v p·vodním zn¥ní:

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformations-
gruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehörigen Gebilde
hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die durch die Trans-
formationen der Gruppe nicht geändert werden. In Anlehnung an die
moderne Ausdrucksweise, die man freilich nur auf eine bestimmte
Gruppe, die Gruppe aller linearen Umformungen, zu beziehen p�egt,
mag man auch so sagen: Es ist eine Mannigfaltigkeit und in dersel-
ben eine Transformationsgruppe gegeben. Man entwickele die auf die
Gruppe bezügliche Invariantentheorie. ([K2], str. 7)

F. Klein p°itom zd·raz¬oval, ºe grupu transformací lze volit zcela libovoln¥.

Grupy transformací umoº¬ují podle F. Kleina nejen zkoumání a klasi�kaci
daných geometrií, ale rovn¥º zavedení nových geometrií. Základní geometrické
pojmy jsou potom ur£eny jako invarianty zvolených grup transformací. Pokud
v²ak základní geometrické objekty dané geometrie ur£íme aº na základ¥ jejich in-
variantnosti v·£i uvaºované grup¥ transformací, nem·ºeme p°edem de�ni£ní obor
t¥chto transformací omezit práv¥ na tyto objekty. F. Klein tedy musel de�ni£ní
obor transformací stanovit nezávisle na n¥jakých objektech, £ehoº dosáhl tím, ºe
za de�ni£ní obor zvolil obecn¥ n-dimenzionální projektivní prostor (varietu).38

37V roce 1893 F. Klein dodate£n¥ do 8. poznámky pod £arou p°idal up°esn¥ní, ºe uvede-
nou de�nici grupy transformací je t°eba doplnit. Ml£ky se totiº p°edpokládá, ºe taková grupa
navíc obsahuje ke kaºdé transformaci rovn¥º transformaci inverzní. V p°ípad¥ grup obsahujících
nekone£n¥ mnoho transformací to není nutné, av²ak pro úplnost by tento poºadavek m¥l být
v de�nici explicitn¥ uveden. Viz [K8], str. 462.

38 F. Klein pouºil ozna£ení die gesamte Mannigfaltigkeit (n¥m. die Mannigfaltigkeit =
rozmanitost), které v samotném Erlangenském programu nijak blíºe neobjasnil. Vysv¥tlení lze
nalézt v £lánku Klein F., Über die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Mathematische An-
nalen 4(1871), 573�625. Zde de�noval pojem eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen takto:
Je-li dáno n prom¥nných x1, x2, . . . , xn, sestrojíme obor n-krát nekone£n¥ mnoha systém· hod-
not, které získáme tak, ºe prom¥nné x nezávisle na sob¥ necháme prob¥hnout reálné hodnoty
od −∞ do +∞.
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F. Klein tedy charakterizoval kaºdou geometrii pomocí grupy geometrických
transformací, které zachovávají základní vlastnosti dané geometrie. Nap°. klasic-
kou eukleidovskou geometrii asocioval s grupou shodností, tj. s grupou trans-
formací, které zachovávají eukleidovskou vzdálenost, a Loba£evského geometrii
s grupou transformací, které zachovávají n¥jakou regulární, bodov¥ reálnou kuºelo-
se£ku. Ve svých úvahách v²ak opomenul a�nní geometrii, kterou lze p°irozeným
zp·sobem asociovat s grupou a�nit. F. Klein se k tomuto opomenutí roku 1921
sebekriticky p°iznal; ve svých p°edná²kách a�nní grupu za£al zd·raz¬ovat teprve
od ²kolního roku 1895/96. Jedním z d·vod· mohla být skute£nost, ºe ve druhé
polovin¥ 19. století se pozornost matematik· soust°edila na analytickou projek-
tivní geometrii, jeº byla na vrcholu svého rozkv¥tu, st°edem zájmu se staly ko-
lineace (obecná lineární zobrazení), a a�nity jako jejich speciální p°ípad ustoupily
do pozadí. Jejich postavení v geometrii se radikáln¥ zm¥nilo aº ve 20. století.39

Ve druhé kapitole F. Klein zavedl uspo°ádání geometrií, a to tak, ºe relaci
inkluze mezi jednotlivými grupami transformací p°enesl na odpovídající geome-
trie. Pokud n¥jakou grupu nahradíme jinou grupou, která danou grupu obsahuje,
z·stane zachována pouze £ást p·vodních geometrických vlastností. P°echodem
k roz²í°ené grup¥ nebo k vlastní podgrup¥ tak lze p°ejít od jednoho typu geometrie
k jinému.40 Erlangenský program tedy p°inesl jednoduchý, ale d·leºitý princip
uspo°ádání jednotlivých geometrií.

Ilustrujme nyní Kleinovy my²lenky na p°íkladech. Nech´ M je mnoºina v²ech
bod· n¥jaké roviny. Uvaºujme mnoºinu G v²ech transformací mnoºiny M , která
obsahuje práv¥ v²echny transformace sloºené z osových soum¥rností (a tedy rovn¥º
v²echna posunutí a oto£ení). Protoºe sloºení libovolných transformací z mnoºinyG
je op¥t prvkem mnoºiny G a ke kaºdé transformaci z mnoºiny G existuje v této
mnoºin¥ transformace inverzní, je mnoºina G grupou. Jí odpovídající geometrií
je klasická eukleidovská geometrie, G je grupa shodností. Protoºe takové vlastnos-
ti jako délka, obsah, shodnost, podobnost, kolmost, rovnob¥ºnost a kolineárnost
bod· jsou invariantní vzhledem ke grup¥ G, studuje eukleidovská geometrie práv¥
tyto vlastnosti.

Pokud grupu G roz²í°íme na nejmen²í grupu obsahující navíc v²echny stejno-
lehlosti, získáme grupu podobností. Vzhledem k této grup¥ jiº délka, obsah a shod-
nost invariantní nez·stávají, a tedy se v této geometrii nestudují. Podobnost,
kolmost, rovnob¥ºnost a kolineárnost bod· se v²ak stále zachovávají, a jsou pro-
to p°edm¥tem studia této geometrie. Obdobn¥ projektivní geometrie studuje ty
vlastnosti, které z·stávají invariantní vzhledem ke grup¥ projektivních trans-
formací. Z vý²e zmín¥ných vlastností se v tomto p°ípad¥ zachovává pouze ko-
lineárnost bod·. Významným invariantem této grupy je také dvojpom¥r £ty°
kolineárních bod·.

39 Zásluhu na tom má Hermann Weyl (1885�1955), jenº ve svém díle Raum � Zeit � Materie.
Vorlesungen über allgemeine Relativitätstheorie [We1] pojednal a�nní geometrii axiomaticky,
v souvislosti s geometrií vektorového prostoru.

40 F. Klein tento p°ístup p°iblíºil na p°íkladu sférické trigonometrie, jiº lze získat z euklei-
dovské geometrie p°echodem od grupy shodností k její podgrup¥, která zachová invariantní
n¥jaký bod. Podobným zp·sobem by bylo moºné od projektivní geometrie p°ejít ke geometrii
a�nní, pokud bychom místo grupy kolineací uvaºovali její podgrupu, která zachová invariantní
n¥jakou rovinu.

79



V následující tabulce (viz tab. 2) je vybráno p¥t základních geometrických
vlastností a u kaºdé ze £ty° zvolených grup transformací je uvedeno, zda uvaºo-
vané transformace dané vlastnosti zachovávají, £i nikoliv.

vlastnost/grupa grupa grupa grupa grupa
shodností podobností a�nit projektivit

poloha m¥ní se m¥ní se m¥ní se m¥ní se

velikost zachována m¥ní se m¥ní se m¥ní se

kolmost zachována zachována m¥ní se m¥ní se

rovnob¥ºnost zachována zachována zachována m¥ní se

kolineárnost zachována zachována zachována zachována

Tab. 2: Invarianty grup transformací

Jednotlivé grupy lze relací inkluze uspo°ádat takto:

grupa grupa grupa grupa⊂ ⊂ ⊂
shodností podobností afinit projektivit

Kaºdé grup¥ p°itom p°íslu²í odpovídající geometrie. Grup¥ shodností odpovídá
eukleidovská geometrie, grup¥ podobností odpovídá �podobnostní� geometrie,
grup¥ a�nit odpovídá a�nní geometrie a grup¥ projektivit odpovídá projektivní
geometrie. Z vý²e uvedeného schématu inkluzí grup transformací tak získáme
následující uspo°ádání klasických geometrií:

eukleidovská podobnostní afinní projektivní⊃ ⊃ ⊃
geometrie geometrie geometrie geometrie

Kleinova jednotná de�nice vévodila geometrii p°ibliºn¥ padesát let. Dnes je
jiº z°ejmé, ºe v²echny typy geometrií do jeho schématu za£lenit nelze, p°íkladem
jsou algebraická nebo diferenciální geometrie. Navíc je t°eba up°esnit, ºe geome-
trie není jednozna£n¥ ur£ena pouze geometrickým prostorem, v n¥mº pracujeme,
a volbou n¥jaké grupy transformací. Je je²t¥ navíc pot°eba speci�kovat, které geo-
metrické objekty bereme za základní stavební prvky uvaºované geometrie. Pokud
uvaºujeme nap°. projektivní rovinu a grupu projektivních transformací, nezáleºí
na tom, zda za základní prvky vezmeme body nebo p°ímky, vºdy získáme stejný
geometrický systém (plyne z platnosti principu duality). V rovinné eukleidovské
geometrii, v níº princip duality neplatí, bychom v²ak získali v závislosti na volb¥
základních element· dva r·zné geometrické systémy.
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Nap°. pokud trojúhelník zadáme pomocí jeho stran, které leºí na t°ech r·zných
p°ímkách, z nichº kaºdé dv¥ jsou r·znob¥ºné, pak �sou£et vzdáleností v²ech dvojic
stran� , tj. sou£et velikostí úhl·, které strany navzájem svírají, je pro v²echny
trojúhelníky stejný; v obloukové mí°e je roven 2π rad. Na druhou stranu, pokud
trojúhelník ur£íme pomocí trojice r·zných, nekolineárních bod·, pak sou£et jejich
vzdáleností, tj. obvod uvaºovaného trojúhelníku, je pro r·zné trojúhelníky r·zný.
Kaºdý geometrický systém je tedy zcela jednozna£n¥ ur£en volbou t°í základních
charakteristik � geometrického prostoru, grupy transformací, které zachovávají
podstatné vlastnosti objekt·, a základního prvku uvaºované geometrie, z n¥hoº
jsou sloºeny geometrické objekty.

Z hlediska teorie grup lze význam volby základního prvku uvaºované geometrie
vysv¥tlit následovn¥. Uvaºujme v²echny transformace obsaºené ve zvolené grup¥
transformací G, které zachovávají základní prvek uvaºované geometrie (tj. zobrazí
jej op¥t na sebe). Takové transformace z°ejm¥ tvo°í grupu, která je podgrupou
grupyG � nazývá se stabiliza£ní podgrupou p°íslu²ející uvaºované geometrii se zvo-
leným základním prvkem. Pokud tedy nap°. grupa G je tvo°ena v²emi shodnost-
mi eukleidovské roviny a základním prvkem geometrie je bod, potom stabiliza£ní
podgrupa bude tvo°ena v²emi oto£eními kolem uvaºovaného bodu. Pokud v²ak
základním prvkem bude p°ímka, budou stabiliza£ní podgrupu tvo°it v²echna po-
sunutí ve sm¥ru zvolené p°ímky, osová soum¥rnost podle zvolené p°ímky a v²echny
st°edové soum¥rnosti podle bod· zvolené p°ímky. V °e£i teorie grup budou dva
geometrické systémy totoºné, pokud se budou shodovat i ve stabiliza£ních pod-
grupách. Základní prvky takových geometrických systém· se p°itom mohou li²it,
p°íkladem je vý²e zmi¬ovaná projektivní geometrie.41

Dal²í kapitoly Erlangenského programu jiº okomentujeme jen stru£n¥.

T°etí kapitola je v¥nována projektivní geometrii. F. Klein zde mimo jiné uvedl,
ºe kaºdá prostorová transformace, která nenáleºí hlavní grup¥, m·ºe být vyuºita
k p°enesení vlastností známého útvaru na útvar nový. Krom¥ projektivních trans-
formací uvaºoval také tzv. dualistické a imaginární transformace; sou£asn¥ s nimi
zavedl imaginární prvky.

Ve £tvrté kapitole se F. Klein zabýval �p°ená²ením prost°ednictvím zobrazení�
(v originále Übertragung durch Abbildung). Uvaºoval varietu A jako de�ni£ní obor
transformací grupy B. Pokud pomocí n¥jakého zobrazení p°ejdeme od variety A
k jiné variet¥ A′, zm¥níme tímto zobrazením grupu B na grupu B′, jejíº trans-
formace se vztahují k variet¥ A′. Vlastnosti útvar· variety A se p°enesou na
odpovídající útvary variety A′. Tuto my²lenku ilustroval na p°íkladech.

Pátá kapitola je mimo jiné v¥nována tzv. p°ímkové geometrii. Jiº Klein·v
u£itel J. Plücker poukázal roku 1865 na to, ºe geometrie nemusí být vybudová-
na pouze na bodu jako základním prvku; p°ímky, roviny nebo kruºnice lze téº
uºít jako základní prvky n¥jaké geometrie. F. Klein v této kapitole zd·raznil, ºe
základními prvky geometrie mohou být libovolné útvary uvaºované variety.

41 Poznamenejme, ºe F. Klein povaºoval dva geometrické prostory M a M ′, jimº p°íslu²í
grupy transformací G a G′, za identické, pokud existuje takové vzájemn¥ jednozna£né zobrazení
f : M →M ′, které indukuje izomor�smus ϕ: G→ G′ mezi grupami transformací.
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Als Element der geraden Linie, der Ebene, des Raumes, überhaupt
einer zu untersuchenden Mannigfaltigkeit kann statt des Punctes jedes
in der Mannigfaltigkeit enthaltene Gebilde: die Punctgruppe, ev. die
Curve, die Fläche u. s. w. verwandt werden. . . . Aber so lange wir
der geometrischen Untersuchung dieselbe Gruppe von Aenderungen
zu Grunde legen, bleibt der Inhalt der Geometrie unverändert, das
heisst, jeder Satz, der bei einer Annahme des Raumelements sich er-
gab, ist auch ein Satz bei beliebiger anderer Annahme, nur die Anord-
nung und Verknüpfung der Sätze ist geändert. Das Wesentliche ist also
die Transformationsgruppe; die Zahl der Dimensionen, die wir einer
Mannigfaltigkeit beilegen wollen, erscheint als etwas Secundäres.

([K2], str. 16)

Dále zde uvedl souvislost projektivní geometrie roviny s teorií binárních forem,
neboli s projektivní geometrií p°ímky, kterou lze ztotoºnit s projektivní geometrií
kuºelose£ky nahrazením kaºdého bodu p°ímky dvojicí bod·, v nichº uvaºovaná
p°ímka protne danou kuºelose£ku.

Die Theorie der binären Formen und die projectivische Geometrie
der Ebene unter Zugrundelegung eines Kegelschnittes sind gleichbedeu-
tend. . . . Die Theorie der binären Formen und die allgemeine projecti-
vische Massgeometrie in der Ebene sind dasselbe. ([K2], str. 17)

F. Klein p°itom odkázal na tzv. Hesse·v princip (v originále das Hessesche Über-
tragungsprinzip).42 Obdobným zp·sobem, s vyuºitím homogenních sou°adnic,
na²el souvislost mezi projektivní geometrií prostoru a teorií bikvadratických (kva-
ternárních) forem.

V ²esté kapitole se F. Klein zabýval geometrií reciprokých polom¥r· (in-
verzní geometrií) a porovnával ji s projektivní geometrií. Uvedl, ºe v projek-
tivní geometrii jsou základními pojmy bod, p°ímka a rovina, zatímco kruºnice,
resp. sféra jsou pouze speciálními p°ípady kuºelose£ky, resp. plochy druhého stup-
n¥. Naproti tomu v geometrii reciprokých polom¥r· jsou základními pojmy bod,
kruºnice a sféra; p°ímka a rovina jsou speciálními p°ípady útvar·, které obsahu-
jí nekone£n¥ vzdálený (nevlastní) bod.43 Dále na²el souvislost mezi geometrií
reciprokých polom¥r· v rovin¥ a projektivní geometrií na plo²e druhého stupn¥
(na kvadrice). V záv¥ru kapitoly se v¥noval reprezentaci geometrie reciprokých
polom¥r· pomocí teorie binárních forem komplexních prom¥nných.

V sedmé kapitole F. Klein navázal na n¥které p°edchozí my²lenky a dále je
rozvíjel. P°ipomn¥l, ºe geometrii roviny lze propojit s geometrií na kuºelose£ce
tím, ºe p°ímkám roviny p°i°adíme dvojice bod·, v nichº p°ímky danou kuºelose£ku
protínají. Obdobn¥ m·ºeme dát do souvislosti geometrii prostoru s geometrií na

42 Ludwig Otto Hesse (1811�1874), n¥mecký matematik. Hesse·v princip je zaloºen na
skute£nosti, ºe pokud p°ímku v projektivní rovin¥ zobrazíme z n¥jakého bodu libovolné
kuºelose£ky na tuto kuºelose£ku, potom kolineace p°ímky jsou ur£eny kolineacemi roviny,
které kuºelose£ku zobrazí samu na sebe, a naopak. Toto zobrazení ur£uje izomor�smus mezi
grupou kolineací p°ímky a grupou kolineací roviny, které danou kuºelose£ku zachovávají. Viz
Hesse L. O., Ein Uebertragungsprincip, Journal für die reine und angewandte Mathematik
66(1866), 15�21.

43 Elementární geometrii získáme, pokud tento bod pevn¥ za�xujeme.
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sfé°e tím, ºe kaºdé rovin¥ prostoru p°i°adíme kruºnici, ve které uvaºovaná rovina
danou sféru protíná. Pomocí stereogra�cké projekce lze geometrii na sfé°e p°evést
na geometrii v rovin¥; proto si budou navzájem odpovídat prostorová geometrie,
jejímiº základními prvky jsou roviny a jejíº grupa obsahuje lineární transforma-
ce zachovávající danou sféru, a rovinná geometrie, jejímiº základními prvky jsou
kruºnice a jejíº grupou je grupa reciprokých polom¥r·. Uvedenou prostorovou
geometrii dále zobecnil; uvaºoval obsáhlej²í grupu a dosp¥l k tzv. Lieov¥ sférické
geometrii. Na záv¥r zmínil, ºe výsledné roz²í°ení lze pomocí ur£itého zobrazení
p°enést také na rovinnou geometrii.

Osmá kapitola p°ibliºuje dal²í metody zaloºené na zkoumání n¥jaké grupy
bodových transformací. Samostatný odstavec se týká tehdy je²t¥ relativn¥ nezná-
mé topologie (v originále die Analysis situs), kterou F. Klein charakterizoval
jako teorii invariant· spojitých bodových transformací. Dále se v¥noval geometrii
racionálních transformací; ukázal, ºe na p°ímce jsou racionální transformace to-
toºné s lineárními transformacemi, v rovin¥ se jedná o tzv. Cremonovy transfor-
mace, které lze vytvo°it sloºením kvadratických transformací. V záv¥ru kapitoly se
zabýval grupou v²ech bodových transformací; uvedl, ºe libovolná bodová transfor-
mace nekone£n¥ malé £ásti prostoru vºdy odpovídá n¥jaké lineární transformaci.

V deváté kapitole F. Klein pojednal o grup¥ v²ech kontaktních transformací.
Kontaktní transformací rozum¥l kaºdou substituci, která prom¥nné x, y, z a jejich
parciální diferenciální podíly ozna£ené p = dz

dx
a q = dz

dy
vyjad°uje pomocí nových

veli£in x′, y′, z′, p′, q′. Název je odvozen ze skute£nosti, ºe dotýkající se plochy
se p°i t¥chto transformacích zobrazí op¥t na plochy, které se dotýkají. Pokud za
základní prvky geometrie vezmeme body, lze kontaktní transformace rozd¥lit do
t°í skupin podle toho, zda uvaºované transformace bod·m p°i°azují op¥t body
(tj. jedná se o bodové transformace), nebo k°ivky, nebo plochy. F. Klein ve svých
dal²ích úvahách volil za základní prvek prostoru systém hodnot x, y, z, p, q.
Kontaktní transformace lze poté ekvivalentn¥ de�novat jako práv¥ ty substituce
p¥ti prom¥nných x, y, z, p, q, které zachovávají vztah dz − p dx − q dy = 0.
P°edm¥tem Kleinova dal²ího zkoumání byly variety, které lze vyjád°it pomocí
soustavy parciálních diferenciálních rovnic prvního stupn¥.

Poslední, desátá kapitola roz²i°uje pojem �varieta� . F. Klein zde p°ipomn¥l,
ºe v²echny geometrické úvahy provedené v prostoru lze p°enést také na libovolnou
varietu. Dále se krátce zmínil o jedné oblasti moderní algebry, kterou je teorie
invariant·. V záv¥ru kapitoly demonstroval sv·j geometrický p°ístup k prostor·m
s konstantní Gaussovou k°ivostí. D·vodem je souvislost s Loba£evského hyper-
bolickou geometrií, jeº se lokáln¥ realizuje na prostorech se zápornou konstantní
k°ivostí, a s Riemannovou eliptickou geometrií, jeº se lokáln¥ realizuje na pros-
torech s kladnou konstantní k°ivostí.

Na záv¥r F. Klein p°ipojil je²t¥ sedm poznámek. V prvních dvou poukázal na
sv·j hlavní zám¥r, jenº ho p°ivedl k vyuºití teorie grup v geometrii; doufal, ºe se
mu poda°í vnést do rozt°í²t¥né geometrie op¥t °ád, jednotu a nové perspektivy.
První poznámka pojednává o rozporu mezi syntetickým a analytickým p°ístupem
v geometrii, druhá kritizuje tehdej²í p°íli²nou separaci geometrie do jednotlivých,
úzce zam¥°ených disciplín. Pátá poznámka se týká neeukleidovské geometrie.
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První reakce na Erlangenský program

F. Klein v Erlangenském programu prezentoval sv·j jednotný pohled na geo-
metrii. Do té doby byly jednotlivé geometrie (eukleidovská, projektivní, hyper-
bolická, eliptická) zkoumány odd¥len¥. Kleinovy výsledky v²ak nebyly ihned po-
chopeny a p°ijaty. Je²t¥ dvacet let poté z·stávalo toto jeho dílo ²iroce neznámé;
zmínky o Erlangenském programu z uvedené doby nacházíme spí²e výjime£n¥.
Lze se domnívat, ºe s Kleinovými geometrickými výsledky byla krátce po roce
1872 nejlépe seznámena italská matematická komunita.44 Pozd¥ji bylo zji²t¥no,
ºe n¥kolik dal²ích matematik·, nap°. Henri Poincaré (1854�1912),45 Wilhelm Karl
Joseph Killing (1847�1923)46 a Eduard Study (1862�1922),47 p°i²lo nezávisle na
Kleinovi na podobné my²lenky. Erlangenský program se stal v²eobecn¥ známým
aº poté, co jej F. Klein znovu otiskl v roce 1893 v £asopisu Mathematische An-
nalen.

�eská matematická komunita nev¥novala Erlangenskému programu dlouhou
dobu prakticky ºádnou pozornost. V �asopisu pro p¥stování mathematiky a fysiky,
jenº za£al vycházet práv¥ v roce 1872, není z té doby o Kleinov¥ programu ani
krátká zmínka. První referenci nalezneme v £asopisu aº v roce 1906 v rám-
ci recenze u£ebnice Lehrbuch der analytischen Geometrie, jejímiº autory jsou
L. He�ter a C. Koehler.48 Kniha obsahuje výklad základ· geometrie v duchu
základní my²lenky Erlangenského programu, recenzent Jan Vojt¥ch (1879�1953)
proto nejprve krátce popsal Klein·v �d·leºitý princip, jenº poskytuje neoby£ejn¥
jasný pohled na podstatu celé geometrie i jednotlivých jejích £ástí� .

Moºná pod vlivem vý²e uvedené knihy sepsal Jan Vojt¥ch £lánek Geome-
trické transformace prvního stupn¥ v rovin¥ a jich grupy, jenº byl na pokra£ování
uve°ejn¥n v následujících dvou £íslech £asopisu.49 Obsahuje systematický p°ehled

44O vlivu Erlangenského programu na geometrické práce vybraných italských matematik·
viz Boi L., The in�uence of the Erlangen Program on Italian geometry, 1880�1890: n-dimen-
sional geometry in the works of d'Ovidio, Veronese, Segre and Fano, Archives Internationales
d'Histoire des Sciences 40(1990), 30�75.

45H. Poincaré byl ve své práci ovlivn¥n dílem C. Jordana a objevem neeukleidovské geometrie.
Roku 1880 dosp¥l k záv¥ru, ºe geometrie studuje grupy operací tvo°ených takovými p°emíst¥ní-
mi geometrického objektu, které ho nedeformují. Svoji my²lenku vyloºil v £lánku obsahujícím
základy teorie Fuchsových funkcí a diferenciálních rovnic. �lánek zaslal do sout¥ºe vypsané
pa°íºskou akademií v¥d, ale protoºe ºádnou cenu nezískal, nebyl tehdy publikován; byl objeven
a prozkoumán teprve o sto let pozd¥ji. Viz Gray J. J., The three supplements to Poincaré's
prize essay of 1880 on Fuchsian functions and di�erential equations, Archives Internationales
d'Histoire des Sciences 32(1982), 221�235.

46W. Killing pod vlivem prací H. Helmholtze a B. Riemanna studoval jednotlivé geometrie
z pohledu teorie grup; viz Killing W., Erweiterung des Raumbegri�es, Programm Braunsberg,
1884, 21 stran. Zatímco F. Klein se soust°edil na klasi�kaci známých geometrií, W. Killing
zd·raz¬oval pot°ebu systematické a úplné klasi�kace v²ech moºných forem prostoru. Jeho
výzkumný program zahrnoval mimo jiné problém kompletní klasi�kace v²ech Lieových algeber
nad t¥lesem komplexních £ísel.

47 E. Study byl v kontaktu se S. Lie, pod vlivem Grassmannovy knihy nazvané Die Lineale
Ausdehnungslehre (1844) rozpracoval algebraické pojetí geometrie s vyuºitím teorie invariant·.

48Viz He�ter L., Koehler C., Lehrbuch der analytischen Geometrie, Band I: Geometrie in
den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene, Teubner, Leipzig und Berlin, 1905, 517 stran.
Recenze viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 35(1906), 134�136.

49Viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 35(1906), 249�275, 377�397.
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v²ech geometrických transformací v rovin¥. J. Vojt¥ch se zam¥°il na vy²et°ování
transformací, které vzniknou skládáním jednoduchých transformací � uvaºoval
st°edové soum¥rnosti, translace, osové soum¥rnosti (pravoúhlé i ²ikmé), rotace
a homothetie; postupn¥ dosp¥l i k a�nním a obecným kolineárním transformacím.
Své výsledky dokládal na základ¥ názorných konstrukcí, uvedl a odvodil v²ak
i analytická vyjád°ení v²ech transformací.

4.6 Elementární matematika

V letech 1908 aº 1911 postupn¥ vy²ly t°i díly Kleinových p°edná²ek Elementar-
mathematik vom höheren Standpunkte aus [Elementární matematika z vy²²ího
hlediska], které byly ur£eny st°edo²kolským u£itel·m a student·m. Kaºdý díl
má t°i £ásti. První je v¥nován aritmetice, algeb°e a analýze, obsahuje p°edná²ky
konané na univerzit¥ v Göttingen v zimním semestru 1907/08; byl vydán roku
1908. Druhý díl se týká geometrie, obsahuje p°edná²ky konané v letním semestru
1908; byl vydán roku 1909. Ve t°etím díle jsou mimo jiné studovány funkce reálné
prom¥nné (zejména jejich znázorn¥ní v pravoúhlé soustav¥ sou°adnic) a rovinné
k°ivky; byl vydán roku 1911.

Ocitujme úvodní text z Kleinovy p°edmluvy k prvnímu vydání prvního dílu.50

F. Klein v n¥m komentuje, komu je tato kniha zejména ur£ena, tedy u£itel·m
vy²²ích st°edních ²kol a student·m. V záv¥ru úryvku speci�kuje sv·j zamý²lený
zám¥r, tj. vyloºit v knize obsah a základy matematiky s ohledem na skute£né
pot°eby výuky, a to z hlediska moderní v¥dy, ale zárove¬ co nejjednodu²²ím,
nejpodn¥tn¥j²ím a nejp°esv¥d£iv¥j²ím zp·sobem.

Die neue Autographie, welche ich hiermit dem mathematischen Pub-
likum und ganz besonders den Lehrern der Mathematik an unseren
höheren Schulen unterbreite, ist als eine erste Fortsetzung jener Vor-
träge �über den mathematischen Unterricht an den höheren Schulen�,
speziell über �die Organisation des mathematischen Unterrichts� ge-
dacht, die ich im vorigen Jahre mit Herrn Schimmack zusammmen im
Teubnerschen Verlag habe erscheinen lassen. An die damals gegebene
Übersicht über die verschiedenen Formen der Unterrichtsaufgabe, die
dem Mathematiker gestellt sein kann, sollen sich jetzt, allgemein zu
reden, Entwicklungen über den Unterrichtssto� selbst schlieÿen, in de-
nen ich bemüht bin, dem Lehrer � oder auch dem reiferen Studenten �
Inhalt und Grundlegung der im Unterricht zu behandelnden Gebie-
te, unter Bezugnahme auf den tatsächlichen Unterrichtsbetrieb, vom
Standpunkte der heutigen Wissenschaft in möglichst einfacher und an-
regender Weise überzeugend darzulegen.

50Viz Klein F., Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus, Teil I: Arithmetik, Alge-
bra, Analysis, Vorlesungen gehalten im Wintersemester 1907�08 von F. Klein, Ausgearbeitet
von E. Hellinger, B. G. Teubner, Leipzig, 1908; citace z první strany nestránkované p°edmluvy.
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Ve druhém dílu jsou mimo jiné obsaºeny základní my²lenky Erlangenského
programu. V jeho první £ásti F. Klein nejprve zkoumá geometrické prostory a je-
jich základní vlastnosti. Ve druhé se podrobn¥ v¥nuje jednotlivým typ·m geo-
metrických transformací a jejich analytickým vyjád°ením.51 Poslední, t°etí £ást
p°edstavuje systematické pojednání o geometrii a jejích základech a zahrnuje
základní my²lenky klasi�kace geometrií pomocí geometrických transformací.

F. Klein zde nejprve uvaºuje �speciální lineární substituce� � posunutí, otá£ení,
st°edovou a osovou soum¥rnost a podobná zobrazení. Geometrii poté de�nuje jako
teorii invariant· t¥chto lineárních substitucí. Uvádí n¥které geometrické vlastnos-
ti, které se p°i t¥chto transformacích nem¥ní, jejich souhrn nazývá metrickou geo-
metrií. Poté odvozuje dal²í �druhy� geometrie. Za£íná a�nními transformacemi,
které jsou zobecn¥ním vý²e uvedených lineárních substitucí, a dochází k a�nní
geometrii, jakoºto teorii invariant· a�nních transformací. Poté uvaºuje projek-
tivní transformace, jeº a�nní transformace zahrnují jako speciální p°ípad. Geo-
metrické vlastnosti, které se p°i projektivních transformacích nem¥ní, se z°ejm¥
zachovávají také p°i transformacích a�nních. Tím lze z a�nní geometrie vy£lenit
geometrii projektivní, jako teorii invariant· projektivních transformací.52

Pomocí stejného principu odvozuje F. Klein geometrii reciprokých polom¥r·
a topologii, kterou nazývá analysis situs. Tento p°ístup dále precizuje na základ¥
pojmu grupa a formuluje obecný princip umoº¬ující charakterizovat jednotlivé
geometrie.

4.7 Pokra£ovatelé Felixe Kleina

V první polovin¥ 20. století na Kleinovu práci v oblasti klasi�kace geometrií
navázali, pouze s £áste£ným úsp¥chem, Ameri£an Oswald Veblen (1880�1960)
a Francouz Élie Cartan (1869�1951), kte°í se zabývali roz²í°ením a zobecn¥ním
Kleinovy de�nice tak, aby zahrnovala i ty geometrie, které Klein·v Erlangenský
program neobsáhl.

É. Cartan v roce 1922 vypracoval teorii zobecn¥ných prostor·, roku 1926
popsal teorii symetrických prostor·. Úvahy o prostorech ho p°ivedly na my²lenku
grupové koncepce geometrie, která zahrnovala nejen v²echny geometrie obsaºené
v Erlangenském programu, ale rovn¥º geometrii Riemannovu a n¥které dal²í
p°íbuzné teorie. Cartan·v v¥decký program v geometrii navíc zahrnoval teorii
Lieových grup mnohem d·kladn¥ji neº geometrie ve smyslu Kleinovy de�nice.
É. Cartan rovn¥º prohloubil Kleinovu de�nici ekvivalence geometrií; ukázal, ºe
ekvivalentní geometrie odpovídají práv¥ takovým grupám, které mají stejnou
strukturu.53

51 F. Klein zde studuje zejména a�nní a projektivní transformace, transformaci reciprokými
polom¥ry, stereogra�ckou a Mercatorovu projekci, duální, kontaktní a imaginární transformace.

52 F. Klein tento sv·j postup, vy£len¥ní a�nní a projektivní geometrie z geometrie metrické,
p°irovnává k postupu chemika, který pomocí stále siln¥j²ích £inidel izoluje ze své slou£eniny stále
hodnotn¥j²í sloºky. V jeho p°ípad¥ byly £inidlem nejprve a�nní, a poté projektivní transformace.

53 S. Lie v roce 1888 dokázal, ºe dv¥ grupy mají stejnou strukturu práv¥ tehdy, kdyº jejich
parametrické grupy lze ztotoºnit vhodnou transformací parametr·. Viz Lie S., Theorie der
Transformationsgruppen, erster Abschnitt, unter Mitwirkung von Friedrich Engel, Druck und
Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1888, 632 stran.
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Podrobn¥ o Cartanových výsledcích pojednává kniha [Sh], z níº ocitujme
v anglickém p°ekladu Cartanova slova z roku 1939:

In the wake of the movement of ideas which followed the general theory
of relativity, I was led to introduce the notion of new geometries, more
general than Riemannian geometry, and playing with respect to the
di�erent Klein geometries the same role as the Riemannian geometries
play with respect to Euclidean space. The vast synthesis that I realized
in this way depends of course on the ideas of Klein formulated in
his celebrated Erlangen programmme while at the same time going far
beyond it since it includes Riemannian geometry, which had formed
a completely isolated branch of geometry, within the compass of a very
general scheme in which the notion of group still plays a fundamental
role. ([Sh], str. 171)

I na za£átku 21. století se n¥kte°í matematici ke Kleinovým úvahám o klasi-
�kaci geometrií na základ¥ teorie grup stále vracejí a dále je rozvád¥jí a zobec¬u-
jí. V této souvislosti uve¤me alespo¬ krátký £lánek An extension of Erlangen
Program, jehoº autorem je rumunský matematik Sorin Lugojan.54 Grupy trans-
formací uvaºované v Kleinov¥ Erlangenském programu roz²í°il na �pseudogrupy�
transformací, které s kaºdou transformací obsahují i transformaci k ní inverzní
a navíc z de�nice spl¬ují je²t¥ dal²ích p¥t podmínek. Pseudogrupy transformací
se dnes úsp¥²n¥ vyuºívají v teorii parciálních diferenciálních rovnic.

Charakter p°ímého zobecn¥ní Erlangenského programu má v dne²ní dob¥ tzv.
teorie kategorií. Tato problematika v²ak jiº výrazn¥ p°ekra£uje zam¥°ení této
diserta£ní práce.

4.8 Fyzikální souvislosti

Výchozí my²lenka Kleinova Erlangenského programu, tj. d·raz na invarianty
p°i geometrických transformacích, se z geometrie brzy roz²í°ila i do mechaniky
a matematické fyziky a vedla aº ke speciální teorii relativity. Souvisí totiº s pro-
blematikou vyjád°ení fyzikálních zákon· nezávisle na sou°adném systému.

Základem klasické mechaniky je tzv. Galileiho princip relativity zformulo-
vaný v 17. století, který uvádí, ºe v²echny inerciální vztaºné soustavy55 jsou pro
popis mechanických d¥j· rovnocenné, ve v²ech platí stejné zákony mechaniky
a rovnice, které je popisují, mají ve v²ech takových soustavách stejný tvar. To
znamená, ºe ve v²ech vztaºných soustavách, které jsou vzhledem k povrchu Zem¥
v rovnom¥rném p°ímo£arém pohybu, probíhají v²echny mechanické d¥je úpln¥
stejn¥ jako v soustav¥ spojené s povrchem Zem¥. Pozorovatel jedoucí vlakem
stálou rychlostí po p°ímé vodorovné trati, pokud nemá moºnost pozorovat okolí,
ºádným mechanickým pokusem nezjistí, zda se vztaºná soustava spojená s vlakem

54Viz Analele Universit µii Bucure³ti, Matematic  52(2003), 49�54.
55 Inerciální vztaºné soustavy (lat. inertia = setrva£nost) jsou vztaºné soustavy, v nichº

izolovaná t¥lesa z·stávají v klidu nebo v rovnom¥rném p°ímo£arém pohybu. V inerciálních
vztaºných soustavách platí Newtonovy pohybové zákony.
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pohybuje, jak velkou rychlostí a kterým sm¥rem. Pozorovatel uvnit° soustavy
konající rovnom¥rný p°ímo£arý pohyb sv·j pohybový stav nerozli²í od klidu.

Galileiho princip relativity z pohledu transformací vlastn¥ uvádí, ºe v²echny
fyzikální vlastnosti se zachovávají p°i t¥ch transformacích fyzikálního systému,
které mu ud¥lují konstantní rychlost. Takové transformace se nazývají Galilei-
ho transformace. Galileiho transformaci mezi prostorovými sou°adnicemi x, y, z
a £asem t nam¥°enými v soustav¥, která je v klidu, a jim odpovídajícími sou°ad-
nicemi x′, y′, z′ a £asem t′ nam¥°enými v soustav¥, která se pohybuje ve sm¥ru
osy x rovnom¥rn¥ p°ímo£a°e rychlostí v, lze popsat vztahy

x′ = x− vt, y′ = y, z′ = z, t′ = t.

Jinými slovy, fyzikální vlastnosti t¥les m·ºeme charakterizovat jako práv¥ ty vlast-
nosti t¥les, které se zachovávají p°i Galileiho transformacích. Lze p°itom dokázat,
ºe Galileiho transformace tvo°í grupu. Galileiho princip relativity tedy lze vyjád°it
v geometrické °e£i, která je v podstat¥ ekvivalentní Kleinov¥ de�nici geometrie.
Galileiho princip relativity tak vlastn¥ °íká, ºe fyzika, p°esn¥ji klasická mechanika,
jako v¥da zkoumá takové fyzikální vlastnosti trojrozm¥rného prostoru, které jsou
invariantní vzhledem ke grup¥ Galileiho transformací. Ukazuje se tedy, ºe klasic-
kou mechaniku lze ztotoºnit s jistou geometrií trojrozm¥rného prostoru vhodnou
volbou grupy transformací.

Moderní fyzika po£átku 20. století Galileiho princip relativity nahradila obec-
n¥j²ím, tzv. Einsteinovým principem relativity, který se stal základem speciální
teorie relativity.56 Je roz²í°ením Galileiho (mechanického) principu relativity i na
jevy elektrické, magnetické nebo optické. P°itom je pot°eba nahradit Galileiho
transformace komplikovan¥j²ími, tzv. Lorentzovými transformacemi, které rovn¥º
tvo°í grupu. Lorentzovu transformaci mezi prostorovými sou°adnicemi x, y, z
a £asem t nam¥°enými v soustav¥, která je v klidu, a jim odpovídajícími sou°ad-
nicemi x′, y′, z′ a £asem t′ nam¥°enými v soustav¥, která se pohybuje ve sm¥ru
osy x rovnom¥rn¥ p°ímo£a°e rychlostí v, lze vyjád°it vztahy

x′ =
x− vt√
1− v2

c2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
t− v

c2
x√

1− v2

c2

,

kde c je rychlost sv¥tla ve vakuu.

Pokud tedy p°echázíme od klasické mechaniky, jejímiº hlavními p°edstaviteli
jsou Galileo Galilei a Isaac Newton, k Einsteinov¥ speciální teorii relativity, m¥ní
se tím vlastn¥ ná² geometrický pohled na okolní sv¥t; p°íslu²ný geometrický sys-
tém je v souladu s Kleinovými my²lenkami ur£en volbou grupy transformací, které
zachovávají fyzikální zákony platné v rámci uvaºované fyziky. P°i Lorentzových
transformacích jsou invariantní tzv. Maxwellovy rovnice elektrodynamiky, které
popisují základní vlastnosti elektromagnetického pole.57

56Albert Einstein (1879�1955) speciální teorii relativity poprvé p°edstavil v £lánku Zur
Elektrodynamik bewegter Körper, Annalen der Physik 322(1905), 891�921. Více informací viz
Albert Einstein: Teorie relativity, úvodní slovo Jan Novotný, edice Quantum, svazek 3, Vysoké
u£ení technické v Brn¥, Nakladatelství VUTIUM, Brno, 2005, 210 stran.

57O teorii elektromagnetického pole a Maxwellových rovnicích podrobn¥ viz Sedlák B.,
�toll I., Elekt°ina a magnetismus, Academia, Praha, 2002, 632 stran; 2. vydání, Karolinum,
Praha, 2012, 595 stran; 3. vydání, Karolinum, Praha, 2013, 600 stran.

88



5. Meranský program

Ve druhé polovin¥ 19. století postupn¥ nar·stal ve v²ech vysp¥lých zemích zájem
o matematiku a promítal se i do její výuky na st°edních ²kolách. Spole£enský
rozvoj, a tím i rozvoj ²kolství, byl p°irozenou reakcí na tehdej²í prudký rozkv¥t
v¥dy a techniky. Vývoj matematiky v letech 1800 aº 1870 p°inesl podstatné zm¥ny
v jejím obsahu, metodách práce i aplikacích, na n¥º st°ední ²kola do té doby
nereagovala. Také výuka matematiky na vysokých ²kolách zejména technického
sm¥ru pokro£ila natolik, ºe vyºadovala mnohem ²ir²í a pevn¥j²í základy st°edo-
²kolské matematiky.

Snahy o reformu výuky matematiky se ve v¥t²in¥ hlavních evropských zemí
objevovaly od ²edesátých let 19. století. P°inesly zm¥ny jak v obsahu st°edo²kol-
ské matematiky, tak v metodách její výuky ve ²kolách. V mezinárodním m¥°ítku
byla iniciátorkou a koordinátorkou t¥chto snah Mezinárodní komise pro vyu£ování
matematice. Jedním z £elních p°edstavitel· reformního hnutí, kte°í jejím prost°ed-
nictvím ovlivnili vyu£ování matematice na v²ech stupních a typech ²kol, byl
n¥mecký matematik Felix Klein.

5.1 Reformní snahy Felixe Kleina

F. Klein se b¥hem své kariéry zajímal o výuku matematiky na n¥meckých ²kolách,
snaºil se o její modernizaci. Svými reformními aktivitami usiloval mimo jiné o v¥t²í
propojení u£iva matematiky mezi jednotlivými ro£níky a stupni ²kol, od elemen-
tárních aº po ²koly vysoké. Zasadil se o nové uspo°ádání obsahu výuky tak, aby
absolventi st°edních ²kol byli lépe p°ipraveni ke studiu matematiky a technických
disciplín na vysokých ²kolách.

P°ipome¬me stru£n¥ hlavní ºivotní osudy Felixe Kleina, tentokrát v souvislosti
s jeho snahami o reformu matematického vzd¥lávání.1

Jak jiº bylo °e£eno, F. Klein studoval matematiku a fyziku na univerzit¥ v Bon-
nu. Pod vedením Julia Plückera zde roku 1868 sepsal diserta£ní práci Über die
Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen Linien-
Koordinaten auf eine kanonische Form [O transformaci obecné rovnice druhého
stupn¥ v p°ímkových sou°adnicích na kanonický tvar].2 Spolu s ní p°edloºil k obha-
job¥ formulace p¥ti vlastních tezí. První £ty°i body se týkaly jeho dal²í matema-
tické práce, poslední bod zahrnoval doporu£ení, aby byli ºáci na st°ední ²kole
seznamováni vedle syntetické eukleidovské geometrie i s dal²ími geometrickými
disciplínami; na mysli m¥l zejména analytickou a deskriptivní geometrii.3

1Viz Timerding H. E., Felix Klein und die Reform des mathematischen Unterrichts,
Die Naturwissenschaften 7(1919), 303�307; Prandtl L., Felix Klein und die Förderung der �ange-
wandten Wissenschaften� , Die Naturwissenschaften 7(1919), 307�310 (oba £lánky viz [FK]);
dále [K3], [K4], [K5], [Ma] a [To].

2Viz Mathematische Annalen 23(1884), 539�578; téº [K8], str. 5�49.
3 Es ist wünschenswert, daÿ neben der Euklidischen Methode neuere Methoden der Geometrie

in den Unterricht auf Gymnasien eingeführt werden. Viz [K8], str. 49.
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Obr. 36: Titulní list Kleinovy diserta£ní práce

Obr. 37: Kleinovy teze p°edloºené spolu s diserta£ní prací
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Po£átkem roku 1871 se F. Klein habilitoval a za£al p°edná²et na univerzit¥
v Göttingen. V roce 1872 byl ve v¥ku pouhých 23 let jmenován °ádným profe-
sorem matematiky na �lozo�cké fakult¥ univerzity v Erlangen. P°i této p°íleºitosti
p°edloºil v °íjnu 1872 text své nástupní p°edná²ky Vergleichende Betrachtungen
über neuere geometrische Forschungen [Srovnávací úvahy o nov¥j²ích geometric-
kých bádáních], která se pozd¥ji stala známou jako tzv. Erlangenský program.4

Dne 7. prosince 1872 následovala na univerzit¥ v Erlangen podle tamních zvyk-
lostí nástupní °e£, v níº se F. Klein v¥noval povaze vy²²ího vzd¥lávání.5 Podle
[Ma] ho k tomu p°itom vedly ryze praktické d·vody, cht¥l kolegy p°esv¥d£it
o nezbytnosti z°ízení matematických seminá°· a cvi£ení. V seminá°ích spat°oval
p°íleºitost vést studenty k samostatné tv·r£í práci a v praktických cvi£eních cht¥l
rozvíjet mimo jiné jejich prostorovou p°edstavivost. Apeloval na samotný smysl
a ú£el matematiky, její aplikace a nezbytnou nutnost procvi£ování matematického
my²lení. Ost°e kritizoval výuku matematiky na gymnáziích, její p°íli²ný formalis-
mus a u£ební metody spo£ívající v u£ení nazpam¥´. Uvedl, ºe je nutné pozvednout
matematické vzd¥lání budoucích u£itel· matematiky na vy²²í teoretickou úrove¬
tak, aby bylo v souladu s dosaºenými v¥deckými poznatky.

F. Klein p°edná²el na univerzit¥ v Erlangen pouze do roku 1875, kdy mu bylo
nabídnuto výhodn¥j²í místo na Technische Hochschule v Mnichov¥. Zde setrval
p¥t let, v roce 1880 p°e²el na nov¥ ustavené profesorské místo na univerzit¥ v Lip-
sku. Ve své nástupní °e£i Über die Beziehungen der neueren Mathematik zu den
Anwendungen [O vztazích nov¥j²í matematiky k aplikacím] pronesené 25. °íjna
1880 formuloval p°ipomínky k univerzitní výuce matematiky. Kritizoval zejména
její velkou specializaci a s tím spojené z°izování matematicky úzce zam¥°ených
²kol. Za d·sledek této rozt°í²t¥nosti a specializace ozna£il stagnaci univerzitní
výuky matematiky. Poºadoval proto její rozd¥lení na obecné elementární p°ed-
ná²ky poskytující v¥t²in¥ student· souhrnný p°ehled matematiky a na speciální
vy²²í p°edná²ky ur£ené vybraným skupinám student·. Dal²ím problémem, na
který ve své °e£i upozornil, byla stále se zv¥t²ující propast mezi £istou a apliko-
vanou matematikou. P°í£iny vid¥l v neustálém zobec¬ování °e²ených problém·,
jeº vede k p°íli²né abstrakci. Poºadoval proto za°adit do univerzitní výuky mate-
matiky více aplikací.

Na univerzit¥ v Lipsku p·sobil F. Klein do roku 1886, poté se vrátil na univer-
zitu do Göttingen. Za jeho vydatné podpory zde v roce 1886 vznikla první kated-
ra didaktiky matematiky (Lehrstuhl für Didaktik der mathematischen Wissen-
schaften). Zrodila se zde také my²lenka dal²ího vzd¥lávání st°edo²kolských pro-
fesor· matematiky formou p°edná²ek a prázdninových kurz·, které m¥ly zvý²it
úrove¬ jejich teoretické a metodické p°ipravenosti. První kurzy se pod Kleinovým
vedením uskute£nily v roce 1892, poté se opakovaly kaºdé dva roky aº do první
sv¥tové války. Konaly se vºdy o velikono£ních prázdninách.

4O Erlangenském programu podrobn¥ pojednává kapitola 4 této diserta£ní práce.
5Originální n¥mecký p°epis Kleinovy nástupní °e£i v£etn¥ anglického p°ekladu a komentá°e

viz Rowe D. E., Felix Klein's �Erlanger Antrittsrede� , A Transcription with English Translation
and Commentary, Historia Mathematica 12(1985), 123�141.
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V té dob¥ se F. Klein za£al zabývat otázkou vztahu matematiky a technických
v¥d. Na univerzit¥ v Göttingen zamý²lel z°ídit technické laborato°e, v nichº by
se studenti seznámili s matematickými aplikacemi nejen teoreticky, ale i prak-
ticky. Jeho plány vybudovat technický institut v²ak narazily na tvrdý odpor
jak ze strany technických vysokých ²kol, které se obávaly konkurence, tak ze
strany univerzit, které v tom spat°ovaly neºádoucí odklon od £isté matematiky.
O£ekávaje podporu ze strany univerzity, za£al se F. Klein zajímat o problematiku
vzd¥lávání budoucích u£itel·. Sv·j poºadavek seznámit studenty s praktickými
matematickými aplikacemi p°enesl na studenty u£itelství a roz²í°il jej o poºadavek
znovuzavedení samostatné v¥decké záv¥re£né práce, která byla zru²ena roku 1887.
Proti vytvo°ení odpovídajících podmínek ke studiu u£itelství nebylo moºno nic
namítat, a tak F. Klein dosáhl svého cíle z°ídit na univerzit¥ v Göttingen tech-
nický institut.

Na p°elomu 19. a 20. století se ve sv¥t¥ uskute£nilo n¥kolik mezinárodních
kongres· matematik·, na nichº se F. Klein rovn¥º angaºoval.6 Roku 1897 se
v Zürichu konal 1. mezinárodní kongres matematik·, na n¥mº F. Klein vystoupil
s p°edná²kou Zur Frage des höheren mathematischen Unterrichts [K otázce výuky
vy²²í matematiky].

Kolem roku 1900 se jako matematik snaºil navázat kontakty se zástupci ostat-
ních p°írodov¥dných p°edm¥t·. O Velikonocích roku 1900 v Göttingen, p°i p°íleºi-
tosti prázdninových kurz· pro u£itele matematiky a fyziky, vystoupil spole£n¥
s fyzikem Eduardem Rieckem (1845�1915) na téma Über angewandte Mathematik
und Physik in ihrer Bedeutung für den Unterricht an höheren Schulen [O významu
aplikované matematiky a fyziky ve výuce na vy²²ích ²kolách]. V srpnu téhoº roku
byla na 2. mezinárodním kongresu matematik· v Pa°íºi ustavena mezinárodní
sekce pro vyu£ování matematice.

V prosinci 1901 se v Göttingen uskute£nila porada, které se zú£astnilo n¥kolik
univerzitních profesor· matematicko-p°írodov¥dných p°edm¥t· (v£etn¥ F. Kleina)
a t°i profeso°i göttingenského gymnázia. Ve zpráv¥ z tohoto shromáºd¥ní jsou
jiº na£rtnuty tém¥° v²echny úkoly, které byly pozd¥ji °e²eny v tzv. Meranském
programu. Byly zde diskutovány otázky související s postavením matematiky
a p°írodních v¥d na st°edních ²kolách, úst°ední návrh � vyu£ovat na reálkách zá-
klady diferenciálního a integrálního po£tu a jejich vyuºití k popisu jednodu²²ích
p°írodních proces· � byl odsouhlasen s tím, ºe se jedná o vlastní jádro celého
matematicko-fyzikálního vzd¥lání.

Dal²í prázdninový kurz pro u£itele matematiky a fyziky se konal v Göttingen
o Velikonocích roku 1902. F. Klein na n¥m mimo jiné poukazoval na zásadní
význam pojmu funkce ve výuce matematiky jiº na niº²ím stupni gymnázia a p°i-
klán¥l se k za°azení in�nitesimálního po£tu i do výuky na gymnáziích.

6 Sborníky ze v²ech mezinárodních kongres· uskute£n¥ných v letech 1893 aº 2010 jsou
v elektronické verzi dostupné na webových stránkách Mezinárodní matematické spole£nosti; viz
http://www.mathunion.org/ICM/. Velmi stru£ný p°ehled historie kongres· viz Albers D. J.,
Alexanderson G. L., Reid C., International Mathematical Congresses, An illustrated History
1893�1986, Springer-Verlag, New York, Berlin, Heidelberg, 1987, 63 stran.
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O dva roky pozd¥ji, o Velikonocích roku 1904, se v Göttingen uskute£nil dal²í
prázdninový kurz. Návrhy na reorganizaci matematického vzd¥lávání diskutované
p°i této p°íleºitosti byly zve°ejn¥ny pod názvem Neue Beiträge zur Frage des
mathematischen und physikalischen Unterrichts an den höheren Schulen [Nové
p°ísp¥vky k otázce výuky matematiky a fyziky na vy²²ích ²kolách]. V nich bylo
jako hlavní p°ísp¥vek obsaºeno Kleinovo pojednání Über eine zeitgemäÿe Umge-
staltung des mathematischen Unterrichts an den höheren Schulen [O aktuální
reorganizaci matematického vzd¥lávání na vy²²ích ²kolách].7

Otázka výuky st°edo²kolské matematiky byla rovn¥º jedním z hlavních té-
mat 3. mezinárodního kongresu matematik· v Heidelbergu v srpnu 1904. Téhoº
roku se v Breslau (Wrocªaw, Vratislav) se²lo shromáºd¥ní Spole£nosti n¥meckých
p°írodov¥dc· a léka°· (Versammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher
und Ärzte), na n¥mº byla ustavena komise pro vyu£ování p°írodov¥dným p°ed-
m¥t·m (Unterrichtskommission der Gesellschaft deutscher Naturforscher und
Ärzte). Jejím prvním p°edsedou byl zvolen August Gutzmer.8 F. Klein této
komisi p°edloºil vlastní návrh na reformu matematicko-fyzikálního vzd¥lávání.
�innost komise vyústila v reformní návrh na úpravu st°edo²kolského p°írodov¥d-
ného vzd¥lávání, jenº byl p°edstaven, diskutován a posléze p°ijat na dal²ím shro-
máºd¥ní Spole£nosti n¥meckých p°írodov¥dc· a léka°· konaném v zá°í 1905 v Me-
ranu. Proto bývá ozna£ován jako tzv. Meranský program. Komise pro vyu£ování
p°írodov¥dným p°edm¥t·m, která je²t¥ vypracovala návrh na v¥decké vzd¥lávání
budoucích u£itel· p°írodních v¥d, v²ak zanikla roku 1907. Od roku 1908 její úlohu
p°evzal N¥mecký výbor pro matematické a p°írodov¥dné vzd¥lávání (Deutscher
Ausschuss für den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht).

5.2 Meranský program

Meranským programem bývá ozna£ován návrh n¥mecké komise pro vyu£ování
p°írodov¥dným p°edm¥t·m na reformu st°edo²kolského vzd¥lávání v t¥chto p°ed-
m¥tech.9 V jeho pozadí stály následující t°i obecné cíle:

1. st°ední ²koly by nem¥ly poskytovat ani jednostrann¥ jazykov¥dné a his-
torické, ani jednostrann¥ matematicko-p°írodov¥dné vzd¥lávání,

2. matematika a p°írodní v¥dy jsou rovnocenné jazykovému vzd¥lávání;
st°ední ²koly by m¥ly poskytovat speci�cké obecné vzd¥lávání,

3. v²echny st°ední ²koly by m¥ly poskytovat rovnocenné vzd¥lávání.

7Viz Klein F., Über eine zeitgemäÿe Umgestaltung des mathematischen Unterrichts an den
höheren Schulen, Vorträge gehalten bei Gelegenheit des Ferienkurses für Oberlehrer der Mathe-
matik und Physik, Göttingen, Ostern 1904, Teubner, Leipzig und Berlin, 1904, 82 stran. Recenze
viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 34(1905), 259�260.

8Karl Friedrich August Gutzmer (1860�1924), n¥mecký matematik, v letech 1896 aº 1899
soukromý docent na univerzit¥ v Halle, v letech 1899 aº 1905 profesor matematiky na univerzit¥
v Jen¥, roku 1905 jmenován °ádným profesorem na univerzit¥ v Halle. Zabýval se zejména teorií
diferenciálních rovnic.

9Viz Reformvorschläge für den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht,
Entwürfe von der Unterrichtskommission der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Ärzte,
Teil 1, Teubner, Leipzig, 1905, 1�48.
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S ohledem na dosaºení t¥chto cíl· m¥la být st°edo²kolská výuka matematiky
zaloºena na následujících t°ech základních principech:

1. p°izp·sobit výuku p°irozenému du²evnímu vývoji ºák·
(psychologický princip),

2. rozvíjet schopnost matematického nazírání na okolní sv¥t
(utilitární princip),

3. vést ºáky k uv¥domování si souvislostí mezi jednotlivými poznatky
(didaktický princip).

Meranský program p°ipisoval matematice ve st°edo²kolském vzd¥lávání jedno
z klí£ových postavení. Její hlavní úkoly vid¥l zejména v rozvíjení rozumových
schopností a logického my²lení. Mezi obecnými poºadavky na výuku matematiky
na st°edních ²kolách byly uvedeny následující zám¥ry:

• poskytnout v¥decky podloºený p°ehled matematického u£iva,

• rozvíjet schopnost matematického my²lení a jeho vyuºití p°i °e²ení prak-
tických úloh,

• p°iblíºit význam matematiky pro exaktní poznání p°írody a moderní kul-
turu v·bec.

Nov¥ cht¥l do výuky zavést výchovu k funk£nímu my²lení; pojem funkce se
m¥l stát úst°edním pojmem ve²keré výuky matematiky. M¥l být prezentován
jednak gra�cky, na praktických p°íkladech,10 jednak aritmeticky, na p°íkladech
jednoduchých závislostí. F. Klein rovn¥º doporu£oval vysv¥tlit podstatu �stoupání
a klesání� grafu funkce nebo výpo£et obsahu plochy pod základními k°ivkami
(grafy elementárních funkcí), a tím ºáky pomalu p°ipravovat na zavedení pojm·
derivace a integrál. Základy in�nitesimálního po£tu m¥ly být za°azeny do osnov
vy²²ích t°íd jako d·leºitý pomocný nástroj, nap°. p°i studiu pr·b¥hu funkcí.

Meranský program na výuku matematiky na st°edních ²kolách kladl z hlediska
jejího obsahu následující poºadavky:

• podporovat rozvoj prostorové p°edstavivosti,

• prostoupit u£ivo pojmem funkce, rozvíjet funk£ní my²lení,

• zavést diferenciální a integrální po£et,

• za°adit do výuky grupy geometrických transformací,

• omezit formalismus a abstraktní u£ivo,

• °e²it úlohy z praktického ºivota,

• rozvíjet mezip°edm¥tové vztahy.

10 F. Klein uvádí v [K5] jako p°íklad gra�cký jízdní °ád.
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Aby vý²e uvedené reformní návrhy nevedly k p°et¥ºování ºák·, byly sou£asn¥
s nimi p°edloºeny nov¥ vypracované u£ební plány pro jednotlivé typy st°edních
²kol. Ocitujme krátkou pasáº z úvodu u£ebního plánu pro matematiku:11

Die Mathematik be�ndet sich an unseren höheren Lehranstalten in
wesentlich anderer Lage als die Naturwissenschaften: sie braucht sich
die erforderliche Geltung innerhalb des Schulorganismus nicht erst zu
erkämpfen, sondern sie bedarf nur einer gewissen Anpassung an die
modernen Aufgaben der Schule . . .
Einmal gilt es (wie in allen anderen Fächern), den Lehrgang mehr als
bisher dem natürlichen Gange der geistigen Entwicklung anzupassen,
überall an den vorhandenen Vorstellungskreis anzuknüpfen, die neuen
Kenntnisse mit dem vorhandenen Wissen in organische Verbindung
zu setzen, endlich den Zusammenhang des Wissens in sich und mit
dem übrigen Bildungssto� der Schule von Stufe zu Stufe mehr und
mehr zu einem bewuÿten zu machen. . . .
Von hier aus entspringen zwei Sonderaufgaben: die Stärkung des räum-
lichen Anschauungsvermögens und die Erziehung zur Gewohnheit des
funktionalen Denken. ([K5], str. 208�209)

�kolní ú°ady v¥t²iny n¥meckých zemí p°ijaly meranské návrhy velmi p°ízniv¥.
Prusko vybralo p¥t st°edních ²kol,12 aby reorganizaci výuky matematiky prak-
ticky vyzkou²ely. Zprávy o nov¥ zavedených u£ebních plánech, které tyto ²koly
vypracovaly, vyznívaly ve prosp¥ch meranských návrh·.

Hlavní my²lenky Meranského programu se staly východiskem n¥kolika dal²ích
reforem, které p°inesly obsahové i metodické zm¥ny v u£ivu st°edo²kolské mate-
matiky.

5.3 Dal²í reformní snahy

V roce 1906 se shromáºd¥ní Spole£nosti n¥meckých p°írodov¥dc· a léka°· konalo
ve Stuttgartu. Byly na n¥m navrºeny obsahové zm¥ny, které souvisely zejména
se snahou obohatit st°edo²kolskou matematiku o základy matematické analýzy.
Také tento návrh byl vypracován pod Kleinovým vedením; poºadoval mimo jiné
zavedení a rozvíjení pojmu funkce na p°íkladech elementárních funkcí a za£len¥ní
n¥kterých prvk· in�nitesimálního po£tu do st°edo²kolské výuky matematiky.

11Viz Reformvorschläge für den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht,
Teubner, Leipzig, 1905, 11�21. Téº Bericht betre�end den Unterricht in der Mathematik an den
neunklassigen höheren Lehranstalten, Verhandlungen der Naturforscherversammlung 1905, I,
156�167; nebo Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht 36(1905),
543�553. Tento plán byl oti²t¥n i v [K5] pod názvem Der Meraner Lehrplan für Mathematik
jako jeden ze t°í dodatk· (str. 208�220); dal²í dva dodatky tvo°í Kleinovy £lánky Bericht an die
Breslauer Naturforscherversammlung über den Stand des mathematischen und physikalischen
Unterrichts an den höheren Schulen z roku 1904 (str. 193�207) a Probleme des mathematisch-
physikalischen Hochschulunterrichts z roku 1905 (str. 221�236). Recenze knihy [K5] je oti²t¥na
v �asopisu pro p¥stování mathematiky a fysiky 37(1908), 161�163.

12Mathematik Realgymnasium Düren, Gymnasium Göttingen, Oberrealschule Kiel, Ober-
realschule auf der Burg Königsberg, Gymnasium Hannoversch Münden.
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Dal²í shromáºd¥ní Spole£nosti n¥meckých p°írodov¥dc· a léka°· se uskute£ni-
lo roku 1907 v Dráº¤anech. Bylo na n¥m p°ijato doporu£ení posilovat v p°íprav¥
budoucích u£itel· matematiky i ve st°edo²kolské výuce matematiky aplikace na
úkor n¥kterých izolovaných speciálních problém·, které nejsou podstatné pro
utvá°ení uceleného, vnit°n¥ logicky propojeného systému st°edo²kolského mate-
matického vzd¥lání. F. Klein p°itom prosadil vyzkou²ení tohoto návrhu v N¥mecku
v roce 1908.

Roku 1908 se v �ím¥ konal 4. mezinárodní kongres matematik·, na n¥mº bylo
p°edneseno osm referát· o reformním d¥ní ve vyu£ování matematice v r·zných
zemích. Sou£asn¥ byla ustavena Mezinárodní komise pro vyu£ování matematice
(International Commission on Mathematical Instruction),13 která se zabývala
organizací, vyu£ovacími metodami a u£ebními plány ve²keré výuky matematiky,
od elementární aº po vysoko²kolskou. Své zastoupení v ní m¥ly tyto státy: Anglie,
N¥mecko, USA, Francie, Itálie, �výcarsko a Rakousko-Uhersko. Na místo p°edsedy
byl navrºen op¥t n¥mecký matematik A. Gutzmer, který se v²ak této funkce
z°ekl a navrhl místo sebe F. Kleina, jenº byl zvolen a jmenován do funkce i p°es
svou nep°ítomnost. Krom¥ jiº p°ijatých poºadavk· na obsahové zm¥ny ve výuce
st°edo²kolské matematiky komise doporu£ila obohatit výuku geometrie na st°ed-
ních ²kolách o n¥které prvky projektivní geometrie a vedle matematické analýzy
za°adit do osnov také základy dal²ích speciálních disciplín � teorie mnoºin a teorie
grup. Pod Kleinovým vedením vydala Mezinárodní komise pro vyu£ování mate-
matice n¥kolik publikací o výuce matematiky na v²ech stupních a typech ²kol.

V návaznosti na Mezinárodní komisi pro vyu£ování matematice byly postupn¥
v jednotlivých zemích ustaveny národní komise, které m¥ly vypracovat podrobnou
souhrnnou zprávu o organizaci a metodách výuky matematiky v dané zemi. M¥ly
poskytnout materiál pro srovnání stavu výuky v jednotlivých zemích a vzájemnou
inspiraci v oblasti ²kolství. Jejich výsledky byly zve°ejn¥ny na 5. mezinárodním
kongresu matematik· roku 1912 v Cambridge. Se²lo se celkem na 280 národních
zpráv.14

�innost Mezinárodní komise pro vyu£ování matematice zanikla b¥hem 1. sv¥-
tové války; obnovena byla teprve na 8. mezinárodním kongresu matematik· kona-
ném v Bologni v roce 1928, tedy aº po Kleinov¥ smrti.

13Viz Howson A. G., Seventy-�ve years of the International Commission on Mathematical
Instruction, Educational Studies in Mathematics 15(1984), 75�93; Lehto O., Mathematics with-
out Borders: A History of the International Mathematical Union, Springer-Verlag, New York,
Berlin, Heidelberg, 1998, 399 stran.

14Kaºdá zpráva m¥la dv¥ £ásti. V první £ásti byl popsán sou£asný stav organizace výuky
matematiky, zejména typy ²kol, cíle, obsah, rozsah a metody výuky, systém zkou²ek, teoretická
a praktická p°íprava u£itel· pro zkou²ky u£itelské zp·sobilosti. Druhá £ást zprávy nastínila
ideje a vývojové tendence vztahující se k reorganizaci ²kol a obecné cíle vzd¥lávání. Z hlediska
obsahu výuky byla speciální pozornost v¥nována in�nitesimálnímu po£tu, analytické, deskrip-
tivní a projektivní geometrii. D·raz byl kladen na vyuºití praktických úloh a experiment· ve
výuce matematiky, na výuku fyziky z pohledu matematiky, mezip°edm¥tové vztahy a historii
matematiky. V centru zájmu stála také kvalitní p°íprava budoucích u£itel· matematiky.
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5.4 Situace v £eských zemích v 19. století

První polovina 19. století, spojená v na²ich d¥jinách s tzv. národním obrozením,
byla poznamenána absolutistickou vládou.15 �kolství se tehdy °ídilo statutem
z roku 1774, v n¥mº byla stanovena povinnost ²estileté ²kolní docházky pro d¥ti
ve v¥ku od ²esti do dvanácti let. St°ední vzd¥lávání poskytovala ²estiletá gym-
názia, nad nimiº byl stanoven státní dozor. Hlavním vyu£ovaným p°edm¥tem byla
latina, ostatní p°edm¥ty v£etn¥ matematiky a p°írodních v¥d byly vyu£ovány jen
okrajov¥. Na ²estiletá gymnázia navazovaly dvouleté �lozo�cké ústavy, které by-
ly mezistupn¥m mezi gymnáziem a univerzitou. Aº do roku 1848 se tento stav
²kolství jen velmi málo prom¥¬oval.

Revolu£ní rok 1848 je d·leºitým mezníkem také ve vývoji ²kolství v na²ich
zemích, které byly tehdy sou£ástí habsburské monarchie. Dne 23. b°ezna 1848
bylo totiº nov¥ z°ízeno ministerstvo vyu£ování,16 které p°evzalo zá²titu nad celým
²kolstvím a pomohlo realizovat tzv. Exner-Bonitz·v program reformy st°edního
²kolství.17 Dosavadní ²estileté gymnázium bylo spojením s ob¥ma ro£níky �lozo�c-
kého studia p°em¥n¥no na osmileté, jeº bylo rozd¥leno do dvou £ty°letých cykl·.
Niº²í byl zam¥°en na elementární výuku, vy²²í poskytoval �lozo�cko-historické
a matematicko-p°írodov¥dné vzd¥lávání. Výuka byla obohacena o dal²í p°edm¥ty
v£etn¥ fyziky, zvý²il se po£et vyu£ovacích hodin i podíl matematiky a p°írod-
ních v¥d ve výuce. Gymnázium p°estalo být jedinou st°ední v²eobecn¥ vzd¥lá-
vací ²kolou. Od roku 1851 vznikaly první ²estileté reálky,18 jeº byly roku 1868
prodlouºeny na sedmileté. M¥ly poskytovat v²eobecné vzd¥lávání s d·razem na
matematiku a p°írodní v¥dy, byly chápány hlavn¥ jako p°íprava pro studium
na technice. Nov¥ byla od roku 1869 stanovena záv¥re£ná, státem kontrolovaná
maturitní zkou²ka, jeº m¥la prov¥°ovat p°ipravenost absolventa k dal²ímu aka-
demickému studiu. Zpo£átku se konala pouze na gymnáziích a oprav¬ovala ke
studiu na univerzit¥,19 od roku 1872 byla zavedena rovn¥º na reálkách jako pod-
mínka pro dal²í studium na technických vysokých ²kolách. Tím do²lo do zna£né
míry k zrovnoprávn¥ní obou stávajících typ· st°edních ²kol.20

15Na vlád¥ se tehdy významnou m¥rou podílel kníºe Klement Václav Lothar von Metternich
(1773�1859). V letech 1809 aº 1848 byl rakouským ministrem zahrani£í, v letech 1821 aº 1848
p·sobil jako státní kanclé° rakouského císa°ství.

16 Poznamenejme, ºe v letech 1849 aº 1860 byl ministrem vyu£ování Leopold Leo hrab¥ Thun-
Hohenstein (1811�1888).

17 Franz Friedrich Exner (1802�1853), n¥mecký �lozof, od roku 1832 profesorem �lozo�e
v Praze, roku 1848 jmenován ministerským radou. Hermann Bonitz (1814�1888), n¥mecký
�lolog, profesor na gymnáziu ve �t¥tín¥ (Szczecin), od roku 1849 profesorem klasické �lologie
a �lozo�e na univerzit¥ ve Vídni. Roku 1849 p°edloºili Entwurf der Organisation der Gym-
nasien und Realschulen in Oesterreich [Nástin organizace gymnázií a reálek v Rakousku], jenº
byl ve°ejn¥ vyhlá²en a provizorn¥ potvrzen 16. zá°í 1849, císa°em Franti²kem Josefem I. byl
v²ak o�ciáln¥ schválen a podepsán aº 9. prosince 1854.

18Reálky byly schváleny císa°ským na°ízením ze dne 2. b°ezna 1851. Roku 1853 bylo
uzákon¥no jednotné vyu£ování na v²ech reálkách v Rakousku.

19Absolventi gymnázií, kte°í cht¥li pokra£ovat ve studiu na technice, museli sloºit dodate£nou
zkou²ku z deskriptivní geometrie.

20O historii ²kolského systému viz Kádner O., Vývoj a dne²ní soustava ²kolství, I. díl,
II. díl, S�nx, Praha, 1929, 1931, 549 + 651 stran; Veselá Z., Vývoj £eské ²koly a u£itelského
vzd¥lání, Masarykova univerzita, Brno, 1992, 147 stran; Mikul£ák J., Nástin d¥jin vzd¥lávání
v matematice (a také ²koly) v £eských zemích do roku 1918, editoval Jind°ich Be£vá°, edice
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�eské zem¥ se do celoevropského reformního hnutí ve výuce matematiky
a p°írodov¥dných p°edm¥t· zapojily jiº od samého po£átku. Garantem a hlavním
organizátorem reformních snah v na²ich zemích byla jiº od svého vzniku v roce
1862 Jednota £eských matematik· a fyzik·,21 která nejen zprost°edkovávala p°e-
bírání zahrani£ních zku²eností, ale také se sama na reformních aktivitách význam-
n¥ podílela. Má velké zásluhy o rozvoj novodobé £eské matematicko-fyzikální
literatury, pod kterou spadají i st°edo²kolské u£ebnice. Díky vhodn¥ vedené odbor-
né i organiza£ní £innosti Jednoty dosáhla úrove¬ výuky matematiky na £eských
st°edních ²kolách úrovn¥ p°edních evropských zemí, a to jak v obsahu výuky,
tak i v metodách práce. Analytická geometrie, jejíº za°azení do výuky ²kolské
matematiky poºadoval F. Klein v N¥mecku od ²kolního roku 1867/1868, byla na
reálkách a gymnáziích v habsburské monarchii vyu£ována prakticky jiº od úpravy
osnov v roce 1854, deskriptivní geometrie, která výrazn¥ p°ispívala k rozvoji pro-
storové p°edstavivosti, se na £eských, resp. moravských reálkách u£ila jiº od roku
1874, resp. 1869. Tehdej²í zákon o reálkách navíc zd·raz¬oval v²eobecn¥ vzd¥lá-
vací charakter t¥chto ²kol se z°etelem k matematicko-p°írodov¥dným disciplínám.
V rámci úpravy ²kolních osnov v roce 1884 byly do výuky geometrie na st°ední
²kole za°azeny i n¥které partie projektivní geometrie.

Po roce 1860 sílila v souvislosti s uzákon¥ním výuky v £eském jazyce pot°e-
ba £eských u£ebnic matematiky pro st°ední ²koly. Václav �imerka (1819�1887)
v dob¥ svého p·sobení jako suplující u£itel na gymnáziu v �eských Bud¥jovicích
p°edloºil ²kolským ú°ad·m ke schválení rukopis u£ebnice algebry, do n¥hoº jako
jeden z prvních autor· za°adil téº úvodní výklad diferenciálního a integrálního
po£tu. �kolské ú°ady v²ak za°azení in�nitesimálního po£tu do st°edo²kolské u£eb-
nice tehdy neschválily, a proto V. �imerka rukopis upravil a vydal jej ve dvou
svazcích. První z nich, nazvaný Algebra £ili po£tá°ství obecné pro vy²²í gymnasia
(1863),22 obsahoval pouze povinné u£ivo pro st°ední ²koly. Druhý, nazvaný P°í-
davek k Algeb°e pro vy²²í gymnasia (1864) a obsahující výklad in�nitesimálního
po£tu, byl schválen jen jako kniha pomocná.

Je t°eba zd·raznit, ºe matematici v na²ich zemích pouze nep°ejímali reformní
my²lenky ze zahrani£í, ale sami k reformnímu d¥ní ve sv¥t¥ téº p°isp¥li. Jmenuj-
me nap°. tzv. Praºské návrhy (Prager Vorschläge), které p°ednesl ²kolní rada
Karel Zahradní£ek na 9. n¥mecko-rakouském st°edo²kolském dnu 9. dubna 1906
ve Vídni. Byly obsaºeny v p°edná²ce Zur Frage der In�nitesimalrechnung an der
österreichischen Mittelschule [K otázce in�nitesimálního po£tu na rakouské st°ed-

D¥jiny matematiky, svazek 42, Matfyzpress, Praha, 2010, 312 stran. O ²kolských reformách viz
Hrubý D., �kolské reformy (2), �kolské reformy do roku 1948, U£itel matematiky 16(2008),
129�145.

21 Jednota £eských matematik· a fyzik· byla zaloºena roku 1862 jako Spolek pro volné p°ed-
ná²ky z mathematiky a fysiky. V roce 1869 byl Spolek p°ejmenován na Jednotu £eských mathe-
matik·. Sou£asný název nese od roku 1912; v letech 1921 aº 1939 a poté 1945 aº 1993 se v²ak
pouºíval název Jednota £eskoslovenských matematik· a fyzik·. O historii Jednoty viz Houdek F.,
D¥jepis jednoty £eských mathematik· v Praze, J�M, Praha, 1872, 64 stran; Posejpal V., D¥je-
pis Jednoty £eských mathematik·, J�M, Praha, 1912, 131 stran; Veselý F., 100 let Jednoty
£eskoslovenských matematik· a fyzik·, SPN, Praha, 1962, 127 stran; Be£vá°ová M., Z historie
Jednoty 1862�1869, edice D¥jiny matematiky, svazek 13, Prometheus, Praha, 1999, 138 stran.

22Druhé vydání nazvané Algebra £ili po£tá°ství obecné pro vy²²í gymnasia a reálné ²koly vy²lo
roku 1868, t°etí upravené vydání v roce 1874.
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ní ²kole].23 V jejím úvodu K. Zahradní£ek poloºil otázku, zda mají být prvky
in�nitesimálního po£tu za°azeny do st°edo²kolských osnov, a v jejím pr·b¥hu
argumentoval jednozna£n¥ ve prosp¥ch kladné odpov¥di. Poukazoval zejména na
rozvíjení mezip°edm¥tových vztah· mezi matematikou a fyzikou, na pot°ebnost
a vhodnost in�nitesimálního po£tu p°i °e²ení n¥kterých úloh. Odvolával se p°i-
tom na názory a zku²enosti své i svých koleg·, na zprávy n¥mecké komise pro
vyu£ování p°írodov¥dným p°edm¥t·m a na záv¥ry jednání této komise formulo-
vané v Meranském programu. To sv¥d£í o tom, ºe na²e matematická ve°ejnost
byla o reformním d¥ní ve sv¥t¥ velmi dob°e informována.24

5.5 Marchetova reforma

Na Meranský program, stuttgartské a dráº¤anské reformní návrhy reagovala
v Rakousku-Uhersku Marchetova reforma u£ebních osnov,25 jeº byla vyhlá²ena
dne 8. srpna 1908. Jejím cílem bylo vytvo°ení jednotného systému st°edo²kol-
ského vzd¥lávání, které by poskytovalo n¥kolik rovnocenných typ· st°edních ²kol.
Její obsah vze²el £áste£n¥ z ankety vyhlá²ené rakouským Ministerstvem kultu
a vyu£ování ve Vídni, která prob¥hla ve dnech 21. aº 25. ledna 1908.26 Stáva-
jící st°ední ²koly, osmiletá (klasická) gymnázia a sedmileté reálky, byly roz²í°e-
ny o nový typ st°ední ²koly � osmileté reálné gymnázium s roz²í°enou výukou
p°írodov¥dných p°edm¥t·, jeº svou oblibou brzy zastínilo klasické gymnázium.
V souvislosti s tím byla diskutována oprávn¥nost absolvent· jednotlivých typ·
st°edních ²kol k vysoko²kolskému studiu; maturitní zkou²ky ze v²ech typ· st°ed-
ních ²kol byly uznány za rovnocenné.

V rámci reformy byly vypracovány nové, moderní u£ební osnovy pro v²echny
typy st°edních ²kol, které byly do praxe zavedeny od ²kolního roku 1909/1910,
a to ve v²ech prvních p¥ti ro£nících najednou. Z hlediska u£ebního obsahu bylo
hlavním výsledkem Marchetovy reformy za°azení elementárních funkcí a n¥kte-
rých prvk· in�nitesimálního po£tu do výuky matematiky na reálkách a £áste£n¥
i na gymnáziích. Mezi u£ebními metodami doporu£enými ministerstvem pro výuku
na st°ední ²kole byla zd·razn¥na heuristická metoda, u£itel m¥l p°i vyu£ování
usilovat o spolupráci celé t°ídy.

23Viz Österreichische Mittelschule, 1906, 189�203.
24 Poznamenejme, ºe ve Francii byly poznatky o elementárních funkcích a základy in�nitesi-

málního po£tu do jednotného u£ebního plánu st°edo²kolské matematiky za°azeny roku 1902.
Podobné tendence a reformní snahy se v této dob¥ objevily rovn¥º v Anglii a v USA.

25Gustav Marchet (1846�1916), od roku 1882 profesor národního hospodá°ství na Vysoké
²kole zem¥d¥lské ve Vídni, v období od 2. £ervna 1906 do 15. listopadu 1908 rakouský ministr
kultu a vyu£ování.

26V rámci ankety prob¥hla °ada jednání a diskusí nad p°edloºenými návrhy reorganizace ob-
sahu výuky na gymnáziích. Byly projednány moºnosti vzniku nových typ· st°edních ²kol, jejich
u£ební plány, poºadovaný rozsah znalostí absolvent·, otázka zjednodu²ení maturitních zkou²ek,
pravidla p°echodu ºák· na vy²²í vzd¥lávací stupe¬, otázky klasi�kace atd. Mezi 70 ú£astníky
ankety bylo rovn¥º 7 £eských zástupc· v £ele s významným pedagogem a tehdej²ím poslancem
°í²ské rady Franti²kem Drtinou (1861�1925). Rozsáhlý soupis a protokol ankety vy²el pod
názvem Die Mittelschul-Enquete 1908 ve Vídni (760 stran).
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Krom¥ obsahových zm¥n p°ineslo p°ijetí Meranského programu nový pohled
na matematiku a její postavení ve st°edo²kolském vzd¥lávání. To se promítlo i do
n¥kterých zm¥n v metodickém zpracování u£iva. V souvislosti se snahami rozvíjet
funk£ní my²lení ºák· se v geometrii jiº v sekund¥ objevily úlohy, v nichº se sle-
dovaly závislosti obsah· rovinných útvar· na velikostech jejich ur£ujících prvk·.
Lineární funkce se poprvé za£aly studovat jiº v kvart¥, uºívaly se ke gra�ckému
°e²ení lineárních rovnic. V sext¥ byla zavedena kvadratická funkce a gra�cké °e²ení
kvadratických rovnic, rovinná trigonometrie byla dopln¥na o grafy goniometric-
kých funkcí. Na v²ech typech vy²²ích st°edních ²kol se m¥ly probírat základy teorie
pravd¥podobnosti, analytická geometrie byla roz²í°ena o vyuºití diferenciálního
po£tu.27

5.6 �eské u£ebnice matematiky

Zm¥na ²kolních osnov p°ijatá v rámci Marchetovy reformy v roce 1908 si vyºádala
tvorbu nových u£ebnic matematiky pro v²echny ro£níky a typy st°edních ²kol,
které by respektovaly zamý²lené obsahové a metodické zm¥ny. Tento úkol na sebe
vzala Jednota £eských matematik· a fyzik·, jeº na návrh Karla Petra28 a Bohumila
Ku£ery29 z°ídila dv¥ speciální komise, matematickou a fyzikální, které se poprvé
se²ly na spole£né sch·zi dne 26. dubna 1909. Jejich hlavním úkolem bylo vybrat
ze svých °ad odborníky na vyu£ování matematice, kte°í by podle nových osnov
sepsali u£ebnice, a zajistit, aby rukopisy nových u£ebnic pro²ly p°ísným recenzním
°ízením uvnit° Jednoty je²t¥ p°ed jejich o�ciálním ú°edním schvalovacím °ízením.

Za autory u£ebnic pro niº²í t°ídy st°edních ²kol byli po ²ir²í diskusi vybráni
Ladislav �ervenka30 pro aritmetiku a algebru a Miloslav Valouch31 pro geometrii,
za autory u£ebnic pro vy²²í t°ídy st°edních ²kol byli zvoleni pro aritmetiku a alge-

27O vývoji vyu£ování matematice viz Pot·£ek J., Vývoj vyu£ování matematice na £eských
st°edních ²kolách v období 1900�1945, I. díl � Vznik a vývoj jednotlivých typ· ²kol a jejich osnov
matematiky, II. díl � U£ebnice matematiky, Pedagogická fakulta Západo£eské univerzity, Plze¬,
1992, 1993, 55 + 49 stran; Vetter Q., Czechoslovakia, The National Council of Teachers of
Mathematics, The fourth yearbook � Signi�cant changes and trends in the teaching of mathe-
matics throughout the world since 1910, Teachers College, Columbia University, New York,
1929, 9�20. U£ební plány a osnovy matematiky pro jednotlivé typy ²kol viz Mikul£ák J., Nástin
d¥jin vzd¥lávání v matematice (a také ²koly) v £eských zemích do roku 1918, editoval Jind°ich
Be£vá°, edice D¥jiny matematiky, svazek 42, Matfyzpress, Praha, 2010, 312 stran.

28Karel Petr (1868�1950), p·vodn¥ st°edo²kolský u£itel matematiky a fyziky, vyu£oval na
st°edních ²kolách v Chrudimi, Brn¥, P°erov¥ a Olomouci. Roku 1902 se habilitoval v matematice
na £eské technice v Brn¥. Od roku 1903 p·sobil jako mimo°ádný a od roku 1908 jako °ádný
profesor matematiky na Filozo�cké fakult¥ £eské univerzity v Praze, kde setrval aº do roku
1938. V¥noval se zejména algeb°e a teorii £ísel, spolupracoval na pozvednutí úrovn¥ odborné
p°ípravy st°edo²kolských u£itel· matematiky.

29 Bohumil Ku£era (1874�1921), profesor experimentální fyziky, roku 1908 byl jmenován
mimo°ádným a roku 1911 °ádným profesorem £eské univerzity v Praze.

30 Ladislav �ervenka (1874�1947), st°edo²kolský u£itel matematiky a deskriptivní geometrie,
vyu£oval na st°edních ²kolách v Praze a v Kutné Ho°e, v letech 1919 aº 1935 p·sobil jako
zemský ²kolní inspektor.

31Miloslav Valouch (1878�1952), st°edo²kolský u£itel matematiky a fyziky, vyu£oval na st°ed-
ních ²kolách v Olomouci, Rokycanech a Litomy²li. V roce 1909 byl jmenován profesorem na
reálce v Praze, v letech 1918 aº 1927 p·sobil na Ministerstvu ²kolství a národní osv¥ty.
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bru Bohumil Bydºovský32 a pro geometrii Jan Vojt¥ch33. V letech 1910 aº 1912
postupn¥ sepsali u£ebnice aritmetiky a geometrie pro v²echny t°ídy st°edních ²kol
ve verzích pro gymnázia, reálná gymnázia a reálky.34 Do£kaly se n¥kolika vydání
a byly s drobnými úpravami pouºívány aº do padesátých let 20. století. Mezi
hlavními poºadavky kladenými na jejich autory bylo, aby u£ebnice co nejvíce
odpovídaly zamý²leným obsahovým a metodickým zm¥nám u£iva, aby st°edo-
²kolské u£ebnice byly v souladu s vysoko²kolskými a aby v nich byla pouºívána
jednotná terminologie a symbolika.35

Porovnáme-li nové u£ebnice s u£ebnicemi z p°edcházejícího období,36 zjistíme,
ºe se li²í p°edev²ím výraznou snahou o vysv¥tlení podstaty ve²keré p°edkládané
látky. Nové poznatky jsou odvozovány s vyuºitím p°edchozích zku²eností ºák·,
coº vede k logicky uspo°ádanému zpracování látky.37 V¥t²í d·raz je kladen na
budování elementárních matematických teorií p°im¥°en¥ v¥ku ºák·, na logické
usuzování a kritické hodnocení získaných výsledk· nap°. ov¥°ováním správnosti
výpo£t·. Nový zp·sob zpracování u£iva je zaloºen na cyklickém uspo°ádání os-
nov matematiky, ºáci se b¥hem celého studia k jednotlivým témat·m postupn¥
n¥kolikrát vracejí s tím, ºe se vºdy p°idává na obecnosti a látka je probírána na
kvalitativn¥ vy²²í úrovni. Také tato skute£nost výrazn¥ odli²uje nové u£ebnice od
u£ebnic vydaných p°ed rokem 1905.

32 Bohumil Bydºovský (1880�1969), p·vodn¥ st°edo²kolský u£itel matematiky a fyziky, vyu£o-
val na st°edních ²kolách v Kutné Ho°e, Praze a Kladn¥. Roku 1909 se habilitoval v matematice
na univerzit¥ v Praze a za£al p°edná²et na £eské technice v Praze. Roku 1917 byl jmenován pro-
fesorem matematiky na praºské univerzit¥, v roce 1918 p·sobil jako tajemník na Ministerstvu
²kolství a národní osv¥ty. V roce 1930 byl jmenován d¥kanem P°írodov¥decké fakulty Univerzity
Karlovy, v letech 1946 a 1948 byl rektorem univerzity.

33 Jan Vojt¥ch (1879�1953), p·vodn¥ st°edo²kolský u£itel matematiky a fyziky, vyu£oval na
st°edních ²kolách v Praze, Olomouci, Lipníku nad Be£vou a Brn¥. Jako profesor matematiky p·-
sobil v letech 1915 aº 1923 na £eské technice v Brn¥ a v letech 1923 aº 1949 na technice v Praze.

34 Seznam schválených u£ebnic, vydaných Jednotou £eských mathematik· a fysik· podle
osnov z r. 1908 a 1909, viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 42(1913), 527�528.

35 Pro mezinárodní instituce byla o £eských st°edo²kolských u£ebnicích matematiky, deskrip-
tivní geometrie a fyziky vypracována podrobná zpráva Die Lehrbücher für Mathematik, darstel-
lende Geometrie und Physik an den Mittelschulen mit böhmischer Unterrichtssprache, jejímiº
autory byli za matematiku Karel Vorovka (1879�1929), za deskriptivní geometrii Ladislav �er-
venka a za fyziku Václav Posejpal (1874�1935). Zpráva vy²la roku 1914 ve Vídni jako 13. se²it
Bericht über den mathematischen Unterricht in Österreich. Vorovkova zpráva o u£ebnicích arit-
metiky a geometrie obsahuje stru£ný úvod, p°ehled £eských u£ebnic vydaných v letech 1861 aº
1912 a rozbor vybraných u£ebních text· (55 stran).

36Nap°. Fischer F. X., Arithmetika pro niº²í t°ídy st°edních ²kol (2. opravené vydání,
1873, 249 stran); T·ma F., Arithmetika pro prvou a druhou t°ídu ²kol gymnasijních (1886,
208 stran); T·ma F., Arithmetika pro t°etí a £tvrtou t°ídu ²kol gymnasijních (1886, 175 stran);
Starý V., Machovec F., Arithmetika pro niº²í t°ídy gymnasií (6. opravené vydání, 1891,
276 stran); Sommer J., Arithmetika pro ²koly reálné, díl 1., 2., 3. (2. vydání, 1900, 1901, 1902,
96 + 80 + 86 stran); Jarolímek �., Geometrie pro £tvrtou t°ídu ²kol reálných (1874, 92 stran);
Jarolímek V., Geometrie pro II. a III. t°ídu ²kol realných (Planimetrie) (1891, 96 stran); Str-
nad A., Geometrie pro vy²²í ²koly reálné (1893, 324 stran); Jarolímek V., Geometrie pro niº²í
t°ídy ²kol realných (3. vydání, 1897, 188 stran).

37 Jednota £eských matematik· a fyzik· poºadovala, aby auto°i u£ebnic pro vy²²í t°ídy
st°edních ²kol sepsali také u£ebnice pro IV. t°ídu niº²í st°ední ²koly, které m¥ly obsahovat
shrnutí a systematizaci probraného u£iva, nebo´ niº²í st°ední ²kola poskytovala relativn¥ uce-
lené vzd¥lání. Auto°i, kte°í tuto rekapitulaci provedli, tak p°esn¥ v¥d¥li, na jakých poznatcích
mohou ve vy²²ích t°ídách stav¥t a na jaké u£ivo mohou dále navazovat.
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Na následujících stránkách se podrobn¥ji podíváme na u£ebnice B. Bydºov-
ského a J. Vojt¥cha, které na více neº t°i desetiletí ovlivnily výuku matematiky
na na²ich st°edních ²kolách. Pokusíme se stru£n¥ popsat jejich nejd·leºit¥j²í
rysy, poukáºeme na nové tematické okruhy výkladu, jejich metodické zpraco-
vání, odbornou úrove¬ a náro£nost u£iva. Hlavní pozornost v¥nujeme p°edev²ím
£ástem pojednávajícím o geometrických transformacích.38

V nových u£ebnicích B. Bydºovského a J. Vojt¥cha39 jsou poprvé v souladu
s poºadavkem vyty£eným v nových osnovách soustavn¥ zkoumány funkce a je jim
v¥nována zna£ná pozornost. Studují se vlastnosti, pr·b¥h a gra�cké znázorn¥ní
jednotlivých funkcí v závislosti na hodnotách p°íslu²ných koe�cient·. V²ude, kde
je k tomu vhodná p°íleºitost, je výklad ilustrován geometrickou problematikou,
oproti u£ebnicím z p°edchozího období £asto upozor¬uje na souvislosti mezi al-
gebrou, matematickou analýzou a geometrií, nap°. p°i gra�ckém °e²ení soustav
rovnic. Sou£asn¥ s logaritmickými funkcemi jsou studovány funkce exponenciální.
Je konstatována soum¥rnost graf· obou funkcí podle osy I. a III. kvadrantu. Po-
jem inverzní funkce v²ak zaveden není a aº do roku 1945 se v u£ebnicích neobjevil.
Souvisí to z°ejm¥ s tehdej²ím pojetím výkladu problematiky funkcí, které byly
studovány vºdy pouze jako funkce konkrétní (lineární, kvadratické apod.). Obec-
ná de�nice funkce na st°edo²kolské úrovni v·bec vyslovena nebyla. Ve studiu jed-
notlivých funkcí v²ak nové u£ebnice ²ly do zna£né hloubky. P°i vy²et°ování jejich
pr·b¥hu byly ur£ovány i lokální a globální extrémy � tímto zp·sobem se u nás
do st°edo²kolské matematiky postupn¥ dostávaly prvky diferenciálního po£tu.
V u£ebnici Mathematika pro nejvy²²í t°ídu gymnasií a reálných gymnasií [BV2]
je jiº v partii o funkcích diferenciálnímu a integrálnímu po£tu v¥nována zna£ná po-
zornost. Krom¥ základních pojm· jakými jsou spojitost, limita a derivace funkce,
je zde vyloºen rozvoj funkcí v °ady a výpo£et omezeného i neomezeného integrálu.

Je t°eba konstatovat, ºe nové u£ebnice matematiky byly odborn¥ na vysoké
úrovni. Pozd¥ji se objevily oprávn¥né p°ipomínky, ºe £asto p°esahovaly chápání
ºák· a vedly k jejich neúm¥rnému p°et¥ºování. V dal²ích vydáních byly proto
n¥které obtíºné partie vynechány nebo alespo¬ zjednodu²eny.

38 Podrobný rozbor vývoje obsahu £eských st°edo²kolských u£ebnic p°esahuje zam¥°ení
a cíle této diserta£ní práce. Zájemc·m lze doporu£it nap°. následující práce: Lávi£ka M.,
Vývoj vyu£ování analytické geometrie na £eských st°edních ²kolách od Exner-Bonitzova progra-
mu (1849), diserta£ní práce, Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikální fakulta, Praha, 1999;
N¥me£ková M., Vývoj vyu£ování komplexním £ísl·m na £eských st°edních ²kolách od Exner-
Bonitzova programu (1849), diserta£ní práce, Univerzita Karlova, Matematický ústav, Praha,
2002; Melcer M., Finan£ní matematika v £eských u£ebnicích (Od Marchetovy reformy), edice
D¥jiny matematiky, svazek 55, Matfyzpress, Praha, 2013, 366 stran. Analýzu u£ebnic deskrip-
tivní geometrie v sou£asné dob¥ v rámci své diserta£ní práce dokon£uje V. Moravcová, syntetické
geometrii v²ak zatím nebyla v¥nována dostate£ná pozornost.

39 Bydºovský B., Arithmetika pro IV. a V. t°ídu gymnasií a reálných gymnasií (1910,
181 stran); Bydºovský B., Arithmetika pro IV. t°ídu ²kol reálných (1910, 149 stran); Bydºov-
ský B., Arithmetika pro VI. a VII. t°ídu gymnasií a reálných gymnasií (1911, 154 stran);
Bydºovský B., Arithmetika pro V. aº VII. t°ídu ²kol reálných (1911, 196 stran); Vojt¥ch J.,
Geometrie pro IV. t°ídu gymnasií a reálných gymnasií (1910, 142 stran); Vojt¥ch J., Geome-
trie pro IV. t°ídu reálek (1910, 94 stran); Vojt¥ch J., Geometrie pro V. t°ídu gymnasií (1910,
134 stran); Vojt¥ch J., Geometrie pro V. t°ídu reálných gymnasií (1910, 122 stran); Vojt¥ch J.,
Geometrie pro VI. t°ídu gymnasií a reálných gymnasií (1911, 131 stran); Vojt¥ch J., Geometrie
pro VI. t°ídu reálek (1911, 164 stran); Vojt¥ch J., Geometrie pro VII. t°ídu gymnasií a reálných
gymnasií (1912, 147 stran); Vojt¥ch J., Geometrie pro VII. t°ídu reálek (1912, 166 stran).

102



V nových st°edo²kolských u£ebnicích matematiky se poprvé na základ¥ do-
poru£ení osnov objevily také grupy geometrických transformací.

Vojt¥chovy u£ebnice geometrie pro IV. a V. t°ídu st°edních ²kol,40 zpracované
v duchu Meranského programu, kladly na geometrické transformace velký d·raz.
V u£ebnici Geometrie pro IV. a V. t°ídu ²kol st°edních [V2] se v partii v¥nované
planimetrii z této problematiky objevila následující témata: osová soum¥rnost,
posouvání, otá£ení, shodnost trojúhelník· a mnohoúhelník·, soum¥rnost £ty°-
úhelník·, pohyby rovinných útvar·, stejnolehlost a podobnost rovinných útvar·,
v dodatku pro reálky byla navíc zkoumána homologie. Partie v¥novaná stereo-
metrii zahrnovala posouvání a otá£ení, soum¥rnost (podle bodu, p°ímky a roviny
v£etn¥ osové soum¥rnosti vy²²ích °ád·41), stejnolehlost a podobnost.

Obr. 38: Obálka u£ebnice [V2]

40Vojt¥ch J., Geometrie pro IV. t°ídu gymnasií a reálných gymnasií (1910, 142 stran); Voj-
t¥ch J., Geometrie pro IV. t°ídu reálek (1910, 94 stran); Vojt¥ch J., Geometrie pro V. t°í-
du gymnasií (1910, 134 stran); Vojt¥ch J., Geometrie pro V. t°ídu reálných gymnasií (1910,
122 stran).

41Útvar prostorový má osu soum¥rnosti n-tého °ádu, jestliºe m·ºe zaujmouti n poloh r·zných
a p°ece totoºných, totiº n − 1 nových poloh, v nichº splývá s polohou p·vodní. Uvedené nové
polohy takto soum¥rného útvaru získáme jeho oto£ením kolem dané osy o úhel velikosti 360

◦

n

a dále o jeho násobky aº do hodnoty (n− 1) · 360
◦

n . Viz [V2], str. 181.
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V úvodu Vojt¥chovy u£ebnice [V2] jsou shodnost, podobnost a soum¥rnost
zavedeny takto:

Dva geometrické útvary slují shodné (kongruentní), je-li moºno jeden
z nich uvésti pohybem v takovou polohu, aby se úpln¥ (ve v²ech svých
£ástech) ztotoº¬oval s druhým; £ili shodné útvary p°edstavují týº útvar
na r·zných místech. Shodné útvary mají týº tvar i touº velikost. Pozo-
rujeme, ºe lze zm¥niti daný útvar v nový tak, aby tvar jeho z·stal ve
v²ech £ástech zachován (zmen²íme-li jej nebo zv¥t²íme, na p°. £o£kou);
i nazýváme takový nový útvar podobným danému. . . .
Pozorujíce obraz n¥jakého útvaru v rovném zrcadle, seznáváme, ºe se
li²í od p°edm¥tu pouze opa£ným uspo°ádáním svých £ástí; jmenujeme
jej soum¥rným k danému. ([V2], str. 5�6)

Na tento úvod navazuje následující vymezení obsahu geometrie:

Geometrie vy²et°uje ty vlastnosti útvar·, které se nem¥ní pohybem je-
jich, prom¥nou v útvary podobné a prom¥nou v útvary k nim soum¥rné.

([V2], str. 6)

V této formulaci je jiº patrná Kleinova jednotná de�nice geometrie, autor ji v²ak
podal co nejp°ijateln¥j²ím zp·sobem s p°ihlédnutím k rozumovým schopnostem
ºák· odpovídajícího v¥ku. A£koliv to není explicitn¥ °e£eno, omezil se p°irozen¥
pouze na elementární eukleidovskou geometrii; existence jiných geometrií není ani
nazna£ena.

Obr. 39: Titulní list u£ebnice [BV2]
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Bydºovského a Vojt¥chova u£ebnice Mathematika pro nejvy²²í t°ídu gymnasií
a reálných gymnasií [BV2] téma geometrických transformací pojímá vzhledem
k p°edpokládané vy²²í rozumové vysp¥losti ºák· mnohem obecn¥ji, jsou zde po-
drobn¥ vyloºeny základní my²lenky obsaºené v Kleinov¥ Erlangenském progra-
mu. Kniha je rozd¥lena do t°í £ástí; první £ást (str. 2�136) obsahuje p°ehled
matematického u£iva probíraného v posledním ro£níku st°ední ²koly, druhá £ást
(str. 137�159) zahrnuje výklad o základních pojmech logiky, o základech matema-
tiky, jejím charakteru a praktickém i kulturním významu, t°etí £ást (str. 159�179)
p°edstavuje stru£ný p°ehled historie matematiky od starov¥ku aº po tehdej²í
dobu.

Geometrickým transformacím je v této u£ebnici v¥nována 5. kapitola nazvaná
Transformace (str. 68�82). Hned v jejím úvodu je zd·razn¥n základní význam
pojmu transformace a pojmu grupa v geometrii. Grupa transformací je posléze,
po nastín¥ní základních p°edstav, de�nována následujícím zp·sobem:

Grupa transformací je taková soustava transformací, ºe kterékoli dv¥
z nich postupn¥ provedené (a tedy i libovolný jich po£et) lze nahraditi
jedinou transformací téºe soustavy. Transformace, p°i které nenastává
ºádná zm¥na, sluje identická a pat°í vºdy ke grup¥. ([BV2], str. 68)

Z dne²ního pohledu v této de�nici chybí explicitní poºadavek existence inverzní
transformace ke kaºdé transformaci. Speciáln¥ jsou jako p°íklady grup uvedeny
pohyby v rovin¥, rovinné translace, rotace kolem pevného st°edu v rovin¥, pohyby
v prostoru a ²roubové pohyby42 kolem téºe osy. Dále je poznamenáno, ºe p°i grup¥
pohyb· v rovin¥ nebo v prostoru jsou tvar, velikost a smysl (uspo°ádání, tj. orien-
tace) geometrických útvar· invariantní. V dal²ím textu je pozornost v¥nována
soum¥rnosti, je zd·razn¥n zásadní rozdíl mezi soum¥rnými útvary v rovin¥ (podle
p°ímky) a v prostoru (podle roviny).

Rovinné útvary spolu (dle osy) soum¥rné nelze ztotoºniti ºádným po-
hybem, p°i kterém body útvar· t¥ch setrvají v rovin¥ jejich; moºno
je v²ak ztotoºniti p°eklopením kolem osy soum¥rnosti, tedy pohybem
v prostoru. I jsou dva rovinné útvary dle osy soum¥rné p°ece shod-
ny, odpovídající sob¥ £ásti jejich jsou v²ak v opa£ných smyslech uspo-
°ádány (jsou �obrácen¥� shodny). . . . Prostorové útvary dle roviny
soum¥rné nejsou shodny, protoºe jich v·bec nelze ztotoºniti; shodu-
jí se v²ak ve v²ech svých £ástech sob¥ odpovídajících, li²íce se pouze
smyslem jejich uspo°ádání. Mezi soum¥rnými útvary v rovin¥ a v pro-
storu jest tedy d·leºitý rozdíl. ([BV2], str. 70�71)

Sou£asn¥ je zd·vodn¥no, ºe soum¥rnosti v rovin¥ ani v prostoru grupy netvo°í.

Prom¥níme-li útvar U1 v útvar soum¥rný U2 (dle osy v rovin¥ nebo dle
roviny v prostoru), tento pak op¥t (dle libovolné osy, po p°ípad¥ roviny)
v útvar soum¥rný U3, jsou U1 a U3 téhoº smyslu a lze je ztotoºniti
pohybem. Dv¥ transformace v útvar soum¥rný po sob¥ provedené nelze
tedy nahraditi prom¥nou téhoº druhu; proto netvo°í prom¥ny v útvar
soum¥rný ani v rovin¥ ani v prostoru grupy. ([BV2], str. 71)

42 �roubovým pohybem se rozumí pohyb v prostoru sloºený z oto£ení kolem p°ímky (osy)
a posunutí ve sm¥ru této p°ímky.
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Roz²í°ením grupy pohyb· (rovinných nebo prostorových) o soum¥rnosti v²ak
získáme op¥t grupu; p°i ní jsou invariantní tvar a velikost geometrických útvar·.

Dal²í odstavec je v¥nován podobnosti a homothetickým transformacím, které
rovn¥º tvo°í grupu; p°i ní jsou invariantní tvar geometrických útvar· a velikost
úhl·. Je uvedeno, ºe grupa pohyb· v rovin¥ nebo v prostoru (roz²í°ená v rovi-
n¥ o soum¥rnosti podle osy) roz²i°uje se grupou transformací homothetických
v grupu transformací podobnostních. P°i ní jiº z·stává invariantní pouze tvar
geometrických útvar·.

Následuje vymezení elementární (metrické) geometrie jakoºto geometrie, která
p°íslu²í ke grup¥ podobnostních transformací:

V geometrii t. zv. elementární £ili metrické vy²et°ujeme ty vlastnosti
útvar· geometrických, jeº jsou invariantní p°i v²ech transformacích
útvar· t¥ch v útvary podobné (prom¥ny v útvary shodné a v útvary
soum¥rné sem po£ítaje), t. j. p°i grup¥ transformací podobnostních.
V tomto smyslu geometrie elementární p°íslu²í ke grup¥ transformací
podobnostních. ([BV2], str. 72)

V dal²ích odstavcích se u£ebnice zabývá projektivní geometrií. Ocitujme pro
ilustraci de�nici homologie (viz obr. 40):

Dva rovinné útvary U1 a U2 jsou homologické (perspektivní) dle ur£ité-
ho bodu (st°edu homologie) S a dle ur£ité p°ímky (osy homologie) o,
jestliºe dvojice jejich bod· sob¥ odpovídajících leºí na paprscích téhoº
svazku o st°edu S a dvojice jejich p°ímek sob¥ odpovídajících protínají
se na téºe ose o. ([BV2], str. 73)

Obr. 40: Homologie mezi dv¥ma rovinnými útvary ([BV2], str. 73)
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Je uvedeno, ºe homologické transformace v rovin¥ ani v prostoru netvo°í grupy.
Zachovává se p°i nich v²ak incidence geometrických prvk· (bod·, p°ímek a rovin).
Projektivnost mezi dv¥ma útvary je následn¥ v rovin¥ de�nována takto:

Dva rovinné útvary slují kollineární (homogra�cké) £ili projektivní,
jestliºe v nich sob¥ odpovídají prvky stejnojmenné a v²echny incidence
jsou zachovány. ([BV2], str. 74)

Projektivní transformace v rovin¥ i v prostoru jiº grupy tvo°í.

V dal²ím textu se p°ipomíná roz²i°ování eukleidovských p°ímek, rovin i pro-
storu o �prvky v nekone£nu� a princip duality43. Poslední odstavec nese název
Význam transformací pro úvahy geometrické. Geometrické transformace jsou zde
charakterizovány jako d·leºitý pomocný nástroj p°i studiu vlastností geometric-
kých útvar·.44 Dále je nazna£ena moºnost vyuºití geometrických transformací
k p°ená²ení vlastností z p·vodního útvaru na útvar transformovaný.45 Ocitujme
úvod posledního odstavce obsahující tyto hlavní my²lenky:

Geometrické transformace jsou samy o sob¥ d·leºitým p°edm¥tem úvah
geometrických. Jsou v²ak také názornou a vydatnou pom·ckou p°i
vy²et°ování útvar· geometrických: v²ímáme si bu¤ útvar· a vztah· p°i
transformaci invariantních, nebo srovnávajíce útvar transformovaný
s útvarem p·vodním, odvozujeme vlastnosti onoho z vlastností tohoto.
V tom bývá jednak úspora práce, jeºto v¥ta dokázaná pro n¥který útvar
p°evádí se potom (se z°etelem k transformaci) na útvar transformo-
vaný, jednak uleh£ení, protoºe kaºdou úvahu geometrickou m·ºeme
provésti pro nejjednodu²²í z t¥ch útvar·, jeº spolu transformací sou-
visí. ([BV2], str. 80)

V záv¥ru uvedeného odstavce je nastín¥n význam geometrických transformací
pro uspo°ádání geometrie; kaºdá grupa geometrických transformací charakterizu-
je p°íslu²nou geometrii.46 Kapitola v¥novaná geometrickým transformacím kon£í
stru£nou poznámkou:

Uvedený význam grup transforma£ních pro podstatu a uspo°ádání geo-
metrie vytkl první Felix Klein (1872). ([BV2], str. 82)

43 Zákon duálnosti v rovin¥: Ke kaºdé v¥t¥ geometrie projektivní lze p°ipojiti novou v¥tu tím,
ºe v ní slovo bod nahradíme slovem p°ímka a naopak. Zákon duálnosti v prostoru: Kaºdá v¥ta
projektivní geometrie p°echází ve v¥tu rovn¥º správnou, nahradíme-li v ní slovo bod slovem
rovina a naopak. Viz [BV2], str. 78�79.

44Nap°. translace slouºí ke studiu geometrických útvar· obsahujících rovnob¥ºné p°ímky nebo
roviny. Rotaci lze vyuºít k vy²et°ování kolmých p°ímek i rovin, útvar· obsahujících kruºnice
nebo útvar· soum¥rných. Podobnost útvar· zkoumáme na základ¥ jejich stejnolehlosti (homo-
thetie).

45Nap°. lze pomocí vhodné transformace n¥které vlastnosti kruºnice (nap°. v¥ty o vzájemné
poloze p°ímky a kruºnice nebo v¥ty o pólu a polá°e) p°enést obecn¥ na kuºelose£ky. Zdrojem
mnoha nových geometrických v¥t týkajících se vlastností transformovaných útvar· jsou trans-
formace homologické nebo transformace polární.

46Ke grup¥ geometrických transformací pat°í soustava geom. útvar· a jich vlastností, jeº
jsou p°i transformacích t¥ch invariantní; grupa ta charakterisuje p°íslu²nou soustavu v¥t £ili
p°íslu²nou geometrii. Viz [BV2], str. 81.
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V 11. kapitole nazvanéMathematická v¥da a její význam nalezneme následující
vymezení obsahu geometrie:

Obsah geometrie m·ºeme d¥liti podle p°edm¥tu nebo podle methody.
Vzhledem k p°edm¥tu je pronikavé rozd¥lení geometrie podle grup trans-
formací, p°i kterých jsou vlastnosti geometrických útvar· invariantní;
rozeznáváme tak geometrii p°íslu²nou ke grup¥ transformací (pohy-
bových a) podobnostních (geometrie metrická £ili elementární, jejíº
nejjednodu²²í £ásti bývají dosud nazývány planimetrie, stereometrie
a trigonometrie), geometrii p°íslu²nou ke grup¥ transformací projek-
tivních (geom. projektivní), geometrii vlastností, jeº jsou invariantní
p°i v²ech prom¥nách, kterými se neporu²uje souvislost útvar· (tvar
jejich se v²ak jinak libovoln¥ m¥ní, tak zvaná analysis situs, k níº na
p°. pat°í Eulerova v¥ta o mnohost¥nech). ([BV2], str. 156)

Na záv¥r je²t¥ ocitujme krátký úryvek z poslední, 13. kapitoly v¥nované his-
torickému p°ehledu vývoje �novodobé� matematiky. Auto°i v n¥m poukazují na
st¥ºejní pojmy �sou£asné� matematiky, jimiº jsou pojem funkce a pojem trans-
formace:

Mathematika doby nejnov¥j²í má n¥kolik charakteristických rys·. Ce-
lým vývojem mathematiky novodobé p°ipravována byla vláda dvou poj-
m·: pojmu funkce a pojmu transformace. Nauka o funkcích a nauka
o transformacích do²ly a docházejí stoupajícího rozkv¥tu nejen v uº²ím
smyslu mathematických odv¥tví, nýbrº pronikají v²echno moderní my²-
lení mathematické. . . . Theorie transformací geometrických nabyla vy-
nikajícího významu geometrií projektivní; odtud sp¥je k dal²ímu a v²e-
strannému rozvoji. ([BV2], str. 175)

Na Bydºovského a Vojt¥chovy u£ebnice Mathematika pro nejvy²²í t°ídu gym-
nasií a reálných gymnasií [BV2] aMathematika pro nejvy²²í t°ídu reálek [BV1], jeº
se od verze pro gymnázia obsahov¥ p°íli² neli²í, vy²la roku 1913 v �asopisu pro
p¥stování mathematiky a fysiky recenze Bohuslava Hostinského (1884�1951).47

Recenze vyznívá ve prosp¥ch obou u£ebnic celkem p°ízniv¥, její autor se v²ak
neztotoº¬uje s uºitím termínu �grupa transformací� . P°ipome¬me stru£n¥ £ást
jeho vyjád°ení:

V geometrii jsou d·kladn¥ vyloºeny principy geometrie metrické i pro-
jektivní a pojem transformace . . . Jádro celé knihy tvo°í první £ást
(mathematická), jeº jest psána veskrze p°esn¥ a v moderním duchu.
. . . Spisovatelé právem upozor¬ují na n¥kolika místech na to, jaký vý-
znam má theorie transformací pro nyn¥j²í mathematiku. Název �grupa
transformací�, kterého d·sledn¥ uºívají, nepokládám za vhodný; mys-
lím, ºe by spí²e se doporu£ovalo p°idrºeti se zp·sobu, jakého práv¥ p°i
pojmenování tohoto d·leºitého pojmu bylo uºito v literatu°e n¥mecké,
francouzské, italské a anglické, voliti totiº známé, v °e£i dávno uºívané
slovo; název �skupina transformací� úpln¥ by vyhov¥l.

47Viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 42(1913), 201�202.
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6. Transformace na p°elomu
19. a 20. století

Jednotná klasi�kace v²ech známých geometrií vyloºená v Erlangenském progra-
mu do jisté míry p°isp¥la k odhalení obecn¥j²ích geometrických zákonitostí, jeº
stojí v pozadí moderní matematické v¥dy, a otev°ela cestu k poloºení axiomatic-
kých základ· geometrie. A£koliv se Felix Klein k axiomaticky budované moderní
matematice po£átku 20. století i k jejímu mnoºinovému pojetí stav¥l velmi rezer-
vovan¥, stal se nev¥domky jedním z iniciátor· nového p°ístupu k základ·m geo-
metrie. Intuitivní p°ístup zaloºený p°eváºn¥ na syntetické geometrii byl postupn¥
nahrazován moderním, formalizovaným zp·sobem argumentace a zd·vod¬ování,
názorné geometrické p°edstavy zastínila abstraktní axiomatika.

F. Klein sv·j názor na uºití axiomatické metody v matematice vyjád°il nap°.
ve svém díle Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahr-
hundert [K9]. V návaznosti na axiomatickou de�nici grupy napsal:

Diese abstrakte Formulierung ist für die Ausarbeitung der Beweise
vortre�ich, sie eignet sich aber durchaus nicht zum Au�nden neuer
Ideen und Methoden, sondern sie stellt vielmehr den Abschluÿ einer
voraufgegangenen Entwicklung dar. ([K9], Teil I, str. 335�336)

Abstraktní vymezení nových pojm· pomocí axiom·, které tyto pojmy spl¬ují,
jsou podle n¥j sice vhodné pro d·kazy, nikoliv v²ak pro objev nových my²lenek
a metod.

F. Klein na druhou stranu dovedl uznat zásluhy axiomatického p°ístupu, ale
pouze v p°ípad¥, ºe axiomy p°irozen¥ vyplynuly jako logická podstata jiº rozvinuté
matematické teorie. Ost°e se v²ak ohrazoval proti názoru, ºe axiomy jsou libovol-
ná tvrzení, která zvolíme za základ matematické teorie. Tento p°ístup pokládal
za £ist¥ �lozo�cký pohled mající ko°eny v nominalismu,1 ozna£il jej za der Tod
aller Wissenschaft. Zd·raz¬oval, ºe základními axiomy geometrie nemohou být
zcela libovolná tvrzení, jejich p°esný obsah musí být vhodn¥ vyvozen z vlastnos-
tí geometrického prostoru. Doloºme Klein·v p°ístup k axiom·m dv¥ma krátkými
úryvky z druhého dílu jeho knihy Elementarmathematik vom höheren Standpunkte
aus [K7]:

Demgegenüber �ndet man bei solchen Leuten, die sich nur für die
logische und nicht für die anschauliche oder die allgemein-erkenntnis-
theoretische Seite der Sache interessieren, neuerdings häu�g die Mei-
nung, die Axiome seien nur willkürliche Sätze, die wir ganz freiwillig
anerkennen, und die Grundbegri�e schlieÿlich ebenso nur willkürliche
Zeichen für Dinge, mit denen wir operieren wollen. . . .

1Nominalismus byl vedle realismu jedním ze dvou základních �lozo�ckých sm¥r· st°edov¥ku.
Prosazoval názor, ºe obecné pojmy jsou pouhá jména, která na základ¥ poznání vytvá°í £lov¥k,
ºe reáln¥ existují pouze jednotlivé v¥ci se svými individuálními vlastnostmi. Nejznám¥j²ím p°ed-
stavitelem nominalismu byl anglický franti²kán William Occam (1290�1349).
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Ich selbst teile diesen Standpunkt keineswegs, sondern halte ihn für
den Tod aller Wissenschaft: die Axiome der Geometrie sind � wie
ich meine � nicht willkürliche, sondern vernünftige Sätze, die im all-
gemeinen durch die Raumanschauung veranlaÿt und in ihrem Einzel-
inhalt und Reihenfolge durch Zweckmäÿigkeitsgründe reguliert werden.

([K7], str. 383�384)

6.1 Axiomatický systém

Axiomatický systém je ve své podob¥ obsaºen jiº v Eukleidových Základech. Brzy
po jejich sepsání v²ak byly zji²t¥ny ur£ité nedostatky v jejich logické struktu°e.
Problematické jsou jiº úvodní de�nice (vým¥ry) základních geometrických pojm·.
Eukleidés se totiº domníval, ºe pojmy jako bod, p°ímka a rovina lze jednodu²e
�de�novat� pouze na základ¥ geometrické intuice.2 Kaºdý matematický pojem
v²ak musí být de�nován pomocí jiných matematických pojm·, které je rovn¥º
pot°eba p°esn¥ de�novat pomocí dal²ích pojm· atd. V²echny matematické po-
jmy není proto moºné explicitn¥ de�novat, aniº bychom se vyhnuli de�nicím
kruhem nebo budovali �nekone£ný� °et¥zec de�nic. Na za£átku je t°eba zvolit
skupinu základních (primitivních) nede�novaných pojm·, jejichº význam je intui-
tivn¥ z°ejmý, a dal²í matematické pojmy jiº pomocí nich p°esn¥ de�novat. P°itom
volba základních pojm· není jednozna£ná. Postuláty a axiomy potom p°edstavují
tvrzení o základních pojmech, jejichº platnost se p°edpokládá a která speci�kují
vlastnosti zvolených pojm·. Z tohoto hlediska se základní matematické pojmy
axiomatického systému de�nují implicitn¥ pomocí postulát· a axiom·, které tyto
pojmy spl¬ují.

Za axiomy v²ak nelze zvolit zcela libovolná tvrzení týkající se základních po-
jm·. Axiomatický systém musí být logicky konzistentní, musí spl¬ovat následu-
jící poºadavky: musí být úplný, nezávislý a bezesporný. V úplném axiomatickém
systému je kaºdé tvrzení rozhodnutelné, tj. lze jednozna£n¥ ur£it, zda v rámci
uvaºovaného systému je dané tvrzení pravdivé £i nikoliv. Není moºné do systému
axiom· p°idat dal²í axiom, který je s nimi konzistentní a je na daných axiomech
nezávislý. Nezávislost skupiny axiom· znamená, ºe ºádný z uvaºovaných axiom·
nelze vyvodit z ostatních. V opa£ném p°ípad¥ by byla formulace takového tvrzení
jako axiomu nadbyte£ná, byl by logickým d·sledkem ostatních axiom·. Beze-
spornost axiomatického systému zaru£uje, ºe v rámci takového systému nelze
sou£asn¥ odvodit n¥jaké tvrzení i jeho negaci.

Dal²ím slabým místem Eukleidových Základ· je skute£nost, ºe n¥které p°ed-
poklady vyuºívané p°i d·kazech tvrzení nejsou v textu explicitn¥ uvedeny, vy-
cházejí pouze z geometrické intuice. Nap°. první postulát3 uvádí, ºe existuje ales-
po¬ jedna p°ímka jdoucí dv¥ma r·znými body, ne°íká jiº v²ak, ºe taková p°ímka

2 Eukleidés ve svých Základech de�noval bod, p°ímku a rovinu následujícím zp·sobem: Bod
jest, co nemá dílu. �ára pak délka bez ²í°ky. Hranicemi £áry jsou body. P°ímá jest £ára (p°ímka),
která svými body táhne se rovn¥. Plocha jest, co jen délku a ²í°ku má. Hranicemi plochy jsou
£áry. Rovinná jest plocha (rovina), která p°ímkami na ní jsoucími prostírá se rovn¥. Viz [Eu],
str. 1. Je t°eba poznamenat, ºe Eukleidés �p°ímkou� rozum¥l v dne²ním smyslu úse£ku, podobn¥
�rovinu� chápal pouze jako omezenou £ást rovinné plochy.

3 Budiº úkolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti p°ímku. Viz [Eu], str. 2.
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existuje práv¥ jedna. P°itom Eukleidés ve svých d·kazech £asto p°edpokládal
existenci jediné p°ímky s uvedenou vlastností.

Kritiku Eukleidova systému de�nic, postulát· a axiom· (vým¥ry, úkoly pr-
votné a zásady) lze nalézt jiº u nejstar²ích známých komentátor· Základ·, jimiº
byli Pappos z Alexandrie (asi 290�350) a Proklos (410�485)4. Na nedostatky
pak b¥hem dal²ího vývoje podle [Kl] upozor¬ovali i mnozí dal²í. Francouzský
matematik a básník Jacques Peletier du Mans (1517�1582) kritizoval Euklei-
dovy d·kazy v¥t o shodnosti. N¥mecký �lozof Arthur Schopenhauer (1788�1860)
poukazoval na sedmý Eukleid·v axiom,5 podle n¥hoº objekty, které se navzá-
jem kryjí, jsou shodné. Namítal, ºe kryjící se objekty jsou podle na²í empirické
zku²enosti identické, uvedený axiom proto povaºoval za nadbyte£ný. Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646�1716) zastával názor, ºe Eukleidés se spolehl na intuici,
kdyº v první knize p°i °e²ení úlohy I6 vyuºil skrytý p°edpoklad, ºe dv¥ kruºnice,
z nichº kaºdá prochází st°edem druhé, se protínají. Své p°ipomínky k Euklei-
dovým Základ·m vyjád°il i Carl Friedrich Gauss (1777�1855), jenº v práci postrá-
dal p°esné vymezení relace uspo°ádání bod· na p°ímce; kritizoval rovn¥º de�nice
p°ímky a roviny. Dnes je navíc z°ejmé, ºe Eukleidovy axiomy na druhou stranu
umoº¬ují i �d·kazy� n¥kterých nepravdivých tvrzení,7 nebo´ p°esn¥ neur£ují polo-
hu ur£itých bod· vzhledem k ostatním. Americký historik matematiky Morris
Kline (1908�1992) ve své knize [Kl] v této souvislosti napsal:

Euclidean geometry was supposed to have o�ered accurate proofs of
theorems suggested intuitively by �gures, but actually it o�ered intui-
tive proofs of accurately drawn �gures. ([Kl], volume 3, str. 1007)

P°es v²echny vý²e uvedené výtky a nedostatky byly Eukleidovy Základy po
dlouhá staletí povaºovány za model rigorózního zp·sobu dokazování a dedukce.
Teprve koncem 19. století si matematici za£ali pln¥ uv¥domovat rozsah nedostatk·
v Eukleidov¥ systému. V souvislosti s rozvojem neeukleidovských geometrií, je-
jichº logická konzistence byla tehdy jiº spolehliv¥ prokázána, vyvstala pot°eba
geometrický systém nastolený Eukleidem revidovat a p°epracovat.

První my²lenky axiomatického p°ístupu v geometrii zformuloval Moritz Pasch
a poté systematicky rozvinul David Hilbert; jim bude v¥nována pozornost v násle-
dujícím textu. Podle [Ev1] dal²í uspokojivé systémy axiom· eukleidovské geome-
trie p°edstavili nap°. ital²tí matematici Giuseppe Peano8 a Mario Pieri9 a dále

4Viz Proclus, A Commentary on the First Book of Euclid's Elements, Translated, with
Introduction and Notes, by Glenn R. Morrow, With a new foreword by Ian Mueller, Princeton
University Press, Princeton, New Jersey, 1992, 355 stran.

5A co se navzájem kryje, navzájem rovno jest. Viz [Eu], str. 2.
6Na dané p°ímce omezené postav trojúhelník rovnostranný. Viz [Eu], str. 3.
7Nap°. d·kaz tvrzení, ºe v²echny trojúhelníky jsou rovnostranné. Viz [Kl], volume 3,

str. 1006�1007.
8Giuseppe Peano (1858�1932) pracoval se základními pojmy bod, úse£ka a pohyb. Viz

Peano G., I principii di geometria logicamente esposti, Fratelli Bocca Editori, Stabilimento
Tipogra�co Vincenzo Bona, Torino, 1889, 40 stran; Sui fondamenti della Geometria, Rivista di
matematica 4(1894), 51�90.

9Mario Pieri (1860�1913) vypracoval systém 20 axiom·, za základní zvolil pojmy bod a pohyb.
Viz Pieri M., Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo. Monogra�a del punto
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ameri£tí matematici Oswald Veblen10 a Edward V. Huntington11. Základ·m geo-
metrie se ve své práci v¥noval i italský matematik Giuseppe Veronese.12

6.2 Moritz Pasch

Moritz Pasch se narodil 8. listopadu 1843 v rodin¥ obchodníka v Breslau (Wrocªaw,
Vratislav). Vystudoval zde gymnázium a roku 1860 nastoupil na místní univerzitu.
Nejprve zamý²lel studovat chemii, posléze si v²ak za sv·j studijní obor zvolil mate-
matiku. Roku 1865 obhájil na univerzit¥ diserta£ní práci De duarum sectionem
conicarum in circulos projectione sepsanou pod vedením Heinricha E. Schrötera
(1829�1892) a získal doktorát. Poté odjel studovat na univerzitu do Berlína, kde
v té dob¥ p·sobili Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815�1897) a Leopold
Kronecker (1823�1891). V °íjnu 1866 mu v²ak zem°el otec, a proto M. Pasch na
krátký £as své studium p°eru²il a vrátil se dom·.

V listopadu 1870 p°edloºil na univerzit¥ Giessenu svou habilita£ní práci Zur
Theorie der Komplexe und Kongruenzen von Geraden a za£al zde p°edná²et.
V srpnu 1873 byl jmenován mimo°ádným profesorem a o dva roky pozd¥ji °ád-
ným profesorem. M. Pasch se na univerzit¥ krom¥ výzkumných aktivit zapojil
i do výuky budoucích st°edo²kolských u£itel·, byl p°edsedou komise pro zkou²ky
u£itelské zp·sobilosti. V akademickém roce 1885/86 byl zvolen d¥kanem �lozo�cké
fakulty, v akademickém roce 1893/94 p·sobil na univerzit¥ jako rektor. Vychoval
kolem 30 doktorand·. V dubnu 1911 svou £innost na univerzit¥ ukon£il, nebo´
se cht¥l v¥novat pouze matematickému bádání. V roce 1923 obdrºel u p°íleºitosti
svých osmdesátých narozenin dva £estné doktoráty univerzit ve Freiburgu a ve
Frankfurtu. Moritz Pasch zem°el 20. zá°í 1930 na dovolené v lázních Homburg
v N¥mecku.13

M. Pasch se zpo£átku zabýval algebraickou geometrií, poté za£al zkoumat
základy geometrie a matematické analýzy. Krom¥ °ady matematických £lánk·14

e del moto, Memorie della reale Accademia delle scienze di Torino 49(1900), 173�222. M. Pieri
pohyb chápal (v dne²ní terminologii) jako vzájemn¥ jednozna£né zobrazení mnoºiny v²ech bod·
na sebe, spl¬ující dal²í podmínky. Viz [�2], str. 196.

10Oswald Veblen (1880�1960) sestavil systém 16 axiom· s primitivními pojmy bod a relace
uspo°ádání. Viz Veblen O., A system of axioms for geometry, Transactions of the American
Mathematical Society 5(1904), 343�384.

11 Edward V. Huntington (1874�1952) ve svém systému 23 axiom· uvaºoval základní pojmy
sféra a relace inkluze. Viz [Ev1], str. 457.

12Giuseppe Veronese (1854�1917) pracoval s nede�novanými pojmy p°ímka, úse£ka a shod-
nost úse£ek. Viz Veronese G., Fondamenti di geometria a più dimensioni e a più specie di
unità rettilinee esposti in forma elementare, Lezioni per la scuola di magistero in matematica,
Tipogra�a del Seminario, Padova, 1891, 630 stran.

13O ºivot¥ a díle M. Pasche viz Engel F., Dehn M.,Moritz Pasch, Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 44(1934), 120�142. Relevantní informace poskytuje i webová stránka
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/∼history/Biographies/Pasch.html.

14M·ºeme uvést nap°. následující £lánky: Pasch M., Der Ursprung des Zahlbegri�s, Mathe-
matische Zeitschrift 11(1921), 124�156; Über zentrische Kollineation, Mathematische Annalen
90(1923), 103�107; Betrachtungen zur Begründung der Mathematik, Mathematische Zeitschrift
20(1924), 231�240; Die natürliche Geometrie, Mathematische Zeitschrift 21(1924), 151�153.
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publikoval t°i významné monogra�e: Vorlesungen über neuere Geometrie,15 Ein-
leitung in die Di�erential- und Integralrechnung16 a Grundlagen der Analysis17.
Jeho jméno je dnes v matematice spojeno s formulací tzv. Paschova axiomu, podle
kterého p°ímka protínající stranu AB trojúhelníku ABC ve vnit°ním bod¥ musí
nutn¥ protnout je²t¥ jednu jeho dal²í stranu ve vnit°ním bod¥, pokud neprochází
vrcholem C.

Obr. 41: Moritz Pasch

M. Pasch významn¥ p°isp¥l k rozvoji axiomatického p°ístupu v geometrii,
jenº stojí v pozadí moderní matematiky 20. století. Od dob Eukleida byl prvním
matematikem, který geometrii budoval na základ¥ formáln¥ zvolených abstrakt-
ních axiom·. Odstranil p°itom vý²e zmín¥ný významný nedostatek Eukleidova
axiomatického systému týkající se volby základních, nede�novaných pojm·.

Vorlesungen über neuere Geometrie

Roku 1882 publikoval M. Pasch knihu Vorlesungen über neuere Geometrie
[P1], jejímº cílem bylo poloºit základy projektivní geometrie nezávislé na Euklei-
dov¥ axiomu o rovnob¥ºkách.18 Omezil se na £ist¥ formální axiomatický p°ístup
nezávislý na fyzikální interpretaci matematických pojm·. Poukázal na skute£nost,
ºe °ada geometr· ve svých úvahách p°íli² spoléhá na fyzikální intuici, ve skute£nos-
ti je v²ak geometrie (v£etn¥ eukleidovské) pouze um¥lou konstrukcí, která má n¥-
jaký vztah k na²emu fyzikálnímu prostoru, nicmén¥ není jeho p°esnou reprezen-
tací. Uvedl, ºe nap°. princip duality je v rozporu s na²imi fyzikálními p°edstavami
o bodech a p°ímkách; zám¥nnost t¥chto pojm· nelze p°ijmout na základ¥ intuice.

15Viz Pasch M., Vorlesungen über neuere Geometrie, Druck und Verlag von B. G. Teubner,
Leipzig, 1882, 201 stran.

16Viz Pasch M., Einleitung in die Di�erential- und Integralrechnung, Verlag von B. G. Teub-
ner, Leipzig, 1882, 188 stran.

17Viz Pasch M., Grundlagen der Analysis, ausgearbeitet unter Mitwirkung von Clemens
Thaer, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1909, 140 stran.

18N¥které axiomy projektivní geometrie nebo jejich analogie v²ak m¥ly význam rovn¥º pro
axiomatizaci eukleidovské i neeukleidovských geometrií.
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M. Pasch ve své práci zvolil za základní pojmy následující prvky geometrie:
bod, úse£ka a £ást roviny.19 Volbu posledních dvou pojm· namísto pojm· p°ímka
a rovina zd·vodnil tím, ºe nikdo vlastn¥ nemá s celou p°ímkou a celou rovinou
ºádnou zku²enost. Axiomy nepovaºoval jako °ada jeho p°edch·dc· za �samo-
z°ejmé pravdy� , ale za tvrzení o nede�novaných pojmech, která sice mohou vy-
cházet z na²í zku²enosti s fyzikální realitou, ale pokud je jednou zvolíme, v²echny
d·kazy dal²ích tvrzení z nich musí vyplývat bez dal²ího odvolávání se na na²i
zku²enost. Byl prvním matematikem, jenº poukázal na skute£nost, ºe Eukleidés
ve svých d·kazech vyuºíval vlastnosti uspo°ádání, aniº by se o nich n¥kde zmínil.
Sám proto ve své knize nejprve implicitn¥ zavedl relaci uspo°ádání pro kolineární
body20 a poté zformuloval vlastnosti uspo°ádání, které jsou dnes základem kaºdé
metrické geometrie.

Obr. 42: Moritz Pasch � Vorlesungen über neuere Geometrie

19M. Pasch v prvním vydání své knihy z roku 1882 mezi základní pojmy za°adil rovn¥º
shodnost úse£ek.

20Wir ziehen zunächst nur eine einzige Gerade in Betracht. Sind A, B, C Punkte einer
Geraden g, also C in der Geraden AB gelegen, so bilden die drei Punkte eine gerade Reihe,
d. h. es liegt entweder A innerhalb der Strecke BC, oder B innerhalb der Strecke AC, oder C
innerhalb der Strecke AB. Liegt etwa C innerhalb der Strecke AB, so sagt man: Der Punkt C
liegt in der Geraden g zwichen A und B, A und C auf derselben Seite von B, B und C auf
derselben Seite von A, A und B auf verschiedenen Seiten von C. Viz [P1], str. 9.
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De�nice a axiomy shodnosti

M. Pasch ve své knize Vorlesungen über neuere Geometrie [P1] zavedl po-
jem shodnosti následujícím zp·sobem. Pro jednoduchost uvaºoval nejprve dvo-
jice pevn¥ svázaných bod· a b a a′ b′. P°itom se omezil na geometrické útvary,
které se skládají pouze z vlastních bod·. Dva útvary a b a a′ b′ (v tomto p°ípad¥
úse£ky) nazval shodnými, pokud je oba lze �p°ekrýt� stejným, vzhledem k daným
útvar·m pohyblivým, t°etím útvarem:

Sehen wir jetzt ganz davon ab, ob die Figuren a b und a′ b′ gegen ein-
ander beweglich sind oder nicht. Ich kann jedenfalls eine Figur her-
stellen, welche gegen jene beiden Figuren beweglich ist und mit der
einen zum Decken gebracht werden kann. Ist es möglich, eine und
dieselbe Figur sowohl mit a b als auch mit a′ b′ zum Decken zu brin-
gen, so heissen die Figuren a b und a′ b′ congruent. ([P1], str. 102)

V dal²ím textu pro shodnost útvar· zformuloval t¥chto deset axiom·:21

I. Die Figuren a b und b a sind congruent.

II. Zur Figur a b c kann man einen und nur einen eigentlichen Punkt b′ der-
art hinzufügen, dass a b und a b′ congruente Figuren werden und b′ in der
geraden Strecke a c oder c in der geraden Strecke a b′ liegt.

III. Liegt der Punkt c innerhalb der geraden Strecke a b, und sind die Figu-
ren a b c und a′ b′ c′ congruent, so liegt der Punkt c′ innerhalb der geraden
Strecke a′ b′.

Obr. 43: III. Grundsatz ([P1], str. 105)

IV. Liegt der Punkt c1 innerhalb der geraden Strecke a b, und verlängert man
die Strecke a c1 um die congruente Strecke c1 c2, diese um die congruente
Strecke c2 c3 u. s. f., so gelangt man stets zu einer Strecke cn cn+1, welche
den Punkt b enthält.

Obr. 44: IV. Grundsatz ([P1], str. 105)

21M. Pasch tyto axiomy v prvním vydání své knihy z roku 1882 i ve druhém, dodatky
opat°eném vydání z roku 1912 ozna£il jako I. Grundsatz aº X. Grundsatz, v dal²ím vydání
z roku 1926 je ozna£il jako I. Kernsatz aº X. Kernsatz. Citace viz [P1], 1882, str. 103�110.
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V. Wenn in der Figur a b c die Strecken a c und b c congruent sind, so sind die
Figuren a b c und b a c congruent.

Obr. 45: V. Grundsatz ([P1], str. 106)

VI. Wenn zwei Figuren congruent sind, so sind auch ihre homologen Theile22

congruent.

VII. Wenn zwei Figuren einer dritten congruent sind, so sind sie einander con-
gruent.

VIII. Wird von zwei congruenten Figuren die eine um einen eigentlichen Punkt
erweitert, so kann man die andere um einen eigentlichen Punkt so er-
weitern, dass die erweiterten Figuren wieder congruent sind.

IX. Sind zwei Figuren a b und f g h gegeben, f g h nicht in einer geraden Strecke
enthalten, a b und f g congruent, und wird durch a und b eine ebene Fläche
gelegt, so kann man in dieser oder in ihrer Erweiterung genau zwei Punkte
c und d so angeben, dass die Figuren a b c und a b d der Figur f g h con-
gruent sind, und zwar hat die Strecke c d mit der Strecke a b oder deren
Verlängerung einen Punkt gemein.

Obr. 46: IX. Grundsatz ([P1], str. 109)

X. Zwei Figuren a b c d und a b c e, deren Punkte nicht in ebenen Flächen liegen,
sind nicht congruent.

Uvedené axiomy popisují základní vlastnosti shodných útvar·. Mimo jiné je v nich
implicitn¥ obsaºeno tvrzení, ºe relace shodnosti je ekvivalencí; re�exivnost plyne
p°ímo z de�nice shodnosti, symetrii a tranzitivnost shodnosti zahrnují axiomy I.
a VII. Axiom III. dokládá, ºe shodnost zachovává uspo°ádání kolineárních bod·.
Zn¥ní axiomu IV. je dnes známo jako tzv. Archiméd·v axiom. Podle axiomu IX.
existují v rovin¥ práv¥ dv¥ shodnosti (p°ímá a nep°ímá), které daný trojúhelník
zobrazí na trojúhelník s ním shodný, je-li p°edepsán obraz jedné jeho strany.
Axiom X. vyplývá ze skute£nosti, ºe M. Pasch rozli²oval mezi �pravoto£ivou�
a �levoto£ivou bází� .

22M. Pasch termínem die homologen Theile ozna£oval odpovídající si £ásti dvou shodných
útvar·.
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6.3 David Hilbert

David Hilbert byl významným n¥meckým matematikem a �lozofem. Narodil se
23. ledna 1862 v Königsbergu (Královec, Kaliningrad). V roce 1872 nastoupil na
Friedrichskolleg Gymnasium, st°edo²kolské studium v²ak zakon£il na v¥de£t¥ji
zam¥°eném Wilhelm Gymnasium, na n¥º p°estoupil v roce 1879. Na podzim
roku 1880 za£al studovat na univerzit¥ v Königsbergu, kde navázal p°átelství
a spolupráci s Hermannem Minkowskim (1864�1909) a pozd¥ji i s Adolfem Hur-
witzem (1859�1919), jenº na univerzit¥ p·sobil od roku 1884 jako mimo°ádný
profesor. Pod vedením Ferdinanda von Lindemanna (1852�1939) sepsal D. Hilbert
diserta£ní práci nazvanou Über invariante Eigenschaften spezieller binärer For-
men, insbesondere der Kugelfunktionen, za niº mu byl roku 1885 ud¥len doktorát.
V letech 1886 aº 1892 p·sobil na univerzit¥ jako soukromý docent, v roce 1893
jako mimo°ádný profesor a v letech 1893 aº 1895 jako °ádný profesor.

V roce 1895 p°e²el D. Hilbert na Klein·v podn¥t na katedru matematiky na
univerzitu v Göttingen,23 na tehdej²í nejlep²í matematický ústav na sv¥t¥, kde
p·sobil po celý zbytek své aktivní kariéry. V letech 1902 aº 1939 byl editorem
£asopisuMathematische Annalen. D. Hilbert zem°el 14. února 1943 v Göttingen.24

Obr. 47: David Hilbert

23Uve¤me pro úplnost, ºe Felix Klein o Hilbert·v p°echod na univerzitu v Göttingen ne-
úsp¥²n¥ usiloval jiº v roce 1892, kdyº se na kated°e matematiky uvolnilo místo po Hermannu
A. Schwarzovi (1843�1921), který v tomto roce p°esídlil do Berlína. Na volné místo na univerzit¥
v Göttingen byl tehdy p°ijat Heinrich Weber (1842�1913), jenº o t°i roky pozd¥ji p°e²el do
Strasbourgu.

24OHilbertov¥ ºivot¥ viz [Ja], str. 246�257; [WA], str. 500�513. Relevantní informace poskytu-
je i webová stránka http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/∼history/Biographies/Hilbert.html.
Dále viz Blumenthal O., David Hilbert, Die Naturwissenschaften 10(1922), 67�72; Reid C.,
Hilbert, Springer-Verlag, New York, 1996, 228 stran.
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D. Hilbert se v prvních pracích zabýval obecnou algebrou, zejména teorií in-
variant·. Roku 1888 p°edstavil vlastní °e²ení tzv. Gordanova problému,25 v n¥mº
podal d·kaz existence kone£né báze pro formy více prom¥nných, i kdyº mu jeho
abstraktní metoda neumoºnila takovou bázi nalézt. �lánek obsahující existen£ní
d·kaz zaslal k oti²t¥ní do £asopisu Mathematische Annalen, recenzent Paul Gor-
dan, autor tohoto problému, jeho revolu£ní p°ístup v²ak shledal p°íli² obtíºným
a uve°ejn¥ní £lánku odmítl. Komentoval jej slovy: �Das ist nicht Mathematik. Das
ist Theologie.� Své vyjád°ení zaslal F. Kleinovi, jenº rozpoznal význam Hilbertovy
práce a zajistil, aby byl £lánek v p·vodním zn¥ní v £asopisu oti²t¥n.26 D. Hilbert
svou novou metodu pozd¥ji je²t¥ roz²í°il v dal²ím £lánku, v n¥mº navíc odhadl
maximální po£et prvk· takové báze, a op¥t jej zaslal k oti²t¥ní v £asopisu Mathe-
matische Annalen.27 F. Klein poté D. Hilbertovi napsal, ºe nepochybuje o tom,
ºe se jedná o nejvýznamn¥j²í dílo z obecné algebry, které kdy bylo v £asopisu
oti²t¥no.

V roce 1897 vydal D. Hilbert práci z algebraické teorie £ísel nazvanou Die
Theorie der algebraischen Zahlkörper, známou krátce jako Zahlbericht.28 Krom¥
shrnutí dosaºených výsledk·, o n¥º se jiº d°íve zaslouºili Ernst Eduard Kummer
(1810�1893), Leopold Kronecker (1823�1891) a Richard Dedekind (1831�1916),
obsahuje navíc °adu Hilbertových p·vodních výsledk·. Roku 1900 p°edstavil na
2. mezinárodním kongresu matematik· v Pa°íºi 23 otev°ených matematických
problém·.29 Jejich °e²ení vedlo k dal²ímu rozvoji vybraných matematických disci-
plín a podnítilo dal²í matematický výzkum. �ada problém· byla vy°e²ena b¥hem
20. století. Kolem roku 1909 se D. Hilbert za£al zajímat o funkcionální analýzu,
konkrétn¥ o integrální rovnice, a n¥které otázky varia£ního po£tu.30

Roku 1920 zformuloval výzkumný projekt známý jako tzv. Hilbert·v program,
jenº poºadoval, aby byla matematika postavena na pevných logických základech.

25N¥mecký matematik Paul Gordan (1837�1912) v roce 1868 dokázal existenci kone£né báze
pro binární formy. Jeho d·kaz vyuºívající komplexní £ísla v²ak z d·vodu výpo£etní sloºitosti
nebylo moºno zobecnit pro formy více prom¥nných. Viz Gordan P., Beweis, dass jede Co-
variante und Invariante einer binären Form eine ganze Function mit numerischen Coe�cienten
einer endlichen Anzahl solcher Formen ist, Journal für die reine und angewandte Mathematik
69(1868), 323�354.

26Viz Hilbert D., Ueber die Darstellung de�niter Formen als Summe von Formenquadraten,
Mathematische Annalen 32(1888), 342�350.

27Viz Hilbert D., Ueber die Theorie der algebraischen Formen, Mathematische Annalen
36(1890), 473�534. P. Gordan na tento £lánek pozd¥ji reagoval; viz Gordan P., Ueber einen
Satz von Hilbert, Mathematische Annalen 42(1893), 132�142.

28Viz Hilbert D., Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, Bericht, erstattet der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
4(1894/95), 175�535 (bylo vyti²t¥no aº roku 1897).

29Viz Hilbert D., Mathematische Probleme, Vortrag, gehalten auf dem internationalen
Mathematiker-Kongress zu Paris 1900, Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Göttingen, Mathematisch-physikalische Klasse, Heft 3, 1900, 253�297; téº
Archiv der Mathematik und Physik 1(1901), 44�63, 213�237. Úplné zn¥ní v²ech p°edloºených
matematických problém· v£etn¥ komentá°e ke kaºdému z nich téº viz Die Hilbertschen Pro-
bleme, erläutert von einem Autorenkollektiv unter der Redaktion von P. S. Alexandrov, Ost-
walds Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 252, Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am
Main, 2007, 302 stran.

30O Hilbertov¥ díle viz Dehn M., Hilberts geometrisches Werk, Die Naturwissenschaften
10(1922), 77�82; Weyl H., David Hilbert and his mathematical work, Bulletin of the Ameri-
can Mathematical Society 50(1944), 612�654.
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Jeho cílem bylo vypracovat axiomatické systémy základních matematických obor·
(aritmetiky, klasické analýzy, logiky, teorie mnoºin), z nichº matematický ob-
sah vychází, tj. ukázat, ºe v²echna matematická tvrzení lze formálními postupy
vyvodit z kone£ného systému správn¥ zvolených axiom· a ºe takový systém je
logicky konzistentní.31

Hilbertovo jméno je dnes v matematice spojeno zejména s ur£itým typem pro-
storu nekone£né dimenze (tzv. Hilbert·v prostor), jenº se vyuºívá nejen v matema-
tické, resp. funkcionální analýze, ale nap°. i v kvantové mechanice. Svými pracemi
p°isp¥l k novým objev·m nejen v matematice, ale i v matematické fyzice (kine-
tická teorie plyn·, teorie zá°ení, teorie gravitace).

Grundlagen der Geometrie

Hilbertovo nejznám¥j²í dílo o základech geometrie vy²lo roku 1899 pod názvem
Grundlagen der Geometrie.32 P°edstavil v n¥m první úplný systém 20 axiom·
eukleidovské geometrie, kterým nahradil tradi£ní Eukleidovy axiomy a z n¥hoº
bylo moºno v²echna tvrzení eukleidovské geometrie odvodit. Svou prací p°ed-
znamenal nový sm¥r v matematickém bádání 20. století � moderní axiomatický
p°ístup, jenº vedl k matematickému formalismu.33 D. Hilberta k axiomatickému
p°ístupu v geometrii významn¥ inspiroval n¥mecký matematik Hermann Ludwig
Gustav Wiener (1857�1939), jenº roku 1891 na výro£ním shromáºd¥ní n¥mec-
kých p°írodov¥dc· a léka°· v Halle vystoupil s p°edná²kou Über Grundlagen und
Aufbau der Geometrie.34

31Viz Hilbert D., Ackermann W., Grundzüge der theoretischen Logik, Springer-Verlag, Berlin,
1928, 120 stran; Hilbert D., Bernays P., Grundlagen der Mathematik, Band I, II, Springer-
Verlag, Berlin, 1934, 1939, 468 + 498 stran.

32Viz Hilbert D., Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Feier der Enthüllung des Gauss-
Weber-Denkmals in Göttingen, herausgegeben von dem Fest-Comitee, I. Theil, Verlag von
B. G. Teubner, Leipzig, 1899, 92 stran. D. Hilbert své dílo od uve°ejn¥ní první verze v roce
1899 mnohokrát upravoval, p°epracovával a dopl¬oval, stále se k n¥mu vracel a celý axiomatický
systém postupn¥ up°es¬oval a vylep²oval. Kniha se b¥hem následujících let do£kala n¥kolika
vydání i p°eklad·, její de�nitivní verze vy²la v rámci 7. p°epracovaného a roz²í°eného vydání
v roce 1930. Francouzský p°eklad viz Hilbert D., Les principes fondamentaux de la géométrie,
traduit par L. Laugel, Annales scienti�ques de l'École Normale Supérieure 17(1900), 103�209;
téº Gauthier-Villars, Paris, 1900, 114 stran. Anglický p°eklad viz Hilbert D., The foundations
of geometry, authorized translation by E. J. Townsend, The Open Court Publishing Company,
Chicago, 1902, 132 stran.

33 Podle matematického formalismu jsou obsahem matematiky operace se symboly spl¬ující
formáln¥ stanovená pravidla.

34Úplný text p°edná²ky se nedochoval, bylo publikováno pouze krátké shrnutí. Viz Wiener H.,
Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 1(1890/91), 45�48; Weiteres über Grundlagen und Aufbau der Geometrie, Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 3(1894), 70�80. Dal²í okolnosti vzniku Hilber-
tových Grundlagen der Geometrie viz Toepell M., On the origins of David Hilbert's �Grund-
lagen der Geometrie� , Archive for History of Exact Sciences 35(1986), 329�344; Toepell M.,
100 Jahre Grundlagen der Geometrie � David Hilbert's entscheinender Beitrag zur Formalisie-
rung der Mathematik, Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1(1999), 10�15,
£eský p°eklad viz Toepell M., 100 let �Základ· geometrie�: Rozhodující p°ísp¥vek Davida Hilber-
ta k formalizaci matematiky, p°eloºila Alena �olcová, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie
45(2000), 89�97.
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Obr. 48: David Hilbert � Grundlagen der Geometrie

D. Hilbert ve své práci uvaºoval body, p°ímky a roviny jako primitivní, nede�-
nované geometrické objekty, které jsou v ur£itém vzájemném vztahu.35 Úplný
popis v²ech vztah· mezi nimi (relace incidence mezi bodem a p°ímkou nebo bo-
dem a rovinou, relace uspo°ádání bod· na p°ímce, relace shodnosti a rovnob¥º-
nosti) pak podávají axiomy. Ocitujme Hilbertova slova z úvodu první kapitoly:

Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ers-
ten Systems nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C, . . . ;
die Dinge des zweiten Systems nennen wir Gerade und bezeichnen sie
mit a, b, c, . . . ; die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen und
bezeichnen sie mit α, β, γ, . . . ; die Punkte heissen auch die Elemente
der linearen Geometrie, die Punkte und Geraden heissen die Elemente
der ebenen Geometrie und die Punkte, Geraden und Ebenen heissen

35N¥mecký matematik Ludwig Otto Blumenthal (1876�1944) citoval následující Hilbert·v
výrok, který stru£n¥ vystihuje podstatu axiomatického p°ístupu v geometrii, p°i n¥mº hlavní
roli hrají axiomaticky zavedené vlastnosti základních pojm·. D. Hilbert m¥l k volb¥ základních
matematických pojm· poznamenat, ºe vºdy musí být moºnost namísto bod·, p°ímek a rovin
°íkat stoly, ºidle a ºejdlíky piva: Man muÿ jederzeit an Stelle von �Punkte, Geraden, Ebenen�
�Tische, Stühle, Bierseidel� sagen können. Uvedený citát údajn¥ pochází z Hilbertovy kon-
verzace v £ekárn¥ na vlakovém nádraºí v Berlín¥ v pátek 25. zá°í 1891 p°i jeho cest¥ zp¥t do
Königsbergu. Viz Blumenthal O., Lebensgeschichte, in David Hilbert: Gesammelte Abhandlun-
gen, dritter Band: Analysis, Grundlagen der Mathematik, Physik, Verschiedenes nebst einer
Lebensgeschichte, Verlag von Julius Springer, Berlin, 1935, 402�403.
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die Elemente der räumlichen Geometrie oder des Raumes. Wir denken
die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen
und bezeichnen diese Beziehungen durch Worte wie �liegen�, �zwi-
schen�, �parallel� , �congruent�, �stetig�; die genaue und vollständige
Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch die Axiome der Geo-
metrie. ([Hi4], str. 4)

Axiomy rozd¥lil D. Hilbert do p¥ti skupin: axiomy incidence, uspo°ádání, rovno-
b¥ºnosti, shodnosti a spojitosti (viz obr. 49).

Obr. 49: Hilbertovy axiomy ([Hi4], str. 4)

Hilbertovy axiomy p°itom nerozli²ují mezi rovinnou a prostorovou eukleidovskou
geometrií, ob¥ spojují do jednotného systému. V dal²ím textu se zam¥°íme na
Hilbertovy výsledky související s geometrickými transformacemi.

Axiomy shodnosti

D. Hilbert ve své knize Grundlagen der Geometrie [Hi4] pojem shodnosti
úse£ek zavedl pomocí následujících axiom·:36

1. Wenn A, B zwei Punkte auf einer Geraden a und ferner A′ ein Punkt
auf derselben oder einer anderen Geraden a′ ist, so kann man auf einer
gegebenen Seite der Geraden a′ von A′ stets einen und nur einen Punkt B′

�nden, so dass die Strecke AB (oder BA) der Strecke A′B′ congruent ist,
in Zeichen: AB ≡ A′B′. Jede Strecke ist sich selbst congruent, d. h. es ist
stets: AB ≡ AB.

2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A′B′ als auch der Strecke A′′B′′

congruent ist, so ist auch A′B′ der Strecke A′′B′′ congruent, d. h.: wenn
AB ≡ A′B′ und AB ≡ A′′B′′, so ist auch A′B′ ≡ A′′B′′.

3. Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte auf der
Geraden a und ferner A′B′ und B′C ′ zwei Strecken auf derselben oder
einer anderen Geraden a′ ebenfalls ohne gemeinsame Punkte; wenn dann
AB ≡ A′B′ und BC ≡ B′C ′ ist, so ist auch stets AC ≡ A′C ′.

Obr. 50: Axiom 3. ([Hi4], str. 11)
36Viz [Hi4], str. 10�12.
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4. Es sei ein Winkel ∠(h, k) in einer Ebene α und eine Gerade a′ in einer
Ebene α′, sowie eine bestimmte Seite von a′ auf α′ gegeben. Es bedeute h′

einen Halbstrahl der Geraden a′, der vom Punkte O′ ausgeht: dann giebt es
in der Ebene α′ einen und nur einen Halbstrahl k′, so dass der Winkel (h, k)
(oder (k, h)) congruent dem Winkel (h′, k′) ist und zugleich alle inneren
Punkte des Winkels (h′, k′) auf der gegebenen Seite von a′ liegen, in Zeichen:
∠(h, k) ≡ ∠(h′, k′). Jeder Winkel ist sich selbst congruent, d. h. es ist stets
∠(h, k) ≡ ∠(h, k).

5. Wenn ein Winkel (h, k) sowohl dem Winkel (h′, k′) als auch dem Winkel
(h′′, k′′) congruent ist, so ist auch der Winkel (h′, k′) dem Winkel (h′′, k′′)
congruent, d. h. wenn ∠(h, k) ≡ ∠(h′, k′) und ∠(h, k) ≡ ∠(h′′, k′′) ist, so
ist auch stets ∠(h′, k′) ≡ ∠(h′′, k′′).

6. Wenn für zwei Dreiecke ABC und A′B′C ′ die Congruenzen AB ≡ A′B′,
AC ≡ A′C ′, ∠BAC ≡ ∠B′A′C ′ gelten, so sind auch stets die Congruenzen
∠ABC ≡ ∠A′B′C ′ und ∠ACB ≡ ∠A′C ′B′ erfüllt.

Axiom 1. se týká �p°ená²ení� úse£ek; zjednodu²en¥ °e£eno °íká, ºe kaºdou úse£ku
lze jediným zp·sobem �p°enést� na danou p°ímku, je-li p°edem dán jeden její
krajní bod a zvolena polop°ímka, na níº leºí druhý krajní bod úse£ky. Z axiom·
1. a 2. vyplývá, ºe shodnost úse£ek je re�exivní, symetrická a tranzitivní, tj. shod-
nost úse£ek je ekvivalencí. Axiom 3. vyjad°uje poºadavek na �s£ítání úse£ek� .
Axiomy 2. a 3. se obsahov¥ shodují s prvními dv¥ma Eukleidovými axiomy apliko-
vanými na úse£ky.37 Axiom 4. se týká �p°ená²ení� úhl·; zjednodu²en¥ °e£eno °íká,
ºe kaºdý úhel lze jediným zp·sobem �p°enést� do dané roviny, je-li p°edem dáno
jedno jeho rameno a zvolena polorovina, v níº leºí druhé rameno úhlu. Z axiom·
4. a 5. vyplývá, ºe i shodnost úhl· je ekvivalencí. Tvrzení axiomu 6. odpovídá
skute£nosti, ºe dva trojúhelníky, které se shodují ve dvou stranách a úhlu jimi
sev°eném, se shodují i ve zbývajících vnit°ních úhlech.

V dal²ím textu vý²e uvedené axiomy D. Hilbert vyuºil k odvození základních
v¥t o shodnosti trojúhelník·.38 Dále mimo jiné dokázal, ºe v p°ípad¥ dvou shod-
ných úhl· platí shodnost i pro úhly k nim vedlej²í, a ºe v²echny pravé úhly jsou
navzájem shodné. Na základ¥ shodnosti úse£ek de�noval kruºnici se st°edem M
jako mnoºinu v²ech bod· A v rovin¥, pro n¥º jsou úse£ky MA navzájem shodné.

D. Hilbert poºadoval, aby axiomatický systém byl úplný, nezávislý a beze-
sporný. Nezávislost axiom· ve svém novém geometrickém systému demonstroval
jeho postupným rozvíjením. P°i té p°íleºitosti odvodil °adu �pseudogeometrií� ,
aby v kaºdém dal²ím kroku ilustroval pot°ebnost dal²ích axiom· charakterizu-
jících eukleidovskou geometrii.39 V rámci Hilbertova systému nelze prokázat, ºe

37Veli£iny témuº rovné i navzájem rovné jsou. Kdyº se p°idají veli£iny rovné k rovným, i celky
jsou rovny. Viz [Eu], str. 2.

38V dne²ní terminologii: Jestliºe se dva trojúhelníky shodují ve dvou stranách a úhlu jimi
sev°eném, pak jsou shodné. Jestliºe se dva trojúhelníky shodují v jedné stran¥ a úhlech k ní
p°ilehlých, pak jsou shodné. Jestliºe se dva trojúhelníky shodují ve v²ech t°ech stranách, pak
jsou shodné.

39Axiomy incidence vedou k projektivní geometrii. Pokud k nim p°idáme navíc axiomy uspo-
°ádání, získáme a�nní geometrii. Dal²ím p°idáním axiom· shodnosti obdrºíme metrickou geo-
metrii.
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kaºdý axiom je nezávislý na ostatních, protoºe obsah n¥kterých axiom· odkazuje
na p°edchozí axiomy.40 D. Hilbert v²ak ukázal, ºe axiomy libovolné z p¥ti skupin
axiom· nelze odvodit z axiom· ostatních £ty° skupin. Pro kaºdý p°ípad p°ed-
loºil geometrickou interpretaci, resp. model geometrie, který spl¬uje axiomy £ty°
skupin, av²ak nespl¬uje v²echny axiomy páté skupiny axiom·. Ve své práci téº
ukázal, ºe jeho axiomy eukleidovské geometrie jsou konzistentní � umoº¬ují totiº
de�novat vzájemn¥ jednozna£né zobrazení mezi body na p°ímce a reálnými £ísly,
a vedou tak k obvyklým axiom·m pro úpln¥ uspo°ádané t¥leso reálných £ísel. P°í-
padné rozpory v axiomatickém systému eukleidovské geometrie by proto nutn¥
vedly ke sporu s axiomy reálných £ísel.41

D. Hilbert na obhajobu konzistence eukleidovské geometrie pouºil její aritme-
tickou interpretaci. Geometrické pojmy nahradil jejich analytickými reprezenta-
cemi, které umoºnily provedení d·kaz· v¥t pomocí algebraických metod. V p°í-
pad¥ rovinné geometrie ztotoºnil bod s uspo°ádanou dvojicí (x, y) reálných £ísel
a p°ímku s pom¥rem (u : v : w) t°í reálných £ísel, kde u 6= 0 nebo v 6= 0. Relaci
incidence mezi bodem a p°ímkou vyjád°il následujícím zp·sobem: bod (x, y) leºí
na p°ímce (u : v : w), pokud platí rovnost ux + vy + w = 0. Rovn¥º shodnos-
ti (posunutí, osovou soum¥rnost podle osy x a oto£ení kolem po£átku soustavy
sou°adnic) interpretoval algebraicky pomocí jejich analytických vyjád°ení. D·kaz
shodnosti dvou objekt· spo£íval v nalezení takové shodné transformace, která
jeden objekt zobrazí na druhý.

De�nice pohybu

V roce 1902 publikoval D. Hilbert pojednání Ueber die Grundlagen der Geo-
metrie,42 v n¥mº byla poprvé uvedena jeho de�nice pohybu, v dne²ním pojetí
transformace. Toto pojednání navíc pozd¥ji zahrnul jako jeden z celkem deseti
dodatk· i do 7. p°epracovaného a roz²í°eného vydání své knihy Grundlagen der
Geometrie.43

40Americký student Robert Lee Moore (1882�1974) dokázal, ºe jeden z Hilbertových axiom·
(axiom II 4. v prvním vydání [Hi4] z roku 1899) není nezávislý na ostatních axiomech, a je tedy
v axiomatickém systému nadbyte£ný. D·kaz tehdy s odkazem na skute£ného autora publikoval
jeho u£itel George Bruce Halsted (1853�1922); viz Halsted G. B., The betweenness assumptions,
The American Mathematical Monthly 9(1902), 98�101. D. Hilbert tuto námitku posléze uznal
a v dal²ích vydáních své knihy vý²e uvedený axiom jiº vynechal. Viz Wilder R. L., Robert
Lee Moore, 1882�1974, Bulletin of the American Mathematical Society 82(1976), 417�427;
Wilder R. L., The mathematical work of R. L. Moore: Its background, nature and in�uence,
Archive for History of Exact Sciences 26(1982), 73�97. Dodejme je²t¥, ºe Robert L. Moore
pozd¥ji sám publikoval vlastní systém axiom· eukleidovské geometrie zaloºený na primitivních
pojmech bod, uspo°ádání a shodnost ; viz Moore R. L., Sets of metrical hypotheses for geometry,
Transactions of the American Mathematical Society 9(1908), 487�512.

41 P°ipome¬me, ºe obdobným zp·sobem argumentoval Felix Klein v p°ípad¥ neeukleidovské
geometrie, jejíº logickou konzistenci obhajoval logickou konzistencí geometrie eukleidovské.

42Viz Mathematische Annalen 56(1902), 381�422.
43Viz Anhang IV. Über die Grundlagen der Geometrie, in Hilbert D., Grundlagen der Geo-

metrie, siebente umgearbeitete und vermehrte Au�age, Verlag und Druck von B. G. Teubner,
Leipzig, Berlin, 1930, 178�230.
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D. Hilbert v £lánku p°edstavil nový axiomatický systém rovinné geometrie
zaloºený na pojmu grupa.44 Poukázal p°itom na Lieovu práci Theorie der Trans-
formationsgruppen,45 v níº je systém axiom· posta£ujících k výstavb¥ geometrie
rovn¥º obsaºen. Jeho p°ístup byl v²ak zcela odli²ný. D. Hilbert poprvé pracoval
s pojmy Cantorovy teorie mnoºin a vyuºíval Jordanovu v¥tu, podle níº kaºdá
spojitá uzav°ená rovinná k°ivka bez dvojnásobných bod· tuto rovinu rozd¥lí na
jednu vnit°ní a jednu vn¥j²í oblast. Hilbertovy axiomy v²ak podle n¥j bylo moºno
z Lieova systému axiom· jednodu²e odvodit jako jejich speciální p°ípady.

Ve svém £lánku nejprve zavedl rovinu a poté de�noval pohyb jako vzájemn¥
jednozna£nou spojitou transformaci roviny, kterou �lze obrátit� :

De�nition der Bewegung. Eine Bewegung ist eine umkehrbar ein-
deutige stetige Transformation der Bildpunkte der Zahlenebene46 in
sich von der Art, dass dabei der Umlaufssinn einer geschlossenen Jor-
dan'schen Curve47 stets derselbe bleibt. Eine Bewegung, bei welcher der
Punkt M ungeändert bleibt, heisst eine Drehung um den Punkt M .

([Hi6], str. 383)

Pohyb tedy podle Hilbertovy de�nice zachovává orientaci kaºdé uzav°ené Jorda-
novy k°ivky. Pohyb, p°i kterém bod M z·stává na svém míst¥, nazval oto£ením
kolem bodu M .48

V dal²ím textu zformuloval následující t°i axiomy, které musí vý²e de�nované
pojmy pohyb a oto£ení spl¬ovat:

Axiom I. Werden zwei Bewegungen hintereinander ausgeführt, so ist
die dann entstehende Transformation unserer Ebene in sich wiederum
eine Bewegung.
Axiom II.Wenn A undM beliebige von einander verschiedene Punk-
te der Ebene sind, so kann man den Punkt A durch Drehung um M
stets in unendlich viele verschiedene Lagen bringen.
Axiom III. Wenn es Bewegungen giebt, durch welche Punktetripel in
beliebiger Nähe des Punktetripels ABC in beliebige Nähe des Punkte-
tripels A′B′C ′ übergeführt werden können, so giebt es stets auch eine
solche Bewegung, durch welche das Punktetripel ABC genau in das
Punktetripel A′B′C ′ übergeht. ([Hi6], str. 384�385)

44D. Hilbert p°edpokládal, ºe analogickým zp·sobem lze axiomatický systém vytvo°it i pro
p°ípad prostorové geometrie.

45Viz Lie S., Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie, Abteilung V. in Theorie
der Transformationsgruppen, dritter und letzter Abschnitt, unter Mitwirkung von Friedrich
Engel, Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1893, 830 stran.

46D. Hilbert pod pojmem die Zahlenebene rozum¥l obvyklou rovinu se zvolenou pravoúhlou
soustavou sou°adnic: Wir verstehen unter der Zahlenebene die gewöhnliche Ebene mit einem
rechtwinkligen Coordinatensystem x, y. Viz [Hi6], str. 382.

47D. Hilbert uºíval pojem die Jordan'sche Curve ve smyslu spojitá rovinná k°ivka bez dvoj-
násobných bod·: Eine Doppelpunktslose und einschliesslich ihrer Endpunkte stetige Curve in
dieser Zahlenebene heisse eine Jordan'sche Curve. Viz [Hi6], str. 382.

48D. Hilbert krom¥ pojmu oto£ení (die Drehung) pracoval navíc speciáln¥ s pojmem
polooto£ení (die Halbdrehung), jímº rozum¥l oto£ení o úhel π. Jeho sloºením se sebou samým
získáme identitu: Unter einer Halbdrehung H um einen Punkt M verstehen wir eine Drehung
um den Winkel π d. h. eine Drehung, die noch einmal ausgeführt die Identität ergiebt. Viz [Hi6],
str. 409�410.
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Jinými slovy krátce °e£eno:

Axiom I. Die Bewegungen bilden eine Gruppe.
Axiom II. Jeder wahre Kreis besteht aus unendlich vielen Punkten.
Axiom III. Die Bewegungen bilden im Endlichen ein abgeschlossenes
System. ([Hi6], str. 384�385)

Sloºením dvou pohyb· získáme tedy op¥t pohyb, neboli pohyby tvo°í grupu.
Jsou-li A a M libovolné, navzájem r·zné body roviny, lze bod A získat pomocí
oto£ení kolem bodu M nekone£n¥ mnoha zp·soby. Jinými slovy °e£eno, kaºdá
kruºnice obsahuje nekone£n¥ mnoho bod·.49 Pohyby dále tvo°í uzav°ený systém;
jsou-li dány pohyby, které trojici bod· libovoln¥ blízkých bod·m A, B, C zobrazí
libovoln¥ blízko bod·m A′, B′, C ′, potom vºdy existuje takový pohyb, který
trojici bod· A, B, C zobrazí p°ímo na trojici bod· A′, B′, C ′.

D. Hilbert poté dokázal, ºe rovinnou geometrií vyhovující axiom·m I aº III je
bu¤ eukleidovská geometrie, nebo Bolyai-Loba£evského geometrie:

Eine ebene Geometrie, in welcher die Axiome I�III erfüllt sind, ist
entweder die Euklidische oder die Bolyai-Lobatschefsky'sche ebene Geo-
metrie. ([Hi6], str. 385�386)

Chceme-li získat samotnou eukleidovskou geometrii, je pot°eba axiom I. roz²í°it
o poºadavek, ºe grupa pohyb· obsahuje invariantní podgrupu. Tento poºadavek
zde zastupuje Eukleid·v axiom o rovnob¥ºkách.

Ve svém £lánku dále mimo jiné ukázal, ºe pokud n¥jaký pohyb zachová libo-
volné dva body roviny, pak zachová i v²echny dal²í body této roviny, tj. jedná se
o identitu. P°itom kaºdý bod roviny lze n¥jakým pohybem zobrazit na libovolný
bod této roviny.50

D·leºitým úkolem byla také pot°eba zavést v novém geometrickém systé-
mu pojem p°ímky a odvodit její vlastnosti nezbytné pro výstavbu geometrie.51

V záv¥ru £lánku pak D. Hilbert ukázal, ºe ve vybudované rovinné geometrii platí
d°íve uvedené axiomy shodnosti.

49D. Hilbert de�noval kruºnici jako mnoºinu v²ech bod·, které získáme pomocí v²ech
moºných oto£ení kolem bodu M , pokud jako vzor uvaºujeme libovolný bod r·zný od bodu M :
Nennen wir die Gesammtheit derjenigen Punkte, die durch die sämmtlichen Drehungen um M
aus einem von M verschiedenen Punkte entstehen, einen wahren Kreis in unserer ebenen Geo-
metrie. Viz [Hi6], str. 384. Pouºíval p°itom termín der wahre Kreis, jenº v uvedeném £lánku
nijak blíºe neobjasnil.

50Wenn irgend zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene festbleiben, so bleiben alle Punkte
fest, d. h. die Bewegung ist die Identität. Jeder Punkt der Ebene lässt sich durch eine Bewegung
gewiss in jeden anderen Punkt der Ebene überführen. Viz [Hi6], str. 409.

51D. Hilbert odvodil mimo jiné následující tvrzení: Die wahre Gerade ist eine stetige Curve.
Die wahre Gerade keinen Doppelpunkt besitzt. Die wahre Gerade nicht in sich selbst zurücklaufen
kann. Zwei Gerade haben höchstens einen Punkt gemein. Irgend zwei Punkte in unserer ebenen
Geometrie stets durch eine wahre Gerade verbunden werden können. Viz [Hi6], str. 418�420.

125



Reakce na Hilbertovy Základy geometrie

�eská matematická komunita byla na p°elomu 19. a 20. století s axiomatic-
kým systémem geometrie pom¥rn¥ dob°e seznámena. V �asopisu pro p¥stování
mathematiky a fysiky vy²la roku 1903 v rámci literárního v¥stníku obsáhlá recenze
Hilbertova díla.52 Její autor Antonín Libický53 uvedl v £eském p°ekladu mimo jiné
i úplné zn¥ní v²ech dvaceti axiom·. Ocitujme z jeho recenze krátké úryvky:

Pojednání toto jest � jak praví spisovatel v úvodu � nový pokus, zbu-
dovati geometrii na jednoduché a úplné soustav¥ axiom· na sob¥ ne-
závislých a odvoditi z nich nejd·leºit¥j²í v¥ty geometrické, p°i £emº
by se téº objasnil význam rozli£ných skupin axiom· a dosah d·sledk·
z nich plynoucích. Vy²et°uje kriticky principy geometrie, °ídil se au-
tor zásadou, ºe jest t°eba zkoumati, zdali jest v·bec moºno, odpov¥d¥ti
k n¥jaké p°edloºené otázce, máme-li z°ení k p°edepsanému n¥kdy po-
stupu p°i °e²ení a k omezeným prost°edk·m, jichº m·ºeme pouºiti. . . .
Jest pravda, ºe jiº p°ed Hilbertem vykonáno bylo v tomto oboru mno-
ho pozoruhodného; Killing, Schur, Stolz, Pasch, Veronese a j. prace-
mi svými v posledním desítiletí velice p°isp¥li k tomu, aby mohla býti
vy²et°ena soustava axiom· si neodporujících, jeº by tvo°ila bezpe£ný
základ geometrie. Hilbert p°ivedl tyto práce k jakémusi zakon£ení; na
soustav¥ axiom·, jiº sestavil v kap. I. svého pojednání, m·ºe býti za-
loºena geometrie, v níº není ani ºádných vnit°ních nesrovnalostí, ani
n¥jakých nejasností nebo docela nesprávností. . . . V²em, kdoº se zají-
mají o problemy, jeº se vztahují ku základ·m geometrie, bu¤ znamenité
pojednání Hilbertovo nejv°eleji doporu£eno.

Hilbert·v axiomatický systém p°itahoval pozornost £eských matematik· je²t¥
v polovin¥ 20. století. Jan Vy²ín54 v té dob¥ logické výstavb¥ eukleidovské geome-
trie v¥noval t°etí díl své u£ebnice Elementární geometrie.55 Podle jeho vlastních
slov z p°edmluvy � je to vlastn¥ jakási procházka Hilbertovou soustavou axiom·,
která má £tená°i pomocí °ady model· osv¥tlit podstatu a význam abstraktní
geometrie� .56 J. Vy²ín v knize navíc mimo jiné dokázal ekvivalenci Hilbertových
axiom· shodnosti s axiomy pohybovými.

52Viz �asopis pro p¥stování mathematiky a fysiky 32(1903), 147�156.
53Antonín Libický (1854�1930), st°edo²kolský u£itel matematiky, deskriptivní geometrie

a fyziky, od roku 1906 byl °editelem reálky v Hradci Králové. Pat°il mezi znalce a popularizátory
teorie relativity.

54 Jan Vy²ín (1908�1983), p·vodn¥ st°edo²kolský u£itel matematiky a deskriptivní geometrie,
v letech 1946 aº 1953 p·sobil jako asistent na Pedagogické fakult¥ Univerzity Karlovy. Roku
1953 byl jmenován docentem matematiky na Vysoké ²kole pedagogické v Praze. Po jejím zru²ení
v roce 1959 p°e²el na Matematicko-fyzikální fakultu Univerzity Karlovy, kde setrval aº do roku
1972, kdy se stal vedoucím Kabinetu pro modernizaci vyu£ování matematice v Matematickém
ústavu �eskoslovenské akademie v¥d.

55Viz Vy²ín J., Elementární geometrie III (Logická výstavba), P°írodov¥decké vydavatelství,
Praha, 1952, 111 stran.

56 Citace viz [V²1], str. 3. Dodejme, ºe J. Vy²ín abstraktní geometrií rozum¥l geometrii, která
staví na geometrických pojmech, a nikoliv na p°edstavách.
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V dal²í své knize Soustava axiom· eukleidovské geometrie57 pojednal J. Vy²ín
logické základy geometrie speciáln¥ v jednorozm¥rném, dvojrozm¥rném a troj-
rozm¥rném eukleidovském prostoru. V souladu s Hilbertovými Základy geometrie
stanovil v dvojrozm¥rném i v trojrozm¥rném eukleidovském prostoru p¥t skupin
axiom· (axiomy incidence, uspo°ádání, shodnosti, spojitosti a rovnob¥ºnosti),58

axiomy incidence p°itom formuloval v mnoºinové terminologii.59 Také zde J. Vy²ín
poukázal na skute£nost, ºe shodnost lze v geometrii zavést dv¥ma zp·soby, a to
bu¤ na základ¥ shodnosti úse£ek, nebo shodnosti jako pohybu (p°emíst¥ní),
tj. shodného zobrazení. Navíc de�noval pojem volné úse£ky jako t°ídy v²ech
navzájem shodných úse£ek a odvodil základní vlastnosti sou£tu, rozdílu a porovná-
vání volných úse£ek. Analogicky zavedl pojem volného úhlu a jeho vlastnosti.

I ve sv¥t¥ byly Hilbertovy výsledky p°ijaty velmi p°ízniv¥. Felix Klein p°es své
protich·dné názory na Hilbertovo formální pojetí podstaty matematiky jeho práci
v této oblasti se zájmem sledoval. Význam Hilbertova axiomatického p°ístupu
k základ·m geometrie oce¬oval a jeho práci Grundlagen der Geometrie ozna£il
za nejvýznam¥j²í dílo z této oblasti matematiky. V návaznosti na nezávislost
5. Eukleidova axiomu o rovnob¥ºkách napsal:

So entstand die sog. moderne geometrische Axiomatik, die in ihren
Betrachtungen genau den Wegen folgt, die jene alten Untersuchun-
gen gewiesen haben: Man sieht zu, welche Teile der Geometrie sich
ohne Anwendung gewisser Axiome aufbauen lassen, und ob man auch
unter der Annahme des Gegenteiles eines einzelnen Axiomes zu einem
logisch widerspruchsfreien Systeme einer sog. �Pseudogeometrie� ge-
langen kann. Als wichtigstes hierher gehöriges Werk habe ich Ihnen
Hilberts �Grundlagen der Geometrie� zu nennen, deren Hauptziel ge-
genüber früheren Untersuchungen es ist, in der angedeuteten Weise
die Bedeutung der Stetigkeitsaxiome für die Geometrie festzustellen.

([K7], str. 379)

Hilbert·v ºák Hermann Weyl (1885�1955), jenº p·sobil jako soukromý docent
v Göttingen, ve svém £lánku David Hilbert and his mathematical work 60 Hilbert·v
axiomatický p°ístup nejen k základ·m geometrie, ale obecn¥ k základ·m kaºdé
v¥dy, komentoval následujícími slovy:

Hilbert is the champion of axiomatics. The axiomatic attitude seemed
to him one of universal signi�cance, not only for mathematics, but
for all sciences. His investigations in the �eld of physics are con-
ceived in the axiomatic spirit. In his lectures he liked to illustrate the
method by examples taken from biology, economics, and so on. The

57Viz Vy²ín J., Soustava axiom· eukleidovské geometrie, Nakladatelství �eskoslovenské
akademie v¥d, Praha, 1959, 209 stran. Recenze viz �asopis pro p¥stování matematiky 85(1960),
207�209.

58V p°ípad¥ jednorozm¥rného eukleidovského prostoru J. Vy²ín z pochopitelných d·vod·
uvaºoval pouze axiomy uspo°ádání, shodnosti a spojitosti.

59Nap°. první dva axiomy incidence v podání J. Vy²ína zn¥jí takto: Dva r·zné body náleºí
jediné p°ímce. P°ímka obsahuje aspo¬ dva r·zné body. Viz [V²2], str. 155.

60Viz Weyl H., David Hilbert and his mathematical work, Bulletin of the American Mathe-
matical Society 50(1944), 612�654.
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modern epistemological interpretation of science has been profoundly
in�uenced by him. Sometimes when he praised the axiomatic method
he seemed to imply that it was destined to obliterate completely the
constructive or genetic method. I am certain that, at least in later
life, this was not his true opinion. For whereas he deals with the pri-
mary mathematical objects by means of the axioms of his symbolic
system, the formulas are constructed in the most explicit and �nite
manner. In recent times the axiomatic method has spread from the
roots to all branches of the mathematical tree. Algebra, for one, is
permeated from top to bottom by the axiomatic spirit. One may de-
scribe the role of axioms here as the subservient one of �xing the range
of variables entering into the explicit constructions. But it would not
be too di�cult to retouch the picture so as to make the axioms appear
as the masters. An impartial attitude will do justice to both sides; not
a little of the attractiveness of modern mathematical research is due
to a happy blending of axiomatic and genetic procedures.

([We2], str. 644�645)
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Záv¥r

V p°edloºené diserta£ní práci jsme se pokusili vyzdvihnout a zdokumentovat vy-
brané významné okamºiky, které p°isp¥ly k vývoji matematického bádání v oblasti
geometrických transformací.

Tato problematika má sv·j význam i v dne²ní dob¥, a£koliv je tematika geo-
metrických transformací po teoretické stránce jiº vy£erpána. Geometrické trans-
formace hrají v matematice nezanedbatelnou roli � zavád¥jí do statických geome-
trických útvar· dynamiku, umoº¬ují m¥nit jejich polohu i tvar, útvary se vlivem
transformací posouvají, otá£ejí, p°ekláp¥jí, zmen²ují, zv¥t²ují a deformují podle
p°edem stanovených pravidel. Tento proces lze vyuºít p°i °e²ení sloºit¥j²ích pro-
blém·, které lze vhodn¥ transformovat na jednodu²²í, nebo jejich °e²ení rozloºit
do n¥kolika na sebe navazujících krok·. Geometrické transformace v sob¥ navíc
p°irozeným zp·sobem propojují algebraické metody umoº¬ující jejich analytický
popis s názorným syntetickým p°ístupem.

V posledních letech se sloºit¥j²í geometrické transformace zkoumají výhrad-
n¥ s vyuºitím výpo£etní techniky, coº bylo je²t¥ v polovin¥ 20. století prakticky
nemoºné. Moderní matematické programy umoº¬ují studium transformací libo-
voln¥ velkých °ád· v£etn¥ jejich analytického vyjád°ení a gra�ckého výstupu.
M·ºeme navíc konstatovat, ºe geometrické transformace dnes vlastn¥ pat°í mezi
nej£ast¥ji pouºívané operace v po£íta£ové gra�ce.
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