
Oponentský posudek disertační práce na MFF UK Praha 

Jiří Dvořák: Statistical inference for spatial and space-time Cox point processes 

Předložená disertace se zabývá prostorovými náhodnými bodovými procesy se zvláštním důrazem na 

jejich časoprostorové rozšíření. Zatímco modelování a statistika prostorových bodových procesů je již 

značně propracována, k časoprostorovým  bodovým procesům existuje mnohem méně literatury. 

Autor se soustřeďuje na parametrickou třídu Coxových procesů, které mají dvojně stochastický 

charakter. Specielně jde především o tzv. „shot-noise“ Coxovy procesy (SNCP), které umožňují 

modelovat rozmanité přitažlivé interakce mezi událostmi. Do modelu je zabudována přítomnost 

náhodných doprovodných proměnných, se kterými se setkáváme v aplikacích např. v biologii.  

V kapitole 2 jsou porovnány tři metody odhadu parametrů prostorových stacionárních bodových 

procesů, a to metoda minimálního kontrastu, metoda složené věrohodnosti a metoda Palmovy 

věrohodnosti.  Jsou vyšetřovány dva modely, Thomasův proces a log-Gaussovský Coxův proces, které 

mají po třech neznámých parametrech. Výsledkem autora je rozsáhlá simulační studie, ve které se 

vyhodnocuje vychýlení a střední kvadratická chyba odhadů jednotlivých parametrů. Jak je pro 

prostorovou statistiku je typické, detailní porovnání různých metod odhadu pro malé množství dat je 

často možné pouze pomocí simulací. Proto mají dosažené výsledky značný význam a byly publikovány 

v kvalitním odborném časopisu. 

Za hlavní výsledky práce lze ovšem považovat kapitolu 3 zaměřenou na časoprostorové bodové 

procesy. Jde o odhady parametrů v třídě nestacionárních SNCP, kde autor mj. polemizuje s nedávnou 

prací Møllera a Ghorbaniho (Statistica Neerlandica 66/4, 2012), upřesňuje a zlepšuje některé jejich 

postupy. Vesměs jde o modely s přítomností separability, což je součinová forma  složek modelu pro 

časovou resp. prostorovou část. Pracuje se s projekčními procesy do časového resp. prostorového 

okna. Metoda odhadu je vícekroková, zvlášť pro regresní koeficienty u doprovodných proměnných a 

pro ostatní parametry. Autor zde navíc odvozuje asymptotické vlastnosti odhadu pro zvětšující se 

okno v případě, kdy je použita metoda minimálního kontrastu pro K-funkce. Předlohou je postup  

Waagepetersena a Guana (J Royal Stat Soc B, 71/3, 2009) pro dvoukrokovou metodu odhadu u 

prostorových bodových procesů. Vzhledem k separabilitě je postup rozšíření na časoprostorový 

proces přímočarý. Je ovšem technicky náročný a jedná se o první výsledek tohoto druhu, o kterém 

vím. Autor udává podmínky pro konzistenci odhadu popsaného odhadovacími rovnicemi, 

asymptotická normalita je ukázána zvlášť pro odhady vektorů prostorových a časových parametrů. 

Podrobný důkaz je proveden pro tzv. vylepšenou metodu v sekci 3.2,  kde autor upouští od projekce 

do časové osy, při níž intuitivně dochází k největší ztrátě informace, a místo toho užívá 

časoprostorovou K-funkci pro zvolenou pevnou hodnotu prostorové proměnné. V kapitole 3 nechybí 

ani dvě simulační studie s porovnáním vlastností odhadů pro menší množství dat a různé hodnoty 

parametrů modelu Gamma SNCP.  Týkají se jak metody odhadu užívající oba projekční procesy, tak 

vylepšené metody. 

Zajímavá je i kratší kapitola 4, kde autor naznačuje další možné směry výzkumu v dané problematice. 

Analogicky jako bylo upuštěno od projekce do časové osy, navrhuje např. nahradit podobně i projekci 

do prostorového okna. Také diskutuje problematiku ověření shody modelu s daty a možnosti 

zeslabení předpokladů separability. 



Disertační práce je velmi obsažná, obsahuje nové výsledky, které byly již z části publikovány 

v časopisech s impakt faktorem. Mám k ní následující nejprve obecné poznámky. 

a) Autor vymezuje, že se v tomto díle zabývá pouze odhady parametrů pomocí metod 

založených na momentových charakteristikách. Bayesovské postupy odhadu u prostorových 

log-Gaussovských Coxových procesů s doprovodnými proměnnými byly prověřeny na 

epidemiologických datech v práci Beneš, Bodlák, Møller, Waagepetersen (Image Anal Stereol, 

24/3, 2005). Výpočetní náročnost není dnes takovým problémem. Bylo by velmi zajímavé 

porovnat statistické vlastnosti těchto dvou tříd odhadů. Mohu se domnívat, že výsledek by 

byl ve prospěch Bayesovských odhadů. 

b) Časoprostorové bodové procesy nemusí vycházet pouze z předpokladů separability. Existuje 

široká třída tzv. ambitových modelů, kde je dosah závislosti časové a prostorové složky 

procesu předepsán určitým  geometrickým útvarem. Již v práci školitelky uchazeče Prokešová 

a kol. (Proc S4G 2006 Conf., Praha) jsou odvozeny momentové charakteristiky ambitových 

SNCP. Překvapilo mě, že tento model není v úvodu ani v závěru zmíněn. Vidím v něm velkého 

konkurenta modelů se separabilitou. Výpočetně je též zvladatelný, jak potvrdila nedávná 

diplomová práce Koubka (MFF UK, 2013), která se ovšem nezabývala odhady parametrů. 

c) Důkazy limitních vět vylepšené metody jsou rozsáhlé a některé snadné detaily jsou 

vynechány. Mohl by autor podrobně vysvětlit dva argumenty na str. 79 dole, od řádku -10 

resp. -5?  

d) Myslím si též, že v disertaci se pro doplnění mohl najít prostor na ukázku použití centrální 

limitní věty ke konstrukci konfidenčních intervalů resp. k testování hypotéz, tato možnost se 

zmiňuje v závěru na str. 101.  

e) Přestože v práci nejsou zpracována reálná data, simulace je z metodického hlediska dobře 

nahrazují, což se ukazuje ve všech přítomných simulačních studiích. 

f) Pozitivně hodnotím též skutečnost, že autor našel nepřesnost v článku Waagepetersen and 

Guan (2009), která se týká důkazu postačující podmínky pro mixing v Neyman-Scott procesu. 

Chybný argument dokázal nahradit správným. 

Disertace je vzhledem ke svému rozsahu zpracována velmi přehledně, s výbornou logickou stavbou a 

malým počtem nepřesností či překlepů. Uvádím ještě některé drobné připomínky či opravy: 

Str. 20, ř. 7: časoprostorové modely bodových procesů s diskrétním časem jsou též studovány 

v článcích Zikmundová, Helisová, Beneš (Method Comp Appl Probab, 14/3, 2012, 16/2, 2014). 

Str. 20, ř. -16: lze říci, že „Euclidean distance in space-time has no interpretation“.  

Str. 22, ř. -11: lépe „k-th order”. 

Str. 45, ř. -3, též str. 70: pro aplikace je nejčastější použití časoprostorových bodových procesů nejen 

v R2xR, ale též v R3xR, např. ve fyzice. 

Str. 47, vzorec (3.9), ve jmenovateli exponent d místo 2. 

Str. 57, ř. 19: symbol k dvakrát s různým významem.                                                                   

Str. 58, ř. -6: není nutné psát činitel 1. 



Str. 70, ř. 19: ve vzorci je jeden integrál navíc. 

Str. 73, ř. 4: ve jmenovateli se integruje přes u‘ a nikoliv přes v‘. 

Str. 79, ř.-12: ve vzorci je zčásti původní značení θ, zčásti nové WnxTn. 

Str. 82, ř.3-5: jak plyne výraz pro rozptyl z Campbellovy věty? 

Str. 93: spodní tabulka obsahuje některé hodnoty stejné jako tabulka na str. 66. 

Str. 100: , ř.-18: „three“ místo „tree“. 

 

 Předložená práce Jiřího Dvořáka se zabývá velmi aktuální problematikou časoprostorových bodových 

procesů, tedy popisem náhodných diskrétních událostí, které se vyskytují v řadě aplikací v biologii, 

medicíně, fyzikálních a technických vědách. Teoretické charakteristiky modelů se odvozují od dobře 

známých funkcí pro prostorové procesy. Stejně tak tomu je u statistických metod, autor se zabývá 

odhady parametrů v dané třídě procesů. Podařilo se mu dosáhnout původních teoretických výsledků, 

odvodil limitní vlastnosti navržených odhadů v časoprostorovém případě. Použitá technika podobně 

jako v práci Guan a Waagepetersen (2009) využívá klasických výsledků J.L. Jensen (preprint Univ. 

Aarhus, nepublikováno) pro omezenost v pravděpodobnosti a X. Guyon (Random fields on a network, 

Springer, 1991) na centrální limitní větu pro náhodná pole na mříži. Dále autor provedl nezbytné 

simulační studie k porovnání statistických vlastností různých odhadů pro menší množství dat. Pěkné 

uvedení do problematiky, jasná formulace problémů, kvalitně zpracované důkazové postupy a 

detailní diskuse výsledků ze simulací činí z textu ucelenou práci. Jsou prokázány schopnosti autora 

samostatně vědecky pracovat, tudíž doporučuji disertační práci k obhajobě. 
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