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Kapitola 1

Úvod

Rozkladu celých č́ısel na jejich dělitele byl vždy přikládán určitý význam. Č́ım větš́ı

jsou prvoč́ısla, která děĺı dané č́ıslo, t́ım deľśı dobu rozkladu lze očekávat. Dnes

máme r̊uzné rychleǰśı metody než zkoušeńı všech prvoč́ısel postupně od nejmenš́ıch

až do druhé odmocniny rozkládaného č́ısla, ale tyto metody nejsou stále dosti efek-

tivńı pro rozklad č́ısel složených pouze z prvoč́ısel o velikosti několik stovek bit̊u.

Taková č́ısla se dnes použ́ıvaj́ı v asymetrické kryptografii. Celé zabezpečeńı systému

je pak založeno pouze na nesnadnosti rozkladu zveřejněného č́ısla.

Dnes běžně použ́ıváme elektronický podpis nebo časové raźıtko, které maj́ı

časově omezenou platnost. Po vypršeńı této doby je asymetrické zabezpečeńı pova-

žováno za neplatné, protože pravděpodobnost, že došlo k prolomeńı veřejného kĺıče,

již překročila určitou mez.

Popǐsme stručně systém RSA, který je jednou z hlavńıch metod asymetrické

kryptografie. Skládá se ze dvou kĺıč̊u: veřejného a soukromého. Ve veřejném kĺıči

se uvád́ı celé č́ıslo N a veřejný exponent e. Zakódováńı zprávy pak vypadá tak, že

zprávu m umocńıme veřejným exponentem e a poč́ıtáme modulo N . Źıskat zpět

p̊uvodńı zprávu můžeme pomoćı opačného exponentu k e, který se často znač́ı d.

Ten źıskáme pomoćı Eulerovy funkce č́ısla N , tedy pomoćı rozkladu č́ısla N na jeho

prvoč́ıselné dělitele, v př́ıpadě RSA se jedná o dvě velká prvoč́ısla p a q.

Zřejmě stač́ı
”
pouze“ rozložit č́ısloN na prvoč́ıselné dělitele a dopoč́ıtat potřebný

opačný exponent, abychom źıskali p̊uvodńı zprávu m.

Asymetrická kryptografie by neměla smysl, kdyby rozhodnut́ı, zda dané č́ıslo

je složené, bylo řádově stejně rychlé jako nalezeńı jeho rozkladu na prvoč́ıselné

dělitele. Pro RSA dnes uvažujeme č́ıslo N běžně o velikostech mezi 1024 bity až

4096 bity. Taková č́ısla zat́ım nejsme schopni rozložit i pomoćı nejsilněǰśıch algo-
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ritmů dř́ıve než za deśıtky let. Dı́ky novým technologíım se ale tyto postupy stále

urychluj́ı. Co se zdálo nerozložitelné před deseti lety, neńı už dnes považováno za

úplně bezpečné. Např́ıklad Laboratoře RSA vyhlásily roku 1991 výzvu o rozložeńı

některého ze seznamu prvoč́ısel. Roku 2007 tuto soutěž ukončily se slovy, že dnešńı

znalosti kryptografie jsou mnohem dále [17]. Zat́ım největš́ı rozložené č́ıslo z této

soutěže RSA-768 se podařilo skupině lid́ı okolo Thorstena Kleinjunga [11]. K této

faktorizaci použili algoritmu, který se nazývá č́ıselné śıto.

Algoritmus, který česky nazýváme č́ıselné śıto, nebo také metoda śıta nad č́ısel-

ným tělesem, je v současné době nejsilněǰśım nástrojem pro faktorizaci č́ısel běžně

použ́ıvaných jako veřejné kĺıče pro RSA. V této práci se budeme věnovat algo-

ritmům, které č́ıselné śıto využ́ıvá hlavně v prvńı fázi. Nejprve předestřeme ma-

tematický aparát potřebný k pochopeńı dále popsaných algoritmů. Pak stručně

poṕı̌seme celý algoritmus a následně rozebereme algoritmy okolo takzvané prvńı

fáze.
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Kapitola 2

Potřebné pojmy obecné

komutativńı algebry

V celém textu budeme vycházet ze znalosti základńı obecné algebry. V této kapitole

stručně shrneme několik pojmů a poznatk̊u z obecné komutativńı algebry, o které se

oṕırá algoritmus č́ıselného śıta. Nebudeme uvádět všechny d̊ukazy. Pouze ty, které

maj́ı vypov́ıdaj́ıćı hodnotu k tématu práce. Neuvedené d̊ukazy lze nalézt např́ıklad

ve skriptech o komutativńıch okruźıch [12].

V tomto textu nebudeme uvažovat triviálńı obory, kdy jednotka a nula splývaj́ı.

Okruhem budeme vždy myslet komutativńı okruh s jednotkou. Obor (integrity)

definujeme jako komutativńı okruh bez dělitel̊u nuly (ab = 0 → a = 0 ∨ b = 0).

Tělesa budeme rovněž uvažovat pouze komutativńı.

2.1 Základńı pojmy

R-modul je každá Abelova grupa M(+), na které je definované skalárńı násobeńı

M × R → M prvky r tak, že zobrazeńı µr : M → M , kde µr(a) = ra, určuje

homomorfismus okruh̊u R → End(M(+)), ve smyslu r 7→ µr. Jádro tohoto homo-

morfismu označ́ıme AnnR(M) a nazveme anihilátor R-modulu M . Modul M se

nazývá beztorzńı, pokud každé µr je pro r 6= 0 injektivńı. Tento pojem má tedy

smysl uvažovat pouze pro obory integrity. R-modul M nazýváme věrný, pokud

AnnR(M) = 0. R-modul̊um lze také ř́ıkat moduly nad okruhem R.

Podmnožina X generuj́ıćı R-moduluM se nazývá volná báze, pokud pro každý
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R-modul M ′ a každý výběr prvk̊u ax ∈ M ′, kde x ∈ X, existuje homomorfismus

ϕ : M → M ′ takový, že ϕ(x) = ax pro každé x ∈ X. Volný modul je takový

R-modul, pro který lze nalézt alespoň jednu volnou bázi. Řekneme, že volný modul

má konečnou hodnost, pokud v něm existuje konečná volná báze.

Tvrzeńı 2.1.1. Mějme volný R-modul M konečné hodnosti n. Pro každý podmodul

M ′ modulu M existuje volná báze {β1, . . . , βn}, pro kterou existuj́ı {a1, . . . , an} tak,

že podmodul M ′ lze vyjádřit ve tvaru M ′ = a1β1R
⊕

. . .
⊕

anβnR.

Poznámka 2.1.2. Z minulého tvrzeńı plyne, že podmoduly volného modulu konečné

hodnosti n nad obory hlavńıch ideál̊u jsou volné a maj́ı hodnost menš́ı nebo rovnou

n.

Tvrzeńı 2.1.3. Konečně generovaný R-modul nad oborem hlavńıch ideál̊u je bez-

torzńı právě tehdy, když je volný.

Připomeňme např́ıklad, že Z-modul je konečně generován, pokud jej můžeme

zapsat jako lineárńı kombinaci báze nad Z. Je-li beztorzńı Abelova grupa konečně

generovaná, je možné v ńı nalézt volnou bázi (často pouze bázi). Potom každý prvek

takové grupy lze vyjádřit jako celoč́ıselná kombinace prvk̊u této báze.

Přistupme nyńı od modul̊u k těles̊um. Rozš́ı̌reńım těles T ⊆ U rozumı́me dvojici

těles, kde těleso U obsahuje těleso T . Analogicky definujeme i rozš́ı̌reńı okruh̊u.

Těleso U lze uvažovat jako vektorový prostor nad tělesem T . Dimenze takového

vektorového prostoru nazýváme stupeň rozš́ı̌reńı těles a znač́ıme [U : T ]. Ř́ıkáme,

že rozš́ı̌reńı je konečného stupně, pokud [U : T ] <∞. Stejně tak lze uvažovat pojem

báze rozš́ı̌reńı ve smyslu báze vektorového prostoru U nad tělesem T .

Mějme T ⊆ U , T ⊆ W dvojice rozš́ı̌reńı těles. Pak homomorfizmus z U do W ,

který je identický na T , nazýváme T -isomorfismus. V př́ıpadě U = W se jedná

o T -automorfismus. Množinu všech T -isomorfismů z U do W budeme dále značit

homT (U,W ).

Necht’ R ⊆ S je rozš́ı̌reńı okruh̊u a prvek α ∈ S. Všechny polynomy f ∈ R[x]

s kořenem α tvoř́ı v R[x] ideál. Je-li R těleso, je tento ideál vždy hlavńı a jako

generátor můžeme uvažovat monický polynom. Takový monický polynom budeme

značit fα,R a nazývat minimálńı polynom prvku α v tělese R. Označeńı budeme

zjednodušovat na fα, pokud bude zřejmé, o jaké R se jedná.
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Necht’ T ⊆ U je rozš́ı̌reńı těles. Prvek α ∈ U nazýváme algebraický nad T , je-li

kořenem nějakého nenulového polynomu z T [x]. Všechny prvky α ∈ U algebraické

nad T tvoř́ı podtěleso U , které se nazývá algebraický uzávěr tělesa T v U .

Rozš́ı̌reńı těles T ⊆ U je algebraické, pokud je každý prvek z U algebraický nad

T . Těleso T je algebraicky uzavřené v U , pokud neexistuje t ∈ U \ T algebraické

nad T . Těleso je algebraicky uzavřené, pokud nemá vlastńı algebraické rozš́ı̌reńı.

Algebraické č́ıslo je každé komplexńı č́ıslo algebraické nad Q. Množina všech

algebraických č́ısel tvoř́ı podtěleso C, protože se jedná o algebraický uzávěr Q v C.

Tvrzeńı 2.1.4. Pro každé těleso T existuje algebraicky uzavřené těleso U takové,

že T ⊆ U je algebraické rozš́ıřeńı těles. Dále je-li T ⊆ T ′ algebraické rozš́ıřeńı těles,

existuje T -homomorfismus T ′ → U . V př́ıpadě, kdy je T ′ algebraicky uzavřené je

tento T -homomorfismus isomorfismem.

Toto tvrzeńı tedy ř́ıká, že uvedené těleso U je určeno jednoznačně až na T -

isomorfismus. Je zvykem ho označovat T̄ a nazývat algebraickým uzávěrem

tělesa T . Dále budeme uvažovat vždy pouze jednu pevně zvolenou možnost T̄ .

Př́ıklad 2.1.5. • Algebraický uzávěr tělesa R je těleso C.

• Těleso C je algebraicky uzavřené. Tento fakt je nazývaný Fundamentálńı věta

algebry.

• Algebraický uzávěr tělesa Q neńı těleso C. Nejedná se totǐz o algebraické

rozš́ıřeńı. Množina všech algebraických č́ısel je pouze podtěleso C.

Je-li R ⊆ S rozš́ı̌reńı okruh̊u a M ⊆ S, pak R[M ] označuje nejmenš́ı podokruh

S, který obsahuje R ∪ M . Je-li T ⊆ U rozš́ı̌reńı těles a M ⊆ U , tak T (M)

znač́ı nejmenš́ı podtěleso U obsahuj́ıćı T ∪ M . Mějme prvek α ∈ U . Připomeňme

strukturu T [α] = {g(α)|g ∈ T [x]} . Je dobře známo, že α je algebraický prvek nad

T , právě když T [α] = T (α). V takovém př́ıpadě

T [α] =̃ T [x]/(fα).

Necht’ T ⊆ U je rozš́ı̌reńı těles. Toto rozš́ı̌reńı nazýváme jednoduché, pokud

U = T (α) pro nějaké α ∈ U . Stupeň jednoduchého rozš́ı̌reńı [T (α) : T ] = deg fα,T .

Uvažujme bázi pro rozš́ı̌reńı ve smyslu báze vektorových prostor̊u. V takovém

př́ıpadě za bázi T (α) nad T můžeme zvolit množinu
{
1, α, . . . , αdeg fα,T−1

}
.
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Mějme T ⊆ U ⊆ W algebraická rozš́ı̌reńı těles, kde W je algebraicky uzavřené.

Mohutnost množiny homT (U,W ) nazveme stupeň separability U nad T a ozna-

č́ıme [U : T ]S.

Rozkladovým nadtělesem polynomu f z T [x] se rozumı́ každé nejmenš́ı

nadtěleso tělesa T , ve kterém lze polynom f rozložit na součin polynomů stupně

jedna. Rozkladové nadtěleso je vždy určeno jednoznačně až na T -isomorfismus.

Polynom f ∈ T [x] nazýváme separabilńı polynom, nemá-li ve svém rozkla-

dovém nadtělese v́ıcenásobné kořeny.

Rozš́ı̌reńı T ⊆ U je separabilńım rozš́ı̌reńım, má-li každý prvek α ∈ U

separabilńı minimálńı polynom fα,T .

Tvrzeńı 2.1.6. Necht’ T ⊆ U je rozš́ıřeńı těles konečného stupně. Pak je ekviva-

lentńı

• [U : T ]S = [U : T ],

• T ⊆ U je separabilńı,

• U = T [α1, . . . , αk] pro α1, . . . , αk ∈ U separabilńı.

Necht’ T ⊆ U je rozš́ı̌reńı těles. Je-li těleso T charakteristiky 0, je každý iredu-

cibilńı polynom f(x) ∈ T [x] separabilńı. Tedy lze ve svém rozkladovém nadtělese

rozložit právě na deg(f) r̊uzných lineárńıch člen̊u. Pro těleso T charakteristiky p je

ireducibilńı polynom f(x) ∈ T [x] separabilńı, právě když neńı tvaru f(x) = g(xp)

pro nějaký polynom g(x) ∈ T [x]. Prvky α, β ∈ U nazýváme konjugované nad

T pokud existuje polynom f(x) ∈ T [x] ireducibilńı nad T takový, že α a β jsou

jeho kořeny. Nav́ıc pro každé takové dva kořeny existuje σ ∈ homT (U,U) takové, že

σ(α) = β.

Necht’ T ⊆ U je rozš́ı̌reńı těles. Necht’ α ∈ U je kořenem separabilńıho ireduci-

bilńıho f(x) ∈ T [x]. Rozklad polynomu na lineárńı členy v U lze zapsat ve tvaru

f(x) =
∏

σ∈homT (U,U)

(x− σ(α)).

Hlavńı tvrzeńı 2.1.7. Separabilńı rozš́ıřeńı konečného stupně je jednoduché.
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2.2 Celistvost a č́ıselná tělesa

Mějme R ⊆ S rozš́ı̌reńı okruh̊u. Prvek r ∈ S nazýváme celistvým nad R, pokud je

kořenem nějakého monického polynomu f(x) ∈ R[x]. Okruh S nazýváme celistvý

nad R, pokud je každý prvek z S celistvý nad R.

Pojem celistvého prvku nad tělesem je analogický pojmu algebraického prvku

nad tělesem. Jsou-li R = T a S = U tělesa, je prvek α ∈ U celistvý nad T , právě

když je algebraický nad T .

Následuje tvrzeńı, které vypov́ıdá o podstatné vlastnosti celistvých prvk̊u. Z to-

hoto tvrzeńı vycháźıme při d̊ukazech daľśıch d̊uležitých vlastnost́ı celistvých prvk̊u.

Tvrzeńı 2.2.1. Mějme R ⊆ S rozš́ıřeńı okruh̊u a prvek s ∈ S. Pak je ekvivalentńı:

1. s je celistvé nad R;

2. R[s] je konečně generované jako R-modul;

3. existuje podokruh S ′ okruhu S takový, že R[s] ⊆ S ′ a S ′ je konečně generované

jako R-modul;

4. existuje věrný R[s]-modul, který je konečně generovaný jako R-modul.

Důsledek 2.2.2. Mějme R ⊆ S rozš́ıřeńı okruh̊u a prvky u1, . . . , un ∈ S celistvé

nad R. Pak okruh R[u1, . . . , un] je celistvý nad R a nav́ıc je jako R-modul konečně

generovaný.

Důsledek 2.2.3. Mějme R ⊆ S rozš́ıřeńı okruh̊u. Pak množina všech prvk̊u z

okruhu S, které jsou celistvé nad R, tvoř́ı podokruh S.

Podokruh okruhu S složený ze všech celistvých prvk̊u nad R nazýváme celistvý

uzávěr R v S. Obor R je celistvě uzavřený, pokud je roven svému celistvému

uzávěru ve svém pod́ılovém nadtělese.

Nyńı se budeme zabývat koeficienty minimálńıch polynomů.

Tvrzeńı 2.2.4. Mějme rozš́ıřeńı R ⊆ T ⊆ U , kde T a U jsou tělesa a R je okruh.

Pro libovolné α ∈ U celistvé nad R jsou koeficienty jeho minimálńıho polynomu fα,T
celistvé nad R.

Tvrzeńı 2.2.5. Necht’ T ⊆ U je rozš́ıřeńı těles. Dále mějme R celistvě uzavřený

obor integrity, který má pod́ılové těleso T . Pokud je α ∈ U celistvé nad R, potom

minimálńı polynom fα,T lež́ı v R[x].
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Př́ıklad 2.2.6. Okruh Z je celistvě uzavřený, protože ve svém pod́ılovém nadtělese

Q jǐz nemá žádné daľśı prvky, které by byly celistvé nad Z.

Tvrzeńı 2.2.7. Necht’ T ⊆ U je rozš́ıřeńı těles. Bud’ T pod́ılové těleso okruhu R a

α ∈ U algebraické nad T . Pak existuje r ∈ R takové, že rα je celistvé nad T .

Důsledek 2.2.8. Pro libovolnou n-tici prvk̊u α1, . . . , αn ∈ U algebraických nad T

existuje nenulový prvek r ∈ T tak, že rα1, . . . , rαn jsou celistvé nad T .

Př́ıklad 2.2.9. Mějme okruh R = Z, těleso T = Q a jeho algebraické rozš́ıřeńı

U = Q(i). Celistvý uzávěr Z v Q(i) je tvaru S = Z[i]. Podle tvrzeńı 2.2.7 pro

libovolný prvek α ∈ Q(i) existuje jeho celoč́ıselný násobek, který patř́ı do Z[i].

Tvrzeńı 2.2.7 zřejmě plat́ı pro obecné těleso U . Nejen pro př́ıpady racionálńıch

a celých č́ısel. Nás budou později ale zaj́ımat právě tyto př́ıpady.

Algebraickým celým č́ıslem znač́ıme prvek z C, který je celistvý nad Z.

Tvrzeńı 2.2.10. Množina algebraických celých č́ısel tvoř́ı podokruh komplexńıch

č́ısel.

D̊ukaz. Jedná se o speciálńı př́ıpad d̊usledku 2.2.3, kdy S = C a R = Z.

Př́ıklad 2.2.11. Aplikujme tvrzeńı 2.2.5 na př́ıkladu algebraických celých č́ısel.

Necht’ R = Z, T = Q a U = C. Pro prvek α ∈ C celistvý nad Z plat́ı, že jeho

minimálńı polynom fα má koeficienty v Z. Má-li α ∈ C minimálńı polynom tvaru

fα ∈ Z[x], pak se podle definice jedná o algebraické celé č́ıslo.

Č́ıselné těleso K (někdy zvané algebraické č́ıselné těleso) je každé nadtěleso

konečného stupně tělesaQ. Stupněm č́ıselného tělesa, rozumı́me stupeň rozš́ı̌reńı

[K : Q]. Bývá zvykem předpokládat nav́ıc, že č́ıselné těleso je podtělesem C. Touto

konvenćı se budeme dále ř́ıdit.

Každé č́ıselné těleso je nekonečné a je charakteristiky 0. Prvky č́ıselného tělesa

jsou algebraická č́ısla, protože se jedná o konečné, a tedy algebraické rozš́ı̌reńı

tělesa Q.

Všechny prvky č́ıselného tělesa jsou algebraická č́ısla. Neńı však pravda, že by

všechny tyto prvky byly algebraickými celými č́ısly. Stejně tak neplat́ı, že by každé

algebraické rozš́ı̌reńı racionálńıch č́ısel bylo č́ıselným tělesem. Např́ıklad těleso všech

algebraických č́ısel je algebraickým rozš́ı̌reńım racionálńıch č́ısel. Neńı však č́ıselným

tělesem, protože neńı konečného stupně.
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Č́ıselné těleso K je separabilńı rozš́ı̌reńı Q, protože je charakteristiky nula.

Stupeň č́ıselného tělesa je roven stupni separability podle tvrzeńı 2.1.6. Nav́ıc každé

č́ıselné těleso K je jednoduché rozš́ı̌reńı Q podle tvrzeńı 2.1.7.

Označme OK celistvý uzávěr Z v č́ıselném tělese K. Jedná se o podmnožinu

okruhu všech algebraických celých č́ısel. Podle d̊usledku 2.2.3, kdy R = Z a S = K,

je OK okruh a je tedy uzavřený na operace sč́ıtáńı a násobeńı. Okruh OK budeme

nazývat okruh celých algebraických č́ısel č́ıselného tělesa K.

Podle tvrzeńı 2.2.5 maj́ı všechny prvky z OK minimálńı polynom s celoč́ıselnými

koeficienty. Dále v́ıme, že podle tvrzeńı 2.2.7 lze pro libovolný prvek K naj́ıt takový

celoč́ıselný násobek, který je prvkem OK . Z toho okamžitě plyne, že QOK = K.

Také plat́ı OK ∩ Q = Z, protože pro K1 ⊆ K2 rozš́ı̌reńı č́ıselných těles máme

OK1 = OK2 ∩K1.

Podstatný je tvar okruhu algebraických celých č́ısel OK . Vzhledem k tomu, že

proK = Q źıskáváme OK = Z, bylo by intuitivńı předpokládat, že proK = Q(α) je

OK = Z[α], ale tak tomu vždy neńı. Např́ıklad pro K = Q(i
√
3) plat́ı Z[i

√
3] ( OK ,

protože prvek 1+i
√
3

2
/∈ Z[

√
3] patř́ı do OK a je kořenem monického polynomu

g(x) = x2 − x+ 1 =
1

4

(
(2x− 1)2 + 3

)
.

Je zřejmé, že plat́ı Z[α] ⊆ OK . Nav́ıc pro monický fα,Z je okruh Z[α] celistvý nad Z.

Při výpočtech se budeme však převážně pohybovat právě v Z[α]. V tomto okruhu

lze v praxi poč́ıtat snáze.

Př́ıklad 2.2.12. V př́ıpadě, kdy K = Q(
√
c), pro

√
c /∈ Q, je

OK =

{
Z[
√
c] pro c ≡ 2, 3(mod 4)

Z[1
2
,
√
c] pro c ≡ 1(mod 4)

Každá báze K nad Q , která je obsažena v OK a je současně (volnou) báźı OK

nad Z se nazývá celistvá. Množina {α1, . . . , αn} ⊆ OK je tedy volnou báźı,jestliže

každé β ∈ OK lze jednoznačně vyjádřit jako
∑
kiαi, kde ki ∈ Z.

2.3 Norma a č́ıselné těleso

Pro č́ıselné śıto je norma podstatný pojem. Často bývá norma uváděna společně se

stopou. Vhledem k tomu, že potřebujeme pro náš popis č́ıselného śıta pouze normu,

stopu vynecháme. Toto téma uvedeme bez d̊ukaz̊u až na část o okruhu algebraických
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celých č́ıslech č́ıselného tělesa K.

Necht’ T ⊆ U je rozš́ı̌reńı těles. Mějme prvek α ∈ U a zobrazeńı µα defino-

vané µα(x) = αx pro všechna x ∈ U . Determinant lineárńıho multiplikativńıho

zobrazeńı µα vektorového prostoru U nad T neńı závislý na zvolené bázi. Bu-

deme ho proto značit pouze det(µα). Normou prvku α ∈ U rozumı́me hodnotu

NU |T (α) = det(µα).

Všechny hodnoty v matici zobrazeńı µα jsou prvky z U pro libovolnou volbu

báze, tedy det(µα) ∈ U . Vzhledem k vlastnostem determinantu matice je norma

multiplikativńı zobrazeńı. Pro α, β ∈ U plat́ı NU |T (αβ) = NU |T (α) NU |T (β), protože

µαβ = µαµβ.

Poznámka 2.3.1. Necht’ T ⊆ U je rozš́ıřeńı těles stupně n. Pak pro prvky α ∈ T

plat́ı NU |T (α) = αn. Matice zobrazeńı µα je v takovém př́ıpadě tvaru αI pro všechny

prvky z α ∈ T , při libovolné volbě báze.

Norma také bývá definována jako součin konjugovaných prvk̊u. Připomeňme

ekvivalenci těchto definic.

Hlavńı tvrzeńı 2.3.2. Necht’ T ⊆ U je rozš́ıřeńı těles konečného stupně n, které

je separabilńı. Dále mějme prvek α ∈ U . Pak plat́ı

NU |T (α) =
∏

σ∈homT (U,U)

σ(x).

Norma NU |T (α) je v separabilńım př́ıpadě rovna posledńımu koeficientu mi-

nimálńıho polynomu fα,T až na př́ıpadné znaménko.

Důsledek 2.3.3. Mějme α ∈ OK. Pak jeho norma NK|Q(α) je celoč́ıselná.

Pod́ıvejme se nyńı na normu prvk̊u z č́ıselného tělesa K. Podle tvrzeńı 2.1.6

máme při stupni rozš́ı̌reńı [K : Q] = n právě n r̊uzných vnořeńı č́ıselného tělesa K

do C, které zachovávaj́ı identitu na Q.

Zaměřme se na prvky z OK . Norma každého prvku α ∈ OK je podle d̊usledku

2.3.3 celoč́ıselná. Vzhledem k multiplikativitě normy je zaj́ımavé uvažovat takové

prvky z OK , pro jejichž normu existuje inverzńı prvek.

Tvrzeńı 2.3.4. Mějme α ∈ OK. Pak plat́ı NK|Q(α) = ±1, právě když je α jednotkou

v OK.
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D̊ukaz. Dokažme nejprve implikaci
”
⇐“. Necht’ máme jednotku α ∈ OK . Zřejmě i

1
α
∈ OK . Vzhledem k multiplikativitě normy plat́ı 1 = NK|Q(1) = NK|Q(α) NK|Q(

1
α
).

Z tvrzeńı 2.3.3 plyne, že NK|Q(α),NK|Q(
1
α
) ∈ Z. Jedińı celoč́ıselńı dělitelé 1 v oboru

celých č́ısel jsou pouze ±1.

Pro
”
⇒“ mějme prvek α ∈ OK s normou rovnou ±1. Pak je absolutńı člen

minimálńıho polynomu fα(x) roven ±1. Potom prvek 1
α
∈ K je kořenem polynomu

xdf( 1
x
), což je opět monický polynom s koeficienty v Z. Tedy 1

α
∈ OK a α je

jednotkou v OK .

Nyńı dokažme základńı vlastnost okruhu algebraických celých č́ısel OK a to, že

je isomorfńı Zn.

Hlavńı tvrzeńı 2.3.5. Abelovská grupa OK je volná a jej́ı hodnost je rovna n =

[K : Q].

D̊ukaz. Mějme bázi {β1, . . . , βn} prostoru K nad Q. Podle tvrzeńı 2.2.7 existuje

d > 0 takové, že dβ1, . . . , dβn ∈ OK a tedy hodnost OK je větš́ı nebo rovna n. T́ım

źıskáváme vztah:

n⊕

i=1

dβiZ ⊆ OK ⊆
n⊕

i=1

βiZ ⊂
n⊕

i=1

βiQ = K.

Podgrupa OK volné Abelovské grupy
⊕n

i=1 βiZ je volná (tvrzeńı 2.1.1) a hodnosti,

která nepřesahuje hodnost
⊕n

i=1 βiZ. Hodnost OK je tedy menš́ı nebo rovna n.

Č́ımž plyne, že je rovna právě n.

Mějme R celistvě uzavřený obor integrity s pod́ılovým tělesem T . Dále at’ U

je separabilńı rozš́ı̌reńı T konečného stupně n a S celistvý uzávěr R v U . Mějme

{α1, . . . , αn} ∈ S bázi U nad T . Tato báze se nazývá celistvá, jestliže každý prvek

s ∈ S lze jednoznačně vyjádřit ve tvaru s =
∑
riαi, kde ri ∈ R. Tedy celistvá báze

S je vlastně volná báze S, pokud S chápeme jako R-modul.

Dosud jsme pracovali pouze s normou prvku, rozšǐrme tento pojem na normu

ideálu. Mějme okruh OK a jeho ideál I. Normou ideálu I okruhu OK rozumı́me

index |OK/I| = N (I). Z tvrzeńı 2.3.5 plyne konečnost tohoto výrazu.

Př́ıklad 2.3.6. Mějme a ∈ Z nenulové. Normu ideálu (a) okruhu OK spočteme

podle definice N ((a)) = |OK/(a)|.
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Podle tvrzeńı 2.3.5 v́ıme, že OK je volná abelovská grupa hodnosti n. Mějme

bázi B1 = {β1, . . . , βn} této abelovské grupy, OK =
⊕n

i=1 βiZ. Ideál (a) má stejnou

hodnost jako OK, protože má volnou bázi B2 = {aβ1, . . . , aβn}. Tedy (a) =
⊕

aβiZ.

N ((a)) = |OK/(a)| =
n⊕

i=1

βiZ/
⊕

aβiZ ∼= (Z/aZ)n

Tı́m jsme źıskali, že N ((a)) = |a|n pro a ∈ Z.

Zjistit počet prvk̊u okruhu faktorizovaného podle ideálu neńı vždy triviálńı úkol.

Proto je vhodné uvážit rychleǰśı cestu výpočtu této normy při speciálńıch výchoźıch

podmı́nkách.

Nás bude dále zaj́ımat norma hlavńıch ideál̊u okruhu algebraických celých č́ısel

OK . Ta nám usnadńı daľśı práci s hlavńımi ideály tohoto okruhu.

Hlavńı tvrzeńı 2.3.7. Mějme hlavńı ideál I okruhu OK generovaný nenulovým

prvkem a ∈ OK. Pak N (I) =
∣∣NK|Q(a)

∣∣.

D̊ukaz. Je-li B1 = {β1, . . . , βn} volná báze Abelovské grupy OK , tak podle tvr-

zeńı 2.3.5 je n = [K : Q]. Také B2 = {aβ1, . . . , aβn} je volnou báźı Abelovské grupy

I = aOK . Podle tvrzeńı 2.1.1 lze B1 zvolit tak, aby pro vhodná d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥
dn ≥ 1 bylo B3 = {d1β1, . . . , dnβn} volnou báźı I. Máme dn ≥ 1, nebot’ ze tvaru B2

plyne, že I má hodnost n.

Uvažujme matice přechodu mezi těmito bázemi. Protože B2 i B3 jsou volné

báze I, jsou matice přechodu [id]B3
B2

a [id]B2
B3

celoč́ıselné. Tyto matice jsou vzájemně

inverzńı, proto jsou jejich determinanty rovny ±1.

Matice [id]B3
B1

je diagonálńı matice, s prvky d1, . . . , dn na hlavńı diagonále. Matice

[id]B2
B1

je matice zobrazeńı µa, jej́ıž determinant je roven |OK/I|.
Z rovnosti [id]B3

B2
= [id]B1

B2
[id]B3

B1
plyne, že

∣∣det[id]B3
B1

∣∣ =
∣∣det[id]B2

B1

∣∣. Odtud již

okamžitě dostáváme dokazované tvrzeńı, protože
∣∣det[id]B2

B1

∣∣ = |OK/I| =
∣∣NK|Q(a)

∣∣.

2.4 Dedekindovy obory

Dedekind̊uv obor D je obor integrity, pro který plat́ı, že:

• je celistvě uzavřený,

• je noetherovský,
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• každý jeho nenulový prvoideál je maximálńı.

Uvažujme dále pouze nenulové ideály.

Př́ıklad 2.4.1. Okruh celých č́ısel Z je Dedekind̊uv obor. Všechny jeho ideály jsou

tvaru (n), kde n ∈ Z. Pro prvoideály se pak jedná o prvoč́ısla.

Tvrzeńı 2.4.2. Necht’ T ⊆ U je rozš́ıřeńı těles konečného stupně. Bud’ T pod́ılové

těleso Dedekindova oboru D. Pak celistvý uzávěr oboru D v U je opět Dedekind̊uv

obor.

Tvrzeńı 2.4.3. Bud’ D Dedekind̊uv obor a T jeho pod́ılové těleso. Pro libovolný

vlastńı nenulový ideál I oboru D existuj́ı nenulové prvoideály P1, . . . , Pk v oboru D

tak, že
k∏

i=1

Pi ⊆ I.

Hlavńı tvrzeńı 2.4.4. Každý vlastńı nenulový ideál Dedekindova oboru lze jedno-

značně, až na pořad́ı, vyjádřit jako součin prvoideál̊u.

Rozklad ideálu na součin prvoideál̊u je velice užitečný. Obecně neplat́ı, že by

byl možný v libovolném oboru. Někdy bývaj́ı Dedekindovy obory př́ımo definovány

jako obory, kde je takový rozklad možný.

Následuj́ıćı tvrzeńı je kĺıčové pro celou práci. Jedná se o okruh algebraických

celých č́ısel.

Tvrzeńı 2.4.5. Okruh algebraických celých č́ısel OK č́ıselného tělesa K je De-

dekind̊uv obor.

D̊ukaz. Podle tvrzeńı 2.4.2 stač́ı, že Z je Dedekind̊uv obor v Q. Potom celistvý

uzávěr Z v č́ıselném tělese Q ⊆ K je Dedekind̊uv obor.

Poznámka 2.4.6. Pro libovolný nenulový ideál I okruhu OK plat́ı I∩Z 6= 0, protože

ideál I je hodnosti rovné n = [K : Q] a má volnou bázi.

Je-li I nav́ıc prvoideál, pak I ∩ Z je prvoideál a plat́ı, že obsahuje právě jedno

prvoč́ıslo. Kdyby jich obsahoval v́ıce, pak by jǐz nebyl vlastńı. Naopak muśı obsahovat

alespoň jedno prvoč́ıslo, protože se jedná o prvoideál.
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Tvrzeńı 2.4.7. Pro prvoideál P okruhu OK plat́ı, že existuje prvoč́ıslo p takové,

že P ∩ Z = pZ.

D̊ukaz. Pr̊unik prvoideálu s podokruhem je vždy prvoideál. Prvoideály okruhu Z

jsou právě hlavńı ideály pZ, kde p je prvoč́ıslo.

Nyńı přejděme od ideál̊u ke konečně generovaným modul̊um. Mějme R obor

integrity a T jeho pod́ılové těleso. Lomený ideál J nazýváme konečně generovaný

R-podmodul tělesa T . Tedy lomený ideál je ideálem oboru R právě v př́ıpadě, kdy

je jeho podmnožinou. Z definice Dedekindových obor̊u je každý ideál lomený.

Tvrzeńı 2.4.8. J je lomený ideál tělesa T , právě když existuje a ∈ R\{0} tak, že

aJ je konečně generovaný ideál v R.

Necht’ T je pod́ılové těleso Dedekindova oboru R. Mějme ideál I oboru R.

Položme

I−1 = {t ∈ T ; tI ⊆ R}.

Tvrzeńı 2.4.9. Pro lomený ideál J Dedekindova oboru D je také J−1 lomený ideál.

Hlavńı tvrzeńı 2.4.10. Mějme D Dedekind̊uv obor a T jeho pod́ılové těleso. Potom

každý lomený ideál J Dedekindova oboru D lze jednoznačně až na pořad́ı vyjádřit

ve tvaru

J =
k∏

i=1

Pi
ni ,

kde Pi jsou po dvou r̊uzné nenulové prvoideály D a n1, . . . , nk ∈ Z\{0}.

Důsledek 2.4.11. Lomené ideály Dedekindova oboru tvoř́ı volnou grupu v̊uči ope-

raci násobeńı ideál̊u. Báźı této grupy jsou všechny nenulové prvoideály.

Uvažujme, že hledáme rozklad lomeného ideálu okruhu OK na prvoideály. Norma

každého prvku α ∈ OK je podle d̊usledku 2.3.3 celoč́ıselná. Tuto vlastnost dále

využijeme.

Rozklad ideál̊u v Dedekindově oboru je zaj́ımavý i při poč́ıtáńı jeho normy.

Zaměř́ıme se na rozklad normy hlavńıch ideál̊u. Rozklad normy nám totiž dává

informaci o tom, které prvoideály patř́ı do rozkladu daného ideálu.

Tvrzeńı 2.4.12. Mějme těleso T a v něm Dedekind̊uv obor R. Dále nenulový pr-

voideál P oboru R. Potom P i/P i+1 je vektorový prostor nad R/P dimenze 1, pro

každé i ∈ N.
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D̊ukaz. Každý prvoideál P je v Dedekindově oboru maximálńı, proto je R/P je

těleso. Vzhledem k jednoznačnosti rozklad̊u na prvoideály v Dedekindově oboru

nutně plat́ı P i+1 ( P i pro každé i ∈ N. Tedy P i/P i+1 je modulem nad R, pro který

plat́ı, že P (P i/P i+1) = 0. Proto je P i/P i+1 vektorovým prostorem nad R/P . Každý

podprostor prostoru P i/P i+1 je tvaru I/P i+1, kde P i+1 ⊆ I je lomený ideál v R.

Protože mezi P i a P i+1 nelež́ı žádný daľśı ideál, nemá P i/P i+1 vlastńı podprostor.

Je tedy dimenze 1.

Tvrzeńı 2.4.13. Mějme ideál I okruhu OK. Dále mějme po dvou r̊uzné prvoideály

P1, . . . , Pn takové, že I =
∏n

i=1 P
ri
i , kde r1, . . . , rn ∈ N. Pak plat́ı

N (I) =
n∏

i=1

N (Pi)
ri .

D̊ukaz. Z definice N (I) = |OK/I|. Podle rozkladu ideálu I, Č́ınské věty o zbytćıch

a Lagrangeovy věty máme postupně rovnosti:

N (I) =

∣∣∣∣∣

n∏

i=1

OK/P
ri
i

∣∣∣∣∣ =
n∏

i=1

|OK/P
ri
i | =

n∏

i=1

ri∏

j=1

|P j−1
i : P j

i |.

Je možné P j−1
i /P j

i uvažovat jako vektorový prostor dimenze 1 nad tělesem

OK/Pi vzhledem k předchoźımu tvrzeńı 2.4.12. Tedy
∣∣P j−1

i /P j
i

∣∣ = |OK/Pi| =

N (Pi). T́ım již rovnou plyne

N (I) =
n∏

i=1

∣∣P j−1
i /P j

i

∣∣ri =
n∏

i=1

N (Pi)
ri .

Z této vlastnosti norem okamžitě źıskáme i možnost rozkladu na menš́ı počet

činitel̊u, než př́ımo na všechny prvoideály.

Tvrzeńı 2.4.14. Mějme ideály I, J okruhu OK. Pak N (IJ) = N (I)N (J).

D̊ukaz. Mějme po dvou r̊uzné prvoideály P1, . . . , Pn takové, že I =
∏n

i=1 P
ri
i a

J =
∏n

i=1 P
si
i , kde r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ N. Pak

N (IJ) = N (
n∏

i=1

P ri+si
i ) =

n∏

i=1

N (Pi)
ri+si =

n∏

i=1

N (Pi)
ri

n∏

i=1

N (Pi)
si = N (I)N (J).
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Tato tvrzeńı jsou velice užitečná při rozkládáńı ideál̊u na prvoideály, č́ımž se

budeme zabývat v daľśı sekci. Nejprve rozlož́ıme normu ideálu okruhu OK na

prvočinitele. Podle prvočinitel̊u dohledáme prvoideály s př́ıslušnou normou patř́ıćı

do rozkladu.

2.5 Rozklad na prvoideály v rozš́ı̌reńıch

Uvažujme stále č́ıselné těleso K = Q(α), kde α ∈ C je algebraický prvek nad Z

s minimálńım polynomem fα stupně n rovnému stupni č́ıselného tělesa. Pokud v

této sekci mluv́ıme o ideálech, jedná se o ideály okruhu OK .

Mějme prvoč́ıslo p takové, že P ∩Z = pZ, kde P je prvoideál OK . Potom ř́ıkáme,

že se jedná o prvoideál nad prvoč́ıslem p. Vzhledem k předchoźım úvahám je

OK/P konečné těleso charakteristiky p, právě když P je prvoideál nad prvoč́ıslem p.

Tvrzeńı 2.5.1. Pro každé prvoč́ıslo p existuje prvoideál P okruhu OK takový, že

norma N (P ) je rovna mocnině p.

D̊ukaz. Podle př́ıkladu 2.3.6 v́ıme, že existuje ideál s normou rovnou mocnině p.

Využijeme-li tvrzeńı 2.4.13 źıskáme:

pn = N ((p)) =
n∏

i=1

N (Pi)
ri .

Normy všech ideál̊u okruhu OK jsou celoč́ıselné, tvrzeńı 2.3.3. Mocninu prvoč́ısla pn

tedy můžeme rozložit pouze na násobky p a 1, což nám dává existenci prvoideálu

P splňuj́ıćıho N (P ) = pk, kde 1 ≤ k ≤ n.

Pro prvoideál P mějme jeho normu N (P ) = pk. Hodnotu k nazýváme stupeň

inerce, nebo také stupeň nehybnosti. Jej́ı význam odpov́ıdá |OK/P : Z+P/P |.
V tomto př́ıpadě plat́ı Z + P/P ∼= Z/pZ. Uvažujme nyńı rozklad hlavńıho ideálu

nad prvoč́ıslem p

(p) =
n∏

i=1

P ri
i

Pokud máme prvoideál P nad prvoč́ıslem p, pak je již v tomto rozkladu, protože

plat́ı (p) ⊆ P a protože pracujeme v Dedekindově oboru. Exponent ri z rozkladu

ideálu (p) nazýváme ramifikačńı index Pi nad p, nebo také index větveńı.
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Hlavńı tvrzeńı 2.5.2 (Fundamentálńı rovnost). Mějme prvoideály P1, . . . , Pr nad

prvoč́ıslem p. Necht’ má každý z těchto prvoideál̊u stupeň inerce ki a ramifikačńı

index ei. Pak plat́ı
r∑

i=1

eiki = n,

kde č́ıslem n znač́ıme stupeň č́ıselného tělesa.

D̊ukaz. Vzhledem k tvrzeńım 2.4.13 a 2.5.1 v́ıme, že pro výše zavedené značeńı

plat́ı:

N ((p)) =
r∏

i=1

N (Pi)
ei =

r∏

i=1

pkiei = p
∑r

i=1 kiei .

V př́ıkladu 2.3.6 jsme ukázali, že N (p) = pn. Což okamžitě dává
∑r

i=1 eiki = n.

Pro č́ıselné śıto je podstatné umět rozkládat hlavńı ideály okruhu OK na pr-

voideály. Źıskat okruh OK by bylo v praxi velice složité. Proto budeme pracovat

v Z[α]. Z úvah na konci sekce 2.2 v́ıme, že pro každé celistvé α ∈ OK je velikost

faktorokruhu |OK/Z[α]| konečná. Pro výpočty v Z[α] bude potřeba rozlǐsit prvoč́ısla

podle toho, jestli děĺı |OK/Z[α]|. Prvoč́ısla, která děĺı |OK/Z[α]|, bývaj́ı označována
jako speciálńı. Rozložit prvoideál nad speciálńım prvoč́ıslem je mnohem složitěǰśı.

Rozklad̊um nad speciálńımi prvoč́ısly se v této práci věnovat nebudeme.

Uvažujme normu ideálu rovnou určité kladné hodnotě N (I) = c. Ukažme, že

máme pouze konečně mnoho prvoideál̊u dané normy.

Tvrzeńı 2.5.3. Bud’ c ∈ R+. Pak existuje pouze konečně mnoho ideál̊u I Dedekin-

dova oboru OK takových, že 1 < N (I) ≤ c.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat, že existuje konečně mnoho prvoideál̊u P takových, že maj́ı

omezenou normu N (P ) ≤ c.

Pro P nenulový prvoideál plat́ı N (P ) > 1. Pokud prvoideál P je součást́ı pri-

márńı dekompozice ideálu I, potom N (I) ≥ N (P ).

Podle tvrzeńı 2.4.7 existuje prvoč́ıslo p, že P ∩ Z = pZ. Norma takového pr-

voideálu je pak rovna mocnině p, jak ukazujeme v d̊ukazu tvrzeńı 2.5.1. Podle

Fundamentálńı rovnosti 2.5.2 existuje pouze konečně mnoho prvoideál̊u, které maj́ı

normu rovnou p. Tedy existuje pouze konečně mnoho prvoideál̊u, které maj́ı normu

menš́ı než dané č́ıslo c.
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Poznámka 2.5.4. Pro libovolné prvoč́ıslo p existuje pouze konečně mnoho prvo-

ideál̊u P oboru OK takových, že P ∩Z = pZ. Uvažujme primárńı dekompozici ideálu

(p). Pouze prvoideály z dekompozice tohoto ideálu totǐz splňuj́ı, že P ∩Z = pZ. Tedy

pouze tyto prvoideály maj́ı normu rovnou mocnině p.

Tvrzeńı 2.5.5. At’ α ∈ C je algebraické celé č́ıslo, K = Q[α] a prvoč́ıslo p neděĺı

OK/Z[α] (tedy je nespeciálńı). Potom OK = Z[α] + (p). Speciálně OK = Z[α] + I

pro každý ideál I ⊆ OK takový, že p ∈ I.

D̊ukaz. Položme q = |OK/Z[α]|. Pro q = 1 tvrzeńı okamžitě plat́ı. Uvažujme tedy

q > 1. Mějme libovolný prvek β ∈ OK . Pro něj plat́ı qβ ∈ Z[α]. Podle předpokladu

jsou č́ısla p a q nesoudělná a tedy pro ně existuj́ı koeficienty r, s ∈ Z takové, že

pr + qs = 1. Proto β = sqβ + prβ ∈ Z[α] + (p).

Mějme p nespeciálńı prvoč́ıslo. Bud’ fα =
∏k

i=1 si
ei (mod p) rozklad na navzájem

nesoudělné ireducibilńı polynomy. At’ jsou polynomy ti(x) ∈ Z[x] zdvižené poly-

nomy si(x) ∈ Zp[x], ve smyslu Henselova zdvihnut́ı. Pro zjednodušeńı dále budeme

použ́ıvat značeńı fα =
∏s

i=1 ti
ei (mod p). Polynomy ti nejsou obecně dány jedno-

značně. Stač́ı nám pouze jednoznačnost modulo p.

Tvrzeńı 2.5.6. Mějme α ∈ C celistvé nad Z, č́ıselné těleso K = Q[α], minimálńı

polynom fα a jeho rozklad fα =
∏s

i=1 ti
ei (mod p), kde p je nespeciálńı prvoč́ıslo a

kde t1(x), . . . , ts(x) ∈ Z[x].

Ideály tvaru Pi = (p, ti(α)) jsou bud’ prvoideály stupně nehybnosti deg(ti), nebo

Pi = OK.

D̊ukaz. Definujme homomorfismus okruh̊u ϕ : Z[x] → OK/Pi tak, že ϕ(x) = α+Pi.

Protože p ∈ Pi, je pZ[x] ⊆ Ker (ϕ). Proto lze definovat homomorfismus okruh̊u

ψ : Zp[x] → OK/Pi tak, že ψ(x) = α. Tedy Im(ψ) ⊇ (Z[α] + Pi)/Pi = OK/Pi,

podle tvrzeńı 2.5.5. Máme ti ∈ Kerψ. Ideál (ti) je maximálńı. Ker(ψ) je bud’ rovno

tomuto ideálu, nebo celému Zp[x]. Proto je okruh OK/Pi
∼= Zp[x]/Ker(ψ) bud’

triviálńı (tedy Pi = OK), nebo je to těleso isomorfńı Zp[x]/(ti). Je-li OK/Pi těleso,

muśı Pi být maximálńı ideál a tedy prvoideál.

Hlavńı tvrzeńı 2.5.7. Mějme α ∈ C celistvé nad Z, č́ıselné těleso K = Q[α] a

okruh OK. Dále mějme nespeciálńı prvoč́ıslo p a rozklad polynomu na ireducibilńı
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polynomy fα =
∏k

i=1 ti
ei (mod p), kde t1, . . . , tk ∈ Z[x]. Potom pro rozklad hlavńıho

ideálu (p) okruhu OK na prvoideály plat́ı:

(p) =
k∏

i=1

Pi
ei ,

kde prvoideály Pi = (p, ti(α)) maj́ı stupně nehybnosti deg(ti).

D̊ukaz. Mějme π : Z[x] → Zp[x] projekci modulo prvoč́ıslo p, tedy π(
∑
aix

i) =∑
(ai (mod p))xi a π′ : OK → OK/(p) projekci modulo prvoideál (p), tedy π′(α) =

α + (p).

Definujme homomorfismus okruh̊u ϕ : Z[x] → OK tak, že ϕ(x) = α. Protože

α ∈ C je algebraické celé č́ıslo, je Kerϕ = (fα) = fαZ. Jistě ϕ(pZ[x]) = (p) = pOK .

Protože Ker (π′ϕ) = ϕ−1((p)), je Ker (π′ϕ) = Kerϕ+ pZ[x] = (fα)+ pZ[x]. Protože

Im(ϕ) = Z[α], je π′ϕ surjektivńı podle tvrzeńı 2.5.5. Jelikož pZ[x] = Ker π ⊆
Ker (π′ϕ), existuje podle Věty o homomorfismu homomorfismus ψ : Zp[x] → OK/(p)

takový, že ψπ = π′ϕ.

Je ψ(
∑
aix

i) =
∑
aiα

i pro každé a =
∑
aix

i ∈ Zp[x]. Homomorfismus ψ je

surjektivńı, protože π′ϕ je surjektivńı. Proto je každý maximálńı ideál v OK/(p)

obrazem nějakého maximálńıho ideálu v Zp[x]/Kerψ ∼= OK/(p), tedy nějakého

maximálńıho ideálu Zp[x], který obsahuje Kerψ.

Protože fα ∈ Ker (π′ϕ), je π(fα) ∈ Kerψ. Máme π(fα) =
∏k

i=1 si
ei , kde je

π(ti) = si.

Kerψ je hlavńı ideál Zp[x]. Proto existuje monický polynom g ∈ Zp[x] takový,

že Ker(ψ) = (g). Přitom g děĺı
∏k

i=1 si
ei . Po př́ıpadné změně index̊u můžeme tedy

předpokládat, že g =
∏k′

i=1 si
di , kde 1 ≤ k′ ≤ k a 1 ≤ di ≤ ei.

Struktura maximálńıch ideál̊u okruhu Zp[x]/(g) koṕıruje strukturu maximálńıch

ideál̊u Zp[x], které obsahuj́ı (g). Jsou to tedy právě ideály (sj)/(g), 1 ≤ j ≤ k′.

Zobrazeńı ψ je surjektivńı, proto je podle Prvńı věty o isomorfismu Zp[x]/(g) ∼=
OK/(p). Homomorfismus zobrazuje maximálńı ideály na maximálńı ideály, přičemž

ψ((si)) = Pi, 1 ≤ i ≤ k′. Proto Pi/(p), 1 ≤ i ≤ k′, jsou všechny maximálńı ideály

okruhu OK/(p), a tedy Pi, 1 ≤ i ≤ k′, jsou všechny maximálńı ideály OK , které

obsahuj́ı (p).

Dále plat́ı, že pro xi ≥ 0 je
∏

(si)
xi ⊆ (g) právě když xi ≥ di, 1 ≤ i ≤

k′. Proto je
∏
P xi

i ⊆ (p), právě když xi ≥ di. Protože OK je Dedekind̊uv, plat́ı∏
P di
i = (p), 1 ≤ i ≤ k′. Jelikož ψ((si)) = Pi, 1 ≤ i ≤ k′, tak je Zp[x]/(si) ∼=

OK/Pi. Protože Zp[x]/(si) je těleso řádu pdeg(ti), je stupeň nehybnosti ideálu Pi
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roven deg (ti). Fundamentálńı rovnost 2.5.2 ř́ıká, že n = [K : Q] =
∑k′

i=1 di deg (ti).

Současně máme n = deg (fα) =
∑k

i=1 ei deg ti. Z di ≤ ei plyne, že k
′ = k a di = ei,

pro všechna 1 ≤ i ≤ k.

Rozkládáńı nad speciálńımi prvoč́ısly se nebudeme př́ımo zabývat. Jedná se o

komplexńı téma, kterému se věnuje např́ıklad [1].
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Kapitola 3

Č́ıselné śıto

V této kapitole poṕı̌seme stručně a informativně celý algoritmus č́ıselného śıta.

Proto zde nebude kladen nárok na podrobnou přesnost.

Mějme v celé kapitole č́ıslo N ∈ N, které neńı prvoč́ıslo. Uvažujme okruh

0, 1, . . . , N − 1 s operacemi modulo N , který budeme značit ZN . Vzhledem k tomu,

že N neńı prvoč́ıslo, existuj́ı v okruhu ZN netriviálńı dělitelé nuly. Právě takové

netriviálńı dělitele nuly hledáme.

Základńı princip č́ıselného śıta je Fermatova faktorizace N . Jej́ım ćılem je naj́ıt

dvě r̊uzná celá č́ısla x a y, jejichž čtverce se lǐśı o celoč́ıselné násobky č́ısla N .

Předpokládejme, že plat́ı x > y ∈ N a

x2 ≡ y2 (mod N) .

Pokud rozd́ıl x− y neńı roven jedné, využijeme rozkladu

(x+ y)(x− y) = kN, k ∈ Z.

Nastane bud’ gcd(x − y;N) > 1 a nebo gcd(x + y;N) > 1. Máme velkou šanci, že

při zjǐstěńı největš́ıho společného dělitele těchto dvojic źıskáme netriviálńıho dělitele

č́ısla N . V opačném př́ıpadě je největš́ım společným dělitelem př́ımo č́ıslo N a je

třeba hledat jiné hodnoty x a y.

Fermatova faktorizace v úspěšném př́ıpadě najde netriviálńıho dělitele č́ısla N .

O úplný rozklad se jedná tehdy, pokud N je násobkem dvou prvoč́ısel. Pokud je

násobkem v́ıc prvoč́ısel, źıskáme pouze rozklad na dva celoč́ıselné dělitele N .

Existuje mnoho algoritmů a postup̊u k nalezeńı vhodných dvojic x a y. Mı́ra

jejich efektivity je závislá na velikosti č́ısla N . Č́ım větš́ı prvoč́ısla násob́ıme, t́ım
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je náročněǰśı naj́ıt jejich rozklad zpět, nebo naj́ıt dobrá č́ısla x a y. V této kapitole

poṕı̌seme, jak źıskává hodnoty x a y algoritmus č́ıselného śıta.

3.1 Stručný přehled celého algoritmu

Ćılem celého algoritmu je naj́ıt vhodnou dvojici (x, y) tak, aby se dala použ́ıt k

Fermatově faktorizaci č́ısla N . Č́ıselné śıto při hledáńı dvojic (x, y) nez̊ustává pouze

v oboru celých č́ısel Z, do kterého patř́ı jakN , tak i jeho hledańı dělitelé. V algoritmu

vytvoř́ıme dva čtverce ve dvou algebraických strukturách, které jsou si rovny při

zobrazeńı do ZN . Bude třeba vhodně nastavit tyto algebraické struktury a zobrazeńı

mezi nimi.

Ukazuje se, že vhodnými strukturami jsou č́ıselná tělesa. Mějme č́ıselná tělesa

tvaru K1 = Q(α1) a K2 = Q(α2). Hodnoty α1, α2 ∈ C jsou určeny jako kořeny dvou

vhodně zvolených ireducibilńıch polynomů f1 respektive f2. Pojednáváme je jako

algebraická celá č́ısla, tedy uvažujeme polynomy fi monické, ale v daľśıch kapitolách

ukážeme, proč v praxi neńı tato vlastnost nutná. Výpočty pak prob́ıhaj́ı zp̊usobem,

který bere v úvahu, že popsaný model se vztahuje pro vhodný celoč́ıselný násobek

kořene př́ıslušného nemonického polynomu. Tato úvaha nám dává zobrazeńı Z[x] →
Z[αi], pro i = 1, 2, kde ψi : x→ αi.

Nyńı chceme zobrazit Z[αi] → ZN . Přidáme požadavek, aby oba polynomy f1
a f2 měly společný kořen modulo N . Označme tento kořen m. Důvodem je, jak

ukážeme dále, že pak při návratu do Z dobře źıskáme hodnoty kongruentńı modulo

N . T́ım můžeme definovat zobrazeńı ϕi : Z[αi] → ZN určené ϕi(αi) = m, pro

i = 1, 2. V prvńı části algoritmu tedy najdeme polynomy f1 a f2, které urč́ı č́ıselná

tělesa.

V druhé části pracujeme v každém č́ıselném tělese zvlášt’. Vzhledem k tomu, že

v obou tělesech vykonáváme odděleně stejné postupy, vynechme pro přehlednost

indexy. Teoreticky se jedná o práci s hlavńımi ideály okruhu algebraických celých

č́ısel č́ıselného tělesa. Hledáme dostatečné množstv́ı ideál̊u, jejichž normy maj́ı pouze

malé dělitele.

Definice 3.1.1. Celé č́ıslo je B-hladké, pokud jsou všichni jeho prvoč́ıselńı dělitelé

menš́ı než B.

Označme F (x, y) ∈ Z[x, y] zhomogenizovaný polynom p̊uvodńıho ireducibilńıho

polynomu f , který měl kořen α. Zvoĺıme hodnotu B pro B-hladkost a oblast, ze

které budeme volit dvojice (a, b). Tyto dvojice reprezentuj́ı hlavńı ideály (a − bα)
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okruhu OK . Nás budou zaj́ımat takové ideály (a−bα), které maj́ı B-hladkou normu

ideálu. V algoritmu hledáme dvojice (a, b), které maj́ı B-hladkou hodnotu F (a, b).

V následuj́ıćı kapitole dokážeme, že norma hlavńıho ideálu (a− bα) v OK je rovna

právě F (a, b).

Postup, kterým vyb́ıráme a určujeme vhodné dvojice (a, b), nazýváme prosévá-

ńım. Všechny vybrané dvojice (a, b), které źıskáme proset́ım, tedy maj́ı B-hladkou

hodnotu F (a, b), zaznamenáme pro daľśı zpracováńı. Množinu všech vybraných dvo-

jic označme ζ. Jej́ı prvky nazývejme relace. Relace (a, b) př́ımo určuj́ı hlavńı ideály

(a−bα) okruhu OK . Podle tvrzeńı 2.4.5 je OK Dedekind̊uv obor. Každý jeho ideál se

jednoznačně rozkládá na prvoideály, tvrzeńı 2.4.4. Ideály (a− bα) budeme v daľśıch

fáźıch rozkládat v OK na prvoideály.

V daľśı části budeme hledat podmnožinu ζ ′ množiny ζ. Vybrané prvky ze ζ ′

urč́ı, které ideály (a− bα) můžeme spolu vynásobit tak, abychom źıskali čtverec ve

smyslu, kdy každý prvoideál z jeho rozkladu v OK bude v sudé mocnině. Označme

B-hladkým ideálem každý ideál okruhu OK , jehož norma je B-hladká. Tvrzeńı 2.5.3

nám dává, že takových ideál̊u je pouze konečný počet. Vytvoř́ıme velkou ř́ıdkou

matici M. Každý řádek je určen jednou relaćı ze ζ a reprezentuje tak hlavńı ideál

okruhu OK . Sloupce reprezentuj́ı B-hladké prvoideály okruhu OK . Vzhledem k tvr-

zeńı 2.4.13, sekci 2.5 a tomu, že OK je Dedekind̊uv obor, máme představu, jak

připravit všechny prvoideály potřebné pro rozklad ideál̊u určených relacemi ze ζ.

Věta 2.5.7 určuje strukturu těchto prvoideál̊u a tvar hlavńıch ideál̊u (a− bα), které

budeme rozkládat. Vzhledem k volbě polynomu fα źıskáváme lineárńı polynomy ti,

definované v 2.5.7. Nav́ıc v praxi zanedbáváme speciálńı prvoč́ısla, protože se jim

algoritmus de facto vyhýbá.

Hodnoty v buňkách maticeM reprezentuj́ı mocniny prvoideál̊u v rozkladu ideálu

určeného relaćı podle řádku matice. Zaj́ımá nás pouze, zdali je mocnina lichá nebo

sudá. Hodnoty v matici jsou tedy uvedeny modulo 2.

Podmnožina ζ ′ je z množiny ζ vybrána následovně. Po vynásobeńı všech ideál̊u

(a− bα) určených relacemi ze ζ ′, źıskáme ideál, jež má všechny prvoideály ze svého

rozkladu v sudé mocnině. Jedná se o řešeńı rovnice MxT = 0 v Z2, kde vektor x

odpov́ıdá na otázku, které z dvojic ze ζ, vybraných proséváńım, použijeme dále pro

sestaveńı čtverc̊u v OK .

T́ım jsme źıskali součin ideál̊u
∏

(a,b)∈ζ′ (a− bα) = I2, kde I je ideál OK . Je

součin hlavńıch ideál̊u v OK hlavńı ideál? I když je hlavńı, tak ještě z daných dat

nutně nevyplývá, že má generátor čtverec. Existuje postup využ́ıvaj́ıćı kvadratické

charaktery, d́ıky kterému lze źıskat, že součin ideál̊u určených relacemi ze ζ ′ je gene-
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rován čtvercem. Následně źıskáme odmocnina z tohoto součinu, která je generována

prvkem z Z[α]. Jej́ı nalezeńı vyžaduje samostatný postup, který je závěrečnou fáźı

algoritmu.

3.2 Fáze algoritmu

Projděme algoritmus podrobněji postupně po fáźıch. Ćılem této práce je popsat

pomocné algoritmy k hledáńı vhodných polynomů pro prvńı fázi algoritmu. Uve-

deme proto informativně idealizovaný algoritmus ve stručnosti a s odkazy na reálné

zpracováńı.

3.2.1 Prvńı fáze (volba polynomů)

V prvńı fázi hledáme dva r̊uzné ireducibilńı monické polynomy f1 a f2 ze Z[x],

které maj́ı společný kořen m modulo N . Tyto dva polynomy nemaj́ı obecně žádný

společný kořen.

f1(m) ≡ f2(m) ≡ 0 (mod N)

Nad těmito polynomy sestav́ıme teoreticky pro i = 1, 2 č́ıselná tělesa Ki = Q(αi),

kde αi ∈ C je kořen polynomu fi(x). Důležité pro daľśı výpočty jsou okruhy OKi
a

hlavně okruhy Z[αi].

Jak už v́ıme, budeme často použ́ıvat homogenńı polynomy ydifi(x/y) = Fi(x, y),

kde di = deg(fi) budeme dále zjednodušeně značit pouze d, pro i = 1, 2. Je d̊u-

ležité naj́ıt polynomy f1 a f2 tak, aby při zvolené metodě proséváńı dávaly na

předpokládané oblasti dostatečně mnoho relaćı, tedy B-hladkých hodnot po dosa-

zeńı do zhomogenizovaného polynomu. To je podstatné pro źıskáńı mnoha hodnot,

ze kterých budeme vyb́ırat relace pro sestaveńı čtverce ve smyslu ideál̊u. Existuje

v́ıce zp̊usob̊u, jak hledat zmı́něné polynomy. Podle volby těchto metod je volena

hodnota B a oblast, ve které hledáme relace (a, b). Dále je podstatné, aby se s po-

lynomy Fi(x, y) dalo efektivně a rychle poč́ıtat, protože do nich bývá dosazováno

velké množstv́ı hodnot. Metodám hledáńı těchto polynomů se budeme v́ıce zabývat

v následuj́ıćıch kapitolách.

Definujme homomorfizmy ϕ1, ϕ2 pro převod nalezených hodnot v Z[α1], resp.

Z[α2], do celých č́ısel modulo N . Pro i = 1, 2 a r ∈ Z mějme

ϕi : Z[αi] → ZN ,
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ϕi(αi) = m (mod N) ,

ϕi(r) = r (mod N) .

Nyńı máme vztah ϕ1(α1) ≡ m ≡ ϕ2(α2) (mod N). Taková volba je podstatná

pro kongruenci nalezených čtverc̊u z Z[αi]. Předpokládejme na chv́ıli, že jsme źıskali

čtverce ve smyslu ideál̊u, které maj́ı hlavńı generátor opět čtverec. Označme je

pro zjednodušeńı β2
1 a β2

2 . Polynomy f1 a f2 voĺıme se všemi výše uvedenými

podmı́nkami proto, abychom źıskali kongruenci čtverc̊u. Pokud bychom źıskali stejné

čtverce x2 = y2, muśıme zač́ıt znovu. Chceme źıskat pro Fermatovu faktorizaci kon-

gruentńı čtverce v ZN ve tvaru

(β2
1) =

∏

(a,b)∈ζ′
(a− bα1),

(β2
2) =

∏

(a,b)∈ζ′
(a− bα2),

ϕ1

(
β2
1

)
= x2 ≡ y2 = ϕ2

(
β2
2

)
(mod N) .

Lze uvažovat i varianty pro v́ıce polynomů [10], ale těmi se tato práce nebude

v́ıce zabývat.

3.2.2 Druhá fáze (proséváńı)

Do druhé fáze algoritmu vstupujeme, když máme připraveny oba ireducibilńı poly-

nomy f1(x) a f2(x) v Z[x] a také jejich zhomogenizované verze F1(x, y) a F2(x, y).

T́ım máme teoreticky určena č́ıselná tělesa K1 a K2, jejich obory algebraických

celých č́ısel OK1 , OK2 , a podokruhu Z[α1] a Z[α2]. Druhá fáze algoritmu prob́ıhá v

obou tělesech zvlášt’ stejným zp̊usobem, proto dále vynecháme indexy.

Zvoĺıme mez B ∈ N pro B-hladkost a urč́ıme oblast I ⊂ Z2, ze které bu-

deme uvažovat hodnoty (a, b). Nyńı začneme hledat dvojice (a, b) ∈ I takové,

aby hlavńı ideál (a − bα) měl B-hladkou normu. Takové dvojice nazýváme relace.

Množinu všech vybraných relaćı označme ζ. Z ideál̊u určených relacemi budeme

dále schopni zkombinovat ideál, který má v rozkladu na prvoideály pouze sudé

exponenty. Omezeńım normy jsme omezili i množinu prvoideál̊u, které děĺı ideály

určené prvky ζ. Množinu těchto prvoideál̊u pracovně nazýváme B-hladké prvo-

ideály. Dvojice (a, b) ∈ I vyb́ıráme podle toho, zda je hodnota F (a, b) B-hladká. To

se dá očekávat pro hodnoty okolo kořen̊u F (x, y), kdy bude F (a, b) poměrně malé.

Podmı́nka B-hladkosti bývá někdy oslabována tak, že jeden nebo v́ıce dělitel̊u ji
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nemuśı splňovat. T́ım źıskáme v́ıce relaćı k vzájemnému zkombinováńı. Omezenou

množinu B-hladkých prvoideál̊u rozš́ı̌ŕıme pouze o konečně mnoho daľśıch prvo-

ideál̊u. Všechny nalezené dvojice (a, b) zaznamenáváme pro daľśı výpočty spolu s

prvoč́ıselnými děliteli F (a, b) a jejich mocninami.

Tato fáze je časově nejnáročněǰśı z celého algoritmu. Je třeba nasb́ırat velké

množstv́ı relaćı a tedy se už́ıvá velká prosévaćı oblast I. Nejběžněǰśı jsou dnes dva

postupy na hledáńı vhodných dvojic. Nazývaj́ı se mř́ıžové a klasické proséváńı.

Jejich popis lze nalézt v [1].

3.2.3 Třet́ı fáze (konstrukce matice)

Daľśı fáze nebývá někdy brána jako samostatná fáze. Pro implementaci je vhodné ji

oddělit. Jedná se o zpracováńı relaćı a vytvořeńı matice M v tělese Z2. Řádky této

matice jsou určeny relacemi (a, b) z ζ. Relace reprezentuj́ı ideály (a − bα). Zřejmě

a − bα ∈ OK , protože OK je podle tvrzeńı 2.3.5 okruh a a, b, α,−1 ∈ OK . Tedy

(a − bα) je hlavńı ideál okruhu OK . Sloupce jsou určeny B-hladkými prvoideály z

Dedekindova oboru OK . Jedná se o prvoideály nad všemi prvoč́ısly, která jsou menš́ı

než B. Strukturu takových prvoideál̊u uvád́ıme v 2.5. Př́ıpadně je tato množina

rozš́ı̌rena o konečně mnoho daľśıch prvoideál̊u, pokud jsme oslabili podmı́nku B-

hladkosti pro určeńı relaćı.

Matice M poskytuje informaci o tom, kdy rozklad daného ideálu v OK obsa-

huje které prvoideály s lichým exponentem. Budeme hledat takovou podmnožinu ζ,

aby součin hlavńıch ideál̊u určených relacemi již neobsahoval ve svém rozkladu na

prvoideály žádný prvoideál v liché mocnině.

Nyńı matici zmenš́ıme o sloupce, kde neńı uvedena žádná hodnota 1. Nav́ıc je

výhodné matici následně zmenšit o řádky a sloupce, kde se v celém sloupci vyskytuje

jediná hodnota 1. Jedná se o dvojici (a, b), kterou neńı s č́ım zkombinovat. Obsahuje

ideál v liché mocnině, který by z̊ustal stále v liché mocnině po libovolné kombinaci.

Nav́ıc žádný z ideál̊u nebudeme kombinovat sám se sebou. T́ım bychom nic neźıskali.

Tato úprava může výrazně zrychlit daľśı výpočty vzhledem k velikosti matice.

3.2.4 Čtvrtá fáze (lineárńı)

Tuto fázi nazýváme lineárńı. Jedná se o výpočet lineárńıch rovnic o v́ıce neznámých.

Stále pracujeme v obou tělesech odděleně. Hledáme zp̊usob, jak spárovat liché ex-
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ponenty prvoideál̊u tak, aby po vynásobeńı všech vybraných ideál̊u nastalo:

n∏

i=1

(ai − biα) =
k∏

j=1

Pj
rj ,

kde Pj jsou prvoideály OK a rj ∈ 2Z pro všechna j = 1, . . . , k.

Výběr relaćı źıskáme řešeńım soustavy lineárńıch rovnic MxT = 0. Matici M

jsme sestavili v předchoźı fázi. Matice M je běžně velká ř́ıdká matice řádově o mili-

onu řádk̊u. Práce s takovou matićı, která by nebyla ř́ıdká, by byla výpočetně velice

náročná. Pro velkou ř́ıdkou matici se při implementaci vypláćı použ́ıt Wiedeman-

novu blokovou metodu [20] nebo Lanczošovu blokovou metodu [21].

3.2.5 Pátá fáze (odmocninová)

V posledńı fázi začneme t́ım, že vezmeme výsledky z lineárńı fáze. Zpočátku pracu-

jeme v obou tělesech odděleně. Podle vektoru řešeńı x urč́ıme, které relace použ́ıt

k źıskáńı čtverce ve smyslu ideál̊u
∏

ζ′ (a− bα). Součin generátor̊u hlavńıch ideál̊u

ale nedává generátor součinu hlavńıch ideál̊u. Je tedy třeba jiného postupu. T́ımto

problémem za zabývá [1] a ukazuje, že požadované vlastnosti můžeme doćılit po-

moćı postupu s kvadratickými charaktery, které také popisuje [13]. Pak již źıskáme

požadované čtverce ve dvou r̊uzných č́ıselných tělesech pro které plat́ı:

ϕ1(β
2
1) ≡ ϕ2(β

2
2) (mod N) .

Následně zjist́ıme odmocninu čtverc̊u v č́ıselných tělesech β1 a β2. Źıskat odmoc-

ninu z
∏

ζ′ (a− bαi) však neńı triviálńı a nav́ıc požadujeme, aby tato odmocnina

ležela v Z[αi]. K tomu byla dř́ıve použ́ıvána Newtonova iteračńı metoda a Couve-

ignesovo vylepšeńı, ref. [18]. Dnes je za nejlepš́ı odmocninovou metodu považována

Montgomeryho metoda, ref. [19].

Podrobněǰśı popis a vysvětleńı odmocninové fáze a metod odmocňováńı v č́ısel-

ném tělese je možno naj́ıt např́ıklad v [1, 5].
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Kapitola 4

Podklady k generováńı polynomů

V této kapitole poṕı̌seme d̊uležitost ireducibilńıch polynomů pro algoritmus. Bu-

deme se věnovat oblast, ze které dosazujeme prvky do zvoleného polynomu. Také

uvedeme metody porovnáńı źıskaných polynomů pro výběr toho nejvhodněǰśıho

polynomu pro daľśı fáze.

Algoritmus č́ıselného śıta postupuje tak, že nejprve vygeneruje ireducibilńı po-

lynomy s celoč́ıselnými koeficienty, které pak slouž́ı k práci s normami polynomů

č́ıselného tělesa. Volba polynomů tedy ovlivńı daľśı chod celého algoritmu. Od této

kapitoly dále budeme vždy uvažovat minimálńı polynomy nad celými č́ısly. Značeńı

zjednoduš́ıme z fα,Z(x) pouze na fα.

4.1 Č́ıselné těleso a algoritmus

Předpokládejme nadále že, pracujeme v Dedekindově oboru OK , kdeK = Q(α). Pr-

vek α ∈ C celistvý nad Z je využ́ıván pouze v teoretických úvahách. Nikdy ho nijak

nereprezuntujeme a pro veškeré výpočty při proséváńı použ́ıváme výhradně vyge-

nerované polynomy. Do jejich zhomogenozovaných verźı pak dosazujeme kandidáty

na relace, dvojice (a, b), při prosévaćı fázi. Tyto prvky jsou vyb́ırány z oblasti, které

se tradičně ř́ıká prosévaćı oblast. Tomu se budeme věnovat v sekci 4.2.

Uvažujme v této sekci pouze monické polynomy f . Mějme k α ∈ C celistvému

nad Z jeho minimálńı polynom fα =
∑d

i=0 aix
i, který je stupně d. V praxi je d

malé č́ıslo, v současnosti maximálně 8, často bývá rovno 6. Definujme zhomogenizo-

vaný polynom tvaru Fα(x, y) = ydfα(
x
y
), který budeme v algoritmu hojně použ́ıvat.

Ukažme nejprve výpočet normy prvku a − bα ∈ OK , kde a, b ∈ Z. Uvažujme dále
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pouze normu prvk̊u NK|Q, kterou budeme zjednodušeně značit N.

Nejprve dokážeme pomocné tvrzeńı o determinantu matice multiplikativńıho

zobrazeńı µa−bα(x) = (a− bα)x.

Tvrzeńı 4.1.1. Mějme n ∈ N a matici M s komplexńımi prvky o velikosti n+ 1×
n+ 1 tvaru

M =




a 0 0 . . . 0 ba0
−b a 0 . . . 0 ba1
0 −b a . . . 0 ba2
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0 0 . . . −b a+ ban.




Pak plat́ı detM = an+1 +
∑n

i=0 aia
ibn−i+1.

D̊ukaz. Postupujme pomoćı matematické indukce. Pro n = 1 je matice tvaru 2× 2:

M =

(
a ba0
−b a+ ba1

)

detM = a2 + aba1 + b2a0.

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro n − 1. Dokažme, že plat́ı i pro n. Determinant matice

n+ 1× n+ 1 vypočteme následovně

detM = a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 . . . 0 ba1
−b a . . . 0 ba2

0 −b . . . 0 ba3
...

. . . . . . . . .
...

0 0 . . . −b a+ ban

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)nba0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−b a 0 . . . 0

0 −b a . . . 0

0 0 −b . . . 0
... . . .

. . . . . . a

0 0 0 . . . −b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Prvńı determinant dokážeme spoč́ıtat z indukčńıho předpokladu. Jeho výsledek je

a (an +
∑n

i=1 aia
i−1bn−i+1). Druhý determinant je pouze násobek všech prvk̊u na

diagonále, kterých je n, protože se jedná o horńı trojúhelńıkovou matici. Výsledek

determinantu je tvaru

detM = a

(
an +

n∑

i=1

aia
i−1bn−i+1

)
+ bn+1a0 = an+1 +

n∑

i=0

aia
ibn−i+1.
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Matice zobrazeńı µa−bα vzhledem k bázi
{
1, α, . . . , αd−1

}
č́ıselného tělesa Q(α)

nad Q je právě matice M. Jej́ı determinant je t́ımto zaj́ımavý, jako norma prvku

a− bα a, jak nyńı dokážeme, také jako norma hlavńıho ideálu (a− bα) okruhu OK ,

která je podstatná pro zjǐst’ováńı rozkladu na prvoideály v Dedekindově oboru OK .

Následuj́ıćı věta bude pro algoritmu stačit pouze pro monické polynomy, jak uká-

žeme později.

Tvrzeńı 4.1.2. Mějme prvek α ∈ C celistvý nad Z a Fα(x, y) =
∑d

i=0 aix
iyd−i

zhomogenizovaný minimálńı polynom prvku α. Dále pro a, b ∈ Z uvažujme ideál

(a− bα) okruhu OK č́ıselného tělesa K = Q(α). Potom plat́ı

N ((a− bα)) = |Fα(a, b)| .

D̊ukaz. Máme-li prvek α ∈ C celistvý nad Z. Pak je jeho zhomogenizovaný polynom

po dosazeńı dvojice (a, b) roven Fα(a, b) = detM, kde matice M je matićı zobrazeńı

µa−bα.

Norma hlavńıho ideálu generovaného prvkem a− bα ∈ OK je podle 2.3.7 rovna

normě prvku a− bα. T́ım př́ımo źıskáváme

N ((a− bα)) = |N(a− bα)| = |det(µa−bα)| = |Fα(a, b)| .

Rozkladem na prvoideály se nebudeme v této práci v́ıce zabývat. Jedná se však

o podstatnou část daľśıch fáźı algoritmu č́ıselného śıta, které jsme shrnuli v před-

choźı kapitole. Teoretický základ je popsán např́ıklad v [1] nebo [13].

4.2 Prosévaćı oblast

Časově nejnáročněǰśı část algoritmu č́ıselného śıta je hledáńı normy hlavńıch ideál̊u

OK . Jedná se o ideály tvaru (a − bα), kde a, b ∈ Z a α ∈ C kořen polynomu Z[x],

který, jak ukážeme později v sekci 5.2, nemuśı být monický. Při hodnoceńı źıskaných

polynomů je třeba uvažovat i to, pro jaké ideály budeme zjǐst’ovat jejich normy, tedy

hodnoty F (a, b), jak jsme ukázali v předchoźı sekci. Pod́ıvejme se na oblast, ze které

budeme dosazovat do homogenńıch polynomů. Budeme ji dále nazývat prosévaćı

oblast. Velikost této oblasti určuje, jak dlouho bude proséváńı trvat. Pro větš́ı

oblast se zvýš́ı jak počet zvolených relaćı, tak i čas proséváńı. Proto je d̊uležité

přemýšlet o optimálńı velikosti prosévaćı oblasti.
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Budeme-li dále hovořit o dvojićıch (a, b) z prosévaćı oblasti, budeme vždy uva-

žovat pouze nesoudělné a a b. Dvojice, která by měla společného dělitele větš́ıho než

jedna, by nepřinesla nic nového oproti dvojici vydělené t́ımto společným dělitelem.

Zkoušeńım soudělných dvojic jen výrazně zvýš́ıme čas proséváńı. Dále stač́ı, aby

nanejvýš jedna z hodnot a a b byla záporná, vzhledem k tomu, že nás zaj́ımá

B-hladkost hodnot z homogenńıho polynomu. Označme Ia (resp. Ib) interval, ze

kterého voĺıme a (resp. b).

Uvažujme nejprve obdélńıkovou prosévaćı oblast pro nesoudělné dvojice (a, b).

Definujme ji pro U ∈ N následovně

I = Ia × Ib = [−U ;U ]× [0;U ].

Máme oblast o velikosti 2U2, ze které voĺıme hodnoty dosazované do polynomu

F (x, y) =
∑

i aix
iyd−i ∈ Z[x, y]. Nastaveńı parametru U je určováno heuristicky. V

praxi bývá hodnota U určena velikost́ı faktorizovaného č́ısla. Pro 100 ciferné č́ıslo

uvažuje měřeńı v [1] hodnoty v řádu milion̊u. Pro RSA-768 [11] je prosévaćı oblast

o velikosti v řádu miliard.

Vzhledem k tomu, že koeficienty u xd a xd−1y jsou malé a u xyd−1 a yd velké,

lze očekávat, že pro generováńı srovnatelně velkých hodnot F (a, b) lze hodnoty

a vyb́ırat z větš́ıho intervalu než hodnoty b. Této změně velikosti Ia a Ib ř́ıkáme

zkoseńı. Mı́ra změny (tedy zkoseńı) s záviśı na vlastnostech polynomu F . Meze

pro intervaly změńıme na nové hodnoty A = U
√
s a B = U√

s
. Prosévaćı oblast je

pak určena

I = Ia × Ib = [A;A]× [0;B] =
[
−U√s;U√s

]
×
[
0;

U√
s

]
.

Stále se jedná o oblast velikosti 2U2. Zkoseńı s voĺıme podle vygenerovaného po-

lynomu. Bai [2] doporučuje, aby bylo voleno s ≈ 3

√
(ad−3

ad
) pro polynomy stupně

d = 5, 6. V takovém př́ıpadě prokośıme podle koeficientu, kde již b zač́ıná mı́t větš́ı

exponent. Naopak daľśı koeficienty, kde má b největš́ı exponent, jsou př́ılǐs velké a

t́ım bychom źıskali př́ılǐs malý rozsah hodnot pro b.

Analogicky lze uvažovat kruhovou prosévaćı oblast, přesněji řečeno se jedná o

polokruh o zvoleném poloměru, kdy opět uvažujeme b pouze kladná. Pro poloměr

U ∈ N a θ ∈ [0, π] máme

a = U cos θ,

b = U sin θ,
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kde θ ∈ [0, π]. Po prokoseńı źıskáme eliptickou prosévaćı oblast, kde U ∈ N a

θ ∈ [0, π], tvaru

a = U
√
s cos θ,

b =
U√
s
sin θ.

Prosévaćı oblast nemuśıme nutně volit pouze v geometrickém tvaru. Je vhodné

k němu připojit i daľśı hodnoty (a, b), pro které plat́ı, že a
b
je bĺızko nějakého

reálného kořene polynomu f(x). Hodnoty F (a, b) jsou pak poměrně malé a tedy i

dobře splňuj́ı B-hladkost.

Daľśı variace a jejich zásah do č́ıselného śıta je možno nalézt v [9].

4.3 Vlastnosti polynomu

Vybrané polynomy velice ovlivńı efektivitu proséváńı. To, zda byl vybrán dobrý

polynom, se plně ukáže až při samotném pr̊uběhu č́ıselného śıta. Takový zp̊usob

testováńı polynomů je ovšem velice neefektivńı. Proto se použ́ıvaj́ı r̊uzná heuristická

kritéria. Vycházej́ı z vlastnost́ı, které lze od polynomů očekávat, má-li být výpočet

v prosévaćı oblasti dostatečně rychlý a přinést hodně dobrých relaćı. Taková kritéria

hodnot́ı polynomy podle takzvaných vlastnosti koeficient̊u a kořenových vlastnost́ı.

Běžný postup bývá vygenerovat mnoho polynomů s relativně malými koeficienty.

Upravit je a pak z nich vybrat nejvhodněǰśıho kandidáta. Př́ıpadně pár kandidát̊u,

na kterých je spuštěno testovaćı proséváńı. Metodám předpovědi počtu relaćı podle

testovaćıho proséváńı se věnuje [16]. Tato metoda provede krátké proséváńı na

vybraných polynomech a podle výsledku odhaduje počet relaćı.

4.3.1 Hodnoceńı koeficient̊u

Od vygenerovaných polynomů požadujeme, abychom źıskali velký počet ne-

soudělných dvojic (a, b), které povedou k hladkým hodnotám po dosazeńı do po-

lynomů. Takové vlastnosti lze ohodnotit podle koeficient̊u a t́ım poznat vhodnost

polynomu dř́ıve, než pomoćı zkušebńıho proséváńı. Popǐsme jak takové hodnoceńı

vypadá.
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Murphy ve své práci [5] využ́ıvá Dickmanovu funkci ρ, definovanou v [14], jme-

novitě

uρ′(u) + ρ(u− 1) = 0 pro u > 1

ρ(u) = 1 pro 0 ≤ u ≤ 1.

Dickmanova funkce udává odhad frekvence hladkých hodnot podle dané meze.

Dickman dokázal, že pro počet B-hladkých č́ısel menš́ıch než mez M , označme

ψ(M,B), plat́ı ψ(M,M1/a) ≈Mρ(a). Tedy lze uvažovat a = logM
logB

.

Pravděpodobnost, že jsou a a b nesoudělná je přibližně rovna 6
π2 , jak je dokázáno

např́ıklad v [15]. Ohodnoceńı polynomů F1 a F2 podle meze B-hladkosti je určeno

na nějaké oblasti I následovně

6

π2

∫∫

I

ρ

(
log |F1(x, y)|

logB

)
ρ

(
log |F2(x, y)|

logB

)
dxdy.

Uvedenou aproximaci lze v́ıce zjednodušit. Pro f2 lineárńı polynom je druhý člen

konstantńı. Dále zanedbejme 6
π2 pro vzájemné porovnáváńı źıskaných polynomů.

Tedy máme ∫∫

I

ρ

(
log |F (x, y)|

logB

)
dxdy.

Výpočet Dickmanovy funkce ρ je mı́rně časově náročný, obzvláště pokud bychom

takto chtěli ověřovat každý nalezený polynom. Naš́ım požadavkem na hodnoty

|F1(a, b)| a |F2(a, b)| je, aby byly v pr̊uměru malé pro volené dvojice (a, b) z prosévaćı

oblasti. Heuristicky tedy požadujeme malé koeficienty pro tyto dva polynomy. Na-

opak př́ılǐs malé koeficienty by nedávaly dostatek relaćı. Nejlepš́ı se ukazuj́ı být

polynomy s menš́ım vedoućım koeficient, který řádově nemı́vá v́ıce jak 20 cifer.

Ostatńı koeficienty pak postupně řádově rostou.

Pro hodnoceńı koeficient̊u polynomu můžeme uvažovat normu ve smyslu největš́ı

z absolutńıch hodnot jeho koeficient̊u. Je vhodné uvažovat i to, jaká je mocnina

proměnné, která tento koeficient násob́ı. Jednou z možnost́ı je poč́ıtat se sup-normou

polynomu podle Kleinjunga [3].

Mějme množinu polynomů stupně nejvýše d nad tělesem reálných č́ısel. Tuto

množinu lze uvažovat jako vektorový prostor uspořádaných d-tic koeficient̊u s ope-

racemi sč́ıtáńı po koeficientech a násobeńı všech koeficient̊u prvky r ∈ R.
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Mějme dáno s ∈ R+ a d ∈ N. Pro polynom f(x) =
∑
aix

i ∈ Z[x] stupně nejvýše

d. Položme

sup
d
(f, s) = sup(f, s) = max

0≤i≤d
|aisi−

d
2 |.

Dále index d explicitně neuvedeme. Předpokládejme, že je zřejmý z kontextu. De-

finujme

sup(f) = min
s>0

sup(f, s).

Hodnoty sup(f, s) a sup(f) existuj́ı pro každý polynom zvoleného stupně d ∈ N.

Ukažme, že sup(f, s) i sup(f) jsou normami na vektorovém prostoru všech polynomů

stupně nejvýše d.

Poznámka 4.3.1. Připomeňme definici normy. Mějme vektorový prostor V nad

nějakým tělesem T ⊆ C. Funkce N je norma, pokud splňuje následuj́ıćı podmı́nky

pro všechna u, v ∈ V a všechna r ∈ T :

• N(v) = 0 právě tehdy, když v = 0;

• N(rv) = |r|N(v);

• N(u+ v) ≤ N(u) +N(v).

Tvrzeńı 4.3.2. Mějme s ∈ R+ a polynom f stupně nejvýše d ∈ N. Sup-norma

podle zkoseńı sup(f, s) je norma na vektorovém prostoru polynom̊u stupně nejvýše

d.

D̊ukaz. Uváž́ıme základńı tři vlastnosti normy: pozitivńı definitnost, pozitivńı ho-

mogennost a subaditivitu.

Vždy plat́ı, že sup(f, s) ≥ 0 a rovnost nastává pouze pokud všechny koeficienty

polynomu f jsou rovny nule. Pokud vynásob́ıme polynom f libovolným č́ıslem r ∈
R, plat́ı

sup(rf, s) = max
0≤i≤d

|raisi−
d
2 | = |r| max

0≤i≤d
|aisi−

d
2 | = |r| sup(f, s).

Vzhledem k definici uvažujme pevný stupeň d. Pro součet dvou polynomů f a g

stupně d plat́ı následuj́ıćı. Označme f + g =
∑d

i=0 (ai + bi)x
i. Pokud nejsou koefi-

cienty ai + bi definovány, pro 0 ≤ i ≤ d, uvažujme je rovny 0. Pak plat́ı vzhledem

trojúhelńıkové nerovnosti

sup(f + g, s) = max
0≤i≤d

|(ai + bi)s
i− d

2 | ≤ max
0≤i≤d

(
|aisi−

d
2 |+ |bisi−

d
2 |
)
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≤ max
0≤i≤d

|aisi−
d
2 |+ max

0≤i≤d
|bisi−

d
2 | = sup(f, s) + sup(g, s).

Důsledek 4.3.3. Mějme polynom f stupně nejvýše d ∈ N. Sup-norma sup(f) je

norma na vektorovém prostoru polynom̊u stupně nejvýše d.

Výše zavedená sup-norma je velice podobná ℓ∞ normě. Empiricky se ukazuje

jako dobrý nástroj na měřeńı normy polynomu pro č́ıselné śıto.

Vhodnou formou jak měřit vlastnosti koeficient̊u polynomu je také logaritmus

z L2-normy, se kterou přicháźı Bai [2]. Tato norma uvažuje eliptickou prosévaćı

oblast. Jedná se o normu zhomogenizovaného polynomu.

logL2(F ) =
1

2
log

(
s−d

∫ 2π

0

∫ 1

0

F 2(xs, y) dx dy

)

Bai [2] tvrd́ı, že empiricky se ukazuje, že tyto dvě normy spolu vždy nekoreluj́ı. Po-

kud je však nalezeno optimálńı zkoseńı s, neńı rozd́ıl př́ılǐs velký. Nejlepš́ı výsledky

dávaj́ı takové polynomy, které maj́ı obě uvedené normy malé.

4.3.2 Kořenová vlastnost

Daľśım měř́ıtkem pro výběr vhodného polynomu je takzvaná kořenová vlastnost.

Jedná se o měřeńı počtu kořen̊u polynomu modulo malá prvoč́ısla. Zaj́ımá nás př́ınos

polynomu v̊uči r̊uzným prvoč́ısl̊um menš́ım než zvolená mez B. Takové polynomy

dávaj́ı potom v́ıce hladkých výstup̊u a tedy relaćı. Nalézáńı takových hodnot pak

vycháźı lépe, než volby náhodných č́ısel. Tato vlastnost se ukazuje být měřitelná.

Poṕı̌seme postup podle Murphyho [5].

Poznámka 4.3.4. Pro celá č́ısla je p-valuace nejvyšš́ı mocnina prvoč́ısla p, které

děĺı dané celé č́ıslo. Budeme ji dále značit vp.

Požadujeme, aby hodnota F (a, b) byla s dobrou pravděpodobnost́ı B-hladká.

Nav́ıc je vhodné, aby polynom F (x, y) měl mnoho nesoudělných kořen̊u modulo

malá prvoč́ısla. Uvažujme pouze prvoč́ısla p menš́ı než zvolená mez B.

Středńı hodnotou pro p-valuace F (a, b), označme ji E(vp(F (a, b))), je v dis-

krétńım př́ıpadě vážený pr̊uměr. Uvažujme náhodnou nesoudělnou dvojici (a, b) z

předem zvolené prosévaćı oblasti I. Pro B-hladké F (a, b) plat́ı

log(F (a, b)) ≈
∑

p≤B

E (vp(F (a, b))) log(p).
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Necht’ počet kořen̊u homogenńıho polynomu F (x, y) modulo p na prosévaćı oblasti I

je roven qp. Pro speciálńı prvoč́ısla p (definována v sekci 2.5) plat́ı následuj́ıćı. Pro

homogenńı polynom F na jeho definičńım oboru

E(vp(F )) ≈
∑

(a,b)∈I vp(F (a, b))

c
, pro vhodné c ≤ |{F (a, b); (a, b) ∈ I}|.

Pro nespeciálńı prvoč́ısla p ≤ B uvažujme př́ıpady, kdy máme kořeny F modulo pk.

Počet takových kořen̊u je pk + pk−1, jak ukazuje Bai v článku [6] pomoćı afinńıho

a projektivńıho prostoru. Pravděpodobnost, že náhodná nesoudělná dvojice (a, b) z

prosévaćı oblasti je t́ımto kořenem, je 1
pk+pk−1 . T́ım źıskáváme, že

E(vp(F )) =
∞∑

k=1

qp
pk−1(p+ 1)

=
pqp

p2 − 1
.

Podle těchto pozorováńı je určena Murphyho α(F ) funkce, kterou definujeme

podle [5]. Funkce α(F ) slouž́ı k ohodnoceńı polynomů podle rozložeńı jejich funkč-

ńıch hodnot.

α(F ) =
∑

p≤B

(1− (p− 1)E(vp(F )))
log p

p− 1

=
∑

p≤B

(
1− pqp

p+ 1

)
log p

p− 1
.

Č́ım menš́ı hodnotu má tato funkce, t́ım je polynom lepš́ı pro hledáńı relaćı. Hodnota

α(F ) bývá často záporná, protože požadujeme, aby F (x, y) mělo v́ıc než jeden kořen.

Myšlenkou α(F ) funkce je porovnáńı náhodného č́ısla a funkčńıch hodnot polynomu

F . Funkčńı hodnoty dobrého homogenńıho polynomu F (x, y) se chovaj́ı podobně,

jako náhodná č́ısla o velikosti F (x, y)eα(F ).

4.3.3 Murphyho E funkce

Murphy v [5] také přicháźı s daľśım zaj́ımavým zp̊usobem, jak ohodnotit nalezené

polynomy. Doporučuje pro malý počet nejlepš́ıch kandidát̊u na polynomy f1 a f2
použ́ıt následuj́ıćı ohodnoceńı, které budeme dále nazývat Murphyho E funkce.

Mějme dvojici polynomů f1 a f2 a zkoseńı s. Uvažujme jejich homogenńı verze

F1 a F2 na eliptické prosévaćı oblasti tvaru

x =
√
s cos θ,
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y =
1√
s
sin θ,

kde θ ∈ [0, π]. Tuto oblast uniformě rozdělme na K část́ı. Podoblasti určeme θi, kde

1 ≤ i ≤ K. Mějme j = 1, 2 a uvažujme meze pro B-hladkost BFj
. Položme

uFj
(θi) =

log |Fj(
√
s cos θi,

1√
s
sin θ) + α(Fj)|

logBFj

.

Hodnotu α(F2), kde degF2 = 2, lze aproximovat na konstantu 0, 56996, jak dokazuj́ı

R. Barbulescu, A. Lachand v [8], Proposition 3.2.

Pomoćı Dickmanovy funkce ρ je definována Murphyho E funkce

E(F1, F2) =
K∑

i=1

ρ(uF1(θi))ρ(uF2(θi)).

Tato funkce dává měřitelné ohodnoceńı dvojice polynomů. Obecně neńı nutné

uvažovat pouze eliptickou oblast pro dosazené hodnoty xi a yi. Heuristicky, funkce

E za pomoci funkce ρ aproximuje počet relaćı nalezených polynomy f1 a f2 na

dané prosévaćı oblasti. Důvod je takový, že E(F1, F2) lze uvažovat jako aproximaci

integrálu uvedeného na začátku sekce 4.3.1 Hodnoceńı koeficient̊u.

Murphyho E funkce je v současnosti považována za spolehlivé ohodnoceńı po-

lynomů bez testovaćıho proséváńı [7].
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Kapitola 5

Generováńı polynomů

Volit polynomy pro č́ıselné śıto náhodně neńı optimálńım řešeńım. Prosévaćı fáze

pak nemuśı dávat dobré relace, nebo je hledá s výrazně vyšš́ı složitost́ı, jak časovou

tak i pamět’ovou. Existuj́ı r̊uzné metody, pomoćı kterých źıskáme polynomy s mno-

hem lepš́ımi vlastnostmi a tedy i větš́ı efektivitou celého daľśıho proséváńı. Ćılem

této kapitoly je popsat algoritmy, považované v současnosti za nejefektivněǰśı. Po-

sledńı uvedený algoritmus byl také naprogramován a jeho implementace je popsána

i v následuj́ıćı kapitole.

Mějme přirozené č́ıslo N , které neńı prvoč́ıslo. Předpokládejme dále, že se jedná

o č́ıslo složené z velkých prvoč́ısel. V této kapitole se budeme věnovat vygenerováńı

dvou ireducibilńıch nesoudělných polynomů ze Z[x], které splňuj́ı

f1(m) ≡ f2(m) ≡ 0 (mod N) , kde m ∈ Z.

Vždy předpokládáme, že koeficienty každého polynomu jsou nesoudělné. V opačném

př́ıpadě bychom celý polynom zkrátili společným dělitelem koeficient̊u. Původně

bylo požadováno i to, aby polynomy byly monické, ale tato podmı́nka neńı nutná,

jak ukážeme v sekci 5.2 o nemonických polynomech. Nav́ıc nám nemoničnost umožńı

zmenšit polynomy a t́ım i zefektivnit algoritmus.

V současné době jsou nejv́ıce použ́ıvány metody, kdy generujeme polynom f2
lineárńı a polynom f1 stupně nejvýše 8. Dosud nebyl nalezen algoritmus, který

by dával vhodné polynomy vyšš́ıch stupň̊u než 8. Experimentálně nebylo zjǐstěno

zlepšeńı při volbě vyšš́ıch exponent̊u užit́ım známých metod generováńı polynomů.

Polynom f2 nemuśı být nutně lineárńı. Williams uvažuje v [22] užit́ı dvou kva-

dratických, nebo dvou kubických polynomů. Prest a Zimmermann zkoumaj́ı užit́ı
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dvou polynomů stejného stupně v [23]. Takovým metodám se ale nebudeme v této

práci v́ıce zabývat.

Začneme u základńıho algoritmu na generováńı polynomů, potom poṕı̌seme daľśı

složitěǰśı postupy.

5.1 m-adický rozvoj

Nejjednodušš́ı metodou k nalezeńı polynomů, splňuj́ıćıch požadavky, je metoda

zvaná m-adický rozvoj. Jedná se o rozklad faktorizovaného č́ısla N na násobky

mocnin předem zvoleného č́ısla m ∈ N, které budeme dále uvažovat jako kořen pro

oba polynomy modulo N . Začněme s prvńım polynomem f1. Mějme rozvoj

N =
d∑

i=0

aim
i,

pro 0 ≤ ai ≤ m− 1. Prvńı polynom pak může být tvaru f1(x) =
∑d

i=0 aix
i.

Druhý polynom f2 zvoĺıme jako minimálńı polynom m v Z[x]. T́ımto je tvaru

f2(x) = x−m. Pak již jistě plat́ı základńı podmı́nka společného kořene modulo N

f1(m) ≡ f2(m) (mod N) ,

kde m ∈ N. Přitom jsou oba polynomy nesoudělné.

Prvńı polynom f1 lze dále upravit. Neńı nutné použ́ıvat pouze kladné koeficienty.

Můžeme je tedy zmenšit, pokud budeme uvažovat i záporné koeficienty. Polynomy

s velkým vedoućım koeficientem ad nedávaj́ı dobré výsledky. Uvažujme ad <
m
2
.

Ostatńı koeficienty ai, jsou-li větš́ı než
m
2
, uprav́ıme následovně:

• zmenš́ıme ai na ai −m,

• zvětš́ıme ai+1 na ai+1 + 1.

Tento posun neprovád́ıme s vedoućım koeficientem i kdyby nastalo ad > m
2
,

abychom nezvětšili stupeň polynomu. Je však běžné volit m takové, aby bylo ad
relativně malé. V př́ıpadě monického polynomu neměńıme ani následuj́ıćı koefici-

ent ad−1, aby neporušil moničnost. Uvažujme prozat́ım pouze monické polynomy.

Nemonickým polynomům se budeme věnovat později.
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Č́ıselná tělesa jsou v tomto př́ıpadě tvaru K1 = Q(α1) pro monický polynom f1
s kořenem α1 ∈ C a K2 = Q pro polynom f2(x) = x − m, kde m ∈ N. Veškeré

výpočty pro hledané relace (a, b) budou v K2 prob́ıhat jako rozklady na prvoč́ısla

a jednotku −1. Důvod je takový, že normy prvk̊u z OK2 = Z jsou rovny hodnotě

generuj́ıćıho prvku ideálu. Tedy N2(a− bm) = |a− bm|.

Vstupem m-adického generováńı polynomů jsou přirozená č́ısla N a m. Volbou

č́ısla m voĺıme i stupeň polynomu deg(f1) = d. Chceme-li nejprve určit stupeň d,

je třeba volitm ≈ d
√
N pro monický polynom am ≈ d+1

√
N pro nemonický polynom.

Polynomy nalezené pouze m-adickým rozkladem sice postačuj́ı, ale nemaj́ı tak

dobré vlastnosti. Č́ıselné śıto s nimi pracuje pomaleji, než s polynomy z kom-

plexněǰśıch metod, které vycházej́ı z tohoto základńıho zp̊usobu generováńı poly-

nomů.

5.2 Užit́ı nemonických polynomů

Ukažme, jak pro algoritmus č́ıselného śıta využ́ıt i nemonické polynomy. Necht’

f(x) ∈ Z[x] je nemonický polynom stupně d ireducibilńı nad Z[x]. Potom již jeho

kořen α ∈ C neńı celistvý nad Z. Těleso Q(α) je nadtěleso konečného stupně tělesa

Q. Tedy se stále jedná o č́ıselné těleso. Označme ho opět K. Již však okamžitě

neplat́ı, že α ∈ OK . Pro normy hlavńıch ideál̊u z okruhu algebraických celých č́ısel

OK neńı splněna podmı́nka pro tvrzeńı 4.1.2. Ukažme, jak tento problém vyřešit.

Ireducibilńı polynom f(x) =
∑d

i=0 aix
i převedeme na monický polynom, protože

takto źıskáme zpět jeho vlastnosti pro výpočet normy. Jak ukážeme v této sekci,

budeme ale poč́ıtat s p̊uvodńım nemonickým polynomem, protože má lepš́ı vlast-

nosti. Polynom f(x) vynásob́ıme prvkem ad−1
d . Jeho proměnou x převedeme na x

ad
.

T́ım źıskáme upravený polynom

f̃(x) = ad−1
d f

(
x

ad

)
= xd +

d−1∑

i=0

aidaix
i.

Máme monický ireducibilńı polynom f̃(x) ∈ Z[x]. Jeho kořenem je β = adα, kde

v́ıme, že ad ∈ Z. Kořeny polynomu f̃ jsou celistvé nad Z. Tedy β ∈ K je algebraické

celé č́ıslo. Č́ıselné těleso K = Q(α) lze také zapsat ve tvaru Q(β), protože ad
−1 ∈ Q.
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Pro a, b ∈ Z je (a − bα) lomený ideál okruhu OK . Podle tvrzeńı 2.4.5 v́ıme, že

OK je Dedekind̊uv obor. Tvrzeńı 2.4.10 ř́ıká, že v Dedekindově oboru i pro lomené

ideály existuje jednoznačný rozklad na prvoideály v celoč́ıselných mocninách. Lo-

mený ideál (a−bα) lze tedy stále jednoznačně rozložit. Nevypláćı se úplně přej́ıt na

výpočet norem těchto ideál̊u pomoćı polynomu f̃(x). Koeficienty polynomu f̃(x) se

mohou výrazně změnit oproti koeficient̊um f(x), což se v praxi stává běžně. T́ım

se výrazně měńı jak kořenové, tak velikostńı vlastnosti. Normu lomených ideál̊u

budeme poč́ıtat pomoćı p̊uvodńıho polynomu. To je možné s následuj́ıćı úpravou.

F (x, y) = ydf

(
x

y

)
= a1−d

d ydf̃

(
adx

y

)
= a1−d

d F̃ (adx, y).

Lomený ideál (a−bα) lze zapsat jako součin hlavńıho lomeného ideálu generovaného

celým č́ıslem a ideálu Dedekindova oboru OK .

(a− bα) = (ad)
−1(ada− bβ)

Dı́ky těmto dvěma úvahám a tvrzeńım 2.3.7, 2.4.13 a 4.1.2 lze již př́ımo zjistit

normu hlavńıho lomeného ideálu Dedekindova oboru OK následovně.

N ((a− bα)) = N
(
a−1
d (ada− bβ)

)
= N

(
(ad)

−1(ada− bβ)
)

= N
(
(ad)

−1
)
N ((ada− bβ)) =

∣∣∣a−d
d F̃ (ada, b)

∣∣∣
=
∣∣a−1

d F (a, b)
∣∣

Použit́ı nemonických polynomů ovlivńı výrazně prosévaćı fázi, ale také sestaveńı

matice. Při proséváńı stač́ı uvažovat pouze hodnoty F (a, b) pro určeńı vhodných

relaćı, které zařad́ıme do množiny ζ. Tyto relace však nereprezentuj́ı hlavńı ideály

(a − bβ), ale hlavńı lomené ideály (a − bα). Při sestavováńı matice je pak třeba

uvážit i prvoideály, které patř́ı do jednoznačného rozkladu lomeného ideálu (ad)
−1

v OK . Je podstatné nezanedbat tyto lomené ideály pro správné spárováńı prvoideál̊u

z rozklad̊u všech ideál̊u generovaných relacemi ze ζ. Pokud bychom je zanedbali,

mohlo by se stát, že pro vybrané dvojice (a, b) źıskáme čtverec
∏

(ada− bβ), ale∏
(ad)

−1 čtvercem nebude. Chceme, aby
∏

(a− bα) byl čtverec pro vhodný výběr

relaćı (a, b) ze ζ. Řešeńım je např́ıklad uvažovat pouze takové výběry dvojic (a, b),

které maj́ı sudý počet prvk̊u. Každý lomený ideál (a − bα) obsahuje (ad)
−1 a při

sudém počtu takových lomených ideál̊u nastane i spárováńı prvoideál̊u s lichým

exponentem z rozkladu všech (ad)
−1. Vı́ce se této problematice věnuje [1].
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Při generováńı polynomů bývá běžný postup zvolit nejprve stupeň polynomu

a pak vedoućı koeficient. Podle nich jsou dále voleny daľśı koeficienty polynomu.

Některé hodnoty koeficientu ad nemuśı dávat dobré polynomy. Je vhodné nevo-

lit vedoućı koeficient ad až př́ılǐs velký. Prvńım krokem algoritmu bývá nastaveńı

(většinou navýšeńı) ad na vhodnou hodnotu, ke které bývá sestaven zbytek poly-

nomu. Takto je vygenerováno v́ıce polynomů, které jsou pak porovnány metodami

popsanými v sekćıch 4.3.2 a 4.3.3. Z nich je vybrán vhodný polynom pro daľśı fáze.

5.3 (m, p)-adický rozvoj

Možnou variantou m-adického rozvoje je metoda (m, p)-adického rozvoje č́ısla N ,

kde m, p ∈ N. Uvažujme v této sekci p jako prvoč́ıslo. Tento požadavek neńı nutný.

V nověǰśıch metodách se jedná o součin pár prvoč́ısel. Metody postavené na (m, p)-

adickém rozvoji hledaj́ı hodnotym a p v́ıce sofistikovaně. Volbou těchto hodnot také

urč́ıme, zda bude polynom f1 monický. Druhý polynom budeme uvažovat lineárńı

a nemonický tvaru f2(x) = px−m.

Při źıskáváńı polynomu f1 postupujeme analogicky jako v m-adické metodě.

Zjist́ıme všechny koeficienty aj pro rozklad

N =
d∑

j=0

ajm
jpd−j.

Tyto koeficienty využijeme jako koeficienty polynomu f1(x) =
∑d

j=0 ajx
j. Plat́ı, že

pdf1

(
m

p

)
= N.

Společný kořen obou nemonických polynomů modulo N je tvaru mp−1 (mod N) a

budeme ho také značit m
p
. T́ım modifikujeme jeden ze základńıch požadavk̊u na

generované polynomy. Požadavek na kořen obou polynomů oslab́ıme z celých č́ısel

pouze na č́ısla racionálńı. Potřebujeme, aby existoval prvek p−1 moduloN . Pokud by

takový prvek neexistoval, źıskali jsme netriviálńıho dělitele N , což přesně chceme.

Předpokládejme dále, že p−1 modulo N existuje. V praxi hledáme takové p, aby

byl jeho inverzńı prvek modulo N rychle nalezitelný. Podle toho také uprav́ıme

homomorfizmy ϕi : Z[αi] → ZN , kde i = 1, 2, na ϕi(αi) = mp−1 (mod N).

Mějme zvolená č́ısla m a p. Daľśım krokem bývá zvolit vedoućı koeficient ad
a zač́ıt generovat polynom f1. Předt́ım, než začneme takový polynom generovat,
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je třeba otestovat, zda má kombinace m, p, ad řešeńı. Chceme źıskat rozklad N =∑d
j=0 ajm

jpd−j a podle něj ireducibilńı polynom f1(x) =
∑d

j=0 ajx
j s kořenemmp−1

modulo N . Pokud p a ad maj́ı společného dělitele větš́ıho než 1, nejsou koeficienty

polynomu f1 nesoudělné. Takovému př́ıpadu se chceme vyhnout.

Mějme p ∈ Z prvoč́ıslo takové, že p < ad. Předpokládejme, že p neděĺı ad.

Vedoućı koeficient polynomu pdf
(

x
p

)
neńı dělitelný p, ale všechny ostatńı členy

jsou. Potom

pdf

(
x

p

)
≡ adx

d (mod p) .

Dosad́ıme-li m za x źıskáme: N ≡ adm
d (mod p). Pokud tato kongruence nemá

řešeńı, ireducibilńı polynom f1 s kořenem m modulo p neexistuje.

Pro p neprvoč́ıselné, je třeba, aby uvedené kongruence měly řešeńı pro všechny

jeho prvoč́ıselné dělitele.

Ukažme, jak vygenerovat vhodný nemonický polynom pomoćı (m, p)-adického

rozkladu. Pro zvolené m ∈ N a prvoč́ıslo p hledáme rozklad N =
∑d

i=0 aim
ipd−i.

Definujeme nejprve pomocné rekurzivńı parametry:

• rd = N ,

• ri =
ri+1−ai+1m

i+1

p
pro i = d− 1 . . . , 0.

Při této definici plat́ı pro i = d− 1, . . . , 0, že

N =
d∑

j=i+1

(ajm
jpd−j) + rip

d−i.

Jednotlivé koeficienty ai źıskáme tak, aby byla splněna kongruence pro celoč́ıselnost

pomocných hodnot ri ≡ aim
i (mod p) . Definujeme je pro vhodná 0 ≤ qi < p

následovně

ai =
ri
mi

+ qi ∈ Z.

Vyjádřeme ri z rozvoje č́ısla N . Pro všechna i = 0, . . . , d máme

rip
d−i = N −

d∑

j=i+1

ajm
jpd−j,

ri =
i∑

j=0

ajm
jpi−j.
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Polynom f1 źıskáme jako vyjádřeńı parametru rd
p
. Pak f1(x) =

∑d
j=0 ajx

j s kořenem

x = m
p
.

Při (m, p)-adickém generováńı polynomů voĺıme vedoućı koeficient z určité ob-

lasti, tedy dokážeme určit jeho maximálńı velikost. Máme-li pevně zvolený vedoućı

koeficient ad, stupeň polynomu deg f(x) = d a kořen m
p
, dovedeme určit mez pro

velikosti ostatńıch koeficient̊u.

Tvrzeńı 5.3.1. Mějme N, d ∈ N a prvoč́ısla ad > p ∈ N. Dále mějme m̃ = d

√
N
ad

reálné a m celé tak, že m ≥ m̃ a N ≡ adm
d (mod p) má řešeńı. Potom existuje

polynom f(x) =
∑d

i=0 aix
i takový, že plat́ı pdf

(
m
p

)
= N a jeho koeficienty jsou

omezeny následovně:

• |ad−1| < p+ dad
m−m̃

p
,

• |ai| < p+m pro i = 0, . . . , d− 2.

D̊ukaz. Existenci takového polynomu jsme právě ukázali při popisu generováńı po-

mocnými parametry ri pro i = d, . . . , 0.

Máme pevně zvolené ad a m. Ostatńı koeficienty polynomu máme definovány,

podle zp̊usobu konstrukce ai =
ri
mi + qi, kde 0 ≤ qi < p.

Pod́ıvejme se na omezeńı druhého koeficientu ad−1. Plat́ı

|rd−1| =
1

p

∣∣N − adm
d
∣∣ = 1

p

∣∣adm̃d − adm
d
∣∣ = ad

p

∣∣m̃d −md
∣∣ < ad

p
(m− m̃)dmd−1

Použijeme-li trojúhelńıkovou nerovnost źıskáme

|ad−1| =
∣∣∣ rd−1

md−1
+ qd−1

∣∣∣ ≤
∣∣∣ rd−1

md−1

∣∣∣+ |qd−1| .

Slož́ıme-li obě nerovnosti dohromady spolu s qd−1 < p, źıskáme:

|ad−1|md−1 − |qd−1|md−1 = |rd−1| <
ad
p
(m− m̃)dmd−1

|ad−1| <
ad
p
(m− m̃)d+ p.

Omezeńı koeficient̊u ai pro i = 0, . . . , d− 2 dokážeme obdobně

|ri−1| =
1

p

∣∣ri − aim
i
∣∣ = 1

p

∣∣∣ri − (
ri
mi

+ qi)m
i
∣∣∣ = qim

i

p
< mi,

|ai| =
∣∣∣ ri
mi

+ qi

∣∣∣ < m+ qi < m+ p.
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5.4 Montgomery - Murphyho algoritmus

Popǐsme algoritmus Montgomery - Murphyho, ze kterého dále vycháźı dnes nej-

použ́ıvaněǰśı algoritmy. Tento postup dává ireducibilńı polynomy se společným

kořenem m modulo N . Výsledné polynomy jsou tvaru f1(x) =
∑d

i=0 aix
i a f2(x) =

x−m, kde m, a0, . . . , ad ∈ Z. Výsledný polynom f1 nebývá monický.

Uvažujme mez k ∈ N pro vedoućı koeficient. Ten nejprve inicializujeme ad = 0.

Postupně hodnotu ad navyšujeme až do chv́ıle, kdy překroč́ıme mez k. T́ım ukonč́ıme

generováńı polynomů. Ke každé hodnotě ad hledáme ireducibilńı polynom s malými

koeficienty. Pokud nevycházej́ı malé, pro dané ad, negenerujeme celý polynom. Z na-

lezených polynomů vybereme vhodné kandidáty na polynom f1 podle kritéríı po-

psaných v předchoźı kapitole.

Vždy, když zvoĺıme nové ad, sestav́ıme podle něj m =
⌊

d

√
N
ad

⌋
. Pak spočteme

následuj́ıćı dva koeficienty ad−1 a ad−2 pomoćı m-adického rozvoje č́ısla N . Pokud

nejsou tyto dva koeficienty dostatečně malé, zvolené ad nevede k vhodnému poly-

nomu. Takový polynom nebudeme dále generovat. Pokud ale ad−1 a ad−2 vyhovuj́ı,

pokračujeme jako v m-adické metodě a sestav́ıme celý polynom f1(x) =
∑d

i=0 aix
i.

T́ımto Montgomery - Murphyho algoritmus nekonč́ı. Daľśım krokem je optima-

lizace nalezených polynomů. Murphy přicháźı se dvěma metodami:

• Translace, nebo-li posunut́ı kořene polynomu. fi,new(x) = fi(x + t), kde i =

1, 2 a t ∈ N. Tato metoda má vliv pouze na velikost polynomu. Měńı jeho

koeficienty, ale neměńıme kořenové vlastnosti při lineárńı změně kořene o t

nepř́ılǐs velké.

• Rotace, nebo-li přičteńı násobku druhého polynomu k prvńımu. Nový poly-

nom tedy źıskáme t́ımto zp̊usobem f1,new(x) = f1(x) + c(x)f2(x), kde poly-

nom c(x) ∈ Z[x] je menš́ıho stupně než polynom f1(x). V praxi bývá stupně

nejvýše 2. Kořen f1(x) z̊ustane stejný, ale změńıme jak velikosti koeficient̊u,

tak i kořenové vlastnosti.

Užit́ım těchto dvou metod uprav́ıme velikosti polynomů tak, aby měly lepš́ı

normu. Proto také tyto metody využ́ıvaj́ı i daľśı algoritmy pro generováńı polynomů.

Detailněǰśım popisem Montgomery - Murphyho algoritmu se již zabývá [1], př́ıpadně

př́ımo Murphyho práce [5].
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5.5 Kleinjung̊uv prvńı algoritmus

Kleinjung popsal v [3] algoritmus na generováńı polynomů, který budeme dále

nazývat Kleinjung̊uv prvńı algoritmus. Jedná se (m, p)-adickou metodu na výpočet

polynomu f1. Polynom f2 bude lineárńı, proto o něm nebudeme v́ıce hovořit. Hod-

noty m a p spočteme tak, že t́ım źıskáme omezeńı všech koeficient̊u polynomu a že

plat́ı N ≡ adm
d (mod p), potřebné pro (m, p)-adickou metodu.

Podle velikosti č́ısla N zvoĺıme stupeň polynomu d. Postupně voĺıme vedoućı

koeficient ad, podle kterého źıskáme m, p a daľśı koeficienty polynomu. Pevně zvo-

lené ad a d považujme v daľśıch úvahách jako konstanty. Prvńı urč́ıme předběžný

kořen m̃ = d

√
N
ad
, ponechaný v reálném tvaru. Konečný celoč́ıselný kořen m urč́ıme

až později. Nebude řádově jinde než m̃. Stejně tak posledńı dva koeficienty a0 a a1
budou nejvýše řádově o velikosti m̃.

Popǐsme úvahy pro omezeńım zkoseńı a koeficient̊u polynomu. Uvažujme sup-

normu polynomu, uvedenou v sekci 4.3.1. Pokud za s z definice dosad́ıme zkoseńı

prosévaćı oblasti I, źıskáváme sup-normou informace o relativńı velikosti koeficient̊u

při použ́ıváńı hodnot z oblasti I. Zvolme mez M pro sup-normu jako d+1
√
N , nebo

d
√
N v př́ıpadě monického polynomu. Větš́ı mez je zbytečně velká, protože daný

polynom by pak měl obor hodnot př́ılǐs rozsáhlý. Menš́ı mez by naopak nemusela

vést k dostatečným polynomům, pokrývaj́ıćı dělitele bĺızké odmocnině z N . Jeden

z dělitel̊u č́ısla N je menš́ı nebo roven jeho odmocnině.

Jak zvolit správně hodnotu zkoseńı s, pomáhaj́ı určit následuj́ı dvě tvrzeńı.

Uvažujme dále, že polynom f1 má nejmenš́ı vedoućı koeficient ad, daľśı koeficienty

pak již větš́ı a největš́ı posledńı dva koeficienty, které řádově nepřesahuj́ı m̃.

Tvrzeńı 5.5.1. Mějme č́ıslo N a mez M ∈ N, zkoseńı s ∈ R+ zvolené prosévaćı

oblasti a polynom f1(x) =
∑d

i=0 aix
i ∈ Z[x], pro který plat́ı sup (f1, s) = M . Necht’

Dále mějme odhad velkosti kořene m̃ = d

√
N
ad
. Potom plat́ı

s ≥
(
m̃

M

) 2
d−2

.

D̊ukaz. Mějme polynom f1 s koeficienty podle požadavk̊u v této sekci a mez pro

sup-normu

M ≥ sup (f1, s) = max
0≤i≤d

∣∣∣aisi−
d
2

∣∣∣.
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Pro omezeńı zdola použijeme vlastnost, že k nejhorš́ım př́ıpad̊um vygenerovaných

polynomů patř́ı, pokud nastane |a1| ≈ m̃. Vı́me, že sup-norma polynomu má být

menš́ı než mezM a to i v př́ıpadě, kdy maximum nastává právě pro hodnotu i = 1.

M ≥
∣∣∣a1s1−

d
2

∣∣∣

V př́ıpadě pro |a1| odpov́ıdá přibližně velikost́ı m̃ máme

M

m̃
≥ s1−

d
2 ,

sd−2 ≥
(
m̃

M

)2

,

s ≥
(
m̃

M

) 2
d−2

.

Tvrzeńı 5.5.2. Mějme č́ıslo N a mez M ∈ N, zkoseńı s ∈ R+ zvolené prosévaćı

oblasti a polynom f1(x) =
∑d

i=0 aix
i ∈ Z[x], pro který plat́ı sup (f1, s) = M . Dále

mějme odhad velkosti kořene m̃ = d

√
N
ad
. Necht’ nastává maximum sup-normy v j-té

souřadnici. Potom plat́ı

s ≤
(
M

|aj|

) 2
2j−d

.

D̊ukaz. Mějme polynom f1 s koeficienty podle požadavk̊u v této sekci a mez pro

sup-normu

M ≥ sup (f1, s) = max
0≤i≤d

∣∣∣aisi−
d
2

∣∣∣.

Necht’ maximum nastává právě pro 0 ≤ i = j ≤ d, pak máme

M ≥
∣∣∣ajsj−

d
2

∣∣∣,
M

|aj|
≥ sj−

d
2 .

T́ım okamžitě źıskáme omezeńı shora pro zkoseńı tvaru

(
M

|aj|

) 2
2j−d

≥ s.
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T́ım jsme určili omezeńı shora i zdola pro zkoseńı s pro polynomy generované

tak, aby jejich koeficienty splňovaly výše uvedené požadavky. Dı́ky těmto omezeńım

dokážeme určit omezeńı pro daľśı koeficienty polynomu. Pro každý index i = d, . . . , 0

máme omezeńı pro ai shora.

Tvrzeńı 5.5.3. Mějme mez M ∈ Z, zkoseńı s ∈ R+ zvolené prosévaćı oblasti a

polynom f(x) =
∑d

i=0 aix
i ∈ Z[x], pro který plat́ı sup (f, s) = M . Předpokládejme,

že sup-norma nabývá svého maxima vždy právě pro koeficient, pro který hledáme

omezeńı. Pak plat́ı

• |ai| ≤M
((

M
m̃

) 2
d−2

) d
2
−i

=: ai,max pro 0 ≤ i < d.

Nav́ıc plat́ı:

• |ad| ≤
(

M2d−2

N

) 1
d−3

=: ad,max.

D̊ukaz. Podle tvrzeńı 5.5.1 a 5.5.2 o omezeńı pro zkoseńı s dostaneme mez pro

vedoućı koeficienty polynomu. Necht’ maximum pro sup-normu nastává v j-té sou-

řadnici.

(
m̃

M

) 2
d−2

≤
(
M

|aj|

) 2
2j−d

,

|aj| ≤M

(
M

m̃

) 2j−d

d−2

= aj,max pro 0 ≤ j < d.

Uvažujme, že pro každý koeficient ai existuje možnost zvýšit ho na |a′i| > |ai|, kdy
již nastává maximum sup-normy. Mějme tedy zvlášt’ pro každý koeficient takový

př́ıpad. T́ım již źıskáme omezeńı nejen pro index j.

Rozlǐsme nyńı př́ıpad i = d. Vzhledem k tomu, že m̃ = d

√
N
ad
, źıskáme omezeńı

|ad| ≤M
2d−2
d−2

( |ad|
N

) 2d−d
d(d−2)

|ad|d−2−1 ≤ M2d−2

N

|ad| ≤
(
M2d−2

N

) 1
d−3

= ad,max.
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Přejděme k úvahám v Kleinjungově prvńım algoritmu, které vedou k źıskáńım a

p. Jedná se převážně o heuristické úvahy. Zavedeme pomocné hodnoty. Máme stále

podmı́nku, že existuje řešeńı pro N ≡ adx
d (mod p), jak jsme popsali v sekci 5.2

o použit́ı nemonických polynomů. Již neuvažujme vlastnost, že pmuśı být prvoč́ıslo.

Zvolme p ≤ ad−1,max jako součin r̊uzných malých prvoč́ısel p =
∏l

i=1 pi, pro která

plat́ı pi ≡ 1 (mod d). Vzhledem k tomu, že hledáme dělitele č́ısla N můžeme

předpokládat gcd(N, p) = 1. V opačném př́ıpadě bychom źıskali netriviálńıho děli-

tele č́ısla N , které chceme rozkládat.

Tvrzeńı 5.5.4. Necht’ N, d, ad, p ∈ N tak, že p =
∏l

i=1 pi, kde p1, . . . , pl jsou

navzájem r̊uzná malá prvoč́ısla, pro která plat́ı pi ≡ 1 (mod d). Potom kongruence

N ≡ adx
d (mod p) bud’ nemá řešeńı, nebo jich má dl pro 0 ≤ x < p.

D̊ukaz. Nejprve ukažme proč N ≡ adx
d (mod pi) má právě d nebo 0 řešeńı. Pokud

plat́ı gcd(p, adN) = 1, pak rovnice má řešeńı. V opačném př́ıpadě nemá řešeńı.

Uvažujme tedy pouze př́ıpad, kdy kongruence má řešeńı. Pak plat́ı gcd(pi, adN) = 1

pro všechna i = 1, . . . , l. V takovém př́ıpadě existuje r ∈ Z, že gcd(pi, r) = 1 a plat́ı

radN ≡ 1 (mod pi) .

Nav́ıc plat́ı gcd(pi, ad) = 1. Dosad’me vyjádřeńı N ≡ adx
d (mod pi) a źıskáme

ra2dx
d ≡ 1 (mod pi) .

Pro řešeńı kongruence plat́ı gcd(xd, pi) = 1. Nastavme řešeńı x pro kongruenci

N ≡ adx
d (mod pi) ve tvaru

x = c
∏

j 6=i

pj, c ∈ Z, gcd(pi, c) = 1.

Počet řešeńı je určen počtem možných c, aby stále platilo x < p, tedy c < pi o

kterém v́ıme, že pi ≡ 1 (mod d) . Zřejmě pi jsou prvoč́ısla a tedy pi > d. Kongruence

pi ≡ 1 (mod d) zp̊usobuje, že počet možných c je pak roven právě d v Zpi [x].

Řešeńı pro každé pi neńı řešeńım pro pj, kde i 6= j. Tedy kongruence N ≡
adx

d (mod p) má dl řešeńı.

Dále předpokládejme pouze př́ıpad, kdy řešeńı kongruence N ≡ adx
d (mod p)

existuj́ı. Potom tato řešeńı můžeme zapsat jako součet řešeńı hodnot xi,µi
pro jed-

notlivá pi, kde 1 ≤ i ≤ l a µ = (µ1, . . . , µl) ∈ {1, . . . , d}l,

xµ =
l∑

i=1

xi,µi
.

51



Plat́ı, že p
pi
|xi,µi

, a má tedy cenu uvažovat pouze 0 ≤ xi,µi
< p.

Posuňme řešeńı xµ k m̃. Vezměmem0 ∈ N bĺızko m̃, takové, že p děĺım0. Zvolme

např́ıklad nejmenš́ı možné m0 > m̃. Pro řešeńı kongruence N ≡ adx
d (mod p) bĺızká

m̃ pak plat́ı

mµ = m0 + xµ =
l∑

i=1

mi,µi
.

Členy mi,µi
pro 1 = 2, . . . , l voĺıme tak, že polož́ıme

• m1,µ1 = m0 + x1,µ1 a

• mi,µi
= xi,µi

pro 1 < i ≤ l.

Nyńı se budeme věnovat druhému největš́ımu koeficientu ad−1. Najdeme po-

mocný koeficient ad−1,µ pro rozklad č́ısla N . Mějme dané p a m0 + xµ. Definujme

pomocné hodnoty 0 ≤ ei,j ≤ d− 1, kde i = 1, . . . , l a j = 1, . . . , d, takto:

• e1,j ≡ ad−1,(j,1,...,1) (mod p) ,

• ei,1 = 0 pro i > 1,

• ei,j ≡ ad−1,(1,...,1,j,1,...,1) − ad−1,(1,...,1) (mod p) pro i > 1, j > 1, kde v koeficientu

ad−1,(1,...,1,j,1,...,1) se j nacháźı na i-tém mı́stě vektoru.

Empiricky se při implementaćıch ukazuje, že je vhodné volit ei,j právě takto.

Protože t́ım źıskáme:

ad−1,µ =
l∑

i=1

ei,µi

splňuj́ıćı

ad−1,µm
d−1
µ ≡ N − adm

d
µ

p
(mod p) .

Tedy uvedené ad−1,µ lze použ́ıt pro (m, p)-adický rozklad N podle kořene mµ a

parametru p. Nav́ıc z uvedené kongruence je možné určit pomocná ei,j (mod p) pro

pevně zvolené ad−1,µ, jak jsme je definovali výše. Tato ei,j nejsou definována jedno-

značně. To však neńı pro implementaci potřeba.
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Zvolme dva vektory µ a µ
′ z {1, . . . , d}l, které se lǐśı pouze v jediné souřadnici.

Necht’ se jedná o i-tou souřadnici. Pak plat́ı:

ad−1,µ − ad−1,µ′ =
l∑

i=1

ei,µi
−

l∑

i=1

ei,µ′

i
= ei,µi

− ei,µ′

i
.

Dále definujme µ̃ ∈ {1, . . . , d}l, které naopak má s µ stejnou pouze i-tou

souřadnici a ve všech ostatńıch souřadnićıch se lǐśı. Tedy pro dané i máme µi =

µ̃i 6= µ
′
i a naopak µj = µ

′
j 6= µ̃j pro ostatńı koeficienty j 6= i, kde 1 ≤ j ≤ d.

Předpokládejme, že plat́ı kongruence:

ad−1,µ − ad−1,µ′ ≡ ad−1,µ̃ − ad−1,µ̃′ (mod pk) pro všechna 1 ≤ k ≤ l.

Potom druhý koeficient ad−1,µ takto definovaný splňuje uvedenou kongruenci.

Přistupme ke třet́ımu koeficientu ad−2,µ a určeme jeho velikost vzhledem k mµ.

ad−2,µ

mµ

≈ ad−2,µ

m0

≈ N − adm
d
µ
− ad−1,µm

d−1
µ

p

p2md−1
0

≈ N − adm
d
0 − add (mµ −m0)m

d−1
0 − ad−1,µm

d−1
0 p

p2md−1
0

=
N − adm

d
0

p2md−1
0

− add (mµ −m0) + ad−1,µp

p2

=
N − adm

d
0

p2md−1
0

− addxµ
p2

− ad−1,µ

p

Pokud
ad−2,µ

mµ

je velice bĺızko k celému č́ıslu, pak můžeme źıskat hodnotu tohoto

koeficientu ad−2,µ dostatečně malou. Postupuje se tak, že se přič́ıtá (px−mµ) x
d−2

k polynomu f .

Vzhledem k aproximaci definujeme pomocné hodnoty pro i = 1, . . . , l a j =

1, . . . , d:

• f0 =
N−adm

d
0

p2md−1
0

,

• fi,j = −addxi,j

p2
− ei,j

p
.

T́ım můžeme
ad−2,µ

mµ

přibližně zapsat jako sumu:

ad−2,µ

mµ

≈ f0 +
l∑

i=1

fi,µi
.
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5.5.1 Kleinjung̊uv algoritmus - postup

T́ımto máme všechny potřebné parametry pro vygenerováńı polynomu. Ukažme

celý Kleinjung̊uv algoritmus. Vstupńı hodnoty jsou:

• faktorizované č́ıslo N ,

• stupeň prvńıho polynomu deg f1(x) = d ≥ 4,

• mez M pro sup-normu,

• mez l pro počet prvoč́ısel děĺıćıch prvńı koeficient,

• maximálńı velikost těchto prvoč́ısel pmax.

Nejprve nastav́ıme vedoućı koeficient ad = 0 a źıskáme podmnožinu vhodných

prvoč́ısel P . Pak postupně zvyšujeme vedoućı koeficient ad, dokud nepřesáhne mez

ad,max v tu chv́ıli algoritmus skonč́ı.

ad,max =

(
M2d−2

N

) 1
d−3

Máme pevně zvolený vedoućı koeficient ad, podle kterého vygenerujeme celý po-

lynom. Nejprve spočteme pomocný kořen m̃ = d

√
N
ad

a meze pro daľśı dva koeficienty

ad−1,max =
M2

m̃
,

ad−2,max =

(
M2d−6

m̃d−4

) 1
d−2

.

Z množiny prvoč́ısel P vybereme jej́ı podmnožinu ke zvolenému ad takto

P̃ (ad) =
{
p ∈ P ;

ad
N

je d-tá nenulová mocnina (mod r)
}
.

To znamená, že prvky p ∈ P̃ (ad) splňuj́ı, že adx
d ≡ N (mod p) má právě d řešeńı.

Z množiny P̃ pak vybereme podmnožiny P̃ ′ s alespoň l prvky, pro které bude jejich

součin menš́ı než mez druhého nejvyšš́ıho koeficientu.

r =
∏

p∈P̃ ′

p ≤ ad−1,max
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Pak spočteme xi,j,m0 a ei,j, dále f0 a fi,j jak jsme popsali v této sekci. Nastav́ıme

ǫ =
ad−2,max

m0
a nalezneme vektory µ splňuj́ıćı, že

∣∣∣f0 +
∑l

i=1 fi,µi

∣∣∣ lež́ı v ǫ okoĺı

nějakého celého č́ısla. T́ım źıskáme hledané polynomy.

V tomto bodě se postupuje tak, že spočteme dva seznamy

f0 +

[ l2 ]∑

i=1

fi,µi
(mod Z) a −

l∑

i=[ l2+1]

fi,µi
(mod Z).

Ty potom seřad́ıme a postupně hledáme prvky z druhého seznamu, které se nacháźı

v ǫ-okoĺı prvk̊u z prvńıho seznamu.

Pak se opět vrát́ıme ke zvyšováńı ad a generováńı nových polynomů s vyšš́ım

vedoućım koeficientem.

Z nalezených polynomů vybereme nejvhodněǰśı polynom pomoćı ohodnoceńı

kořenových a velikostńıch vlastnost́ı, které jsme popsali v předchoźı kapitole. Pro

několik nejlepš́ıch polynomů se spust́ı testovaćı proséváńı, které urč́ı konečného

kandidáta. Toho označ́ıme f1 a můžeme o něm ř́ıci, že má malé prvńı dva koeficienty,

které maj́ı největš́ı vliv na zrychleńı algoritmu.

5.6 Kleinjung̊uv druhý algoritmus

Kleinjung přǐsel o dva roky později s daľśım algoritmem na generováńı polynomů

[4]. V základńım principu se opět jedná o (m, p)-adický rozvoj, kde se algoritmus

soustřed́ı na nalezeńı č́ısel m a p pro předem zvolený stupeň polynomu d a vedoućı

koeficient ad, které budeme opět uvažovat jako konstanty pro daľśı úvahy.

Př́ınos Kelinjungova druhého algoritmu oproti prvńımu je v následuj́ıćı úvaze.

Nejprve hledáme zápis č́ısla N do prvńıch dvou člen̊u pomoćı p a odhadnutého m.

N = adm
d + ad−1m

d−1p+ p2R

Spočteńı přesné hodnoty m záviśı také na tom, že chceme źıskat pod́ıl R
md−2 do-

statečně malý. Tento pod́ıl je velice bĺızkou třet́ımu koeficientu ad−2. Právě v tom je

zlepšeńı druhého Kleinjungova algoritmu oproti prvńımu, kde neńı hodnota třet́ıho

koeficientu tolik omezena.
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Pro usnadněńı výpočt̊u upravme faktorizované č́ıslo N na Ñ podle následuj́ıćıch

úvah. Předpokládejme, že máme vhodná m a p celá č́ısla, kde m je bĺızké ad
d
√
N a

p je součinem l malých prvoč́ısel, kde 1 ≤ l ≤ 4. Definujme

R = ad

d∑

i=2

(
d

i

)
md−i

(
ad−1

dad
p

)i−2

.

Pak pro d-tou mocninu členu
(
m+ ad−1

dad
p
)
plat́ı

ad

(
m+

ad−1

dad
p

)d

= adm
d + ad−1m

d−1p+ p2R.

Mějme rozvoj č́ısla N podle m a p tvaru N =
∑d

i=0 aim
ipd−i. Jeho prvńı dva členy

můžeme vyjádřit i pomoćı předchoźıho

N = ad

(
m+

ad−1

dad
p

)d

− p2R +
d−2∑

i=0

aim
ipd−i.

Položme Ñ = ddad−1
d N . T́ım odstrańıme zlomky

Ñ = ddad−1
d N = (dadm+ ad−1p)

d − ddad−1
d p2R + ddad−1

d

d−2∑

i=0

aim
ipd−i.

Dále uvažujme pomocný kořen m̃ = dadm+ad−1p a zbytek násobený p
2 polož́ıme

R̃ č́ımž źıskáme:

Ñ = m̃d − ddad−1
d p2R + ddad−1

d

d−2∑

i=0

aim
ipd−i

Ñ = m̃d + p2R̃.

Pro malé hodnoty p je m̃ ≈ d
√
Ñ . Právě tyto úvahy umožňuj́ı odhadnout velikost

třet́ıho koeficientu ad−2 podle zbytku R̃.

Tvrzeńı 5.6.1. Mějme rozklad Ñ , m̃ a zbytek R̃, jak jsme je popsali v předchoźım

odstavci. Pak plat́ı odhad

|ad−2| ≈

∣∣∣R̃
∣∣∣

d2adm̃d−2
.
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D̊ukaz. Vzhledem k nastaveńı Ñ , m̃ a R̃ v předchoźım odstavci můžeme R̃ vyjádřit

ve tvaru

R̃ =
Ñ − m̃d

p2
=

d∑

i=2

md−ipi−2

(
ddad−1

d ad−i −
(
d

i

)
(add)

d−iaid−1

)

=
d∑

i=2

(
m̃− ad−1p

dad

)d−i

pi−2

(
ddad−1

d ad−i −
(
d

i

)
(add)

d−iaid−1

)

=
d∑

i=2

(m̃− ad−1p)
d−i pi−2

(
diai−1

d ad−i −
(
d

i

)
aid−1

)

Pak můžeme vydělit R̃ prvkem d2adm̃
d−2, č́ımž źıskáme

∣∣∣R̃
∣∣∣

d2adm̃d−2
=

d∑

i=2

(m̃− ad−1p)
d−i pi−2

m̃d−2

(
di−2ai−2

d ad−i −
(
d

i

)
aid−1d

−2a−1
d

)

=
d∑

i=2

(
1− ad−1p

m̃

)d−i ( p
m̃

)i−2
(
(dad)

i−2ad−i −
(
d

i

)
aid−1d

−2a−1
d

)

≈
d∑

i=2

( p
m̃

)i−2

(dad)
i−2ad−i

≈ ad−2 +
p

m
ad−3 +

( p
m

)2
ad−4.

Nový kořen odhadujeme hodně velký m̃ ≈ d
√
Ñ > m pro malé hodnoty p. Nav́ıc

koeficienty ad−3 a ad−4 odpov́ıdaj́ı velikost́ı m. Tedy
|R̃|

d2adm̃d−2 odpov́ıdá velikost́ı

ad−2.

Rozeberme nyńı možnosti volby p =
∏l

1 pi. Mějme l = 2. Obě prvoč́ısla voĺıme

z r̊uzných interval̊u p1 ∈ P = [P1, P2] a p2 ∈ Q = [P2, P3] pro P1 < P2 < P3.

Zde jsou možné variace pro intervaly P a Q. Např́ıklad se může jednat o stejný

interval, kdy pro P voĺıme hodnoty rovné 1 modulo 4 a pro Q voĺıme hodnoty

rovné 3 modulo 4. Nejedená se pouze o součin dvou libovolných prvoč́ısel p1 a p2 ze

zvolených interval̊u. Je podstatné, aby bylo splněno

Ñ ≡ (m̃0 + r)d
(
mod p1

2p2
2
)
.

57



Důvod pro tuto kongruenci vysvětĺıme při výpočtu výsledné hodnoty m. Nyńı

hledáme řešeńı ri kongruence modulo pi
2 pro i = 1, 2. Zaznamenáme nalezené dvo-

jice (p1, r1) a (p2, r2) zvlášt’ pro p1 ∈ P a pro p2 ∈ Q. Vybereme taková p1 a p2, pro

která nalezneme kolizi řešeńı r1 s r2. Č́ımž źıskáme p = p1p2.

Bai přicháźı ve své práci [2] s variaćı podle Zimmermanna pro l = 4. Uvažuje

hodnotu p = p1p2q1q2 jako součin prvoč́ısel, kde p1, p2 ∈ P = [
√
B, 2

√
B] a q1, q2 ∈

P = [2
√
B, 3

√
B]. Pro r̊uzné dvojice p1, p2 (resp. q1, q2) řeš́ıme r v kongruenci

Ñ ≡ (m̃0 + r)d
(
mod p1

2p2
2
)
.

Pak hledáme kolize řešeńı r pro p1, p2 a q1, q2. T́ım źıskáme

Ñ ≡ (m̃0 + r)d
(
mod p1

2p2
2q1

2q2
2
)
.

Velikost p = p1p2q1q2 odpov́ıdá velikosti B2 a třet́ı koeficient ad−2 je o velikosti m̃0

B2 .

Daľśı možnost úpravy podle Kleinjunga je varianta pro l = 3, kdy p = p1p2q.

Jedná se o přepouž́ıváńı již nalezených kořen̊u kongruence Ñ ≡ (m̃0+rp)
d (mod p2) .

Urč́ıme dvě množiny prvoč́ısel P a Q, které nemaj́ı společné prvky. Pro všechna

p ∈ P nalezneme dvojice řešeńı (p, rp) a najdeme v nich kolize na rp. Dále pro

q ∈ Q opět řeš́ıme stejnou kongruenci modulo q2 a zaznamenáme nalezené dvojice

(q, rq). Pak pro každou dvojici (q, rq) a všechny dvojice (p, rp) spočteme ip ∈ [0, q2)

z kongruence

rq + iqq
2 ≡ rp

(
mod p2

)
,

takové, že plat́ı

Ñ ≡ (m̃0 + rq + ipq
2)d
(
mod p2

)
.

Hodnoty (p, ip) zaznamenáme. Pokud nalezneme kolizi na ip pro r̊uzná p1 a p2,

potom plat́ı

Ñ ≡ (m̃0 + rq + iqq
2)d
(
mod p1

2p2
2q2
)
.

Položme m2 = p1p2q a r = rq + ipq
2, č́ımž źıskáme Ñ ≡ (m̃0 + r)d (mod m2

2) . Pro

uvedenou kongruenci je třeba uvažovat podmı́nku, aby platila nesoudělnost mezi

m2 a ad, potažmo i d. Běžně voĺıme hodnotu ad dělitelnou malými prvoč́ısly tak, že

je soudělná s d ≤ 8. Stač́ı tedy uvažovat pouze taková prvoč́ısla z P a z Q, která

neděĺı ad.

Zde máme možnost uvažovat omezeńı interval̊u P a Q tak, abychom źıskali ko-

lize a přitom urychlili hledáńı p tak, aby bylo nesoudělné s ad.
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Dopočet m je následuj́ıćı. Položme m̃ = m̃0 + r. Vzhledem k požadavku

Ñ ≡ (m̃0 + r)d
(
mod p2

)
,

a tomu, jak jsem źıskali p, máme

N ≡ ad

(
m̃0 + r

dad

)d (
mod p2

)
.

Hodnotammuśı splňovatN ≡ adm
d (mod p). Potřebujeme tedym ≡ m̃0+r

dad
(mod p).

Keinjung [4] voĺı př́ımo rovnost, Bai [2] uvád́ım = m̃0+r−ad−1p

dad
, kde ad−1 voĺı dělitelné

dad, konkrétně tvaru ad−1 ≡ m̃0+r
p

(mod dad). Takto źıskané m již využijeme s p na

zisk polynomu f1 pomoćı (m, p)-adického rozvoje č́ısla N .

5.6.1 Kleinjung̊uv druhý algoritmus - postup

Kleinjung̊uv druhý algoritmus postupuje následuj́ıćım zp̊usobem. Nejprve najde

vhodné p, m̃, podle kterých dopočte m, potřebné pro (m, p)-adický rozvoj č́ısla N .

Vstupńı hodnoty jsou:

• faktorizované č́ıslo N ,

• stupeň prvńıho polynomu deg f1(x) = d ≥ 4,

• vedoućı koeficient ad polynomu f1,

• mez P1 pro volbu pomocných hodnot.

Ze vstupu máme okamžitě Ñ = ddad−1
d a m̃0 =

⌊
d
√
Ñ
⌋
∈ N, zvolené jako celou dolńı

část. Pro hodnoty P1 ≤ pi ≤ 2P1, spočteme ri z kongruence

ñ ≡ (m̃0 + ri)
d (mod p2i

)
.

Zaznamenáme dvojice (pi, ri) a hledáme kolize pro r̊uzná i. Pokud kolizi nenalez-

neme, navýš́ıme hodnotu ad a začneme znovu. Najdeme-li kolizi, označme ji r′, pak

plat́ı:

ñ ≡ (m̃0 + r′)
d (

mod p2i1p
2
i2

)
.

Zvoĺıme p = pi1pi2 a m̃ = m̃0 + r′. Velikost p tedy záviśı na nalezených hodnotách

pi1a pi2 . Při nálezu v́ıce koliźı můžeme generovat v́ıce polynomů pro jeden vedoućı

koeficient.
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Hodnotu m spočteme podle m̃ = dadm + ad−1p, tedy pomoćı ad−1 (mod dad).

Máme tedy

m =
m̃− ad−1p

dad
.

Nyńı již dopočteme koeficienty ai pro 0 ≤ i ≤ d − 2 pomoćı (m, p)-adického

rozvoje N . Jejich hodnoty budou maximálně o velikosti násobku m.

N =
d∑

i=0

aim
ipd−i

Kleinjung ve své práci [4] uvád́ı testováńı na několika př́ıpadech, kdy pro č́ısla

RSA 512, 576 a 640 dával druhý Kleinjung̊uv algoritmus lepš́ı polynomy, než před-

choźı algoritmy. Výsledky měřeńı jsou empirické. Tento algoritmus byl použit při

faktorizaci č́ısla RSA 768 [11] ze seznamu RSA challenge [17].
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Kapitola 6

Program

Ćılem této kapitoly je popsat implementaci Kleinjungova druhého algoritmu na ge-

nerováńı polynomů a jej́ı výsledky. Jedná se o část přidanou do programu č́ıselného

śıta popsaného v práci Lukáše Perutky [1], kód je napsaný v jazyce C++. Nej-

prve poṕı̌seme zvolenou variantu programu s poznámkami pro daľśı vývoj a potom

výsledky źıskané ze současného stavu algoritmu.

6.1 Zvolené parametry

Pro generováńı polynomů metodou druhého Keinjungova postupu byla naprogra-

mována varianta algoritmu popsaného v sekci 5.6.1. Zvolené modifikace poṕı̌seme

v této sekci.

Pro Kleinjung̊uv druhý algoritmus byl použit stejný rámec jako pro Klein-

jung̊uv prvńı algoritmus obsahuj́ıćı (m, p)-adický rozvoj. Metody zlepšeńı, popsané

v sekci 5.4, a ohodnoceńı polynomů, popsané v sekci 4.3, jsou rovněž stejné pro oba

algoritmy.

Obecně se ukazuje vhodné volit stupeň polynomu d podle velikosti faktorizo-

vaného č́ısla. Pro N o velikosti méně než 105 decimálńıch hodnot voĺıme d = 4.

Pro větš́ı pak d = 5 až po 175 decimálńıch hodnot. Hodnotu d navyšujeme o 1

vždy po 70-ti decimálńıch hodnotách faktorizovaného č́ısla N až po d = 8. Zde je

velký prostor pro úpravy. Hodnoty jsou voleny empiricky na základě ohodnoceńı

źıskaných polynomů. V př́ıpadě výsledk̊u, popsaných v následuj́ıćı sekci, vycháźı

nejlépe právě popsaný zp̊usob nastaveńı.
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Vedoućı koeficient je volen stejně v obou algoritmech jako násobky k60, kde

k ∈ N. Tedy je dělitelný 2, 3, 5 a k. Možnou variantou by bylo volit dělitelnost

nav́ıc i č́ıslem 7 a tedy ad = k210, pro k ∈ N. Při testováńı na 100 ciferných hod-

notách faktorizovaného č́ısla N bylo dosaženo podobných výsledk̊u pro obě varianty.

Uvedeny výsledek v následuj́ıćı sekci je pro prvńı variantu ad = k60, k ∈ N, protože

jeho ohodnoceńı vyšlo s malým rozd́ılem lépe.

K sestaveńı druhého kořene byla zvolena následuj́ıćı varianta. Hodnota p je

složena ze 3 prvoč́ısel. Dvě prvoč́ısla p1, p2 jsou volena ze stejné množiny P a

třet́ı q z jiné množiny Q. Množiny P a Q nastav́ıme ve fázi př́ıprav před t́ım,

než začneme postupně volit vedoućı koeficient ad. Zvolili jsme variantu, kdy do

obou množin rozdělujeme prvoč́ısla z intervalu [10, 1000]. Spodńı mez voĺıme tak,

abychom př́ımo vyloučili prvoč́ısla, která mohou dělit stupeň polynomu d, a omezili

prvoč́ısla, která děĺı vedoućı koeficient ad. Horńı mez je nastavena heuristicky, č́ım

je větš́ı, t́ım v́ıce dvojic je nalezeno, ale t́ım déle generováńı trvá. Pro současné

omezeńı byla nalezena hodnota p pro většinu zvolených koeficient̊u ad. Do množiny

P řad́ıme prvoč́ısla 1 (mod 4) a do množiny Q všechna ostatńı. Kontrola, zda p1,

p2 nebo q neděĺı ad prob́ıhá při zaznamenáváńı dvojic řešeńı (pj, rpj), resp. (q, rq).

Hodnota p pak v praxi vycháźı v pr̊uměru 6− 8 ciferná.

Pro všechna pj ∈ P dopočteme řešeńı rpj z Ñ ≡ (m̃0 + rpj)
d
(
mod p2j

)
, pokud

existuje. Nalezené dvojice (pj, rpj) zaznamenáme. Pak pro každé q ∈ Q opět na-

lezneme rq z Ñ ≡ (m̃0 + rq)
d (mod q2) a zaznamenáme (q, rq). Pak tento seznam

postupně projdeme a pro každé q projdeme seznam (pj, rpj), kde vyřeš́ıme ipj z

Ñ ≡ (m̃0 + rq + ipjq
2)d (mod (pjq)

2) a zaznamenat dvojice (pj, ipj). Nyńı najdeme

kolize mezi zaznamenanými dvojicemi. T́ım źıskáme p1, p2 a q a řešeńı r
′ = rq+ipq

2,

které potřebujeme pro výpočet m a p.

6.2 Výsledky

Uvedený program pro generováńı polynomů byl testován pro 110 a 120 ciferná č́ısla.

Popǐsme výsledky pro č́ıslo zvolené z wikipedie, článku RSA numbers [24], tvaru

N =3579423417972586877499180783256845540300377802422822619

3532908190484670252364677411513516111204504060317568667.
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Druhý Kleinjung̊uv algoritmus byl spuštěn pro ad ∈ [60; 507600], kde ad = k60,

k ∈ N. Podle ohodnoceńı Murphyho α funkćı byly vybrány výsledné polynomy

vygenerované pomoćı m = 993610614932819879291 a p = 1563367. Ohodnoceńı

pomoćı Murphyho E nebudeme uvádět. Prvńı polynom je tvaru

f1(x) =36960x5

+1599104x4

−919197863001462237926x3

−89346747427411348413x2

−47889332528836413282x

−30436454871249608765481723686487264.

Druhý polynom je tvaru

f2(x) = 4817891x− 728322830495799313686.

Jedná se o polynomy před zkoseńım. Tyto polynomy byly vybrány podle hodnoty

α = −1, 9647. Algoritmus našel 23 polynomů s hodnotou α lepš́ı než −1, 6.

Na prvńı polynom jsou následně aplikovány translace a rotace, popsané v 5.4.

Zvolený upravený polynom vycháźı tvaru

f1(x) =174660x5

+134383x4

−1416249592098942936x3

−262916520657205217389x2

+1079995849703485798187283347531055677589030899858792277236776994

430192488473179027976672613147146729824023981605172651663665470x

−1663193608543368129208416355197825743487107585782540106944636571

42249643224869570308407582424690261662878297808410188007100309100.

Druhý polynom z̊ustává stejný. Ohodnoceńı polynomu je nyńı α = −2, 7164. Obecně

po úpravách bylo źıskáno 10 polynomů s α lepš́ım než −2, 5. Úpravy t́ımto změńı

vlastnost, kdy jsou posledńı koeficienty řádově o velikosti m. Ohodnoceńı polynomů

vycháźı však lepš́ı než pro polynomy, které byly pouze vygenerovány.
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Kapitola 7

Závěr

V prvńı části práce byl popsán algoritmus hledáńı polynomů a algoritmus hledáńı

odmocniny v č́ıselném śıtu. Pro implementaci byl zvolen algoritmus hledáńı poly-

nomů, kterému je věnován zbytek práce. V dnešńı době jsou považovány za nejefek-

tivněǰśı dvě varianty generováńı polynomů podle Kleinjunga. Samotné porovnáńı

obou Kleinjungových algoritmů je v současnosti pouze teoretické. Druhý Klein-

jung̊uv algoritmus obsahuje jednodušš́ı výpočty, než prvńı Kleinjung̊uv algoritmus.

Obsahuje výpočty pro které lze snáze nahlédnout jejich opodstatněńı. Neńı však

obecně dokázáno ani porovnáno, že by jeden z těchto dvou algoritmů generoval

lepš́ı polynomy.

Pro implementaci byl zvolen Druhý Kleinjung̊uv algoritmus. V současném stavu

produkuje polynomy s dobrým ohodnoceńım. Dále by bylo zaj́ımavé zaměřit se na

přizp̊usobeńı metod pro zlepšeńı vygenerovaných polynomů Kleinjungově druhému

algoritmu. Při současném stavu ztráćıme vlastnost, kdy jsou posledńı dva koeficienty

o velikosti prvńıho kořene m. Ostatńı koeficienty si řádově odpov́ıdaj́ı.

Pokud by se podařilo výrazně urychlit chod celého algoritmu č́ıselného śıta

např́ıklad pomoćı lepš́ıch polynomů, bylo by nutné změnit celkový pohled na dnešńı

asymetrickou kryptografii. Celé č́ıselné śıto a obecně faktorizace velkých č́ısel stále

čeká na nové postupy a zlepšeńı stávaj́ıćıch metod.
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