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Kapitola 1

Uvod

Rozkladu celych ésel na jejich délitele byl vzdy piikladén uréity vyznam. Cim vétsi
jsou prvocisla, ktera déli dané cislo, tim delsi dobu rozkladu lze ocekavat. Dnes
mame ruzné rychlejsi metody nez zkouseni vSech prvocisel postupné od nejmensich
az do druhé odmocniny rozkladaného ¢isla, ale tyto metody nejsou stale dosti efek-
tivni pro rozklad cisel slozenych pouze z prvocisel o velikosti nékolik stovek bitu.
Takova ¢isla se dnes pouzivaji v asymetrické kryptografii. Celé zabezpeceni systému
je pak zalozeno pouze na nesnadnosti rozkladu zvetejnéného ¢isla.

Dnes bézné pouzivame elektronicky podpis nebo casové razitko, které maji
casoveé omezenou platnost. Po vyprseni této doby je asymetrické zabezpeceni pova-
zovano za neplatné, protoze pravdépodobnost, ze doslo k prolomeni verejného klice,
jiz prekrocila urcitou mez.

Popisme struéné systém RSA, ktery je jednou z hlavnich metod asymetrické
kryptografie. Sklada se ze dvou klicu: vefejného a soukromého. Ve verejném klici
se uvadi celé ¢islo N a vefejny exponent e. Zakédovani zpravy pak vypada tak, ze
zZpravu m umocnime vefejnym exponentem e a pocitame modulo N. Ziskat zpét
puvodni zpravu muzeme pomoci opacného exponentu k e, ktery se ¢asto znaci d.
Ten ziskdme pomoci Eulerovy funkce ¢isla N, tedy pomoci rozkladu ¢isla N na jeho
prvociselné délitele, v pripadé RSA se jednd o dvé velka prvocisla p a q.

Ziejme staci ,,pouze’ rozlozit ¢islo N na prvociselné délitele a dopocitat potiebny
opacny exponent, abychom ziskali puvodni zpravu m.

Asymetrickd kryptografie by neméla smysl, kdyby rozhodnuti, zda dané ¢islo
je slozené, bylo tadové stejné rychlé jako nalezeni jeho rozkladu na prvociselné
délitele. Pro RSA dnes uvazujeme ¢islo N bézné o velikostech mezi 1024 bity az
4096 bity. Takova cisla zatim nejsme schopni rozlozit i pomoci nejsilnéjsich algo-



ritmu diive nez za desitky let. Diky novym technologiim se ale tyto postupy stale
urychluji. Co se zdalo nerozlozitelné pred deseti lety, neni uz dnes povazovano za
uplné bezpecné. Napiiklad Laboratore RSA vyhlésily roku 1991 vyzvu o rozlozeni
nékterého ze seznamu prvocisel. Roku 2007 tuto soutéz ukoncily se slovy, ze dnesni
znalosti kryptografie jsou mnohem dale [17]. Zatim nejvétsi rozlozené ¢islo z této
soutéze RSA-768 se podatilo skupiné lidi okolo Thorstena Kleinjunga [11]. K této
faktorizaci pouzili algoritmu, ktery se nazyva ciselné sito.

Algoritmus, ktery cesky nazyvame ciselné sito, nebo také metoda sita nad ¢isel-
nym télesem, je v soucasné dobé nejsilnéjsim néastrojem pro faktorizaci cisel bézné
pouzivanych jako vetrejné klice pro RSA. V této praci se budeme vénovat algo-
ritmum, které ciselné sito vyuziva hlavné v prvni fazi. Nejprve predestieme ma-
tematicky aparat potfebny k pochopeni dale popsanych algoritmu. Pak strucné
popiseme cely algoritmus a néasledné rozebereme algoritmy okolo takzvané prvni
faze.



Kapitola 2

Potrebné pojmy obecné
komutativni algebry

V celém textu budeme vychazet ze znalosti zakladni obecné algebry. V této kapitole
stru¢né shrneme nékolik pojmu a poznatki z obecné komutativni algebry, o které se
opira algoritmus ¢iselného sita. Nebudeme uvadét vsechny dukazy. Pouze ty, které
maji vypovidajici hodnotu k tématu prace. Neuvedené dukazy lze nalézt naptiklad
ve skriptech o komutativnich okruzich [12].

V tomto textu nebudeme uvazovat trivialni obory, kdy jednotka a nula splyvaji.
Okruhem budeme vzdy myslet komutativni okruh s jednotkou. Obor (integrity)
definujeme jako komutativni okruh bez délitelu nuly (ab =0 — a =0V b = 0).
Télesa budeme rovnéz uvazovat pouze komutativni.

2.1 Zakladni pojmy

R-modul je kazda Abelova grupa M (+), na které je definované skaldrni nasobeni
M x R — M prvky r tak, ze zobrazeni p, : M — M, kde p.(a) = ra, urcuje
homomorfismus okruht R — End(M (+)), ve smyslu r — pu,. Jadro tohoto homo-
morfismu ozna¢ime Anng(M) a nazveme anihilator R-modulu M. Modul M se
nazyva beztorzni, pokud kazdé u, je pro r # 0 injektivni. Tento pojem ma tedy
smysl uvazovat pouze pro obory integrity. R-modul M nazyvame vérny, pokud
Anng(M) = 0. R-modulum lze také fikat moduly nad okruhem R.

Podmnozina X generujici R-modulu M se nazyva volna baze, pokud pro kazdy



R-modul M’ a kazdy vybér prvku a, € M’, kde x € X, existuje homomorfismus
© : M — M takovy, ze ¢(x) = a, pro kazdé x € X. Volny modul je takovy
R-modul, pro ktery lze nalézt alespon jednu volnou bézi. Rekneme, ze volny modul
ma konecnou hodnost, pokud v ném existuje koneéna volnéa baze.

Tvrzeni 2.1.1. Méjme volny R-modul M konecné hodnosti n. Pro kazdy podmodul
M'" modulu M ezistuje volnd baze {1, ..., Bn}, pro kterou existuji {ay, ..., a,} tak,
ze podmodul M’ lze vyjadrit ve tvaru M' = a1/t REP ... P a.fnR.

Poznamka 2.1.2. Z minulého tvrzeni plyne, Ze podmoduly volného modulu konecné
hodnosti n nad obory hlavnich idedli jsou volné a maji hodnost mensi nebo rovnou
n.

Tvrzeni 2.1.3. Konecéné generovany R-modul nad oborem hlavnich idedlu je bez-
torzni prdave tehdy, kdyz je volng.

Pripomenme napiiklad, ze Z-modul je kone¢né generovan, pokud jej muzeme
zapsat jako linearni kombinaci baze nad Z. Je-li beztorzni Abelova grupa konecné
generovand, je mozné v ni nalézt volnou bazi (¢asto pouze bazi). Potom kazdy prvek
takové grupy lze vyjadrit jako celociselna kombinace prvku této baze.

Pfistupme nyni od modult k télesim. Rozsitenim téles T' C U rozumime dvojici
teles, kde téleso U obsahuje téleso T. Analogicky definujeme i rozsiteni okruhu.
Téleso U lze uvazovat jako vektorovy prostor nad télesem 7. Dimenze takového
vektorového prostoru nazyvame stupen rozsiteni téles a znacime [U : T1. Rikéme,
ze rozsiteni je koneéného stupné, pokud [U : T] < co. Stejné tak 1ze uvazovat pojem
baze rozsiteni ve smyslu baze vektorového prostoru U nad télesem 7.

Meéjme T'C U, T C W dvojice rozsiteni téles. Pak homomorfizmus z U do W,
ktery je identicky na 7', nazyvame T-isomorfismus. V piipadé U = W se jedna
o T-automorfismus. Mnozinu vSech T-isomorfismu z U do W budeme dale znacit
homy (U, W).

Necht R C S je rozsifeni okruhu a prvek a € S. Vsechny polynomy f € R[z]
s kotenem «a tvori v R[z| idedl. Je-li R téleso, je tento idedl vzdy hlavni a jako
generator muzeme uvazovat monicky polynom. Takovy monicky polynom budeme
znacit f, p a nazyvat minimalni polynom prvku a v télese R. Oznaceni budeme
zjednodusovat na f,, pokud bude ziejmé, o jaké R se jedna.



Necht T' C U je rozsifeni téles. Prvek o € U nazyvame algebraicky nad T, je-li
kofenem néjakého nenulového polynomu z T'[x]. VSechny prvky « € U algebraické
nad T tvori podtéleso U, které se nazyva algebraicky uzavér télesa T' v U.

Rozsiteni téles T' C U je algebraické, pokud je kazdy prvek z U algebraicky nad
T. Téleso T je algebraicky uzaviené v U, pokud neexistuje ¢t € U \ T algebraické
nad T'. Téleso je algebraicky uzaviené, pokud nema vlastni algebraické rozsiteni.

Algebraické ¢éislo je kazdé komplexni ¢islo algebraické nad Q. Mnozina vsech
algebraickych ¢isel tvoii podtéleso C, protoze se jedna o algebraicky uzavér Q v C.

Tvrzeni 2.1.4. Pro kaZdé téleso T existuje algebraicky uzaviené téleso U takové,
ze T C U je algebraické rozsireni téles. Dale je-li T C T algebraické rozsirent téles,
existuje T-homomorfismus T — U. V pripadé, kdy je T' algebraicky uzavrené je
tento T'-homomorfismus isomorfismem.

Toto tvrzeni tedy tikd, Zze uvedené téleso U je urceno jednozna¢éné az na 7T-

isomorfismus. Je zvykem ho oznacovat T' a nazyvat algebraickym uzavérem
télesa 7. Déale budeme uvazovat vzdy pouze jednu pevné zvolenou moznost 7.

Priklad 2.1.5. o Algebraicky uzdveér télesa R je téleso C.

o Teleso C je algebraicky uzavrené. Tento fakt je nazijvany Fundamentdlni véta
algebry.

o Algebraicky uzaver telesa Q neni téleso C. Nejednd se totiZ o algebraické
rozsirent. Mnozina vsech algebraickych cisel je pouze podtéleso C.

Je-li R C S rozsiteni okruhu a M C S, pak R[M]| oznacuje nejmensi podokruh
S, ktery obsahuje R U M. Je-li T C U rozsiteni téles a M C U, tak T'(M)
znaci nejmensi podtéleso U obsahujici T" U M. Méjme prvek o € U. Pripomenme
strukturu T'[a] = {g(a)|g € T[x]}. Je dobfe zndmo, ze « je algebraicky prvek nad
T, prave kdyz T[a] = T'(«). V takovém piipadé

Tla] = Tlal/(fa)-

Necht T' C U je rozsifeni téles. Toto rozsifeni nazyvame jednoduché, pokud
U = T'(«) pro néjaké o € U. Stupen jednoduchého rozsiteni [T'(«) : T'| = deg fuo 1.
Uvazujme béazi pro rozsiteni ve smyslu baze vektorovych prostoru. V takovém
pripadé za bazi T'(«) nad T' muzeme zvolit mnozinu {1, a,...,ad® f%T_l}.



Meéjme T C U C W algebraicka rozsiteni téles, kde W je algebraicky uzaviené.
Mohutnost mnoziny homy (U, W) nazveme stupen separability U nad T a ozna-
¢ime [U : Ts.

Rozkladovym nadtélesem polynomu f z T[z] se rozumi kazdé nejmensi
nadtéleso télesa T', ve kterém lze polynom f rozlozit na sou¢in polynomu stupné
jedna. Rozkladové nadtéleso je vzdy urcéeno jednoznacné az na T-isomorfismus.

Polynom f € T'[x] nazyvame separabilni polynom, nemé-li ve svém rozkla-
dovém nadtélese vicenasobné kotreny.

Rozsiteni T" C U je separabilnim rozsitenim, ma-li kazdy prvek a € U
separabilni minimdlni polynom f, r.

Tvrzeni 2.1.6. Necht T C U je rozsirend téles koneéného stupné. Pak je ekviva-
lentnt

o U:Tlg=[U:T],
e T'C U je separabilni,

o U="T[ay,...,ax] pro ay,...,a € U separabilni.

Necht T C U je rozsiteni téles. Je-li téleso T charakteristiky 0, je kazdy iredu-
cibilni polynom f(z) € T[z]| separabilni. Tedy lze ve svém rozkladovém nadtélese
rozlozit pravé na deg(f) ruznych linedrnich ¢lenu. Pro téleso T' charakteristiky p je
ireducibilni polynom f(z) € T'[z]| separabilni, pravé kdyz neni tvaru f(z) = g(aP)
pro né&jaky polynom g(x) € T[z]. Prvky «, € U nazyvame konjugované nad
T pokud existuje polynom f(x) € Tlz| ireducibilni nad T takovy, ze a a [ jsou
jeho kofeny. Navic pro kazdé takové dva kofeny existuje o € homp (U, U) takové, ze
ola) = p.

Necht 7' C U je rozsieni téles. Necht o € U je kofenem separabilniho ireduci-
bilntho f(z) € T[z]. Rozklad polynomu na linedrni cleny v U lze zapsat ve tvaru

f@= I (@-ola).

ochomp (U,U)

Hlavni tvrzeni 2.1.7. Separabilni rozsireni konecného stupné je jednoduché.



2.2 Celistvost a c¢iselna télesa

Méjme R C S rozsiteni okruhu. Prvek r € S nazyvame celistvym nad R, pokud je
kofenem néjakého monického polynomu f(x) € R[x]. Okruh S nazyvéame celistvy
nad R, pokud je kazdy prvek z S celistvy nad R.

Pojem celistvého prvku nad télesem je analogicky pojmu algebraického prvku
nad télesem. Jsou-li R =T a S = U télesa, je prvek a € U celistvy nad T, prave
kdyz je algebraicky nad T

Nasleduje tvrzeni, které vypovida o podstatné vlastnosti celistvych prvku. Z to-
hoto tvrzeni vychazime pii dukazech dalsich dulezitych vlastnosti celistvych prvku.

Tvrzeni 2.2.1. Méjme R C S rozsireni okruhi a prvek s € S. Pak je ekvivalentni:
1. s je celistvé nad R;
2. R[s] je konecné generované jako R-modul;

3. existuje podokruh S" okruhu S takovy, zZe R[s] C S’ a S’ je konecné generované
jako R-modul;

4. existuje vérny R[s|-modul, ktery je konecné generovany jako R-modul.

Dusledek 2.2.2. Méjme R C S rozsireni okruhi a proky uq,...,u, € S celistvé
nad R. Pak okruh Rluy, ..., u,| je celistvy nad R a navic je jako R-modul konecéné
generovany.

Disledek 2.2.3. Mé¢ime R C S rozsiteni okruhi. Pak mnoZina vsech prvkiu z
okruhu S, které jsou celistvé nad R, tvori podokruh S.

Podokruh okruhu S slozeny ze vsech celistvych prvka nad R nazyvame celistvy
uzavér R v S. Obor R je celistvé uzavieny, pokud je roven svému celistvému
uzaveéru ve svém podilovém nadtélese.

Nyni se budeme zabyvat koeficienty minimalnich polynomu.

Tvrzeni 2.2.4. Meéjme rozsiteni R CT C U, kde T a U jsou télesa a R je okruh.
Pro libovolné o € U celistvé nad R jsou koeficienty jeho minimdlniho polynomu f,
celistvé nad R.

Tvrzeni 2.2.5. Necht T C U je rozsireni téles. Ddle méjme R celistvé uzavieny
obor integrity, ktery md podilové téleso T'. Pokud je o € U celistvé nad R, potom
minimdlni polynom for lezi v R|x].



Priklad 2.2.6. Okruh Z je celistve uzavreny, protoze ve svém podilovém nadtélese
Q iz nemad zZadné dalsi proky, které by byly celistvé nad 7.

Tvrzeni 2.2.7. Necht T C U je rozsirend téles. Bud T podilové téleso okruhu R a
a € U algebraické nad T'. Pak existuje v € R takové, Ze ra je celistvé nad T'.

Disledek 2.2.8. Pro libovolnou n-tici prokiu o, ..., o € U algebraickych nad T
existuje nenulovy prvek r € T tak, Ze raq, ..., ra, jsou celistvé nad T'.

Priklad 2.2.9. Méjme okruh R = 7Z, téleso T = Q a jeho algebraické rozsirent
U = Q(i). Celistvy uzavéer Z v Q(i) je tvaru S = Z[i]. Podle tvrzeni 2.2.7 pro
libovolny prvek o € Q(i) existuje jeho celociselny ndsobek, ktery patri do 7Z[i].

Tvrzeni 2.2.7 ztejmeé plati pro obecné téleso U. Nejen pro pripady racionalnich
a celych cisel. Nas budou pozdéji ale zajimat prave tyto pripady.

Algebraickym celym ¢islem znacime prvek z C, ktery je celistvy nad Z.

Tvrzeni 2.2.10. MnozZina algebraickych celyjch ¢isel tvori podokruh komplexnich
cisel.

Diikaz. Jednd se o specialni pripad dusledku 2.2.3, kdy S =C a R = Z. O

Priklad 2.2.11. Aplikujme turzeni 2.2.5 na prikladu algebraickijch celych cisel.
Necht R =7, T = Q a U = C. Pro prvek o € C celistvy nad Z plati, Ze jeho
minimdalni polynom f, mad koeficienty v Z. Ma-li o € C minimadlni polynom tvaru
fa € Zx], pak se podle definice jednd o algebraické celé éislo.

Ciselné téleso K (nékdy zvané algebraické éfselné téleso) je kazdé nadtéleso
kone¢ného stupné télesa Q. Stupném ciselného télesa, rozumime stupen rozsitent
(K : Q. Byva zvykem predpokladat navic, ze ¢iselné téleso je podtélesem C. Touto
konvenci se budeme déle ridit.

Kazdé ciselné téleso je nekonecné a je charakteristiky 0. Prvky ¢iselného télesa
jsou algebraicka cisla, protoze se jedna o konecné, a tedy algebraické rozsiteni
telesa Q.

Vsechny prvky ciselného télesa jsou algebraické c¢isla. Neni vsak pravda, ze by
vsechny tyto prvky byly algebraickymi celymi ¢isly. Stejné tak neplati, ze by kazdé
algebraické rozsiteni racionalnich cisel bylo ¢iselnym télesem. Napiiklad téleso vsech
algebraickych ¢isel je algebraickym rozsitenim racionalnich ¢isel. Neni vSak ¢iselnym
télesem, protoze neni konecného stupné.
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Ciselné téleso K je separabilni rozsifeni Q, protoze je charakteristiky nula.
Stupen ciselného télesa je roven stupni separability podle tvrzeni 2.1.6. Navic kazdé
¢iselné téleso K je jednoduché rozsiteni Q podle tvrzeni 2.1.7.

Oznacme Ok celistvy uzavér Z v ciselném télese K. Jedna se o podmnozinu
okruhu vsech algebraickych celych ¢isel. Podle dusledku 2.2.3, kdy R=Z a S = K,
je Ok okruh a je tedy uzavieny na operace s¢itani a nasobeni. Okruh Og budeme
nazyvat okruh celych algebraickych cisel ¢iselného télesa K.

Podle tvrzeni 2.2.5 maji vSechny prvky z Ok minimalni polynom s celo¢iselnymi
koeficienty. Déle vime, ze podle tvrzeni 2.2.7 lze pro libovolny prvek K najit takovy
celociselny nésobek, ktery je prvkem Og. Z toho okamzité plyne, ze QO = K.
Také plati Ox N Q = Z, protoze pro K; C K, rozsiteni cCiselnych téles mame
Ok, = Ok, N K.

Podstatny je tvar okruhu algebraickych celych ¢isel Ok . Vzhledem k tomu, ze
pro K = Q ziskdvame Og = Z, bylo by intuitivni predpoklddat, ze pro K = Q(«) je
Ok = Z[a], ale tak tomu vzdy neni. Napifklad pro K = Q(iv/3) plati Z[iv/3] C Ok,
protoze prvek % ¢ 7[/3] patif do Ok a je kofenem monického polynomu

((2z —1)*+3).

|

gx)=2*—2+1=

Je ziejmé, ze plati Z[a] C Og. Navic pro monicky f, 7 je okruh Z[a] celistvy nad Z.
P1i vypoctech se budeme vsak prevazné pohybovat pravé v Zla]. V tomto okruhu
lze v praxi pocitat snaze.

Piiklad 2.2.12. V pripade, kdy K = Q(;/c), pro \/c ¢ Q, je

[ Z]\/] pro c=2,3(mod 4)
O = { Z[3,/c] pro ¢ = 1(mod 4)

Kazdé baze K nad Q , ktera je obsazena v Ok a je soucasné (volnou) bazi Ok
nad Z se nazyva celistva. Mnozina {aq,...,a,} € Ok je tedy volnou bazi,jestlize
kazdé 5 € Ok lze jednoznacné vyjadrit jako > k;ay, kde k; € Z.

2.3 Norma a c¢iselné téleso

Pro &iselné sito je norma podstatny pojem. Casto byvéa norma uvadéna spolecné se
stopou. Vhledem k tomu, ze potiebujeme pro nas popis ¢iselného sita pouze normu,
stopu vynechdme. Toto téma uvedeme bez diikazi az na cast o okruhu algebraickych
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celych cislech ¢iselného télesa K.

Necht 7" C U je rozsireni téles. Méjme prvek a € U a zobrazen{ p, defino-
vané p,(r) = ax pro vSechna z € U. Determinant linedrniho multiplikativniho
zobrazeni pu, vektorového prostoru U nad T neni zavisly na zvolené bazi. Bu-
deme ho proto znacit pouze det(s,). Normou prvku o € U rozumime hodnotu
Nojr(@) = det(ia).

VsSechny hodnoty v matici zobrazeni p, jsou prvky z U pro libovolnou volbu
béaze, tedy det(u,) € U. Vzhledem k vlastnostem determinantu matice je norma
multiplikativni zobrazeni. Pro o, f € U plati Nyjr(af) = Nyjr(a) Nyjr(5), protoze

Hop = Hallp-

Pozndmka 2.3.1. Necht T C U je rozsirend téles stupné n. Pak pro proky o € T
plati Nyjr(a) = a". Matice zobrazend jiq je v takovém pripadé tvaru ol pro viechny
proky z a € T', pri libovolné volbé baze.

Norma také byva definovana jako soucin konjugovanych prvku. Pripomenme
ekvivalenci téchto definic.

Hlavni tvrzeni 2.3.2. Necht T C U je rozsirend téles konecného stupné n, které
je separabilni. Ddle méjme prvek a € U. Pak plati

Nyr(e) = [ o).

ochomr(U,U)

Norma Nyr(a) je v separabilnim piipadé rovna poslednimu koeficientu mi-
nimalnfho polynomu f, r az na piipadné znaménko.

Diisledek 2.3.3. Méjme a € Og. Pak jeho norma Ngg(av) je celociselnd.

Podivejme se nyni na normu prvku z ciselného télesa K. Podle tvrzeni 2.1.6
méame pii stupni rozsiteni [K : Q] = n pravé n ruznych vnoreni ¢iselného télesa K
do C, které zachovavaji identitu na Q.

Zaméime se na prvky z Ok . Norma kazdého prvku a € O je podle dusledku
2.3.3 celociselna. Vzhledem k multiplikativité normy je zajimavé uvazovat takové
prvky z Og, pro jejichz normu existuje inverzni prvek.

Tvrzeni 2.3.4. Méjme o € Og. Pak plati Ngg(a) = £1, prave kdyz je a jednotkou
v OK
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Diikaz. Dokazme nejprve implikaci ,,<=“. Nechf mame jednotku o € Og. Ziejmé i
1 € Ok. Vzhledem k multiplikativité normy plati 1 = Ngg(1) = Ngjg(@) Ngjg(2).
Z tvrzenf 2.3.3 plyne, Ze Ngg(), Ngjo(2) € Z. Jedin{ celoéfselni délitelé 1 v oboru
celych cisel jsou pouze +1.

Pro ,=% méjme prvek @ € Ok s normou rovnou +1. Pak je absolutni ¢len
minimalntho polynomu f,(z) roven £1. Potom prvek i € K je kofenem polynomu
2f(2), coz je opét monicky polynom s koeficienty v Z. Tedy + € Ok a a je
jednotkou v Og. O

Nyni dokazme zakladni vlastnost okruhu algebraickych celych cisel O a to, ze
je isomorfni Z".

Hlavni tvrzeni 2.3.5. Abelovskd grupa Ok je volnd a jeji hodnost je rovna n =

(K- QJ.

Dukaz. Méjme bazi {fi,...,B,} prostoru K nad Q. Podle tvrzeni 2.2.7 existuje
d > 0 takové, ze dfy,...,dB, € Ok a tedy hodnost O je vétsi nebo rovna n. Tim
ziskdvame vztah:

édﬁiz C Ok C éﬁiz C éﬁi@ = K.
i=1 i=1 =1

Podgrupa O volné Abelovské grupy @, 5;Z je volna (tvrzeni 2.1.1) a hodnosti,
kterd nepfesahuje hodnost @}, 3;Z. Hodnost Ok je tedy mensi nebo rovna n.
Cimz plyne, zZe je rovna pravé n. [

Méjme R celistvé uzavieny obor integrity s podilovym télesem T. Déle at U
je separabilni rozsiteni T' konec¢ného stupné n a S celistvy uzaver R v U. Méjme
{aig,...,a,} € S béazi U nad T. Tato baze se nazyva celistva, jestlize kazdy prvek
s € S lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru s = > r;aq, kde r; € R. Tedy celistva béze
S je vlastné volna béaze S, pokud S chapeme jako R-modul.

Dosud jsme pracovali pouze s normou prvku, rozsirme tento pojem na normu
idealu. Méjme okruh Ok a jeho ideal I. Normou idealu [ okruhu O rozumime
index |Ok /I| = N(I). Z tvrzeni 2.3.5 plyne konecnost tohoto vyrazu.

Piiklad 2.3.6. Méjme a € Z nenulové. Normu idedlu (a) okruhu O spocéteme
podle definice N'((a)) = |Ok/(a)|.
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Podle tvrzeni 2.3.5 vime, Ze Ok je volnd abelovskd grupa hodnosti n. Méjme
bazi By = {fh, ..., 0Bn} této abelovské grupy, Ox = @B}, BiZ. Idedl (a) md stejnou
hodnost jako Ok, protoze md volnou bdzi By = {afy,...,af,}. Tedy (a) = P af;Z

N((a)) = 0k/(a |—@@Z/@a@ (Z/aZ)"

Tim jsme ziskali, Ze N'((a)) = |a|™ pro a € Z.

Zjistit pocet prvku okruhu faktorizovaného podle idedlu neni vzdy trivialni ikol.
Proto je vhodné uvazit rychlejsi cestu vypoctu této normy pii specialnich vychozich
podminkach.

Nas bude déale zajimat norma hlavnich idedlu okruhu algebraickych celych ¢isel
Og. Ta ndm usnadni dalsi praci s hlavnimi idealy tohoto okruhu.

Hlavni tvrzeni 2.3.7. Méjme hlavni ideal I okruhu Ok generovany nenulovym
prokem a € Og. Pak N (I |NK|@ )’

Diikaz. Je-li By = {f1,...,B,} volnd baze Abelovské grupy Op, tak podle tvr-
zeni 2.3.5 jen = [K : Q|. Také By = {af,...,aB,} je volnou bazi Abelovské grupy
I = aOg. Podle tvrzeni 2.1.1 lze B; zvolit tak, aby pro vhodna dy > dy > ... >
d, > 1bylo B3 = {d,51,...,d,3,} volnou béazi I. Mame d,, > 1, nebot ze tvaru By
plyne, ze I ma hodnost n.

Uvazujme matice prechodu mezi témito bazemi. Protoze By i B3 jsou volné
béze I, jsou matice prechodu [id]g; a [id]gi celo¢iselné. Tyto matice jsou vzajemné
inverzni, proto jsou jejich determinanty rovny =+1.

Matice [id] gi’ je diagonalni matice, s prvky di, ..., d, na hlavni diagonéle. Matice

[id] > 5 je matice zobrazeni pi,, jejiz determinant je roven |Og/I|.
Z rovnosti [zd]B3 = [zd]gé[zd]gf plyne, ze |det[id] [id]) | = |det]id] BQ‘ Odtud jiz
okamzité dostdvame dokazované tvrzeni, protoze |det] zd Bl} = |0k /1| = |Ngg(a)|.
O

2.4 Dedekindovy obory

Dedekindiv obor D je obor integrity, pro ktery plati, ze:
e je celistvé uzavieny,

e je noctherovsky,
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e kazdy jeho nenulovy prvoideal je maximalni.
Uvazujme déle pouze nenulové idealy.

Priklad 2.4.1. Okruh celych cisel Z je Dedekindiv obor. Vsechny jeho idedly jsou
tvaru (n), kde n € Z. Pro prvoidedly se pak jednd o prvocisla.

Tvrzeni 2.4.2. Necht T C U je rozsiteni téles konecného stupné. Bud T podilové
teleso Dedekindova oboru D. Pak celistvy uzdaver oboru D v U je opét Dedekinduv
obor.

Tvrzeni 2.4.3. Bud D Dedekindiiv obor a T jeho podilové téleso. Pro libovolni
vlastni nenulovy idedl I oboru D existuji nenulové prvoidedly Py, ..., P, v oboru D

tak, Ze
k
[[rPcr
i=1

Hlavni tvrzeni 2.4.4. Kazdy vlastni nenulovy idedl Dedekindova oboru lze jedno-
znacné, az na poradi, vyjddrit jako soucin prvoidedli.

Rozklad idedlu na soucin prvoidedlu je velice uziteény. Obecné neplati, ze by
byl mozny v libovolném oboru. Nékdy byvaji Dedekindovy obory piimo definovany
jako obory, kde je takovy rozklad mozny.

Nasledujici tvrzeni je klicové pro celou praci. Jednd se o okruh algebraickych
celych cisel.

Tvrzeni 2.4.5. Okruh algebraickych celych cisel O ciselného télesa K je De-
dekinduv obor.

Diikaz. Podle tvrzeni 2.4.2 staci, ze Z je Dedekinduv obor v Q. Potom celistvy

uzaver 7Z v ¢iselném télese Q C K je Dedekinduv obor.
O

Poznamka 2.4.6. Pro libovolny nenulovy idedl I okruhu Oy plati INZ # 0, protoZe
idedl I je hodnosti rovné n = [K : Q] a md volnou bazi.

Je-li I navic prvoidedl, pak I N7 je prvoidedl a plati, Ze obsahuje prdave jedno
prvocislo. Kdyby jich obsahoval vice, pak by 712 nebyl vlastni. Naopak musi obsahovat
alespon jedno prvocislo, protoZe se jednd o prvoidedl.
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Tvrzeni 2.4.7. Pro prvoidedl P okruhu Og plati, Ze existuje prvocislo p takové,
Ze PN7Z = pZ.

Dukaz. Prunik prvoidedlu s podokruhem je vzdy prvoideal. Prvoidedly okruhu 7Z
jsou pravé hlavni idedly pZ, kde p je prvocislo. O

Nyni prejdéme od idedlu ke koneéné generovanym modulum. Méjme R obor
integrity a T" jeho podilové téleso. Lomeny ideal J nazyvame konecné generovany
R-podmodul télesa T'. Tedy lomeny ideal je idedlem oboru R pravé v ptripadé, kdy
je jeho podmnozinou. Z definice Dedekindovych oboru je kazdy idedl lomeny.

Tvrzeni 2.4.8. J je lomeny idedl télesa T, prdvé kdyz existuje a € R\{0} tak, Ze
aJ je konecné generovany idedl v R.

Necht T je podilové téleso Dedekindova oboru R. Méjme idedl I oboru R.
Polozme
I'={teT; tI CR}.

Tvrzeni 2.4.9. Pro lomeny idedl J Dedekindova oboru D je také J=' lomeny idedl.

Hlavni tvrzeni 2.4.10. Méjme D Dedekinduv obor a T jeho podilové téleso. Potom
kazdy lomeny idedl J Dedekindova oboru D lze jednoznacné aZ na poradi vyjddrit

ve tvaru i
J=11r"
i=1
kde P; jsou po dvou rizné nenulové prvoidedly D a ny,...,ng € Z\{0}.

Dusledek 2.4.11. Lomené idedly Dedekindova oboru tvori volnou grupu vici ope-
raci ndsobend idedli. Bdzi této grupy jsou vsechny nenulové prvoidedly.

Uvazujme, ze hledame rozklad lomeného idealu okruhu Ox na prvoidedly. Norma
kazdého prvku o € Ok je podle dusledku 2.3.3 celociselna. Tuto vlastnost dale
vyuzijeme.

Rozklad idedlu v Dedekindové oboru je zajimavy i pfi pocitani jeho normy.
Zaméiime se na rozklad normy hlavnich idealu. Rozklad normy nam totiz dava
informaci o tom, které prvoidedly patii do rozkladu daného idedlu.

Tvrzeni 2.4.12. Méjme téleso T a v ném Dedekinduv obor R. Ddle nenulovy pr-
voidedl P oboru R. Potom P'/P™ je vektorovy prostor nad R/P dimenze 1, pro
kazdé v € N.
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Diikaz. Kazdy prvoideal P je v Dedekindové oboru maximaélni, proto je R/P je
téleso. Vzhledem k jednoznacnosti rozkladu na prvoidedly v Dedekindové oboru
nutné plati P C P pro kazdé i € N. Tedy P?/P™! je modulem nad R, pro ktery
plati, ze P (P'/P™) = 0. Proto je P'/P"*! vektorovym prostorem nad R/P. Kazdy
podprostor prostoru P!/P! je tvaru I/P™! kde P C I je lomeny ideédl v R.
Protoze mezi P" a P! nelez{ z4ddny dalsi idedl, nemd P’/ P! vlastni podprostor.
Je tedy dimenze 1.

O

Tvrzeni 2.4.13. Méjme idedl I okruhu Ok . Ddle méjme po dvou ruzné prvoidedly
Py, ..., P, takové, ze I =[[_, P", kde ry,...,r, € N. Pak plati

N(I) ZHN(PZ-)”'

Diikaz. 7 definice N'(I) = |Og/I|. Podle rozkladu idealu I, Cinské véty o zbytcich
a Lagrangeovy véty mame postupné rovnosti:

n o or;

“TIIL1E " P

i=1 j=1

N(I) =

[Tox/P
i=1

=[[lox/P;
=1

Je mozné P)~'/P/ uvazovat jako vektorovy prostor dimenze 1 nad télesem
Ok /P; vzhledem k predchozimu tvrzeni 2.4.12. Tedy |Pij_1/Pij| = |Ok/P| =
N (P;). Tim jiz rovnou plyne

n n

N = [TIP P = TNV

i=1 i=1

]

7 této vlastnosti norem okamzité ziskame i moznost rozkladu na mensi pocet
¢initelu, nez primo na vsechny prvoidedly.
Tvrzeni 2.4.14. Mé&jme idedly I, J okruhu Ok . Pak N(1J) = N(DHN(J).
Diikaz. Méjme po dvou ruzné prvoidedly Pi,..., P, takové, ze I = [, P/" a
J=T1[_, P’ kdery,...,rn, $1,...,5, € N. Pak
N7y = N[ Pty = [TV = [N R [TV ER) = NN ).
i=1 i=1 i=1 i=1

]
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Tato tvrzeni jsou velice uziteénd pii rozkladani idedlt na prvoidedly, ¢imz se
budeme zabyvat v dalsi sekci. Nejprve rozlozime normu idealu okruhu Og na

prvocinitele. Podle prvocinitelu dohledame prvoidedly s prislusnou normou pattici
do rozkladu.

2.5 Rozklad na prvoidealy v rozsirenich

Uvazujme stéle ¢iselné téleso K = Q(«), kde o € C je algebraicky prvek nad Z
s minimalnim polynomem f, stupné n rovnému stupni ¢iselného télesa. Pokud v
této sekci mluvime o idedlech, jedna se o idedly okruhu Og.

Meéjme prvocislo p takové, ze PNZ = pZ, kde P je prvoidedl Ok. Potom fikame,
ze se jednd o prvoidedl nad prvoéislem p. Vzhledem k predchozim tvaham je
Ok / P konecné téleso charakteristiky p, pravée kdyz P je prvoidedl nad prvocislem p.

Tvrzeni 2.5.1. Pro kaZdé prvocislo p existuje prvoideal P okruhu Oy takovy, Ze
norma N (P) je rovna mocniné p.

Diikaz. Podle prikladu 2.3.6 vime, ze existuje ideal s normou rovnou mocniné p.
Vyuzijeme-li tvrzeni 2.4.13 ziskame:

Normy vsech idedlu okruhu Ok jsou celociselné, tvrzeni 2.3.3. Mocninu prvocisla p™
tedy muzeme rozlozit pouze na nasobky p a 1, coz nam dava existenci prvoidealu
P splitujictho N'(P) = p*, kde 1 < k < n. O]

Pro prvoideal P mé&jme jeho normu N(P) = p*. Hodnotu k nazyvidme stupen
inerce, nebo také stupen nehybnosti. Jeji vyznam odpovidd |Ox /P : Z+ P/P)|.
V tomto piipadé plati Z + P/P = Z/pZ. Uvazujme nyni rozklad hlavniho idedlu

nad prvocislem p
) =]]F"
i=1

Pokud méame prvoideal P nad prvocislem p, pak je jiz v tomto rozkladu, protoze
plati (p) C P a protoze pracujeme v Dedekindové oboru. Exponent r; z rozkladu
idedlu (p) nazyvame ramifikaéni index P; nad p, nebo také index vétveni.
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Hlavni tvrzeni 2.5.2 (Fundamentalni rovnost). Méjme prvoidedly P, ..., P. nad
prvocislem p. Necht md kazdy z téchto prvoidedli stupen inerce k; a ramifikacni
index e;. Pak plati

T
E eiki =n,
i=1

kde cislem n znacime stupen ciselného télesa.

Diikaz. Vzhledem k tvrzenim 2.4.13 a 2.5.1 vime, ze pro vySe zavedené znaceni
plati:

N((p) = [TV (P = [ ot = p=imrtes,
i=1 i=1

V pitkladu 2.3.6 jsme ukézali, ze N'(p) = p". Coz okamzite ddva Y., e;k; =n. O

Pro ciselné sito je podstatné umeét rozkladat hlavni idedly okruhu Og na pr-
voidedly. Ziskat okruh O by bylo v praxi velice slozité. Proto budeme pracovat
v Z[a]. Z tuvah na konci sekce 2.2 vime, ze pro kazdé celistvé o € Oy je velikost
faktorokruhu |Og /Z|a]| koneéna. Pro vypocty v Z[a] bude potieba rozlisit prvocisla
podle toho, jestli déli |Og /Z[a]|. Prvoéisla, kterd déli |O /Z[a]|, byvaji ozna¢ovana
Rozkladum nad specidlnimi prvocisly se v této praci vénovat nebudeme.

Uvazujme normu idedlu rovnou uréité kladné hodnote N (I) = c. Ukazme, Ze
mame pouze konec¢né mnoho prvoidedlu dané normy.

Tvrzeni 2.5.3. Bud ¢ € R". Pak existuje pouze koneéné mnoho idedli I Dedekin-
dova oboru Oy takovyjch, ze 1 < N(I) < c.

Diikaz. Staci dokazat, ze existuje konecné mnoho prvoidedlu P takovych, ze maji
omezenou normu N (P) < c.

Pro P nenulovy prvoidedl plat{ AN/(P) > 1. Pokud prvoidedl P je soucasti pri-
marn{ dekompozice idedlu I, potom N(I) > N (P).

Podle tvrzeni 2.4.7 existuje prvocislo p, ze P N Z = pZ. Norma takového pr-
voidedlu je pak rovna mocniné p, jak ukazujeme v dukazu tvrzeni 2.5.1. Podle
Fundamentélni rovnosti 2.5.2 existuje pouze konecné mnoho prvoidealu, které maji
normu rovnou p. Tedy existuje pouze koneéné mnoho prvoidealu, které maji normu
mensi nez dané cislo c.

]
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Poznamka 2.5.4. Pro libovolné prvocislo p existuje pouze koneéné mnoho prvo-
idealiu P oboru Ok takovijch, Ze PNZ = pZ. Uvazujme primdrni dekompozici idedlu
(p). Pouze prvoidedly z dekompozice tohoto idedlu totiz spliuji, Ze PNZ = pZ. Tedy
pouze tyto prvoidedly maji normu rovnou mocniné p.

Tvrzeni 2.5.5. At a € C je algebraické celé ¢islo, K = Q[a] a prvocislo p nedéli
Ok /Z|a] (tedy je nespecidlni). Potom O = Z[a] + (p). Specidlné Ok = Z[a] + 1
pro kazdy ideal I C Ok takovy, Ze p € I.

Diikaz. Polozme q = |Ok/Z[a]|. Pro ¢ = 1 tvrzeni okamzité plati. Uvazujme tedy
q > 1. Mé&jme libovolny prvek 8 € Og. Pro néj plati ¢ € Z|a]. Podle predpokladu
jsou ¢isla p a g nesoudélnd a tedy pro né existuji koeficienty r,s € 7Z takové, ze
pr+gs = 1. Proto 5 = sqf + prs € Zla] + (p).

]

Meéjme p nespecidlni prvoéislo. Bud' f, = Hle 3;% (mod p) rozklad na navzdjem

nesoudélné ireducibilni{ polynomy. At jsou polynomy t;(x) € Z[z] zdvizené poly-
nomy s;(x) € Zy[z], ve smyslu Henselova zdvihnuti. Pro zjednoduseni déle budeme
pouzivat znaceni f, = [[;_, &% (mod p). Polynomy ¢; nejsou obecné dany jedno-
znacné. Staci nam pouze jednoznacnost modulo p.

Tvrzeni 2.5.6. Méjme a € C celistvé nad Z, éiselné téleso K = Q[a], minimdini
polynom f, a jeho rozklad fo = [[;_, ;% (mod p), kde p je nespecidint prvocislo a
kde ti(x), ... ts(z) € Z[z].

Idedly tvaru P; = (p,ti(c)) jsou bud prvoidedly stupné nehybnosti deg(t;), nebo
Pl' — OK.

Diikaz. Definujme homomorfismus okruhu ¢ : Z[z] — Ok /P; tak, ze p(z) = a+ P,.
Protoze p € P, je pZlx] C Ker (). Proto lze definovat homomorfismus okruhu
b Zyla] — Ox/P, tak, 7e ¥(z) = a. Tedy Im(y) 2 (Zla] + P)/P: = Ox/P,
podle tvrzenf 2.5.5. Mdme ¢; € Ker . Idedl (¢;) je maximalni. Ker(¢) je bud rovno
tomuto idedlu, nebo celému Z,[x]. Proto je okruh Of/P; = Z,[z]/ Ker(¢)) bud
trividln{ (tedy P, = Ok), nebo je to téleso isomorfni Z,[x]/(t;). Je-li O /P; téleso,
musi P; byt maximélni idedl a tedy prvoideal.

[

Hlavni tvrzeni 2.5.7. Méjme a € C celistvé nad 7Z, ciselné téleso K = Qla] a
okruh Og. Ddle méjme nespecidlni prvocislo p a rozklad polynomu na ireducibilni
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polynomy fo = Hle t;% (mod p), kde ty, ..., ty € Z|x]. Potom pro rozklad hlavniho
idedlu (p) okruhu O na prvoidedly plati:

k

(p) =[] P

i=1
kde prvoidedly P; = (p,t;(«)) magi stupné nehybnosti deg(t;).

Diikaz. Méjme w : Z[z] — Z,[z] projekci modulo prvocislo p, tedy 7(>° a;z") =
>~ (a; (mod p))z" a 7' : O — Ox/(p) projekci modulo prvoideal (p), tedy 7'(a) =
a+ (p).

Definujme homomorfismus okruhu ¢ : Zz] — Ok tak, ze p(z) = «. Protoze
a € C je algebraické celé cislo, je Ker p = (fo) = foZ. Jisté ¢(pZ[z]) = (p) = pOk.
Protoze Ker (7'¢) = o~ 1((p)), je Ker (7'p) = Ker ¢ + pZ[z] = (f.) + pZ|[x]. Protoze
Im(p) = Z|a], je ©'¢ surjektivni podle tvrzeni 2.5.5. Jelikoz pZ[z] = Kerm C
Ker (7'¢p), existuje podle Véty o homomorfismu homomorfismus ¢ : Z,[z] — Ok /(p)
takovy, ze Y = 7',

Je (- a;x’) = >-a;af pro kazdé a = > a;xt € Zy[x]. Homomorfismus 1 je
surjektivni, protoze 7'y je surjektivni. Proto je kazdy maximalni idedl v Ok /(p)
obrazem néjakého maximalniho idealu v Zy[z|/ Kervy = Og/(p), tedy néjakého

maximélntho idedlu Z,[x], kter}'f obsahuje Ker .
Protoze f, € Ker(n'g), je 7(f.) € Kereyp. Méme 7(f.) = [, s, kde je
7(t;) = s;.

Ker je hlavni idedl Z,[z]. Proto existuje monicky polynom g € Z,[z] takovy,
ze Ker(vy) = (g). Pritom ¢ déli Hl 1 5:. Po pripadné zméné indextt muzeme tedy
predpokladat, ze g = Hf, (5% kde 1 <K <kal<d <e.

Struktura maximaélnich idealu okruhu Z,[x]/(g) kopiruje strukturu maximélnich
idedlu Z,[z], které obsahuji (g). Jsou to tedy prave idedly (s;)/(g), 1 < j < k.
Zobrazeni 1) je surjektivni, proto je podle Prvni véty o isomorfismu Z,[z]/(g) =
Ok /(p). Homomorfismus zobrazuje maximalni idedly na maximalni ideély, pficemz
¥((s;)) = P, 1 < i < K. Proto P;/(p), 1 <i <K, jsou vsechny maximélni idedly
okruhu Ok /(p), a tedy P;, 1 < i < k', jsou vSechny maximélni idedly O, které
obsahuji (p).

Déle plati, ze pro z; > 0 je [[(s;))™ C (g) prave kdyz z; > d;; 1 < i <
k'. Proto je [[P" C (p), prave kdyz x; > d;. Protoze Ok je Dedekinduv, plati
[1P" = (p), 1 <i < K. Jelikoz ¢((s;)) = P, 1 < i < K, tak je Z,[x]/(s;) =
Ok /P;. Protoze Zy[x]/(s;) je téleso fadu pdee) | je stupeil nehybnosti idedlu P;
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roven deg (¢;). Fundamentdlni rovnost 2.5.2 iikd, ze n = [K : Q] = Ef;l d; deg ().
Soucasné mame n = deg (f,) = Zle e;degt;. 7 d; < e; plyne, ze k' =k a d; = ¢;,
pro vSechna 1 <1 < k.

]

Rozkladani nad specialnimi prvocisly se nebudeme piimo zabyvat. Jedna se o
komplexni téma, kterému se vénuje napiiklad [1].
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Kapitola 3

~
Ll

iselné sito

V této kapitole popiseme strucné a informativné cely algoritmus ciselného sita.
Proto zde nebude kladen narok na podrobnou pfesnost.

Méjme v celé kapitole c¢islo N € N, které neni prvocislo. Uvazujme okruh
0,1,..., N — 1 s operacemi modulo N, ktery budeme znacit Zy. Vzhledem k tomu,
ze N neni prvocislo, existuji v okruhu Zy netrivialni délitelé nuly. Pravé takové
netrivialni délitele nuly hleddme.

Zékladni princip ¢iselného sita je Fermatova faktorizace V. Jejim cilem je najit
dvé ruzna celd cisla x a y, jejichz ¢tverce se lisi o celoc¢iselné ndsobky cisla N.
Predpokladejme, ze plati x >y € N a

2* = * (mod N) .
Pokud rozdil x — y neni roven jedné, vyuzijeme rozkladu
(x +y)(x—y)=kN, k e€Z.

Nastane bud ged(z — y; N) > 1 a nebo ged(z + y; N) > 1. Mdme velkou Sanci, ze
pri zjisteni nejvétsiho spolecného délitele téchto dvojic ziskame netrivialniho délitele
¢isla N. V opacném piipadé je nejvetsim spoleénym délitelem piimo ¢islo N a je
tfeba hledat jiné hodnoty = a y.

Fermatova faktorizace v uspésném pripadé najde netrividlniho délitele cisla N.
O tuplny rozklad se jedna tehdy, pokud N je nasobkem dvou prvocisel. Pokud je
nasobkem vic prvocisel, ziskame pouze rozklad na dva celociselné délitele N.

Existuje mnoho algoritmu a postupu k nalezeni vhodnych dvojic z a y. Mira
jejich efektivity je zavisld na velikosti éfsla N. Cim vétsi prvocisla ndsobime, tim
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v evs

popiseme, jak ziskava hodnoty x a y algoritmus ¢iselného sita.

3.1 Strucny prehled celého algoritmu

Cilem celého algoritmu je najit vhodnou dvojici (x,y) tak, aby se dala pouzit k
Fermatové faktorizaci éfsla N. Ciselné sito pii hledani dvojic (z, ) nezlistava pouze
v oboru celych ¢isel Z, do kterého patii jak IV, tak i jeho hledani délitelé. V algoritmu
vytvorime dva ¢tverce ve dvou algebraickych strukturach, které jsou si rovny pii
zobrazeni do Zy. Bude tfeba vhodné nastavit tyto algebraické struktury a zobrazeni
mezi nimi.

Ukazuje se, ze vhodnymi strukturami jsou ¢iselna télesa. Méjme ciselnd télesa
tvaru K = Q(a1) a Ky = Q(ay). Hodnoty aq, as € C jsou uréeny jako koreny dvou
vhodné zvolenych ireducibilnich polynomu f; respektive f5. Pojednavame je jako
algebraicka celd ¢isla, tedy uvazujeme polynomy f; monické, ale v dalsich kapitolach
ukazeme, pro¢ v praxi neni tato vlastnost nutna. Vypocty pak probihaji zpusobem,
ktery bere v tivahu, ze popsany model se vztahuje pro vhodny celo¢iselny nasobek
kofene piislusného nemonického polynomu. Tato ivaha nam déva zobrazeni Z|x] —
Zlag), proi = 1,2, kde 9; : ¢ — .

Nyni chceme zobrazit Z[o;] — Zy. Piidame pozadavek, aby oba polynomy f;
a fo mély spolecny koten modulo N. Ozna¢me tento koten m. Duvodem je, jak
ukazeme dale, ze pak pti navratu do Z dobfte ziskdme hodnoty kongruentni modulo
N. Tim muzeme definovat zobrazeni ¢; : Zlo;] — Zy uréené ¢;(cy;) = m, pro
1 =1,2. V prvni ¢asti algoritmu tedy najdeme polynomy f; a fs, které urci ¢iselna
télesa.

V druhé ¢4sti pracujeme v kazdém ¢iselném télese zvlast. Vzhledem k tomu, ze
v obou télesech vykonavame oddélené stejné postupy, vynechme pro prehlednost
indexy. Teoreticky se jedna o praci s hlavnimi idedly okruhu algebraickych celych
¢isel ciselného télesa. Hledame dostatecné mnozstvi idedlu, jejichz normy maji pouze
malé délitele.

s

Definice 3.1.1. Celé cislo je B-hladké, pokud jsou vsichni jeho prvociselni délitelé
mensi nez B.

Ozna¢me F(x,y) € Z[z,y] zhomogenizovany polynom puvodniho ireducibilniho
polynomu f, ktery mél koten a. Zvolime hodnotu B pro B-hladkost a oblast, ze
které budeme volit dvojice (a,b). Tyto dvojice reprezentuji hlavni idedly (a — ba)
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okruhu Og. Nés budou zajimat takové idedly (a —ba), které maji B-hladkou normu
idedlu. V algoritmu hleddme dvojice (a,b), které maji B-hladkou hodnotu F(a,b).
V nésledujici kapitole dokdzeme, ze norma hlavniho idedlu (a — ba) v Ok je rovna
prave F(a,b).

Postup, kterym vybirame a uréujeme vhodné dvojice (a,b), nazyvame proséva-
nim. Vsechny vybrané dvojice (a,b), které ziskdme prosetim, tedy maji B-hladkou
hodnotu F(a, b), zaznamename pro dalsi zpracovani. Mnozinu vsech vybranych dvo-
jic oznacme (. Jeji prvky nazyvejme relace. Relace (a,b) piimo uréuji hlavni idedly
(a—ba) okruhu Of. Podle tvrzeni 2.4.5 je Ok Dedekinduv obor. Kazdy jeho idedl se
jednoznacné rozklada na prvoidedly, tvrzeni 2.4.4. Ideély (a — ba) budeme v dalsich
tazich rozkladat v Ok na prvoidedly.

V dalsi ¢éasti budeme hledat podmnozinu ¢’ mnoziny (. Vybrané prvky ze (’
urci, které idedly (a — ba) muzeme spolu vynésobit tak, abychom ziskali ¢tverec ve
smyslu, kdy kazdy prvoidedl z jeho rozkladu v Ok bude v sudé mocniné. Oznacme
B-hladkym idealem kazdy ideal okruhu Ok, jehoz norma je B-hladka. Tvrzeni 2.5.3
nam dava, ze takovych idedlu je pouze koneény pocet. Vytvorime velkou tidkou
matici M. Kazdy radek je urcen jednou relaci ze ( a reprezentuje tak hlavni idedl
okruhu Og. Sloupce reprezentuji B-hladké prvoidealy okruhu Og. Vzhledem k tvr-
zeni 2.4.13, sekci 2.5 a tomu, ze Ok je Dedekinduv obor, mame predstavu, jak
pripravit vsechny prvoidedly potfebné pro rozklad idedlu urcéenych relacemi ze (.
Véta 2.5.7 urcuje strukturu téchto prvoidedlu a tvar hlavnich idealt (a — ba), které
budeme rozkladat. Vzhledem k volbé polynomu f, ziskavame linearni polynomy ¢;,
definované v 2.5.7. Navic v praxi zanedbavame specialni prvocisla, protoze se jim
algoritmus de facto vyhyba.

Hodnoty v bunkach matice M reprezentuji mocniny prvoidealu v rozkladu idedlu
urceného relaci podle fadku matice. Zajima néas pouze, zdali je mocnina lichd nebo
suda. Hodnoty v matici jsou tedy uvedeny modulo 2.

Podmnozina ¢’ je z mnoziny ¢ vybréana nasledovné. Po vynasobeni vSech idedlu
(a — bar) urcenych relacemi ze (', ziskdme idedl, jez m& vsechny prvoideély ze svého
rozkladu v sudé mocniné. Jednd se o feseni rovnice Mx? = 0 v Z,, kde vektor x
odpovida na otazku, které z dvojic ze (, vybranych prosévanim, pouzijeme dale pro
sestaveni ¢étvercu v Op.

Tim jsme ziskali soucin idedlt [, ;co (a —ba) = I?, kde I je idedl Og. Je
soucin hlavnich idedlu v Ok hlavni ideal? I kdyz je hlavni, tak jesté z danych dat
nutné nevyplyvd, ze ma generator ¢tverec. Existuje postup vyuzivajici kvadratické
charaktery, diky kterému lze ziskat, ze sou¢in idealu ur¢enych relacemi ze ¢’ je gene-
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rovan ¢tvercem. Nésledné ziskame odmocnina z tohoto souc¢inu, kterd je generovana
prvkem z Z[a]. Jeji nalezeni vyzaduje samostatny postup, ktery je zavérecnou fazi
algoritmu.

3.2 Faze algoritmu

Projdéme algoritmus podrobnéji postupné po fazich. Cilem této prace je popsat
pomocné algoritmy k hledani vhodnych polynomu pro prvni fazi algoritmu. Uve-
deme proto informativné idealizovany algoritmus ve struc¢nosti a s odkazy na redlné
zpracovani.

3.2.1 Prvni faze (volba polynomi)

V prvni fazi hleddme dva ruzné ireducibilni monické polynomy f; a fo ze Z[z],
které maji spolecny koren m modulo N. Tyto dva polynomy nemaji obecné zadny
spolecny koten.

fi(m) = fa(m) =0 (mod N)

Nad témito polynomy sestavime teoreticky pro i = 1,2 ¢iselnd télesa K; = Q(«;),
kde «; € C je koten polynomu f;(z). Dulezité pro dalsi vypocty jsou okruhy Ok, a
hlavné okruhy Z|ay].

Jak uz vime, budeme ¢asto pouzivat homogenni polynomy y% fi(x /y) = Fi(x,y),
kde d; = deg(f;) budeme déle zjednodusené znacit pouze d, pro i = 1,2. Je du-
lezité najit polynomy f; a fo tak, aby pfi zvolené metodé prosévani davaly na
predpokladané oblasti dostatecné mnoho relaci, tedy B-hladkych hodnot po dosa-
zeni do zhomogenizovaného polynomu. To je podstatné pro ziskani mnoha hodnot,
ze kterych budeme vybirat relace pro sestaveni ¢tverce ve smyslu idealu. Existuje
vice zpusobu, jak hledat zminéné polynomy. Podle volby téchto metod je volena
hodnota B a oblast, ve které hleddme relace (a,b). Déle je podstatné, aby se s po-
lynomy Fj(z,y) dalo efektivné a rychle pocitat, protoze do nich byva dosazovino
velké mnozstvi hodnot. Metodam hledani téchto polynomu se budeme vice zabyvat
v nasledujicich kapitolach.

Definujme homomorfizmy @1, @2 pro prevod nalezenych hodnot v Z[ay], resp.
Z[aw), do celych ¢isel modulo N. Pro i =1,2 a r € Z méjme

(ori Z[Oél] — ZN,
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@i(a;) =m (mod N),
wi(r) =r(mod N).

Nyni médme vztah ¢1(ca;) = m = @a(as) (mod N). Takové volba je podstatnd
pro kongruenci nalezenych ¢tvercu z Z[o;]. Piedpokladejme na chvili, ze jsme ziskali
¢tverce ve smyslu idealu, které maji hlavni generdtor opét ¢tverec. Oznacme je
pro zjednodugeni 3? a (2. Polynomy f; a f, volime se vSemi vySe uvedenymi
podminkami proto, abychom ziskali kongruenci ¢tvercu. Pokud bychom ziskali stejné
¢tverce 22 = g2, musime zac¢it znovu. Cheeme ziskat pro Fermatovu faktorizaci kon-
gruentni ¢tverce v Zy ve tvaru

(512): H (a_bal)a

(a,b)e’

(5) = [I (a—baw),

(a,b)e¢’
o1 (87) =2 =y* = 2 (67) (mod N).

Lze uvazovat i varianty pro vice polynomu [10], ale témi se tato préce nebude
vice zabyvat.

3.2.2 Druh3 faze (prosévani)

Do druhé faze algoritmu vstupujeme, kdyz mame pripraveny oba ireducibilni poly-
nomy fi(x) a fo(x) v Z[z] a také jejich zhomogenizované verze F(x,y) a Fy(x,y).
Tim mame teoreticky urcena c¢iselna télesa K a Ky, jejich obory algebraickych
celych éisel Ok, Og,, a podokruhu Z[a;] a Z]as]. Druhd faze algoritmu probiha v
obou télesech zvlast stejnym zptsobem, proto ddle vynechdme indexy.

Zvolime mez B € N pro B-hladkost a uréime oblast I C 72, ze které bu-
deme uvazovat hodnoty (a,b). Nyni zaéneme hledat dvojice (a,b) € I takové,
aby hlavni idedl (a — ba) mél B-hladkou normu. Takové dvojice nazyvame relace.
Mnozinu v8ech vybranych relaci oznacme (. Z idedlu urcenych relacemi budeme
dale schopni zkombinovat ideal, ktery ma v rozkladu na prvoidealy pouze sudé
exponenty. Omezenim normy jsme omezili i mnozinu prvoideali, které déli idealy
urcené prvky (. Mnozinu téchto prvoidealu pracovné nazyvame B-hladké prvo-
idedly. Dvojice (a,b) € I vybirame podle toho, zda je hodnota F'(a,b) B-hladka. To
se dé ocekavat pro hodnoty okolo kofenu F(x,y), kdy bude F'(a,b) pomérné malé.
Podminka B-hladkosti byva nékdy oslabovana tak, ze jeden nebo vice délitelu ji
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nemusi splnovat. Tim ziskame vice relaci k vzdjemnému zkombinovani. Omezenou
mnozinu B-hladkych prvoidedlu rozsitime pouze o konetné mnoho dalsich prvo-
idedlu. Vsechny nalezené dvojice (a,b) zaznamendavame pro dalsi vypocty spolu s
prvociselnymi déliteli F'(a,b) a jejich mocninami.

mnozstvi relaci a tedy se uziva velka prosévaci oblast I. Nejbéznéjsi jsou dnes dva
postupy na hledédni vhodnych dvojic. Nazyvaji se miizové a klasické prosévani.
Jejich popis lze nalézt v [1].

3.2.3 Trteti faze (konstrukce matice)

Dalsi faze nebyva nékdy brana jako samostatna faze. Pro implementaci je vhodné ji
oddélit. Jednd se o zpracovéni relaci a vytvoreni matice M v télese Z,. Radky této
matice jsou urceny relacemi (a,b) z . Relace reprezentuji ideély (a — ba). Ziejmé
a — ba € Og, protoze Ok je podle tvrzeni 2.3.5 okruh a a,b,a, —1 € Og. Tedy
(a — bar) je hlavni idedl okruhu Og. Sloupce jsou uréeny B-hladkymi prvoidedly z
Dedekindova oboru Of. Jedna se o prvoidealy nad vsemi prvocisly, ktera jsou mensi
nez B. Strukturu takovych prvoidealu uvadime v 2.5. Piipadné je tato mnozina
rozsitena o konecné mnoho dalsich prvoidealu, pokud jsme oslabili podminku B-
hladkosti pro urceni relaci.

Matice M poskytuje informaci o tom, kdy rozklad daného idedlu v O obsa-
huje které prvoidealy s lichym exponentem. Budeme hledat takovou podmnozinu ¢,
aby souc¢in hlavnich idealu uréenych relacemi jiz neobsahoval ve svém rozkladu na
prvoidealy zadny prvoideal v liché mocniné.

Nyni matici zmensime o sloupce, kde neni uvedena zadna hodnota 1. Navic je
vyhodné matici nasledné zmensit o radky a sloupce, kde se v celém sloupci vyskytuje
jedind hodnota 1. Jedna se o dvojici (a, b), kterou neni s ¢im zkombinovat. Obsahuje
idedl v liché mocniné, ktery by zustal stale v liché mocniné po libovolné kombinaci.
Navic zadny z idealt nebudeme kombinovat sam se sebou. Tim bychom nic neziskali.
Tato uprava muze vyrazné zrychlit dalsi vypocty vzhledem k velikosti matice.

3.2.4 Ctvrta fize (linearni)

Tuto fazi nazyvame linearni. Jedna se o vypocet linearnich rovnic o vice neznamych.
Stale pracujeme v obou télesech oddélené. Hledame zpusob, jak sparovat liché ex-
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ponenty prvoidealu tak, aby po vynasobeni vSech vybranych idedlu nastalo:

n
1=

k
((Zi - bza) = H PjTja
=1

1

kde P; jsou prvoidedly Ok a r; € 2Z pro vsechna j =1,...,k.

Vybér relaci ziskdme feSenim soustavy linedrnich rovnic Mx? = 0. Matici M
jsme sestavili v predchozi fazi. Matice M je bézné velka ridkd matice fadové o mili-
onu tadku. Prace s takovou matici, kterd by nebyla tidka, by byla vypocetné velice
naroc¢na. Pro velkou tidkou matici se pti implementaci vyplaci pouzit Wiedeman-
novu blokovou metodu [20] nebo Lanczosovu blokovou metodu [21].

3.2.5 Pata faze (odmocninova)

V posledni fazi zacneme tim, ze vezmeme vysledky z linearni faze. Zpocatku pracu-
jeme v obou télesech oddélené. Podle vektoru feseni x uréime, které relace pouzit
k ziskdn{ ctverce ve smyslu idedli []. (a — ba). Soucin generdtoru hlavnich idedl
ale nedava generator souc¢inu hlavnich idealu. Je tedy treba jiného postupu. Timto
problémem za zabyva [1] a ukazuje, ze pozadované vlastnosti muzeme docilit po-
moci postupu s kvadratickymi charaktery, které také popisuje [13]. Pak jiz ziskame
pozadované ctverce ve dvou ruznych ciselnych télesech pro které plati:

©1(87) = ¢2(533) (mod N).

Nasledné zjistime odmocninu ¢tvercu v ¢iselnych télesech f1 a . Ziskat odmoc-
ninu z [[. (@ — ba;) vSak nenf trividln{ a navic pozadujeme, aby tato odmocnina
lezela v Z[c;]. K tomu byla difve pouzivdana Newtonova itera¢ni metoda a Couve-
ignesovo vylepseni, ref. [18]. Dnes je za nejlepsi odmocninovou metodu povazovana
Montgomeryho metoda, ref. [19].

Podrobnéjsi popis a vysvétleni odmocninové faze a metod odmocnovani v ¢isel-
ném télese je mozno najit napiiklad v [1, 5].
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Kapitola 4

Podklady k generovani polynomu

V této kapitole popiseme dulezitost ireducibilnich polynomu pro algoritmus. Bu-
deme se vénovat oblast, ze které dosazujeme prvky do zvoleného polynomu. Také
uvedeme metody porovnani ziskanych polynomu pro vybér toho nejvhodnéjsiho
polynomu pro dalsi faze.

Algoritmus ¢iselného sita postupuje tak, ze nejprve vygeneruje ireducibilni po-
lynomy s celo¢iselnymi koeficienty, které pak slouzi k praci s normami polynomu
¢iselného télesa. Volba polynomu tedy ovlivni dalsi chod celého algoritmu. Od této
kapitoly dédle budeme vzdy uvazovat minimalni polynomy nad celymi ¢isly. Znaceni
zjednodusime z f, z(z) pouze na f,.

4.1 Ciselné téleso a algoritmus

Predpokladejme nadéle Ze, pracujeme v Dedekindové oboru O, kde K = Q(«). Pr-
vek a € C celistvy nad Z je vyuzivan pouze v teoretickych tivahéch. Nikdy ho nijak
nereprezuntujeme a pro veskeré vypocty pii prosévani pouzivame vyhradné vyge-
nerované polynomy. Do jejich zhomogenozovanych verzi pak dosazujeme kandidaty
na relace, dvojice (a, b), pti prosévaci fazi. Tyto prvky jsou vybirdny z oblasti, které
se tradicné iika prosévaci oblast. Tomu se budeme vénovat v sekci 4.2.

Uvazujme v této sekci pouze monické polynomy f. Méjme k a € C celistvému
nad Z jeho minimalni polynom f, = Z?:o a;x’, ktery je stupné d. V praxi je d
malé ¢islo, v soucasnosti maximalné 8, casto byva rovno 6. Definujme zhomogenizo-
vany polynom tvaru F,(z,y) = y¢ fa(i), ktery budeme v algoritmu hojné pouzivat.
Ukazme nejprve vypocet normy prvku a — ba € Og, kde a,b € Z. Uvazujme déle
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pouze normu prvkiu Ng|g, kterou budeme zjednodusené znacit N.
Nejprve dokazeme pomocné tvrzeni o determinantu matice multiplikativniho
zobrazeni [, po () = (@ — ba)z.

Tvrzeni 4.1.1. Méjmen € N a matici M s komplexnimi proky o velikosti n + 1 X
n—+1 tvaru

a 0 0 ... 0 bag

b a 0 ... 0 bay
M=]10 —-b a ... 0 bas

O 0 0 ... =b a+ba,.

Pak plati det M = ™1 4 S ayaity =1,

Diikaz. Postupujme pomoci matematické indukce. Pro n = 1 je matice tvaru 2 x 2:

_[a bao
M = (—b a+ bCL1>

det M = a? + abay + b2aq.

Necht tvrzeni plati pro n — 1. Dokazme, Ze plati i pro n. Determinant matice
n+ 1 x n+ 1 vypoéteme nasledovné

a 0 ... 0 ba, b a O 0
b a ... 0 bas 0 —b 0
detM=a|l0 —-b . 0 bag |+ (—=1)"bag| 0 0 —b 0
STl T T : O
o 0 ... =b a+ba, 0O 0 0 ... —=b

Prvni determinant dokazeme spocitat z indukéniho predpokladu. Jeho vysledek je
a(a™+3 " aa b1, Druhy determinant je pouze nésobek vSech prvku na
diagondle, kterych je n, protoze se jedna o horni trojuhelnikovou matici. Vysledek
determinantu je tvaru

det M = a (a“ +> aiai—lbn—i+1> 6 g = a™ E Y gl

1=1 =0
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Matice zobrazeni ji, 4o vzhledem k bazi {1, a,... ,ad_l} ¢iselného télesa Q(«)
nad Q je pravé matice M. Jeji determinant je timto zajimavy, jako norma prvku
a — ba a, jak nyni dokdzeme, také jako norma hlavniho idedlu (a — ba) okruhu O,
ktera je podstatnd pro zjistovani rozkladu na prvoidedly v Dedekindové oboru Og.
Nasledujici véta bude pro algoritmu stacit pouze pro monické polynomy, jak uka-
zeme pozdéji.

Tvrzeni 4.1.2. Méjme prvek o € C celistvy nad Z a F,(x,y) = Z?:o a;ziy?
zhomogenizovany minimdlni polynom prvku «. Ddle pro a,b € 7Z uvaZujme idedl
(a — ba) okruhu O éiselného télesa K = Q(«). Potom plati

N ((a—ba)) = [Fu(a,b)|.

Diikaz. Mame-li prvek a € C celistvy nad Z. Pak je jeho zhomogenizovany polynom
po dosazeni dvojice (a, b) roven F,(a,b) = det M, kde matice M je matici zobrazeni
Ha—ba-

Norma hlavniho idealu generovaného prvkem a — ba € O je podle 2.3.7 rovna
normé prvku a — ba. Tim piimo ziskavame

N ((a = ba)) = [N(a — ba)| = [det(pa—a)| = [Fula, b)].
O

Rozkladem na prvoidedly se nebudeme v této praci vice zabyvat. Jedna se vsak
o podstatnou cast dalsich fazi algoritmu c¢iselného sita, které jsme shrnuli v pred-
chozi kapitole. Teoreticky zaklad je popsén napfiklad v [1] nebo [13].

4.2 Prosévaci oblast

Casové nejnaroénéjsi ¢ast algoritmu éfselného sita je hleddni normy hlavnich idedli
Ok. Jednd se o idedly tvaru (a — ba), kde a,b € Z a a € C kofen polynomu Z[z],
ktery, jak ukdzeme pozdéji v sekci 5.2, nemusi byt monicky. Pii hodnoceni ziskanych
polynomi je tfeba uvazovat i to, pro jaké idedly budeme zjistovat jejich normy, tedy
hodnoty F'(a,b), jak jsme ukazali v predchozi sekci. Podivejme se na oblast, ze které
budeme dosazovat do homogennich polynomu. Budeme ji ddle nazyvat prosévaci
oblast. Velikost této oblasti urcuje, jak dlouho bude prosévani trvat. Pro vétsi
oblast se zvysi jak pocet zvolenych relaci, tak i ¢as prosévani. Proto je dulezité
premyslet o optimélni velikosti prosévaci oblasti.
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Budeme-li déle hovotit o dvojicich (a,b) z prosévaci oblasti, budeme vzdy uva-
zovat pouze nesoudélné a a b. Dvojice, ktera by méla spolecného délitele vétsiho nez
jedna, by nepftinesla nic nového oproti dvojici vydélené timto spole¢nym délitelem.
ZkousSenim soudélnych dvojic jen vyrazné zvysime cas prosévani. Dale staci, aby
nanejvys jedna z hodnot a a b byla zaporna, vzhledem k tomu, Ze néas zajima
B-hladkost hodnot z homogenniho polynomu. Ozna¢me I, (resp. I,) interval, ze
kterého volime a (resp. b).

Uvazujme nejprve obdélnikovou prosévaci oblast pro nesoudélné dvojice (a,b).
Definujme ji pro U € N nésledovné

I=1,x1,=[-U;U] x [0;U].

Mame oblast o velikosti 2U?, ze které volime hodnoty dosazované do polynomu
F(z,y) =Y, a;z'y?™" € Z[z,y]. Nastaven{ parametru U je uréovano heuristicky. V
praxi byva hodnota U urcena velikosti faktorizovaného ¢isla. Pro 100 ciferné cislo
uvazuje méfeni v [1] hodnoty v fddu milionu. Pro RSA-768 [11] je prosévaci oblast
o velikosti v fadu miliard.

Vzhledem k tomu, Ze koeficienty u 2% a 291y jsou malé a u xy? ! a y? velké,
lze octekavat, ze pro generovani srovnatelné velkych hodnot F'(a,b) lze hodnoty
a vybirat z vétsiho intervalu nez hodnoty b. Této zméné velikosti I, a I, fikame
zkoseni. Mira zmény (tedy zkoseni) s zavisi na vlastnostech polynomu F. Meze
pro intervaly zménime na nové hodnoty A = Uy/s a B = % Prosévaci oblast je
pak urcena

I=1,x1I,=[A;A] x [0; B] = [—U\/E;U\/E} X lO;%}.

Stale se jednd o oblast velikosti 2U2. Zkoseni s volime podle vygenerovaného po-

ad—3
ad

d =5,6. V takovém piipadé prokosime podle koeficientu, kde jiz b zacina mit vétsi
exponent. Naopak dalsi koeficienty, kde ma b nejvétsi exponent, jsou piilis velké a
tim bychom ziskali ptili§ maly rozsah hodnot pro b.

Analogicky lze uvazovat kruhovou prosévaci oblast, presnéji feceno se jednd o
polokruh o zvoleném poloméru, kdy opét uvazujeme b pouze kladna. Pro polomeér
UeNafe[0,7] mame

lynomu. Bai [2] doporucuje, aby bylo voleno s ~ &/(==%) pro polynomy stupné

a = U cos¥,

b= Usin#,

33



kde 6 € [0,7]. Po prokoseni ziskdme eliptickou prosévaci oblast, kde U € N a
6 € [0, ], tvaru
a = Uy/scosb,

b= % sin 6.
Prosévaci oblast nemusime nutné volit pouze v geometrickém tvaru. Je vhodné
k nému piipojit i dalsi hodnoty (a,b), pro které plati, ze § je blizko néjakého
redlného korene polynomu f(x). Hodnoty F'(a,b) jsou pak pomérné malé a tedy i
dobfte splinuji B-hladkost.
Dalsi variace a jejich zasah do ¢iselného sita je mozno nalézt v [9].

4.3 Vlastnosti polynomu

Vybrané polynomy velice ovlivni efektivitu prosévani. To, zda byl vybran dobry
polynom, se plné ukaze az pti samotném prubéhu ¢iselného sita. Takovy zpusob
testovani polynomu je ovsem velice neefektivni. Proto se pouzivaji ruzna heuristicka
kritéria. Vychazeji z vlastnosti, které lze od polynomu ocekavat, ma-li byt vypocet
v prosévaci oblasti dostatecné rychly a prinést hodné dobrych relaci. Takova kritéria
hodnoti polynomy podle takzvanych vlastnosti koeficientu a korenovych vlastnosti.

Bézny postup byva vygenerovat mnoho polynomu s relativné malymi koeficienty.
Upravit je a pak z nich vybrat nejvhodnéjsiho kandidata. Piipadné par kandidétu,
na kterych je spusténo testovaci prosévani. Metodam predpovédi poctu relaci podle
testovactho prosévani se vénuje [16]. Tato metoda provede kratké prosévani na
vybranych polynomech a podle vysledku odhaduje pocet relaci.

4.3.1 Hodnoceni koeficientu

Od vygenerovanych polynomu pozadujeme, abychom ziskali velky pocet ne-
soudélnych dvojic (a,b), které povedou k hladkym hodnotdm po dosazeni do po-
lynomu. Takové vlastnosti 1ze ohodnotit podle koeficientu a tim poznat vhodnost
polynomu diive, nez pomoci zkusebniho prosévani. Popisme jak takové hodnoceni
vypada.
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Murphy ve své préci [5] vyuziva Dickmanovu funkci p, definovanou v [14], jme-
novite

up' (u) + plu—1)=0prou>1
p(u)=1pro0 <u<1.

Dickmanova funkce udava odhad frekvence hladkych hodnot podle dané meze.
Dickman dokézal, ze pro pocet B-hladkych ¢isel mensich nez mez M, oznacme
(M, B), plati (M, M) = Mp(a). Tedy lze uvazovat a = 2% AB{ :
Pravdépodobnost, ze jsou a a b nesoudélna je priblizné rovna %, jak je dokazano
napiiklad v [15]. Ohodnoceni polynomu Fj a F, podle meze B-hladkosti je urceno

na néjaké oblasti I nasledovné

log | Fi(z,y)| log | Fy(z,y)]
— 77 ) dxdy.
// ( log B P log B vay

Uvedenou aproximaci lze vice zjednodusit. Pro fy linearni polynom je druhy ¢len

konstantni. Déale zanedbejme 7% pro vzajemné porovnavani ziskanych polynomu.

Tedy mame
log |[F(x, y)|
// < log B dxdy.

Vypocet Dickmanovy funkce p je mirné ¢asové narocny, obzvlasté pokud bychom
takto chtéli ovérovat kazdy nalezeny polynom. Nasim pozadavkem na hodnoty
|Fi(a,b)] a|Fy(a,b)| je, aby byly v pruméru malé pro volené dvojice (a, b) z prosévaci
oblasti. Heuristicky tedy pozadujeme malé koeficienty pro tyto dva polynomy. Na-
opak prilis malé koeficienty by nedavaly dostatek relaci. Nejlepsi se ukazuji byt
polynomy s mensim vedoucim koeficient, ktery rfadové nemiva vice jak 20 cifer.
Ostatni koeficienty pak postupné radové rostou.

Pro hodnoceni koeficientu polynomu muzeme uvazovat normu ve smyslu nejvetsi
z absolutnich hodnot jeho koeficientu. Je vhodné uvazovat i to, jaka je mocnina
proménné, kterd tento koeficient nasobi. Jednou z moznosti je pocitat se sup-normou
polynomu podle Kleinjunga [3].

Méjme mnozinu polynomu stupné nejvyse d nad télesem realnych cisel. Tuto
mnozinu lze uvazovat jako vektorovy prostor usporadanych d-tic koeficientu s ope-
racemi sCitani po koeficientech a nésobeni vsech koeficientu prvky r € R.
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Méjme ddno s € R™ a d € N. Pro polynom f(x) =Y a;x" € Z[z] stupné nejvyse
d. Polozme

d
sgp(f, s) =sup(f,s) = %1%‘@25 2|.

Déle index d explicitné neuvedeme. Predpokladejme, ze je zfejmy z kontextu. De-
finujme
sup(f) = minsup(f. ).
s>

Hodnoty sup(f, s) a sup(f) existuji pro kazdy polynom zvoleného stupné d € N.
Ukazme, ze sup(f, s) i sup(f) jsou normami na vektorovém prostoru vsech polynomu
stupné nejvyse d.

Poznamka 4.3.1. Pripomenme definici normy. Méjme vektorovy prostor V. nad
néejakym telesem T' C C. Funkce N je norma, pokud splnuje ndsledujici podminky
pro vsechna u,v € V. a vSechna r € T':

e N(v) =0 prdvé tehdy, kdyz v = 0;
o N(rv) = |r[N(v);
o N(u+v) < N(u)+ N(v).

Tvrzeni 4.3.2. Méjme s € RT a polynom f stupné nejuyse d € N. Sup-norma
podle zkoseni sup(f,s) je norma na vektorovém prostoru polynomi stupné nejvyse

d.

Diikaz. Uvéazime zakladni tfi vlastnosti normy: pozitivni definitnost, pozitivni ho-
mogennost a subaditivitu.

Vzdy plati, ze sup(f,s) > 0 a rovnost nastava pouze pokud vsechny koeficienty
polynomu f jsou rovny nule. Pokud vynasobime polynom f libovolnym cislem r €
R, plati

sup(rf. ) = max |rags'™| = |r| mave Jags™ 4] = [r| sup(/, 5).

Vzhledem k definici uvazujme pevny stupen d. Pro sou¢et dvou polynomu f a g
stupné d plati nasledujici. Oznacme f + g = Zj:o (a; + b;)x". Pokud nejsou koefi-
cienty a; + b; definovany, pro 0 < i < d, uvazujme je rovny 0. Pak plati vzhledem

trojihelnikové nerovnosti

_d
2

sup(f + 9,5) = gmage e+ 0)s'~4) < e (Jos |+ s’
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< = .
gx<1a<)§|a s 2| + max |b s' 2| sup(f, s) + sup(g, s)

]

Dusledek 4.3.3. Méjme polynom f stupné nejvyse d € N. Sup-norma sup(f) je
norma na vektorovém prostoru polynomu stupné nejvyse d.

Vyse zavedena sup-norma je velice podobna (> normé. Empiricky se ukazuje
jako dobry ndstroj na méreni normy polynomu pro ¢iselné sito.

Vhodnou formou jak méftit vlastnosti koeficientii polynomu je také logaritmus
z L*-normy, se kterou prichazi Bai [2]. Tato norma uvazuje eliptickou prosévact
oblast. Jedna se o normu zhomogenizovaného polynomu.

1 2m 1
log L*(F) = 5 log (s‘d/ / F?(xs,y) do dy)
o Jo

Bai [2] tvrdi, ze empiricky se ukazuje, Ze tyto dvé normy spolu vzdy nekoreluji. Po-
kud je vSak nalezeno optimalni zkoseni s, neni rozdil prilis velky. Nejlepsi vysledky
davaji takové polynomy, které maji obé uvedené normy malé.

4.3.2 Korenova vlastnost

Dalsim méritkem pro vybér vhodného polynomu je takzvana kofenova vlastnost.
Jednd se o méteni poc¢tu kotent polynomu modulo malé prvocisla. Zajima néas prinos
polynomu vuéi ruznym prvocislum mensim nez zvolena mez B. Takové polynomy
davaji potom vice hladkych vystupu a tedy relaci. Nalézani takovych hodnot pak
vychazi lépe, nez volby ndhodnych ¢isel. Tato vlastnost se ukazuje byt meéritelna.
Popiseme postup podle Murphyho [5].

Poznamka 4.3.4. Pro celd c¢isla je p-valuace nejuyssi mocnina prvocisla p, které
deli dané celé cislo. Budeme ji ddle znacit v,.

Pozadujeme, aby hodnota F'(a,b) byla s dobrou pravdépodobnosti B-hladka.
Navic je vhodné, aby polynom F'(x,y) mél mnoho nesoudélnych korentt modulo
mala prvocisla. Uvazujme pouze prvocisla p mensi nez zvolena mez B.

Stfedni hodnotou pro p-valuace F(a,b), oznacme ji E(v,(F(a,b))), je v dis-
krétnim pripadé vazeny prumér. Uvazujme ndhodnou nesoudélnou dvojici (a,b) z
predem zvolené prosévaci oblasti I. Pro B-hladké F(a, b) plati

log(F ~ ) E(u(F(a,0)))log(p).

p<B
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Necht pocet kotentt homogenniho polynomu F'(z, y) modulo p na prosévaci oblasti [
je roven g,. Pro specialni prvocisla p (definovana v sekci 2.5) plati ndsledujici. Pro
homogenni polynom F' na jeho definiénim oboru

Z(a,b)e] vp(F(a,b))

C

E(v,(F)) ~ , pro vhodné ¢ < [{F(a,b); (a,b) € T}|.

Pro nespeciélni prvocisla p < B uvazujme piipady, kdy mame koieny F' modulo p*.
Pocet takovych kofenil je p* + pF~1, jak ukazuje Bai v ¢lanku [6] pomoci afinnfho
a projektivniho prostoru. Pravdépodobnost, ze ndhodna nesoudélna dvojice (a, b) z
prosévaci oblasti je timto kofenem, je }ﬁpk_l. Tim ziskavame, ze

(e 9]

B(u(F) = Y st =

k—1 T2 1
~ptp+1) pP-1

Podle téchto pozorovéni je urcena Murphyho «(F') funkce, kterou definujeme
podle [5]. Funkce a(F) slouzi k ohodnoceni polynomu podle rozlozeni jejich funke-
nich hodnot.

o(F) = 3 (1= (p— DE(uy(F))) 22

p<B p—l
zz<1_&>bﬂ
ey p+1)p—1

Cfm mensi hodnotu m4 tato funkee, tim je polynom lepsi pro hledani relaci. Hodnota
a(F) byva ¢asto zapornd, protoze pozadujeme, aby F'(z,y) mélo vic nez jeden koten.
Myslenkou a(F') funkce je porovndni ndhodného ¢isla a funkénich hodnot polynomu
F'. Funkéni hodnoty dobrého homogenniho polynomu F'(x,y) se chovaji podobné,
jako nédhodnd ¢isla o velikosti F(z,y)e®).

4.3.3 Murphyho F funkce

Murphy v [5] také prichdzi s dalsim zajimavym zpusobem, jak ohodnotit nalezené
polynomy. Doporucuje pro maly pocet nejlepsich kandidatu na polynomy f; a fo
pouzit nasledujici ohodnoceni, které budeme dale nazyvat Murphyho E funkce.

Méjme dvojici polynomu f; a fo a zkoseni s. Uvazujme jejich homogenni verze
Iy a F5 na eliptické prosévaci oblasti tvaru

r = +/scosb,
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1
RVE

kde 6 € [0, |. Tuto oblast uniformeé rozdélme na K ¢asti. Podoblasti uréeme 6;, kde
1 <i< K. Méjme j = 1,2 a uvazujme meze pro B-hladkost Bf,. Polozme

sin 6,

log | Fj(+/s cos 6;, \/ig sinf) + o(F})|
UF, 0;) = .
log B,

Hodnotu a(Fy), kde deg F» = 2, lze aproximovat na konstantu 0, 56996, jak dokazuji
R. Barbulescu, A. Lachand v [8], Proposition 3.2.
Pomoci Dickmanovy funkce p je definovana Murphyho E funkce

K

E(F, ) =Y plur, (6:)p(ur, (6:)).

i=1

Tato funkce dava meéritelné ohodnoceni dvojice polynomiu. Obecné neni nutné
uvazovat pouze eliptickou oblast pro dosazené hodnoty x; a y;. Heuristicky, funkce
E za pomoci funkce p aproximuje pocet relaci nalezenych polynomy f; a f; na
dané prosévaci oblasti. Duvod je takovy, ze E(Fy, Fy) lze uvazovat jako aproximaci
integralu uvedeného na zacatku sekce 4.3.1 Hodnoceni koeficientu.

Murphyho E funkce je v soucasnosti povazovana za spolehlivé ohodnoceni po-
lynomu bez testovaciho prosévani [7].
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Kapitola 5

Generovani polynomu

Volit polynomy pro ¢iselné sito ndhodné neni optimalnim feSenim. Prosévaci faze
pak nemusi davat dobré relace, nebo je hledd s vyrazné vyssi slozitosti, jak ¢asovou
tak i pamétovou. Existuji riizné metody, pomoci kterych ziskdme polynomy s mno-
hem lepsimi vlastnostmi a tedy i vétsi efektivitou celého dalsiho prosévani. Cilem
této kapitoly je popsat algoritmy, povazované v soucasnosti za nejefektivnéjsi. Po-
sledni uvedeny algoritmus byl také naprogramovan a jeho implementace je popsana
i v néasledujici kapitole.

Meéjme prirozené cislo N, které neni prvocislo. Predpokladejme déle, ze se jedné
o cislo slozené z velkych prvocisel. V této kapitole se budeme vénovat vygenerovani
dvou ireducibilnich nesoudélnych polynomu ze Z[z], které splnuji

fi(m) = fo(m) =0 (mod N), kde m € Z.

Vzdy predpokladame, ze koeficienty kazdého polynomu jsou nesoudélné. V opacném
piipadé bychom cely polynom zkratili spolecnym délitelem koeficientu. Puvodné
bylo pozadovano i to, aby polynomy byly monické, ale tato podminka neni nutna,
jak ukazeme v sekci 5.2 o nemonickych polynomech. Navic nam nemoni¢nost umozni
zmensit polynomy a tim i zefektivnit algoritmus.

V soucasné dobé jsou nejvice pouzivany metody, kdy generujeme polynom fo
linearni a polynom f; stupné nejvyse 8. Dosud nebyl nalezen algoritmus, ktery
by daval vhodné polynomy vyssich stupnu nez 8. Experimentdlné nebylo zjisténo
zlepseni pii volbé vyssich exponentu uzitim zndamych metod generovani polynomu.

Polynom f; nemusi byt nutné linedrni. Williams uvazuje v [22] uziti dvou kva-
dratickych, nebo dvou kubickych polynomu. Prest a Zimmermann zkoumaji uziti
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dvou polynomt stejného stupné v [23]. Takovym metoddam se ale nebudeme v této
praci vice zabyvat.

Zacneme u zakladniho algoritmu na generovani polynomu, potom popiseme dalsi
slozitéjsi postupy.

5.1 m-adicky rozvoj

Nejjednodussi metodou k nalezeni polynomu, spliujicich pozadavky, je metoda
zvana m-adicky rozvoj. Jedna se o rozklad faktorizovaného ¢isla N na nasobky
mocnin piredem zvoleného ¢isla m € N, které budeme dale uvazovat jako kotfen pro
oba polynomy modulo N. Za¢néme s prvnim polynomem f;. Méjme rozvoj

pro 0 < a; < m — 1. Prvni polynom pak muze byt tvaru f;(z) = Z?:o a; .

Druhy polynom f> zvolime jako minimdalni polynom m v Z[z]. Timto je tvaru

fi(m) = fa(m) (mod N),

kde m € N. Ptitom jsou oba polynomy nesoudélné.

Prvni polynom f; 1ze dale upravit. Neni nutné pouzivat pouze kladné koeficienty.
Muzeme je tedy zmensit, pokud budeme uvazovat i zaporné koeficienty. Polynomy

s velkym vedoucim koeficientem aq neddvaji dobré vysledky. Uvazujme aq < 5.

Ostatni koeficienty a;, jsou-li vétsi nez %, upravime nasledovne:

e zmensime a; na a; — m,

e zvétsime a;11 na a;11 + 1.

Tento posun neprovadime s vedoucim koeficientem i kdyby nastalo ag > 7,
abychom nezvétsili stupen polynomu. Je vSak bézné volit m takové, aby bylo ay
relativné malé. V pripadé monického polynomu neménime ani néasledujici koefici-
ent ag_1, aby neporusil monicnost. Uvazujme prozatim pouze monické polynomy.
Nemonickym polynomum se budeme vénovat pozdéji.
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Ciselnd télesa jsou v tomto pifpadé tvaru K; = Q(ay) pro monicky polynom f;
s kofenem oy € C a Ky = Q pro polynom fy(x) = x — m, kde m € N. Veskeré
vypocty pro hledané relace (a,b) budou v K probihat jako rozklady na prvocisla
a jednotku —1. Divod je takovy, ze normy prvkiu z Ok, = Z jsou rovny hodnoté
generujictho prvku idedlu. Tedy Ny(a — bm) = |a — bm).

Vstupem m-adického generovani polynomu jsou prirozena ¢isla N a m. Volbou
¢isla m volime i stupen polynomu deg(f;) = d. Chceme-li nejprve urcit stupen d,
je tfeba volit m ~ v/ N pro monicky polynom am ~ “v/N pro nemonicky polynom.

Polynomy nalezené pouze m-adickym rozkladem sice postacuji, ale nemaji tak
dobré vlastnosti. Ciselné sito s nimi pracuje pomaleji, nez s polynomy z kom-
plexnéjsich metod, které vychéazeji z tohoto zdkladniho zpusobu generovani poly-
nomdu.

5.2 Uziti nemonickych polynomi

Ukazme, jak pro algoritmus ¢iselného sita vyuzit i nemonické polynomy. Necht
f(z) € Z]x] je nemonicky polynom stupné d ireducibilni nad Z[z]. Potom jiz jeho
koten o € C nenti celistvy nad Z. Téleso Q(«) je nadtéleso kone¢ného stupné télesa
Q. Tedy se stale jedna o ciselné téleso. Oznacme ho opét K. Jiz vSak okamzitée
neplati, ze a € Og. Pro normy hlavnich idealu z okruhu algebraickych celych ¢isel
Ok neni splnéna podminka pro tvrzeni 4.1.2. Ukazme, jak tento problém vytesit.

Ireducibilni polynom f(z) = Z?:o a;x" pievedeme na monicky polynom, protoZe
takto ziskdme zpét jeho vlastnosti pro vypocet normy. Jak ukazeme v této sekci,
budeme ale pocitat s puvodnim nemonickym polynomem, protoze ma lepsi vlast-
nosti. Polynom f(z) vynasobime prvkem ag_l. Jeho proménou z prevedeme na a%
Tim ziskdame upraveny polynom

d—1
Floy — d-1e (L) _ d i
flx)=ay ' f (%) ¢+ ;adal:c :

Méme monicky ireducibilni polynom f(z) € Z[z]. Jeho kofenem je 8 = aqov, kde
vime, ze ag € Z. Koteny polynomu f jsou celistvé nad Z. Tedy § € K je algebraické
celé ¢islo. Ciselné téleso K = Q(a) Ize také zapsat ve tvaru Q(f3), protoze aqg~! € Q.
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Pro a,b € Z je (a — ba) lomeny idedl okruhu O. Podle tvrzeni 2.4.5 vime, zZe
Ok je Dedekinduv obor. Tvrzeni 2.4.10 tika, ze v Dedekindové oboru i pro lomené
idedly existuje jednozna¢ny rozklad na prvoidealy v celoc¢iselnych mocninach. Lo-
meny ideél (a —ba) 1ze tedy stale jednoznacéné rozlozit. Nevyplaci se iplné piejit na
vypocet norem téchto idealti pomoci polynomu f(z). Koeficienty polynomu f(z) se
mohou vyrazné zménit oproti koeficientum f(x), coz se v praxi stavd bézné. Tim
se vyrazné meéni jak korenové, tak velikostni vlastnosti. Normu lomenych idealu
budeme pocitat pomoci puvodniho polynomu. To je mozné s nésledujici upravou.

x g a5z aax e
F(a,y) =y'f (;) =ayy'f (7) = ay 'F(agr,y).
Lomeny ideél (a—ba) lze zapsat jako soucin hlavniho lomeného idedlu generovaného
celym ¢islem a idedlu Dedekindova oboru O.

(a —ba) = (ag) *(aga — bp)

Diky témto dvéma tvaham a tvrzenim 2.3.7, 2.4.13 a 4.1.2 lze jiz piimo zjistit
normu hlavniho lomeného idedlu Dedekindova oboru Ok nésledovné.

N ((a = b)) = N (ag" (aqa — bB)) = N ((aa) ' (aga — b3))
= N ((a2) ) N ((aqa — bB)) = (a;dﬁ(ada, b)‘
= |a; " F(a,b)|

Pouziti nemonickych polynomu ovlivni vyrazné prosévaci fazi, ale také sestaveni
matice. Pfi prosévani sta¢i uvazovat pouze hodnoty F'(a,b) pro urc¢eni vhodnych
relaci, které zaradime do mnoziny (. Tyto relace vSak nereprezentuji hlavni idealy
(a — bp), ale hlavni lomené idedly (a — ba). Pfi sestavovani matice je pak tieba
uvazit i prvoidedly, které patif do jednoznaéného rozkladu lomeného idedlu (aq)~*
v Ok . Je podstatné nezanedbat tyto lomené idealy pro spravné sparovani prvoidealu
z rozkladu vSech idedlu generovanych relacemi ze (. Pokud bychom je zanedbali,
mohlo by se stat, ze pro vybrané dvojice (a,b) ziskdme ctverec [ (aqa — bf), ale
[T (aq)~" etvercem nebude. Chceme, aby [] (a — ba) byl étverec pro vhodny vybér
relaci (a,b) ze ¢. Refenim je napifklad uvazovat pouze takové vybéry dvojic (a,b),
které maji sudy pocet prvku. Kazdy lomeny idedl (a — ba)) obsahuje (ag)~' a pii
sudém poctu takovych lomenych idedlu nastane i sparovani prvoidealu s lichym
exponentem z rozkladu vsech (aq)~!. Vice se této problematice vénuje [1].
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Pii generovani polynomu byvéa bézny postup zvolit nejprve stupen polynomu
a pak vedouci koeficient. Podle nich jsou déle voleny dalsi koeficienty polynomu.
Nékteré hodnoty koeficientu ay nemusi davat dobré polynomy. Je vhodné nevo-
lit vedouci koeficient ay az ptilis velky. Prvnim krokem algoritmu byva nastaveni
(vétsinou navyseni) ay na vhodnou hodnotu, ke které byva sestaven zbytek poly-
nomu. Takto je vygenerovano vice polynomu, které jsou pak porovnany metodami
popsanymi v sekcich 4.3.2 a 4.3.3. Z nich je vybran vhodny polynom pro dalsi faze.

5.3 (m,p)-adicky rozvoj

Moznou variantou m-adického rozvoje je metoda (m,p)-adického rozvoje ¢isla N,
kde m, p € N. Uvazujme v této sekci p jako prvocislo. Tento pozadavek neni nutny.
V novéjsich metodéch se jednd o sou¢in pér prvocisel. Metody postavené na (m, p)-
adickém rozvoji hledaji hodnoty m a p vice sofistikované. Volbou téchto hodnot také
urcime, zda bude polynom f; monicky. Druhy polynom budeme uvazovat linearni
a nemonicky tvaru fo(x) = pxr — m.

Pii ziskdvani polynomu f; postupujeme analogicky jako v m-adické metodeé.
Zjistime vSechny koeficienty a; pro rozklad

d
— Jpd—3
N—E a;m’p* 7.
=0

Tyto koeficienty vyuzijeme jako koeficienty polynomu f;(z) = Z;l:o a;x?. Plati, ze

Spoleény koien obou nemonickych polynomi modulo N je tvaru mp~! (mod N) a
budeme ho také znacit %. Tim modifikujeme jeden ze zakladnich pozadavku na
generované polynomy. Pozadavek na kofen obou polynomu oslabime z celych ¢isel
pouze na ¢isla racionalni. Potiebujeme, aby existoval prvek p~! modulo N. Pokud by
takovy prvek neexistoval, ziskali jsme netrividlniho délitele NV, coz presné chceme.
Predpoklddejme déle, Ze p~! modulo N existuje. V praxi hleddme takové p, aby
byl jeho inverzni prvek modulo N rychle nalezitelny. Podle toho také upravime
homomorfizmy ¢; : Z[o;| = Zy, kde i = 1,2, na p;(a;) = mp~! (mod N).

Meéjme zvolena cisla m a p. Dalsim krokem byva zvolit vedouci koeficient ay
a zacit generovat polynom f;. Predtim, nez zacneme takovy polynom generovat,
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je tfeba otestovat, zda ma kombinace m, p, ag feSeni. Chceme ziskat rozklad N =
2?:0 a;m/p?~ a podle n¢j ireducibiln{ polynom fi(z) = Z?:o a;x? s korenem mp~!
modulo N. Pokud p a a;y maji spolecného délitele vétsiho nez 1, nejsou koeficienty
polynomu f; nesoudélné. Takovému pripadu se chceme vyhnout.

Méjme p € Z prvocislo takové, ze p < ay. Predpoklddejme, ze p nedéli ay.

T

Vedouci koeficient polynomu p?f <1_J neni délitelny p, ale vSechny ostatni cleny

jsou. Potom
plf <£) = aqr” (mod p).
p

Dosadime-li m za z ziskdme: N = agm?(mod p). Pokud tato kongruence nema
feSeni, ireducibilni polynom f; s kofenem m modulo p neexistuje.

Pro p neprvociselné, je tieba, aby uvedené kongruence mély feseni pro vSechny
jeho prvociselné délitele.

Ukazme, jak vygenerovat vhodny nemonicky polynom pomoci (m, p)-adického
rozkladu. Pro zvolené m € N a prvocislo p hleddme rozklad N = Z?:o a;mipt.

Definujeme nejprve pomocné rekurzivni parametry:

e ry=N,
rig1—aip1mit!

; proi=d—1...,0.

.T’,L':

Pti této definici plati proi =d —1,...,0, ze
d
N= > (o)
J=i+1
Jednotlivé koeficienty a; ziskame tak, aby byla splnéna kongruence pro celociselnost
pomocnych hodnot r; = a;m’ (mod p). Definujeme je pro vhodnd 0 < ¢; < p
nasledovné
T
a; = — + q; € Z..
mZ

Vyjadieme r; z rozvoje ¢isla N. Pro vSechna ¢ =0, ..., d mame

d

d—i . d—j

rip "t =N — E a;m’p“,
j=i+1
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Polynom f; ziskdme jako vyjadieni parametru “¢. Pak fi(x) = Z;l:o
r=".
p

a;x? s kofenem

Pti (m, p)-adickém generovani polynomu volime vedouci koeficient z urcité ob-
lasti, tedy dokazeme urcit jeho maximalni velikost. Mame-li pevné zvoleny vedouci
koeficient ag4, stupen polynomu deg f(z) = d a kofen %, dovedeme urcit mez pro

velikosti ostatnich koeficientu.

Tvrzeni 5.3.1. Mé¢jme N,d € N a prvocisla ag > p € N. Ddle méjme m = ¢/~

ad
redlné a m celé tak, ze m > m a N = agm? (mod p) md Feseni. Potom existuje
polynom f(z) = S0 a;x’ takovy, ze plati pf (%) = N a jeho koeficienty jsou
omezeny nasledovné:

° |CLd_1| <p-+ dadm%ﬁ,

o |a;)|<p+mproi=0,...,d—2.
Diikaz. Existenci takového polynomu jsme pravé ukéazali pri popisu generovani po-
mocnymi parametry r; pro i =d,...,0.

Méame pevné zvolené ay; a m. Ostatni koeficienty polynomu méme definovany,
podle zpusobu konstrukce a; = % + ¢;, kde 0 < ¢; < p.

Podivejme se na omezeni druhého koeficientu ay_;. Plati

1 1, _ ~
|ra_1| = — |N — admd‘ == ‘admd — admd‘ _ 4 ‘md — md} < %(m —m)dm®!
p p p
Pouzijeme-li trojihelnikovou nerovnost ziskdame

rq—1
—— +tqa-1| <
T T4

lag—1| = + qa—1] -

‘ Td—1
md—1

Slozime-li obé nerovnosti dohromady spolu s q4_1 < p, ziskame:

_ _ a ~ _
lag_1| m® ! — |qa_a| m®! = |raa| < ?d(m — m)dm®!

a -
lag—1| < Ed(m —m)d + p.

Omezeni koeficientu a; proi =0, ...,d — 2 dokdzeme obdobné
Iric| = = |ri —am’| = = |ri — (= + @)m’| = & <m',
p p m

<m-+q; <m-—+p.

T
|a;| = ’ﬁ + i
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5.4 Montgomery - Murphyho algoritmus

Popisme algoritmus Montgomery - Murphyho, ze kterého dale vychézi dnes nej-
pouzivanéjsi algoritmy. Tento postup dava ireducibilni polynomy se spolecnym
korenem m modulo N. Vysledné polynomy jsou tvaru fi(z) = Z?:o a;x’ a fo(r) =
xr —m, kde m,ag, ...,aq € Z. Vysledny polynom f; nebyva monicky.

Uvazujme mez k € N pro vedouci koeficient. Ten nejprve inicializujeme ay = 0.
Postupné hodnotu a, navysujeme az do chvile, kdy prekrocime mez k. Tim ukoncime
generovani polynomu. Ke kazdé hodnoté ay hleddme ireducibilni polynom s malymi
koeficienty. Pokud nevychazeji malé, pro dané ag, negenerujeme cely polynom. Z na-
lezenych polynomu vybereme vhodné kandidaty na polynom f; podle kritérii po-
psanych v predchozi kapitole.

Vzdy, kdyz zvolime nové a4, sestavime podle néj m = H/?%J Pak spocteme
nasledujici dva koeficienty aq_1 a aq_o pomoci m-adického rozvoje ¢isla N. Pokud
nejsou tyto dva koeficienty dostatecné malé, zvolené ay nevede k vhodnému poly-
nomu. Takovy polynom nebudeme déle generovat. Pokud ale ay_1 a ag_s vyhovuji,
pokracujeme jako v m-adické metodé a sestavime cely polynom fi(x) = Z?:o a;xt.

Timto Montgomery - Murphyho algoritmus nekonci. Dalsim krokem je optima-
lizace nalezenych polynomu. Murphy prichazi se dvéma metodami:

e Translace, nebo-li posunuti kofene polynomu. f; e (z) = fi(z +t), kde i =
1,2 a t € N. Tato metoda ma vliv pouze na velikost polynomu. Méni jeho
koeficienty, ale neménime kotenové vlastnosti pti linedarni zméné kotene o t
neptilis velké.

e Rotace, nebo-li pricteni nasobku druhého polynomu k prvnimu. Novy poly-
nom tedy ziskdme timto zptusobem fi () = fi(z) + c(x) fo(z), kde poly-
nom c(x) € Zlx] je mensiho stupné nez polynom fi(x). V praxi byva stupné
nejvyse 2. Koten fi(z) zustane stejny, ale zménime jak velikosti koeficientu,
tak i korenové vlastnosti.

Uzitim téchto dvou metod upravime velikosti polynomu tak, aby meély lepsi
normu. Proto také tyto metody vyuzivaji i dalsi algoritmy pro generovani polynomu.
Detailnéjsim popisem Montgomery - Murphyho algoritmu se jiz zabyva [1], ptipadné
piimo Murphyho préace [5].
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5.5 Kleinjunguv prvni algoritmus

Kleinjung popsal v [3] algoritmus na generovani polynomu, ktery budeme déle
nazyvat Kleinjunguv prvni algoritmus. Jedna se (m, p)-adickou metodu na vypocet
polynomu f;. Polynom f; bude linedrni, proto o ném nebudeme vice hovorit. Hod-
noty m a p spocteme tak, ze tim ziskame omezeni vSech koeficientu polynomu a ze
plati N = agm? (mod p), potiebné pro (m, p)-adickou metodu.

Podle velikosti ¢isla N zvolime stupen polynomu d. Postupné volime vedouci
koeficient ag4, podle kterého ziskame m, p a dalsi koeficienty polynomu. Pevné zvo-
lené a, a d povazujme v dalsich ivahach jako konstanty. Prvni uréime predbézny
koren m = {’/g , ponechany v realném tvaru. Koneény celo¢iselny koten m urcéime

az pozdéji. Nebude tadové jinde nez m. Stejné tak posledni dva koeficienty ag a ay
budou nejvyse radové o velikosti m.

Popisme uvahy pro omezenim zkoseni a koeficientu polynomu. Uvazujme sup-
normu polynomu, uvedenou v sekci 4.3.1. Pokud za s z definice dosadime zkoseni
prosévaci oblasti I, ziskavame sup-normou informace o relativni velikosti koeficientu
pii pouzivéni hodnot z oblasti I. Zvolme mez M pro sup-normu jako “/N, nebo
V/N v pifpadé monického polynomu. Vétsi mez je zbytecné velkd, protoze dany
polynom by pak mél obor hodnot prilis rozsédhly. Mensi mez by naopak nemusela
vést k dostatecnym polynomum, pokryvajici délitele blizké odmocniné z N. Jeden
z délitelu ¢isla N je mensi nebo roven jeho odmocniné.

Jak zvolit spravné hodnotu zkoseni s, pomahaji urcit néasleduji dvé tvrzeni.
Uvazujme déle, ze polynom f; ma nejmensi vedouci koeficient a4, dalsi koeficienty
pak jiz vétsi a nejvetsi posledni dva koeficienty, které radové neptresahuji m.
Tvrzeni 5.5.1. Méjme c¢islo N a mez M € N, zkoseni s € R* zvolené prosévaci
oblasti a polynom fi(x) = Zg:o a;x' € Zlz], pro ktery plati sup (f1,s) = M. Necht

Ddle méjme odhad velkosti korene m = {/ aﬂd Potom plati

)\ 72
> | — .
= (1)

Diikaz. Méjme polynom f; s koeficienty podle pozadavku v této sekci a mez pro
sup-normu

[SIIcH

M > sup (fi,s) = max |a;s"~

0<i<d
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Pro omezeni zdola pouzijeme vlastnost, ze k nejhorsim pripadum vygenerovanych
polynomu patii, pokud nastane |a;| &~ m. Vime, Ze sup-norma polynomu ma byt
mensi nez mez M a to i v pripadé, kdy maximum nastava pravé pro hodnotu ¢ = 1.

_d
M > ‘alsl 2

V piipadé pro |a;| odpovida pfiblizné velikosti m mame
M d

- > 81_5
m

o\ 2
d-2 (M
woz (B):

%

]

Tvrzeni 5.5.2. Méjme c¢islo N a mez M € N, zkoseni s € R™ zvolené prosévaci

oblasti a polynom fi(z) = Z?:o a;x' € Z[z], pro ktery plati sup (f1,s) = M. Ddle

méjme odhad velkosti korene m = ¢/ . Necht nastdvd mazimum sup-normy v j-té

ad

M\ 5
s < <—> .
|aj]

Diikaz. Méjme polynom f; s koeficienty podle pozadavku v této sekci a mez pro
sup-normu

soutadnici. Potom plati

M > sup (fi,s) = max, ;s |,

Nechf maximum nastdva pravé pro 0 < i = j < d, pak mame

. 4
M > ’ajsff

Y

Tim okamzité ziskame omezeni shora pro zkoseni tvaru
2
M N %i—d
— > s.
|a,]
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Tim jsme urcili omezeni shora i zdola pro zkoseni s pro polynomy generované
tak, aby jejich koeficienty splhovaly vyse uvedené pozadavky. Diky témto omezenim
dokazeme urc¢it omezeni pro dalsi koeficienty polynomu. Pro kazdy index: =d, ..., 0
mame omezeni pro a; shora.

Tvrzeni 5.5.3. Méjme mez M € 7, zkoseni s € RT zvolené prosévaci oblasti a
polynom f(x) = Z?:o a;x' € Z[z], pro ktery plati sup (f,s) = M. Predpoklddejme,
ze sup-norma nabyvd svého mazrima vidy prdvé pro koeficient, pro ktery hledame
omezeni. Pak plati

o |a;| <M <<%)m> = Qjmaz Pro 0 <@ < d.

Navic plati:

* |ag < (M?Q)H = Udmaa-

Dukaz. Podle tvrzeni 5.5.1 a 5.5.2 o omezeni pro zkoseni s dostaneme mez pro
vedouci koeficienty polynomu. Necht maximum pro sup-normu nastava v j-té sou-
fadnici.

Uvazujme, zZe pro kazdy koeficient a; existuje moznost zvysit ho na |a}| > |a;|, kdy
jiZz nastavé maximum sup-normy. Méjme tedy zvlast pro kazdy koeficient takovy
pripad. Tim jiz ziskdme omezeni nejen pro index j.

Rozlisme nyni pripad ¢ = d. Vzhledem k tomu, ze m = {/ %, ziskame omezeni

2d—2 |ad| dQ(Z:g)
aal MR

o M2d—2
|ad|d 2—1 S ¥

M2d—2 ﬁ
|ad| S N = Qd mazx-
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Prejdéme k tivaham v Kleinjungové prvnim algoritmu, které vedou k ziskani m a
p. Jedna se prevazné o heuristické ivahy. Zavedeme pomocné hodnoty. Mame stéle
podminku, 7e existuje fesenf pro N = agz? (mod p), jak jsme popsali v sekci 5.2
o pouziti nemonickych polynomu. Jiz neuvazujme vlastnost, ze p musi byt prvocislo.
Zvolme p < ag_1 mqs jako soucin ruznych malych prvocisel p = Hi‘:l pi, pro ktera
plati p; = 1(mod d). Vzhledem k tomu, ze hleddme délitele ¢isla N muzeme
predpokladat ged(N,p) = 1. V opaéném piipadé bychom ziskali netrividlniho déli-
tele cisla NV, které chceme rozkladat.
Tvrzeni 5.5.4. Necht N,d,aq,p € N tak, Ze p = Hﬁ.zl pi, kde p1,...,p; jsou

navzdjem ruznd mald prvocisla, pro kterd plati p; = 1 (mod d). Potom kongruence
N = aqz® (mod p) bud nemd vesent, nebo jich md d* pro 0 < x < p.

Diikaz. Nejprve ukazme pro¢ N = agz? (mod p;) méa pravé d nebo 0 feseni. Pokud

plati ged(p,aqN) = 1, pak rovnice ma teseni. V opaéném piipadé nemd feSeni.

Uvazujme tedy pouze piipad, kdy kongruence ma reseni. Pak plati ged(p;, agN) = 1

pro véechna i = 1,...,1. V takovém piipadé existuje r € Z, ze ged(p;,r) = 1 a plati
ragN =1 (mod p;) .

Navic plati ged(p;, aq) = 1. Dosadme vyjadienf N = agz? (mod p;) a ziskdme

ra2z? = 1 (mod p;) .
Pro feSeni kongruence plati ged(z?,p;) = 1. Nastavme feSeni z pro kongruenci

N = aqgr? (mod p;) ve tvaru

T = chj, c€Z, ged(pi,c) =1
J#i
Pocet teseni je urcen poctem moznych ¢, aby stale platilo x < p, tedy ¢ < p; o
kterém vime, ze p; = 1 (mod d) . Zrejmé p; jsou prvocisla a tedy p; > d. Kongruence
pi = 1 (mod d) zpusobuje, ze pocet moznych ¢ je pak roven pravée d v Z,,[z].
Resen{ pro kazdé p; neni fesenim pro pj, kde ¢ # j. Tedy kongruence N =
agr? (mod p) m4 d' fegeni. O

Dale piedpoklddejme pouze piipad, kdy feseni kongruence N = ayz? (mod p)
existuji. Potom tato feseni muzeme zapsat jako soucet reseni hodnot z; ,, pro jed-
notlivd p;, kde 1 <i<lap= (t11,...,/) € {1,...,d}l,

l
=1
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Plati, ze ,%’xi,um a md tedy cenu uvazovat pouze 0 < x; ,, < p.

Posunme feseni =, k m. Vezméme m, € N blizko m, takové, ze p déli my. Zvolme
napifklad nejmensf mozné mg > m. Pro feseni kongruence N = aqx? (mod p) blizka
m pak plati

!
My =My + Ty = E :mi,m-
i=1
Cleny m; ,, pro 1 = 2,...,1 volime tak, Ze polozime
® My, =My + Ty a

¢ mi"ui :xivui pl“O 1 <Z§ l

Nyni se budeme vénovat druhému nejvétsimu koeficientu ay_;. Najdeme po-
mocny koeficient a4y, pro rozklad ¢isla N. Méjme dané p a mg + . Definujme
pomocné hodnoty 0 <e;; <d—-1,kdei=1,...,laj=1,...,d, takto:

® c1j =g 11,1 (mod p),
e ¢ =0proi>1,

® €= Ud—1,(1,.1,j1,.,1) — Qd—1,(1,..1) (mod p) proi > 1,5 > 1, kde v koeficientu
ag—1,(1,..,1,5,1,..,1) ¢ j nachazi na i-tém misté vektoru.

Empiricky se pii implementacich ukazuje, Ze je vhodné volit e; ; prave takto.

Protoze tim ziskame:
l

i=1
splnujici
i _ N —aam;
ag-1,m, = ————" (mod p).

Tedy uvedené aq_, lze pouzit pro (m,p)-adicky rozklad N podle kofene m, a
parametru p. Navic z uvedené kongruence je mozné urcit pomocna e; ; (mod p) pro
pevné zvolené aq_1 ,, jak jsme je definovali vyse. Tato e; ; nejsou definovana jedno-
znacné. To vSak neni pro implementaci potteba.
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Zvolme dva vektory pa p' z {1,...,d}, které se lis{ pouze v jediné soufadnici.
Necht se jednd o i-tou soufadnici. Pak plati:

l l
i=1 =1

Déle definujme p € {1,... ,d}l, které naopak ma s p stejnou pouze i-tou
soutradnici a ve vSech ostatnich souradnicich se lisi. Tedy pro dané i méame p, =
f1; # w; a naopak p; = p; # fu; pro ostatn{ koeficienty j # i, kde 1 < j < d.

Predpokladejme, ze plati kongruence:

Ad—1,p — Q-1 = Q41,3 — Ogq—1,5 (mod py) pro vsechna 1 <k < 1.

Potom druhy koeficient a4, takto definovany splituje uvedenou kongruenci.
Piistupme ke tfetimu koeficientu aq—2, a ur¢eme jeho velikost vzhledem k m,,.

d d—1
Ad—2,p  Qd-2,pu N — aqm,, — d—1,uMmM, P

my, mo meg_l
N — agmg — aqd (my, — mo) ma~" — ag_1,,mi 'p
B p*mi
N - agmg B aqd (my, —mo) + ag—1,,p
p*mg! P’
~ N-— agmg agdr,  Q4-1pu
prmy P’ p

Pokud % je velice blizko k celému ¢islu, pak muzeme ziskat hodnotu tohoto

vev s

k polynomu f.

Vzhledem k aproximaci definujeme pomocné hodnoty pro i = 1,...,l a j =
1,...,d:
N—admg
[ ] =
fO pgmg—l )
_ _aqdrij ey
o f = 458l
fig p? p
ad—2, 1

Tim muzeme ——*# piiblizné zapsat jako sumu:
i

l

Aq—2,
= o+ Y fip
m

H i=1
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5.5.1 Kleinjungtuv algoritmus - postup

Timto méame vSechny potiebné parametry pro vygenerovani polynomu. Ukazme
cely Kleinjunguv algoritmus. Vstupni hodnoty jsou:

e faktorizované cislo NV,

e stupen prvniho polynomu deg fi(z) = d > 4,

e mez M pro sup-normu,

e mez [ pro pocet prvocisel délicich prvni koeficient,

e maximalni velikost téchto prvocisel pyqz-

Nejprve nastavime vedouci koeficient ay = 0 a ziskdme podmnozinu vhodnych
prvocisel P. Pak postupné zvysujeme vedouci koeficient ay, dokud nepresdhne mez
Admaez V tu chvili algoritmus skonéi.

1
A 12d72 a—3
Ad maxz = N

Mame pevneé zvoleny vedouci koeficient ag4, podle kterého vygenerujeme cely po-

— 4/ N
aq

lynom. Nejprve spo¢teme pomocny koten m a meze pro dalsi dva koeficienty

M?
Ad—1,maz = —=< >
m

M2d—6 TiQ
Ad—2max = \ —= 71 .
md—4

Z mnoziny prvocisel P vybereme jeji podmnozinu ke zvolenému ay4 takto

P(aq) = {p S % je d-t& nenulovd mocnina (mod r)} :

To znamen4, ze prvky p € ﬁ(ad) spliiuji, Ze agr® = N (mod p) ma pravé d fesen.
Z mnoziny P pak vybereme podmnoziny P’ s alespon [ prvky, pro které bude jejich
soucin mensi nez mez druhého nejvyssiho koeficientu.



Pak spocteme z; j, mg a e; ;, dale fy a f; ; jak jsme popsali v této sekci. Nastavime

€ = % a nalezneme vektory p spliujici, ze ‘ fo+ 22:1 fip| lezi v e okoli
néjakého celého cisla. Tim ziskame hledané polynomy.

V tomto bodé se postupuje tak, ze spocteme dva seznamy

(5] !
fo+ Z fip,(mod Z) a — Z fip,(mod Z).

i=1 i=[£+1]

Ty potom serfadime a postupné hledame prvky z druhého seznamu, které se nachazi
v e-okoli prvku z prvniho seznamu.

Pak se opét vratime ke zvySovani ay a generovani novych polynomu s vyssim
vedoucim koeficientem.

7 nalezenych polynomu vybereme nejvhodnéjsi polynom pomoci ohodnoceni
korenovych a velikostnich vlastnosti, které jsme popsali v predchozi kapitole. Pro
nékolik nejlepsich polynomu se spusti testovaci prosévani, které urcéi koneéného
kandidata. Toho oznac¢ime f; a muzeme o ném fici, ze ma malé prvni dva koeficienty,
které maji nejvétsi vliv na zrychleni algoritmu.

5.6 Kleinjungiv druhy algoritmus

Kleinjung prisel o dva roky pozdéji s dalsim algoritmem na generovani polynomu
[4]. V zékladnim principu se opét jednéd o (m, p)-adicky rozvoj, kde se algoritmus
soustTedi na nalezeni ¢isel m a p pro predem zvoleny stupen polynomu d a vedouci
koeficient a4, které budeme opét uvazovat jako konstanty pro dalsi ivahy.

Ptinos Kelinjungova druhého algoritmu oproti prvnimu je v nasledujici ivaze.
Nejprve hledame zapis ¢isla N do prvnich dvou ¢lenu pomoci p a odhadnutého m.

N = agm? + ag_ym®p+ p*R

Spocteni presné hodnoty m zavisi také na tom, ze chceme ziskat podil mﬁz_g do-
statecné maly. Tento podil je velice blizkou tretimu koeficientu ay_o. Pravé v tom je
zlepseni druhého Kleinjungova algoritmu oproti prvnimu, kde neni hodnota tietiho

koeficientu tolik omezena.
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Pro usnadnén{ vipoctd upravme faktorizované éfslo N na N podle nésledujicich
tvah. Piedpokladejme, Zze mame vhodnd m a p celd éisla, kde m je blizké agv/' N a
p je soucinem [ malych prvocisel, kde 1 <[ < 4. Definujme

g u i2
_ Z d—i d—1
fi=aa <@>m (dadp> '
=2

a

;a‘dl p) plati

Pak pro d-tou mocninu ¢lenu (m +

d

Qq—

aq (m + dda 1p) = agm® + ag_1m*'p + p*R.
d

Me¢jme rozvoj c¢isla N podle m a p tvaru N = Z?:o a;m'p?~*. Jeho prvni dva ¢leny
muzeme vyjadiit i pomoci predchoziho

d d—2
(d—1 2 i, d—i
N= + —PPR+Y a .
oo (m+ Sptp) RS aom
Polozme N = d%a ' N. Tim odstranfme zlomky
d—2
N = d%i'N = (dagm + ag_1p)* — d%ad'p* R + dal Z a;m'pt.

i—0

Déle uvazujme pomocny kofen m = dagm-+aq_1p a zbytek nasobeny p? polozime
R ¢imz ziskame:

d—2
N =m' - d'af ' p’ R+ d'ay™ > " am'p™
i=0

N =m?+ p2fi.
. S d/ = (. . e .
Pro malé hodnoty p je m ~ V' N. Pravée tyto uvahy umoznuji odhadnout velikost
tretiho koeficientu ay_o podle zbytku R.

Tvrzeni 5.6.1. Mé&jme rozklad N, i a zbytek R, jak jsme je popsali v predchozim
odstavci. Pak plati odhad

R

dQQdmd—2 ’

|ad_2| ~
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Diikaz. Vzhledem k nastaveni N, 7 a R v predchozim odstavei muzeme R vyjadrit
ve tvaru

- N—mt K d
R = p—2 = Zmd—zpl—2 <dda’§_1ad—i - (Z) (add)d laZl 1)
i=2
(= agp\ Y d
— ag_ —i i
) (e (o)
i=2
d

~ i G- i d (
(M — ag_1p)™ " p? (d ay tag-i — (Z)ad—l)
=2

Pak muzeme vydélit R prvkem d2agm®2, éfmz ziskdme
R ~ d—i i
L — (m_ad_lp) p ’ di—2 1—2 o d d- 2 —1
Ragni—? pd—2 g Ad—i ; g,

- -
&IIM&HM&
[N} [\~]

(1 _ adg}?)‘i‘i (%)H ((dad)izadi — (CZZ) a'_d2a 1)

(2) e

|3

Q

=2

p P2
X Ug—2 + —aq-_3 + (—) Aq—4-
m m

Novy kotfen odhadujeme hodné velky m ~ VN >m pro malé hodnoty p. Navic

. P . , R Y . ,
koeficienty ay_3 a aq_4 odpovidaji velikosti m. Tedy % odpovida velikosti
aq—2- U

Rozeberme nyni moznosti volby p = Hll p;- Méjme [ = 2. Obé prvocisla volime
z ruznych intervalu py € P = [P, P a py € Q = [P, P5] pro P, < P, < Pis.
Zde jsou mozné variace pro intervaly P a (). Naptiklad se muze jednat o stejny
interval, kdy pro P volime hodnoty rovné 1 modulo 4 a pro ) volime hodnoty
rovné 3 modulo 4. Nejedend se pouze o soucin dvou libovolnych prvocisel p; a ps ze
zvolenych intervali. Je podstatné, aby bylo splnéno

N = (g + r)? (mod pi*p>?) .
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Duvod pro tuto kongruenci vysvétlime pii vypocétu vysledné hodnoty m. Nyni
hleddme feseni r; kongruence modulo p;? pro i = 1, 2. Zaznamendme nalezené dvo-
jice (p1,71) a (pa,12) zv14st pro p; € P a pro ps € Q. Vybereme takovd p; a po, pro
ktera nalezneme kolizi feseni r; s ro. Cimz ziskdme P = p1po.

Bai prichazi ve své préci [2] s variaci podle Zimmermanna pro [ = 4. Uvazuje
hodnotu p = p1p2q1¢2 jako soucin prvocisel, kde py,py € P = [\/E, 2\/§] aqi,q €
P = [2v/B,3V/B]. Pro riizné dvojice p1,ps (resp. qi,¢) fedime r v kongruenci

N = (g + 7)? (mod p*po?) .

Pak hledame kolize feseni r pro pi,ps a q1, ¢z. Tim ziskame

N = (mg +r)° (mod pi*p2*qi®g2?) -

Velikost p = p1paqi1go odpovidé velikosti B? a tieti koeficient a4_s je o velikosti %.

Dalsi moznost upravy podle Kleinjunga je varianta pro [ = 3, kdy p = pi1p2q.
Jednd se o prepouzivéni jiz nalezenych korenti kongruence N = (7 +7,)? (mod p?).
Urcime dvé mnoziny prvocisel P a @, které nemaji spolecné prvky. Pro vSechna
p € P nalezneme dvojice feseni (p,7,) a najdeme v nich kolize na r,. Déle pro
q € @ opét fesime stejnou kongruenci modulo ¢? a zaznamendme nalezené dvojice
(¢,7,). Pak pro kazdou dvojici (q,r,) a vSechny dvojice (p,r,) spocteme i, € [0, ¢%)
z kongruence

Ty i =1, (mod p2) ,

takové, ze plati
N = (g + 14 + ipg*)* (mod p?) .
Hodnoty (p,i,) zaznamename. Pokud nalezneme kolizi na i, pro ruzna p; a po,
potom plati
N = (Mo +1¢ + iqqz)d (mod p12p22q2) )

Polozme my = pipaq a 1 = 14 + i,¢°, ¢imz ziskdme N = (g + )% (mod my?) . Pro
uvedenou kongruenci je tieba uvazovat podminku, aby platila nesoudélnost mezi
ms a ag, potazmo i d. Bézné volime hodnotu ay délitelnou malymi prvocisly tak, ze
je soudélna s d < 8. Staci tedy uvazovat pouze takova prvocisla z P a z (), ktera
nedéli ag.

Zde mame moznost uvazovat omezeni intervalu P a @) tak, abychom ziskali ko-
lize a pritom urychlili hledani p tak, aby bylo nesoudélné s ay.
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Dopocet m je nasledujici. Polozme m = mg + r. Vzhledem k pozadavku

N = (g +1)* (mod p2) ,

a tomu, jak jsem ziskali p, mame

Mo+ 1 d
Nzad( Zad ) (modpz).

mo+r
dad

, kde ay_1 voli délitelné

Hodnota m musf spliiovat N = agm? (mod p). Potfebujeme tedy m = (mod p).
mo+r—aq_1p
dag

(mod day). Takto ziskané m jiz vyuzijeme s p na

Keinjung [4] voli ptimo rovnost, Bai [2] uvadi m =
dag, konkrétné tvaru aq_; = 2otr

zisk polynomu f; pomoci (m, p)-adického rozvoje ¢isla N.

5.6.1 Kleinjungiv druhy algoritmus - postup

Kleinjunguv druhy algoritmus postupuje nésledujicim zpusobem. Nejprve najde
vhodné p, m, podle kterych dopocte m, potiebné pro (m, p)-adicky rozvoj ¢isla N.
Vstupni hodnoty jsou:

e faktorizované cislo NV,
e stupen prvniho polynomu deg fi(x) = d > 4,
e vedouci koeficient ay polynomu fi,

e mez P; pro volbu pomocnych hodnot.

Ze vstupu mame okamzité N = ddaj_1 amy= {\d/ N J € N, zvolené jako celou dolni
¢ast. Pro hodnoty P, < p; < 2P, spocteme r; z kongruence

i = (riig +1;)" (mod p7) .

Zaznamename dvojice (p;,7;) a hledame kolize pro ruzna i. Pokud kolizi nenalez-
neme, navysime hodnotu ag4 a zaéneme znovu. Najdeme-li kolizi, ozna¢me ji v/, pak
plati:

i = (g +1')° (mod p7 p7,) .
Zvolime p = p; pi, a m = mg + r’. Velikost p tedy zavisi na nalezenych hodnotach
Di,a pi,. Pii nédlezu vice kolizi muzeme generovat vice polynomt pro jeden vedouci
koeficient.
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Hodnotu m spocteme podle m = dagm + aq_1p, tedy pomoci az—q (mod dag).
Mame tedy

_— m — aqg—1p
dad .

Nyni jiz dopoéteme koeficienty a; pro 0 < ¢ < d — 2 pomoci (m, p)-adického
rozvoje N. Jejich hodnoty budou maximalné o velikosti ndsobku m.

d
N = E aimzpdfz
i=0

Kleinjung ve své préci [4] uvadi testovani na nékolika ptipadech, kdy pro ¢isla
RSA 512, 576 a 640 daval druhy Kleinjunguv algoritmus lepsi polynomy, nez pied-
chozi algoritmy. Vysledky méfeni jsou empirické. Tento algoritmus byl pouzit pii
faktorizaci ¢isla RSA 768 [11] ze seznamu RSA challenge [17].
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Kapitola 6

Program

Cilem této kapitoly je popsat implementaci Kleinjungova druhého algoritmu na ge-
nerovani polynomu a jeji vysledky. Jedna se o ¢ast pridanou do programu ¢iselného
sita popsaného v préci Lukdse Perutky [1], kéd je napsany v jazyce C++. Nej-
prve popiseme zvolenou variantu programu s poznamkami pro dalsi vyvoj a potom
vysledky ziskané ze soucasného stavu algoritmu.

6.1 Zvolené parametry

Pro generovani polynomu metodou druhého Keinjungova postupu byla naprogra-
movana varianta algoritmu popsaného v sekci 5.6.1. Zvolené modifikace popiseme
v této sekci.

Pro Kleinjunguv druhy algoritmus byl pouzit stejny ramec jako pro Klein-
junguv prvni algoritmus obsahujici (m, p)-adicky rozvoj. Metody zlepseni, popsané
v sekci 5.4, a ohodnoceni polynomu, popsané v sekci 4.3, jsou rovnéz stejné pro oba
algoritmy:.

Obecné se ukazuje vhodné volit stupen polynomu d podle velikosti faktorizo-
vané¢ho cisla. Pro N o velikosti méné nez 105 decimalnich hodnot volime d = 4.
Pro vétsi pak d = 5 az po 175 decimalnich hodnot. Hodnotu d navysujeme o 1
vzdy po 70-ti decimdlnich hodnotach faktorizovaného ¢isla N az po d = 8. Zde je
velky prostor pro upravy. Hodnoty jsou voleny empiricky na zdkladé ohodnoceni
ziskanych polynomu. V piipadé vysledku, popsanych v nésledujici sekci, vychazi
nejlépe pravé popsany zpusob nastaveni.
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Vedouci koeficient je volen stejné v obou algoritmech jako nasobky k60, kde
k € N. Tedy je délitelny 2, 3, 5 a k. Moznou variantou by bylo volit délitelnost
navic i ¢islem 7 a tedy ay = k210, pro k£ € N. Pii testovani na 100 cifernych hod-
notach faktorizovaného ¢isla NV bylo dosazeno podobnych vysledku pro obé varianty.
Uvedeny vysledek v nasledujici sekei je pro prvni variantu ag = k60, k € N, protoze
jeho ohodnoceni vyslo s malym rozdilem lépe.

K sestaveni druhého kotene byla zvolena nasledujici varianta. Hodnota p je
slozena ze 3 prvocisel. Dvé prvocisla py, ps jsou volena ze stejné mnoziny P a
treti ¢ z jiné mnoziny (). Mnoziny P a () nastavime ve fazi ptiprav pred tim,
nez zacneme postupné volit vedouci koeficient ay. Zvolili jsme variantu, kdy do
obou mnozin rozdélujeme prvocisla z intervalu [10, 1000]. Spodni mez volime tak,
abychom ptimo vyloucili prvocisla, ktera mohou délit stupen polynomu d, a omezili
prvocisla, ktera deéli vedouci koeficient ay. Horni mez je nastavena heuristicky, ¢im
je vétsi, tim vice dvojic je nalezeno, ale tim déle generovani trva. Pro soucasné
omezeni byla nalezena hodnota p pro vétsinu zvolenych koeficientu ay. Do mnoziny
P tadime prvocisla 1 (mod 4) a do mnoziny @) vSechna ostatni. Kontrola, zda p;,
p2 nebo ¢ nedéli ay probiha pii zaznamendvani dvojic feseni (p;,7,,), resp. (¢,7,).
Hodnota p pak v praxi vychazi v pruméru 6 — 8 ciferna.

Pro vsechna p; € P dopocteme teseni r, z N = (mo + rpj)d (mod p?), pokud
existuje. NalezNené dvojice (pj,7p,) zaznamendme. Pak pro kazdé ¢ € @ opét na-
lezneme r, z N = (g + r,)% (mod ¢*) a zaznamename (q,r,). Pak tento seznam
postupné projdeme a pro kazdé ¢ projdeme seznam (pj,7p,), kde vyfesime i), z
N = (g + rq +ip,¢*)" (mod (p;q)?) a zaznamenat dvojice (pj, iy, ). Nyni najdeme
kolize mezi zaznamenanymi dvojicemi. Tim ziskdme py, ps a q a feSeni v’ = r,+i,¢°,
které potrebujeme pro vypocet m a p.

6.2 Vysledky

Uvedeny program pro generovani polynomu byl testovan pro 110 a 120 ciferné ¢isla.
Popisme vysledky pro ¢islo zvolené z wikipedie, ¢lanku RSA numbers [24], tvaru

N =3579423417972586877499180783256845540300377802422822619
3532908190484670252364677411513516111204504060317568667.
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Druhy Kleinjunguv algoritmus byl spustén pro a4 € [60; 507600], kde ay = k60,
k € N. Podle ohodnoceni Murphyho « funkei byly vybrany vysledné polynomy
vygenerované pomoci m = 993610614932819879291 a p = 1563367. Ohodnoceni

pomoci Murphyho E nebudeme uvadét. Prvni polynom je tvaru

fi(z) =369602°
+1599104x*
—9191978630014622379262°
—893467474274113484132°
—47889332528836413282x
—30436454871249608765481723686487264.

Druhy polynom je tvaru
fo(z) = 48178912 — 728322830495799313686.

Jednd se o polynomy pied zkosenim. Tyto polynomy byly vybrany podle hodnoty
a = —1,9647. Algoritmus nasel 23 polynomu s hodnotou « lepsi nez —1, 6.

Na prvni polynom jsou nasledné aplikovany translace a rotace, popsané v 5.4.
Zvoleny upraveny polynom vychazi tvaru

f1(z) =1746602°

+134383z*

—14162495920989429362°

—2629165206572052173892.>

+1079995849703485798187283347531055677589030899858792277236776994
430192488473179027976672613147146729824023981605172651663665470x

—1663193608543368129208416355197825743487107585782540106944636571
42249643224869570308407582424690261662878297808410188007100309100.

Druhy polynom zustava stejny. Ohodnoceni polynomu je nyni « = —2, 7164. Obecné
po upravach bylo ziskdano 10 polynomu s « lepsim nez —2, 5. Upravy timto zmeéni
vlastnost, kdy jsou posledni koeficienty fadove o velikosti m. Ohodnoceni polynomu
vychdazi vsak lepsi nez pro polynomy, které byly pouze vygenerovany.
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Kapitola 7
Zaveér

V prvni ¢asti prace byl popsan algoritmus hledani polynomu a algoritmus hledani
odmocniny v ¢iselném situ. Pro implementaci byl zvolen algoritmus hledani poly-
nomi, kterému je vénovan zbytek prace. V dnesni dobé jsou povazovany za nejefek-
tivnejsi dvé varianty generovani polynomu podle Kleinjunga. Samotné porovnani
obou Kleinjungovych algoritmt je v soucasnosti pouze teoretické. Druhy Klein-
junguv algoritmus obsahuje jednodussi vypocty, nez prvni Kleinjunguv algoritmus.
Obsahuje vypocty pro které lze snaze nahlédnout jejich opodstatnéni. Neni vSak
obecné dokazano ani porovnano, ze by jeden z téchto dvou algoritmu generoval
lepsi polynomy.

Pro implementaci byl zvolen Druhy Kleinjunguv algoritmus. V sou¢asném stavu
produkuje polynomy s dobrym ohodnocenim. Déle by bylo zajimavé zamérit se na
prizpusobeni metod pro zlepseni vygenerovanych polynomu Kleinjungové druhému
algoritmu. Pti soucasném stavu ztracime vlastnost, kdy jsou posledni dva koeficienty
o velikosti prvniho kotene m. Ostatni koeficienty si fadové odpovidaji.

Pokud by se podafrilo vyrazné urychlit chod celého algoritmu ¢iselného sita
napfiiklad pomoci lepsich polynomt, bylo by nutné zmeénit celkovy pohled na dnesni
asymetrickou kryptografii. Celé ¢iselné sito a obecné faktorizace velkych cisel stéle
¢eka na nové postupy a zlepseni stavajicich metod.
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