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Úvod
Cílem této práce je podrobná klasi�kace komplexních polojednoduchých Lieo-
vých algeber. Klasi�kace samotná se opírá o pojem Dynkinova diagramu, který
vypovídá o geometrickém uspo°ádání jednoduchých ko°en· dané Lieovy algebry.
Vyjma podkapitol 3.3. a 3.4. tak celý text pokládá teoretický základ práv¥ pojmu
Dynkinova diagramu.

První dv¥ kapitoly se týkají klasických Lieových algeber a dávají je do souvis-
losti se stejnojmennými Lieovými grupami. Na za£átku jsou de�novány klí£ové
pojmy Lieova algebra a adjungovaná reprezentace, o které se zbytek textu nadále
opírá. Následn¥ jsou jednotlivé Lieovy algebry odvozeny na základ¥ jim odpovída-
jících Lieových grup a studiem t¥chto algeber pak sledujeme nalezení odpovídajích
jednoduchých ko°en·.

Poslední kapitola zprvu pojednává o Killingov¥ form¥, která na mnoºin¥ v²ech
ko°en·, jeº jsou prvky duálu h∗ Cartanovy podalgebry, zavádí skalární sou£in. De-
�nována je pak tzv. formální ko°enová m°íº a na základ¥ obsahu její de�nice jsou
odvozeny r·zné vlastnosti ko°en·. Tato £ást textu jiº vyústí v zavedení Dynkino-
vých diagram·.

Celá podkapitola 3.3. je v¥nována samotné klasi�kaci Dynkinových diagram·.
Formulována je tedy tzv. hlavní klasi�ka£ní v¥ta, jejíº d·kaz je pro p°ehlednost
rozd¥len do n¥kolika díl£ích tvrzení. Záv¥re£ná podkapitola 3.4. zobec¬uje jistou
úvahu, uºitou v £ásti d·kazu hlavní klasi�ka£ní v¥ty. Toto zobecn¥ní nakonec vede
k v¥t¥, která umoº¬uje elegantním zp·sobem rozhodnout, zda je daný Dynkin·v
diagram, obsahující trojný uzel, p°ípustný £i nep°ípustný.

V první kapitole se opíráme zejména o publikace [ZM03], [KST97] a [FH91].
Rovn¥º také o zdroj [MB13]. Pro zbytek textu byla mým hlavním zdrojem infor-
mací kniha [FH91], zejména její £ást nacházející se na stranách 105-330. Za£átek
druhé kapitoly byl pak inspirován rovn¥º texty [KST97] a [VS02], kde je velmi
podrobn¥ rozepsán p°ípad algebry sl2C.
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1. Úvodní poznámky

1.1. Lieova algebra

V rámci úvodní kapitoly de�nujeme základní pojmy, které jsou d·leºité pro
pochopení dal²ího textu. De�nujeme zde klí£ový pojem Lieova algebra a nastíníme
její vztah k Lieov¥ grup¥. Dále de�nujeme pojem reprezentace algebry. D·leºitá
pro nás bude zejména tzv. adjungovaná reprezentace. V²echny algebry uvaºujeme
nad t¥lesem komplexních £ísel. Stejn¥ tak uvaºujeme jen kone£n¥ dimenzionální
reprezentace.

De�nice: Vektorový prostor g, na n¥mº je vedle operace s£ítání de�nována dal-
²í bilineární operace [A,B] zvaná Lieova závorka nebo komutátor, spl¬ující pro
kaºdé A,B,C ∈ g vztahy:

1. [A,B] = − [B,A],

2. [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0,

nazveme Lieovou algebrou.

Druhému vztahu uvedenému v de�nici se °íká Jacobiho identita.

V¥ta:M¥jme Lieovu algebru matic s komutátorem de�novaným vztahem [A,B] =
AB −BA. Potom je spln¥n vztah [A,B] = − [B,A] a také Jacobiho identita.

D·kaz: Do obou zmín¥ných vztah· sta£í dosadit na²e vyjád°ení komutátoru
[A,B]. První vztah je triviální a pro Jacobiho identitu dostaneme:

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = A (BC − CB)− (BC − CB)A

+B (CA− AC)− (CA− AC)B + C (AB −BA)− (AB −BA)C = 0.

Tím je v¥ta dokázána.

Nyní de�nujeme tzv. polojednoduché Lieovy algebry. Poznamenejme, ºe jiný-
mi neº polojednoduchými Lieovými algebrami se v tomto textu nezabýváme.

De�nice: Komutant Lieovy algebry g je

[g, g] = {[A,B] ∈ g, A,B ∈ g}

De�nice: Ideál Lieovy algebry je podprostor I takový, ºe

∀A ∈ I ∀B ∈ g : [A,B] ∈ I.

P°íkladem ideálu Lieovy algebry je práv¥ její komutant, nebo´ máme-li [A,C] ∈
I ≡ [g, g] a B ∈ g, je [[A,C] , B] tvaru komutátoru dvou prvk·, a tedy pat°í do I.
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De�nice: Pro Lieovu algebru g uvaºujme posloupnost jejích ideál·

g = g0 ⊇ g1 ⊇ g2 ⊇ . . . ⊇ gi ⊇ gi+1,

kde g1 = [g, g] , g2 = [[g, g] , [g, g]] , . . . , gi+1 = [gi, gi] . Algebra g se nazývá °e²itel-
ná Lieova algebra, pokud existuje k, pro které gk = 0.

De�nice: Lieovu algebru g nazveme polojednoduchou, pokud neobsahuje ºád-
ný netriviální °e²itelný ideál.

Podívejme se na n¥které p°íklady Lieových algeber. Algebry pod £ísly 1. - 4.
jsou p°íklady tzv. klasických maticových Lieových algeber. Algebry 2. - 4. jsou
zárove¬ p°íklady polojednoduchých Lieových algeber.

1. Obecná lineární algebra glnC je nejobecn¥j²í p°íklad Lieovy algebry.

Jde o mnoºinu v²ech komplexních £tvercových matice n× n.

2. Speciální lineární algebra slnC = {X ∈ glnC,TrX = 0}

je mnoºinou £tvercových matic s nulovou stopou.

3. Speciální ortogonální algebra sonC = {X ∈ glnC, XTA = −AX},

kde A je symetrická regulární matice n× n.

4. Symplektická algebra sp2nC = {X ∈ gl2nC, XTA = −AX},

kde A je antisymetrická regulární matice 2n× 2n.

De�nice: Reprezentace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V je dvojice
(V, ϕ), kde zobrazení ϕ je homomor�smus

g→ gl (V ) = End (V ) ,

který pro kaºdé A,B ∈ g zachovává komutátor

ϕ ([A,B]) = [ϕ (A) , ϕ (B)] .

P°itom v End (V ) pro libovolné dva homomor�smy ϕ1 a ϕ2 de�nujeme komutátor

[ϕ1, ϕ1] = ϕ1 ◦ ϕ2 − ϕ2 ◦ ϕ1

ve smyslu skládání zobrazení.

V teorii Lieových algeber pak mají zvlá²tní postavení tzv. ireducibilní repre-
zentace. K de�nici ireducibilní reprezentace je v²ak t°eba nejprve °íci, co je to
invariantní podprostor reprezentace V . Proto bude mít následující de�nice dv¥
£ásti.
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De�nice: Nech´ ϕ je reprezentace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V .

1. �ekneme, ºe podprostor W je invariantní podprostor V , pokud pro v²echna
X ∈ g platí ϕ (X) (W ) ⊂ W .

2. �ekneme, ºe reprezentace V je ireducibilní, pokud V nemá ºádné
netriviální invariantní podprostory (tj. jiné, neº O a V ).

P°íkladem reprezentace algebry glnC je dvojice (Cn, ϕ), kde

ϕ : glnC→ End (Cn) .

P·sobení algebry glnC na prostoru Cn je vyjád°eno maticovým násobením

ϕ (A) (v) = Av ∈ Cn.

Tuto reprezentaci nazýváme základní reprezentací algebry g.

Nyní zavedeme reprezentaci, kterou budeme zna£it ad (X), a kterou nazýváme
adjungovaná reprezentace.

V¥ta: Endomor�smus
g→ End (g)

daný p°edpisem
ad (A) (X) = [A,X]

je reprezentace Lieovy algebry g.
D·kaz: Je t°eba dokázat, ºe takto de�nované zobrazení zachovává komutátor.

V následujícím výpo£tu pouºijeme ve druhém kroku Jacobiho identitu:

ad [A,B] (C) = [[A,B] , C] = [A, [B,C]] + [B, [C,A]]

= [A, [B,C]]− [B, [A,C]] = ad (A) (ad (B) (C))− ad (B) (ad (A) (C))

= (ad (A) ◦ ad (B)− ad (B) ◦ ad (A)) (C) = [ad (A) , ad (B)] (C) .

Geometricky nahlíºeno, Lieovy algebry jsou te£né prostory k Lieovým gru-
pám v jednotce E. Lieova grupa je hladká varieta se strukturou grupy taková,
ºe algebraické operace sou£inu a inverzního prvku jsou hladké. Uve¤me p°íklady
maticových Lieových grup v po°ádí, jeº odpovídá vý£tu vý²e uvedených algeber:

1. Obecná lineární grupa

GLnC = {A ∈ Cn×n, detA 6= 0},

2. Speciální lineární grupa

SLnC = {A ∈ Cn×n, detA = 1},
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3. Speciální ortogonální grupa

SOnC = {A ∈ Cn×n,M = AT ·M · A},

kde M je symetrická matice n× n,

4. Symplektická grupa

Sp2nC = {A ∈ C2n×2n,M = AT ·M · A},

kde M je antisymetrická matice n× n.

V dal²ím textu budeme p°i odvozování jednotlivých Lieových algeber sledovat
tento geometrický p°ístup. Nech´ tedy A (t), kde t je reálný parametr, je diferen-
covatelná k°ivka v Lieov¥ grup¥ G. Neboli pro t ∈ R je A (t) ∈ G. Poloºme dále
A (0) = E. Prvky A′ (0) budeme nazývat te£nými vektory ke G v E a odpovídající
Lieova algebra g, jakoºto mnoºina v²ech t¥chto A′ (0), je te£ným prostorem ke
grup¥ G v jednotce E.

Pojem reprezentace lze analogicky de�novat také pro grupy. Máme-li repre-
zentaci (ϕ, V ) Lieovy grupy G, pak homomor�zmus ϕ p°i°azuje prvku obecné
lineární grupy GLnC automor�zmus na prostoru V :

ϕ : G→ GL (V ) ≡ Aut (V ) .

Pokud nás zajímá, jak vypadá reprezentace na duálním prostoru V ∗, pak pro
zobrazení

ϕ∗ : G→ Aut (V ∗)

platí podmínka
∀g ∈ G : ϕ∗ (g) = ϕ

(
g−1
)
.

Pro£ bereme v argumentu zobrazení ϕ, na pravé stran¥ rovnosti, práv¥ prvek g−1

a nikoli pouze g? D·vodem je poºadavek, aby zobrazení ϕ∗ byl homomor�zmus.
P°ipome¬me z lineární algebry, ºe pokud máme homomor�zmus

f : V → W,

pak zobrazení
f ∗ : W ∗ → V ∗

je k n¥mu duální, kdyº

∀β ∈ W ∗ ∀v ∈ V : (f ∗ (β) , v) = (β, f (v)) .

Analogicky pak pro duální reprezentaci grupy G platí podmínka:

∀v∗ ∈ V ∗ ∀w ∈ V ∀g ∈ G : (ϕ∗ (g) (v∗) , w) =
(
v∗, ϕ

(
g−1
)

(w)
)
.

Pokud se tedy p°ikloníme k vý²e uvedené volb¥ prvku g−1, bude skute£n¥
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([ϕ∗ (gh)] (v∗) , w) =
(
v∗,
[
ϕ
(
(gh)−1

)]
(w)
)

=
(
v∗,
[
ϕ
(
h−1g−1

)]
(w)
)

=
(
v∗,
[
ϕ
(
h−1
)
ϕ
(
g−1
)]

(w)
)

=
(
[ϕ∗ (h)] (v∗) ,

[
ϕ
(
g−1
)]

(w)
)

= ([ϕ∗ (g)ϕ∗ (h)] (v∗) , w)⇒ ϕ∗ (gh) = ϕ∗ (g)ϕ∗ (h) .

Nyní také lze ukázat, jak vypadá duální reprezentace pro Lieovy algebry. Po-
kud je tedy ϕ′ reprezentace odpovídající Lieovy algebry g na prostoru V , pak

(ϕ′)
∗

: g→ End (V ∗) .

Protoºe duální reprezentace grupy G vyhovuje pro kaºdé g ∈ G podmínce

ϕ∗ (g) = ϕ
(
g−1
)
,

je t°eba pro vyjád°ení duální reprezentace Lieovy algebry najít prvek X ∈ g,
který by odpovídal g−1 ∈ G. Ozna£me tedy g jako A (t) a spo£teme derivaci
matice A−1 (t). Vyjdeme ze vztahu(

AA−1
)

= E

a derivujeme ob¥ jeho strany podle parametru t ∈ R. Potom

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
A−1 (t)

)
A (0) + A−1 (0)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(A (t)) = O,

a tak
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
A−1 (t)

)
= −A−1 (0)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(A (t))A−1 (0)

= −A−1 (0)A′ (0)A−1 (0) = −EXE = −X.

Pokud je tedy
ϕ′ : g→ gl (V )

reprezentace Lieovy algebry g, pak duální reprezentace téºe algebry na prostoru
V ∗ je dána podmínkou

(ϕ′)
∗

(X) = ϕ′ (−X) = −ϕ′ (X) .

Nakonec poznamenejme, ºe duální reprezentaci se °íká téº kontragradientní.
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2. Klasické Lieovy algebry

2.1. Algebra slnC
V této kapitole se budeme zabývat klasickými Lieovými algebrami. Za£neme

od jednoduchého p°ípadu, kterým je algebra sl2C. Uvidíme, ºe kaºdou z algeber,
uvedených v minulé kapitole, lze rozloºit na sou£et podalgeber, z nich kaºdá je
izomorfní sl2C. Na²ím cílem bude p°edev²ím zkoumání ko°en· t¥chto algeber.

Podívejme se nejprve na obecnou lineární grupu GLnC a ukaºme, ºe jde vskut-
ku o Lieovu grupu. Zkraje kapitoly tedy formulujeme v¥tu:

V¥ta: Mnoºina £tvercových regulárních matic

GLnC = {A ∈ Cn×n, detA 6= 0} ⊂ Cn2

je Lieova grupa.
D·kaz: Je t°eba zjistit, zda jde o varietu. Ukáºeme tedy, ºe GLnC je otev°ená

podmnoºina v Cn2
. Postupujme tak, ºe se podíváme na její dopln¥k. Tím je

mnoºina £tvercových singulárních matic, jejíº obraz p°i zobrazení

det : Cn2 → C

bude jednoprvková mnoºina {0} ⊂ C, která je jist¥ uzav°ená. Jiº víme, ºe vzor
uzav°ené mnoºiny p°i spojitém zobrazení je uzav°ená mnoºina. To v²ak znamená,
ºe det−1 (0) je uzav°ená podmnoºina v Cn2

a její dopln¥k tedy musí být otev°ená
mnoºina, coº je varieta.

Tato varieta je také grupa. Jsou-li A,B dv¥ regulární matice, pak

det (A ·B) = detA · detB 6= 0,

coº znamená, ºe rovn¥º jejich sou£in je regulární matice. Mnoºina GLnC je tedy
uzav°ená na operaci násobení matic a je téº uzav°ená na operaci inverze, nebo´

detA−1 =
1

detA
.

Jednotkovým prvkem v GLnC je jednotková matice En, pro kterou detEn = 1.
Dále operace násobení

GLnC×GLnC→ GLnC, (A,B) 7→ A ·B,

stejn¥ tak jako operace inverze

GLnC→ GLnC, A 7→ A−1

jsou hladká zobrazení. V prvém p°ípad¥ je tomu tak proto, ºe s£ítání a násobení
v Cn jsou hladké operace. V druhém p°ípad¥ uvaºme, ºe matici A−1 lze vyjád°it
jako sou£in (detA)−1 · Arec, kde Arec je tzv. reciproká matice, viz [JB05]. Proto
je t°eba si navíc uv¥domit, ºe rovn¥º d¥lení je hladká operace na Cn. Uvaºovaná
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mnoºina je tedy Lieova grupa.

P°ipome¬me si také, ºe odpovídající Lieova algebra glnC je prostorem v²ech re-
gulárních £tvercových matic.

Dále zd·vodníme, pro£ je SLnC Lieova grupa. K tomu je t°eba následující v¥ty.

V¥ta: Je-li F : Cn+k → Cn hladké zobrazení, je-li pro n¥jaké q ∈ Cn mnoºi-
na M = {x ∈ Cn+k, F (x) = q} neprázdná a má-li diferenciál DF (x) hodnotu n
pro v²echna x ∈M , potom M je podvarieta dimenze k v Cn+k.

D·kaz: viz [KST97], str. 80.

V kontextu Lieových grup tato v¥ta °íká, ºe je-li podgrupa G ⊂ GLnC zadá-
na regulární rovnicí, pak G je Lieova podgrupa. Tento argument se chystáme
pouºít v d·kazu následující v¥ty.

V¥ta: Mnoºina
SLnC = {A ∈ Cn×n, detA = 1.}

je Lieova grupa.
D·kaz: Lze snadno nahlédnout, ºe tato mnoºina je podgrupou GLnC. Pokud

jsou matice A,B ∈ SLnC, je

det (A ·B) = detA · detB = 1 · 1 = 1,

takºe uvaºovaná mnoºina je uzav°ená na operaci násobení matic. Je také uzav°ená
na operaci inverze, nebo´

detA−1 =
1

detA
= 1.

Jednotkovým prvkem je zde jednotková matice En, pro kterou je detEn = 1.
Nyní je t°eba ukázat, ºe rovnice detA = 1 je regulární, a tedy je t°eba spo£ítat

diferenciál zobrazení
det : Cn2 → C.

Podívejme se tedy na jeho ij-tou sloºku1

d (det (A+ tXij))

dt
(0) , Â = A+ tXij

a Xi,j jsou matice, které mají na míst¥ i, j £íslo 1 a na ostatních místech £íslo 0.
Pro p°ehlednost spo£t¥me zvlá²´ determinant této matice:

detÂ =
n∑
i=1

(−1)i+j aijdetÃij =

(−1)1+j a1jdetÃ1j + . . .+ (−1)i+j (aij + t) detÃij + . . .+ (−1)n+j anjdetÃnj =

(−1)1+j a1jdetÃ1j + . . .+ (−1)i+j aijdetÃij + (−1)i+j tdetÃij + . . .+

+ (−1)n+j anjdetÃnj = detA+ (−1)i+j tdetÃij.

Máme tedy
det (A+ tXij) = detA+ (−1)i+j tdetÃij,

1po£ítáme tedy parciální derivaci ve sm¥ru matice Xij
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a proto

d [det (A+ tXij)]

dt
(0) =

d
[
detA+ (−1)i+j tdetÃij

]
dt

(0) =

d
[
1 + (−1)i+j tdetÃij

]
dt

(0) = (−1)i+j detÃij.

Protoºe detA = 1, je matice A regulární. Odtud plyne, ºe existuje nenulový
subdeterminant °ádu o 1 men²ího, neº je rozm¥r matice A. Existuje tak dvojice
index· ij, pro které je determinant matice Ãij r·zný od nuly, a tedy existuje
nenulová sloºka diferenciálu zobrazení det. Toto zobrazení má tedy hodnost 1 a
SLnC je tím pádem varieta dimenze n2 − 1.

Nakonec grupové operace sou£inu a inverzního prvku jsou jist¥ hladké na
SLnC, nebo´ tato grupa je zárove¬ podvarieta GLnC.

Uvaºujme tedy Lieovu grupu SLnC. Podíváme se nyní, jaká vlastnost je spo-
le£ná maticím, které náleºí do odpovídající speciální lineární Lieovy algebry slnC.

Nech´ tedy γ (t) je diferencovatelná k°ivka v grup¥ SLnC. Ozna£íme-li γ (t) =
At, bude γ (0) = A0 = E a γ′ (0) = A′0 = X. Je-li At ∈ SLnR matice p°echodu od
báze e1, . . . , en k bázi v1, . . . , vn prostoru V = Cn taková, ºe vi =

∑n
i=1 a

j
iej, pak

platí

At (e1) ∧ . . . ∧ At (en) = v1 ∧ . . . ∧ vn = detAt · e1 ∧ . . . ∧ en = e1 ∧ . . . ∧ en.

Derivováním uvedeného n-vektoru v bod¥ t = 0 dostaneme

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(At (e1) ∧ . . . ∧ At (en)) =
n∑
i=1

A0 (e1) ∧ . . . ∧ A′0 (ei) ∧ . . . ∧ A0 (en)

=
n∑
i=1

E (e1) ∧ . . . ∧X (ei) ∧ . . . ∧ E (en) =
n∑
i=1

e1 ∧ . . . ∧X (ei) ∧ . . . ∧ en

=
n∑
i=1

xiie1 ∧ . . . ∧ ei ∧ . . . ∧ en = Tr (X) e1 ∧ . . . ∧ en.

To znamená, ºe prvky Lieovy algebry slnC jsou matice s nulovou stopou. V °e£i
diferenciální geometrie jsou to vektory te£né ke grup¥ SLnC v její jednotce E.

V úvodu tedy za£n¥me s nejjednodu²²í algebrou, kterou je sl2C. Bázi této
algebry zvolíme takto:

H =

(
1 0
0 −1

)
, X =

(
0 1
0 0

)
, Y =

(
0 0
1 0

)
.

Tyto matice spl¬ují následující komuta£ní relace:

[H,X] = 2X, [H, Y ] = −2Y, [X, Y ] = H.
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M¥jme reprezentaci (V, ϕ). Podívejme se, jak tato algebra p·sobí na vektorový
prostor V a de�nujme jeho vektorový podprostor

Vα = {v ∈ V ;H (v) = αv},

který je invariantní p°i p·sobení H. U£i¬me je²t¥ dohodu, ºe pro jednoduchost
zápisu budeme nadále psát místo ϕ (X) (v) p°ímo X (v). Výpo£et

H (X (v)) = X (H (v)) + [H,X] (v) = X (αv) + 2X (v) = (α + 2)X (v)

a stejn¥ tak

H (Y (v)) = Y (H (v)) + [H,Y ] (v) = Y (αv)− 2Y (v) = (α− 2)Y (v)

nám ukazují, ºe matice X posouvá vektor v ∈ Vα z podprostoru Vα do podpro-
storu Vα+2 a matice Y naopak z podprostoru Vα do podprostoru Vα−2.

Odtud je vid¥t, ºe tyto t°i bázové operátory mají r·znou roli, kdyº p·sobí na
vektorový prostor V . Vezmeme-li n¥jaký vektor v reprezentace V , pak operátor
X jej zobrazuje vºdy do podprostoru Vα s indexem men²ím o dva. Podobn¥ pro
operátor Y . Ten má navíc tu vlastnost, ºe vybereme-li vektor ireducibilní repre-
zentace V , pro který bude X (v) = 0, budou obrazy Y n (v), n ∈ N0, generovat
prostor V . Toto tvrzení si nyní dokáºeme.

V¥ta: Nech´ V je ireducibilní reprezentace algebry sl2C. Pak existuje vektor
v ∈ V takový, ºe X (v) = 0 a zárove¬ vektory v, Y (v), Y 2 (v) , . . . , Y n (v) gene-
rují reprezentaci V .

D·kaz: Vezm¥me lineární zobrazení reprezentující prvek H. Na komplexním
vektorovém prostoru má jeho charakteristická rovnice

det (H − λE) = 0

alespo¬ jeden komplexní ko°en2. To znamená, ºe existuje alespo¬ jedno vlastní
£íslo α ∈ C, pro které je podprostor Vα netriviální3. Zvolme v′ ∈ Vα pevn¥ a
podívejme se na jeho obrazy Xj (v′). Jiº víme, ºe tyto obrazy leºí v podprostorech
Vα+2j. Obrazy Xj (v′) jsou tedy vlastními vektory H a náleºí do podprostor·
indexovaných r·znými vlastními £ísly. Jsou tedy lineárn¥ nezávislé, a protoºe V
má kone£nou dimenzi, bude jich jen kone£n¥ mnoho nenulových. Existuje tedy µ ∈
C a nenulový vektor v ∈ Vµ leºící v jádru zobrazení X. Dále budeme postupovat
sporem. P°edpokládáme tak, ºe vektory v, Y (v), Y 2 (v), . . . , Y n (v) generují
vlastní podprostor ve V . Podívejme se, zda je tento podprostor invariantní v·£i
sl2C. Ozna£me jej t°eba W . Z de�nice tohoto podprostoru lze hned °íci, ºe W je
invariantní v·£i Y a vzhledem k tomu, jak p·sobí zobrazení H a Y na vektory
z Vα, je W invariantní také v·£i H. Zbývá ov¥°it, ºe je invariantní také v·£i X.
Podívejme se na následující výpo£ty:

X (Y (v)) = [X, Y ] (v) + Y (X (v)) = H (v) + Y (o) = µv.

2podle základní v¥ty algebry
3Vα je generován odpovídajícím vlastním vektorem
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Dále

X
(
Y 2 (v)

)
= [X, Y ] (Y (v)) + Y (X (Y (v))) = H (Y (v)) + Y (µv) =

(µ− 2)Y (v) + µY (v)

a obecn¥ lze ukázat, ºe

X
(
Y j (v)

)
= j (µ− j + 1)Y j−1 (v) .

Zjistili jsme tedy, ºe W je invariantní podprostor ve V v·£i akci prvk· z sl2C.
To je v²ak spor, nebo´ V je ireducibilní reprezentace. Tedy W = V a vektory v,
Y (v) , Y 2 (v) , . . . , Y n (v) generují V .

Protoºe v ∈ Vµ, je Y (v) ∈ Vµ−2 a Y 2 (v) ∈ Vµ−4. Tímto zp·sobem nakonec
dojdeme k relaci Y n (v) ∈ Vµ−2n, coº dohromady znamená, ºe Vα jsou netriviál-
ní práv¥ pro α z mnoºiny {µ, µ−2, µ−4, . . . , µ−2n} a jsou jednodimenzionální.�

Tato v¥ta má velmi d·leºitý d·sledek, který v tomto textu formulujeme jako
v¥tu o celých £íslech.

V¥ta o celých £íslech: Matici H náleºí pouze celá vlastní £ísla od −n do n
s krokem 2.

D·kaz: Do rovnice

X
(
Y j (v)

)
= j (µ− j + 1)Y j−1 (v)

sta£í za j dosadit n+ 1. Dostaneme

0 = X (0) = X
(
Y n+1 (v)

)
= (n+ 1) (µ− n)Y n (v) .

Protoºe Y n (v) 6= 0, musí být µ−n = 0.

V²imn¥me si rovn¥º d·leºité skute£nosti, ºe

tato mnoºina vlastních £ísel je symetrická podle po£átku v mnoºin¥ Z.

Uvidíme, ºe tento poznatek je klí£ový pro klasi�kaci Lieových algeber a dále
jej budeme diskutovat v kapitole o Killingov¥ form¥.

P°ejd¥me ke sloºit¥j²í situaci. V p°ípad¥ algebry sl2C byly na²imi význa£nými
prvky maticeH,X a Y . Nyní se pokusíme najít k t¥mto prvk·m n¥jakou analogii,
která by nám umoºnila dozv¥d¥t se o struktu°e algebry sl3C n¥jaké informace.

První zm¥nu dozná prvek H, který ur£oval rozklad reprezentace sl2C do di-
rektního sou£tu podprostor· Vα. Mohli jsme tak psát

V = ⊕αVα.

Ke stejné relaci nás p°ivede následující postup. Místo jednoho prvku H v²ak
vybereme dvoudimenzionální podalgebru h ⊂ sl3C diagonálních matic s nulovou
stopou. �ekn¥me, ºe její báze je sloºena z prvk·

H1 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , H2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .
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Diagonální matice v²ak spolu navzájem komutují, coº znamená, ºe v²echny matice
z h mají spole£nou mnoºinu vlastních vektor·. Jinými slovy vlastní vektor v
zobrazení H ∈ h je vlastním vektorem celé podalgebry h. Pro takový vektor v
pak m·ºeme napsat

∀H ∈ h : H (v) = α (H) v,

kde α ∈ h∗ je lineární forma na h, kterou nazýváme váhou reprezentace V . Oby-
£ejn¥ se maximální komutativní podalgebry nazývají Cartanovými podalgebrami.
Tyto my²lenky motivují následující de�nici

De�nice: Pro libovolné α ∈ h∗ de�nujeme podprostor

Vα = {v ∈ V,H (v) = α (H) v,∀H ∈ h}.

Je-li Vα neprázdný pro n¥jaké α ∈ h∗, °ekneme, ºe α je váha reprezentace V ,
nenulový vektor v ∈ Vα nazveme váhový vektor a Vα váhový podprostor.

Relace
[H,X] = 2X, [H, Y ] = −2Y,

lze interpretovat tak, ºe X a Y jsou vlastními vektory zobrazení

[H, •] ≡ ad (H) (•)

s vlastními £ísly 2, resp. −2.
Pro H ∈ h bychom tedy cht¥li psát

[H,Y ] = ad (H) (Y ) = α (H) · Y.

Je v²ak t°eba najít takovou náhradu za matice X a Y , aby uvedený vztah platil
v p°ípad¥ sl3C. Víme, ºe H = diag (a1, a2, a3). Vezm¥me tedy libovolnou matici
M a spo£t¥me jejich komutátor. Postup je uvedený níºe, uvádíme po°ad¥ oba
s£ítance:

HM =

a1m11 a1m12 a1m13

a2m21 a2m22 a2m23

a3m31 a3m32 a3m33

 , MH =

a1m11 a2m12 a3m13

a1m21 a2m22 a3m23

a1m31 a2m32 a3m33


a komutátor je tak

[H,M ] =

 0 a1,2m12 a1,3m13

a2,1m21 0 a2,3m23

a3,1m31 a3,2m32 0

 ,

kde
ai,j ≡ ai − aj.

Ná² komutátor tak bude násobkem M pro v²echna H práv¥ tehdy, kdyº v²echny
prvky mij s výjimkou jednoho budou nula. Tomuto nenulovému prvku pak pro
jednoduchost p°i°adíme hodnotu 1. Tyto matice, jejichº prvek na míst¥ (i, j) je
1 a ostatní jsou nula, ozna£íme Ei,j. T¥chto matic je celkem ²est.
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Následující de�nice platí nejen pro algebru sl3C, ale obecn¥ pro libovolnou
polojednoduchou Lieovu algebru.

De�nice: Nenulové váhy reprezentace ad (H) nazvme ko°eny Lieovy algebry.

Pokud tedy de�nujeme

Li

a1 0 0
0 a2 0
0 0 a3

 = ai,

lze °íci, ºe ko°eny algebry sl3C jsou práv¥ rozdíly

Li − Lj, i, j = 1, 2, 3.

Mnoºinu v²ech ko°en· dané algebry budeme zna£it R a m°íº ΛR ⊂ h∗ generova-
ná ko°eny α se nazývá ko°enová m°íº. Poznamenejme, ºe uvaºujeme celo£íselné
lineární kombinace. V p°ípad¥ algebry sl3C je tedy R ²estiprvková mnoºina a
ko°enovou m°íº ΛR lze vyjád°it jako

ΛR = {α, α = n1α1 + n2α2, n1, n2 ∈ Z}.

Matice Ei,j generují jednotlivé podalgebry gLi−Lj
, které nazýváme ko°enovými

podprostory algebry sl3C. Jiº nyní lze p°edeslat, ºe podalgebry gα a g−α spolu s
komutátorem [gα, g−α] budou generovat podalgebru

sα = gα ⊕ g−α ⊕ [gα, g−α]

izomorfní sl2C. Tuto skute£nost rozebereme podrobn¥ji v obecném p°ípad¥ alge-
bry slnC. Vidíme také, ºe adjungovaná reprezentace zachovává jednotlivé pod-
prostory gα. My²lenky tohoto odstavce lze op¥t shrnout do následující de�nice.

De�nice: M¥jme Lieovu algebru g. De�nujeme lineární podprostory gα, α ∈ h∗

takto:
gα = {X ∈ g, [H,X] = α (H) ·X,H ∈ h∗}.

Je-li α ∈ h∗ ko°en Lieovy algebry g, pak odpovídající gα nazveme ko°enový pod-
prostor g.

Pro budoucí ú£ely je t°eba zavést uspo°ádání na mnoºin¥ v²ech ko°en·. Toto
uspo°ádání je dáno lineární formou

l : ΛR → R.

Tato forma je de�nována tak, ºe

l (a1L1 + a2L2 + a3L3) = aa1 + ba2 + ca3,

pro n¥jaká vhodná a, b, c ∈ R. V tomto textu si vybereme uspo°ádání, které je
dáno volbou a > b > c, p°i£emº platí L1+L2+L3 = 0, nebo´ formy Li, i = 1, 2, 3,
p·sobí na prostoru diagonálních matic s nulovou stopou. Získali jsme tedy rozklad

R = R+ ∪R−,
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kde R+ = {α, l (α) > 0}. Prvky této mnoºiny nazýváme kladné ko°eny. Obdobn¥
je pak R− = {α, l (α) < 0} mnoºinou záporných ko°en·. Vidíme, ºe pro sl3C je

R+ = {L1 − L2, L2 − L3, L1 − L3}.

a
R− = {L2 − L1, L3 − L2, L3 − L1}.

Dostáváme se nyní k obecnému p°ípadu algebry slnC. Jak vypadá mnoºina
ko°en· v tomto p°ípad¥? Vezm¥me matici H = diag (a1, . . . , ai, . . . , an) s nulovou
stopou a spo£t¥me její komutátor s maticí Ei,j. Vyjde

[H,Ei,j] = HEi,j − Ei,jH = (ai − aj)Ei,j.

Ko°eny algebry slnC jsou tak op¥t rozdíly Li − Lj, i, j = 1, . . . , n.

V dal²ím kroku najdeme podalgebry sα ⊂ slnC izomorfní sl2C. Sta£í se-
skupit matice generující podprostory slnC indexované navzájem opa£nými ko-
°eny. Podalgebra sLi−Lj

je tak generovaná prvky Ei,j, Ej,i a jejich komutátorem
[Ei,j, Ej,i] = Hi − Hj. M·ºeme ov¥°it, ºe Hi − Hj je skute£n¥ vhodnou analogií
za prvek H v p°ípad¥ algebry sl2C:

ad (Hi −Hj) (Ei,j) = (Hi −Hj)Ei,j − Ei,j (Hi −Hj) = HiEi,j −HjEi,j − Ei,jHi

+Ei,jHj = Ei,j −O−O+ Ei,j = 2Ei,j = (Li − Lj) (Hi −Hj)Ei,j.

Odpovídajícím prvkem k H = diag (1,−1) v sl2C je tedy HLi−Lj
= Hi −Hj.

Dostali jsme tak rozklad algebry slnC, vyjád°ený jako p°ímý sou£et

slnC = h⊕

(⊕
α∈R+

(gα ⊕ g−α)

)
.

Nakonec zobecníme uspo°ádání na mnoºin¥ v²ech ko°en·. Pro ú£ely budou-
cího textu nás budou jiº zajímat pouze kladné ko°eny, zejména pak jistá jejich
podmnoºina.

De�nice: �ekneme, ºe ko°en α ∈ R+ je jednoduchý ko°en4, pokud se nedá
napsat jako sou£et dvou kladných ko°en·.

P·sobení lineární formy l na R de�nujeme jako

l
(∑

aiLi

)
=
∑

ciai,

kde
∑
Li = 0. Pokud p°edpokládáme, ºe c1 > c2 > . . . > cn, pak

R+ = {Li − Lj, i < j, i, j = 1, . . . , n}.

Z tohoto vý£tu je²t¥ vybereme jednoduché ko°eny, které budou reprezentovat vr-
choly Dynkinova diagramu:

Jednoduché ko°eny algebry slnC:

L1 − L2, L2 − L3, . . . , Ln−2 − Ln−1, Ln−1 − Ln.

4n¥kdy téº °íkáme prostý ko°en
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2.2. Algebra sp2nC

Symplektická Lieova grupa Sp2nC je de�nována jako grupa jistých automor-
�sm· A na vektorovém prostoru V , který má dimenzi 2n. Tyto automor�smy
zachovávají nedegenerovanou, antisymetrickou bilineární formu

Q : V × V → C,

coº lze symbolicky vyjád°it podmínkou:

Q (A (v) , A (w)) = Q (v, w) .

Je-li M matice této bilineární formy, musí platit

M = AT ·M · A.

Z tohoto vztahu najdeme podmínku, kterou musí spl¬ovat matice pat°ící do od-
povídající Lieovy algebry sp2nC.

M¥jme tedy diferencovatelnou k°ivku γ (t) v grup¥ Sp2nC. Pouºijeme-li ozna-
£ení A = γ (t), pak lze uvedenou rovnost p°epsat do tvaru

M = γ (t)T ·M · γ (t)

a derivováním podle parametru t získáme maticovou rovnici

O = γ′ (t)T ·M · γ (t) + γ (t)T ·M · γ′ (t) .

Ozna£íme-li dále γ (0) = E a γ′ (0) = X, dostaneme pro t = 0

O = XT ·M +M ·X,

coº je hledaná podmínka.
Abychom v této kapitole mohli provád¥t konkrétní výpo£ty, vyjád°íme si by-

lineární formu Q v·£i takové bázi e1, . . . , e2n prostoru V , kde

Q (ei, ei+n) = 1,

Q (ei+n, ei) = −1

a
Q (ei, ej) = 0

pro j 6= i± n. Máme-li tedy pevn¥ zvolenou bázi, lze bilineární formu Q vyjád°it
jako

Q (x, y) = xT ·M · y,

kde

M =

(
O E
−E O

)
je matice rozm¥ru 2n×2n. Jak tedy vypadá matice X? Vyjád°íme si ji v blokovém
tvaru

X =

(
A B
C D

)
17



a dosadíme ji do vý²e uvedené podmínky, která vymezuje matice studované al-
gebry. Tak zjistíme, v jakém vztahu jsou mezi sebou její jednotlivé bloky. Pravá
strana rovnosti bude po dosazení vypadat takto:

XT ·M +M ·X =

(
AT CT

BT DT

)
·
(
O E
−E O

)
+

(
O E
−E O

)
·
(
A B
C D

)
.

Po vynásobení matic a jejich následovném se£tení pak obdrºíme(
−CT AT

−DT BT

)
+

(
C D
−A −B

)
=

(
−CT + C AT +D
−DT − A BT −B

)
.

Levá strana je pouze nulová matice, takºe celem máme(
−CT + C AT +D
−DT − A BT −B

)
=

(
O O
O O

)
.

To znamená, ºe
C = CT & B = BT

a lze tedy °íci, ºe bloky na vedlej²í diagonále jsou symetrické. Pro bloky na hlavní
diagonále platí relace

A = −DT ,

a tedy A vznikne z −D její transpozicí.
Cartanova podalgebra h ⊂ sp2nC bude op¥t vektorový prostor diagonálních

matic, které spolu automaticky komutují. Lze volit generátory tvaru:

Hi = Ei,i − En+i,n+i.

Prostor h∗ duální k prostoru h je op¥t de�nován podmínkou Lj (Hi) = δi,j.
Klí£ovou informaci o struktu°e této algebry nám v²ak poskytne znalost vlast-

ních vektor· adjungované reprezentace. T¥mito vektory jsou

1. Xi,j = Ei,j − En+j,n+i,

2. Yi,j = Ei,n+j + Ej,n+i,

3. Zi,j = En+i,j + En+j,i,

4. Ui = Ei,n+i,

5. Vi = En+i,i.

Tyto údaje ov¥°íme p°ímým výpo£tem, £ímº nalezneme ko°eny této algebry.

1. Ko°eny Li − Lj a Lj − Li:

ad (H) (Xi,j) = HXi,j −Xi,jH = aiEi,j − an+jEn+j,n+i − ajEi,j + an+iEn+j,n+i

= aiEi,j + ajEn+j,n+i − ajEi,j − aiEn+j,n+i = (ai − aj)Ei,j − (ai − aj)En+j,n+i
= (ai − aj) (Ei,j − En+j,n+i) = (ai − aj)Xi,j,
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2. Ko°eny Li + Lj:

ad (H) (Yi,j) = HYi,j − Yi,jH = aiEi,n+j + ajEj,n+i − an+jEi,n+j − an+iEj,n+i

= aiEi,n+j + ajEj,n+i + ajEi,n+j + aiEj,n+i = (ai + aj)Ei,n+j + (ai + aj)Ej,n+i

= (ai + aj) (Ei,n+j + Ej,n+i) = (ai + aj)Yi,j,

3. Ko°eny −Li − Lj:

ad (H) (Zi,j) = HZi,j − Zi,jH = an+iEn+i,j + an+jEn+j,i − ajEn+i,j − aiEn+j,i

= −aiEn+i,j−ajEn+j,i−ajEn+i,j−aiEn+j,i = (−ai − aj)En+i,j+(−ai − aj)En+j,i
= (−ai − aj) (En+i,j + En+j,i) = (−ai − aj)Zi,j,

4. Ko°eny 2Li:

ad (H) (Ui) = HUi−UiH = aiEi,n+i−an+iEi,n+i = aiEi,n+i+aiEi,n+i = 2aiEi,n+i,

5. Ko°eny −2Li:

ad (H) (Vi) = HVi−ViH = an+iEn+i,i−aiEn+i,i = −aiEn+i,i−aiEn+i,i = −2aiEn+i,i.

Najdeme nyní jednotlivé podalgebry sα ⊂ sp2nC izomorfní algeb°e sl2C a jim
odpovídající prvky Hα ∈ h.

1. Ko°eny Li − Lj a Lj − Li: uvedené ko°eny odpovídají vektor·m Xi,j a Xj,i:

[Xi,j, Xj,i] = [Ei,j − En+j,n+i, Ej,i − En+i,n+j]

= [Ei,j, Ej,i] +O+O+ [En+j,n+i, En+i,n+j]

= Ei,i − Ej,j + En+j,n+j − En+i,n+i = Hi −Hj.

Matice HLi−Lj
je tedy násobkem matice Hi −Hj. Poºadujeme v²ak, aby

ad (Hi −Hj) (Xi,j) = 2Xi,j,

takºe musí být
(Li − Lj) (Hi −Hj) = 2.

To ale znamená, ºe
HLi−Lj

= Hi −Hj.

2. Ko°eny Li + Lj a −Li − Lj: tyto ko°eny p°íslu²í vektor·m Yi,j a Zi,j:

[Yi,j, Zi,j] = [Ei,n+j + Ej,n+i, En+i,j + En+j,i]

= O+ [Ei,n+j, En+j,i] + [Ej,n+i, En+i,j] +O

= Ei,i − En+j,n+j + Ej,j − En+i,n+i = Hi +Hj.
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Hledaná matice HLi+Lj
je násobkem matice Hi +Hj a tento násobek op¥t volíme

tak, aby konstruovaná algebra sLi+Lj
byla kopií sl2C. Má být

ad (Hi +Hj) (Yi,j) = 2Yi,j,

takºe
(Li + Lj) (Hi +Hj) = 2,

a proto
HLi+Lj

= Hi +Hj.

Analogickým postupem zjistíme, ºe

H−Li−Lj
= −Hi −Hj.

3. Ko°eny ±2Li: tyto ko°eny jsou p°íslu²né vlastním vektor·m Ui a Vi:

[Ui, Vi] = [Ei,n+i, En+i,i] = Ei,i − En+i,n+i = Hi.

Tím jsme vektory Ui a Vi doplnili na bázi sLi
. Dodaný prvek H2Li

je násobkem
matice Hi. Protoºe poºadujeme, aby

ad (Hi) (Ui) = 2Ui,

musí být
2Li (Hi) = 2,

takºe
H2Li

= Hi.

Stejným postupem obdrºíme

H−2Li
= −Hi.

Nalezenou mnoºinu ko°en· R op¥t uspo°ádáme pomocí lineární formoy l, kte-
rou de�nujeme takto:

l
(∑

aiLi

)
= c1a1 + . . .+ cnan, c1 > c2 > . . . > cn > 0.

Získáváme tak rozklad
R = R+ ∪R−.

Kladné ko°eny jsou potom

Li + Lj, i ≤ j, i, j = 1, . . . , n

a dále
Li − Lj, i < j, i, j = 1, . . . , n.

Z tohoto vý£tu nakonec vybereme v²echny jednoduché ko°eny, klí£ové pro klasi-
�kaci Dynkinových diagram·.

Jednoduché ko°eny algebry sp2nC:

L1 − L2, L2 − L3, . . . , Ln−1 − Ln, 2Ln.
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2.3. Algebra so2nC a so2n+1C
M¥jme nedegenerovanou, nyní v²ak symetrickou bilineární formu

Q : V × V → C

na vektorovém prostoru V dimenzem. Ortogonální grupa SOmC je pak de�nována
jako grupa automor�sm· A na prostoru V s determinantem 1, které zachovávají
formu Q. Uvedenou skute£nost lze vyjád°it také jako

Q (A (v) , A (w)) = Q (v, w) .

Pokud M je matice této bilineární formy, pak platí

M = AT ·M · A

a na základ¥ tohoto vztahu op¥t nalezneme odpovídající Lieovu algebru somC.
Nech´ tedy γ (t) je diferencovatelná k°ivka v grup¥ SOmC. Poloºíme A = γ (t),

takºe naposledy uvedený vztah m·ºeme vyjád°it jako

M = γ (t)T ·M · γ (t)

a derivací tohoto vztahu podle parametru t získáme

O = γ′ (t)T ·M · γ (t) + γ (t)T ·M · γ′ (t) .

Pokud ozna£íme γ (0) = E a γ′ (0) = X, dostaneme pro t = 0 podmínku

O = XT ·M +M ·X,

vymezující matice algebry somC. Nyní v²ak od sebe odd¥líme p°ípady sudé a liché
dimenze. V p°ípad¥ m = 2n zvolíme bázi vektorového prostoru V tak, aby:

Q (ei, ei+n) = Q (ei+n, ei) = 1

a
Q (ei, ej) = 0

pro j 6= i ± n. Máme-li tedy zvolenou bázi e1, . . . , e2n prostoru V , lze formu Q
explicitn¥ vyjád°it jako

Q (x, y) = xT ·M · y,

kde

M2n =

(
O E
E O

)
je bloková matice rozm¥ru 2n × 2n. Pokud dosadíme do na²í podmínky za M ,
máme

XT ·M +M ·X =

(
AT CT

BT DT

)
·
(
O E
E O

)
+

(
O E
E O

)
·
(
A B
C D

)
(
CT AT

DT BT

)
+

(
C D
A B

)
=

(
CT + C AT +D
DT + A BT +B

)
,
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a tedy (
O O
O O

)
=

(
CT + C AT +D
DT + A BT +B

)
.

To znamená, ºe
C = −CT ,

B = −BT

a
A = −DT .

Bloky na vedlej²í diagonále jsou tedy, na rozdíl od p°ípadu symplektických alge-
ber, antisymetrické.

V p°ípad¥ liché dimenze, kdym = 2n+1, vybereme bázi e1, . . . , e2n+1 prostoru
V tak, abychom m¥li

Q (ei, ei+n) = Q (ei+n, ei) = 1, 1 ≤ i ≤ n,

Q (ei, ej) = 0, i, j 6= 2n+ 1

a
Q (e2n+1, e2n+1) = 1.

Stejn¥ jako d°íve lze nyní formu Q explicitn¥ vyjád°it v·£i na²í bázi dle vztahu

Q (x, y) = xT ·M · y,

kde matice M je tentokrát rozm¥ru (2n+ 1)× (2n+ 1) a má tvar

M2n+1 =

O E 0
E O 0
0 0 1

 .

Matice X a XT , v blokovém tvaru vyjád°ené jako

X =

A B E
C D F
G H J

 , XT =

AT CT GT

BT DT HT

ET F T JT

 ,

op¥t dosadíme do na²í podmínky a spo£teme zvlá²´ oba s£ítance:

XT ·M =

CT AT GT

DT BT HT

F T ET JT

 , M ·X =

C D F
A B E
G H J

 .

Celkem tedy mámeO O 0
O O 0
0 0 1

 =

CT + C AT +D GT + F
DT + A BT +B HT + E
F T +G ET +H JT + J

 ,

a tak pro jednotlivé bloky matice X ∈ so2n+1C dostáváme následující vztahy:

C = −CT , B = −BT , A = −DT , E = −HT , F = −GT , J = 0.
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Cartanova podalgebra, v p°ípad¥ sudé i liché dimenze, má generátory tvaru
diagonálních matic

Hi = Ei,i − En+i,n+i.

V p°ípad¥ liché dimenze jde o matice rozm¥ru (2n+ 1)× (2n+ 1).
Op¥t uvedeme vý£et vlastních vektor· adjungované reprezentace ad (H). Po-

kud jde o sudou dimenzi, máme vektory

1. Xi,j = Ei,j − En+j,n+i,

2. Yi,j = Ei,n+j − Ej,n+i,

3. Zi,j = En+i,j − En+j,i.

Pokud jde o lichou dimenzi, obdrºíme stejné t°i vektory jako vý²e a navíc p°iby-
dou vektory

4. Ui = Ei,2n+1 − E2n+1,n+i,

5. Vi = En+i,2n+1 − E2n+1,i.

P°ímým výpo£tem op¥t nalezneme vlastní £ísla odpovídající vý²e uvedeným vlast-
ním vektor·m.

1. Ko°eny Li − Lj a Lj − Li:

ad (H) (Xi,j) = HXi,j −Xi,jH = aiEi,j − an+jEn+j,n+i − ajEi,j + an+iEn+j,n+i

= aiEi,j + ajEn+j,n+i − ajEi,j − aiEn+j,n+i = (ai − aj)Ei,j − (ai − aj)En+j,n+i
= (ai − aj) (Ei,j − En+j,n+i) = (ai − aj)Xi,j

2. Ko°eny Li + Lj:

ad (H) (Yi,j) = HYi,j − Yi,jH = aiEi,n+j − ajEj,n+i − an+jEi,n+j + an+iEj,n+i

= aiEi,n+j − ajEj,n+i + ajEi,n+j − aiEj,n+i = (ai + aj)Ei,n+j − (ai + aj)Ej,n+i

= (ai + aj) (Ei,n+j − Ej,n+i) = (ai + aj)Yi,j,

3. Ko°eny −Li − Lj:

ad (H) (Zi,j) = HZi,j − Zi,jH = an+iEn+i,j − an+jEn+j,i − ajEn+i,j + aiEn+j,i

= −aiEn+i,j+ajEn+j,i−ajEn+i,j+aiEn+j,i = (−ai − aj)En+i,j−(−ai − aj)En+j,i
= (−ai − aj) (En+i,j − En+j,i) = (−ai − aj)Zi,j,

Toto v²e platí jak pro sudou, tak i pro lichou dimenzi. Pouze v p°ípad¥ liché
dimenze dále dostáváme:
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4. Ko°eny Li:

ad (H) (Ui) = HUi−UiH = aiEi,2n+1−a2n+1E2n+1,n+i−a2n+1Ei,2n+1+an+iE2n+1,n+i

= aiEi,2n+1 − aiE2n+1,n+i = ai (Ei,2n+1 − E2n+1,n+i) = aiUi,

5. Ko°eny −Li:

ad (H) (Vi) = HVi−ViH = an+iEn+i,2n+1−a2n+1E2n+1,i−a2n+1En+i,2n+1+aiE2n+1,i

= −aiEn+i,2n+1 + aiE2n+1,i = −ai (En+i,2n+1 − E2n+1,i) = −aiVi.

Nyní m·ºeme postoupit k nalezení jednotlivých podalgeber sα.

1. Ko°eny Li − Lj a Lj − Li: P°idáme-li k vektor·m Xi,j a Xj,i komutátor

[Xi,j, Xj,i] = [Ei,j − En+j,n+i, Ej,i − En+i,n+j]

= [Ei,j, Ej,i] +O+O+ [En+j,n+i, En+i,n+j]

= Ei,i − Ej,j + En+j,n+j − En+i,n+i = Hi −Hj,

získáme generátory podalgebry sLi−Lj
. Protoºe poºadujeme, aby

ad (Hi −Hj) (Xi,j) = 2Xi,j,

musíme HLi−Lj
zvolit tak, aby platilo

(Li − Lj) (Hi −Hj) = 2.

Vidíme, ºe hledaným prvkem je práv¥ HLi−Lj
= Hi −Hj. Tento záv¥r je tedy

totoºný s p°ípadem symplektické algebry sp2nC.

2. Ko°eny Li + Lj a −Li − Lj: Zde je sLi+Lj
generována vektory Yi,j, Zi,j a téº

[Yi,j, Zj,i] = [Ei,n+j − Ej,n+i, En+i,j − En+j,i]

= O+ [Ei,n+j,−En+j,i] + [−Ej,n+i, En+i,j] +O

= −Ei,i − Ej,j + En+j,n+j + En+i,n+i = −Hi −Hj.

Protoºe chceme
ad (Hi +Hj) (Yi,j) = 2Xi,j.

poloºíme
(Li + Lj) (Hi +Hj) = 2,

takºe hledaným prvkem je práv¥ HLi+Lj
= Hi +Hj. Podobn¥ je

H−Li−Lj
= −Hi −Hj.
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Nakonec dopl¬me p°ípad so2n+1C.

3. Ko°eny ±Li: Podalgebra sLi
je lineárním obalem vektor· Ui, Vi a komutátoru

[Ui, Vi] = [Ei,2n+1 − E2n+1,n+i, En+i,2n+1 − E2n+1,i]

= O+ [Ei,2n+1,−E2n+1,i] + [−E2n+1,n+i, En+i,2n+1] +O

= −Ei,i + E2n+1,2n+1 − E2n+1,2n+1 + En+i,n+i = −Hi.

Protoºe má být
ad (Hi) (Ui) = 2Ui.

je
(Li) (Hi) = 2,

a element HLi
má tedy tvar HLi

= 2Hi. Podobn¥ je op¥t

H−Li
= −2Hi.

Abychom mohli na záv¥r nalezené ko°eny uspo°ádat podle velikosti, zavedeme
lineární formu l de�novanou analogicky, jako v p°echozí dvou podkapitolách:

l
(∑

aiLi

)
=
∑

ciai,

kde volíme c1 > c2 . . . > cn > 0. To znamená, ºe v p°ípad¥ algebry so2nC jsou
kladné ko°eny:

Li + Lj, i ≤ j

a
Li − Lj, i < j.

Pro algebru so2n+1C máme kladné ko°eny

Li + Lj, i ≤ j,

Li − Lj, i < j

a navíc
Li.

Indexy i, j zde probíhají mnoºinu {1, . . . , n}. Z t¥chto dvou seznam· vybereme
jednoduché ko°eny, které budeme pozd¥ji reprezentovat vrcholy Dynkinova dia-
gramu:

Jednoduché ko°eny pro algebru so2nC:

L1 − L2, L2 − L3, . . . , Ln−1 − Ln, Ln−1 + Ln.

Jednoduché ko°eny pro algebru so2n+1C:

L1 − L2, L2 − L3, . . . , Ln−1 − Ln, Ln.
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3. Dynkinovy diagramy

3.1. Killingova forma

V p°edchozí kapitole jsme nalezli jednoduché ko°eny klasických Lieových al-
geber. Kaºdá algebra m¥la sv·j unikátní systém ko°en·, který byl pro ni cha-
rakteristický. Systémy ko°en· jednotlivých algeber mají jisté spole£né vlastnosti,
skrze které v p°í²tí podkapitole de�nujeme tzv. formální ko°enovou m°íº. Dále
zavedeme pojem Dynkin·v diagram a objasníme jeho vztah k Lieov¥ algeb°e g.

Jelikoº Dynkinovy diagramy vypovídají téº o metrických vlastnostech ko°en·,
je t°eba zavést analogii skalárního sou£inu v euklidovském prostoru, kterým bude
Killingova forma.

De�nice: M¥jme Lieovu algebru g. Bilineární forma B : g× g→ g daná p°edpi-
sem

B (X, Y ) = Tr (adX ◦ adY ) ,

se nazává Killingova forma na algeb°e g.

V¥ta: Killingova forma je symetrická nedegenerovaná bilineární forma na kar-
tézském sou£inu g× g a platí

B ([X, Y ] , Z) = B (X, [Y, Z]) .

D·kaz: viz [FH91], str.207.

V následujícím textu Killingovu formu explicitn¥ vyjád°íme na algeb°e glnC
v·£i bázi {Ei,j}i,j=1,...,n. Protoºe v²ak k dané symetrické bilineární form¥ B exis-
tuje práv¥ jedna kvadratická forma KB, pro kterou

B (X,X) = KB (X) ,

m·ºeme p°i výpo£tu Killingovy formy vyuºít toho, ºe její restrikcí na g nep°ijdeme
o ºádnou informaci. Místo výrazu B (X, Y ) tak sta£í pracovat pouze s výrazem
B (X,X), coº nám zjednodu²í postup. Odpovídající bilineární formu pak m·ºeme
vºdy zp¥tn¥ rekonstruovat podle vztahu

B (X, Y ) =
1

4
(KB (X + Y )−KB (X − Y )) .

Podívejme se tedy nyní, jak lze Killingovu formu vyjád°it na algeb°e glnC.
Kompozici

ad (X) ◦ (ad (X) (Z))

lze zapsat jako sloºený komutátor

[X, [X,Z]] = X (XZ − ZX)− (XZ − ZX)X = X2Z + ZX2 − 2XZX.

Zobrazení, které je pro pevn¥ zvolené Z ∈ glnC dáno p°edpisem

X 7→ X2Z + ZX2 − 2XZX,
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vyjád°íme v bázi sestávající z matic Ei,j a následn¥ spo£teme jeho stopu. V prvé
°ad¥ tedy máme

(XEi,j)ij = xii, (Ei,jX)ij = xjj.

Dále pak (
X2
)
ij

=
∑
k

xikxkj,

a tedy (
X2Ei,j

)
ij

=
∑
k

xikxki,

(
Ei,jX

2
)
ij

=
∑
k

xjkxkj

a také
(XEi,jX)ij = xiixjj.

M·ºeme nyní napsat, ºe(
X2Ei,j + Ei,jX

2 − 2XEi,jX
)
ij

=
∑
k

xikxki +
∑
k

xjkxkj − 2xiixjj.

Na²li jsme tedy prvky matice zobrazení adX ◦ adX v·£i uvedené bázi. Nyní jiº
sta£í spo£ítat jeho stopu:

Tr

(∑
i,j

(∑
k

(xikxki + xjkxkj)− 2xiixjj

)
Ei,j

)

= nTr
(
X2
)

+ nTr
(
X2
)
− 2TrX · TrX = 2nTr

(
X2
)
− 2 (TrX)2 .

Podívejme se, jakého tvaru Killingova forma nabývá na obecné lineární algeb°e
glnC a jejích podalgebrách. Následující vzorce nebudeme dokazovat, jsou uvedeny
v [FH91].

1. glnC : B (X, Y ) = 2nTr (XY )− 2TrXTrY,

2. slnC : B (X, Y ) = 2nTr (XY ) ,

3. sp2nC : B (X, Y ) = (2n+ 2) Tr (XY ) ,

4. sonC : B (X, Y ) = (n− 2) Tr (XY ) .

Protoºe Killingova forma B má roli skalárního sou£inu na h, m·ºeme zkoumat
izomor�smus prostor· h∗ a h. Pro ko°en α algebry g nejd°íve zavedeme prvek
Tα ∈ h:

Tα =
2

B (Hα, Hα)
Hα.

Izomor�smus následn¥ de�nujeme podmínkou

∀H ∈ h : B (Tα, H) = α (H) .

28



Potom je izomor�smus ve sm¥ru

h∗ → h

dán p°edpisem

α 7→ Tα =
2

B (Hα, Hα)
Hα.

Lze to nahlédnout díky výpo£t·m níºe. P°edn¥ je

B (Hα, H) = B ([Xα, Yα] , H) = B (Xα, [Yα, H])

= B (Xα, α (H)Yα) = α (H)B (Xα, Yα) .

V²imn¥me si, ºe pro H = Hα budeme mít

B (Hα, Hα) = α (Hα)B (Xα, Yα) = 2B (Xα, Yα) 6= 0,

nebo´ kdyby bylo B (Xα, Yα) = 0, m¥li bychom B (Hα, H) = 0 pro kaºdé H, coº
by bylo ve sporu s tím, ºe forma B je nedegenerovaná. Proto tedy platí, ºe

B (Tα, H) = B

(
2Hα

B (Hα, Hα)
, H

)
=

2

B (Hα, Hα)
B (Hα, H)

=
2

2B (Xα, Yα)
α (H)B (Xα, Yα) = α (H) ,

Nyní Killingovu formu zavedeme na duálním prostoru h∗. Na tomto prostoru
ji de�nujeme tak, ºe poloºíme

B (α, β) = B (Tα, Tβ) .

Inverzní izomor�smus
h→ h∗

de�nujeme naopak p°edpisem

Hα 7→
2

B (α, α)
α.

Lze ukázat, ºe tento p°edpis je opravdu vhodnou volbou vzhledem k tomu, jak
jsme de�novali B na duálu h∗. Je totiº

B (Tα, Tβ) = B

(
2Hα

B (Hα, Hα)
,

2Hβ

B (Hβ, Hβ)

)

= B

 4
B(α,α)

α

B
(

2
B(α,α)

α, 2
B(α,α)

α
) , 4

B(β,β)
β

B
(

2
B(β,β)

β, 2
B(β,β)

β
)


=
42

B (α, α) B (β, β)
· 1

4
B(α,α)

· 1
4

B(β,β)

B (α, β) = B (α, β) .
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Nyní uvedeme d·leºitou v¥tu, která °íká, ºe pro libovolné ko°eny α, β dané
algebry nabývá výraz

2B (β, α)

B (α, α)

pouze celo£íselných hodnot. Tato informace je st¥ºejní pro klasi�kaci Lieových
algeber, nebo´ klade jisté omezující podmínky na to, jaké podoby m·ºe ko°enový
systém a tedy i Dynkin·v diagram nabývat.

Nejprve p°ipome¬me v¥tu o celých £íslech, kterou jsme dokázali v £ásti textu
týkající se algebry sl2C. Zjistili jsme, ºe váhové podprostory ireducibilní repre-
zentace V této algebry jsou indexovány celými £ísly

−n,−n+ 2, . . . , n− 2, n.

Pokud n¥které z t¥chto £ísel vybereme pevn¥ a ozna£íme jej m, pak k tomuto
£íslu existuje váha β ∈ h∗, pro kterou β (H) = m. P°itom β lze zapsat jako k · α,
kde k ∈ N a α odpovídá jednomu z ko°en·

L1 − L2, L2 − L1,

pro které bylo
(L1 − L2) (H) = 2, (L2 − L1) (H) = −2.

Dále kaºdou ze studovaných Lieových algeber g lze napsat jako sou£et

g =
⊕
α∈R+

sα,

kde podalgebry sα jsou izomorfní sl2C. To v²ak znamená, ºe pokud máme libo-
volnou váhu β ∈ h∗ reprezentace V dané Lieovy algebry g, pak platí, ºe

β (Hα) ∈ Z.

Také jsme uvedli, ºe pro sl2C je tento °etízek celých £ísel symetrický v Z podle
po£átku. Pokud tedy ozna£íme −β (Hα) = n, pak °etízek vah

β, β + α, β + 2α, . . . , β + nα

je symetrický podle nadroviny kolmé na ko°en α. Kaºdé podalgeb°e sα pak od-
povídá jedna taková nadrovina. Tuto nadrovinu ozna£íme Ωα a de�nujeme ji jako
podprostor h∗ generovaný prvky β, pro které β (Hα) = 0. Symbolicky je tedy

Ωα = {β ∈ h∗, β (Hα) = 0}.

Potom lze uvedenou symetrii vyjád°it jako zrcadlení podle nadroviny Ωα a
toto zrcadlení m·ºeme vyjád°it p°edpisem

Wα (β) = β − 2β (Hα)

α (Hα)
α.

Protoºe α (Hα) = 2, lze pravou stranu rovnosti je²t¥ upravit na tvar

Wα (β) = β − β (Hα)α.
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Nyní p°ejd¥me k poslední v¥t¥ této podkapitoly.

V¥ta: Jsou-li α a β ko°eny, potom

2B (β, α)

B (α, α)
= β (Hα)

je celé £íslo
D·kaz: Podívejme se, jak lze rozepsat výraz β (Hα):

β (Hα) = B (Tβ, Hα) = B

(
2

B (Hβ, Hβ)
Hβ, Hα

)

= B

 2

B
(

2
B(β,β)

β, 2
B(β,β)

β
) · 2

B (β, β)
β,

2

B (α, α)
α


=
B2 (β, β)

22
· 22

B2 (β, β)
·B
(
β,

2

B (α, α)
α

)
=

2B (β, α)

B (α, α)
.

Protoºe jiº víme, ºe β (Hα) je celé £íslo, je v¥ta dokázána.
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3.2. Formální ko°enová m°íº

Nyní se chystáme up°esnit pojem ko°enová m°íº. Vlastnosti ko°enových m°íºí
jednotlivých Lieových algeber zast°e²íme de�nicí formální ko°enové m°íºe.

De�nice: Formální ko°enovou m°íºí v euklidovském prostoru nazýváme kone£-
nou podmnoºinu R takovou, ºe

1. R neobsahuje nulový vektor,

2. pro α ∈ R a c ∈ R je cα ∈ R práv¥ kdyº c = ±1,

3. zrcadleníWα podle nadroviny kolmé na kterýkoli ko°en α zobrazuje R na sebe,

4. pro libovolné dva ko°eny α, β je výraz

nβα = 2
(β, α)

(α, α)

celé £íslo.

Killingovu formu na euklidovském prostoru budeme zna£it (•, •). I kdyº vý²e
uvedená de�nice °íká, ºe nβα je celé £íslo, p°i podrobn¥j²ím zkoumání zjistíme, ºe
nβα nabývá pouze hodnot 0, 1, 2, 3 a 4. Podívejme se nyní, pro£ je tomu tak.

Protoºe
(α, α) = ‖α‖2

a také
(β, α) = ‖β‖ ‖α‖ cosϕ,

lze nβ,α napsat jako

nβα = 2
(β, α)

(α, α)
= 2
‖β‖
‖α‖

cosϕ.

To v²ak znamená, ºe

nαβnβα = 4
‖α‖
‖β‖
‖β‖
‖α‖

cos2ϕ = 4cos2ϕ.

Odtud plyne, ºe nαβnβα nabývá celo£íselné hodnoty z intervalu 〈0, 4〉. Podívejme
se nyní na jednotlivé p°ípady.

1. Kdyº nαβnβα = 0 = 4cos2ϕ, je cosϕ = 0, a tak

ϕ =
π

2
.

Pom¥r norem ‖β‖
‖α‖ v tomto p°ípad¥ není de�nován.

2. Vezmeme-li nαβnβα = 1 = 4cos2ϕ, pak cosϕ = ±1
2
. Tedy

ϕ =
π

3
∨ ϕ =

2π

3
.
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Pom¥r norem ko°en· je
‖β‖
‖α‖

= ±1.

A podobn¥ pro zbylé p°ípady.

3. Pokud nαβnβα = 2 = 4cos2ϕ, je cosϕ = ±
√
2
2
, takºe

ϕ =
π

4
∨ ϕ =

3π

4
.

Pom¥r norem zde bude
‖β‖
‖α‖

= ±
√

2.

4. Nakonec pro nαβnβα = 3 = 4cos2ϕ máme cosϕ = ±
√
3
2
, coº znamená, ºe

ϕ =
π

6
∨ ϕ =

5π

6
.

Pom¥r norem ko°en· je
‖β‖
‖α‖

= ±
√

3.

Speciální p°ípad nαβnβα = 4 = 4cos2ϕ pouze vede na situaci lineárn¥ závislých
ko°en· α, β, kde β = ±α.

Vidíme tak, ºe ko°eny spolu svírají jen ur£itý úhel ϕ. V dal²ím textu ukáºeme,
ºe i tento vý£et úhl· je omezen na úhly z druhého kvadrantu.

V¥ta: Pokud jsou α, β ko°eny, pro které β 6= ±α, potom α−°etízek procházející
ko°enem β

β − pα, β − (p− 1)α, . . . , β − α, β, β + α, β + 2α, β + qα

má délku nejví²e t°i, tzn. p+ q ≤ 3. Navíc platí p− q = nβα.
D·kaz: Jist¥ bude

Wα (β + qα) = β − pα.

Protoºe zrcadlení Wα je homomor�smus, bude rovn¥º

Wα (β + qα) = Wα (β) +Wα (qα) = β − nβαα + (−qα) = β − (nβα + q)α.

Srovnáním obou vyjád°ení re�exe Wα na vektoru β + qα získáme

p− q = nβα.

Víme tedy, ºe p − q = nβα, a proto p = nβα + q. Pokud bude p = 0, pak β je
ko°en na konci α−°etízku a q = −nβα ∈ {0, 1, 2, 3}. Tedy v libovolné ko°enové
m°íºi ujdeme ve sm¥ru α maximáln¥ t°i kroky, coº p°i zrcadlení Wα odpovídá
obrazu β + 3α. Pokud tedy zvolíme p > 0, musí být q práv¥ takové, aby p + q
bylo maximáln¥ 3.
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V¥ta: Nech´ jsou α, β ko°eny, pro které β 6= ±α. Potom
(β, α) > 0⇒ α− β je ko°en,
(β, α) < 0⇒ α + β je ko°en.

D·kaz: M¥jme zrcadlení podle nadroviny kolmé na ko°en α:

Wα (β) = β − 2 (β, α)

(α, α)
α = β − nβαα.

Pokud (β, α) > 0, musí být nβα > 0. Pro nβα = 1 získáme

Wα (β) = β − α,

takºe β − α je ko°en. Jestliºe (β, α) < 0, získáme nβα < 0 a pro nβα = −1 bude

Wα (β) = β + α.

Tedy β + α je ko°en.

V¥ta: Pokud jsou α a β dva r·zné jednoduché ko°eny, potom α − β a β − α
nejsou ko°eny.

D·kaz: Budeme se opírat o de�nici jednoduchého ko°ene. Ko°en α lze vyjá-
d°it také jako β + (α− β), takºe kdyby α − β byl ko°en, dostali bychom spor s
p°edpokladem v¥ty. Také ko°en β m·ºeme vyjád°it jako α+(β − α), a protoºe β je
jednoduchý ko°en, musí být β−α /∈ R.

Odtud jiº plyne skute£nost p°edeslaná vý²e. Jestliºe jsou α a β dva lineárn¥
nezávislé jednoduché ko°eny, pak α − β není ko°en a je-li tomu tak, musí být
(α, β) ≤ 0. To v²ak znamená, ºe

úhel mezi dv¥ma jednoduchými ko°eny nem·ºe být ostrý.

V¥ta: Jednoduché ko°eny jsou lineárn¥ nezávislé.
D·kaz: P°edn¥ ukáºeme, ºe mnoºina vektor·, které leºí na jedné stran¥ nadro-

viny, a které mezi sebou navzájem svírají úhel alespo¬ 90◦, musí být lineárn¥
nezávislá. Nech´ vektory α1, . . . , αr jsou prvky této mnoºiny. P°edpokládejme, ºe
existuje k ∈ {1, . . . , r−1} a vektor v, který se dá dv¥ma r·znými zp·soby vyjád°it
jako netriviální celo£íselná lineární kombinace s nezápornými koe�cienty:

v =
k∑
i=1

niαi =
r∑

j=k+1

njαj.

Pro jeho kvadrát normy platí

0 ≤ (v, v) =

(
k∑
i=1

niαi,

r∑
j=k+1

njαj

)
=

k∑
i=1

r∑
j=k+1

ninj (αi, αj) ≤ 0.

Tedy v je nulový vektor. Pak ov²em musí být koe�cienty ni, i = 1, . . . , r rovny nu-
le. To znamená, ºe vektory α1, . . . , αr jsou lineárn¥ nezávislé. Protoºe jednoduché
ko°eny nesvírají ostrý úhel, je v¥ta dokázána.
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Nyní tedy víme, ºe jednoduché ko°eny jsou lineárn¥ nezávislé a protoºe mno-
ºina R generuje euklidovský prostor dimenze n, existuje práv¥ n jednoduchých
ko°en·. Kaºdý ko°en lze tedy jednozna£n¥ vyjád°it jako celo£íselnou lineární kom-
binaci jednoduchých ko°en·. Dokonce lze ukázat následující:

V¥ta: Kaºdý kladný ko°en lze vyjád°it jako nezápornou celo£íselnou lineární
kombinaci jednoduchých ko°en·.

D·kaz: P°edpokládejme, ºe existuje neprázdná podmnoºina euklidovského
prostoru sestávající z kladných ko°en·, pro které tvrzení neplatí. Nech´ α je její
minimální prvek v uspo°ádání daném formou l. Potom α není jednoduchý, a tedy
jej m·ºeme vyjád°it jako sou£et β + γ. Protoºe

l (α) = l (β + γ) = l (β) + l (γ) ,

je β, γ < α. To je spor s minimalitou α.

Okamºitým d·sledkem je také fakt, ºe ºádný ko°en nelze zapsat jako lineární
kombinaci jednoduchých ko°en· s koe�cienty se smí²enými znaménky. Proto jsme
se p°i studiu Lieových algeber zajímali práv¥ o jednoduché ko°eny. Tyto ko°eny
vybereme za reprezentanty vrchol· Dynkinova diagramu. Vysv¥tleme si tento
pojem. Dynkin·v diagram je souvislé schéma sestávající z n vrchol· • spojených
liniemi5. Kaºdý vrchol odpovídá práv¥ jednomu jednoduchému ko°enu. Násobnost
linií pak udává úhel a pom¥r délek mezi ko°eny.

P°ejd¥me tedy ke gra�ckému znázorn¥ní toho, jak mohou být mezi sebou dva
ko°eny v rovin¥ uspo°ádány.

1. situace: ko°eny spolu svírají úhel ϕ = π
2
:

• •

Pom¥r jejich délek není de�nován.

2. situace: ko°eny spolu svírají úhel ϕ = 2π
3

• •

Pom¥r délek ko°en· je ‖β‖‖α‖ = 1.

3. situace: ko°eny spolu svírají úhel ϕ = 3π
4

• > •

Pom¥r délek ko°en· je ‖β‖‖α‖ =
√

2.

4. situace: ko°eny spolu svírají úhel ϕ = 5π
6

• > •

Pom¥r délek ko°en· je ‖β‖‖α‖ =
√

3.

5v literatu°e se lze téº setkat s pojmem vazba
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P°itom ²ipka > mí°í sm¥rem ke krat²ímu ko°enu. Význam je stejný, jako u kla-
sického rela£ního symbolu >, uºívaného pro porovnávání dvou £ísel.

P°í²tí podkapitola pojednává o klasi�kaci Dynkinových diagram·. V pr·b¥hu
jejich klasi�kace p°ijdeme mimo jiné k níºe uvedeným £ty°em diagram·m:

An • • · · · • • (n ≥ 1)

Bn • • · · · • > • (n ≥ 2)

Cn • • · · · • < • (n ≥ 3)

Dn • • · · · •�
•
�•

(n ≥ 4)

Jiº známe algebry, jejichº ko°enové m°íºe odpovídají práv¥ t¥mto diagram·m.
Jsou to práv¥ algebry

sln+1C ≡ An,

so2n+1C ≡ Bn,

sp2nC ≡ Cn,

so2nC ≡ Dn.

Uvaºujme nap°íklad algebru sl3C a podívejme se, zda

A2 • •

je vskutku jejím Dynkinovým diagramem.
Jednoduchými ko°eny této algebry jsou lineární formy

α1 = L1 − L2, α2 = L2 − L3.

Abychom spo£ítali jejich skalární sou£in na h?, pot°ebujeme najít hodnoty Tα1 a
Tα2 . Vezm¥me tedy nejprve ko°en

α1 = L1 − L2.

Jemu odpovídající prvek Tα1 je de�nován podmínkou

∀H ∈ h : α1 (H) = B (H,Hα1) ,

kde H je diagonální matice

H = diag (a1, a2, a3)

s nulovou stopou. Spo£t¥me tedy nejprve levou stranu uvedené rovnice:

α1 (H) = (L1 − L2) (H) = L1 (H)− L2 (H) = a1 − a2.

P°ejd¥me k pravé stran¥. Prvek Hα1 je jedním z generátor· podalgebry sα1 , která
je izomorfní sl2C. Lze jej tedy vyjád°it jako

Hα1 = diag (b1, b2, b3) .
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Pravou stranu rovnice tak m·ºeme vyjád°it jako

B (H,Hα1) = 6 (a1b1 + a2b2 + a3b3) ,

coº znamená, ºe

Hα1 =
1

6

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 .

Nyní jiº m·ºeme spo£ítat Tα1 :

Tα1 =
2

B (Hα1 , Hα1)
Hα1 =

2

6 · 1
36
· (1 + 1)

· 1

6

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 .

Analogicky je

Tα2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

Hledané £íslo nα1,α2 je tedy:

nα1α2 = 2
B (α1, α2)

B (α2, α2)
= 2

B (Tα1 , Tα2)

B (Tα2 , Tα2)
= 2

6 · (−1)

6 · 2
= −1

Tedy oba jednoduché ko°eny spolu svírají úhel ϕ = 2π
3
a mají stejnou normu. Lze

je tedy reprezentovat dv¥ma vrcholy spojenými jednoduchou vazbou.

Jiº jsme uvedli, ºe v nadcházející podkapitole klasi�kujeme Dynkinovy di-
agramy. Ze v²ech moºných schémat tak vyt°ídíme práv¥ taková, která budou
geometricky p°ípustná. T°ebaºe pojem p°ípustný Dynkin·v diagram de�nujeme
v p°í²tí podkapitole 3.3., ukaºme si, pro£ nem·ºe existovat nap°íklad diagram

• • •

Jde o diagram, který reprezentuje t°i jednoduché ko°eny. Sou£et úhl·, které tyto
ko°eny mezi sebou svírají, je 120◦ + 150◦ + 90◦. Protoºe tento sou£et dává 360◦,
leºí tyto t°i ko°eny v jedné rovin¥, a tedy nemohou být lineárn¥ nezávislé. Pokud
bychom tedy p°ipustili vý²e uvedený diagram, dostali bychom spor s lineární
nezávislostí t¥chto t°í jednoduchých ko°en·.
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3.3. Klasi�kace Dynkinových diagram·

Nyní jiº umíme £íst v Dynkinových diagramech. Víme také, ºe jednoduché
ko°eny spolu mohou svírat pouze ur£itý úhel a práv¥ tento fakt omezuje moºné
podoby Dynkinových diagram·. Abychom mohli najít jejich seznam, je t°eba de-
�novat, co je to p°ípustný Dynkin·v diagram.

De�nice: �ekneme, ºe Dynkin·v diagram o n vrcholech, kde kaºdý pár vrchol·
je spojen ºádnou, jednou, dv¥ma nebo t°emi liniemi, je p°ípustný, jestliºe v eukli-
dovském prostoru existuje n lineárn¥ nezávislých jednotkových vektor· e1, . . . , en
takových, ºe úhel mezi ei a ej je roven π

2
, 2π

3
, 3π

4
, 5π

6
.

Hlavní klasi�ka£ní v¥ta: Dynkinovy diagramy ireducibilních ko°enových sys-
tém· jsou práv¥

An • • · · · • • (n ≥ 1)

Bn • • · · · • > • (n ≥ 2)

Cn • • · · · • < • (n ≥ 3)

Dn • • · · · •�
•
�•

(n ≥ 4)

E6 • • •
•
• •

E7 • • •
•
• • •

E8 • • •
•
• • • •

F2 • • > • •

G2 • < •

Tento seznam obsahuje v²echny vzájemn¥ neizomorfní Dynkinovy diagramy.
D·kaz: První d·leºité pozorování je, ºe pro dva jednotkové vektory nabývá

skalární sou£in (ei, ej) hodnot 0, −1
2
, −

√
2
2

nebo −
√
3
2
. Velmi uºite£né v²ak bude

následující skute£nost a sice ºe výraz

4 (ei, ej)
2 = 4 · cos2ϕ = nαβnβα

odpovídá po£tu vazeb mezi ei a ej.
Postupn¥ dokáºeme n¥kolik tvrzení. P°i jejich odvozovování se budeme opírat

o následující princip ozna£ený 0:

Tvrzení 0: Libovolný poddiagram p°ípustného diagramu, získaný odstran¥ním
n¥kterých vrchol· a v²ech linií do nich vedoucích, je rovn¥º p°ípustný.

D·kaz: Toto tvrzení je z°ejmé, nebo´ kdyby byl uvaºovaný poddiagram ne-
p°ípustný, musel by být nep°ípustný rovn¥º p·vodní diagram, coº je spor s
p°edpokladem
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Tvrzení 1: Existuje nejvý²e n− 1 pár· vrchol· spojených liniemi. Diagram ne-
obsahuje ºádné smy£ky.

D·kaz: Uvaºujme n¥jaký p°ípustný diagram. Pro vektory ei a ej, které re-
prezentují dva jeho vrcholy, platí, ºe

2 (ei, ej) = 2 · cosϕi,j ∈
{

0,−1,−
√

2,−
√

3
}
.

Vezm¥me nyní vektor
∑n

i=1 ei 6= o. Druhou mocninu normy lze podrobn¥ji roze-
psat, jak ukazuje výpo£et níºe:

0 <
(∑

ei,
∑

ei

)
= (e1, e1) + . . .+ (en, en) +

∑
i<j

(ei, ej) +
∑
j<i

(ej, ei) =

n+ 2
∑
i<j

(ei, ej) = n+
∑
i<j

2 (ei, ej) .

Ve výrazu
∑

i<j 2 (ei, ej) budou n¥ktéré s£ítance nulové, nebo´ v na²em diagra-
mu mohou existovat dvojice vrchol·, které nejsou spojeny ºádnou vazbou. Do
celkové sumy tak p°ispívají jen páry spojené n¥jakým typem vazby. Podívejme
se, jaký maximální po£et takových pár· m·ºe v p°ípustném diagramu existovat.
Pokud nás zajímá horní odhad, p°edpokládejme, ºe ná² diagram sestává pouze z
jednoduchých vazeb. Ty totiº v absolutní hodnot¥ p°ispívají nejmén¥ do uvedené
sumy, nebo´

2 (ei, ej) = −1.

Aby z·stala nerovnost zachována, m·ºe být po£et pár· spojených jednoduchou
vazbou nejvý²e n− 1.

D·sledkem tohoto záv¥ru je fakt, ºe p°ípustný diagram neobsahuje smy£ky. V
opa£ném p°ípad¥ by totiº uvaºovaná smy£ka sestávala ze stejného po£tu vazeb,
jako je po£et vrchol·, coº je spor s tvrzením 1.

Tvrzení 2: Do ºádného vrcholu nevedou více neº t°i linie.
D·kaz: P°edpokládejme diagram, z jehoº jednoho vrcholu, nazv¥me ho e1,

vede n¥jaký typ vazby ke v²em zbývajícím vrchol·m. Podle p°edchozího bodu
v²ak vrcholy e2, . . . , en nesmí být spojeny. Dostali bychom totiº více neº n − 1
pár· spojených n¥jakou vazbou. Chceme tedy dokázat, ºe

n∑
j=2

4 (e1, ej)
2 =

n∑
j=2

4 · cos2ϕ1,j < 4.

Pro jednoduché vazby to znamená, ºe do jednoho vrcholu mohou vést bu¤ 1, 2
nebo 3 jednoduché linie. Pokud budeme uvaºovat také dvojné vazby, lze do jed-
noho vrcholu vést jednu jednoduchou a jednu dvojnou vazbu, pop°. pouze jednu
dvojnou vazbu. Jestliºe nakonec p°idáme trojné vazby, pak jedinou moºností je
pouze jedna trojná vazba spojující v tomto p°ípad¥ vrcholy e1 a e2. Dokaºme tedy
uvedenou nerovnost. Víme jiº, ºe vektory e2, . . . , en jsou jednotkové a navzájem
kolmé, nebo´ jim odpovídající vrcholy nejsou spojeny ºádnou linií. Protoºe vektor
e1 není v jejich lineárním obalu, bude platit tzv. Besselova nerovnost

1 = (e1, e1)
2 >

n∑
j=2

(e1, ej)
2 .
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Suma na její pravé stran¥ je kvadrát normy projekce vektoru e1 do podprostoru
generovaného vektory e2, . . . , en. Ozna£íme-li tuto projekci ê1, lze tuto nerovnost
zkrácen¥ napsat jako 1 = ‖e1‖2 > ‖ê1‖2. P°ípadn¥ ji lze je²t¥ vynásobit £ty°mi,
£ímº získáme

4 = 4 (e1, e1)
2 >

n∑
j=2

4 (e1, ej)
2

Druhý bod je tak dokázaný.

Tvrzení 3: V kaºdém p°ípustném diagramu, který sestává z °et¥zce vrchol· spo-
jených jednoduchou vazbou, kde pouze konce tohoto °et¥zce jsou spojeny vazbou
(obecn¥ násobnou) s jinými vrcholy6, lze °et¥zec vrchol· redukovat na jeden vr-
chol a takto vzniklý diagram je stále p°ípustný.

D·kaz: Nech´ jsou e1, . . . , er jednotkové vektory, které po °ad¥ odpovídají vr-
chol·m v °et¥zci. Vrchol odpovídající redukovanému °et¥zci ozna£me ê =

∑r
i=1 ei.

Uvaºovaný °et¥zec tedy reprezentujeme vektorem, který vznikne jejich sou£tem.
Je t°eba, aby tento vektor byl jednotkový, nebo´ by jinak nemohl reprezentovat
vrchol p°ípustného diagramu. Tedy(

r∑
i=1

ei,
r∑
i=1

ei

)
=

r∑
i=1

(ei, ei) + 2 ((e1, e2) + (e2, e3) + . . .+ (er−1, er))

= r + 2

(
(r − 1) cos

2π

3

)
= r − (r − 1) = 1.

Navíc, vezmeme-li skalární sou£in vektoru ê s ostatními vektory ej, obdrºíme
výraz

(e1, ej) + (er, ej) .

Pokud se ej nachází vpravo7, zbyde pouze druhý s£ítanec, tedy

(ê, ej) = (er, ej) .

Jestliºe se ej nachází vlevo8, zbyde naopak první s£ítanec, takºe

(ê, ej) = (e1, ej) .

Vidíme tak, ºe tento jediný vrchol je s vrcholy v rozv¥tvené £ásti diagramu ve stej-
ném vztahu, jako byly oba p·vodní konce. Pokud byl p·vodní diagram p°ípustný,
bude tento redukovaný diagram rovn¥º p°ípustný.

Nyní k d·sledk·m. Za£neme postupn¥ podle násobnosti vazeb, takºe skrze
p°edchozí body m·ºeme ihned nahlédnout, ºe existuje pouze jeden diagram s
trojnou vazbou. V opa£ném p°ípad¥ bychom p°ekro£ily povolený po£et vazeb,
které mohou vést do jednoho vrcholu. Je to diagram, který odpovídá jedné z
výjime£ných Lieových algeber a ve vý²e uvedeném vý£tu je ozna£en G2.

6ve speciálním p°ípad¥ s jedním vrcholem
7tedy je spojen ur£itým typem vazby s koncem p·vodního °et¥zce
8tentokrát je spojen ur£itým typem vazby se za£átkem p·vodního °et¥zce
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Z na²eho seznamu p°ípustných Dynkinových diagram· dále vidíme, ºe na
konci diagramu se vyskytuje vºdy nejvý²e jedna dvojná vazba

• •

Kdyby se dvojná vazba vyskytovala na obou koncích diagramu:

• • · · · • •

mohli bychom jej podle tvrzení 3 redukovat na diagram

• • •

z jehoº jednoho vrcholu vychází £ty°i linie ke zbylým dv¥ma sousedním vrchol·m,
coº je ve sporu s tvrzením 2.

Ze stejného d·vodu m·ºe Dynkin·v diagram obsahovat nejvý²e jeden trojný
uzel9

•�
•
�•

Pro názornost si p°edstavme nejjednodu²²í moºnou situaci. �et¥zec vrchol· spo-
jených jednoduchou vazbou, obsahující dva trojné uzly na koncích

•�
•
�•
· · · •�

•
�•

Podle tvrzení 3 bychom jej mohli redukovat na vrchol, z kterého vedou £ty°i
jednoduché linie ke zbylým £ty°em vrchol·m

•�
•
�•
•�
•
�•

Takový diagram v²ak zakazuje tvrzení 2.
Stejn¥ tak není moºné, aby Dynkin·v diagram obsahoval dohromady dvojnou

vazbu a trojný uzel. Jde o stejný princip, jako v p°edchozím p°ípad¥:

• • · · · •�
•
�•

→ • ••�
•
�•

Tvrzení 4: Diagram

e1•
e2•

e3•
e4•

e5•

není p°ípustný.
D·kaz: Uvaºujme vektory v = a1e1 + a2e2 a w = a3e3 + a4e4 + a5e5 se zatím

neznámými koe�cienty a1, . . . , a5. Snadno spo£teme normy obou vektor·

‖v‖2 = (v, v) = (a1e1 + a2e2, a1e1 + a2e2)

= a21 + 2a1a2 cos
2π

3
+ a22 = a21 + a22 − a1a2.

9tzn. vrchol, z kterého vedou t°i jednduché linie ke t°em jiným vrchol·m
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Dále
‖w‖2 = (w,w) = (a3e3 + a4e4 + a5e5, a3e3 + a4e4 + a5e5)

= a23 + a24 + a25 + 2a3a4 cos
2π

3
+ 2a4a5 cos

2π

3
= a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5.

Nakonec

(v, w) = (a1e1 + a2e2, a3e3 + a4e4 + a5e5) = a2a3 cos
3π

4
= −
√

2

2
a2a3.

Chceme najít hodnoty a1, . . . , a5 ∈ R tak, abychom získali spor s Cauchyho-
Schwarzovou nerovností, která °íká, ºe pro lineárn¥ nezávislé vektory v, w platí

(v, w)2 < ‖v‖2‖w‖2.

Po dosazení a úpravách dostaneme

a22
‖v‖2

a23
‖w‖2

< 2.

Oba £initele na levé stran¥ nerovnosti je t°eba maximalizovat. Podívejme se na
prvního £initele

a22
‖v‖2

=
a22

a21 + a22 − a1a2
.

Stacionární bod je °e²ením soustavy rovnic

∂

∂a1

(
a22
‖v‖2

)
=

a22 (a2 − 2a1)

(a21 + a22 − a1a2)
2 = 0,

∂

∂a2

(
a22
‖v‖2

)
=

2a2 (a21 + a22 − a1a2)− a22 (2a2 − a1)
(a21 + a22 − a1a2)

2 = 0.

V p°ípad¥ prvního £initele je tedy hledanou podmínkou

a2 = 2a1.

Lze nap°. zvolit a1 = 1 a vektor v bude mít vyjád°ení

v = e1 + 2e2.

Pro druhého £initele

a23
‖w‖2

=
a23

a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5
máme

∂

∂a3

(
a23
‖w‖2

)
=

2a3 (a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5)− a23 (2a3 − a4)
(a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5)

2 = 0,

∂

∂a4

(
a23
‖w‖2

)
=

−a23 (2a4 − a3 − a5)
(a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5)

2 = 0

a
∂

∂a5

(
a23
‖w‖2

)
=

−a23 (2a5 − a4)
(a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5)

2 = 0.
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Tato soustava rovnic je spln¥na tehdy, kdyº

a3 = 3a5, a4 = 2a5

s tím, ºe m·ºeme poloºit a5 = 1. Tedy

w = 3e3 + 2e4 + e5.

Pak
a22
‖v‖2

=
4

3
,
a23
‖w‖2

=
3

2
,

a tedy
a22
‖v‖2

· a23
‖w‖2

=
4

3
· 3

2
= 2.

Takºe dvojice lineárn¥ nezávislých vektor· v = e1+2e2 a w = 3e3+2e4+e5 nespl-
¬uje ostrou Cauchyho-Schwarzovu nerovnost, coº není moºné.

Z dosud dokázaných tvrzení plyne, ºe jediné diagramy, obsahující dvojnou
vazbu, jsou Bn,Cn a F4.

Podívejme se na diagramy obsahující pouze jednoduché vazby a 1 trojný uzel.

Tvrzení 5: Diagram

e3•
e2•

e1•
• e6
• e7

e4•
e5•

není p°ípustný.
D·kaz:Uvaºujme vektory

u1 =
2e2 + e3√

3
, u2 =

2e4 + e5√
3

, u3 =
2e6 + e7√

3
.

Tyto vektory jsou jednotkové a navzájem kolmé. Vektor e1 navíc neleºí v jejich
lineárním obalu. Ozna£íme-li ê1 projekci vektoru e1 do podprostoru generovaného
vektory u1, u2 a u3, bude platit ‖e1‖2 > ‖ê1‖2. Protoºe také ‖ê1‖2 =

∑3
i=1 (e1, ui)

2

a zárove¬(
e1,

2e2 + e3√
3

)
=

2√
3

(e1, e2) +
1√
3

(e1, e3) =
2√
3

(
−1

2

)
+ 0 = − 1√

3

stejn¥ tak, jako (
e1,

2e4 + e5√
3

)
=

(
e1,

2e6 + e7√
3

)
= − 1√

3
,

získáme podle Besselovy nerovnosti

1 = ‖e1‖2 > (e1, u1)
2 + (e1, u2)

2 + (e1, u3)
2 = 1,

coº je spor.
Podívejme se podrobn¥ji, jak jsme postupovali v tomto p°ípad¥ a zkusme

uvedený postup zobecnit. Poºadujeme, aby

(e1, u1)
2 + (e1, u2)

2 + (e1, u3)
2 = 1.
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Protoºe v²echny v¥tve diagramu jsou stejn¥ dlouhé10, p°i°adíme skalárním sou-
£in·m stejnou váhu 1

3
. Jak zvolit vektor u1? Napi²me si nejprve jeho obecné

vyjád°ení

u1 =
a2e2 + a3e3
‖a2e2 + e3e3‖

.

Tento vektor je jist¥ jednotkový. Poºadujeme také, aby

(e1, u) =
a2 (e1, e2) + a3 (e1, e3)

‖a2e2 + a3e3‖
=

a2 ·
(
−1

2

)√
a22 + a23 − a2a3

= ± 1√
3
.

Pro jednoduchost zvolíme a2 = 2, a tím pádem musí být

‖a2e2 + a3e3‖2 = 3,

coº je kvadratická rovnice
a22 + a23 − a2a3 = 3.

Dosazením za a2 pak získáme rovnici

a23 − 2a3 + 4 = 3,

kterou lze je²t¥ zjednodu²it na tvar

(a3 − 1)2 = 0.

To znamená, ºe a3 = 1. Ze symetrie diagramu získáme zám¥nou index· zbylé
vektory u2 a u3.

Tvrzení 6: Diagram
e5•

e4•
e3•

e1•
• e2

e6•
e7•

e8•

není p°ípustný.
D·kaz: Najd¥me vektory u1, u2, u3 tak, aby

(e1, u1)
2 + (e1, u2)

2 + (e1, u3)
2 = 1.

Pak nás Besselova nerovnost dovede op¥t ke sporu. Tyto vektory najdeme ob-
dobnou cestou, jako v minulém odstavci. Poºadujeme tedy, aby byly jednotkové,
navzájem kolmé a aby vektor e1 neleºel v jejich lineárním obalu. Nejprve bychom
tedy cht¥li najít vyjád°ení vektoru

u1 =
ae2
‖ae2‖

.

Vzhledem k vý²e uvedeným poºadavk·m v²ak pro tento vektor existuje pouze
jediná moºnost, jeº je daná volbou

u1 = e2.

Nyní je tedy

(e1, e2)
2 =

1

4
.

10jinými slovy obsahují stejný po£et vrchol·
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Protoºe má ná² diagram op¥t symetrii, zkusme zbylým skalárním sou£in·m p°i-
°adit stejné hodnoty tak, aby

(e1, u2)
2 = (e1, u3)

2 =
3

8
.

Rozepi²me skalární sou£in (e1, u2)
2 podrobn¥ji:(
a3 ·

(
−1

2

)√
a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5

)2

=
3

8
.

Zjistíme, ºe
a23

a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5
=

3

2

a pokud zvolíme a3 =
√

3 musí být

a23 + a24 + a25 − a3a4 − a4a5 = 2

Dosazením do této rovnice za a3 získáme rovnici

3 + a24 + a25 −
√

3a4 − a4a5 = 2,

kterou vy°e²íme vzhledem k parametru a4. Upravíme ji tedy na tvar

a25 − a4a5 +
(
a24 −

√
3a4 + 1

)
= 0.

Diskriminant
D = a24 − 4

(
a24 −

√
3a4 + 1

)
musí být nezáporný, coº je ekvivalentní s nerovnicí

−3a24 + 4
√

3a4 − 4 ≥ 0.

Diskriminant této nerovnice je v²ak nula, takºe jediným °e²ením je dvojnásobný
ko°en

a4 =
4
√

3

6
=

2
√

3

3
.

Op¥tovným dosazením do p·vodní rovnice získáme

3 +
4

3
+ a25 − 2− 2

√
3

3
a5 = 2

a úpravou

a25 −
2
√

3

3
a5 +

1

3
= 0.

�e²ením je samoz°ejm¥ op¥t dvojnásobný ko°en. Jeho hodnota je a5 =
√
3
3
.

Shrneme tedy na²e výsledky: a3 =
√

3, a4 = 2
√
3

3
a a5 =

√
3
3
. Protoºe je diagram

symetrický, získáme p°eindexováním stejný výsledek také pro vektor u3.
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Explicitn¥ tedy máme
u1 = e2,

u2 =
3
√
3

3
e3 + 2

√
3

3
e4 +

√
3
3
e5√

2
,

u3 =
3
√
3

3
e6 + 2

√
3

3
e7 +

√
3
3
e8√

2
.

Pokud tyto výrazy je²t¥ roz²í°íme zlomkem
√
3√
3
, dostaneme úhledn¥j²í vyjád°ení:

u1 = e2,

u2 =
3e3 + 2e4 + e5√

6
,

u3 =
3e6 + 2e7 + e8√

6
.

Tvrzení 7: Diagram
e4•

e3•
e1•
• e2

e5•
e6•

e7•
e8•

e9•

není p°ípustný.
D·kaz: M·ºeme se jiº inspirovat p°edchozími jednodu²²ími p°ípady. Zvolíme

u1 = e2

s tím, ºe

(e1, u1)
2 =

1

4
.

Dále zvolíme
u2 =

2e3 + e4√
3

a jak uº víme, bude

(e1, u2)
2 =

1

3
.

To znamená, ºe vektor u3 by m¥l být zvolen tak, aby platilo

(e1, u3)
2 =

5

12
,

protoºe potom
(e1, u1)

2 + (e1, u2)
2 + (e1, u3)

2 = 1.

Podívejme se, kam nás tato hypotéza zavede a vyjád°eme si vektor u3 v obecném
tvaru:

u3 =
a5e5 + a6e6 + a7e7 + a8e8 + a9e9
‖a5e5 + a6e6 + a7e7 + a8e8 + a9e9‖

.

Poºadujeme, aby

(e1, u3)
2 =

a25 ·
(
1
4

)
a25 + a26 + a27 + a28 + a29 − a5a6 − a6a7 − a7a8 − a8a9

=
5

12
.
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Zvolíme tedy a5 =
√

5, a potom musí být

a25 + a26 + a27 + a28 + a29 − a5a6 − a6a7 − a7a8 − a8a9 = 3.

Nyní je t°eba najít °e²ení této rovnice s tím, ºe jiº známe koe�cient a5. Pokud
se inspirujeme postupem u minulého diagramu, nabízí se zvolit a9 = 1√

5
=
√
5
5
,

a8 = 2
√
5

5
a a7 = 3

√
5

5
. Zbývá tedy dopo£ítat koe�cient a6, který je °e²ením rovnice

a26 −
8
√

5

5
a6 +

16

5
= 0.

Tak zjistíme, ºe a6 = 4
√
5

5
. Dohromady tak máme

u1 = e2,

u2 =
2e3 + e4√

3
,

u3 =

√
5e5 + 4

√
5

5
e6 + 3

√
5

5
e7 + 2

√
5

5
e8 +

√
5
5
e9√

3
.

Poslední zlomek lze je²t¥ upravit11 na tvar

u3 =
5e5 + 4e6 + 3e7 + 2e8 + e9√

15
.

Pro p°ehlednost uvedeme pohromad¥ v²echny vektory:

u1 = e2,

u2 =
2e3 + e4√

3
,

u3 =
5e5 + 4e6 + 3e7 + 2e8 + e9√

15
.

Takto zvolené vektory op¥t vedou ke sporu.
D·sledkem t¥chto tvrzení je, ºe jediné p°ípustné Dynkinovy diagramy s jedno-

duchými vazbami jsou An,Dn,E6,E7,E8 a v¥ta je tedy dokázána.

11roz²í°ením zlomkem
√
5√
5

47



3.4. Trojné uzly Dynkinova diagramu

V následujících odstavcích se pokusíme zobecnit úvahy, jichº jsme v minulé
podkapitole uºily pro trojné uzly. Pro získání sporu bylo t°eba zvolit jistým zp·-
sobem trojici vektor· u1, u2 a u3. Pro °et¥zce délky12 1 aº 5 jsme prost°ednictvím
p°edchozích úvah postupn¥ dostali:

délka 1 u1 = e2,

délka 2 u1 = 2e2+e3√
3
,

délka 3 u1 = 3e2+2e3+e4√
6

,

délka 5 u1 = 5e2+4e3+3e4+2e5+e6√
15

.

Doposud jsme se v²ak nesetkali s p°ípadem °et¥zce délky 4. Zkusme jej proto
doplnit. �itatel je z°ejmý:

4e2 + 3e3 + 2e4 + e5.

Druhá mocnina jmenovatele je pak sou£tem koe�cient· vystupujících u vektor· ei
v £itateli. Jsou to vlastn¥ trojúhelníková £ísla13, která jsou vyjád°ena p°edpisem

an =
n (n+ 1)

2
.

Vektor u1 pro °et¥zec délky 4 tedy bude vypadat takto

délka 4 u1 = 4e2+3e3+2e4+e5√
10

.

A obecn¥ pro °et¥zec délky n bude

délka n u1 = ne2+(n−1)e3+...+en+1√
n(n+1)

2

.

Nyní, kdyº umíme vyjád°it vektor ui, i = 1, 2, 3, pro °et¥zec vrchol· libovolné
délky, m·ºeme provést analogické úvahy, které nás d°íve p°ivedly ke sporu s Bes-
selovou nerovností, a zjistit, jaká je souvislost mezi �zakázaným� trojným uzlem
Dynkinova diagramu a délkou jeho jednotlivých v¥tví. Jedna hypotéza se nabízí.
Odte¤ v²ak budeme místo pojmu �délka °et¥zce� (DR) pouºívat pojem �délka
v¥tve� (DV), který de�nujeme takto

DV = DR + 1.

Pod délkou v¥tve tedy budeme rozumn¥t po£et vektor· ei v£etn¥ uzlového vektoru
e1. V²imn¥me si tedy nejprve algebry D4, nebo´ jde o p°ípad povoleného trojného
uzlu

D4 • •�
•
�•

12délkou °et¥zce myslíme po£et vrchol· dané v¥tve mimo vrchol reprezentovaný vektorem e1;
lze také °íci, ºe je to po£et jednoduchých vazeb v daném °et¥zci

13jinými slovy jde o sou£et prvních n £len· aritmetické posloupnosti an s diferencí d = 1, kde
první £len a1 má hodotu 1
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Se£teme-li p°evrácené hodnoty délek jednotlivých v¥tví, získáme

1

2
+

1

2
+

1

2
=

3

2
> 1.

Budeme-li prodluºovat horizontální v¥tev, dostaneme postupn¥ následující dia-
gramy a jim odpovídající sou£ty p°evrácených hodnot délek jejich v¥tví

D5 • • •�
•
�•

1

3
+

1

2
+

1

2
= 1

1

3
> 1,

D6 • • • •�
•
�•

1

4
+

1

2
+

1

2
= 1

1

4
> 1,

D7 • • • • •�
•
�•

1

5
+

1

2
+

1

2
= 1

1

5
> 1.

Obecn¥ je z°ejm¥
1

n
+

1

2
+

1

2
= 1

1

n
> 1.

Pak zde máme je²t¥ p°ípustné diagramy výjime£ných Lieových algeber, které
jsou rovn¥º trojnými uzly. Jde o algebry E6, E7 a E8. Podíváme-li se na délky
v¥tví, zjistíme postupn¥ stejné relace. Nejprve tedy

E6 • • •
•
• •

1

2
+

1

3
+

1

3
> 1,

E7 • • •
•
• • •

1

2
+

1

3
+

1

4
> 1

a nakonec
E8 • • •

•
• • • •

1

2
+

1

3
+

1

5
> 1.

Vzpomeneme-li naopak na t°i trojné uzly, které jsme jiº vylou£ili, zjistíme, ºe
mezi sou£tem p°evrácených hodnot délek v¥tví a £íslem 1 platí opa£ná relace

• • •
•
•

• •

1

3
+

1

3
+

1

3
= 1,
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• • • •
•
• • •

1

2
+

1

4
+

1

4
= 1,

• • •
•
• • • • •

1

2
+

1

3
+

1

6
= 1.

Je z°ejmé, ºe tyto t°i p°ípady jsou hrani£ní v tom smyslu, ºe kdybychom pro-
dlouºili n¥kterou z v¥tví, dostali bychom se pod hodnotu 1. To souvisí s tím, ºe
naddiagram nep°ípustného diagramu je rovn¥º nep°ípustný14.

Máme tedy hypotézu, která °íká, ºe jsou-li p, q, r délky v¥tví trojného uzlu,
pak pro nep°ípustný Dynkin·v diagram platí

1

p
+

1

q
+

1

r
≤ 1.

Ukáºeme, ºe tato hypotéza je pravdivá a její obsah lze formulovat ve tvaru ekvi-
valence.

V¥ta: Nech´ p, q, r jsou délky v¥tví trojného uzlu Dynkinova diagramu. Potom
platí, ºe Dynkin·v diagram je nep°ípustný práv¥ tehdy, kdyº

1

p
+

1

q
+

1

r
≤ 1.

D·kaz: Vyjád°eme vektory ui, i = 1, 2, 3, pomocí délek p, q, r jim p°íslu²ných
v¥tví15

u1 =
(p− 1) e2 + (p− 2) e3 + . . .+ ep√

(p−1)p
2

,

u2 =
(q − 1) ep+1 + (q − 2) ep+2 + . . .+ ep+q−1√

(q−1)q
2

,

u3 =
(r − 1) eq+1 + (r − 2) eq+2 + . . .+ ep+q+r−2√

(r−1)r
2

.

Platí

(e1, u1)
2 =

(p−1)2
4

(p−1)p
2

=
p− 1

2p
,

(e1, u2)
2 =

(q−1)2
4

(q−1)q
2

=
q − 1

2q
,

a

(e1, u3)
2 =

(r−1)2
4

(r−1)r
2

=
r − 1

2r
.

14jde jen o ekvivalentní vyjád°ení tvrzení 0
15drºíme se stejného zna£ení, jako v p°edchozích speciálních p°ípadech
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Pro získání sporu pot°ebujeme, aby

1 = ‖e1‖2 >
3∑
i=1

(e1, ui)
2 =

p− 1

2p
+
q − 1

2q
+
r − 1

2r
≥ 1.

Upravme proto nerovnici

p− 1

2p
+
q − 1

2q
+
r − 1

2r
≥ 1.

Tak získáme
1− 1

p
+ 1− 1

q
+ 1− 1

r
≥ 2

a posléze
1

p
+

1

q
+

1

r
≤ 1.

To v²ak znamená, ºe na²e hypotéza je pravdivá.

Tím jsme tedy splnili hlavní cíl tohoto textu. Poda°ilo se nám klasi�kovat
Dynkinovy diagramy a m·ºeme dokonce °íci, ºe jsme sou£asn¥ klasi�kovali v²ech-
ny Lieovy algebry. Výsledkem tak je, ºe existují £ty°i nekone£né série v podob¥
algeber sln+1C, so2n+1C, sp2nC a so2nC a p¥t samostatných kus·, kterými jsou
algebry G2, F4, E6, E7 a E8. V p°ípad¥ klasických Lieových algeber to je z°ejmé,
nebo´ jiº víme, ºe první £ty°i Dynkinovy diagramu skute£n¥ odpovídají algebrám,
které jsme studovali v tomto textu av²ak totéº nelze °íci o zbylých Dynkinových
diagramech. Ve skute£nosti je pro tyto diagramy je²t¥ t°eba ukázat, ºe k nim ta-
ké existuje p°íslu²ná Lieova algebra. To zdaleka není jednoduchá otázka, t°ebaºe
odpov¥¤ je kladná. �tená° se o této problematice m·ºe dozv¥d¥t více v textu
[FH91], kde je podrobn¥ rozebrán p°ípad algebry G2.
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Záv¥r

V této práci jsme se zabývali Lieovými algebrami s p°ihlédnutím k jejich ko-
°en·m. Poté jsme provedli jejich klasi�kaci pomocí Dynkinových diagram·.

Zprvu jsme uvedli základní pojmy, jako Lieova algebra a adjungovaná repre-
zentace. Odtud jsme p°e²li k hledání Lieových algeber na základ¥ znalosti jejich
Lieových grup.

Pak jsme nalezli nenulová vlastní £ísla reprezentace ad a získali tak seznam
ko°en· dané Lieovy algebry. V tomto seznamu jsme zavedli uspo°ádání, které
nám umoºnilo provést disjunktní rozklad mnoºiny R na kladné a záporné ko°eny.
Jiº pro ú£ely kapitoly 2 jsme de�novali pojem jednoduchý ko°en, t°ebaºe jsme
n¥které vlastnosti jednoduchých ko°en· dokázali aº v p°í²tí, tedy 3., kapitole.

První £ást této 3. kapitoly jsme zahájili de�nicí Killingovy formy, která nám
umoº¬uje m¥°it relativní velikost ko°en· a úhly, které mezi sebou svírají. De�no-
vali jsme také formální ko°enovou m°íº. Díky této de�nici jsme odvodili mnohé
vlastnosti ko°en·, které nás nakonec p°ivedly k formulaci pojmu Dynkinova dia-
gramu. Zbytek kapitoly je v¥nován d·kazu hlavní klasi�ka£ní v¥ty.

Za nejv¥t²í p°ínos této práce povaºujeme podrobné provedení klasi�kace Dyn-
kinových diagram·, která je pro názornost dopln¥na jejich ilustracemi.
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