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Uvod

Cilem této préace je podrobna klasifikace komplexnich polojednoduchych Lieo-
vych algeber. Klasifikace samotné se opird o pojem Dynkinova diagramu, ktery
vypovida o geometrickém uspoiddani jednoduchych kofenu dané Lieovy algebry.
Vyjma podkapitol 3.3. a 3.4. tak cely text poklada teoreticky zaklad pravé pojmu
Dynkinova diagramu.

Prvni dvé kapitoly se tykaji klasickych Lieovych algeber a davaji je do souvis-
losti se stejnojmennymi Lieovymi grupami. Na zac¢atku jsou definovany klicové
pojmy Lieova algebra a adjungovana reprezentace, o které se zbytek textu nadéale
opira. Nasledné jsou jednotlivé Lieovy algebry odvozeny na zakladé jim odpovida-
jicich Lieovych grup a studiem téchto algeber pak sledujeme nalezeni odpovidajich
jednoduchych kotent.

Posledni kapitola zprvu pojednava o Killingové formé, ktera na mnoziné vsech
kotenti, jez jsou prvky dualu h* Cartanovy podalgebry, zavadi skalarni soucin. De-
finovana je pak tzv. formalni kofenova miiz a na zakladé obsahu jeji definice jsou
odvozeny rizné vlastnosti kotfeni. Tato ¢ast textu jiz vyusti v zavedeni Dynkino-
vych diagramt.

Cela podkapitola 3.3. je vénovana samotné klasifikaci Dynkinovych diagrami.
Formulovana je tedy tzv. hlavni klasifika¢ni véta, jejiz dikaz je pro prehlednost
rozdélen do nékolika dil¢ich tvrzeni. Zavérecna podkapitola 3.4. zobechuje jistou
uvahu, uzitou v ¢asti dukazu hlavni klasifika¢ni véty. Toto zobecnéni nakonec vede
k vété, ktera umoziuje elegantnim zpisobem rozhodnout, zda je dany Dynkintv
diagram, obsahujici trojny uzel, pfipustny ¢i nepiipustny.

V prvni kapitole se opirdme zejména o publikace [ZMO03], [KST97] a [FH91].
Rovnéz také o zdroj [MB13]. Pro zbytek textu byla mym hlavnim zdrojem infor-
maci kniha [FH91|, zejména jeji ¢ast nachazejici se na stranach 105-330. Zacatek
druhé kapitoly byl pak inspirovan rovnéz texty [KSTI7] a [VS02], kde je velmi
podrobné rozepsan ptipad algebry sl;C.






1. Uvodni poznamky
1.1. Lieova algebra

V ramci uvodni kapitoly definujeme zakladni pojmy, které jsou dulezité pro
pochopeni dalsiho textu. Definujeme zde kli¢ovy pojem Lieova algebra a nastinime
jeji vztah k Lieové grupé. Dale definujeme pojem reprezentace algebry. Dulezita
pro nas bude zejména tzv. adjungovand reprezentace. VSechny algebry uvazujeme
nad télesem komplexnich ¢isel. Stejné tak uvazujeme jen konecné dimenzionalni
reprezentace.

Definice: Vektorovy prostor g, na némz je vedle operace s¢itani definovana dal-
8 bilinearni operace [A, B] zvana Lieova zavorka nebo komutétor, splitujici pro
kazdé A, B,C € g vztahy:

1. [A,B] = —[B, 4],

2. [A7 [B7 O]] + [Bu [07 A]] + [Ca [Aa BH = 07

nazveme Lieovou algebrou.

Druhému vztahu uvedenému v definici se ¥ik4 Jacobiho identita.

Véta: Méjme Lieovu algebru matic s komutatorem definovanym vztahem [A, B] =
AB — BA. Potom je splnén vztah [A, B] = — [B, A] a také Jacobiho identita.

Dikaz: Do obou zminénych vztahu staci dosadit nase vyjadieni komutatoru
[A, B]. Prvni vztah je trivialni a pro Jacobiho identitu dostaneme:

[A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] = A(BC — CB) — (BC — CB) A
+B(CA— AC) — (CA— AC) B+ C(AB — BA) — (AB — BA)C = 0.

Tim je véta dokazana. O]

Nyni definujeme tzv. polojednoduché Lieovy algebry. Poznamenejme, Ze jiny-
mi nez polojednoduchymi Lieovymi algebrami se v tomto textu nezabyvame.

Definice: Komutant Lieovy algebry g je

9,9 ={[A, Bl €g,A, B €g}

Definice: Ideal Lieovy algebry je podprostor I takovy, 7e
VAelVBeg:[A Blel

Piikladem idealu Lieovy algebry je pravé jeji komutant, nebot mame-li [A, C] €
I=lg,g]aBeg, je[[A C],B] tvaru komutatoru dvou prvki, a tedy patii do L.
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Definice: Pro Lieovu algebru g uvazujme posloupnost jejich ideali
g=0¢"2¢'2¢°2...2¢'2¢g"",

kde ' =[g,0],0° = ([0, 0] . [9,0]] ..., 9" = [g', g'] . Algebra g se nazyva fesitel-
n4 Lieova algebra, pokud existuje k, pro které g* = 0.

Definice: Lieovu algebru g nazveme polojednoduchou, pokud neobsahuje zad-
ny netrivialni feSitelny ideal.

Podivejme se na nékteré piiklady Lieovych algeber. Algebry pod ¢isly 1. - 4.
jsou priklady tzv. klasickych maticovych Lieovych algeber. Algebry 2. - 4. jsou
zaroven priklady polojednoduchych Lieovych algeber.

1. Obecné linearni algebra gl,,C je nejobecnéjsi piiklad Lieovy algebry.

Jde o mnozinu vSech komplexnich ¢tvercovych matice n x n.

2. Specialni linearni algebra s(,C = {X € g[,C, TrX = 0}

je mnozinou ¢tvercovych matic s nulovou stopou.

3. Specialni ortogonélni algebra s0,C = {X € gl,C, XTA = —AX},

kde A je symetricka regularni matice n X n.

4. Symplekticka algebra sp,,C = {X € gl,,C, XTA = —AX},

kde A je antisymetricka reguldrni matice 2n x 2n.

Definice: Reprezentace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V' je dvojice
(V, ), kde zobrazeni ¢ je homomorfismus

g = gl(V) =End(V),
ktery pro kazdé A, B € g zachovava komutator
¢ ([A B]) = ¢ (4),¢(B)].
Ptitom v End (V') pro libovolné dva homomorfismy ¢; a @9 definujeme komutator

[%a%] = 10 P2 — P2 0P

ve smyslu skladani zobrazeni.

V teorii Lieovych algeber pak maji zvlaStni postaveni tzv. ireducibilni repre-
zentace. K definici ireducibilni reprezentace je vSak tieba nejprve fici, co je to
invariantni podprostor reprezentace V. Proto bude mit néasledujici definice dvé
casti.



Definice: Necht ¢ je reprezentace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V.

1. f{ekneme, 7e podprostor W je invariantni podprostor V', pokud pro vSechna
X € goplati o (X) (W) CW.

2. f{ekneme, 7e reprezentace V' je ireducibilni, pokud V' nemé zadné
netrivialni invariantni podprostory (tj. jiné, nez O a V).

Piikladem reprezentace algebry gl, C je dvojice (C", ¢), kde
¢ :gl,C— End(C").

Pisobeni algebry gl,,C na prostoru C" je vyjadieno maticovym nasobenim
v (A)(v) = Av e C".

Tuto reprezentaci nazyvame zakladni reprezentaci algebry g.

Nyni zavedeme reprezentaci, kterou budeme znacit ad (X ), a kterou nazyvame
adjungovand reprezentace.

Véta: Endomorfismus
g — End (g)

dany predpisem
ad (A) (X) = [4, X]

je reprezentace Lieovy algebry g.
Dikaz: Je tfeba dokézat, Ze takto definované zobrazeni zachovava komutator.
V nasledujicim vypoctu pouzijeme ve druhém kroku Jacobiho identitu:
ad[A, B] (C) = [[A, B],C] = [A,[B,C]| + [B,[C, A]]
= [A,[B,C]] = [B,[A, C]] = ad (A) (ad (B) (C)) — ad (B) (ad (A) (C))
=(ad(A)ocad(B) —ad(B)oad(A))(C) =[ad (A),ad (B)](C).
O
Geometricky nahliZzeno, Lieovy algebry jsou te¢né prostory k Lieovym gru-
pam v jednotce E. Lieova grupa je hladki varieta se strukturou grupy takova,

7e algebraické operace soucinu a inverzniho prvku jsou hladké. Uvedme piiklady
maticovych Lieovych grup v pofadi, jez odpovida vyctu vyse uvedenych algeber:

1. Obecné linearni grupa

GL,C = {4 € C"™",detA # 0},

2. Specialni linedrni grupa

SL,C = {A € C™" detA = 1},
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3. Specialni ortogonalni grupa

SO,C={AcC™" M= A" M- A},
kde M je symetrickd matice n x n,

4. Symplektickd grupa

Sp,, C = {A € C***" M = A" . M - A},
kde M je antisymetrickd matice n x n.

V dalsim textu budeme pii odvozovani jednotlivych Lieovych algeber sledovat
tento geometricky pristup. Necht tedy A (t), kde ¢ je redlny parametr, je diferen-
covatelna kiivka v Lieové grupé G. Neboli pro ¢ € R je A(t) € G. Polozme dale
A(0) = E. Prvky A’ (0) budeme nazyvat te¢nymi vektory ke G v E a odpovidajici
Lieova algebra g, jakoZto mnozina vSech téchto A’ (0), je te¢nym prostorem ke
grupé G v jednotce E.

Pojem reprezentace lze analogicky definovat také pro grupy. Mame-li repre-
zentaci (¢, V) Lieovy grupy G, pak homomorfizmus ¢ piifazuje prvku obecné
linearni grupy GL, C automorfizmus na prostoru V:

0:G—GL((V)=Aut (V).

Pokud nés zajima, jak vypada reprezentace na duadlnim prostoru V*, pak pro
zobrazeni
0" G — Aut (V*)
plati podminka
VgeGip'(g)=wv(9").

Pro¢ bereme v argumentu zobrazeni ¢, na pravé strand rovnosti, pravé prvek ¢!
a nikoli pouze g? Duvodem je pozadavek, aby zobrazeni ¢* byl homomorfizmus.
Ptipomenme z linearni algebry, ze pokud mame homomorfizmus

f:V-=w,
pak zobrazeni
ffowr=ve
je k nému dudlni, kdyz
VB e W Vo eV (f*(B),v)=(8,f(v)).
Analogicky pak pro dualni reprezentaci grupy G plati podminka:

Vo € VFVYw e V Vg e G: (¢ (9) (v),w) = (v, (¢7") (w)).

Pokud se tedy priklonime k vyge uvedené volb& prvku ¢g—!, bude skutec¢né



([ (gh)] (v*) ,w) = (v*, [ ((gh)™)] (w)) = (v*, [¢ (h'g™")] (w))

= (0 e (W) e(g )] W) = (le* (R)] (), [¢(g")] (w))
= ([¢" (9) " (M)] (v*) ,w) = 9" (gh) = ¢" (g) ¢" (h) .

Nyni také 1ze ukazat, jak vypada dudlni reprezentace pro Lieovy algebry. Po-
kud je tedy ¢ reprezentace odpovidajici Lieovy algebry g na prostoru V, pak

(¢")" g — End (V*).
Protoze dualni reprezentace grupy G vyhovuje pro kazdé g € G podmince

e (9)=¢(g7"),

je tfeba pro vyjadieni dudlni reprezentace Lieovy algebry najit prvek X € g,
ktery by odpovidal g=' € G. Oznafme tedy g jako A(t) a spocteme derivaci
matice A~! (). Vyjdeme ze vztahu

(AA™") =E

a derivujeme obé jeho strany podle parametru t € R. Potom

d -1 —1 d —

il (A7 () A(0) + A1 (0) il (A(t) =0,
a tak p d

il (A7 (1) = =471 (0) . (A1) A (0)

Pokud je tedy
¢ g —gl(V)

reprezentace Lieovy algebry g, pak dudlni reprezentace téZze algebry na prostoru
V* je dana podminkou

() (X) = ¢/ (=X) = —¢'(X).

Nakonec poznamenejme, ze dudlni reprezentaci se ¥ika téz kontragradientni.







2. Klasické Lieovy algebry

2.1. Algebra sl,C

V této kapitole se budeme zabyvat klasickymi Lieovymi algebrami. Zacneme
od jednoduchého piipadu, kterym je algebra sl,C. Uvidime, ze kazdou z algeber,
uvedenych v minulé kapitole, lze rozlozit na soucet podalgeber, z nich kazda je
izomorfni slbC. Nasim cilem bude predev§im zkouméani kofenu téchto algeber.

Podivejme se nejprve na obecnou linearni grupu GL,,C a ukazme, ze jde vskut-
ku o Lieovu grupu. Zkraje kapitoly tedy formulujeme vétu:

Véta: Mnozina ¢tvercovych regularnich matic
GL,C = {A € C",detA # 0} c C”

je Lieova grupa.

Dikaz: Je tieba zjistit, zda jde o varietu. Ukazeme tedy, ze GL,,C je oteviena
podmnozina v Cc. Postupujme tak, 7ze se podivime na jeji doplnék. Tim je
mnozina ¢tvercovych singularnich matic, jejiz obraz pii zobrazeni

det : C** — C

bude jednoprvkova mnozina {0} C C, které je jisté uzaviena. Jiz vime, Ze vzor
uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni je uzaviend mnozina. To vSak znamena,
e det ™" (0) je uzaviena podmnozina v C™ a jeji doplnék tedy musi byt oteviena
mnoZzina, coz je varieta.

Tato varieta je také grupa. Jsou-li A, B dvé regularni matice, pak

det (A - B) = detA - detB # 0,

coZ znamenad, ze rovnéz jejich soucin je regularni matice. Mnozina GL,,C je tedy
uzaviena na operaci nasobeni matic a je téz uzaviena na operaci inverze, nebot

1
detA~! = .
© det A

Jednotkovym prvkem v GL,C je jednotkova matice E,, pro kterou detE, = 1.
Dale operace nasobeni

GL,C x GL,C — GL,C, (A,B) — A- B,
stejné tak jako operace inverze
GL,C — GL,C, A AT

jsou hladké zobrazeni. V prvém piipadé je tomu tak proto, Ze s¢itani a nasobeni
v C" jsou hladké operace. V druhém p¥ipadé uvazme, Ze matici A~! lze vyjadiit
jako soucin (detA)f1 + Arec, kde Apec je tzv. reciprokd matice, viz [JB05|. Proto
je tieba si navic uvédomit, ze rovnéz déleni je hladka operace na C". Uvazované



mnozina je tedy Lieova grupa. O]

Ptipomeiime si také, ze odpovidajici Lieova algebra gl,,C je prostorem vsech re-
gularnich ¢tvercovych matic.
Dale zdivodnime, pro¢ je SL,,C Lieova grupa. K tomu je tfeba nasledujici véty.

Véta: Je-li FF : C*"*%* — C" hladké zobrazeni, je-li pro néjaké ¢ € C"® mnozi-
na M = {x € C"** F (z) = ¢} neprézdna a ma-li diferencial DF (z) hodnotu n
pro viechna z € M, potom M je podvarieta dimenze k v C**F,

Dikaz: viz [KST97], str. 80.

V kontextu Lieovych grup tato véta fika, ze je-li podgrupa G C GL,C zada-
na regularni rovnici, pak G je Lieova podgrupa. Tento argument se chystame
pouzit v diikazu nasledujici véty.

Véta: MnoZina
SL,C={A e C"" detA =1.}

je Lieova grupa.
Diikaz: Lze snadno nahlédnout, Ze tato mnozina je podgrupou GL, C. Pokud
jsou matice A, B € SL,,C, je

det (A-B) =detA-detB=1-1=1,

takze uvazovana mnozina je uzaviena na operaci nasobeni matic. Je také uzaviena

na operaci inverze, nebot
1

detA L

Jednotkovym prvkem je zde jednotkova matice [E,, pro kterou je detE, = 1.
Nyni je tfeba ukizat, Ze rovnice detA = 1 je regularni, a tedy je tieba spocitat

diferencial zobrazeni

detA™ ! =

det : C** — C.
Podivejme se tedy na jeho ij-tou slozku!
dt

a X, ; jsou matice, které maji na misté ¢, 7 ¢islo 1 a na ostatnich mistech ¢islo 0.
Pro ptfehlednost spoc¢téme zvlast determinant této matice:

i=1

(—1)1+j aljdetfllj + ...+ (—1)i+j (CLZ‘J‘ + t) detflij + ...+ (_1>n+j anjdet/inj =
(—1)1+j aljdetfllj + ...+ (—1)i+j aijdetfl,-j + (—1)i+j tdetfl” + ...+
+ (_1)n+j anjdetflnj = detA + (_1)i+j tdetfl”

Méame tedy . .
det (A +tX,;) = detA + (—1)" tdetA

K

Ipocitame tedy parcialni derivaci ve sméru matice X,
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a proto

d[det (A + tX;)] d [detA + (=1)"7 tdet Ay

p (0) = o (0) =

d [1 + (=)™ tdet/iij]
dt

Protoze detA = 1, je matice A regularni. Odtud plyne, Ze existuje nenulovy
subdeterminant fadu o 1 mensiho, nez je rozmér matice A. Existuje tak dvojice
indext 77, pro které je determinant matice fl,-j rizny od nuly, a tedy existuje
nenulova slozka diferencidlu zobrazeni det. Toto zobrazeni mé tedy hodnost 1 a
SL,,C je tim padem varieta dimenze n? — 1.

Nakonec grupové operace sou¢inu a inverzniho prvku jsou jisté hladké na
SL,,C, nebot tato grupa je zaroven podvarieta GL,,C. O

(0) = (=1)"" det A,;.

Uvazujme tedy Lieovu grupu SL,C. Podivame se nyni, jaki vlastnost je spo-
le¢na maticim, které nalezi do odpovidajici specidlni linearni Lieovy algebry sl,,C.

Necht tedy « (t) je diferencovatelna kiivka v grupé SL,C. Oznaéime-li v (t) =
Ai, bude v (0) = Ag =E a v/ (0) = A = X. Je-li A; € SL,R matice pfechodu od
baze ey, ..., e, k bazi vy, ..., v, prostoru V = C" takova, ze v; = > ., agej, pak
plati

Ar(e) N o NAi(en) =i Ao Aoy =detAp-er Ao Ney=ep AL Aey.

Derivovanim uvedeného n-vektoru v bodé ¢t = 0 dostaneme

o—d
o dt

(At(el)/\.../\At(en)):ZAO(el)/\.../\A{)(ei)/\.../\Ao(en)

t=0
=Y E(e)A. .. AX(e) A AE(e) =) et A AX(e)A... Ney
=1 i=1

n
:Z:Eiel/\.../\ei/\.../\en:Tr(X)el/\.../\en.
i=1

To znamend, ze prvky Lieovy algebry sl[,C jsou matice s nulovou stopou. V feci
diferencialni geometrie jsou to vektory te¢né ke grupé SL,C v jeji jednotce E.

V 1dvodu tedy za¢néme s nejjednodussi algebrou, kterou je s[,C. Bazi této
algebry zvolime takto:

a=(3 0 =00 -0 0)

Tyto matice splhuji nasledujici komutacni relace:

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.
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Méjme reprezentaci (V) ). Podivejme se, jak tato algebra ptsobi na vektorovy
prostor V' a definujme jeho vektorovy podprostor

Vo ={veV;H (v) =av},

ktery je invariantni pii plisobeni H. Uc¢iime jeSté dohodu, ze pro jednoduchost
zapisu budeme nadéle psat misto ¢ (X) (v) piimo X (v). Vypocet

H(X (v)=X(H )+ [H,X](v)=X(aw)+2X (v) = (a+2) X (v)
a stejné tak
HY @)=Y (H®W)+[HY]) =Y (aw) —2Y (v) = (a—2)Y (v)

nam ukazuji, ze matice X posouva vektor v € V, z podprostoru V, do podpro-
storu V,, 1o a matice Y naopak z podprostoru V,, do podprostoru V,,_,.

Odtud je vidét, Ze tyto t¥i bazové operatory maji riznou roli, kdyz ptisobi na
vektorovy prostor V. Vezmeme-li néjaky vektor v reprezentace V', pak operéitor
X jej zobrazuje vzdy do podprostoru V, s indexem mensim o dva. Podobné pro
operator Y. Ten mé navic tu vlastnost, ze vybereme-li vektor ireducibilni repre-
zentace V', pro ktery bude X (v) = 0, budou obrazy Y™ (v), n € Ny, generovat
prostor V. Toto tvrzeni si nyni dokazeme.

Véta: Necht V je ireducibilni reprezentace algebry sl,C. Pak existuje vektor
v € V takovy, Zze X (v) = 0 a zéaroven vektory v, Y (v), Y2 (v),..., Y™ (v) gene-
ruji reprezentaci V.

Dikaz: Vezméme linearni zobrazeni reprezentujici prvek H. Na komplexnim
vektorovém prostoru mé jeho charakteristickd rovnice

det (H — AE) =0

alespofi jeden komplexni koien?. To znamend, Ze existuje alespoit jedno vlastni
¢islo o € C, pro které je podprostor V,, netrividlni®. Zvolme v’ € V,, pevné a
podivejme se na jeho obrazy X7 (v'). Jiz vime, Ze tyto obrazy lezi v podprostorech
Voo Obrazy X7 (v') jsou tedy vlastnimi vektory H a nélezi do podprostori
indexovanych riznymi vlastnimi ¢isly. Jsou tedy linearné nezéavislé, a protoze V
mé konec¢nou dimenzi, bude jich jen kone¢né mnoho nenulovych. Existuje tedy p €
C a nenulovy vektor v € V), lezici v jadru zobrazeni X. Dale budeme postupovat
sporem. Predpokladame tak, Ze vektory v, Y (v), Y2 (v), ..., Y™ (v) generuji
vlastni podprostor ve V. Podivejme se, zda je tento podprostor invariantni vaci
sl,C. Oznac¢me jej tieba W. Z definice tohoto podprostoru lze hned ¥ici, ze W je
invariantni vici Y a vzhledem k tomu, jak plisobi zobrazeni H a Y na vektory
z V,, je W invariantni také vuci H. Zbyva ovérit, ze je invariantni také vici X.
Podivejme se na néasledujici vypocty:

X (Y () = [X,Y] (0) + Y (X (0) = H (v) + Y (0) = pv.

2podle zékladni véty algebry
3V, je generovan odpovidajicim vlastnim vektorem
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Dale
X (Y () = [X,Y](Y (v)) + Y (X (Y () = H (Y (v)) +Y () =
(h=2)Y (v) + pY (v)
a obecné lze ukazat, ze
X (Y7 () = j -G+ 1) Y7 (v).

Zjistili jsme tedy, ze W je invariantni podprostor ve V viéi akeci prvki z slyC.
To je vSak spor, nebot V je ireducibilni reprezentace. Tedy W =V a vektory v,
Y (v), Y?(v),...,Y" (v) generuji V.

Protoze v € V,,, je Y (v) € V,_5 a Y?(v) € V,,_4. Timto zptisobem nakonec
dojdeme k relaci Y (v) € V,_sy,, coz dohromady znamen4, ze V,, jsou netrivial-
ni pravé pro « z mnoziny {p, p—2,u—4,...,u—2n} a jsou jednodimenzionalni.C]

Tato véta mé velmi dilezity dusledek, ktery v tomto textu formulujeme jako
vétu o celych ¢islech.

Véta o celych ¢islech: Matici H nalezi pouze celid vlastni éisla od —n do n
s krokem 2.
Dikaz: Do rovnice

X (Y7 () =jp-5+1)Y"7 ()
staci za j dosadit n + 1. Dostaneme

0=X(0)=X (Y™ (1)) = (n+1) (=) Y™ (v).

Protoze Y™ (v) # 0, musi byt yu—n = 0. O
Vsimnéme si rovnéz dilezité skutecnosti, ze

tato mnozina vlastnich cisel je symetrickd podle poc¢atku v mnoziné Z.

Uvidime, 7e tento poznatek je kli¢ovy pro klasifikaci Lieovych algeber a déle
jej budeme diskutovat v kapitole o Killingové formé.

Prejdéme ke slozitéjsi situaci. V pfipadé algebry sloC byly nasimi vyznac¢nymi
prvky matice H, X a Y. Nyni se pokusime najit k témto prvkim néjakou analogii,
ktera by nadm umoznila dozvédét se o struktufe algebry sl3C né&jaké informace.

Prvni zménu dozna prvek H, ktery urcoval rozklad reprezentace sloC do di-
rektniho souc¢tu podprostoru V,. Mohli jsme tak psét

V =@, V,.

Ke stejné relaci nés privede nasledujici postup. Misto jednoho prvku H vsSak
vybereme dvoudimenzionalni podalgebru b C sl3C diagonalnich matic s nulovou
stopou. Reknéme, 7e jeji baze je slozena z prvku

1 0 0 00 0
Hl = 0 —1 O 5 H2: O 1 O
0 0 O 00 -1
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Diagonéalni matice vSak spolu navzajem komutuji, coz znamené, zZe vSechny matice
z b maji spolecnou mnozinu vlastnich vektort. Jinymi slovy vlastni vektor v
zobrazeni H € b je vlastnim vektorem celé podalgebry h. Pro takovy vektor v
pak miizeme napsat

VHebh:H ) =a(H)wv,

kde a € h* je linearni forma na b, kterou nazyvame vahou reprezentace V. Oby-
¢ejné se maximalni komutativni podalgebry nazyvaji Cartanovymi podalgebrami.
Tyto myslenky motivuji nasledujici definici

Definice: Pro libovolné o € h* definujeme podprostor
Vo={veV,H(w)=a(H)v,VH € b}.
Je-li V,, neprazdny pro néjaké a € b*, fekneme, Ze « je vaha reprezentace V,

nenulovy vektor v € V,, nazveme vahovy vektor a V,, vdhovy podprostor.

Relace
[H,X]|=2X, [HY]=-2Y,

lze interpretovat tak, ze X a Y jsou vlastnimi vektory zobrazeni
[H, o] = ad (H) (e)

s vlastnimi ¢isly 2, resp. —2.
Pro H € b bychom tedy chtéli psat

[H,Y] = ad (H) (Y) = a(H) - Y.

Je vSak tfeba najit takovou ndhradu za matice X a Y, aby uvedeny vztah platil
v piipadé sl3C. Vime, ze H = diag (aq, as, az). Vezméme tedy libovolnou matici
M a spoc¢téme jejich komutator. Postup je uvedeny nize, uvadime potradé oba
sCitance:

a1msiy; aimiz Ga1Mq3 1My AagMiz G313
HM = | agma; agmaoy asmas |, MH = | agma1 agmaoy  azmas
a3msz; AazMszz G3133 @131  A2M3z G371133

a komutator je tak

0 a12Mi2  A13M13
[H>M]: a2,1M21 0 a2,3M323 | ,
az1ma;  az2Ms32 0

kde

ai,j =a; — CLj.

Nas komutator tak bude nasobkem M pro vSechna H pravé tehdy, kdyz vSechny
prvky m;; s vyjimkou jednoho budou nula. Tomuto nenulovému prvku pak pro
jednoduchost ptifadime hodnotu 1. Tyto matice, jejichz prvek na misté (i, 7) je
1 a ostatni jsou nula, oznacime F; ;. Téchto matic je celkem Sest.
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Nésledujici definice plati nejen pro algebru sl3C, ale obecné pro libovolnou
polojednoduchou Lieovu algebru.

Definice: Nenulové vahy reprezentace ad (H) nazvme kofeny Lieovy algebry.

Pokud tedy definujeme

aq 0 0
L;1 0 ay 0] =a,
0 0 as

lze Fici, Ze koteny algebry sl3C jsou pravé rozdily
Li - Lj, Z,j - 1,2,3.

Mnozinu v8ech kotfeniu dané algebry budeme znacit R a miiz Ar C h* generova-
né kofeny a se nazyva korenova mftiz. Poznamenejme, zZe uvazujeme celociselné
linearni kombinace. V piipadé algebry sl3C je tedy R Sestiprvkovd mnozina a
korfenovou miiz Ag lze vyjadfit jako

AR = {Oé, Q= N1 + Notvg, Ny, Ng € Z}

Matice E; ; generuji jednotlivé podalgebry gr, 1, které¢ nazyvame kofenovymi
podprostory algebry sl3C. Jiz nyni 1ze piedeslat, ze podalgebry g, a g_, spolu s
komutatorem [g,, g_o] budou generovat podalgebru

So = o © J—a ® [Jar 0—a)

izomorfni sl,C. Tuto skutec¢nost rozebereme podrobnéji v obecném piipadé alge-
bry sl,C. Vidime také, ze adjungovana reprezentace zachovava jednotlivé pod-
prostory g.. Myslenky tohoto odstavce l1ze opét shrnout do nasledujici definice.

Definice: Méjme Lieovu algebru g. Definujeme linearni podprostory g.,a € bh*
takto:
g ={X€g[H X|=a(H) - X,Hech*}.

Je-li a € h* koten Lieovy algebry g, pak odpovidajici g, nazveme kofenovy pod-
prostor g.

Pro budouci ucely je tfeba zavést usporadani na mnoziné vSech kofenii. Toto
usporadéani je dano linearni formou

l: AR — R.
Tato forma je definovana tak, ze
l(a1Ly 4+ agLs + azls) = aay + bas + cas,
pro néjaka vhodné a,b,c € R. V tomto textu si vybereme uspoiadani, které je
dano volbou a > b > ¢, pficemz plati L1+ Lo+ L3 = 0, nebot formy L;,i = 1,2, 3,
piisobi na prostoru diagonalnich matic s nulovou stopou. Ziskali jsme tedy rozklad

R=R'UR",
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kde Rt = {a,l («) > 0}. Prvky této mnoziny nazyvame kladné kofeny. Obdobné
je pak R~ = {a, [ () < 0} mnozinou zapornych kotenu. Vidime, Ze pro sl3C je

R" ={Ly — Ly, Ly — L3, L — L3}.

R ={Ly— Ly, L3 — Ly, L3 — L1}.

Dostavame se nyni k obecnému piipadu algebry sl,C. Jak vypadda mnozZina
kofent v tomto pfipadé? Vezméme matici H = diag (a4, ...,a;,...,a,) s nulovou
stopou a spoc¢téme jeji komutdtor s matici £; ;. Vyjde

[H, Ei,j] = HEZ‘J‘ — EZ‘J'H = (CLZ‘ — Clj) Ei,j-
Kofeny algebry sl,C jsou tak opét rozdily L; — L;,%,7 =1,...,n.

V dalsim kroku najdeme podalgebry s, C sl,C izomorfni slbC. Staci se-
skupit matice generujici podprostory sl,C indexované navzajem opa¢nymi ko-
feny. Podalgebra sy, 1, je tak generovand prvky F;;, E;; a jejich komutatorem
|Eij, E;;] = H; — H;. Muzeme ovéiit, ze H; — H; je skuteéné vhodnou analogif
za prvek H v piipadé algebry sl,C:
ad (H; — Hj) (B ;) = (H; — H;) By j — Eij (H; — Hj) = HiE;j — H; By j — B jH,

+Ei,jHj = Ei,j — @ — @ + Ei,j = 2Ei,j = (Lz — LJ> (Hz — Hj) Ei,j-
Odpovidajicim prvkem k H = diag (1, —1) v sbC je tedy Hy,_, = H; — Hj;.

Dostali jsme tak rozklad algebry sl,C, vyjadieny jako piimy soucet

sLC=bho (@ (ga @g_a)> -

aeR*

Nakonec zobecnime uspofadani na mnoziné vsech kotenii. Pro tcely budou-
ciho textu nas budou jiz zajimat pouze kladné kofeny, zejména pak jista jejich
podmnoZina.

Definice: f{ekneme, 7e kofen o € R* je jednoduchy kofen*, pokud se neda
napsat jako soucet dvou kladnych kotent.

Pisobeni linearni formy [ na R definujeme jako
l (Z aiLi> = Zciai,
kde >~ L; = 0. Pokud piedpokladame, ze ¢; > ¢y > ... > ¢,, pak
Rt ={L;—L;,i<j,i,j=1,....n}.
Z tohoto vyctu jesté vybereme jednoduché koteny, které budou reprezentovat vr-
choly Dynkinova diagramu:

Jednoduché koteny algebry s, C:
Ll - L27 L2 - L37 tt LTL*2 - Lnflu Ln,1 - Ln

4nekdy téz iikame prosty koien
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2.2. Algebra sp,, C

Symplektickd Lieova grupa Sp,,C je definovana jako grupa jistych automor-
fismi A na vektorovém prostoru V, ktery ma dimenzi 2n. Tyto automorfismy
zachovavaji nedegenerovanou, antisymetrickou bilinearni formu

Q:VxV-—=C,
coz lze symbolicky vyjadrit podminkou:
Q(A (), A(w)) =Q(v,w).
Je-li M matice této bilinearni formy, musi platit
M=A"-M-A.

7 tohoto vztahu najdeme podminku, kterou musi spliiovat matice patiici do od-
povidajici Lieovy algebry sp,, C.

Méjme tedy diferencovatelnou kiivku «y (¢) v grupé Sp,, C. PouZijeme-li ozna-
¢eni A = v (t), pak lze uvedenou rovnost piepsat do tvaru

M=~(t)" - M-y(t)
a derivovanim podle parametru ¢ ziskdme maticovou rovnici
O=7"(t) - M-y () +7(t) - M-+ (t).
Oznacime-li dale v (0) = E a v/ (0) = X, dostaneme pro ¢t = 0

O=X""M+M-X,

coz je hledana podminka.
Abychom v této kapitole mohli provadét konkrétni vypocty, vyjadiime si by-
linearni formu () vici takové bazi eq, ..., es, prostoru V, kde

Q (€is €ipn) = 1,

Q (ei—i-’m 62‘) =-1

Q (ei,e;) =0
pro j # i £ n. Mame-li tedy pevné zvolenou bazi, Ize bilinearni formu @ vyjadfit
jako
Q(w,y)=a"- M-y,

kde
O E
v-(% o)
je matice rozméru 2n x 2n. Jak tedy vypada matice X7 Vyjadiime si ji v blokovém
tvaru A
B
(@)
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a dosadime ji do vySe uvedené podminky, kterd vymezuje matice studované al-
gebry. Tak zjistime, v jakém vztahu jsou mezi sebou jeji jednotlivé bloky. Prava
strana rovnosti bude po dosazeni vypadat takto:

AT T\ (O E 0 E\ (A B
T _ . .
X ’M+M'X_(BT DT) (—E ©)+(—E @> (C D)'

Po vynasobeni matic a jejich nasledovném secteni pak obdrzime

—CT AT (¢ PY_ —-CT+C AT+ D
-DT BT -A -B)  \-D'"-A BT"-B)"

Leva strana je pouze nulova matice, takze celem mame
-CT+C A"+D\ (0 O
-DT—-A BT-B)  \0O 0/

Cc=Cc" & B=DB"

To znamena, ze

a lze tedy ftici, Ze bloky na vedlejsi diagonale jsou symetrické. Pro bloky na hlavni
diagonale plati relace

A=-DT
a tedy A vznikne z —D jeji transpozici.

Cartanova podalgebra h C sp,,C bude opét vektorovy prostor diagonalnich
matic, které spolu automaticky komutuji. Lze volit generatory tvaru:

H; = Ei,i - En+i,n+i-

Prostor h* dualni k prostoru b je opét definovan podminkou L; (H;) = 0; ;.
Klicovou informaci o struktufe této algebry nam vsSak poskytne znalost vlast-
nich vektori adjungované reprezentace. Témito vektory jsou

1. Xij = Eij — Enyjntis
2. Yii=FEintj+ Ejnti,
3. Zij = FEnyij+ Enyj,
4. Ui = Einyi,
5. Vi= Entij.

Tyto tdaje ovéiime pifimym vypoctem, ¢imz nalezneme kotfeny této algebry.

1. Kofeny Ll — Lj a Lj — Lz

ad (H) (Xi;) = HXij — XijH = a; B j — anyiBnijnyi — 5B j + angibnyjn
= ;L j + @ Enyjnti — 0B — aiBnyjnei = (0 — a3) Eij — (ai — a5) Engjnsi

= (@ = a;) (Bij = Engjnyi) = (@i — a;) Xij,
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2. Koteny L; + L;:

ad (H) (Yiy) = HY;; = YijH = a;Einij + 0 Ejnti — @ngjBingj — ansiBjng

=a;Fipy; +ajEj i+ iy + 0By = (a0 + a;) By + (a0 + a;) Ej g
= (ai + a;) (Eipntj + Ejngi) = (ai + a;) Yij,

3. Kofeny —L; — Lj;:

ad (H) (Zi,j) = HZi,j - Zi,jH = an+iEn+i,j + an+jEn+j,i - ajEn—l-i,j - aiEn+j,i

= =By =0 Enpgi— 0By j—aiBnyi = (= — a5) Enyij+(—a; — a;) By

= (—Clz' - Clj) (En-i-z',j + En+j,i) = (_ai - aj) Zi,ja

4. Koteny 2L;:

ad (H) (U;)) = HU; —U;H = 6, E; i — 0pyiEinyi = i By + 0 Ej i = 20, E; 5,

5. Koteny —2L;:

ad (H) (Vz) =HV,—ViH = an+iEn+i,i_aiEn+i,i = _aiEn+i,i_aiEn+i,i = _QGiEn—H,i-

Najdeme nyni jednotlivé podalgebry s, C sp,, C izomorfni algebie sl,C a jim
odpovidajici prvky H, € .

1. Kofeny L; — L; a Lj — L;: uvedené kofeny odpovidaji vektorim X;; a Xj;:

[(Xijs Xjal = [Bij — Enyjnti> Bji — Enyintgl
= [Eij, Ejil + O+ O+ [Ensjnris Envin]
=Ei; — Ejj+ Enyjntj — Entinti = Hi — Hj.
Matice Hp, r; je tedy nasobkem matice H; — H;. Pozadujeme vsak, aby

takZze musi byt
(Li — Lj) (H; — Hj) = 2.

To ale znamena, 7e
HLZ'*L]' = Hz - Hj

2. Koteny L; + L; a —L; — L;: tyto kofeny piislusi vektorim VY; ; a Z; ;:

Yijs Zij) = [Binyi + Ejnti, Bnvij + Enyjil

=0+ [Eintj Eutjil + [Ejntis Entij] + O
=FEii— Enyjnyi + Ejj— Enginye = Hi + Hj.
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Hledana matice Hy, 1, je ndsobkem matice H; + H; a tento nasobek opét volime
tak, aby konstruovana algebra sy, 1, byla kopif sl,C. Ma byt

ad (H; + Hj) (Yi;) = 2Yi,

takze

a proto
HLi“l‘Lj - Hz + Hj.

Analogickym postupem zjistime, 7e

H y, 1, =—H,—H;

j-

3. Kofeny £2L;: tyto kofeny jsou prislusné vlastnim vektorum U; a V;:

[Uia ‘/z] = [Ei,n—i-ia En+i,i] = Ei,i - En+i,n+i = &

Tim jsme vektory U; a V; doplnili na bazi s;,. Dodany prvek Hsj. je nasobkem
matice H;. ProtoZze pozadujeme, aby

ad (H;) (U;) = 2U;,

musi byt
takze
H2Lz’ — HZ
Stejnym postupem obdrzime
H_QLi = —H,

Nalezenou mnozinu kofent R opét uspoiadame pomoci linearni formoy [, kte-
rou definujeme takto:

l(ZaiLi>:cla1+...+cnan, L >co>...>c¢, > 0.

Ziskdvame tak rozklad
R=R"UR".
Kladné kofeny jsou potom

L1+Lj7 ZS],Z,jzl,,n

a dale

LZ‘—LJ‘7 1< 4,0, =1,...,n.
Z tohoto vyc¢tu nakonec vybereme vSechny jednoduché kofeny, klicové pro klasi-
fikaci Dynkinovych diagrami.

Jednoduché koteny algebry sp,,, C:

Ll - L27 L2 - L3a s 7Ln—1 - L?"w 2Ln
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2.3. Algebra s0,,C a s09,1C

Méjme nedegenerovanou, nyni vSak symetrickou bilinearni formu
Q:VxV->C

na vektorovém prostoru V' dimenze m. Ortogonalni grupa SO,,C je pak definovana
jako grupa automorfismi A na prostoru V' s determinantem 1, které zachovavaji
formu Q. Uvedenou skute¢nost lze vyjadrit také jako

QA (), Aw)) =Q (v,w).
Pokud M je matice této bilinearni formy, pak plati
M=AT - M-A

a na zakladé tohoto vztahu opét nalezneme odpovidajici Lieovu algebru so,,C.
Necht tedy 7y (t) je diferencovatelna kiivka v grupé SO,,,C. Polozime A = ~ (¢),
takze naposledy uvedeny vztah mizeme vyjadrit jako

M= ()" M-y (t)
a derivaci tohoto vztahu podle parametru ¢ ziskame
O=7'(t)" - M-y () +7(t) - M-+ (t).
Pokud oznac¢ime v (0) =E a 7/ (0) = X, dostaneme pro ¢t = 0 podminku

O=X"-M+M-X,

vymezujici matice algebry so,,C. Nyni v8ak od sebe oddélime piipady sudé a liché
dimenze. V piipadé m = 2n zvolime bazi vektorového prostoru V' tak, aby:

Q (€i7 €i+n) = Q <€i+n; ez’) =1

Q (ei’ej) =0

pro j # ¢ £ n. Mame-li tedy zvolenou bézi ey, ..., ey, prostoru V, lze formu @)
explicitné vyjadfit jako
Q(a,y) =a" - M-y,

O E

je blokovad matice rozméru 2n x 2n. Pokud dosadime do nas$i podminky za M,
mame
AT CT O E O E A B
T . f— . .
XD MM X (BT DT> (E @)+(E @) (O D)

ct AT L (¢ D\ _ cC'+C A"+ D
DT BT A B) \D'+A BT'+B)’

21

kde



a tedy
0 0\ [Cc'+C AT+D
0 0) \D'+A4 B"+B)’

To znamen4, Ze

C=-C",

B=-B"
a

A=-D".

Bloky na vedlejsi diagonale jsou tedy, na rozdil od piipadu symplektickych alge-
ber, antisymetrické.

V ptipadé liché dimenze, kdy m = 2n+1, vybereme bazi ey, . . ., 5,1 prostoru
V' tak, abychom méli

Q (6i76i+n) - Q (ei-i-n)ei) - ]-71 S Z S n,

Q(ei,ej) :0,z,j7é2n+1

Q (e2n+1, €2n41) = 1.

Stejné jako diive lze nyni formu @) explicitné vyjadrit vaci nasi bézi dle vztahu
Q(w,y)=a"- M-y,

kde matice M je tentokrat rozméru (2n + 1) x (2n+ 1) a ma tvar

O E
M2n+1 =|E O
0 O

= O O

Matice X a X7, v blokovém tvaru vyjadiené jako

A B E AT T GT
x=(c p r|, x"=|BT DT HT|,
G H J ET FT JT

opét dosadime do nasi podminky a spoc¢teme zvlast oba sc¢itance:

cr AT Gr C D F
X' Mm=|D" B" H"|, M- X=|A B E
FT ET JT G H J

Celkem tedy mame

0 0 o0 C"+C AT"+D G'+F
O O 0)]=|D"+A B"+B HT"+E
0 0 1 F'+G ET"+H J'+J
a tak pro jednotlivé bloky matice X € s09,,1C dostavame nasledujici vztahy:

C=-0"B=-B" A=-D' E=-H" F=-G",J=0.
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Cartanova podalgebra, v pfipadé sudé i liché dimenze, mé generatory tvaru
diagonalnich matic
Hi = Ei,i - En+i,n+i-

V piipadé liché dimenze jde o matice rozméru (2n + 1) x (2n + 1).
Opét uvedeme vycet vlastnich vektoru adjungované reprezentace ad (H). Po-
kud jde o sudou dimenzi, mame vektory

1. Xij = Eij — Engjnti,
2. Yij = Eintj — Ejntis
3. Zij = Entij = Enji-

Pokud jde o lichou dimenzi, obdrzime stejné t¥i vektory jako vyse a navic piiby-
dou vektory

4. Ui = Eion+1 — Eont1nti,

5. ‘/z - En+i,2n+l - E2n+1,i-

Ptrimym vypoctem opét nalezneme vlastni ¢isla odpovidajici vyse uvedenym vlast-
nim vektorim.

1. Kofeny LZ - LJ a Lj - Ll

ad (H) (Xi,j) = HXZ'J - Xi,jH = az’Ei,j - an-i—jEn-i-j,n-i-i - ajEi,j + an+iEn+j,n+i

= aiBij + a;Enyjnri — a;Eij — aiBnijnyi = (a0 — a;) Eij — (a;i — a5) Engjng

= (a; — a;) (Eij — Entjn+i) = (i — a;) X

2. Koteny L; + L;:

ad (H) (Yiy) = HYi; — YijH = @il nyj — a5 Ejnpi — nyjBing + GnpiBj

= i Ein; = 0 Ejnii + 0 By — aiBjpnai = (ai + a5) Bingy — (ai + a5) Ejn

= (a; + aj) (Ei,nJrj - Ej,n+z’) = (a; + aj) Yij,

3. Koteny —L; — L;:

ad (H) (Zi,j) = HZi,j - Zi,jH = an+iEn+i,j - anJrjEnJrj,i - ajEn+i,j + aiEn+j,i

= —0;Entij+a;Ensji—ajEpyij+aiEng g = (—a; — 5) Epyiy—(—a; — a;) By

= (—a; — a;) (Bnyij — Enyji) = (—a; — a;) Zi j,

Toto vse plati jak pro sudou, tak i pro lichou dimenzi. Pouze v ptipadé liché
dimenze dale dostdvame:
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4. Koteny L;:
ad (H) (Uz) = HU,-UH = aiEi,2n+1_a2n+1E2n+1,n+i_a2n+1Ei,2n+1+an+iE2n+l,n+i

= aiEi,Qn—i-l - aiEQn—l—l,n—l—i = a; (Ei,2n+1 - E2n+1,n+i) = a;U;,

5. Kofeny —L;:

ad (H) (V;) =HV,—V,H = an+iEn+i,2n+1_a2n+1E2n+1,i_a2n+lEn+i,2n+1+aiE2n+1,i

= _aiEn+i,2n+1 + aiE2n+1,i = —a; (En+i,2n+1 - E2n+1,z‘) = —a;V;.

Nyni miizeme postoupit k nalezeni jednotlivych podalgeber s,.

1. Kofeny L; — L; a Lj — L;: Piidame-li k vektorim X;; a X;; komutator

(Xij, Xjil = [Bij — Entjnyir Bji — Enyinggl

= [Eij, Bjil + O+ O+ [Enyjnri, Entin ]
=FEii— Ejj+ Envjnti — Bntinyi = Hi — Hy,

ziskame generédtory podalgebry sz, .. Protoze pozadujeme, aby
ad (H; — Hj) (Xi;) = 2Xi 5,
musime Hy, . zvolit tak, aby platilo
(Li — Lj) (H; — Hj) = 2.

Vidime, Ze hledanym prvkem je pravé Hp, p. = H; — H;. Tento zaver je tedy

totozny s piripadem symplektické algebry sp,,, C.

2. Koteny L; + Lj a —L; — L;: Zde je s, 1, generovana vektory Y; ;, Z; ; a téz

D/i,ja Zj,l] = [Ei,n+j - Ej,n+i7 En+i,j - En+j,i]
=0+ [Ei,nJrj? _EnJrj,i] + [_Ej,nJria En+i,j] + 0
= —Lii = Ejj + Engjnts + Enyinyi = —Hi — Hj.

Protoze chceme
ad (H; + Hj) (Yi;) = 2X;.

polozime

takze hledanym prvkem je pravé Hy, ;. = H; + H;. Podobné je

H—Li—Lj = —Hl — Hj.
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Nakonec dopliime pfipad so4,1C.

3. Kofeny £L;: Podalgebra s, je lineArnim obalem vektort U;, V; a komutatoru

[Uia ‘/;] = [Ei,2n+1 - E2n+1,n+ia En+i,2n+1 - E2n+1,i]

= O+ [Eiont1, —Eont1,i] + [ Eont1n+i, Entignt1] + O

= —Ez',i + E2n+172n+1 - E2n+1,2n+1 + En+im+i = i

Protoze ma byt
ad (H;) (U;) = 2U;.
je
(Li) (Hz) =2,
a element H;, ma tedy tvar Hy, = 2H,;. Podobné je opét

H,Li - —QHZ

Abychom mohli na zavér nalezené kofeny usporiadat podle velikosti, zavedeme
linearni formu [ definovanou analogicky, jako v pfechozi dvou podkapitoléch:

l <Z aiLi) = Z cia;,

kde volime ¢; > ¢o... > ¢, > 0. To znamen4, Ze v piipadé algebry s0,,C jsou
kladné kofeny:
Li+Lj, i<}

LZ‘—LJ‘7 1< .

Pro algebru s05,.1C mame kladné koteny

Li+Lj, i <},
Li—L; i<}
a navic
L;.
Indexy i, j zde probihaji mnozinu {1,...,n}. Z téchto dvou seznami vybereme

jednoduché koteny, které budeme pozdéji reprezentovat vrcholy Dynkinova dia-
gramu:

Jednoduché koteny pro algebru so,,C:

Ly— Lo, Ly—Ls,...,Lp1— Ly, L1+ Ly,

Jednoduché koteny pro algebru sos,1C:

Ll _L27L2 - L37"'7LTL71 - LnaLn
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3. Dynkinovy diagramy

3.1. Killingova forma

V predchozi kapitole jsme nalezli jednoduché koteny klasickych Lieovych al-
geber. Kazda algebra meéla svij unikatni systém kotent, ktery byl pro ni cha-
rakteristicky. Systémy koteni jednotlivych algeber maji jisté spole¢né vlastnosti,
skrze které v pristi podkapitole definujeme tzv. formalni kofenovou mfiiz. Déle
zavedeme pojem Dynkiniv diagram a objasnime jeho vztah k Lieové algebre g.

Jelikoz Dynkinovy diagramy vypovidaji téZ o metrickych vlastnostech kotent,
je tfeba zavést analogii skalarniho souc¢inu v euklidovském prostoru, kterym bude
Killingova forma.

Definice: Méjme Lieovu algebru g. Bilinearni forma B : g X g — g dana predpi-
sem

B(X,Y)=Tr(adX oadY),

se nazava Killingova forma na algebte g.

Véta: Killingova forma je symetrickd nedegenerovana bilinearni forma na kar-
tézském soucinu g x g a plati

B([X,Y],2) = B(X,[Y,Z]).
Dikaz: viz [FH91|, str.207.
V nésledujicim textu Killingovu formu explicitné vyjadiime na algebte gl,,C

vici bazi {E; ;}ij=1...n. Protoze viak k dané symetrické bilinearn{ formé B exis-
tuje pravé jedna kvadratickd forma Kpg, pro kterou

B(X,X) = Kp(X),

muzeme pii vypoctu Killingovy formy vyuzit toho, ze jeji restrikci na g nepiijdeme
o zadnou informaci. Misto vyrazu B (X,Y’) tak sta¢i pracovat pouze s vyrazem
B (X, X), coz nam zjednodusi postup. Odpovidajici bilinearni formu pak miazeme
vzdy zpétné rekonstruovat podle vztahu

B(X,Y):i(KB(X%—Y)—KB(X—Y)).

Podivejme se tedy nyni, jak lze Killingovu formu vyjadrit na algebre gl C.
Kompozici
ad (X) o (ad (X) (2))

lze zapsat jako slozeny komutéator
(X, [X, 2| =X (XZ - ZX)—(XZ - 7ZX)X = X*Z+7ZX*-2XZX.
Zobrazeni, které je pro pevné zvolené Z € gl C dano pfedpisem

X = X*Z+7ZX*-2X7ZX,
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vyjaditme v bézi sestavajici z matic E; ; a nasledné spoc¢teme jeho stopu. V prvé
radé tedy mame

(XEij)y = Tiis (EijX)y = ij-
Dale pak
= Z TikLlj,
k
a tedy
’E i = inkﬂfku
Ez ]X2 Z Tkl
a také

(XEijX),;; = i

Miizeme nyni napsat, ze

(X*E;;+ Ei;X* —2XE;;X) Z TipThi + Z TikTh; — 24T

Nasli jsme tedy prvky matice zobrazeni adX o adX vuci uvedené bazi. Nyni jiz
sta¢i spocitat jeho stopu:

Tr (Z <Z (TirTri + TjpTrj) — 29Eiil'jj> Ez])
i; \ k

=nTr (X?) +nTr (X?) — 2TeX - TrX = 2nTr (X?) — 2(TeX)?.

Podivejme se, jakého tvaru Killingova forma nabyva na obecné linearni algebie
gl,,C a jejich podalgebrach. Nasledujici vzorce nebudeme dokazovat, jsou uvedeny
v [FHO1].

1. ¢l,C: B(X,Y)=2nTr(XY)—-2TrXTrY,

2. s,C: B(X)Y)=2nTr(XY),

3. sp,,C: B(X,Y)=(2n+2)Tr(XY),

4. s50,C: B(X,)Y)=(n—-2)Tr(XY).

Protoze Killingova forma B ma roli skaldrniho souc¢inu na b, mizeme zkoumat
izomorfismus prostort h* a h. Pro kofen « algebry g nejdiive zavedeme prvek

T, €b:
O
" B(H, H,)

[zomorfismus nasledné definujeme podminkou

VH € by : B(Ty, H) = o (H).
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Potom je izomorfismus ve sméru
b* —b

dan predpisem
2

B(H,,H,)

Lze to nahlédnout diky vypoctim nize. Predné je

a—1T, = H,.

B(H., H) = B([Xa,Ya], H) = B(Xa, [Ya, H])
= B(Xy,,a(H)Y,) =a(H)B(X,,Y,).
V&imnéme si, ze pro H = H, budeme mit
B(Ha, Hy) = a(Hy) B (Xa,Ys) = 2B (X4, Y,) #0,
nebot kdyby bylo B (X,,Y,) = 0, méli bychom B (H,, H) = 0 pro kazdé H, coz

by bylo ve sporu s tim, Ze forma B je nedegenerovana. Proto tedy plati, ze

B(T,,H)=B (%,H) = ﬁB(Ha,H)

T 2B (X, Y.

Nyni Killingovu formu zavedeme na dualnim prostoru h*. Na tomto prostoru
ji definujeme tak, ze polozime

H)B(X,,Y,) =«a(H),

B(a,8) = B(Ta,Ts).

Inverzni izomorfismus
h—b"

definujeme naopak predpisem

2

H,— ——
B(a,a) “

Lze ukézat, ze tento predpis je opravdu vhodnou volbou vzhledem k tomu, jak
jsme definovali B na dudlu h*. Je totiz

2, 2H,
B(T,,Ts) = B :
1) =B Gy B 1)
4 4
_B Blaa) @ 5G9 P
2 2 ’ 2 2
B (B(a,a) » Bloo) O‘) B (B(B,B) B 555 5)
42 1 1

_ . . B = B(a, ).
B(a,a) B(B,8) B(i,a) B(g,,ﬁ) (. 5) (. 5)

29



Nyni uvedeme diilezitou vétu, ktera ik, Ze pro libovolné kofeny «, 5 dané

algebry nabyva vyraz
2B (8, a)

B (a,a)

pouze celociselnych hodnot. Tato informace je stézejni pro klasifikaci Lieovych
algeber, nebot klade jisté omezujici podminky na to, jaké podoby miize kofenovy
systém a tedy i Dynkiniv diagram nabyvat.

Nejprve pripomeiime vétu o celych ¢islech, kterou jsme dokézali v ¢asti textu
tykajici se algebry sl,C. Zjistili jsme, ze vahové podprostory ireducibilni repre-
zentace V této algebry jsou indexovany celymi ¢isly

-n,—n—+2,....,n—2,n.

Pokud nékteré z téchto ¢isel vybereme pevné a oznacime jej m, pak k tomuto
¢islu existuje vaha g € b*, pro kterou S (H) = m. Ptitom (5 lze zapsat jako k - a,
kde k € N a a odpovida jednomu z koieni

Ly =Ly, Ly — Ly,

pro které bylo

Déle kazdou ze studovanych Lieovych algeber g lze napsat jako soucet

kde podalgebry s, jsou izomorfni sl,C. To vSak znamend, Ze pokud mame libo-
volnou véhu 8 € h* reprezentace V dané Lieovy algebry g, pak plati, ze

B (H,) € Z.

Také jsme uvedli, ze pro slLC je tento fetizek celych ¢isel symetricky v Z podle
pocatku. Pokud tedy ozna¢ime —f (H,) = n, pak fetizek vah

576‘1‘04754‘206,...,5—1—7104

je symetricky podle nadroviny kolmé na koten a. Kazdé podalgebte s, pak od-
povida jedna takova nadrovina. Tuto nadrovinu oznacime €2, a definujeme ji jako
podprostor h* generovany prvky S, pro které 8 (H,) = 0. Symbolicky je tedy

Qo = {5 € b*>ﬁ(Ha) = O}'

Potom Ize uvedenou symetrii vyjadfit jako zrcadleni podle nadroviny €2, a
toto zrcadleni muzeme vyjadiit predpisem

Wa(8) =5 - 2 o

Protoze a (H,) = 2, lze pravou stranu rovnosti jeSté upravit na tvar
Wo (B) =B — B (Ha)a.
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Nyni pfejdéme k posledni vété této podkapitoly.

Véta: Jsou-li a a 8 kofeny, potom

2B (8, «)

B (a, ) = B (Ha)

je celé ¢islo
Dikaz: Podivejme se, jak lze rozepsat vyraz 8 (H,):

B (H,) =B (1s,H,) = B (#Hﬁ,Ha)

B (Hg, Hp)
2 2 2
=B ’ Ba «
B(%@%ﬁ) B(8,8) " B(a,q)
_ B*(8,8) 2? 2 2B (B,q)
=TGR 'B(ﬁ’B(a,a) O‘) = Bloa)

Protoze jiz vime, ze § (H,) je celé &islo, je véta dokdzana.
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3.2. Formalni korenova mriz

Nyni se chystame upfesnit pojem kofenova miiz. Vlastnosti kofenovych miizi
jednotlivych Lieovych algeber zastiesime definici formalni kofenové miize.

Definice: Formalni kofenovou miizi v euklidovském prostoru nazyviame konec-
nou podmnozinu R takovou, ze

1. R neobsahuje nulovy vektor,
2.proa€ RaceRjecae R pravé kdyz ¢ = £1,
3. zrcadleni W, podle nadroviny kolmé na kterykoli kofen o zobrazuje R na sebe,

4. pro libovolné dva koteny «, 8 je vyraz

celé ¢islo.

Killingovu formu na euklidovském prostoru budeme znacit (e, e). I kdyz vyse
uvedend definice Iika, Ze ng, je celé ¢islo, pfi podrobnéjsim zkoumani zjistime, Ze
ngq nabyva pouze hodnot 0,1,2,3 a 4. Podivejme se nyni, pro¢ je tomu tak.

Protoze

(@, ) = [l

a také
(B,a) = 18Il |ler]| cosp,

Ize ng  napsat jako

(B,0) 115l
Nga = 2 =2 cosp
() la]]
To v8ak znamena, Ze
el 81 . 2
NapNBa = 4i—mm oS~ = 4cos™p.
" relinied —

Odtud plyne, Ze n,gng, nabyva celoc¢iselné hodnoty z intervalu (0,4). Podivejme
se nyni na jednotlivé pripady.

1. KdyZ naognge =0 = 4cos?p, je cosp = 0, a tak

70
=35
2

Pomér norem 2l v tomto pripadé neni definovan.

|l

2. Vezmeme-li nagng, = 1 = 4cos®p, pak cosp = £3. Tedy

T _27r

= V=2
rvTgYPT g
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Pomér norem kofent je

A podobné pro zbylé piipady.

3. Pokud nupns, = 2 = 4cosp, je cosp = :l:\/Tﬁ, takze

Pomér norem zde bude

Pomér norem kofent je

W5 _ 13

Specialni pifpad nasng, = 4 = 4cos®p pouze vede na situaci linearné zavislych
kofenu «, 3, kde 8 = *a.

Vidime tak, ze koteny spolu sviraji jen ur¢ity thel ¢. V dalsim textu ukdzeme,
7e 1 tento vycet thld je omezen na thly z druhého kvadrantu.

Véta: Pokud jsou «, 8 kofeny, pro které § # +a, potom a—ietizek prochéazejici
kofenem [

ﬁ_pa’ﬂ_(p_l)aw"vﬁ_aaﬁ7ﬁ+avﬁ+2avﬁ+qa

mé délku nejviSe tii, tzn. p + ¢ < 3. Navic plati p — g = nga,.
Dikaz: Jisté bude
Wao (B + qa) = B — pa.

Protoze zrcadleni W, je homomorfismus, bude rovnéz
Wa (B + qa) = Wa (B) + Wa (qa) = B = ngac + (—qa) = 8 — (nga + q) .

Srovnanim obou vyjadieni reflexe W, na vektoru 8 + qa ziskdme

P —q="Nga-

Vime tedy, Ze p — ¢ = nga, @ proto p = ng, + q. Pokud bude p = 0, pak 3 je
kofen na konci a—fetizku a ¢ = —ng, € {0,1,2,3}. Tedy v libovolné kofenové
miizi ujdeme ve sméru o« maximalné t¥i kroky, coz pii zrcadleni W, odpovida
obrazu B + 3a. Pokud tedy zvolime p > 0, musi byt ¢ pravé takové, aby p + ¢
bylo maximélné 3. O
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Véta: Necht jsou «, 8 kofeny, pro které § # +a. Potom
(B,) > 0= a — (3 je koten,
(B,a) < 0= a+ S je kofen.
Dikaz: Méjme zrcadleni podle nadroviny kolmé na koten a:

2(B, a)

(@, a)

Wa (B) =6 —

a = —ngy.

Pokud (f, ) > 0, musi byt ng, > 0. Pro ng, = 1 ziskame

Wo (8) =P —a,

takze 0 — a je kofen. Jestlize (5, ) < 0, ziskdme ng, < 0 a pro ng, = —1 bude
Wo (B) =0+ a.

Tedy B + « je koten. ]

Véta: Pokud jsou a a 3 dva rizné jednoduché koreny, potom a« — 3 a  — «
nejsou kofreny.

Dikaz: Budeme se opirat o definici jednoduchého kofene. Kofen « lze vyja-
drit také jako B + (o — ), takze kdyby o — (3 byl kofen, dostali bychom spor s
predpokladem véty. Také koten § miizeme vyjadiit jako a+(8 — «), a protoze 3 je
jednoduchy koten, musi byt 5—a ¢ R. ]

Odtud jiz plyne skute¢nost predesland vyse. Jestlize jsou a a # dva linearné
nezavislé jednoduché kotreny, pak a — [ neni kofen a je-li tomu tak, musi byt

(e, B) < 0. To v8ak znamena, ze

thel mezi dvéma jednoduchymi koreny nemiize byt ostry.

Véta: Jednoduché kofeny jsou linedrné nezavislé.

Dikaz: Piredné ukdzeme, Ze mnozina vektori, které lezi na jedné strané nadro-
viny, a které mezi sebou navzajem sviraji thel alespon 90°, musi byt linedrné
nezavisla. Necht vektory a4, ..., a, jsou prvky této mnoziny. Pfedpokladejme, ze
existuje k € {1,...,r—1} a vektor v, ktery se da dvéma riznymi zpisoby vyjadiit
jako netrividlni celociselna linedrni kombinace s nezdpornymi koeficienty:

k r
V= E n;,o; = E n;ag.
=1

j=k+1

Pro jeho kvadrat normy plati

k T k r
0< (v,v) = <Z n;oy, Z njaj> = Z Z nin; (a;, o) < 0.
i=1

j=k+1 i=1 j=k+1

Tedy v je nulovy vektor. Pak ovSsem musi byt koeficienty n;,7 = 1, ..., r rovny nu-
le. To znamena, ze vektory aq, ..., a, jsou linedrné nezavislé. Protoze jednoduché
kofeny nesviraji ostry tihel, je véta dokazana. O
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Nyni tedy vime, Ze jednoduché kofeny jsou linedrné nezavislé a protoze mno-
zina R generuje euklidovsky prostor dimenze n, existuje pravé n jednoduchych
kofenti. Kazdy koten lze tedy jednoznacné vyjadrit jako celo¢iselnou linearni kom-
binaci jednoduchych kotfent. Dokonce lze ukazat néasledujici:

Véta: Kazdy kladny kofen lze vyjadiit jako nezapornou celociselnou linedrni
kombinaci jednoduchych koren.

Dikaz: Predpokladejme, ze existuje neprdzdnd podmnozina euklidovského
prostoru sestavajici z kladnych kofent, pro které tvrzeni neplati. Necht « je jeji
minimalni prvek v usporadani daném formou /. Potom « neni jednoduchy, a tedy
jej muzeme vyjadrit jako soucet 5 + . Protoze

Ha)=1(B+7)=1(6)+1(7),

je B,v < a. To je spor s minimalitou a. O]

Okamzitym dusledkem je také fakt, Ze zadny koten nelze zapsat jako line4rni
kombinaci jednoduchych kofent s koeficienty se smiSenymi znaménky. Proto jsme
se pri studiu Lieovych algeber zajimali pravé o jednoduché koteny. Tyto koteny
vybereme za reprezentanty vrcholi Dynkinova diagramu. Vysvétleme si tento
pojem. Dynkiniiv diagram je souvislé schéma sestavajici z n vrcholi e spojenych
liniemi®. Kazdy vrchol odpovida pravé jednomu jednoduchému kofenu. Nasobnost
linii pak udava thel a pomér délek mezi koteny.

Ptejdéme tedy ke grafickému znazornéni toho, jak mohou byt mezi sebou dva
kofeny v roviné uspofadany.

1. situace: kofeny spolu sviraji ihel ¢ = 7:
[ [

Pomeér jejich délek neni definovan.

2. situace: kofeny spolu sviraji tthel ¢ = %”
*—o

Pomeér délek kotent je H =1.

3. situace: koreny spolu sviraji tihel ¢ = %’r
—=e

Pomeér délek kotent je H = /2.

4. situace: kotfeny spolu sviraji tihel ¢ = %’r
—=0

Pomeér délek kotent je 1Bl — /3,

[l

Sy literatuie se lze téZ setkat s pojmem vazba
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Pritom Sipka > miii smérem ke kratSimu kofenu. Vyznam je stejny, jako u kla-
sického rela¢niho symbolu >, uzivaného pro porovnavani dvou ¢isel.

Pristi podkapitola pojednava o klasifikaci Dynkinovych diagrami. V pribéhu
jejich klasifikace prijdeme mimo jiné k nize uvedenym ¢tyfem diagramum:

Afbo—eo— .. —o—o (n>1)
Boe—e— .- —e==e (n>2)
Cho—e— ... —e=<e (n>3)

Dy e—e— - { (n>4)

Jiz zname algebry, jejichz kofenové miize odpovidaji pravé témto diagramiim.
Jsou to pravé algebry

sl, 1 C= A,
509,1C = B,
5, C = Cn,
50, C=D,,.

Uvazujme napiiklad algebru s(3C a podivejme se, zda
Ay e—e

je vskutku jejim Dynkinovym diagramem.
Jednoduchymi koteny této algebry jsou linearni formy

OélILl_LQ, OéQILQ—Lg.

Abychom spocitali jejich skalarni soucin na h*, potfebujeme najit hodnoty 7, a
T,,. Vezméme tedy nejprve kofen

a; = Ly — Ls.
Jemu odpovidajici prvek 7,, je definovan podminkou
VHebh:a,(H)=B(H,H,,),
kde H je diagonalni matice
H = diag (ay, as, a3)
s nulovou stopou. Spoc¢téme tedy nejprve levou stranu uvedené rovnice:
ay(H)=(Ly—Ly)(H)=Ly(H) — Ly (H) = a; — as.

Ptejdéme k pravé strané. Prvek H,, je jednim z generatoru podalgebry s,,, kterd
je izomorfni sl,C. Lze jej tedy vyjadrit jako

Ha1 = dlag (bl, bz, bg) .
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Pravou stranu rovnice tak miizeme vyjadrit jako
B (H, Hal) = 6 (a1b1 + CLQbQ —f- a3b3) s

cOZ znamena, ze

1 0
0 -1
0 0

o !
6

o O O

Nyni jiz miZeme spocitat 1y,:

9 9 1 1 0 0 1 0 0
Ty, =——+————Hy=—————--(0 -1 0]=(0 -1 0
" B(Hay Ha) ™ 6-55-(14+1) 61, o 0 0 0
Analogicky je
00 0
T.,=10 1 0 ].
00 -1
Hledané ¢islo ng, q, je tedy:
B B(T,,, T, (=1
na1a2 — 2 (061,062) — 2 ( 1 2) — 26 ( ) — _1
B (042, 062) B (TQQ, TQQ) 6-2

Tedy oba jednoduché koteny spolu sviraji tithel ¢ = %” a maji stejnou normu. Lze
je tedy reprezentovat dvéma vrcholy spojenymi jednoduchou vazbou.

Jiz jsme uvedli, ze v nadchézejici podkapitole klasifikujeme Dynkinovy di-
agramy. Ze vSech moznych schémat tak vytiidime pravé takova, ktera budou
geometricky piipustna. Tiebaze pojem pfipustny Dynkinuv diagram definujeme
v piisti podkapitole 3.3., ukazme si, pro¢ nemize existovat napiiklad diagram

*—6——0

Jde o diagram, ktery reprezentuje tii jednoduché koteny. Soucet thli, které tyto
kofeny mezi sebou sviraji, je 120° + 150° + 90°. Protoze tento soucet dava 360°,
lezi tyto tii kofeny v jedné roviné, a tedy nemohou byt linearné nezavislé. Pokud
bychom tedy pripustili vy$e uvedeny diagram, dostali bychom spor s linearni
nezavislosti téchto t¥i jednoduchych koten.
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3.3. Klasifikace Dynkinovych diagrami

Nyni jiz umime ¢ist v Dynkinovych diagramech. Vime také, Ze jednoduché
kofeny spolu mohou svirat pouze urcity thel a pravé tento fakt omezuje mozné
podoby Dynkinovych diagramii. Abychom mohli najit jejich seznam, je t¥eba de-
finovat, co je to pripustny Dynkinuv diagram.

Definice: Rekneme, ze Dynkiniv diagram o n vrcholech, kde kazdy par vrcholu
je spojen zadnou, jednou, dvéma nebo tfemi liniemi, je pFipustny, jestlize v eukli-
dovském prostoru existuje n linedrné nezavislych jednotkovych vektorti eq, ..., e,
m 2 3m 5w

takovych, ze thel mezi e; a e; je roven 7, 5%, °F, °F.

Hlavni klasifikaéni véta: Dynkinovy diagramy ireducibilnich kofenovych sys-
tému jsou prave

ALo—eo— —e—o (n>1)
Bioe—e— - —e==e (n>2)
Cho—eo— ... —e<e (n>23)

Ego—o—I—o—o—o—o

Foo—e==0o
Gqg ==

Tento seznam obsahuje vSechny vzajemné neizomorfni Dynkinovy diagramy.

Dikaz: Prvni dilezité pozorovani je, ze pro dva jednotkové vektory nabyva
skalarni soucin (e;, e;) hodnot 0, —%, —‘/75 nebo —‘/73. Velmi uzitecné vSak bude
nasledujici skutecnost a sice ze vyraz

4 (e;,e) =4 - cos’p = NasNga

odpovida poctu vazeb mezi e; a e;.
Postupné dokazeme nékolik tvrzeni. Pti jejich odvozovovani se budeme opirat
o néasledujici princip oznaceny O:

Tvrzeni 0: Libovolny poddiagram ptipustného diagramu, ziskany odstranénim
nékterych vrcholi a vSech linii do nich vedoucich, je rovnéz piipustny.

Dikaz: Toto tvrzeni je ziejmé, nebot kdyby byl uvazovany poddiagram ne-
pripustny, musel by byt nepfipustny rovnéz pivodni diagram, coZ je spor s
predpokladem O
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Tvrzeni 1: Existuje nejvyse n — 1 parta vrchola spojenych liniemi. Diagram ne-
obsahuje zadné smycky.

Dikaz: Uvazujme néjaky piipustny diagram. Pro vektory e; a e;, které re-
prezentuji dva jeho vrcholy, plati, ze

2 (ei,e;) =2-cosp;j € {0, 1,2, —\/5} :

« - n . [
Vezméme nyni vektor » "', e; # o. Druhou mocninu normy lze podrobnéji roze-
psat, jak ukazuje vypocet nize:

0< (Z e, Zei> = (e, e1)+ ...+ (en,en) + Z (€i,e5) + Z (ej,€) =

1<j i<t

n—I—QZ(ei,ej) = n+22(ei,ej).
i<j 1<j
Ve vyrazu ), ;2 (e;, e;) budou néktéré s¢itance nulové, nebot v nasem diagra-
mu mohou existovat dvojice vrcholi, které nejsou spojeny zadnou vazbou. Do
celkové sumy tak prispivaji jen pary spojené néjakym typem vazby. Podivejme
se, jaky maximalni pocet takovych pari muze v piipustném diagramu existovat.
Pokud nés zajima horni odhad, predpoklidejme, Ze nas diagram sestavi pouze z
jednoduchych vazeb. Ty totiz v absolutni hodnoté piispivaji nejméné do uvedené
sumy, nebot
2 (e, e;) = —1.

Aby zustala nerovnost zachovina, muze byt pocet paru spojenych jednoduchou
vazbou nejvyse n — 1. O]

Disledkem tohoto zavéru je fakt, ze pfipustny diagram neobsahuje smycky. V
opa¢ném piipadé by totiz uvazovana smycka sestavala ze stejného poctu vazeb,
jako je pocet vrcholi, coz je spor s tvrzenim 1.

Tvrzeni 2: Do zadného vrcholu nevedou vice nez tfi linie.

Dikaz: Predpokliadejme diagram, z jehoZz jednoho vrcholu, nazvéme ho ey,
vede néjaky typ vazby ke vSem zbyvajicim vrcholim. Podle predchoziho bodu
v8ak vrcholy es, ..., e, nesmi byt spojeny. Dostali bychom totiz vice nez n — 1
paru spojenych néjakou vazbou. Chceme tedy dokézat, ze

24 (e1,€;)° = 24 - cos’py ; < 4.
=2

J=2

Pro jednoduché vazby to znamend, Ze do jednoho vrcholu mohou vést bud 1, 2
nebo 3 jednoduché linie. Pokud budeme uvazovat také dvojné vazby, lze do jed-
noho vrcholu vést jednu jednoduchou a jednu dvojnou vazbu, popf. pouze jednu
dvojnou vazbu. Jestlize nakonec pfidame trojné vazby, pak jedinou moznosti je
pouze jedna trojna vazba spojujici v tomto ptipadé vrcholy e; a e;. Dokazme tedy
uvedenou nerovnost. Vime jiz, ze vektory es, ..., e, jsou jednotkové a navzijem
kolmé, nebot jim odpovidajici vrcholy nejsou spojeny zadnou linii. Protoze vektor
ey neni v jejich linedrnim obalu, bude platit tzv. Besselova nerovnost

1= (61,61)2 > Z (61,€j)2.
=2
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Suma na jeji pravé strané je kvadrat normy projekce vektoru e; do podprostoru
generovaného vektory es, ..., e,. Oznac¢ime-li tuto projekci é;, lze tuto nerovnost
zkracend napsat jako 1 = |le1]|? > ||é1]|*. Pripadné ji lze jesté vynasobit ¢ty¥mi,
¢imz ziskdme
n
2 2
4 =4 (617 61) > 24 (61, Gj)

J=2

Druhy bod je tak dokézany. O]

Tvrzeni 3: V kazdém pripustném diagramu, ktery sestava z retézce vrcholi spo-
jenych jednoduchou vazbou, kde pouze konce tohoto fetézce jsou spojeny vazbou
(obecné nasobnou) s jinymi vrcholy®, lze fetézec vrcholi redukovat na jeden vr-
chol a takto vznikly diagram je stale pfipustny.

Dikaz: Necht jsou ey, ..., e, jednotkové vektory, které po fadé odpovidaji vr-
choliim v Fetézci. Vrchol odpovidajici redukovanému Fetézci oznacme € = > . e;.
Uvazovany tetézec tedy reprezentujeme vektorem, ktery vznikne jejich souctem.
Je tieba, aby tento vektor byl jednotkovy, nebot by jinak nemohl reprezentovat
vrchol pripustného diagramu. Tedy

r

<Z e, Z ez-) = Z (ei,e;) +2((e1,e2) + (ea,e3) + ...+ (er_1,€))

=1

2T

:r+2<(r—1)008?) —r—(r—1)=1

Navic, vezmeme-li skalarni soucin vektoru € s ostatnimi vektory e;, obdrzime
vyraz
(€1, ¢;) + (e, €5) .

Pokud se e; nachazi vpravo’, zbyde pouze druhy s¢itanec, tedy

(é> ej) = (€T7€j> :

Jestlize se e; nachazi vlevo®, zbyde naopak prvni s¢itanec, takze

(e,e5) = (e1,¢5).

Vidime tak, Ze tento jediny vrchol je s vrcholy v rozvétvené ¢asti diagramu ve stej-
ném vztahu, jako byly oba plivodni konce. Pokud byl ptivodni diagram ptipustny,
bude tento redukovany diagram rovnéz piipustny. O]

Nyni k dusledkiim. Za¢neme postupné podle nasobnosti vazeb, takze skrze
predchozi body miizeme ihned nahlédnout, Ze existuje pouze jeden diagram s
trojnou vazbou. V opa¢ném piipadé bychom piekrocily povoleny pocet vazeb,
které mohou vést do jednoho vrcholu. Je to diagram, ktery odpovida jedné z
vyjimecnych Lieovych algeber a ve vySe uvedeném vyctu je oznacen Gs.

bve specidlnim piipadé s jednim vrcholem

"tedy je spojen ur¢itym typem vazby s koncem pivodniho fetézce
8tentokrat je spojen ur¢itym typem vazby se zatatkem pivodniho fetézce
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Z naseho seznamu piipustnych Dynkinovych diagramu déle vidime, Ze na
konci diagramu se vyskytuje vzdy nejvyse jedna dvojna vazba

—e—e
Kdyby se dvojna vazba vyskytovala na obou koncich diagramu:
mohli bychom jej podle tvrzeni 3 redukovat na diagram

o—eo—9o

z jehoz jednoho vrcholu vychézi ¢tyti linie ke zbylym dvéma sousednim vrcholim,
co7 je ve sporu s tvrzenim 2.
Ze stejného duvodu miize Dynkiniv diagram obsahovat nejvyse jeden trojny

uzel?

Pro nézornost si pfedstavme nejjednodussi moznou situaci. Retézec vrchold spo-
jenych jednoduchou vazbou, obsahujici dva trojné uzly na koncich

Podle tvrzeni 3 bychom jej mohli redukovat na vrchol, z kterého vedou ctyfti
jednoduché linie ke zbylym ¢tyfem vrcholim

Rt

Takovy diagram vsak zakazuje tvrzeni 2.
Stejné tak neni mozné, aby Dynkintiv diagram obsahoval dohromady dvojnou
vazbu a trojny uzel. Jde o stejny princip, jako v pfedchozim piipadé:

Tvrzeni 4: Diagram

el es e3 eq es

neni pripustny.
Dikaz: Uvazujme vektory v = aje; + ases a w = ases + asey + azes se zatim
neznamymi koeficienty ag, ..., as. Snadno spo¢teme normy obou vektort

HUH2 = (v,v) = (a1e1 + azes, are1 + ases)

2m
= aj + 2a;1az oS- + a3 = ai + a3 — ajas.

%tzn. vrchol, z kterého vedou tii jednduché linie ke t¥em jinym vrcholiim
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Dale
||w||2 = (w,w) = (ages + asey + ases, azes + aseq + ases)

2., 2, 2 2 27 2., 2 2
= a3 + aj + ay + 2azay cos? + 2a4a5 cos? = a3+ ay + az — asas — a4as.

Nakonec

3T V2

(v,w) = (are1 + aseq, asesz + ageq + ases) = asas CO8— = = ——-0203.

Chceme najit hodnoty aj,...,a5 € R tak, abychom ziskali spor s Cauchyho-
Schwarzovou nerovnosti, kterd 1ik4, Ze pro linearné nezéavislé vektory v, w plati

2
(v,w)” < [Jo]*[lw]]*

Po dosazeni a upravach dostaneme

a; _ag
[o]* {|w]}?

Oba c¢initele na levé strané nerovnosti je tfeba maximalizovat. Podivejme se na
prvniho ¢initele
2 2
) a3

vl af + a3 — araz’
Stacionarni bod je feSenim soustavy rovnic
o [ a a3 (ay — 2ay)
0 2] T 2 2 7 =0,
ai ”UH (&1 + a3 — Cllag)
0 ( a3 ) _ 2a5 (af + a3 — ayaz) — a3 (2a2 — ay)
dax \ [[v[] (a3 + 0} — ayaz)”

V piipadé prvniho ¢initele je tedy hledanou podminkou

=0.

as = 2a;.
Lze napft. zvolit a; = 1 a vektor v bude mit vyjadieni
v = ey + 2e,.
Pro druhého ¢initele

2 2
as as

lwl ~ af + af + af — asas — auas

0 < a3 _ 2a3 (a3 + af + a2 — asay — asa5) — a3 (2a3 — ay) _0
| o -

2
(a3 + a3 + a2 — azay — aqas)

0 ( as ) B —a? (2a4 — a3z — as) 0
604 ||w||2 (CL% + CL?L + ag — azay — a4a5)2
a
0 ( a; ) B —a? (2a5 — ay) 0
Oas \|w|*/ (a3 + a3 + a2 — asas — asazs)”
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Tato soustava rovnic je splnéna tehdy, kdyz
as = 3as, ay = 2a;
s tim, Ze muzeme polozit a; = 1. Tedy

w = 3€3+264+€5.

Pak
a3 4 a3 3
[l 37 fJwl® 27
a tedy
ai  a? 4 3

ol flwl* 3 2

Takze dvojice linearné nezavislych vektori v = e; +2e5 a w = 3e3+2e4+ €5 nespl-

nuje ostrou Cauchyho-Schwarzovu nerovnost, coz neni mozné. O

Z dosud dokadzanych tvrzeni plyne, Ze jediné diagramy, obsahujici dvojnou
vazbu, jsou B, C, a Fy.

Podivejme se na diagramy obsahujici pouze jednoduché vazby a 1 trojny uzel.

Tvrzeni 5: Diagram

€3 €2 €1 €4 €5

E €6
€7

_ 2e3+e3 _ 2e4te5 _ 2es+ e

Uy = \/§ , U2 \/§ , U3 T

Tyto vektory jsou jednotkové a navzdjem kolmé. Vektor e; navic nelezi v jejich
linearnim obalu. Oznac¢ime-li €; projekci vektoru e; do podprostoru generovaného
vektory uy, uy a us, bude platit [e;]|? > [|é1]|%. Protoze také ||&, ]| = 327, (e1,u;)’
a zaroven

(el’ 262—\/263) - % (1, e2) + % (e1,€3) = % (—%) +0= _%

stejné tak, jako

neni pifipustny.
Dikaz:Uvazujme vektory

(6 2€4+€5) . (6 2€6+€7) . _L
1 \/g 1 \/g \/§7

ziskdme podle Besselovy nerovnosti
1= [leg]* > (er,w)” + (er, u2)® + (e1,u3) = 1,

cOZ je Spor.
Podivejme se podrobnéji, jak jsme postupovali v tomto ptipadé a zkusme
uvedeny postup zobecnit. Pozadujeme, aby

(e1,u1)* + (e1,u9)” + (e1,u3)* = 1.
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Protoze vSechny vétve diagramu jsou stejné dlouhé!®, prifadime skalarnim sou-
¢inum stejnou vahu % Jak zvolit vektor u;? NapiSme si nejprve jeho obecné
vyjadreni

Q9€o + aszeés

HCL2€2 —+ 6363” .

Uy =
Tento vektor je jisté jednotkovy. Pozadujeme také, aby

_ag(er,e) +az(er,e3) az - (—3) _ 41
(61,U) _ = :t\/g

lases +azes|| (/a2 + a2 — azas

Pro jednoduchost zvolime as = 2, a tim padem musi byt
Ha2€2 + Cl3€3”2 = 3,

coz je kvadraticka rovnice
ag + a?,, — asas = 3.

Dosazenim za ay pak ziskdme rovnici
ag —2a3+4 =3,
kterou lze jesté zjednodusit na tvar
(as —1)*> = 0.

To znamend, Ze a3 = 1. Ze symetrie diagramu ziskdme zaménou indexu zbylé
vektory us a us.

Tvrzeni 6: Diagram
es eq e3 el €6 er €g

I €2
neni pfipustny.

Dikaz: Najdéme vektory wy, us, us tak, aby
(er,un)” + (e1,u2)” + (er,us)” = 1.

Pak nés Besselova nerovnost dovede opét ke sporu. Tyto vektory najdeme ob-
dobnou cestou, jako v minulém odstavci. Pozadujeme tedy, aby byly jednotkové,
navzajem kolmé a aby vektor e; nelezel v jejich linearnim obalu. Nejprve bychom
tedy chtéli najit vyjadieni vektoru
aey
Uy = ——.
laes |

Vzhledem k vySe uvedenym pozadavkim vSak pro tento vektor existuje pouze
jedind moznost, jez je dana volbou

Uy = €9.

Nyni je tedy
1
(61, 62)2 = Z

1%5inymi slovy obsahuji stejny pocet vrcholil
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Protoze mé nas diagram opét symetrii, zkusme zbylym skalarnim soucintim pii-
radit stejné hodnoty tak, aby

(617u2)2 - (61,U3)2 = 3.

o PP 2 o
Rozepisme skalarni soucin (eq, uz)” podrobnéji:

2
a3 - (—3) 3
V@i + a; + a2 — azay — agas 8

2
as

Zjistime, ze

3
a2+ a3 + a2 — azay — agas 2
a pokud zvolime as = /3 musi byt

2 2 2
asz + ay + az — asaq — asas = 2
Dosazenim do této rovnice za ag ziskdme rovnici
2 2
3—|—a4—|—a5—\/§a4—a4a5 =2,
kterou vyfesime vzhledem k parametru as. Upravime ji tedy na tvar

az — asas + <ai —V3ay + 1) =0.

Diskriminant

D:ai—4<ai—\/§a4+1>
musi byt nezadporny, coz je ekvivalentni s nerovnici
—3a2 4 4v3as — 4 > 0.
Diskriminant této nerovnice je vSak nula, takze jedinym reSenim je dvojnasobny
koten
443  2V3
6 3

Opétovnym dosazenim do puvodni rovnice ziskame

ay —

4 2v/3
3—|—§+a§—2— 35 = 2
a Upravou
2v/3 1
a?— \3/_6154—5_0

Resenim j je samoziejmé opét dvojnasobny kofen. Jeho hodnota je a5 = ‘[

Shrneme tedy nase vysledky: as = /3, as = 2‘[ aas = ‘f . Protoze je dlagram
symetricky, ziskaAme pieindexovanim stejny Vysledek také pro vektor us.
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Explicitné tedy mame
Uy = €2,

Uy = \/§ )
Uz =

V2

Pokud tyto vyrazy jesté rozsitime zlomkem %, dostaneme thlednéjsi vyjadieni:

Uy = €z,

u 363+2€4—|—65

2= T =
V6

. 366+2€7+68

Uz =
’ V6

Tvrzeni 7: Diagram
€4 e3 el es eg er es €9

l.

neni pripustny.
Diikaz: Muzeme se jiz inspirovat predchozimi jednodussimi p¥ipady. Zvolime

U1 = €9
s tim, Ze
5 1
(617 Ul) = Z
Déle zvolime
2e3 + ey
Uy = ——F——
V3
a jak uz vime, bude
1
(61,U2)2 = §
To znamena, ze vektor uz by mél byt zvolen tak, aby platilo
)
2 [ —
(617 Ug) - 127

protoze potom
(617U1)2 + (617U2)2 + (eq, U3)2 =1

Podivejme se, kam nés tato hypotéza zavede a vyjadieme si vektor us v obecném

tvaru:
ases + ag€s + arer + ageg + agey

Ug = .
° llases + ases + arer + ases + ageg|

Pozadujeme, aby

1
2 _ az - (3) _ 0
(e1,us)" = 53— —5 12
ag + Qg + az + ag + g — a50¢ — AgQ7 — Q708 — AgAg 12
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Zvolime tedy as = /5, a potom musi byt
2 2 2 2 2
as + ag + a7 + ag + ag — asas — aga7 — arag — aAgAy = 3.

Nyni je tfeba najit feSeni této rovnice s tim, Ze jiz znédme koeficient as. Pokud

se inspirujeme postupem u minulého diagramu, nabizi se zvolit ag = \/Lg = ‘/?5,

ag = %5 aay = %5 Zbyva tedy dopocitat koeficient ag, ktery je feSenim rovnice

, 8V5 16

5 5
Tak zjistime, ze ag = %5. Dohromady tak mame

Uy = €2,
2e3 + ey
Uy = ————,
2 \/3
\/565 + %566 + %567 + %568 + \/?569
V3 '

Posledni zlomek 1ze jesté upravit'' na tvar

Uus =

_ 9es +4eg + 3er + 2es + €9

Ua =
’ V15

Pro prehlednost uvedeme pohromadé vSechny vektory:

Uy = €2,

263"‘64
Uy = ——=—,
V3

. 565 + 466 + 367 + 268 + €9

Ua =
’ V15
Takto zvolené vektory opét vedou ke sporu. O
Disledkem téchto tvrzeni je, Ze jediné piipustné Dynkinovy diagramy s jedno-
duchymi vazbami jsou A, D,, Eg, E7, Eg a véta je tedy dokazana. O

Hyozsitenim zlomkem %
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3.4. Trojné uzly Dynkinova diagramu

V nésledujicich odstavcich se pokusime zobecnit uvahy, jichz jsme v minulé
podkapitole uzily pro trojné uzly. Pro ziskani sporu bylo tieba zvolit jistym zpii-
sobem trojici vektort u;, us a uz. Pro Fetézce délky'? 1 az 5 jsme prostiednictvim
predchozich Gvah postupné dostali:

délka 1 Uy = €9,

délka 2 u; = 262%,

delka 3 uy = Fet2ates

4 __ Seat4e3z+3es+2es+-e6
délka 5 u; = it )

Doposud jsme se vSak nesetkali s pfipadem fetézce délky 4. Zkusme jej proto
doplnit. Citatel je zifejmy:
462 + 363 + 264 + e5.

Druha mocnina jmenovatele je pak sou¢tem koeficienti vystupujicich u vektori e;
v Citateli. Jsou to vlastné trojihelnikova &islal®, ktera jsou vyjadiena piedpisem

0 — n(n + 1).
2
Vektor u; pro fetézec délky 4 tedy bude vypadat takto

délka 4wy = detdatlentes

A obecné pro fetézec délky n bude

nea+(n—1)es+...+en+1
\/n(n+1) :
2

Nyni, kdyz umime vyjadtit vektor u;, ¢+ = 1,2,3, pro fetézec vrcholi libovolné
délky, miizeme provést analogické tvahy, které nés diive pfivedly ke sporu s Bes-
selovou nerovnosti, a zjistit, jakd je souvislost mezi ,zakdzanym® trojnym uzlem
Dynkinova diagramu a délkou jeho jednotlivych vétvi. Jedna hypotéza se nabizi.
Odted vSak budeme misto pojmu ,délka fetézce“ (DR) pouZivat pojem ,délka
vétve* (DV), ktery definujeme takto

DV =DR +1.

délkan u; =

Pod délkou vétve tedy budeme rozumnét pocet vektori e; véetné uzlového vektoru
e1. Vsimnéme si tedy nejprve algebry Dy, nebot jde o ptipad povoleného trojného

uzlu
Dy oe—«

12délkou Fetézce myslime pocet vrcholtt dané vétve mimo vrchol reprezentovany vektorem eq;
lze také Tici, ze je to pocet jednoduchych vazeb v daném fetézci

13jinymi slovy jde o soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti a,, s diferenci d = 1, kde
prvni ¢len a; mé hodotu 1
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Secteme-li prevracené hodnoty délek jednotlivych vétvi, ziskdme

Lililogoy

2 2 2 277
Budeme-li prodluzovat horizontalni vétev, dostaneme postupné nésledujici dia-
gramy a jim odpovidajici soucty prevracenych hodnot délek jejich vétvi

1+1+1—11>1
3 2 2 73 ’
Dg o—e—o—«
1+1+1—11>1
42 2 4 ’
D, o—o—o—o—<
1+1+1—11>1
5 2 5
Obecné je ziejmé
1 1 1

1
—4+-4+-=1->1.
n+2+2 n

Pak zde mame jesté pripustné diagramy vyjimecnych Lieovych algeber, které
jsou rovnéz trojnymi uzly. Jde o algebry Eg, E; a Eg. Podivame-li se na délky
vétvi, zjistime postupné stejné relace. Nejprve tedy

%c—*—f—*—*

Ll

2 3 377

&e—*—T—+—*—4
1 1 1

L
5311~

%'—*—T—4—4—+—4
L + = + ! > 1
2 3 5 '
Vzpomeneme-li naopak na tfi trojné uzly, které jsme jiz vyloucili, zjistime, ze
mezi souctem pievracenych hodnot délek vétvi a ¢islem 1 plati opac¢néa relace

a nakonec



1+1+1_1
2 4 4 7
1+1+1_1
2 3 6

Je ztejmé, Ze tyto tii piipady jsou hrani¢ni v tom smyslu, Ze kdybychom pro-
dlouzili nékterou z vétvi, dostali bychom se pod hodnotu 1. To souvisi s tim, Ze
naddiagram nepifpustného diagramu je rovnéz nepfipustny'®.
Mame tedy hypotézu, kterd ¥ika, ze jsou-li p,q,r délky vétvi trojného uzlu,

pak pro nepiipustny Dynkintv diagram plati

1 1 1

- +-+-<1

p q T
Ukazeme, 7e tato hypotéza je pravdiva a jeji obsah lze formulovat ve tvaru ekvi-
valence.

Véta: Necht p, g, jsou délky vétvi trojného uzlu Dynkinova diagramu. Potom
plati, ze Dynkintv diagram je nepiipustny praveé tehdy, kdyz
1 1 1
-+-+-<1
p q T
Dikaz: Vyjadieme vektory u;, 1 = 1,2, 3, pomoci délek p, g, r jim ptislusnych
vétvil®

e — (p—1)ea+(p—2)es+...+ ¢
1 — )

Uy = (=1 epr1+(@—2)eprat ... +eprga
(a=1)g ’

[\

(r—1)eg1+(r—2)egra+ ...+ €prgrro

Uz =

Plati

(elaul)2 = ( = )

(617 U2)2 - (

2 p—
(61,U3) T (r=1)r o

4ide jen o ekvivalentni vyjadieni tvrzeni 0
15drzime se stejného znadeni, jako v piedchozich specidlnich p¥ipadech
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Pro ziskani sporu potfebujeme, aby

3
p—1 q¢g—1 r—1
H€1|| Py (el’u) 2p * 2q * 2r

Upravme proto nerovnici

>1
2p + 2q + 2r =
Tak ziskame
1 1 1
l-——4+1—-—-+1--2>2
p q r
a posléze
11 1
—4+-4+-<1
p qg T
To vSak znamené, Ze nase hypotéza je pravdiva. O

Tim jsme tedy splnili hlavni cil tohoto textu. Podafilo se nam klasifikovat
Dynkinovy diagramy a muzeme dokonce fici, ze jsme soucasné klasifikovali vSech-
ny Lieovy algebry. Vysledkem tak je, Ze existuji ¢tyfi nekonecné série v podobé
algeber sl,,11C, 509,11C, sp,,C a s0,,C a pét samostatnych kusii, kterymi jsou
algebry Go, Fy, Eg, E; a Eg. V pripadé klasickych Lieovych algeber to je zfejmé,
nebot jiz vime, ze prvni ¢tyti Dynkinovy diagramu skutec¢né odpovidaji algebram,
které jsme studovali v tomto textu avsak totéz nelze fici o zbylych Dynkinovych
diagramech. Ve skutecnosti je pro tyto diagramy jesté tfeba ukazat, ze k nim ta-
ké existuje prislusna Lieova algebra. To zdaleka neni jednoducha otazka, tiebaze
odpovéd je kladna. Ctenaf se o této problematice muze dozvédét vice v textu
|[FHI1|, kde je podrobné rozebran piipad algebry Go.
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Zaveér

V této praci jsme se zabyvali Lieovymi algebrami s pfihlédnutim k jejich ko-
fentim. Poté jsme provedli jejich klasifikaci pomoci Dynkinovych diagrami.

Zprvu jsme uvedli zédkladni pojmy, jako Lieova algebra a adjungované repre-
zentace. Odtud jsme pfFesli k hledani Lieovych algeber na zékladé znalosti jejich
Lieovych grup.

Pak jsme nalezli nenulova vlastni ¢isla reprezentace ad a ziskali tak seznam
kotfenti dané Lieovy algebry. V tomto seznamu jsme zavedli usporadéani, které
nam umoznilo provést disjunktni rozklad mnoziny R na kladné a zaporné koteny.
Jiz pro ucely kapitoly 2 jsme definovali pojem jednoduchy kofen, tiebaze jsme
nékteré vlastnosti jednoduchych kofenu dokéazali az v pristi, tedy 3., kapitole.

Prvni ¢ast této 3. kapitoly jsme zahéjili definici Killingovy formy, kterd nam
umoziuje mérit relativni velikost kofenu a thly, které mezi sebou sviraji. Defino-
vali jsme také formélni kofenovou miiz. Diky této definici jsme odvodili mnohé
vlastnosti kotent, které nas nakonec privedly k formulaci pojmu Dynkinova dia-
gramu. Zbytek kapitoly je vénovan diikazu hlavni klasifika¢ni véty.

Za nejvetsi prinos této prace povazujeme podrobné provedeni klasifikace Dyn-
kinovych diagramii, ktera je pro ndzornost doplnéna jejich ilustracemi.
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