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Abstract: The thesis investigates the issue of change in slope of the regression line
in panel data. The first part is devoted to change-point detection in one panel,
whereas the break date is known. We show that the proposed statistic follows an
asymptotic chi-square distribution with one degree of freedom. Subsequently, we
derive a consistent estimate for the error term variance so that we can obtain a
test for a change at a known break date. This result is further generalized to a fixed
number of time series. The fundamental part of the thesis is concerned with the
issue of estimating the change-point in case it is unknown. The common break
date estimate is obtained by minimizing the sum of squared residuals over all
permissible break dates. It is shown that the break date estimate is asymptotically
normally distributed and that the parameter estimates derived by least squares
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Panelová data

Panelová data vznikají kombinací průřezových a časově uspořádaných dat.
Po časové období T je pozorována skupina N subjektů. V jednom časovém oka-
mžiku se tedy jedná o průřezová data, jež nejsou přirozeně uspořádaná, zatímco
pozorování příslušná jednomu panelu tvoří časovou řadu.

Datové soubory, které je vhodné analyzovat metodami pro panelová data, jsou
charakteristické tím, že opakovaně pozorujeme v jistém smyslu podobné jednotky,
které bychom při samostatné analýze modelovali modelem se stejnou strukturou.
Jako příklad panelových dat lze uvést směnné kurzy skupiny měn vůči dolaru
uvedené v denních záznamech v daném časovém období. Pozorované subjekty se
po toto časové období nemění. Obecně je možné uvažovat panely s různými po-
čty pozorování, zde však budeme pracovat pouze s daty, kde se počty pozorování
u jedinců neliší - jedná se tedy o vyvážená data.

Metody analýzy panelových dat jsou aplikovány v nejrůznějších oborech, např.
v ekonomii (vývoj měnových kurzů), sociologii (opakované výzkumy volebních
preferencí), marketingu (dlouhodobé výzkumy sledovanosti médií), zdravotnic-
tví, bankovnictví a pojišťovnictví. Přínosem panelových dat oproti průřezovým
datům nebo jedné časové řadě je zejména mnohem větší různorodost dat a dosta-
tek pozorování. Opakovaná pozorování panelu nám umožňují v datech zkoumat
složitější vztahy a modelovat jejich dynamiku a vzájemné chování mezi jednot-
livými subjekty. Více o panelových datech a modelech, které je možné používat
pro jejich analýzu, se lze dočíst v knize Baltagi (2013).

V následujících kapitolách budeme používat pro panelová data značení
Xit, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T . Indexem i budeme značit průřezovou dimenzi
dat, indexem t jejich časovou dimenzi.

Z hlediska analýzy panelových dat je důležité se zamyslet nad počtem panelů
a počtem pozorování v časovém období, které máme k dispozici pro každý panel.
V této práci se budeme zabývat daty, kde N je konečné a T → ∞. Nejprve
budeme uvažovat jen jeden panel (tedy N = 1), následně zobecníme výsledky
pro libovolné pevné N .
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1.2 Detekce změn v panelových datech

Detekce změn (anglicky change-point analysis) je souhrnné označení pro pro-
cedury určené k ověřování stability statistického modelu. Důležitým případem
nestability modelu jsou strukturální změny (structural breaks). V takovém pří-
padě v průběhu pozorování došlo ke změně charakteru panelových dat a je nutné
po tomto okamžiku model pozměnit. Časový okamžik, ve kterém tato změna
nastala, bývá označován jako bod změny (change-point). Při detekci změn zjišťu-
jeme, zda nějaká změna v charakteru dat nastala a pokud ano, pak v jakém čase.
Dalším přirozeným rozšířením metod pro detekci změny v datech je pak detekce
mnohonásobných změn.

Společné změny charakteru časových řad subjektů v panelových datech se
hojně vyskytují v ekonomii, průmyslu a dalších oborech. Jako příklad si uveďme
působení celosvětové hospodářské krize na ekonomiky států nebo vliv ceny ropy
na produkci zboží v mnoha zemích.

Nejčastěji používanými modely pro detekci strukturální změny v panelových
datech jsou modely se skokovou změnou (mean shift model), modely se společnou
změnou v lineárním trendu (joint broken trend) a modely se skokovou změnou
i změnou v lineárním trendu (local disjoint trend). V těchto modelech je čas
změny neznámý, T je velké a N může být pevné nebo také jdoucí do nekonečna.

V dalších kapitolách se budeme zabývat pouze modely se změnou v lineárním
trendu. Více o modelech se skokovou změnou a jejich zobecněních se lze dočíst
např. knize Csörgő a Horváth (1997) a v článku Kim (2011).

Model se skokovou změnou

Předpokládáme, že pozorujeme panel o rozsahu N s T pozorováními pro každý
subjekt. Definujme model se skokovou změnou jako

Xit = µi + γiI(t > t0) + eit, i = 1, . . . N, t = 1, . . . T, t0 < T,

kde µi, γi jsou neznámé parametry, přičemž µi lze někdy považovat za náhodné.
Parametry γi mohou záviset na T i N, pozorování tedy máme ve tvaru {Xit =
Xit(T,N), 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ t ≤ T}. eit jsou náhodné chyby (v ekonometrii
často označované jako disturbance), pro které platí E eit = 0, var eit = σ2i , i =
1, . . . N, t = 1, . . . T . Pro pevné i je {eit, t ≥ 0} časová řada. Čas t0 se nazývá
bod změny. V něm se µi změní na µi + γi. Testovaná hypotéza stability modelu
se formuluje jako

H0 : γi = 0 ∀ i = 1, . . . , N, t0 < T.

Více o odhadech v tomto modelu lze nalézt v článku Horváth a Hušková
(2012). Často se předpokládá, že náhodné chyby {eit, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ t ≤ T} jsou
nezávislé. Jelikož je však někdy takový předpoklad nerealistický, existují i články,
které pracují s modelem umožňujícím určitou formu interakce mezi panely, např.
model
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Xit = µi + γiI(t > t0) + τiηt + eit, i = 1, . . . , N, t = 1, . . . , T, t0 < T,

kde ηt, 1 ≤ t ≤ T, jsou náhodné veličiny, τi, 1 ≤ i ≤ N, jsou tzv. zátěžové faktory
(anglicky loading factors) a {eit, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ t ≤ T} jsou nezávislé náhodné
veličiny s vlastnostmi jako výše. Tímto modelem se zabývají články Antoch a kol.
(1995) a Horváth a kol. (2015).

Model se změnou v lineárním trendu

Model se změnou v lineárním trendu definujeme jako

Xit = µi + βit+ δi(t− t0)+ + eit, i = 1, . . .N, t = 1, . . . T, 1 < t0 < T, (1.1)

kde a+ = max{a, 0}, µi, βi, δi jsou neznámé parametry, přičemž µi, βi lze někdy
považovat za náhodné. Pro náhodné chyby eit platí E eit = 0, var eit = σ2i , i =
1, . . . N, t = 1, . . . T . Pro pevné i je {eit, t ≥ 0} časová řada. Čas t0 se nazývá bod
změny. V tomto modelu nedochází ke skoku, ale změna je postupná. Hypotézu
stability modelu pak formulujeme jako

H0 : δi = 0 ∀ i = 1, . . . , N, 1 < t0 < T.

Speciálním případem modelu se změnou v lineárním trendu je model

Xit = µi + δi(t− t0)+ + eit, i = 1, . . .N, t = 1, . . . T, 1 < t0 < T,

který získáme z modelu (1.1) položením βi = 0, 1 ≤ i ≤ N . Tento speciální případ
byl popsán v článku Hušková (1998) pro N = 1.

Model se skokovou změnou a změnou v lineárním trendu

Model se skokovou změnou a změnou v lineárním trendu zobecňuje předchozí
dva modely - připouštíme v něm ve stejném čase pro všechny řady jak skokovou
změnu ve střední hodnotě, tak změnu ve směrnici lineárního trendu. Definujeme
ho jako

Xit = µi+βit+γiI(t > t0)+δi(t−t0)++eit, i = 1, . . .N, t = 1, . . . T, 1 < t0 < T,

kde µi, βi, γi, δi jsou neznámé parametry, přičemž µi, βi lze někdy považovat
za náhodné. Pro náhodné chyby eit platí E eit = 0, var eit = σ2i , i = 1, . . .N, t =
1, . . . T . Pro pevné i je {eit, t ≥ 0} časová řada. Čas t0 se nazývá bod změny.
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Kapitola 2

Test pro detekci změny ve
směrnici

V této kapitole se budeme věnovat výhradně modelu se změnou v lineárním
trendu, který jsme již uvedli v předchozí kapitole (vzorec (1.1)).

Nechť Xt, 1 ≤ t ≤ T, je časová řada, jejíž deterministická složka má tvar
µ+βt pro nějaká µ, β. Pokud se domníváme, že v modelu, kterým se tato časová
řada řídí, mohlo dojít ke strukturální změně, chtěli bychom testovat hypotézu,
zda se nezměnila v nějakém okamžiku t0 (1 < t0 < T ) směrnice regresní přímky.

V jednodušším případě máme podezření, že změna směrnice mohla nastat v
určitém čase t∗. Pokud nevíme, v jakém čase mohla změna nastat a zajímá nás,
zda někdy během pozorování nastala, jedná se o složitější situaci. V této kapitole
se budeme zabývat oběma případy a dokázané výsledky rozšíříme v následující
kapitole na použití v panelových datech.

V sekci Test detekce změny při daném t0 odvodíme konzistentní test pro testo-
vání hypotézy, zda se směrnice přímky v jednoduchém regresním modelu změnila
právě v tomto bodě. Pro odvození tohoto testu je klíčová věta 4 o asymptotickém
rozdělení navržené statistiky a spolu s ní i věta 6 týkající se konzistence odhadu
rozptylu.

Další sekce se věnuje odvození vlastností odhadu bodu změny při t0 nezná-
mém, kdy nejprve ve větě 12 odvodíme asymptotickou normalitu vhodně znor-
movaného odhadu a následně dokážeme konzistenci odhadů parametrů v modelu
(2.1) i konzistenci odhadu rozptylu ve větě 14. To nám umožní zformulovat sta-
tistiku, díky níž lze zkonstruovat interval spolehlivosti pro bod změny.

V této a následující kapitole se budou často vyskytovat poměrně komplikované
vzorce. V rámci zpřehlednění zápisu budeme tam, kde to není matoucí, vynechá-
vat u sum indexy, přes které danou sumu počítáme, tj. místo

∑T
t=1 . . . budeme

psát zjednodušeně
∑

. . . . V případech, kdy se nejedná o meze od 1 do T , budeme
meze psát. Zdůrazněme, že celá kapitola se bude zabývat jediným panelem, tedy
speciálním případem N = 1. Kvůli lepší čitelnosti budeme vynechávat index i.
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2.1 Model s regresní přímkou

V celé kapitole budeme uvažovat model

Xt = µ+ βt+ γ(t− t0)+ + et, t = 1, . . . , T, 1 < t0 < T, (2.1)

kde et jsou nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny a platí E et = 0, var et =
σ2, 0 < σ2 < ∞, t = 1, . . . , T .

µ,β,γ jsou neznámé parametry, přičemž µ, β lze někdy považovat za náhodné.
Čas t0 značí bod změny ve směrnici modelu jednoduché regrese. Pokud v modelu
k žádné změně nedošlo, je zřejmě γ = 0 nebo t0 = T .

V celé kapitole budeme předpokládat, že

t0 = ⌊Tθ⌋ (2.2)

pro nějaké θ ∈ (0,1).

2.2 LS odhad µ, β, γ pro známé t0

Pro pevné t0 nyní metodou nejmenších čtverců odvodíme odhady parametrů
µ, β, γ. Označme α = (µ, β, γ)⊤. Odhady parametrů získáme minimalizací rezi-
duálního součtu čtverců. Získané odhady závisí na t0, proto bychom měli správně
psát µ̂(t0), atd. Nyní budeme kvůli zjednodušení zápisu závislost na t0 vynechá-
vat, později se však budeme muset vrátit k tomuto komplikovanějšímu značení.

Věta 1. Nechť Xt,1 ≤ t ≤ T , jsou náhodné veličiny splňující model (2.1), potom
odhady α = (µ, β, γ)⊤ získané jako

α̂ = argmin
α

S(α),

S(α) =
T
∑

t=1

(Xt − µ− βt− γ(t− t0)+)
2

lze vyjádřit následovně:

µ̂ = X̄t − β̂T̄ − γ̂
1
T

∑

(t− t0)+,

β̂ =
1

∑

(t− T̄ )2

(

∑

Xt(t− T̄ )− γ̂
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)

,

γ̂ =

∑

(j − T̄ )2
∑

(Xt − X̄T )(t− t0)+ −
∑

t(Xt − X̄t)
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
∑

(j − T̄ )2
[
∑

(t− t0)2+ − 1
T
(
∑

(t− t0)+)
2]−

(
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2 .

(2.3)
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Důkaz. Zderivováním S(α) získáme podmínky pro α̂:

T µ̂+ β̂
∑

t+ γ̂
∑

(t− t0)+ =
∑

Xt, (2.4)

µ̂
∑

t+ β̂
∑

t2 + γ̂
∑

t(t− t0)+ =
∑

tXt,

µ̂
∑

(t− t0)+ + β̂
∑

t(t− t0)+ + γ̂
∑

(t− t0)2+ =
∑

(t− t0)+Xt.

Označme T̄ = 1
T

∑T
t=1 t. Po vyjádření µ̂ z (2.4) a dosazeni do druhé a třetí

rovnice máme

µ̂ = X̄T − β̂T̄ − γ̂
1
T

∑

(t− t0)+,
∑

tXt − X̄T

∑

t = β̂
(

∑

t2 − T T̄ 2
)

+ γ̂
(

∑

t(t− t0)+ − T̄
∑

(t− t0)+
)

,
∑

(t− t0)+Xt − X̄t

∑

(t− t0)+ = β̂
(

∑

t(t− t0)+ − T̄
∑

(t− t0)+
)

+ γ̂

[

∑

(t− t0)2+ − 1
T

(

∑

(t− t0)+
)2
]

.

Pro odhady parametrů β̂ a γ̂ tedy platí

β̂ =
1

∑

(j − T̄ )2

(

∑

Xt(t− T̄ )− γ̂
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)

γ̂ =

∑

(Xt − X̄T )(t− t0)+ − β̂
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
∑

(t− t0)2+ − 1
T
(
∑

(t− t0)+)
2 .

Dosazením odhadu β̂ do vyjádření pro odhad γ̂ máme nakonec, že

γ̂ =

∑

(j − T̄ )2
∑

(Xt − X̄T )(t− t0)+ −
∑

t(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
∑

(j − T̄ )2
[
∑

(t− t0)2+ − 1
T
(
∑

(t− t0)+)
2]−

(
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2 .

k

Lemma 2 (Vlastnosti γ̂). Pro odhad γ̂(t0) z věty 1 v modelu (2.1) platí

E γ̂(t0) = γ,

var γ̂(t0) = σ2
∑

(j − T̄ )2
∑

(j − T̄ )2
[
∑

(t− t0)2+ − 1
T
(
∑

(t− t0)+)
2]−

(
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2 .

Důkaz. Za platnosti modelu (2.1) platí

E Xt − E X̄T = β(t− T̄ ) + γ

(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(j − t0)+

)
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Po dosazení do (2.3) se členy s β odečtou a v čitateli máme
∑

(j − T̄ )2
∑

γ

(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(j − t0)+

)

(t− t0)+

−
∑

tγ

(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(j − t0)+

)

∑

(i− T̄ )(i− t0)+

= γ

{

∑

(j − T̄ )2
[

∑

(t− t0)2+ − 1
T

(

∑

(t− t0)+
)2
]

−
(

∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2
}

.

Z toho už ale plyne E γ̂ = γ.

Nyní spočteme rozptyl čitatele γ̂:

var
{

∑

(j − T̄ )2
∑

(Xt − X̄T )(t− t0)+ −
∑

t(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
}

= var
{

∑

(j − T̄ )2
∑

(et − ēT )(t− t0)+ −
∑

t(et − ēT )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
}

= var
{

∑

et

[

∑

(j − T̄ )2
(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(i− t0)+

)

− (t− T̄ )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+

]}

= σ2
∑

{

∑

(j − T̄ )2
(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(i− t0)+

)

− (t− T̄ )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+

}2

= σ2
∑

(j − T̄ )2.
{

∑

(i− T̄ )2
[

∑

(t− t0)2+ − 1
T

(

∑

(t− t0)+
)2
]

−
(

∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2
}

.

Jelikož složená závorka odpovídá jmenovateli γ̂, je důkaz hotov.
k

Poznámka. Jelikož model (2.1) je pro dané t0 modelem lineární regrese, jsou
i odhady µ̂(t0), β̂(t0) nestranné.

2.3 Odhad bodu změny t0

V předchozí sekci jsme odvodili odhady µ, β, γ pro známé t0. Nyní budeme
uvažovat t0 neznámé. Odhad t0, který budeme značit t̂0, nalezneme minimalizací
součtu čtverců při použití výše odvozených odhadů, tedy

t̂0 = argmin
1<t1<T

S(t1), (2.5)

kde

S(t1) =
T
∑

t=1

(

Xt − µ̂(t1)− β̂(t1)t− γ̂(t1)(t− t1)+
)2

, (2.6)

µ̂(t1) = X̄t − β̂(t1)T̄ − γ̂(t1)
1
T

∑

(t− t1)+,

β̂(t1) =
1

∑

(j − T̄ )2

(

∑

Xt(t− T̄ )− γ̂(t1)
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)

γ̂(t1) =

∑

(j − T̄ )2
∑

(Xt − X̄T )(t− t1)+ −∑ t(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )(j − t1)+
∑

(j − T̄ )2
[
∑

(t− t1)2+ − 1
T
(
∑

(t− t1)+)
2]−

(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2 .

(2.7)
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Dále označme

σ̂2(t1) =
1
T

T
∑

t=1

(

Xt − µ̂(t1)− β̂(t1)t− γ̂(t1)(t− t1)+
)2

. (2.8)

Lemma 3 (Odhad t0). Odhad t0 z (2.5) lze ekvivalentně získat jako

t̂0 = argmax
1<t1<T

S̃(t1),

kde

S̃(t1) =

[
∑

(t− t1)+(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )(t− t1)+
]2

∑

(j − T̄ )2
[

∑

(j − T̄ )2
(
∑

(t− t1)2+ − 1
T
(
∑

(t− t1)+)
2)−

(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2
] .

Důkaz. Úpravou S(t1) v (2.6) máme

S(t1) =
∑

(

Xt − µ̂(t1)− β̂(t1)t− γ̂(t1)(t− t1)+
)2

=
∑

(

Xt − X̄T − β̂(t1)(t− T̄ )− γ̂(t1)

[

(t− t1)+ − 1
T

∑

(j − t1)+

])2

=
∑

(

Xt − X̄T − (t− T̄ )

∑

Xj(j − T̄ )
∑

(j − T̄ )2

− γ̂(t1)
[

(t− t1)+ − 1
T

∑

(j − t1)+ − (t− T̄ )

∑

(j − T̄ )(j − t0)+
∑

(j − T̄ )2

])2

=
∑

(

Xt − X̄T − (t− T̄ )

∑

Xj(j − T̄ )
∑

(j − T̄ )2

)2

− 2γ̂(t1)
T
∑

t=1

(

Xt − X̄T − (t− T̄ )

∑

Xj(j − T̄ )
∑

(j − T̄ )2

)

.

(

(t− t1)+ − 1
T

∑

(j − t1)+ − (t− T̄ )

∑

(j − T̄ )(j − t1)+
∑

(j − T̄ )2

)

+ γ̂2(t1)
T
∑

t=1

(

(t− t1)+ − 1
T

∑

(j − t1)+ − (t− T̄ )

∑

(t− T̄ )(t− t1)+
∑

(t− T̄ )2

)2

=
∑

(

Xt − X̄T − (t− T̄ )

∑

Xj(j − T̄ )
∑

(j − T̄ )2

)2

− γ̂2(t1)
T
∑

t=1

(

(t− t1)+ − 1
T

∑

(j − t1)+ − (t− T̄ )

∑

(j − T̄ )(j − t1)+
∑

(j − T̄ )2

)2

=
∑

(

Xt − X̄T − (t− T̄ )

∑

Xj(j − T̄ )
∑

(j − T̄ )2

)2

− γ̂2(t1)
( T
∑

t=1

(t− t1)2+ − 1
T

(

∑

(t− t1)+
)2

−
(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2

∑

(t− T̄ )2

)

.
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Vidíme, že první člen nezávisí na volbě t1 a druhý člen se zkrátí po dosazení
za γ̂(t1) z (2.7) na

[
∑

(t− t1)+(Xt − X̄t)
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xt − X̄t)
∑

(j − T̄ )(j − t1)+
]2

∑

(j − T̄ )2
[

∑

(j − T̄ )2
(
∑

(t− t1)2+ − 1
T
(
∑

(t− t1)+)
2)−

(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2
] .

(2.9)
Vzhledem k zápornému znaménku u členu závisejícím na t1 přecházíme od mini-
malizace součtu čtverců k maximalizaci statistiky ze znění lemmatu.

k

Poznámka. Odvození vlastností odhadu t0 je obtížné v případě, že bod změny
neznáme. Situace se známým t0, kdy chceme testovat pouze nulovost koeficientu
γ v modelu (2.1), je podstatně jednodušší. Odvození vlastností odhadu bodu
změny bude věnován zbytek kapitoly.

2.4 Test detekce změny při daném t0

Nyní se budeme zabývat specifickou situací v modelu (2.1), kde se t0 (1 <
t0 < T ) předpokládá známé a chceme otestovat nulovou hypotézu, zda nenastala
žádná změna proti alternativní hypotéze, že změna nastala po tomto čase (a tedy
v modelu (2.1) je bod změny t0 a γ 6= 0). Abychom mohli testovat přítomnost
bodu změny v tomto čase, potřebujeme zjistit asymptotické rozdělení vhodné
testové statistiky za nulové hypotézy

H0 : γ = 0.

Test nulové hypotézy založíme na odhadu γ2. Díky lemmatu 3 lze použít
ekvivalentní vyjádření statistiky

S̃(t0) = σ2
γ̂2(t0)
var γ̂(t0)

=

[
∑

(t− t0)+(Xt − X̄t)
∑

(j − T̄ )2 −∑ t(Xt − X̄t)
∑

(j − T̄ )(t− t0)+
]2

∑

(t− T̄ )2
[

∑

(t− T̄ )2
(
∑

(t− t0)2+ − 1
T
(
∑

(t− t0)+)
2)−

(
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2
] ,

(2.10)

které budeme dále využívat.

Věta 4. Nechť Xt, 1 ≤ t ≤ T , jsou náhodné veličiny splňující model (2.1), t0 je
známé a platí (2.2).
Potom za platnosti H0 : γ = 0 platí

γ̂2(t0)
var γ̂(t0)

D−→ χ21.

Poznámka. Z (2.10) vidíme, že statistiku z věty 4 lze ekvivalentně vyjádřit jako
S̃(t0)/σ2. Při nahrazení σ2 vhodným konzistentním odhadem zůstává z Cramér-
Slutzkého věty tvrzení věty 4 v platnosti.
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Nejprve dokážeme následující lemma a zavedeme pomocné veličiny, které se
budou často vyskytovat ve více důkazech. Definujme

ZT (t0) =
∑

(t− t0)+(et − ēt)
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(et − ēt)
∑

(j − T̄ )(j − t0)+,

(2.11)

DT (t0) =
∑

(j − T̄ )2
(

∑

(t− t0)2+ − 1
T

(

∑

(t− t0)+
)2
)

−
(

∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2

.

(2.12)

Lemma 5. Nechť et, 1 ≤ t ≤ T , jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny,
E e1 = 0, var e1 = σ2, 0 < σ2 < ∞. Nechť ZT (t0) a DT (t0) jsou jako v (2.11)-
(2.12).
Potom za platnosti (2.2)

ZT (t0)
√

σ2
∑

(t− T̄ )2DT (t0)

D−→ N(0,1).

Důkaz. Nejprve si uvědomíme, že ZT (t0) je součet nezávislých náhodných veličin
s nulovou střední hodnotou. Přímým výpočtem dostaneme

varZT (t0) = σ2 var
[

∑

(t− t0)+(et − ēt)
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(et − ēt)
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
]

= σ2 var
[

∑

(et − ēt)
(

(t− t0)+
∑

(j − T̄ )2 − t
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
)]2

= σ2 var
[

∑

et

(

∑

(t− T̄ )2
(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(j − t0)+

)

− (t− T̄ )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+

)]

= σ2
∑

(j − T̄ )2
{

∑

(j − T̄ )2
[

∑

(t− t0)2+ − 1
T

(

∑

(t− t0)+
)2
]

−
(

∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2
}

= σ2
∑

(t− T̄ )2DT (t0).

Nyní ukážeme, že pro ZT (t0) jsou splněny předpoklady CLV. Úpravou (2.11)
získáme

ZT (t0) =
T
∑

t=1

etc(t, t0),

kde

c(t, t0) =

(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(j − t0)+

)

∑

(j− T̄ )2− (t− T̄ )
∑

(j− T̄ )(j− t0)+.

Uvědomme si, že varZT (t0) = σ2
∑T

t=1 c
2(t, t0). K ověření předpokladů CLV nám
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stačí dokázat, že platí Feller-Lindebergova podmínka. Platí

lim
T→∞

1
varZT (t0)

T
∑

t=1

E

[

e2t c
2(t, t0)1

{

|etc(t, t0)| > ǫ
√

varZT (t0)
}]

= lim
T→∞

1
varZT (t0)

T
∑

t=1

c2(t, t0)E

[

e211

{

|e1| > ǫ

√

varZT (t0)
|c(t, t0)|

}]

≤ lim
T→∞

∑T
t=1 c

2(t, t0)
varZT (t0)

E

[

e211

{

|e1| > ǫ

√

varZT (t0)
sup1≤s≤T |c(s, t0)|

}]

.

Jelikož E e2i < ∞, stačí dokázat, že

lim
T→∞

√

varZT (t0)
sup1≤s≤T |c(s, t0)|

=∞. (2.13)

Z tvrzení (B) máme, že limT→∞ T−6DT (t0) = (1− θ)3θ3/36, limT→∞ T−3∑(j −
T̄ )2 = 1/12, a tedy lim infT→∞ T−9 varZT (t0) > 0. Dále vidíme, že ∃D > 0 ∃T0
∀ T ≥ T0 sup1≤s≤T |c(s, t0)| ≤ D.T 4. Z toho už ale plyne, že limita v (2.13) je
opravdu nekonečná a Feller-Lindebergova podmínka platí.

k

Důkaz. [Důkaz věty 4.] V důkazu použijeme označení ZT (t0) a DT (t0) z (2.11)-
(2.12). Za platnosti modelu (2.1) a H0 platí

Xt − X̄T = et − ēT + β(t− T̄ ). (2.14)

Nyní dosazením (2.14) do členu v závorce testové statistiky (2.10) máme

∑

(t− t0)+(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+

=
∑

(t− t0)+(et − ēT )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(et − ēT )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+

=ZT (t0).

Za H0 tedy platí

γ̂2(t0)
var γ̂(t0)

=
(ZT (t0))

2

σ2
∑

(t− T̄ )2DT (t0)
.

Z lemmatu 5 plyne

ZT (t0)
√

σ2
∑

(t− T̄ )2DT (t0)

D−→ N(0,1),

druhá mocnina této veličiny tedy konverguje v distribuci k χ21, a tím je důkaz
hotov.

k

K tomu, abychom mohli zformulovat test nulové hypotézy H0 : γ = 0, nám
zbývá najít vhodný konzistentní odhad σ2. Z následující věty vyplývá, že odhad σ̂2

zavedený v (2.8) je podobně jako v klasickém modelu lineární regrese konzistentní.
Konzistence tohoto odhadu nezávisí na tom, jaká hypotéza platí. Dále tato věta
implikuje konzistenci odhadů jak za platnosti nulové, tak alternativní hypotézy.
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Věta 6. Nechť Xt, 1 ≤ t ≤ T , jsou náhodné veličiny splňující model (2.1), t0 je
známé a platí předpoklad (2.2).
Potom pro odhady µ̂(t0), β̂(t0), γ̂(t0) z věty 1 a odhad σ̂2(t0) zavedený v (2.8)

platí pro T → ∞

1. µ̂(t0)− µ = Op(T−1/2), β̂(t0)− β = Op(T−3/2), γ̂(t0)− γ = Op(T−3/2),

2. σ̂2(t0)− σ2 = op(1).

Důkaz. Nejprve dokážeme, že γ̂(t0)−γ = Op(T−3/2). Použijeme značení z (2.11)-
(2.12).

γ̂(t0) =

∑

(j − T̄ )2
∑

(Xt − X̄T )(t− t0)+ −
∑

t(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
∑

(j − T̄ )2
[
∑

(t− t0)2+ − 1
T
(
∑

(t− t0)+)
2]−

(
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2

= γ +

∑

(j − T̄ )2
∑

(et − ēT )(t− t0)+ −
∑

t(et − ēT )
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
∑

(j − T̄ )2
[
∑

(t− t0)2+ − 1
T
(
∑

(t− t0)+)
2]−

(
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)2

= γ +
ZT (t0)
DT (t0)

.

Z lemmatu 5 víme, že ZT (t0)
(
∑

(t− T̄ )2DT (t0)
)−1/2

= Op(1), z lemmatu B dále
DT (t0) = O(T 6),

∑

(t− T̄ )2 = O(T 3). Potom tedy

γ̂(t0)− γ =
ZT (t0)

√

∑

(t− T̄ )2DT (t0)
.

√

∑

(t− T̄ )2

DT (t0)
= Op(1).O(T−3/2) = Op(T−3/2).

(2.15)
Dále

β̂(t0) =
1

∑

(j − T̄ )2

(

∑

Xt(t− T̄ )− γ̂(t0)
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)

=
1

∑

(j − T̄ )2

(

∑

(µ+ βt+ γ(t− t0)+ + et) (t− T̄ )− γ̂(t0)
∑

(j − T̄ )(j − t0)+
)

=
1

∑

(j − T̄ )2

(

β
∑

(t− T̄ )2 + (γ − γ̂(t0))
∑

(j − T̄ )(j − t0)+ +
∑

et(t− T̄ )
)

= β + (γ − γ̂(t0))

∑

(t− T̄ )(t− t0)+
∑

(t− T̄ )2
+

∑

et(t− T̄ )
∑

(t− T̄ )2
.

Použitím ZVČ na
∑

tet a na
∑

et dostáváme, že
∑

et(t − T̄ ) = Op(T 3/2). Z
lemmatu B víme, že

∑

(t− T̄ )(t− t0)+ = O(T 3), a tedy

β̂(t0)− β = Op(T−3/2).O(1) +Op(T 3/2).O(T−3) = Op(T−3/2).

Podobně pro µ̂(t0)− µ

µ̂(t0) = X̄t − β̂(t0)T̄ − γ̂(t0)
1
T

∑

(t− t0)+

= µ+
(

β − β̂(t0)
)

T̄ + (γ − γ̂(t0))
1
T

∑

(t− t0)+ + ēT .
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ZVČ pro et dává ēT = Op(T−1/2), což spolu s výše dokázanou částí věty a lemma-
tem B dává µ̂(t0)−µ = Op(T−1/2). Zbývá dokázat konzistenci σ̂2(t0). Rozepsáním
(2.8) získáváme vyjádření

σ̂2(t0) =
1
T

T
∑

t=1

(

et + (µ− µ̂(t0)) +
(

β − β̂(t0)
)

t+ (γ − γ̂(t0)) (t− t0)+
)2

.

Po roznásobení závorky v sumě je důležitý člen s e2t , ze ZVČ
1
T

∑T
t=1 e

2
t

P−→ σ2.
Ostatní členy jsou zanedbatelné v pravděpodobnosti, jelikož s využitím aproxi-
mací z lemmatu B lze psát

(µ− µ̂(t0))
2 = Op(T−1),

(

β − β̂(t0)
)2 1

T

T
∑

t=1

t2 = Op(T−3).O(T 2) = Op(T−1),

(µ− µ̂(t0))
(

β − β̂(t0)
) 1
T

T
∑

t=1

t = Op(T−1/2).Op(T−3/2)O(T ) = Op(T−1),

(

β − β̂(t0)
)

(γ − γ̂(t0))
1
T

T
∑

t=1

t(t− t0)+ = Op(T
−3/2).Op(T

−3/2)O(T 2) = Op(T
−1),

(µ− µ̂(t0))
1
T

T
∑

t=1

et = Op(T−1/2).Op(T−1/2) = Op(T−1),

(

β − β̂(t0)
) 1
T

T
∑

t=1

tet = Op(T−3/2).T−1.Op(T 3/2) = Op(T−1).

Zanedbatelnost členů obsahujících γ − γ̂(t0), které nejsou uvedené výše, se ukáže
stejně jako členy obsahující β − β̂(t0) místo γ − γ̂(t0).

k

Věta 7. Nechť Xt, 1 ≤ t ≤ T , jsou náhodné veličiny splňující model (2.1), t0 je
známé a platí předpoklad (2.2).
Potom za platnosti H1 : γ 6= 0 platí

S̃(t0)
P−→ ∞.

Důkaz. V modelu (2.1) a za hypotézy H1 platí

Xt − X̄T = et − ēT + β(t− T̄ ) + γ

(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(j − t0)+

)

. (2.16)

Pokud si rozepíšeme testovou statistiku, zjistíme, že sestává ze tří členů:

S̃(t0) = γ2
DT (t0)

∑

(t− T̄ )2
+ 2γ

ZT (t0)
∑

(t− T̄ )2
+

(ZT (t0))
2

∑

(t− T̄ )2DT (t0)
,

kde DT (t0) a ZT (t0) jsou definovány jako v (2.11)-(2.12). Z tvrzení B máme, že
limT→∞ T−6D(t0) = (1−θ)3θ3/36, limT→∞ T−3∑(j−T̄ )2 = 1/12 a pro první člen
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statistiky je limT→∞ T−3D(t0)/
∑

(t− T̄ )2 kladná a konečná. Z důkazu předchozí
věty víme, že poslední člen konverguje v distribuci, je tedy řádu Op(1). Prostřední
člen je z Cauchy-Schwartzovy nerovnosti řádu Op(T 3/2). Z toho už dostáváme, že

za H1 S̃(t0)
P−→ ∞, T → ∞.

k

Poznámka. Jelikož σ̂2(t0) z věty 6 plyne, že σ̂2(t0)/σ2
P−→ 1, platí rovněž

S̃(t0)
σ̂2(t0)

P−→ ∞.

Pro test
H0 : γ = 0 vs. H1 : γ 6= 0

v modelu (2.1), kde t0 je známé a platí předpoklad (2.2), můžeme na základě vět
4-6 použít statistiku S̃(t0)/σ̂2(t0), kde σ̂2(t0) je definováno v (2.8). Za H0 platí

S̃(t0)
σ̂2(t0)

D−→ χ21, T → ∞,

za H1 pak
S̃(t0)
σ̂2(t0)

P−→ ∞, T → ∞.

Nulovou hypotézu zamítáme na hladině α, jestliže

S̃(t0)
σ̂2(t0)

> χ21(1− α), (2.17)

kde χ21(1− α) je (1− α)%-ní kvantil rozdělení χ21. Tento test je konzistentní.

2.5 Vlastnosti odhadu t̂0

Další část kapitoly se bude věnovat odhadu t0 v situaci, kdy v modelu (2.1)
bod změny t0 neznáme.

Poznámka. Budeme se zabývat pouze chováním odhadu bodu změny t0 v modelu
(2.1) za alternativní hypotézy. Odvození vlastností navržené testové statistiky za
nulové hypotézy je složité a přesahuje rámec této práce.

Předpokládejme, že platí

H1 : ∃t0, 1 < t0 < T : γT 6= 0.
S měnícím se počtem pozorování T je totiž vhodné uvažovat γ = γT , změna

směrnice tedy závisí na počtu pozorování. S velkým počtem pozorování T nás
totiž bude zajímat, co se stane, půjde-li γT −→ 0 pro T → ∞.

V této sekci budeme předpokládat, že pro T → ∞

γT = O(T−1/2),
γ2TT

3

(log T )2
→ ∞. (2.18)

15



Nejprve se budeme zabývat konzistencí odhadu získaného minimalizací statis-
tiky (2.10), poté odvodíme asymptotické rozdělení t̂0−t0. Nyní zavedeme značení,
které nám zpřehlední zápis, a statistiku (2.10) upravíme na tři členy, z nichž jeden
bude nenáhodný a dva náhodné. Z jejího jmenovatele odstraníme člen

∑

(j− T̄ )2,
který nezávisí na t1, a tedy neovlivní odhad bodu změny. Ve zbytku této kapitoly
budeme pro odhad t0 uvažovat testovou statistiku

S⋆(t1) =

[
∑

(t− t1)+(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )(j − t1)+
]2

∑

(j − T̄ )2
(
∑

(t− t1)2+ − 1
T
(
∑

(t− t1)+)
2)−

(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2 ,

(2.19)
odhad t0 z (2.5) lze tedy ekvivalentně vyjádřit jako

t̂0 = argmax
1<t1<T

S⋆(t1). (2.20)

Označme

xkm =
(

k −m

T

)

+

, x̄k =
1
T

T
∑

t=1

xtk.

D(k,m) =
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtk − x̄k)(xtm − x̄m)−
∑

t(xtm − x̄m)
∑

j(xjk − x̄k),

(2.21)

Z(k) =
∑

(j − T̄ )2
∑

xtk(et − ēt)−
∑

t(et − ēt)
∑

j(xjk − x̄k), (2.22)

Za alternativní hypotézy platí

Xt − X̄T = et − ēT + β(t− T̄ ) + γ

(

(t− t0)+ − 1
T

∑

(j − t0)+

)

= et − ēT + β(t− T̄ ) + γT (xtt0 − x̄t0).

Při použití tohoto značení dostáváme z (2.19)

S⋆(t1) =

[
∑

xtt1(Xt − X̄T )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xt − X̄T )
∑

j(xjt1 − x̄t1)
]2

∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1)2 − (
∑

t(xtt1 − x̄t1))
2

= γ2T 2
[
∑

xtt1(xtt0 − x̄t0)
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(xtt0 − x̄t0)
∑

j(xjt1 − x̄t1)
]2

∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1)2 − (
∑

t(xtt1 − x̄t1))
2

+ 2γT

∑

xtt1(xtt0 − x̄t0)
∑

(j − T̄ )2 −∑ t(xtt0 − x̄t0)
∑

j(xjt1 − x̄t1)
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1)2 − (
∑

t(xtt1 − x̄t1))
2

.
[

∑

xtt1(et − ēT )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(et − ēT )
∑

j(xjt1 − x̄t1)
]

+

[
∑

xtt1(et − ēT )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(et − ēT )
∑

j(xjt1 − x̄t1)
]2

∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1)2 − (
∑

t(xtt1 − x̄t1))
2 .

V právě zavedeném značení tedy platí

S⋆(t1) = γ2T 2
(D(t1,t0))

2

D(t1,t1)
+ 2γT

D(t1,t0)Z(t1)
D(t1,t1)

+
(Z(t1))

2

D(t1,t1)
. (2.23)
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Věta 8. Nechť Xt, 1 ≤ t ≤ T, jsou náhodné veličiny splňující model (2.1). Nechť
platí předpoklady (2.2) a (2.18).
Pak pro T → ∞

P
(

|γT |
√
T
∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ > rT

)

→ 0

pro libovolnou posloupnost {rT , T ≥ 1} splňující podmínky

rT → ∞,
|γT |T 3/2
rT
√
log T

→ ∞. (2.24)

Než dokážeme větu 8, zformulujeme a dokážeme tři pomocná lemmata.

Lemma 9. Nechť jsou splněny předpoklady věty 8 a Z(.), D(.,.) jsou definovány
jako v (2.22)-(2.21). Potom pro každé ǫ ∈ (0,min(θ,1− θ)) pro T → ∞ platí

1
T 4

D(t0,t0) =
1
36

θ3(1− θ)3 +O
(

T−1) ,

max
|t−t0|>Tǫ

(D(t1,t0))
2

T 4D(t1,t1)
= max

{

(1− θ)4 (θ − ǫ) (θ(3− 2(θ − ǫ))− (θ − ǫ))2

122(1− θ + ǫ)3
,

(1− θ − ǫ) θ4 ((θ + ǫ)(3− 2θ)− θ)2

122(θ + ǫ)3

}

+O(T−1)

<
1
36

θ3(1− θ)3 +O
(

T−1) .

Důkaz. V důkazu použijeme tvrzení B.

1
T 4

D(t0,t0) =
1
T 3

∑

(j − T̄ )2
1
T

∑

(xtt0 − x̄t0)
2 −

(

1
T 2

∑

t(xtt0 − x̄t0)
)2

=

(

1
12
+O

(

T−1)
)(

(1− θ)3

3
− (1− θ)4

4
+O

(

T−1)
)

−
(

1
12
(1− θ)2(1 + 2θ) +O

(

T−1)
)2

=
1
36

θ3(1− θ)3 +O
(

T−1) ,

1
T 4

D(t1,t1) =
1
36
(1− t1/T )3(t1/T )3 +O

(

T − t1
T 2

)

,

1
T 4

D(t1,t0) =
1
T 3

∑

(j − T̄ )2
1
T

∑

(xtt1 − x̄t1)(xtt0 − x̄t0)

− 1
T 2

∑

t(xtt0 − x̄t0)
1
T 2

∑

t(xtt1 − x̄t1)

=
1
122
(1−max(t1/T,θ))2

(

1 + 2max(t1/T,θ)− 3min((t1/T )2,θ2)
)

− 1
122
(1− t1/T )

2(1 + 2t1/T )(1− θ)2(1 + 2θ) +O

(

min(T − t1, T − t0)
T 2

)

,
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=
1
72
(1−max(t1/T,θ))2 (min(t1/T,θ))2

. (max(t1/T,θ)(3− 2min(t1/T,θ))−min(t1/T,θ))

+O

(

min(T − t1, T − t0)
T 2

)

.

Pro t1 ≤ TδT nebo T − t1 ≤ TδT , kde δT → 0, je zbytek u D(t1,t1) neza-
nedbatelný, proto musíme použít jiný odhad. Člen D(t1,t1) lze explicitně napsat
ve tvaru

D(t1,t1) =
t1(t1 − 1)(T − t1)(T − t1 + 1) ((1− 2t21 − T + 2t1(1 + T ))

72T 2

≥ t31(T − t1)3

104T 2
. (2.25)

Dosazením do aproximace D(t1,t0) a (2.25) dostaneme, že

(D(t1,t0))
2

T 4D(t1,t1)
= O(δT ) = o(1).

Použitím aproximací pro ostatní t1 dostáváme

(D(t1,t0))
2

T 4D(t1,t1)
= Q(t1/T ) +O

(

min(T − t1, T − t0)
T 2

)

,

kde

Q(a) =
(1−max(a,θ))4 (min(a,θ))4 (max(a,θ)(3− 2min(a,θ))−min(a,θ))2

122a3(1− a)3
.

Pro derivaci funkce Q(a) platí Q′(a) > 0 pro 0 < a < θ, Q′(a) < 0 pro 1 > a > θ,
z čehož plyne tvrzení lemmatu.

k

Lemma 10. Nechť jsou splněny předpoklady věty 8. Potom pro T → ∞ platí

max
1<t1≤T (1−ǫT )

(Z(t1))
2

D(t1,t1)
= Op

(

T 3 log Tǫ−3T
)

,

max
TǫT≤t1<T

(Z(t1))
2

D(t1,t1)
= Op(T 3 log Tǫ−3T ),

pro každou posloupnost {ǫT }, 0 < ǫT < 1.

Poznámka. Z lemmatu 10 vyplývá, že pokud zvolíme {ǫT} tak, aby platilo

lim
T→∞

log T
ǫ3Tγ

2
TT
3
= 0,

pak bude deterministický člen ve vyjádření statistiky (2.23) dominovat náhodným
členům. Jestliže budeme předpokládat γ2T 3

log2 T
→ ∞, pak taková posloupnost {ǫT }

existuje, lze volit např. ǫT = (logT )−1/3.
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Důkaz. Nejprve si upravíme Z(t1)

1
T 3

Z(t1) =
1
T

T
∑

j=1

(j − T̄ )2

T 2

T
∑

t=1

xtt1(et − ēT )−
T
∑

t=1

t

T
(et − ēT )

1
T

T
∑

j=1

j − T̄

T
xjt1

=
1
T

T
∑

j=1

(j − T̄ )2

T 2

T
∑

t=1

(

t− t1
T

)

+

(et − ēT )

−
T
∑

t=1

t

T
(et − ēT )

1
T

T
∑

j=1

j − T̄

T

(

j − t1
T

)

+

=
1
T

T
∑

j=1

(j − T̄ )2

T 2

(

T
∑

t=1

t− T̄

T
(et − ēT )−

t1
∑

t=1

t− t1
T
(et − ēT )

)

−
T
∑

t=1

t

T
(et − ēT )

(

1
T

T
∑

j=1

(j − T̄ )2

T 2
− 1

T

t1
∑

j=1

(j − T̄ )(j − t1)
T 2

)

= − 1
T

T
∑

j=1

(j − T̄ )2

T 2

t1
∑

t=1

t− t1
T
(et − ēT ) +

T
∑

t=1

t− T̄

T
et
1
T

t1
∑

j=1

(j − T̄ )(j − t1)
T 2

=
1
T

T
∑

j=1

(j − T̄ )2

T 2

(

−
t1
∑

t=1

t

T
et +

t1
T

t1
∑

t=1

et +
1
T

t1
∑

k=1

k

T

T
∑

t=1

et −
t21
T 2

T
∑

t=1

et

)

+
T
∑

t=1

t− T̄

T
et
1
T

t1
∑

j=1

(j − T̄ )(j − t1)
T 2

Z (2.25) plyne, že D(t1,t1) ≥ C
t3
1
(T−t1)3

T 2
pro nějaké C > 0 a pro všechna t1 =

2, . . . , T . Dále si uvědomme, že ze ZVČ plyne
∑T

t=1 et = Op(
√
T ),

∑T
t=1(t −

T̄ )et/T = Op(
√
T ). Jelikož také platí aproximace

∑t1
k=1

k
T
= O(t21/T

2) a
1
T

∑t1
j=1

(j−T̄ )(j−t1)
T 2

= O(t21/T
2), můžeme psát

max
1<t1≤T (1−ǫT )

(Z(t1))
2

D(t1,t1)
≤ Op



 max
1<t1≤T (1−ǫT )







T 6

t31(T − t1)3

(

t1
∑

t=1

tet

)2

+
T 6

t1(T − t1)3

(

t1
∑

t=1

et

)2

+
T 5t1
(T − t1)3











Nyní použijeme modifikaci tzv. Rényiovy nerovnosti (tvrzení E) pro α = 3/2, β =
1. Pro libovolné K > 0 dostáváme

P

(

max
1≤k≤T

1
k3/2

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

t=1

tet

∣

∣

∣

∣

∣

> K
√

log T

)

≤ σ2

K2 log T

T
∑

t=1

t−1 ≤ Cσ2

K
.

Podobně pro α = 1/2, β = 0

P

(

max
1≤k≤T

1√
k

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

t=1

et

∣

∣

∣

∣

∣

> K
√

log T

)

≤ σ2

K2 log T

T
∑

t=1

t−1 ≤ Cσ2

K
.
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Dohromady tedy máme

max
1<t1≤T (1−ǫT )

(Z(t1))
2

D(t1,t1)
≤ Op

(

T 3 log Tǫ−3T
)

,

čímž je dokázána první část tvrzení. Upravením členu v čitateli jiným způsobem
vidíme, že

Z(t1) =
∑

(j − T̄ )2
∑

xtt1(et − ēT )−
∑

t(et − ēT )
∑

j(xjt1 − x̄t1)

=
∑

(j − T̄ )2
∑

et(xtt1 − x̄t1)−
∑

et(t− T̄ )
∑

(j − T̄ )xjt1 .

Potřebujeme vyšetřit řád (Z(t1))
2

D(t1,t1)
určený maximem řádů z členů s druhou mocni-

nou, tj.

max
TǫT≤t1<T

{

T 8

t31(T − t1)3

(

∑

etxtt1

)2
}

= Op

(

max
TǫT≤t1<T

T 6

t31(T − t1)3

(

∑

et(t− t1)+
)2
)

,

max
TǫT≤t1<T

{

T 8x̄2t1
t31(T − t1)3

(

∑

et

)2
}

= Op

(

max
TǫT≤t1<T

T 4(T − t1)
t31

(

∑

et

)2
)

,

max
TǫT≤t1<T

{

∑

et(t− T̄ )
∑

(t− T̄ )xtt1

}

= Op

(

max
TǫT≤t1<T

T 2

t31(T − t1)

(

∑

et(t− T̄ )
)2
)

.

Ze ZVČ plyne
∑T

t=1 et = Op(
√
T ),

∑T
t=1(t− T̄ )et = Op(T 3/2). Zbývá nám zjistit

řád členu (
∑

et(t− t1)+)
2. Využijeme vztahu

∑

et(t− k)+ =
T
∑

t=k+1

et(t− k) =
T
∑

t=k+1

et(t− T ) + (T − k)
T
∑

t=k+1

et.

Proto

max
1≤k<T

∣

∣

∣

∑T
t=1 et(t− k)+

∣

∣

∣

(T − k)3/2
= Op



 max
1≤k<T

∣

∣

∣

∑T
t=k+1 et(T − t)

∣

∣

∣

(T − k)3/2
+ max
1≤k<T

∣

∣

∣

∑T
t=k+1 et

∣

∣

∣

√
T − k





Podobně jako výše můžeme použít modifikaci Rényiovy nerovnosti (tvrzení E)
pro α = 3/2, β = 1 a α = 1/2, β = 0. Pro libovolné K > 0 dostáváme

P

(

max
1≤k<T

1
(T − k)3/2

∣

∣

∣

∣

∣

T
∑

t=k+1

et(T − t)

∣

∣

∣

∣

∣

> K
√

log T

)

≤ σ2

K2 log T

T
∑

t=1

t−1 ≤ Cσ2

K

P

(

max
1≤k<T

1√
T − k

∣

∣

∣

∣

∣

T
∑

t=k+1

et

∣

∣

∣

∣

∣

> K
√

log T

)

≤ σ2

K2 log T

T
∑

t=1

t−1 ≤ Cσ2

K
.

Dosazením do výše upravených klíčových členů máme

max
TǫT≤t1<T

(Z(t1))
2

D(t1,t1)
= Op

(

max
TǫT≤t1<T

T 6 log T
t31

+ max
TǫT≤t1<T

T 5(T − t1)
t31

+

max
TǫT≤t1<T

T 5

t31(T − t1)

)

= Op

(

T 3 log Tǫ−3T
)

.
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k

Nyní se budeme zabývat limitním rozdělením odhadu t̂0. V maximalizačním
problému (2.20) nám stačí uvažovat t1 blízká t0, tj. maximum budeme hledat pro
taková t1, že |t1 − t0| < TǫT , kde ǫT ց 0, T → ∞.
Odhad t̂0 lze ekvivalentně definovat jako řešení maximalizačního problému

max
1<t1<T

{A(t1) + 2γTTB(t1) + γ2TT
2C(t1)}, (2.26)

kde

A(t1) =
(Z(t1))

2

D(t1,t1)
− (Z(t0))

2

D(t1,t0)
(2.27)

B(t1) =
D(t1,t0)
D(t1,t1)

Z(t1)− Z(t0) (2.28)

C(t1) =
(D(t1,t0))

2

D(t1,t1)
−D(t0,t0), (2.29)

přičemž stále používáme značení zavedené v (2.21)-(2.22).

Lemma 11. Nechť jsou splněny předpoklady věty 8. Potom pro T → ∞ a

A(t1), B(t1), C(t1) definované v (3.16)-(3.18) platí

C(t1) = T 2(t1 − t0)2
−θ(1− θ)
48

(

1 +O

(

t1 − t0
T

))

,

max
rT |γT |−1T−1/2<|t1−t0|<TǫT

{

A(t1) + 2γTTB(t1)
γ2TT

4(t1 − t0)2

}

= op(1),

kde {rT} splňuje předpoklad (2.24) a pro {ǫT} splňující

rT |γT |−1 T−3/2 < ǫT , ǫT
T→∞−−−→ 0.

Důkaz. V důkazu budeme pracovat pouze s takovými t1, že |t1 − t0| < TǫT . Člen
C(t1) si rozepíšeme na sumy, jejichž aproximace jsou uvedené v lemmatu C:

C(t1) =
(D(t1,t0))

2

D(t1,t1)
−D(t0,t0)

=
(D(t1,t0)−D(t1,t1))

2

D(t1,t1)
+ 2 (D(t1,t0)−D(t1,t1)) +D(t1,t1)−D(t0,t0)

=

(
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1)(xtt0 − xtt1)−
∑

(t− T̄ )xtt1

∑

(t− T̄ )(xtt0 − xtt1)
)2

D(t1,t1)

−
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − xtt0 − x̄t1 + x̄t0)
2 −

(

∑

(t− T̄ )(xtt1 − xtt0)
)2

.
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Tedy s použitím aproximací z lemmatu C platí

C(t1) =

(

T 3(t1 − t0)
θ(1−θ)2

2.12
− T 3(t1 − t0)

θ(1−θ)
2

(1−θ)2(1+2θ)
12

)2

T 4 θ
3(1−θ)3

36

(

1 +O

(

t1 − t0
T

))

− T 2(t1 − t0)2
(

θ(1− θ)
12

− θ2(1− θ)2

4

)(

1 +O

(

t1 − t0
T

))

= T 2(t1 − t0)2
−θ(1− θ)
48

(

1 +O

(

t1 − t0
T

))

.

Nyní si rozepišme člen B(t1):

B(t1) =
D(t1,t0)
D(t1,t1)

Z(t1)− Z(t0)

=
D(t1,t0)−D(t1,t1)

D(t1,t1)
Z(t0) + (Z(t1)− Z(t0))

(

1 +
D(t1,t0)−D(t1,t1)

D(t1,t1)

)

.

(2.30)

Dále

D(t1,t0)−D(t1,t1)
D(t1,t1)

=

=

∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1)(xtt0 − xtt1)−
∑

(t− T̄ )xtt1

∑

(t− T̄ )(xtt0 − xtt1)
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1)2 −
(
∑

(t− T̄ )xtt1

)2

=
T 3(t1 − t0)

θ(1−θ)2

2.12
− T 3(t1 − t0)

θ(1−θ)
2

(1−θ)2(1+2θ)
12

T 4 θ
3(1−θ)3

36

(

1 +O

(

t1 − t0
T

))

=
t1 − t0

T

3(2θ − 1)
2θ(1− θ)

(

1 +O

(

t1 − t0
T

))

(2.31)

stejnoměrně pro t1 − t0 = o(T ). Ještě si upravíme člen Z(t1)− Z(t0):

Z(t1)− Z(t0) =

=
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − xtt0)(et − ēT )−
∑

t(et − ēT )
∑

(j − T̄ )(xjt1 − xjt0)

=
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − xtt0)et +
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − xtt0)ēT

−
∑

(t− T̄ )et
∑

(j − T̄ )(xjt1 − xjt0).

Nyní budeme studovat řád konvergence Z(t1)−Z(t0). Použitím ZVČ dostáváme
∑

(t− T̄ )et = Op

(

(
∑

(t− T̄ )2
)1/2
)

.

∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − xtt0)ēt = Op(1)O
(

T 5/2(t1 − t0)
)

,
∑

(j − T̄ )ej
∑

(t− T̄ )(xtt1 − xtt0) = Op(1)O
(

T 5/2(t1 − t0)
)
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stejnoměrně pro t1 − t0 = o(T ). Dále platí

∑

(xtt1 − xtt0)et =
t0 − t1

T

T
∑

t=t0+1

et −
t0 − t1

T

t1
∑

t=t0+1

et −
1
T

t1
∑

t=t0+1

(t− t0)et, t1 > t0,

∑

(xtt1 − xtt0)et =
t0 − t1

T

T
∑

t=t0+1

et +
t0 − t1

T

t0
∑

t=t1+1

et −
1
T

t0
∑

t=t1+1

(t0 − t)et, t1 < t0.

První členy v obou rovnicích jsou zřejmě řádu Op(1)O
(

T−1/2(t1 − t0)
)

stejno-
měrně pro t1− t0 = o(T ). Nyní si uvědomíme, že položením T̃ = T − t0, ẽt = et0+t
a využitím tvrzení E dostaneme

max
t0<t1<t0+T−t0

∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

t=t0+1

et

∣

∣

∣

∣

∣

= max
1<k<T̃

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

t=1

ẽt

∣

∣

∣

∣

∣

= Op(
√
T ),

max
t0<t1<t0+T−t0

∣

∣

∑t1
t=t0+1

(t− t0)et
∣

∣

t0 − t1
= max
1<k<T̃

∣

∣

∣

∑k
t=1 tẽt

∣

∣

∣

k
= Op(

√
T ).

Podobně po vydělení dostaneme řády Op(
√
T ) i u ostatních sum (využije se druhá

část tvrzení E). Pro tento člen tedy platí

max
1<t1<T

{

∑

(j − T̄ )2
∣

∣

∣

∣

∑

(xtt1 − xtt0)et
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

}

= Op

(

T 5/2
)

, (2.32)

celkem máme

max
|t1−t0|<TǫT

{∣

∣

∣

∣

Z(t1)− Z(t0)
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

}

= Op

(

T 5/2
)

. (2.33)

Zároveň ze ZVČ plyne

Z(t0) = Op

(

∑

(j − T̄ )2
(

∑

(xtt0 − x̄t0)
2
)1/2

+
(

∑

(j − T̄ )2
)1/2

T
∑

t=1

(t− T̄ )xtt0

)

= Op

(

T 7/2
)

.

Dohromady tedy máme

|B(t1)| ≤
∣

∣

∣

∣

D(t1,t0)−D(t1,t1)
D(t1,t1)

∣

∣

∣

∣

|Z(t0)|+|(Z(t1)− Z(t0))|
(

1 +

∣

∣

∣

∣

D(t1,t0)−D(t1,t1)
D(t1,t1)

∣

∣

∣

∣

)

a použitím výše dokázaného

max
|t1−t0|<TǫT

{∣

∣

∣

∣

B(t1)
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

}

= Op

(

T−1T 3/2 + T 5/2
)

= Op

(

T 5/2
)

.

Zbývá nám zjistit, jak se chová člen A(t1):

A(t1) =
(Z(t1))

2

D(t1,t1)
− (Z(t0))

2

D(t0,t0)

=
(Z(t1)− Z(t0))

2

D(t1,t1)
+ 2

Z(t1)− Z(t0)
D(t1,t1)

Z(t0) + (Z(t0))
2 D(t0,t0)−D(t1,t1)

D(t0,t0)D(t1,t1)
.
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Abychom mohli určit řád A(t1), potřebujeme zjistit chování D(t0,t0)−D(t1,t1).

D(t0,t0)−D(t1,t1) =

=
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt0 − x̄t0)
2 −

(

∑

t(xtt0 − x̄t0)
)2

−
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1)
2 −

(

∑

t(xtt1 − x̄t1)
)2

=
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt0 − x̄t0)
2 −

(

∑

t(xtt0 − x̄t0)
)2

−
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1 − xtt0 + x̄t0)
2 −

(

∑

t(xtt1 − x̄t1 − xtt0 + x̄t0)
)2

− 2
[

∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1 − xtt0 + x̄t0)(xtt0 − x̄t0)

−
∑

t(xtt1 − x̄t1 − xtt0 + x̄t0)
∑

t(xtt0 − x̄t0)
]

−
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt0 − x̄t0)
2 −

(

∑

t(xtt0 − x̄t0)
)2

= −
∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − x̄t1 − xtt0 + x̄t0)
2 −

(

∑

t(xtt1 − x̄t1 − xtt0 + x̄t0)
)2

− 2
[

∑

(j − T̄ )2
∑

(xtt1 − xtt0)(xtt0 − x̄t0)−
∑

t(xtt1 − xtt0)
∑

t(xtt0 − x̄t0)
]

= O
(

T 3(t1 − t0)
)

, (2.34)

kde jsme využili aproximací z lemmatu C. Nyní už můžeme použít výše dokázané
na členy v rozepsání A(t1), čímž dostáváme

max
|t1−t0|<TǫT

∣

∣

∣

∣

A(t1)
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

= Op

(

T 2ǫT + T 2 + T 2
)

= Op

(

T 2
)

.

Vidíme, že

max
rT

|γT |√T
<|t1−t0|<TǫT

{

A(t1) + 2γTTB(t1)
γ2TT

4(t1 − t0)2

}

≤

≤ max
rT

|γT |√T
<|t1−t0|<TǫT

|A(t1)|
γ2TT

4(t1 − t0)2
+ max

rT
|γT |√T

<|t1−t0|<TǫT

2TγT |B(t1)|
γ2TT

4(t1 − t0)2

≤ 1
|γT |T 7/2rT

max
rT

|γT |√T
<|t1−t0|<TǫT

∣

∣

∣

∣

A(t1)
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

+
2

T 5/2rT
max

rT
|γT |√T

<|t1−t0|<TǫT

∣

∣

∣

∣

B(t1)
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

= Op

(

(

|γT |T 3/2rT
)−1
+ (rT )

−1
)

. (2.35)

Z předpokladu (2.18) plyne |γT |T 3/2 → ∞, z předpokladu (2.24) máme rT → ∞.
Tím je důkaz hotov.

k

Důkaz. [Důkaz věty 8] Z lemmat 9-10 vyplývá, že náhodný člen (Z(t1))
2

D(t1,t1)
, který

je řádu = Op (T 3 log T ), je zanedbatelný v porovnání s řádem deterministického

členu γ2TT
2 (D(t0,t1))

2

D(t1,t1)
, jenž je na okolí t0 řádu O(γ2TT

6). To plyne z předpokladu
(2.18), díky němuž opravdu

lim
T→∞

T 3 log T
T 6γ2T

≤ lim
T→∞

(log T )2

T 3γ2T
= 0.
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Proto se můžeme v maximu omezit na taková t1, že |t1 − t0| < TǫT , přičemž
ǫT ց 0, T → ∞. Nechť dále platí rT

|γT |T 3/2 < ǫT . Potom

lim
T→∞

P
(∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ < TǫT
)

= lim
T→∞

P

(

max
1<t1<T

S⋆(t1) = max
|t1−t0|<TǫT

S⋆(t1)
)

= 1.

S využitím ekvivalentního vyjádření optimalizační úlohy (2.26) lze psát

lim
T→∞

P
(

|γT |
√
T
∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ > rT

)

=

= lim
T→∞

P

(

max
rT

|γT |√T
<|t̂0−t0|<TǫT

{A(t1) + 2γTTB(t1) + γ2TT
2C(t1)}

= max
|t1−t0|<TǫT

{A(t1) + 2γTTB(t1) + γ2TT
2C(t1)}

)

≤ lim
T→∞

P



 max
rT

|γT |√T
<|t̂0−t0|<TǫT

{A(t1) + 2γTTB(t1) + γ2TT
2C(t1)} ≥ 0





= lim
T→∞

P



 max
rT

|γT |√T
<|t̂0−t0|<TǫT

{

γ2TT
4(t1 − t0)2

−θ(1− θ)
48

(1 + op(1))

}

≥ 0





= 0.

k

Věta 12. Nechť Xt,1 ≤ t ≤ T, jsou náhodné veličiny splňující model (2.1). Nechť
platí předpoklady (2.2) a (2.18).
Pak pro T → ∞

UT = γT
√
T (t̂0 − t0)

√

θ(1− θ)
2σ

D−→ N(0,1).

Lemma 13. Nechť jsou splněny předpoklady věty 12. Potom pro T → ∞ a

A(t1), B(t1), C(t1) definované v (3.16)-(3.18) platí

max
|t1−t0|<rT |γT |−1T−1/2

∣

∣

∣

∣

A(t1)
γTT 7/2(t1 − t0)

∣

∣

∣

∣

= op(1),

max
|t1−t0|<rT |γT |−1T−1/2

∣

∣

∣

∣

B(t1)
T 5/2(t1 − t0)

− 1√
T
Z̃T

∣

∣

∣

∣

= op(1),

kde {rT} splňuje předpoklad (2.24), {ǫT } splňuje

rT |γT |−1 T−3/2 < ǫT , ǫT
T→∞−−−→ 0 (2.36)

a

Z̃T =
2θ − 1
8θ(1− θ)

∑

(xtt0 − x̄t0)et +
1− θ

8θ

∑ t− T̄

T
et −

1
12

∑

(et − ēT )I(t > t0).
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Důkaz. Z důkazu lemmatu 11 (vzorec (2.35)) plyne

max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

∣

∣

∣

∣

A(t1)
γTT 7/2(t1 − t0)

∣

∣

∣

∣

=
Op(T 2)
|γT |T 7/2

=
1

|γT |T 3/2
.

Dále (2.30) a (2.31) implikuje

BT = Z(t1)
t1 − t0

T

3(2θ − 1)
2θ(1− θ)

(

1 +O

(

t1 − t0
T

))

+ Z(t1)− Z(t0)

stejnoměrně pro t1 − t0 = o(T ). Označme

B̃(t1) =
Z(t0)
T 3
3(2θ − 1)
2θ(1− θ)

−
[

1
T 3

∑

(j − T̄ )2
T
∑

t=t0+1

(et − ēT )−
∑ t

T
(et − ēT )

1
T

T
∑

t=t0+1

t− T̄

T

]

.

Nyní ukážeme, že

max
|t1−t0|<rT |γT |−1T−1/2

∣

∣

∣

∣

B(t1)
T 5/2(t1 − t0)

− 1√
T
B̃T

∣

∣

∣

∣

= op(1).

Z (2.33) plyne

max
|t1−t0|<rT |γT |−1T−1/2

{∣

∣

∣

∣

Z(t1)− Z(t0)
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

}

= Op

(

T 5/2
)

,

což implikuje díky předpokladu (2.24)

1
T 7/2

max
|t1−t0|<rT |γT |−1T−1/2

|Z(t1)− Z(t0)| = op(1).

Z odhadu

max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

∣

∣

∣

∣

B(t1)
T 5/2(t1 − t0)

− 1√
T
B̃T

∣

∣

∣

∣

=

≤ max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

∣

∣

∣

∣

Z(t1)
T 7/2

3(2θ − 1)
2θ(1− θ)

+
Z(t1)− Z(t0)
T 5/2(t1 − t0)

− 1√
T
B̃T

∣

∣

∣

∣

+ op(1)

≤ 1
T 7/2

3(2θ − 1)
2θ(1− θ)

max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

|Z(t1)− Z(t0)|

+
√
T max

|t1−t0|< rT
|γT |√T

{∣

∣

∣

∣

Z(t1)− Z(t0)
T 3(t1 − t0)

− 1
T 3

∑

(j − T̄ )2
T
∑

t=t0+1

(et − ēT ) +
∑ t

T
(et − ēT )

1
T

T
∑

t=t0+1

t− T̄

T

∣

∣

∣

∣

}

+ op(1)
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≤ 1
T 3

∑

(j − T̄ )2.

. max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

√
T

|t1 − t0|

∣

∣

∣

∣

∣

∑

(xtt1 − xtt0)(et − ēT )−
t1 − t0

T

T
∑

t=t0+1

(et − ēT )

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∑ t− T̄

T
et

∣

∣

∣

∣

.

. max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

√
T

|t1 − t0|

∣

∣

∣

∣

∣

1
T

∑ t− T̄

T
(xtt1 − xtt0)−

t1 − t0
T

1
T

T
∑

t=t0+1

t− T̄

T

∣

∣

∣

∣

∣

+ op(1)

≤ O(1) max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

√
T

|t1 − t0|

∣

∣

∣

∣

∣

∑

(xtt1 − xtt0)(et − ēT )−
t1 − t0

T

T
∑

t=t0+1

(et − ēT )

∣

∣

∣

∣

∣

(2.37)

+Op

(

T 1/2
)

max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

√
T

|t1 − t0|

∣

∣

∣

∣

∣

1
T

∑ t− T̄

T
(xtt1 − xtt0)−

t1 − t0
T

1
T

T
∑

t=t0+1

t− T̄

T

∣

∣

∣

∣

∣

(2.38)

+ op(1).

vidíme, že zbývá dokázat zanedbatelost členů (2.37)-(2.38). Z
∣

∣

∣

∣

∣

1
T

∑ t− T̄

T
(xtt1 − xtt0)−

t1 − t0
T

1
T

T
∑

t=t0+1

t− T̄

T

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
1
T

t0
∑

t=t1+1

(t− T̄ )(t− t1)
T 2

≤ K1

(

t0 − t1
T

)2

, t1 < t0,

∣

∣

∣

∣

∣

1
T

∑ t− T̄

T
(xtt1 − xtt0)−

t1 − t0
T

1
T

T
∑

t=t0+1

t− T̄

T

∣

∣

∣

∣

∣

=
1
T

t1
∑

t=t0+1

(t− T̄ )(t− t0)
T 2

+
1
T

t1
∑

t=t0+1

(t− T̄ )(t1 − t0)
T 2

≤ K2

(

t0 − t1
T

)2

, t1 > t0

spolu s předpokladem (2.24) vyplývá zanedbatelnost členu (2.38). Nyní se podí-

váme na chování členu V (t1) =
∣

∣

∣

∑

(xtt1 − xtt0)(et − ēT )− t1−t0
T

∑T
t=t0+1

(et − ēT )
∣

∣

∣
.

V (t1) =
1
T

∣

∣

∣

∣

∣

t0
∑

t=t1+1

(et − ēT )(t− t1)
T

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1
T 2

∣

∣

∣

∣

∣

t0
∑

t=t1+1

et(t− t1)

∣

∣

∣

∣

∣

+
1
T

t0
∑

t=t1+1

(t− t1)
T

|ēT |

=
1
T 2

∣

∣

∣

∣

∣

t0
∑

t=t1+1

et(t− t1)

∣

∣

∣

∣

∣

+Op(1)O
(

(t0 − t1)2

T 3/2

)

, t1 < t0,
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V (t1) ≤
1
T

∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

t=t0+1

(et − ēT )(t− t0)
T

∣

∣

∣

∣

∣

+
t1 − t0
T 2

∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

t=t0+1

(et − ēT )

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1
T 2

∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

t=t0+1

et(t− t0)

∣

∣

∣

∣

∣

+
t1 − t0
T 2

∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

t=t0+1

et

∣

∣

∣

∣

∣

+Op(1)O
(

(t0 − t1)2

T 3/2

)

, t1 > t0.

K tomu, abychom dokázali zanedbatelnost členu (2.37), potřebujeme, aby

max
t0<t1<t0+rT |γT |−1T−1/2

{

1
T 3/2(t1 − t0)

∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

t=t0+1

(t− t0)et

∣

∣

∣

∣

∣

+
1

T 3/2

∣

∣

∣

∣

∣

t1
∑

t=t0+1

et

∣

∣

∣

∣

∣

}

= op(1)

a aby pro t1 < t0 také byl příslušný výraz zanedbatelný v pravděpodobnosti.
To je ale pravda, jelikož všechny členy v závorce lze přepsat stejně jako v důkazu
lemmatu 11 tak, aby šlo přímo použít tvrzení E pro α = β = 1.

Pokud použijeme na nenáhodné sumy aproximace z tvrzení C, vidíme, že platí
Z̃T − B̃T = op(1), důkaz je tedy hotov.

k

Důkaz. [Důkaz věty 12.] Z lemmatu 13 vyplývá, že

γ2TT
2C(t1) + 2γTTB(t1) + A(t1) =

= T 3γT
√
T (t1 − t0)

(

−θ(1− θ)
48

γT
√
T (t1 − t0) + 2

1√
T
Z̃T + op(1)

)

stejnoměrně pro |t1 − t0| < rT
|γT |

√
T
. Vzhledem k tomu, že odhad t̂0 hledáme jako

argument maxima, musí nutně platit

θ(1− θ)
48

γT
√
T (t̂0 − t0) =

1√
T
Z̃T + op(1),

neboli že limitní rozdělení θ(1−θ)
48

γT
√
T (t̂0 − t0) je stejné jako limitní rozdělení

1√
T
Z̃T . Nyní je třeba si uvědomit, že 1√

T
Z̃T je součtem nezávislých náhodných

veličin. Spočtěme rozptyl

var
(

1

σ
√
T
Z̃T

)

=

=
1

σ2T
var
(

2θ − 1
8θ(1− θ)

∑

(xtt0 − x̄t0)et +
1− θ

8θ

∑ t− T̄

T
et

− 1
12

∑

I(t > t0)et +
1− θ

12

∑

et

)

=
(

2θ − 1
8θ(1− θ)

)2 1
T

∑

(xtt0 − x̄t0)
2 +

(

1− θ

8θ

)2 1
12
+
1− θ

122
+
(1− θ)2

122

+ 2
2θ − 1
82θ2

1
T 2

∑

(xtt0 − x̄t0)(t− T̄ )− 2 2θ − 1
8.12θ(1− θ)

1
T

T
∑

t=t0+1

(xtt0 − x̄t0)

− 21− θ

8.12θ
1
T

T
∑

t=t0+1

(t− T̄ )− 2(1− θ)2

122

=
4
482

θ(1− θ) (1 + o(1)) .
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Díky tomu, že Z̃T lze vyjádřit jako Z̃T =
∑T

t=1 c(t)et, kde |c(t)| ≤ K(θ), T ≥ 1,
je splněna Feller-Lindebergova podmínka a CLV dává

1√
T
Z̃T

D−→ N

(

0,
4σ2

482
θ(1− θ)

)

, T → ∞,

z čehož přímo plyne tvrzení věty.
k

K tomu, abychom mohli aplikovat výsledky věty 12, potřebujeme najít vhodné
konzistentní odhady neznámých parametrů vyskytujících se v náhodné veličině
UT , tedy odhady γT , σ2 a θ. Parametr γT odhadneme stejně jako výše odhadem
získaným metodou nejmenších čtverců počítaném pro odhadnutý bod změny, tj.
γ̂(t̂0), kde γ̂(.) je zavedeno v (2.7). Podobně σ̂2(t̂0) odhaduje σ2 (σ̂2(.) bylo defi-
nováno v (2.8)). Za odhad θ přirozeně položíme

θ̂ =
t̂0
T
.

Věta 14. Nechť jsou splněny předpoklady věty 12. Potom pro odhady θ̂, µ̂(t̂0), β̂(t̂0),
γ̂(t̂0) z (2.7) a odhad σ̂2(t̂0) z (2.8) pro T → ∞ platí
1. θ̂ − θ = op(1),

2. µ̂(t̂0)− µ = op(1), β̂(t̂0)− β = op(T−1), γ̂(t̂0)− γ = op(T−1),

3. σ̂2(t̂0)− σ2 = op(1).

Důkaz. Z věty 12 plyne, že |γT |
√
T
∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ = Op(1). S využitím předpokladu
(2.18) dostaneme

∣

∣

∣
θ̂ − θ

∣

∣

∣
= Op

(

1
|γT |T 3/2

)

= op(1).

Nyní dokážeme, že γ̂(t̂0) − γ = op(T−1). Tvrzení věty 8 implikuje, že s pravdě-
podobností jdoucí k jedné

∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ ≤ rT
|γT |

√
T
, pro rT jdoucí do nekonečna. Kromě

toho γ̂(t0)− γ = op(T−1) z věty 6. Pokud tedy dokážeme, že

max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

|γ̂(t1)− γ̂(t0)| = op(T−1),

bude důkaz této části hotov. S využitím značení zavedeného v (2.22)-(2.21) vi-
díme, že platí

γ̂(t1) =
Z(t1)

TD(t1,t1)
+ γT

D(t1,t0)
D(t1,t1)

.

Tedy

T |γ̂(t1)− γ̂(t0)| =
∣

∣

∣

∣

Z(t1)
D(t1,t1)

− Z(t0)
D(t0,t0)

+ γTT
D(t1,t0)
D(t1,t1)

− γTT

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

Z(t1)− Z(t0)
D(t1,t1)

∣

∣

∣

∣

+ |Z(t0)|
∣

∣

∣

∣

1
D(t1,t1)

− 1
D(t0,t0)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

γTT
D(t1,t0)−D(t1,t1)

D(t1,t1)

∣

∣

∣

∣
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Z (2.31), (2.33) (pro ǫT =
rT

|γT |T 3/2 ) a (2.34) plyne

max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

∣

∣

∣

∣

Z(t1)− Z(t0)
D(t1,t1)

∣

∣

∣

∣

= Op





rT
|γT |T 9/2

max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

∣

∣

∣

∣

Z(t1)− Z(t0)
t1 − t0

∣

∣

∣

∣





= Op

(

rT
|γT |T 2

)

,

max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

|Z(t0)|
∣

∣

∣

∣

1
D(t1,t1)

− 1
D(t0,t0)

∣

∣

∣

∣

= Op



T−3/2 max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

|t1 − t0|





= Op

(

rT
|γT |T 2

)

,

max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

∣

∣

∣

∣

γTT
D(t1,t0)−D(t1,t1)

D(t1,t1)

∣

∣

∣

∣

= O



|γT | max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

|t1 − t0|





= O
(

rTT
−1/2)

a při volbě rT = log T jsou z předpokladu (2.18) všechny členy zanedbatelné
v pravděpodobnosti. Tím je dokázáno tvrzení pro γ̂(t̂0). Z věty 6 a tvrzení C
plyne

T
∣

∣

∣
β̂(t1)− β̂(t0)

∣

∣

∣
=

T
∣

∣γ̂(t0)
∑

(t− T̄ )(t− t0)+ − γ̂(t1)
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
∣

∣

∑

(t− T̄ )2

≤ T
∑

(t− T̄ )2

(

|γ̂(t0)− γ̂(t1)|
∑

(t− T̄ )(t− t1)+

+ (|γ̂(t0)− γT |+ |γT |)T
∣

∣

∣

∑

(t− T̄ )(xtt0 − xtt1)
∣

∣

∣

)

= O(T−2) |γ̂(t0)− γ̂(t1)|O(T 3) +Op(T−3/2)O(|t1 − t0|)
+ γTO(|t1 − t0|),

a tedy s využitím předpokladu (2.18)

max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

T
∣

∣

∣
β̂(t1)− β̂(t0)

∣

∣

∣
= op(1) +Op

(

rT
|γT |T 2

)

+O
(

rTT
−1/2) = op(1),

čímž je důkaz části s β̂(t̂0) hotov. Podobně

|µ̂(t1)− µ̂(t0)| =
∣

∣

∣

∣

(β̂(t0)− β̂(t1))T̄ + γ̂(t0)
1
T

∑

(t− t0)+ − γ̂(t1)
1
T

∑

(t− t1)+

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣
β̂(t0)− β̂(t1)

∣

∣

∣
T̄ + |γ̂(t1)− γ̂(t1)|

∑

xtt1

+ (|γ̂(t0)− γT |+ |γT |)
∣

∣

∣

∑

(xtt0 − xtt1)
∣

∣

∣

=
(∣

∣

∣
β̂(t0)− β̂(t1)

∣

∣

∣
+ |γ̂(t1)− γ̂(t1)|

)

O(T ) +Op(T−3/2)O(|t1 − t0|)
+ |γT |O(|t1 − t0|),

z čehož plyne

max
|t1−t0|≤ rT

|γT |√T

T |µ̂(t1)− µ̂(t0)| = op(1) +Op

(

rT
|γT |T 2

)

+Op

(

rTT
−1/2) = op(1).
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Tedy platí µ̂(t̂0) − µ = op(1). Nakonec dokážeme tvrzení σ̂2(t̂0) − σ2 = op(1).
Nejprve si rozepíšeme σ̂2(t1):

σ̂2(t1) =
1
T

∑

(

et + (µ− µ̂(t1)) + (β̂(t1)− β)t+ γT ((t− t0)+ − (t− t1)+)

+ (γT − γ̂(t1)) (t− t1)+

)2

. (2.39)

Členy získané pronásobením závorek s µ− µ̂(t1), T
(

β̂(t1)− β
)

a T (γT − γ̂(t1))

jsou zanedbatelné na základě výše dokázaného. Dále se podívejme na součiny
členu γT ((t− t0)+ − (t− t1)+) s výše uvedenými členy:

γT (µ− µ̂(t1))
∑

(xtt0 − xtt1) = γT (µ− µ̂(t1))O(t1 − t0)

= (µ− µ̂(t1))O
(

rTT
−1/2) ,

γT (β̂(t1)− β)
∑

t(xtt0 − xtt1) = γT (β̂(t1)− β)O (T (t1 − t0))

= (β̂(t1)− β)O
(

rT
√
T
)

,

γTT (γT − γ̂(t1))
∑

xtt1(xtt0 − xtt1) = γTT (γT − γ̂(t1))O(t1 − t0)

= (γT − γ̂(t1))O
(

rT
√
T
)

,

γ2TT
∑

(xtt0 − xtt1)
2 = γ2TO

(

(t1 − t0)2
)

= op(r2TT
−1).

Maxima z těchto členů jsou díky (2.18) a výše dokázanému zanedbatelná v prav-
děpodobnosti. Zbývá ukázat, že kromě členu s e2t jsou ostatní členy obsahující et
rovněž zanedbatelné. Již v důkazu lemmatu 10 (vzorec (2.32)) jsme ukázali, že
platí

max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

{∣

∣

∣

∣

∑

(xtt1 − xtt0)et
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

}

= Op

(

T−1/2) , (2.40)

z čehož vyplývá, že

max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

{∣

∣

∣

∣

∑

((t− t0)+ − (t− t1)+) et
t1 − t0

∣

∣

∣

∣

}

= Op

(

T 1/2
)

.

Platí

(µ− µ̂(t1))
1
T

∑

et = (µ− µ̂(t1))Op(T−1/2),

(β̂(t1)− β)
1
T

∑

tet = (β̂(t1)− β)Op(
√
T ),

(γT − γ̂(t1))
1
T

∑

(t− t1)+et = (γT − γ̂(t1))
1
T

(

∑

(t− t0)+et

+ (t1 − t0)

∑

et ((t− t1)+ − (t− t0)+)
t1 − t0

)

,

γT
1
T

∑

((t− t0)+ − (t− t1)+) et = γT
t1 − t0

T

∑

et ((t− t0)+ − (t− t1)+)
t1 − t0

.
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Zanedbatelnost maxima z prvních dvou výrazů už plyne z výše dokázaného. Vy-
užitím předpokladu (2.18) konečně dostáváme

max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

|γT − γ̂(t1)|
1
T

∣

∣

∣

∑

(t− t1)+et
∣

∣

∣
= op(T−1)Op(T 1/2)

+ op

(

rT
|γT |T 5/2

)

Op(T 1/2)

= op(1),

max
|t1−t0|< rT

|γT |√T

|γT |
1
T

∣

∣

∣

∑

((t− t0)+ − (t− t1)+) et
∣

∣

∣
=

rT
T 3/2

O(T 1/2) = op(1).

Ukázali jsme zanedbatelnost všech členů po roznásobení výrazu (2.39) vyjma
členu 1

T

∑

e2t . Ze ZVČ však tento člen konverguje v pravděpodobnosti k σ
2, čímž

je důkaz hotov.
k

Důsledek. Označme

ŨT = γ̂T (t̂0)
√
T (t̂0 − t0)

√

θ̂(1− θ̂)

2σ̂(t̂0)
.

Potom za splnění předpokladů věty 12 platí

ŨT
D−→ N(0,1).
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Kapitola 3

Test pro detekci změny v
panelových datech

V této kapitole zobecníme výsledky, které byly dokázány ve druhé kapitole,
na konečný počet panelů.

První zobecnění výsledků z druhé kapitoly se týká testu detekce změny při da-
ném t0. Pro pevný počet panelů je ve větě 16 ukázáno, že asymptotické rozdělení
testové statistiky je χ2N . Konzistence odhadu rozptylu dokázaná ve větě 17 je
pouhým důsledkem věty 6 pro N = 1.

Sekce Vlastnosti odhadu t̂0 rozšiřuje věty 12 a 14 na pevné N . Z tvaru ná-
hodné veličiny UNT ve větě 20 je vidět, že větší počet panelů se společným bodem
změny vede na menší rozptyl odhadu bodu změny, což potvrdí i simulace v ná-
sledující kapitole. Důkaz konzistence odhadů pro N libovolné pevné ve větě 21 se
od případu N = 1 neliší.

3.1 Model s regresní přímkou

V této kapitole budeme uvažovat model

Xit = µi+βit+γi(t− t0)++eit, t = 1, . . . , T, i = 1, . . . , N, 1 < t0 < T, (3.1)

kde N je pevné, eit jsou nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny a platí
E eit = 0, var eit = σ2, 0 < σ2 < ∞, i = 1, . . . N, t = 1, . . . T .

µi, βi, γi jsou neznámé parametry, přičemž µi, βi lze někdy považovat za ná-
hodné. Čas t0 značí bod změny ve směrnici modelu regresní přímky pro každý
z N panelů. Pokud v modelu pro i-tou rovnici k žádné změně nedošlo, je zřejmě
γi = 0, t0 < T . V modelu bez změny ve směrnici u přímek platí tedy γi = 0, i =
1, . . . N, t0 < T .

Stejně jako ve druhé kapitole budeme i zde předpokládat, že

t0 = ⌊Tθ⌋ (3.2)
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pro nějaké θ ∈ (0,1).

3.2 Odhad bodu změny t0

V předchozí kapitole jsme pro N = 1 odvodili odhady parametrů µ, β, γ
při známém t0, na jejichž základě jsme minimalizací reziduálního součtu čtverců
hledali odhad t0. Nyní budeme uvažovat konečný počet N časových řad, které
splňují model (3.1) a t0 neznámé. Odhad t0, který budeme značit t̂0, nalezneme
minimalizací součtu čtverců, jež sečteme přes všechny panely:

t̂0 = argmin
1<t1<T

SN(t1), (3.3)

kde

SN (t1) =
N
∑

n=1

Si(t1), (3.4)

Si(t1) =
T
∑

t=1

(

Xit − µ̂i(t1)− β̂i(t1)t− γ̂i(t1)(t− t1)+
)2

,

µ̂i(t1) = X̄iT − β̂i(t1)T̄ − γ̂i(t1)
1
T

∑

(t− t1)+,

β̂i(t1) =
1

∑

(j − T̄ )2

(

∑

Xit(t− T̄ )− γ̂i(t1)
∑

(t− T̄ )(t− t0)+
)

,

γ̂i(t1) =

∑

(j − T̄ )2
∑

(Xit − X̄iT )(t− t1)+ −
∑

t(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )(j − t1)+
∑

(j − T̄ )2
[
∑

(t− t1)2+ − 1
T
(
∑

(t− t1)+)
2]−

(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2 .

(3.5)

Podobně jako v (2.8) položme

σ̂2(t1) =
1

TN

N
∑

i=1

T
∑

t=1

(

Xit − µ̂i(t1)− β̂i(t1)t− γ̂i(t1)(t− t1)+
)2

. (3.6)

Vzhledem k tomu, že v této kapitole zobecňujeme výsledky z druhé kapitoly
dokázané pro N = 1 na pevné N , budeme z ní využívat většinu tvrzení.

Lemma 15 (Odhad t0). Odhad t0 z (3.3) lze ekvivalentně získat jako

t̂0 = argmax
1<t1<T

S̃N(t1),

kde

S̃N (t1) =
N
∑

i=1

S̃i(t1),

S̃i(t1) =

[
∑

(t− t1)+(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )(j − t1)+
]2

∑

(j − T̄ )2
[

∑

(j − T̄ )2
(
∑

(t− t1)2+ − 1
T
(
∑

(t− t1)+)
2)−

(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2
] .

(3.7)
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Důkaz. Z důkazu lemmatu 3 víme, že pro každé i ∈ {1, . . . , N} platí

Si(t1) =
T
∑

t=1

(

Xit − µ̂i(t1)− β̂i(t1)t− γ̂i(t1)(t− t1)+
)2

=
[

∑

(t− t1)+(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )(j − t1)+
]2

=
T
∑

t=1

(

Xit − X̄iT − (t− T̄ )

∑

Xij(j − T̄ )
∑

(j − T̄ )2

)2

− γ̂2i (t1)

( T
∑

t=1

(t− t1)2+ − 1
T

(

∑

(j − t1)+
)2

−
(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2

∑

(t− T̄ )2

)

.

První člen nezávisí na volbě t1 a po dosazení za γ̂2i (t1) má druhý člen tvar
[
∑

(t− t1)+(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )(j − t1)+
]2

∑

(j − T̄ )2
[

∑

(j − T̄ )2
(
∑

(t− t1)2+ − 1
T
(
∑

(t− t1)+)
2)−

(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2
] ,

což je i-tý člen S̃N(t1) s opačným znaménkem vydělený
∑

(t − T̄ )2. Proto mini-
malizace SN(t1) odpovídá maximalizaci S̃N(t1).

k

3.3 Test detekce změny při daném t0

Nyní se budeme zabývat specifickou situací v modelu (3.1), kde se t0 před-
pokládá známé a pouze chceme otestovat, jestli nenastala žádná změna proti
alternativní hypotéze, že změna nastala po tomto čase (a tedy v modelu (3.1) je
bod změny t0 (t0 < T ) a existuje i takové, že γi 6= 0). Abychom mohli testovat
přítomnost bodu změny v tomto čase, zobecníme větu 12 o asymptotickém roz-
dělení statistiky za nulové hypotézy, kterou jsme dokázali v kapitole 2. Nulovou
hypotézu v tomto případě vyjádříme jako

H0 : γi = 0, i = 1, . . . , N.

Test nulové hypotézy založíme na
∑N

i=1 γ̂
2
i . Díky lemmatu 15 lze při známém

σ2 použít ekvivalentní vyjádření statistiky

S̃N(t0) =
N
∑

i=1

S̃i(t0) =
N
∑

i=1

γ̂2i (t0)
var γ̂i(t0)

, (3.8)

kde S̃i(t0) je definováno v (3.7).

Věta 16. Nechť Xit,1 ≤ t ≤ T, 1 ≤ i ≤ N , jsou náhodné veličiny splňující model
(3.1), t0 je známé a je splněn předpoklad (3.2).
Potom za platnosti H0 : γi = 0, i = 1, . . . , N platí

N
∑

i=1

γ̂2i (t0)
var γ̂i(t0)

D−→ χ2N . (3.9)
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Poznámka. Dle (3.8) lze náhodnou veličinu na levé straně (3.9) ekvivalentně vy-
jádřit jako S̃N(t0)/σ2. Při nahrazení σ2 jeho konzistentním odhadem zůstává
z Cramér-Slutzkého věty tvrzení věty 16 v platnosti.

Důkaz. Z věty 4 plyne, že pro každý sčítanec v
∑N

i=1
γ̂2i (t0)

var γ̂i(t0)
platí

γ̂2i (t0)
var γ̂i(t0)

D−→ χ21.

Jelikož výběry {Xit, 1 ≤ t ≤ T}, i = 1, . . . ,N jsou nezávislé, dostáváme tvrzení
věty.

k

Věta 17. Nechť jsou splněny předpoklady věty 16.
Potom pro odhady µ̂i(t0), β̂i(t0), γ̂i(t0), σ̂2(t0) 1 ≤ i ≤ N, z (3.5) a (3.6) platí

pro T → ∞

1. µ̂i(t0)− µi = Op(T−1/2), β̂i(t0)− βi = Op(T−3/2), γ̂i(t0)− γi = Op(T−3/2),

2. σ̂2(t0)− σ2 = op(1).

Důkaz. Věta 17 je přímým důsledkem věty 6.
k

Věta 18. Nechť Xit,1 ≤ t ≤ T, 1 ≤ i ≤ N , jsou náhodné veličiny splňující model
(3.1), t0 je známé a platí předpoklad (3.2).
Potom za platnosti H1 : γi 6= 0 pro nějaké i ∈ {1, . . . , N} platí

S̃N(t0)
P−→ ∞.

Důkaz. Z vět 4 a 7 plyne, že S̃i(t0)
P−→ ∞ ∀ i : γi 6= 0, a ostatní sčítanci

statistiky S̃N(t0) jsou jistě nezáporné. Proto rovněž S̃N (t0)
P−→ ∞.

k

Poznámka. Jelikož σ̂2(t0) z věty 17 plyne, že σ̂2(t0)/σ2
P−→ 1, platí rovněž, že

S̃N(t0)
σ̂2(t0)

P−→ ∞.

Pro test

H0 : γi = 0, i ∈ {1, . . . , N} vs. H1 : ∃ i ∈ {1, . . . , N} γi 6= 0

v modelu (3.1), kde t0 je známé a platí předpoklad (2.2), můžeme na základě
vět 16-17 použít statistiku S̃N(t0)/σ̂2(t0), kde σ̂2(t0) je definováno v (3.6). Za H0
platí

S̃N(t0)
σ̂2(t0)

D−→ χ2N , T → ∞,
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za H1 pak
S̃N (t0)
σ̂2(t0)

P−→ ∞, T → ∞.

Nulovou hypotézu zamítáme na hladině α , jestliže

S̃N(t0)
σ̂2(t0)

> χ2N(1− α), (3.10)

kde χ2N(1− α) je (1− α)%-ní kvantil rozdělení χ2N . Tento test je konzistentní.

3.4 Vlastnosti odhadu t̂0

Nyní se budeme zabývat chováním odhadu t0 v modelu (3.1) za alternativní
hypotézy

H1 : ∃ t0, 1 < t0 < T, ∃ i ∈ {1, . . . , N} γi 6= 0.
S měnícím se počtem pozorování T je vhodné uvažovat γi = γiT , změna směr-

nice tedy závisí na počtu pozorování. S velkým počtem pozorování T nás totiž
bude zajímat, co se stane, půjde-li γiT −→ 0 pro T → ∞.

V této sekci budeme předpokládat, že pro T → ∞
N
∑

i=1

γ2iT = O(T−1),

∑N
i=1 γ

2
iTT

3

(log T )2
→ ∞. (3.11)

Podobně jako ve druhé kapitole vyjdeme z ekvivalentního vyjádření statistiky
(3.8) a z jejího jmenovatele odstraníme člen

∑

(j − T̄ )2, který nezávisí na t1, a
tedy neovlivní odhad bodu změny. Ve zbytku této kapitoly budeme pro odhad t0
používat statistiku

S⋆
N(t1) =

N
∑

i=1

S⋆
i (t1), (3.12)

kde

S⋆
i (t1) =

[
∑

(t− t1)+(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )2 −
∑

t(Xit − X̄iT )
∑

(j − T̄ )(j − t1)+
]2

∑

(j − T̄ )2
(
∑

(t− t1)2+ − 1
T
(
∑

(t− t1)+)
2)−

(
∑

(t− T̄ )(t− t1)+
)2 .

Odhad t0 z (3.3) lze tedy ekvivalentně vyjádřit jako

t̂0 = argmax
1<t1<T

S⋆
N(t1). (3.13)

Ze vzorce (2.23) z minulé kapitoly vyplývá, že pro každé i = 1, . . . , N

S⋆
i (t1) = γ2i T

2 (D(t1,t0))
2

D(t1,t1)
+ 2γiT

D(t1,t0)Zi(t1)
D(t1,t1)

+
(Zi(t1))

2

D(t1,t1)
,

kde D(.,.) je jako v (2.21) a Zi(.) je podobně jako v (2.22)

Zi(k) =
∑

(j − T̄ )2
∑

xtk(eit − ēiT )−
∑

t(eit − ēiT )
∑

j(xjk − x̄k), (3.14)
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a tedy

S⋆
N(t1) =

∑

i:γi 6=0
γ2i T

2 (D(t1,t0))
2

D(t1,t1)
+ 2

∑

i:γi 6=0
γiT

D(t1,t0)Zi(t1)
D(t1,t1)

+
N
∑

i=1

(Zi(t1))
2

D(t1,t1)

Odhad t̂0 lze stejně jako v předchozí kapitole (2.26) ekvivalentně vyjádřit jako
řešení optimalizačního problému

max
1<t1<T

{
N
∑

i=1

Ai(t1) + 2
∑

i:γi 6=0
γiTTBi(t1) +

∑

i:γi 6=0
γ2iTT

2C(t1)}, (3.15)

kde

Ai(t1) =
(Zi(t1))

2

D(t1,t1)
− (Zi(t0))

2

D(t1,t0)
(3.16)

Bi(t1) =
D(t1,t0)
D(t1,t1)

Zi(t1)− Zi(t0) (3.17)

C(t1) =
(D(t1,t0))

2

D(t1,t1)
−D(t0,t0), (3.18)

Věta 19. Nechť Xit,1 ≤ t ≤ T, 1 ≤ i ≤ N, jsou náhodné veličiny splňující model
(3.1). Nechť platí předpoklady (3.2) a (3.11).
Pak pro T → ∞

P





(

N
∑

i=1

γ2iT

)1/2√
T
∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ > rT



→ 0 (3.19)

pro libovolnou posloupnost {rT , T ≥ 1} splňující podmínky

rT → ∞,

(

∑N
i=1 γ

2
iT

)1/2

rT
√
log T

→ ∞. (3.20)

Důkaz. Lemma 9 a 10 nám podobně jako ve větě 8 dávají díky předpokladu (3.11)

zanedbatelnost náhodného členu
∑N

i=1
(Zi(t1))

2

D(t1,t1)
oproti deterministickému členu

∑

i:γi 6=0 γ
2
i T
2 (D(t1,t0))

2

D(t1,t1)
.

Proto se můžeme v maximu omezit na taková t1, že |t1 − t0| < TǫT , přičemž
ǫT ց 0, T → ∞. Nechť dále platí rT

(
∑N

i=1 γ
2

iT )
1/2

T 3/2
< ǫT . Potom

lim
T→∞

P
(∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ < TǫT
)

= lim
T→∞

P

(

max
1<t1<T

S̃N (t1) = max
|t1−t0|<TǫT

S̃N(t1)
)

= 1.

Z lemmatu 10 plyne, že stejně jako v případě jednoho panelu

C(t1) = T 2(t1 − t0)2
−θ(1− θ)
48

(

1 +O

(

t1 − t0
T

))

,
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Jelikož
∣

∣

∣

∣

∣

Ai(t1) + 2TγiTBi(t1)
∑N

i=1 γ
2
iTT

4(t1 − t0)2

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

Ai(t1)
∑N

i=1 γ
2
iTT

4(t1 − t0)2

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

2TγiTBi(t1)
∑N

i=1 γ
2
iTT

4(t1 − t0)2

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

Ai(t1)
∑N

i=1 γ
2
iTT

4(t1 − t0)2

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2TBi(t1)
(

∑N
i=1 γ

2
iT

)1/2

T 4(t1 − t0)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a z důkazu lemmatu 11 (vzorec (2.35)) plyne

max
rT T−1/2

(∑N
i=1

γ2
iT )

1/2
<|t1−t0|<TǫT











∣

∣

∣

∣

∣

Ai(t1)
∑N

i=1 γ
2
iTT

4(t1 − t0)2

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2TBi(t1)
(

∑N
i=1 γ

2
iT

)1/2

T 4(t1 − t0)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣











= op(1),

platí také

max
rT T−1/2

(∑N
i=1

γ2
iT )

1/2
<|t1−t0|<TǫT

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i:γi 6=0

Ai(t1) + 2TγiTBi(t1)
∑N

i=1 γ
2
iTT

4(t1 − t0)2

∣

∣

∣

∣

∣

= op(1),

a tedy můžeme psát

lim
T→∞

P





(

N
∑

i=1

γ2iT

)1/2√
T
∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ > rT



 =

= lim
T→∞

P









max
rT T−1/2

(∑N
i=1

γ2
iT )

1/2
<|t̂0−t0|<TǫT

N
∑

i=1

Ai(t1) + 2TγiTBi(t1) + γ2iTT
2C(t1)

= max
|t1−t0|<TǫT

N
∑

i=1

Ai(t1) + 2TγiTBi(t1) + γ2iTT
2C(t1)

)

≤ lim
T→∞

P









max
rT T−1/2

(∑N
i=1

γ2
iT )

1/2
<|t̂0−t0|<TǫT

N
∑

i=1

Ai(t1) + 2TγiTBi(t1) + γ2iTT
2C(t1) ≥ 0









= lim
T→∞

P









max
rT T−1/2

(∑N
i=1

γ2
iT )

1/2
<|t̂0−t0|<TǫT

N
∑

i=1

γ2iTT
4(t1 − t0)2

−θ(1− θ)
48

(1 + op(1)) ≥ 0









= 0.

Díky použití lemmat 9, 10 a 11 jsme tedy ukázali, že tvrzení platí pro libovolné
pevné N .

k
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Věta 20. Nechť Xit,1 ≤ t ≤ T, 1 ≤ i ≤ N, jsou náhodné veličiny splňující model
(3.1). Nechť platí předpoklady (3.2) a (3.11).
Pak pro T → ∞

UNT =
√
T (t̂0 − t0)

(

N
∑

i=1

γ2iT

)1/2 √

θ(1− θ)
2σ

D−→ N(0,1). (3.21)

Důkaz. Z lemmatu 13 vyplývá stejně jako pro jednorozměrný případ (nyní zna-
číme příslušnou veličinu Z̃ navíc indexem i), že

N
∑

i=1

γ2iTT
2C(t1) + 2T

N
∑

i=1

γiTBi(t1) +
N
∑

i=1

Ai(t1) =

= T 3
√
T (t1 − t0)

(

−
N
∑

i=1

γ2iT
θ(1− θ)
48

√
T (t1 − t0) + 2

1√
T

N
∑

i=1

γiT Z̃iT + op(1)

)

.

Vzhledem k tomu, že odhad t̂0 hledáme jako argument maxima, musí nutně platit,
že

N
∑

i=1

γ2iT
θ(1− θ)
48

√
T (t1 − t0) =

1√
T

N
∑

i=1

γiT Z̃iT + op(1),

neboli že limitní rozdělení
∑N

i=1 γ
2
iT

θ(1−θ)
48

√
T (t1 − t0) je stejné jako limitní rozdě-

lení 1√
T

∑N
i=1 γiT Z̃iT , kde 1√

T
Z̃iT jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny

s asymptotickým rozptylem 4
482

θ(1 − θ)σ2, pro něž platí centrální limitní věta
podobně jako v důkazu věty 12. To ale implikuje

∑N
i=1 γiT Z̃iT

√

T
∑N

i=1 γ
2
iT

D−→ N

(

0,
4σ2θ(1− θ)
482

)

a důkaz je hotov.
k

Podobně jako v minulé kapitole nám zbývá najít vhodné konzistentní odhady
neznámých parametrů vyskytujících se v náhodné veličině UNT , tedy odhady γiT ,
σ2 a θ. Parametr γiT odhadneme stejně jako výše odhadem získaným metodou
nejmenších čtverců počítaném pro odhadnutý bod změny, tj. γ̂i(t̂0), kde γ̂i(.) je
zavedeno v (3.5). Podobně σ̂2(t̂0) odhaduje σ2 (σ̂2(.) bylo definováno v (3.6)).
Za odhad θ opět položíme θ̂ = t̂0

T
.

Věta 21. Nechť jsou splněny předpoklady věty 20. Potom pro odhady µ̂i(t̂0), β̂i(t̂0),
γ̂iT (t̂0) z (3.5) a odhad σ̂2(t̂0) z (3.6) pro T → ∞ platí

1. θ̂ − θ = op(1),

2. µ̂i(t̂0)− µi = op(1), β̂i(t̂0)− βi = op(T−1), γ̂iT (t̂0)− γi = op(T−1),

3. σ̂2(t̂0)− σ2 = op(1).
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Důkaz. Z věty 20 plyne, že
(

∑N
i=1 γ

2
iT

)1/2√
T
∣

∣t̂0 − t0
∣

∣ = Op(1). Důkaz věty je

stejný jako v jednorozměrném případě (věta 14) s tím rozdílem, že |γT | nahradíme
(

∑N
i=1 γ

2
iT

)1/2

a místo předpokladu (2.18) používáme předpoklad (3.11).

k

Důsledek. Označme

ŨNT =
√
T (t̂0 − t0)

(

N
∑

i=1

γ̂2iT (t̂0)

)1/2
√

θ̂(1− θ̂)

2σ̂(t0)
.

Potom za splnění předpokladů věty 20 platí

ŨNT
D−→ N(0,1).
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Kapitola 4

Simulace a aplikace

V této kapitole se zaměříme na aplikaci testu detekce změny při daném t0,
který jsme odvodili v jednorozměrném případě ve druhé kapitole, a jehož zo-
becnění bylo dokázáno pro pevné N ve třetí kapitole. Dále budeme aplikovat
větu o asymptotickém rozdělení odhadu t̂0, když je t0 neznámé. I zde jsme odvo-
dili nejprve verzi věty pro N = 1 a následně její zobecnění pro libovolné pevné N .

Připomeňme model, se kterým jsme pracovali v kapitole 2 (s N = 1) a kapi-
tole 3, z něhož byla generována data pro simulaci:

Xit = µi + βit+ γi(t− t0)+ + eit, t = 1, . . . , T, i = 1, . . . , N, 1 < t0 < T,

kde N je pevné, eit jsou nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny a platí
E eit = 0, var eit = σ2, 0 < σ2 < ∞, i = 1, . . .N, t = 1, . . . T . µi, βi, γi jsou
neznámé parametry.

Data použitá k aplikaci (graf 4.1) obsahují kurzy některých měn vůči dolaru
zaznamenané s denní frekvencí v obchodních dnech od 13.3.2001 do 11.3.2003.
Z více dostupných řad bylo vybráno šest časových řad kurzů měn v zemích: Eu-
rozóna, Velká Británie, Dánsko, Norsko, Švédsko a Švýcarsko. K dispozici máme
T = 500 pozorování.

Všechny testy v celé kapitole byly prováděny na hladině 0,05.

4.1 Simulace

Test existence změny pro známé t0

Nejprve se budeme zabývat případem N = 1 a ověříme rozdělení statistiky
testu (2.17) založeném na platnosti věty 4. Pro simulaci jsme v modelu (2.1)
s T = 500 a pevným t0 = 250 položili µ = 0, β = 0,1, γ = 0,01, σ = 2, simulaci
jsme opakovali 10000-krát.

Pro první data vygenerovaná za alternativní hypotézy γ = 0,01 vyšlo
S̃(t0)/σ̂2(t0)

.= 9,79. Jelikož χ21(0.95)
.= 3,84, zamítáme správně nulovou hypo-

tézu γ = 0. Pokud si však zobrazíme graf těchto dat (graf 4.2), vidíme, že z grafu
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Obrázek 4.1: Data kurzů měn vůči dolaru.

bychom takto nepatrnou změnu nepoznali.

Simulaci jsme provedli jak pro nulovou hypotézu γ = 0, tak pro alternativní
hypotézu γ = 0,01. Za nulové hypotézy bylo chybně zamítnuto 5,09% případů,
za alternativní hypotézy test správně zamítl v 98,08%. Simulované rozdělení tes-
tové statistiky se skutečně blížilo rozdělení χ21 (obrázek 4.3).

Dále se budeme věnovat simulaci případu s pevným N , v simulaci bylo po-
užito N = 6. Nyní je k testování nulové hypotézy γi = 0, i = 1, . . . , 6, v mo-
delu (3.1) pro bod změny t0 = 250 (opět je T = 500) třeba použít test (3.10)
odvozený z věty 16. V simulaci jsme zvolili µ = (−50;−10; 0; 5; 50; 0)⊤, β =
(0,2; 0,1;−0,05;−0,1;−0,2; 0)⊤, γ = (0;−0,01; 0; 0; 0; 0,01)⊤, σ = 2. Z šesti ča-
sových řad tedy došlo ke změně směrnice trendu pouze ve dvou řadách. Počet
opakování byl 10000.

Nejprve jsme na ukázku provedli test pro jedna konkrétní data vygenerovaná z
tohoto modelu. Hodnota statistiky při alternativní hypotéze byla S̃6(t0)/σ̂2(t0)

.=
63,66, což je větší než 95%-ní kvantil rozdělení χ26, který je roven 12,59. V tomto
případě bychom tedy nulovou hypotézu zamítli. Stejně jako v předchozí ukázce
není z grafu dat (graf 4.4) příliš patrné, zda změna v čase 250 nastala.

Za nulové hypotézy bylo chybně zamítnuto 4,90% případů, za alternativní
hypotézy test správně zamítl v 99,77%. V tomto případě má statistika S̃6(t0)

σ̂2(t0)
roz-

dělení χ26 (obrázek 4.5).
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Obrázek 4.2: Data vygenerovaná z modelu Xt = 0,1t+ 0,01(t− 250)+ + et.
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Obrázek 4.3: Histogram hodnot testové statistiky S̃(t0)
σ̂2(t0)
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Obrázek 4.4: Data vygenerovaná z modelu (4.4) s parametry
µ = (−50;−10; 0; 5; 50; 0)⊤, β = (0,2; 0,1;−0,05;−0,1;−0,2; 0)⊤,
γ = (0;−0,01; 0; 0; 0; 0,01)⊤.
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Interval spolehlivosti bodu změny pro neznámé t0

Dále se budeme zabývat simulací statistiky z věty 12 pro N = 1 a věty 20
pro pevné N . Připomeňme si statistiky

UT = γT
√
T (t̂0 − t0)

√

θ(1− θ)
2σ

,

ŨT = γ̂T (t̂0)
√
T (t̂0 − t0)

√

θ̂(1− θ̂)

2σ̂
,

UNT =

√

√

√

√

N
∑

i=1

γ2iT
√
T (t̂0 − t0)

√

θ(1− θ)
2σ

,

ŨNT =

√

√

√

√

N
∑

i=1

γ̂2iT (t̂0)
√
T (t̂0 − t0)

√

θ̂(1− θ̂)

2σ̂

zavedené ve větách a důsledcích vět 12 a 20. Kromě náhodných veličin UT a
UNT uvedených v těchto větách jsme simulovali na stejných datech také hodnoty
statistik ŨT a ŨNT , ve kterých jsme θ, σ2 a γT (resp. γiT ) nahradili jejich kon-
zistentními odhady θ̂ = t̂0/T , σ̂2 a γ̂T = γ̂(t̂0) (resp. γ̂iT = γ̂i(t̂0)). V praxi totiž
přirozeně skutečné hodnoty θ, σ2 a γT (resp. γiT ) neznáme, potřebovali bychom
tedy použít statistiku s příslušnými konzistentními odhady.

Simulovali jsme hodnoty obou statistik na stejných datech. Data byla genero-
vána podle modelu (2.1), parametry byly voleny následovně: T = 500, µ = 0, β =
0,1, σ = 2. Simulaci jsme opakovali 10000-krát. Parametr γT jsme volili postupně
roven 0,5; 0,25; 0,1; 0,075; 0,05; 0,025; 0,01.

Pro γT = 0,500 byl test trochu konzervativní, simulovaná hladina testu byla
0,039 pro obě statistiky. U γT = 0,250 naopak byla skutečná hladina testu větší.
Lépe fungoval test pro γT = 0,100 a γT = 0,075, kdy byla požadovaná hladina
0,05 přibližně dodržena. U nejmenší hodnoty γT = 0,010 už je tento test málo
citlivý ke změně. Výsledky simulace shrnuje tabulka 4.1, kde vidíme hodnoty pa-
rametrů γT a hladin testů založených na UT a ŨT .

γT hladina testu: UT hladina testu: ŨT

1 0,500 0,039 0,039
2 0,250 0,087 0,086
3 0,100 0,048 0,066
4 0,075 0,062 0,069
5 0,050 0,070 0,081
6 0,025 0,094 0,104
7 0,010 0,172 0,229

Tabulka 4.1: Simulované hladiny testů pro různé varianty volby γT .

Statistika z věty 12 má v limitě normované normální rozdělení, což potvrzuje
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Obrázek 4.6: Histogram hodnot statistiky ŨT pro γT = 0,1.

i histogram 4.6.

Další část simulace spočívala v ověření asymptotiky (věta 20) odhadu t0
pro N = 6. V simulaci jsme zvolili µ = (−50;−10; 0; 5; 50; 0)⊤,
β = (0,2; 0,1;−0,05;−0,1;−0,2; 0)⊤, γT = (0;−γT ; 0; 0; 0; γT )⊤, σ = 2, kde γT
jsme volili postupně 0,5; 0,25; 0,1; 0,075; 0,05; 0,025; 0,01; 0,005. Počet opakování
byl 10000.

Oproti jednorozměrnému případu vidíme, že volby γT = 0,5 a γT = 0,25 vů-
bec nedodržují hladinu testu, kterou jsme opět volili jako 0,05 - změny směrnic
jsou příliš velké. V tomto případě totiž narážíme na problém s diskrétními hod-
notami odhadů bodů změny. U třetí až šesté volby γT by bylo možné test použít,
jeho hladina by ale byla o něco větší než jsme chtěli. Menší volby γT dávají už
příliš velkou simulovanou hladinu. Rozdělení vygenerovaných hodnot statistiky
pro γT = 0,1 vidíme v grafu 4.7.

γT

√

∑N
i=1 γ

2
iT hladina testu: UNT hladina testu: ŨNT

1 0,500 0,707 0,325 0,263
2 0,250 0,354 0,146 0,120
3 0,100 0,141 0,086 0,072
4 0,075 0,106 0,065 0,065
5 0,050 0,071 0,082 0,073
6 0,025 0,035 0,092 0,096
7 0,010 0,014 0,174 0,222
8 0,005 0,007 0,225 0,591

Tabulka 4.2: Simulované hladiny testů pro různé varianty volby γT , N = 6.
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Obrázek 4.7: Histogram hodnot statistiky ŨNT pro γT = 0,1.

4.2 Aplikace na reálná data

Test existence změny pro známé t0

Předpokládejme, že máme podezření, že změna ve směrnici lineárního trendu
nastala 1.2.2002 (pozorování 224). Z vybraných řad kurzů měn budeme apliko-
vat test detekce změny při daném t0 = 224 pro N = 1 pro časovou řadu kurzů
Norské koruny. Hodnota testové statistiky S̃(t0)/σ̂2(t0) se v tomto případě rovná
přibližně 590,08, čímž jsme prokázali existenci změny, jelikož χ21(0.95)

.= 3,84.
Podobně bychom zamítli nulovou hypotézu i u ostatních kurzů.

Jelikož máme k dispozici několik panelů, je vhodné použít test (3.10) s N = 6.
V tomto případě platí S̃6(t0)/σ̂2(t0)

.= 4242,95, což je větší než 95%-ní kvantil
rozdělení χ26 = 12,59. Zamítáme tedy i nulovou hypotézu γi = 0, i = 1, . . . ,6.
Věta 17 nám také dává konzistenci odhadů µi, βi, γi, i = 1, . . . ,6. Na základě
těchto odhadů byly spočítány i vyrovnané hodnoty značené tučnou čarou v grafu
4.8.

Interval spolehlivosti bodu změny pro neznámé t0

Pokud bychom nemohli s jistotou tvrdit, že změna nastala 1.2.2002, museli
bychom použít metody popsané ve druhé a třetí kapitole pro neznámé t0. Nejprve
si je vyzkoušíme na časové řadě kurzů Norské koruny. Abychom mohli spočítat
interval spolehlivosti pro t0, použijeme statistiku ŨT . Výsledný interval spolehli-
vosti pro bod změny vyšel (14.11.01, 02.04.02), přičemž t̂0 = 24.01.02. Z grafu 4.9
je patrné, že tento interval spolehlivosti je poměrně široký. Pokud se podíváme
na intervaly spolehlivosti u ostatních časových řad, zjistíme, že jsou většinou po-
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Obrázek 4.8: Vyrovnané hodnoty při testování změny v trendu po 1.2.2002.

dobně široké, nejkratší mají délku přibližně čtvrt roku.

Na data s více časovými řadami kurzů měn vůči dolaru je vhodnější aplikovat
výsledek věty 20. Podobně jako výše použijeme statistiku ŨNT . Získaný interval
spolehlivosti vyšel (05.02.02, 20.03.02), t̂0 = 27.02.02. Z grafu 4.10 ihned vidíme,
že oproti grafu 4.9 je interval spolehlivosti mnohem užší.
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Kapitola 5

Závěr

Tato práce se věnovala detekci změny v modelu jednoduché lineární regrese
v panelových datech. Po celou dobu jsme museli rozlišovat situace, kdy byl bod
změny t0 známý nebo neznámý. Případ se známým bodem změny přímo souvisí
s klasickým modelem lineární regrese, při neznámém bodu změny jsme měli navíc
jeden neznámý parametr.

Na začátku druhé kapitoly byly odvozeny odhady nejmenších čtverců pro dané
t0. Dosazením těchto odhadů do reziduálního součtu čtverců a úpravou jsme pak
dostali statistiku, jejíž maximalizací přes všechny možné časy jsme získali odhad
t0, je-li t0 neznámé.

Pro dané t0 jsme odvodili konzistentní test detekce změny v tomto bodě v jed-
noduchém regresním modelu. Ukázalo se, že testová statistika má asymptoticky
za nulové hypotézy, že změna nenastala, χ21 rozdělení pro jednu časovou řadu a χ

2
N

rozdělení pro N časových řad.

Složitější úvahy vyžadovala situace s neznámým bodem změny. Práce se zabý-
vala zejména chováním navržené statistiky za alternativní hypotézy, kdy nastala
změna ve směrnici trendu v neznámém čase shodném pro všechny časové řady.
Hlavním výsledkem v tomto případě byla asymptotická normalita získaného od-
hadu. Dle předchozího očekávání souvisí asymptotický rozptyl tohoto odhadu
s velikostí změny - čím menší změnu se snažíme detekovat, tím širší je interval
spolehlivosti pro t0. Dalším faktorem ovlivňující velikost rozptylu je poměr času
změny t0 a délky pozorování T . Pro t0/T = 1/2 je rozptyl (při stejné změně
směrnice) nejmenší a čím více se blíží k počátku nebo konci pozorování, tím více
se zvětšuje.

Odvozené výsledky jsme doplnili simulací a aplikací. Při simulaci jsme ověřo-
vali hladinu testu pro detekci změny při daném t0 a rozdělení statistiky. Výsledky
simulace souhlasily s dokázanými tvrzeními, při známém bodu změny byl test
schopný detekovat tak nepatrnou změnu, že ji při vykreslení dat bylo možné jen
těžko rozpoznat. Pro t0 neznámé jsme zkusili simulovat data na základě různých
voleb γT a rovněž jsme ověřili asymptotickou normalitu vhodně znormovaného
odhadu.
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K aplikaci byla použita data kurzů několika evropských měn vůči dolaru. Po-
užitím metody pro jeden panel jsme získali velmi široký interval spolehlivosti pro
čas změny. Oproti tomu interval spolehlivosti získaný na základě dat z více pa-
nelů byl výrazně užší. To ukazuje užitečnost panelových dat v případě, že se lze
domnívat, že bod změny je pro všechny řady společný.

Dokázané metody by bylo možné zobecnit dvěma směry: Prvním žádoucím
zobecněním by bylo uvolnění předpokladu nezávislosti chybových složek, bylo by
možné např. povolit korelaci pozorování v jednotlivých časových řadách. Dalším
zobecněním dokázaných výsledků by mohlo být rozšíření na nekonečně mnoho
časových řad. Někdy také v datech může nastat více změn, pak by bylo zajímavé
rozšířit metody dokázané v této práci na testování vícenásobné změny.
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Příloha A

Pomocná tvrzení

Definice 1 (op, Op). Nechť {Xn}, {Un} jsou náhodné posloupnosti a Un > 0
skoro jistě. Potom pro n → ∞

Xn = op(Un)
def⇐⇒ Xn

Un

P−→ 0, n → ∞,

Xn = Op(Un)
def⇐⇒ ∀ǫ ∃K : P (|Xn| > K |Un|) ≤ ǫ ∀n.

Tvrzení A. Nechť {Xn}, {Yn} jsou náhodné posloupnosti a {Un}, {Vn} jsou
kladné náhodné posloupnosti. Potom platí:

1. Xn = op(Un) =⇒ Xn = Op(Un),

2. Xn = Op(Un), Yn = Op(Vn) =⇒ Xn±Yn = Op(max(Un,Vn)), XnYn = Op(UnVn),

3. Xn = op(Un), Yn = op(Vn) =⇒ Xn ± Yn = op(max(Un,Vn)),

4. Xn = Op(Un), Yn = op(Vn) =⇒ XnYn = op(UnVn),

5. Xn = Op(Un), Un = Op(Vn) =⇒ Xn = Op(Vn). Pokud nahradíme alespoň
jedno z O symbolem o, pak Xn = op(Vn).

Tvrzení B (Aproximace sum). Nechť

xtk =

(

t− k

T

)

+

, x̄k =
1
T

T
∑

t=1

xtk

pro 1 ≤ k ≤ T a nechť dále
t0 = ⌊Tθ⌋

pro nějaké θ ∈ (0,1).
Potom pro T → ∞

1
T

T
∑

t=1

xtkxtt0 =
(1−max(θ, k/T ))2(2 + max(θ, k/T )− 3min(θ, k/T ))

6

+O

(

min(T − k, T − t0)
T 2

)

,
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1
T

T
∑

t=1

xtk =
(1− k/T )2

2
+O

(

T − k

T 2

)

,

1
T

T
∑

t=1

(xtk − x̄k)xtt0 =
(1−max(k/T,θ))2(1 + 2max(k/T,θ)− 3min((k/T )2,θ2))

12

+O

(

min(T − k, T − t0)
T 2

)

,

1
T

T
∑

t=1

(xtk − x̄k)2 =
(1− k/T )3

3
− (1− k/T )4

4
+O

(

T − k

T 2

)

,

1
T 3

T
∑

t=1

(t− T̄ )2 =
1
12
+O

(

1
T

)

,

1
T 2

T
∑

t=1

(t− T̄ )xtk =
1
12
(1− k/T )2(1 + 2k/T ) +O

(

T − k

T 2

)

,

1
T 4

(

∑

(t− T̄ )2
∑

(xtk − x̄k)2 −
(

∑

(t− T̄ )xtk

)2
)

,

=
1
36
(1− k/T )3(k/T )3 +O

(

T − k

T 2

)

pro všechna k = 1, . . . , T.

Tvrzení C (Aproximace sum na okolí t0). Nechť

xtk =
(

t− k

T

)

+

, x̄k =
1
T

T
∑

t=1

xtk

pro 1 ≤ k ≤ T a nechť dále
t0 = ⌊Tθ⌋

pro nějaké θ ∈ (0,1).
Potom pro T → ∞

T
∑

t=1

(xtt0 − xtk) = (k − t0)(1− θ)
(

1 +O

(

k − t0
T

))

,

T
∑

t=1

(xtk − x̄k)2 = T
(1− θ)3(1 + 3θ)

12

(

1 +O

(

k − t0
T

))

,

T
∑

t=1

(xtk − x̄k)(xtt0 − xtk) = (k − t0)
θ(1− θ)2

2

(

1 +O

(

k − t0
T

))

,

T
∑

t=1

(xtk − xtt0 − x̄k + x̄t0)
2 =
(k − t0)2

T
θ(1− θ)

(

1 +O

(

k − t0
T

))

,

T
∑

t=1

(t− T̄ )2 = T 3
1
12

(

1 +O

(

1
T 2

))

,
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T
∑

t=1

(t− T̄ )(xtt0 − xtk) = T (k − t0)
θ(1− θ)
2

(

1 +O

(

k − t0
T

))

,

T
∑

t=1

(t− T̄ )(xtk − x̄k) = T 2
(1− θ)2(1 + 2θ)

12

(

1 +O

(

k − t0
T

))

pro všechna k = 1, . . . ,T : |k − t0| ≤ TǫT , ǫT → 0.
Tvrzení D (Hájkova-Rényiova nerovnost). Nechť {Un =

∑n
i=1 uj, Fn, n ≥ 1}

je L2 martingal a nechť {bn, n ≥ 1}, bn > 0, n ≥ 1, je neklesající posloupnost
reálných čísel. Potom pro každé λ > 0 platí

P

(

max
1≤j≤n

|Uj |
bj

≥ λ

)

≤ 1
λ2

n
∑

j=1

E u2j
b2j

. (A.1)

Důkaz. Viz Chow a Teicher (2003).
k

Tvrzení E (Důsledek Hájkovy-Rényiovy nerovnosti). Nechť {ǫi, 1 ≤ i ≤ n}
jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s nulovou střední hodnotou a

konečným rozptylem σ2, α ≥ 0, β ≥ 0. Potom pro každé λ > 0 platí

P

(

max
1≤j≤n

|
∑j

i=1 eii
β |

jα
≥ λ

)

≤ σ2

λ2

n
∑

j=1

i2(β−α),

P

(

max
1≤j≤n

|
∑n

i=j+1 ei(n− i)β |
(n− j)α

≥ λ

)

≤ σ2

λ2

n
∑

j=1

i2(β−α).

Poznámka. Pro
∑n

j=1 i
2(β−α) a n → ∞ lze použít následující aproximace:

n
∑

j=1

i2(β−α) ≈ const , β − α < −1/2,

n
∑

j=1

i2(β−α) ≈ log n, β − α = −1/2,

n
∑

j=1

i2(β−α) ≈ n2(β−α)+1, β − α > −1/2.

Symbol an ≈ bn znamená, že limn→∞ an/bn je nenulová a konečná.

Důkaz. [Důkaz tvrzení E] Z předpokladů tvrzení plyne, že
∑j

i=1 eii
β je L2 mar-

tingal, posloupnost jα, j ≥ 1 je pro α > 0 neklesající. Můžeme použít tvrzení D
a důkaz první části je hotov. Dále platí

∑n
i=j+1(n− i)βei
(n− i)α

=

∑j
k=1 k

βen−k

kα

a vzhledem k tomu, že {ǫi, 1 ≤ i ≤ n} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny, rozdělení

(

∑j
k=1 k

βen−k

)

/kα se nezmění, nahradíme-li en−k veličinami

55



ek. Tím jsme převedli nerovnost ve druhé části tvrzení na již dokázanou.
k

Tvrzení F (Slabý zákon velkých čísel - Čebyšev). Nechť Xn, n ∈ N, jsou reálné

náhodné veličiny definované na stejném pravděpodobnostním prostoru (Ω,A,P ),
cov(Xi,Xj) = 0, i 6= j. Když bn > 0, n ∈ N jsou takové, že

1
b2n

n
∑

i=1

varXi → 0, n → ∞,

potom

1
bn

n
∑

i=1

(Xi − E Xi)
P−→ 0, n → ∞.

Tvrzení G (Cramér-Sluckého věta). Necht’ Xn, X a Yn jsou náhodné veličiny.

Jestliže Xn
D−→ X a Yn

P−→ c, pak

Xn + Yn
D−→ X + c,

YnXn
D−→ cX,

Xn/Yn
D−→ X/c, je − li c 6= 0.

Důkaz. Viz Rao (2002).
k

Tvrzení H (Feller-Lindebergova CLV). Nechť pro každé n ∈ N je dán pravděpo-

dobnostní prostor (Ω,A,P ) a na něm jsou definovány nezávislé reálné náhodné ve-
ličiny Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,kn při kn ∈ N, E Xn,1 = E Xn,2, . . . ,E Xn,kn = 0. Jestliže
platí

kn
∑

k=1

varXn,k −→ 1, n → ∞

a ∀ǫ > 0
kn
∑

k=1

E
[

X2n,kI {|Xn,k| ≥ ǫ}
]

−→ 0, n → ∞,

potom
kn
∑

k=1

Xn,k
D−→ Z , n → ∞, Z ∼ N(0,1).

Důkaz. Viz Lachout (2004).
k
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