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potézy, ze zadna zména nenastala. Tento vysledek je pozdéji zobecnén na pevny
pocet Casovych fad. Stézejni ¢ast prace se tyka odhadu bodu zmény v pripadé,
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Abstract: The thesis investigates the issue of change in slope of the regression line
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whereas the break date is known. We show that the proposed statistic follows an
asymptotic chi-square distribution with one degree of freedom. Subsequently, we
derive a consistent estimate for the error term variance so that we can obtain a
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issue of estimating the change-point in case it is unknown. The common break
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are reported to support the asymptotic results and we apply the methods on
historical exchange rates data.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Panelova data

Panelova data vznikaji kombinaci prifezovych a Casové usporadanych dat.
Po casové obdobi T je pozorovana skupina N subjektd. V jednom casovém oka-
mziku se tedy jedna o prifezova data, jez nejsou prirozené uspofadana, zatimco
pozorovani prislusna jednomu panelu tvofi ¢asovou radu.

Datové soubory, které je vhodné analyzovat metodami pro panelova data, jsou
charakteristické tim, ze opakované pozorujeme v jistém smyslu podobné jednotky,
které bychom pri samostatné analyze modelovali modelem se stejnou strukturou.
Jako priklad panelovych dat lze uvést sménné kurzy skupiny mén vici dolaru
uvedené v dennich zaznamech v daném casovém obdobi. Pozorované subjekty se
po toto casové obdobi neméni. Obecné je mozné uvazovat panely s riznymi po-
¢ty pozorovani, zde vsak budeme pracovat pouze s daty, kde se pocty pozorovani
u jedinct nelisi - jedna se tedy o vyvazena data.

Metody analyzy panelovych dat jsou aplikovany v nejriznéjsich oborech, napft.
v ekonomii (vyvoj ménovych kurzi), sociologii (opakované vyzkumy volebnich
preferenci), marketingu (dlouhodobé vyzkumy sledovanosti médii), zdravotnic-
tvi, bankovnictvi a pojistovnictvi. P¥inosem panelovych dat oproti prifezovym
dattim nebo jedné casové fadé je zejména mnohem vétsi riznorodost dat a dosta-
tek pozorovani. Opakovana pozorovani panelu ndm umoznuji v datech zkoumat
livymi subjekty. Vice o panelovych datech a modelech, které je mozné pouzivat
pro jejich analyzu, se lze docist v knize Baltagi (2013).

V nésledujicich kapitolach budeme pouzivat pro panelova data znaceni
Xy, v = 1,....,N,;t = 1,...,T. Indexem 7 budeme znacit prirezovou dimenzi
dat, indexem t jejich ¢asovou dimenzi.

7Z hlediska analyzy panelovych dat je dilezité se zamyslet nad poctem paneli
a poctem pozorovani v ¢asovém obdobi, které mame k dispozici pro kazdy panel.
V této praci se budeme zabyvat daty, kde N je konecné a T — oo. Nejprve
budeme uvazovat jen jeden panel (tedy N = 1), nasledné zobecnime vysledky
pro libovolné pevné N.



1.2 Detekce zmén v panelovych datech

Detekce zmén (anglicky change-point analysis) je souhrnné oznaceni pro pro-
cedury urcené k ovérovani stability statistického modelu. Diilezitym pripadem
nestability modelu jsou strukturalni zmény (structural breaks). V takovém pfi-
padé v pribéhu pozorovani doslo ke zméné charakteru panelovych dat a je nutné
po tomto okamziku model pozménit. Casovy okamzik, ve kterém tato zména
nastala, byva oznacovan jako bod zmény (change-point). Pti detekci zmén zjistu-
jeme, zda néjakd zména v charakteru dat nastala a pokud ano, pak v jakém case.
Dalsim pfirozenym rozsifenim metod pro detekci zmény v datech je pak detekce
mnohonasobnych zmén.

Spolecné zmény charakteru casovych fad subjektid v panelovych datech se
hojné vyskytuji v ekonomii, priamyslu a dalsich oborech. Jako piiklad si uvedme
pusobeni celosvétové hospodaiské krize na ekonomiky stati nebo vliv ceny ropy
na produkci zbozi v mnoha zemich.

Nejcastéji pouzivanymi modely pro detekci strukturalni zmény v panelovych
datech jsou modely se skokovou zménou (mean shift model), modely se spole¢nou
zménou v linedrnim trendu (joint broken trend) a modely se skokovou zménou
i zménou v linearnim trendu (local disjoint trend). V téchto modelech je cas
zmény neznamy, 1’ je velké a N muze byt pevné nebo také jdouci do nekonecna.

V dalsich kapitolach se budeme zabjvat pouze modely se zménou v linedrnim
trendu. Vice o modelech se skokovou zménou a jejich zobecnénich se lze docist
napt. knize |Csorgé a Horvath (1997) a v ¢lanku Kim (2011).

Model se skokovou zménou

Predpokladame, ze pozorujeme panel o rozsahu N s T' pozorovanimi pro kazdy
subjekt. Definujme model se skokovou zménou jako

th:/ﬁz+’71](t>t0)+ezta Zzl,N,tzl,T, t0<T,

kde p;, 7; jsou nezndmé parametry, pticemz p; lze nékdy povazovat za nahodné.
Parametry +; mohou zaviset na T' i N, pozorovani tedy mame ve tvaru {X; =
Xa(T\N), 1 < i < N, 1 <t < T}. ey jsou ndhodné chyby (v ekonometrii
¢asto oznacované jako disturbance), pro které plati E e; = 0, vare; = o2, i =
1,...N, t =1,...T. Pro pevné i je {ey, t > 0} casova fada. Cas t, se nazjva
bod zmény. V ném se p; zméni na pu; + ;. Testovand hypotéza stability modelu
se formuluje jako

Hy: ~»=0 Vi=1,....N, to<T.

Vice o odhadech v tomto modelu lze nalézt v ¢lanku Horvath a Huskova
(2012). Casto se predpoklad4, ze ndhodné chyby {e;, 1 <i < N,1 <t < T} jsou
nezavislé. Jelikoz je vsak nékdy takovy predpoklad nerealisticky, existuji i ¢lanky,
které pracuji s modelem umoznujicim urc¢itou formu interakce mezi panely, napf.
model



Xz't:Mi+7i[(t>t0)+7-int+eita izl,...,N, tzl,...,T, f}0<T7

kde n;, 1 <t < T, jsou nahodné veli¢iny, 7;, 1 < i < N, jsou tzv. zatézové faktory
(anglicky loading factors) a {e;,1 < i < N,1 <t < T} jsou nezéavislé ndhodné
veli¢iny s vlastnostmi jako vyse. Timto modelem se zabyvaji ¢lanky |Antoch a kol.
(1995) a Horvath a koll (2015).

Model se zménou v linearnim trendu

Model se zménou v linearnim trendu definujeme jako
Xlt:[L2+61t+52(t—t0)++62t, Zzl,N,tzl,T,1<t0<T, (11)

kde ay = max{a,0}, u;, 5;, §; jsou neznamé parametry, pficemz p;, 3; lze nékdy
povazovat za nahodné. Pro ndhodné chyby e;; plati E e;; = 0, vare;; = 022, 1=
1,...N,t=1,...T. Pro pevné i je {e;y, t > 0} ¢asova fada. Cas ty se nazyva bod
zmény. V tomto modelu nedochézi ke skoku, ale zména je postupna. Hypotézu

stability modelu pak formulujeme jako
Hy: 6,=0 Vi=1,...,N, 1<ty<T.
Specialnim pripadem modelu se zménou v linedrnim trendu je model
Xig =i +0;(t —to)y ey, i=1,.. N, t=1...T, 1<ty<T,
ktery ziskame z modelu (ILT]) polozenim 3; = 0, 1 < i < N. Tento specialni pfipad

byl popséan v ¢lanku [Huskovd (1998) pro N = 1.

Model se skokovou zménou a zménou v linearnim trendu

Model se skokovou zménou a zménou v linedrnim trendu zobeciiuje piredchozi
dva modely - pripoustime v ném ve stejném case pro vsechny rady jak skokovou
zménu ve stfedni hodnoté, tak zménu ve smérnici linearniho trendu. Definujeme
ho jako

X = ,uz"“ﬁzt‘l"ﬁl(t > t0)+5i(t—t0)++6it, 1=1,.. .N, t=1,.. .T, 1<ty < T,

kde p;, Bi, Vi, 0; jsou neznamé parametry, pricemz pu;, [5; lze nékdy povazovat
za ndhodné. Pro nahodné chyby e;; plati E e;; = 0, vare;; =02, i =1,...N, t =
1,...T. Pro pevné i je {ey, t > 0} ¢asovéa fada. Cas t; se nazyva bod zmény.



Kapitola 2

Test pro detekci zmeény ve
smeérnici

V této kapitole se budeme vénovat vyhradné modelu se zménou v linearnim
trendu, ktery jsme jiz uvedli v predchozi kapitole (vzorec (LI))).

Necht X;, 1 <t < T, je ¢asova fada, jejiz deterministickd slozka ma tvar
1+ Bt pro néjaka u, 5. Pokud se domnivame, ze v modelu, kterym se tato casova
fada 7idi, mohlo dojit ke strukturdlni zmeéneé, chtéli bychom testovat hypotézu,
zda se nezménila v néjakém okamziku ¢y (1 < ¢ty < T') smérnice regresni primky.

V jednodussim ptipadé mame podezieni, Ze zména smérnice mohla nastat v
urcitém case t*. Pokud nevime, v jakém case mohla zména nastat a zajima nés,
se budeme zabyvat obéma pripady a dokazané vysledky rozsifime v nasledujici
kapitole na pouziti v panelovych datech.

V sekci Test detekce zmény pri daném ty odvodime konzistentni test pro testo-
vani hypotézy, zda se smérnice primky v jednoduchém regresnim modelu zménila
pravé v tomto bodé. Pro odvozeni tohoto testu je klicova vétadl o asymptotickém
rozdéleni navrzené statistiky a spolu s ni i véta [0l tykajici se konzistence odhadu
rozptylu.

Dalsi sekce se vénuje odvozeni vlastnosti odhadu bodu zmény pii ¢y nezna-
mém, kdy nejprve ve vété odvodime asymptotickou normalitu vhodné znor-
movaného odhadu a nasledné dokazeme konzistenci odhad® parametri v modelu
(2.1)) i konzistenci odhadu rozptylu ve vété [[4 To ndm umozni zformulovat sta-
tistiku, diky niz lze zkonstruovat interval spolehlivosti pro bod zmény.

V této a nasledujici kapitole se budou casto vyskytovat pomérné komplikované
vzorce. V ramci zpiehlednéni zapisu budeme tam, kde to neni matouci, vynecha-
. y , s S T
vat u sum indexy, pies které danou sumu pocitame, tj. misto > ,_, ... budeme
psat zjednodusené » .. ..V pfipadech, kdy se nejedna o meze od 1 do T', budeme
meze psat. Zdliraznéme, zZe celd kapitola se bude zabyvat jedinym panelem, tedy
specialnim pripadem N = 1. Kvili lepsi citelnosti budeme vynechavat index i.



2.1 Model s regresni primkou

V celé kapitole budeme uvazovat model

Xt:M+Bt+7(t—t0)++€t, tzl,...,T,1<t0<T, (21)
kde e; jsou nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veli¢iny a plati E e, = 0, vare; =

02, 0<o?<o0,t=1,...,T.

(L, 3,7 jsou neznamé parametry, pricemz u, 3 lze nékdy povazovat za ndhodné.
Cas t; zna¢i bod zmény ve smérnici modelu jednoduché regrese. Pokud v modelu
k zadné zméné nedoslo, je ziejmé v = 0 nebo ty =T

V celé kapitole budeme predpokladat, ze

pro né&jaké 0 € (0,1).

2.2 LS odhad p, 5, v pro znamé i

Pro pevné ty nyni metodou nejmensich ¢tvercti odvodime odhady parametri
i, B, v. Oznaéme o = (i, 3,v)". Odhady parametrii ziskdme minimalizaci rezi-
dualniho souctu ¢tverci. Ziskané odhady zavisi na ty, proto bychom méli spravné
psat [i(ty), atd. Nyni budeme kvili zjednoduseni zapisu zavislost na ¢y, vynecha-
vat, pozdéji se vsak budeme muset vratit k tomuto komplikovanéjsimu znaceni.

Véta 1. Necht X;,1 <t <T, jsou nahodné veli¢iny splriujici model (2.1]), potom
odhady o = (u, 8,7)" ziskané jako

A~

&= arg min S(a),

Z — = Bt —y(t —tg)4)*

t=1

lze vyjadrit ndsledovné:

/5/
_T)Q(ZXtt_ ’)/Zt— t—t0)>
> 20Xy = Xp)(t —to)y —Dt(Xy = X)X = T)(j — to)+

S = T[S —t)2 — 2 (St —to)4)*] — (Xt — T)(t - to>+)2( |
2.3




Diikaz. Zderivovanim S(a) ziskdme podminky pro é&:

Tﬂ+/§2t+&2t—t o= X, (2.4)
AY_tHBY A Y )y =) Xy,
Ay (t—to)e+ 5 tt—to)e +9) (=t =) (t—to) o Xe.

. T s e s A : L vs
Ozna¢me T' = 1 3", t. Po vyjadieni /i z (24) a dosazeni do druhé a tieti
rovnice mame

= Ko = BT — 37 (0~ to)s.
ZtXt—XTZtIB(Zt2—TT2>
+’7(Z (t—to)s =T (t—to) )
Z(t—to)+Xt—XtZ(t—to)+:B(Z (t—to)s =T (t—to) )
3T 02 - 7 (Se-w.) ]

Pro odhady parametrt Ba 4 tedy plati

(tht— ~43 (- T)(t — to) )

SR S N
St —to)d — 5 (Xt — to)+)”

Dosazenim odhadu B do vyjadreni pro odhad 4 mame nakonec, ze

b

4=

S0 = T (X = Xp)(t = to)+ = S t(Xe = X) S0 = T)(j — to)+
S = T2 [ —t0)2 — 3 (Xt —to)4)°] = (Tt =Dt —to)4)’

4 =

Lemma 2 (Vlastnosti ¥). Pro odhad 4(ty) z véty [l v modelu (21)) plati
EA(to) =,
S - TP |
NG TP S )2 — 3 (Xt —t0)1)*] = (St = T)(t —t0)+)"

vary(ty) = o

Diikaz. Za platnosti modelu (2.I]) plati

EXt—E)G:ﬂ(t—f)m((t—to>+—%z<j—to>+)



Po dosazeni do (2.3) se ¢leny s 5 ode¢tou a v Citateli mame

S - 1 (-t = 7 506~ ) (- o)

- Zt’V ((t —to)4 — % Z(J - to)+) Z(Z —T)(i —to)+
_, {Z(j 7y [Z(t 10— (- t0)+>2} ~ (X1 - t0)+)2} |
Z toho uz ale plyne E 4 = ~.

Nyni spocteme rozptyl citatele 4:

var {Z(J TP (Xe— Xp)(t—to)y — Y (X —Xp) Y (G —T)(j - t0)+}
—var {320 = D Y (e —en)t — ta) = 3 tler— o) S~ TG —to)s }
v { e[0T (0=t = 7 Sl o)) = - DG - TG~ t0)- |

G- (0t A0 ) DG D10}
=0’ (j-T)
{Sa-17 [T - 7 (S -w)| - (Se-ne-w.)'}

Jelikoz slozena zavorka odpovida jmenovateli 4, je diikaz hotov. 0

Pozndmka. Jelikoz model (2I) je pro dané t, modelem linedrni regrese, jsou

A

i odhady fi(ty), B(ty) nestranné.

2.3 Odhad bodu zmény ¢t

V predchozi sekci jsme odvodili odhady u, 3,7 pro znamé ty. Nyni budeme
uvazovat to neznamé. Odhad t(, ktery budeme znacit ¢y, nalezneme minimalizaci
souctu ¢tvercu pri pouziti vysSe odvozenych odhadi, tedy

to = alr;gtlriliTn S(t), (2.5)
kde
(i) = Z (%= i) = Bty =36 — 1)) (2.6
) = X = BT = F(t)z 3 (= 1)y
Bi(t) = s (0%t = T) =50 Yot = Dt — 1))

20— TP 3(Xe = Xr)(t—ta) — 3N — Xr) 350 = 1) — )+

S =T [ = )2 = 7 (2 —1)2)"] = (St = T)(t ~ t1>+>(2 ')
2.7




Daéle oznac¢me

1 T

()= 1 30 (Yo ae) - Be)r -3 -1).) . (29

t=1

Lemma 3 (Odhad ty). Odhad ty z (23] lze ekvivalentné ziskat jako

to = arg max S(t1),
1<t;<T

2

5 o0 — ) (Xe — Xp) 320 — T)* = 26X — Xp) 320 — T)(t — ta)+]

S0 TR [S6 -T2 (20—t = (20— 1)) = (S - Dt -1)y)°|
Diikaz. Upravou S(t;) v ([2.6) méme
S(t) = 3 (X~ i) — Bt A0~ 1))

=3 (% % B - 1) 5000 [l -0 - 2306 - 0] )

_ 2Nl -T)
_Z<Xt Xr—(t—T) S0 _T) _

VN N B R S Uy A Y A
fy(tl)[(t )y TZ(J t1)+_(t T) S —1) D
:Z<Xt—XT—(t_T)ZLj_‘T))

(1 —T)?
oS (2 =T)
zv(tl)tzl<Xt Xp—(t—T) SERL I )
<(t —t1)y — %Z(J —t)s — (= T)Z(]i(?)—(jf;tl)Jr)

—|—’3/2(t1) tzl((t — t1)+ — %Z(j _ t1)+ . (t B T)E(tz_(f)_(tT_)Qtl)+)
= 2N DN
Y R =

- (t) ;(u TR AT R TR
= S S SR U DAY
_Z<Xt X = (=) ) |

(S0t - g (Se-n) - D)y



Vidime, ze prvni ¢len nezavisi na volbé ¢; a druhy clen se zkrati po dosazeni

za 4(t1) # (@7) na
(St =) (X = X)) 56 =T = LXK = X)) 56 = 1) — 1))

S0 =T S0 =T (S — )2 — £ (S —1)2)°) = (S = 1) — t)2)°]

(2.9)
Vzhledem k zapornému znaménku u ¢lenu zavisejicim na ¢; prechdzime od mini-
malizace souctu ¢tverct k maximalizaci statistiky ze znéni lemmatu.

Poznamka. Odvozeni vlastnosti odhadu ¢y je obtizné v pripadé, ze bod zmény
nezname. Situace se zndmym t,, kdy chceme testovat pouze nulovost koeficientu
~v v modelu (21]), je podstatné jednodussi. Odvozeni vlastnosti odhadu bodu
zmény bude vénovan zbytek kapitoly.

2.4 Test detekce zmény pri daném ¢

Nyni se budeme zabyvat specifickou situaci v modelu (2.1I), kde se t, (1 <
to < T') predpoklada zndmé a chceme otestovat nulovou hypotézu, zda nenastala
zadna zmeéna proti alternativni hypotéze, ze zména nastala po tomto Case (a tedy
v modelu (2.J)) je bod zmény ¢y a v # 0). Abychom mohli testovat pfitomnost
bodu zmény v tomto Case, potifebujeme zjistit asymptotické rozdéleni vhodné
testové statistiky za nulové hypotézy

HO : Y= 0.
Test nulové hypotézy zalozime na odhadu 2. Diky lemmatu B lze pouzit
ekvivalentni vyjadreni statistiky
~ 32(¢
S(to) = 0'277 (A 0)
var(to)

[t —t0)+ (X = X)) 20 —T)* = S t(Xe = Xo) 10 = T)(t - t0)+}2

St = TP [t = T2 (S0t — 1)} — £ (S0 — t0):)?) — (S — Tt —t0).)°]

(2.10)
které budeme déle vyuzivat.

Véta 4. Necht X;,1 <t < T, jsou ndhodné veliciny spliugjici model ([21), to je

zndmé a plati ([2.2).
Potom za platnosti Hy : v =0 plati

£2
Yt D
7(A o) _>X%-
var(to)

Pozndmka. 7 (2.I0) vidime, ze statistiku z véty @ lze ekvivalentné vyjadfit jako
S(tg)/o?. Pfi nahrazeni o vhodnym konzistentnim odhadem zlistava z Cramér-
Slutzkého véty tvrzeni véty Ml v platnosti.

10
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Nejprve dokazeme nasledujici lemma a zavedeme pomocné veliCiny, které se
budou casto vyskytovat ve vice ditkazech. Definujme

Zp(to) =Y (t—to)(er—e) Y (G =T => te—e)d> (i —T)G —to)s,
(2.11)

Datto) = Y0 -7 (-t = 1 (e -0.)") = (Se= 10— ).)”

(2.12)

Lemma 5. Nechte;, 1 <t < T, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny,
Ee; =0, vare; = 0%, 0 < 0% < co. Necht Zr(ty) a Dr(ty) jsou jako v (ZI1))-

212).

Potom za platnosti (2.2))

Ve ZT(tO)QD — L5 N(0,1).

Diikaz. Nejprve si uvédomime, ze Zr(tg) je soucet nezavislych ndhodnych veli¢in
s nulovou stfedni hodnotou. Piimym vypoc¢tem dostaneme

Y to) (e —e) DG - T =D ter - @) Zo ~T)(j —to)+
= o? var [Z(et — &) ((t—to)+z =T =t> (=T —to)+ )]2
—otvar e (-0t~ 1320 t0)+)

~-DYLG-TG - t0)- )|
G- - 17 [ L - 7 (S ]

- (Ze-1e-w-)' ]
=0” ) (t—T)*Dr(to).

Nyni ukézeme, e pro Zp(ty) jsou splnény predpoklady CLV. Upravou (Z.I))

ziskame
T
to) = > ewc(t, to),
t=1

kde

ctt0) = (= to) = 1 0 =t ) G -T = (= T) LG - TG~

Uvédomme si, 7e var Zr(to) = 02 3, 3(t, ). K ovéfeni predpokladit CLV nam
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staci dokazat, ze plati Feller-Lindebergova podminka. Plati

lim — ZE[ (t,0)1 {lece(t )| > ey/var Zr(to) ||

T—oc0Var ZT (to)

t=1
T
1 var Zp(to)
= lim———— S At t) E S Y A0
~ Theovar Zr(to) tzlc 0) [el {'6” et to)]

< lim —Zt:lc (t, to) E [61 {|61| > € var Zr (o) }] )

T—oo var Zp(to) SUP << |c(s, o)

JelikoZ E e? < oo, staci dokdzat, ze

lim — Y Zr(to) = 00. (2.13)
T—00 SUPy < <7 |c(8, o) |

Z tvrzeni (B]) mame, 7e limp o, T %Dr(ty) = (1 — 0)36%/36, limgp o0 T3> (5 —

T)? =1/12, a tedy liminf_,., T2 var Zp(ty) > 0. Déle vidime, ze 3D > 0 3T,

V' T > Ty supjc,or |c(s,to)] < D.T*. Z toho uz ale plyne, Ze limita v ([2.13) je

opravdu nekone¢né a Feller-Lindebergova podminka plati. .

Diikaz. [Dtikaz véty M| V dikazu pouzijeme oznaceni Zr(ty) a Dr(to) z [2I1)-
(2.12). Za platnosti modelu (2.1) a H, plati
X, —Xr=¢—ep+8(t-T). (2.14)
Nyni dosazenim (2.I4)) do ¢lenu v zavorce testové statistiky (2.10) mame

D (t=t0) (X = Xp) Y (G =T = D t(Xe = Xp) Y (5= T)(j —to)+
St (=) G =T = St — o) S = TG — to)s
=Zr(ty).

Za H, tedy plati

P00) _ (Zelto))
vari(te) _ 0?5t — T)*Dr(ty)

Z lemmatu [ plyne
ZT(to) R
VoY T)*Dr(to)

druha mocnina této veli¢iny tedy konverguje v distribuci k x?, a tim je diikaz
hotov.
d

N(0,1),

K tomu, abychom mohli zformulovat test nulové hypotézy Hy : v = 0, ndm
zbyva najit vhodny konzistentni odhad o2. Z nasledujici véty vyplyva, Ze odhad 62
zavedeny v (Z8)) je podobné jako v klasickém modelu linearni regrese konzistentni.
Konzistence tohoto odhadu nezéavisi na tom, jaka hypotéza plati. Dale tato véta
implikuje konzistenci odhadu jak za platnosti nulové, tak alternativni hypotézy.

12



Véta 6. Necht X;,1 <t <T, jsou ndhodné veliciny spliugici model ([2.1)), to je
zndmé a plati predpoklad (2.2)).

Potom pro odhady ji(ty), B(to), #(te) z vty a odhad 62(t) zavedeny v (ZR)
plati pro T" — oo

1. fi(te) — p = Op(T11?), B(to) — B =0,(T7%7?),4(to) — 7 = On(T*?),
2. 62(tg) — o = 0,(1).

Diikaz. Nejprve dokazeme, Ze 4(to) —v = O,(T~%/2). Pouzijeme znaceni z (Z11)-

212).
S0 = T2 (X = Xo)(t — to)s — S t(X — X >2<j - T)(—to)s

A(to) =

S -T2 [N~ t0)d — A (St —t0)2)"] — (St — T)(t — to)+)’

_ +,EU—TYZX@—@M%%@ Ede—‘)Z( 7%3—%)
S = T2 [N~ t0)} — 2 (St —t0)4)*] — (St = T)(t —to)+)’
Zr(to)

:fy—kDT(tO).

Z lemmatu [l vime, Ze Zr(to) (3 (t — T)QDT(tO))fl/2

Dr(ty) = O(T), Y(t — T)? = O(T?). Potom tedy

= 0,(1), z lemmatu [Bl dale

Alto) =7 = Zill) __ J2UZIE G ) or92) = 0,192,

VE(t—T)2Dr(ty) | Dr(to)

(2.15)

Bt = = L 77 (0= 1) =300) (¢ =Tt — o)-)

CXG-TP (X Bttt —to)s e (1= T) = 4(t0) 326 - T)G ~ to)-)

= s (P TP+ (=40 Y6 = DG~ to) + Yealt = T)
>t = T)(tf— b)e |, Yealt=1)
Se-T¢ u-Tp

Pouzitim ZVC na ) te, a na ) e; dostavame, Ze Y et — T) = 0,(T%?). Z
lemmatu [Bl vime, ze Y (t — T)(t — to)+ = O(T?), a tedy

=B+ (v —(t))

Blts) — B = O,(T2).0(1) + O,(T*2).0T) = O,(T )
Podobné pro fi(to) — ji
flto) = Ko = B(to)T — Ato) 75 St — to)-
=t (B B(t)) T+ (= A1) 7 (¢ — to)s + 1.
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ZVC pro e, déva ép = O,(T~/?), coz spolu s vyse dokdzanou ¢asti véty a lemma-
tem [Bldava ji(te) —p = O,(T~Y/?). Zbyva dokézat konzistenci 6% (t). Rozepsanim
(2.8) ziskdvame vyjadieni

1i(€t+ (t0)) + (8 = Blt)) £+ (v = 4(10) (¢ ~ t0).)

t=1

Po roznésobeni zavorky v sumé je dilezity clen s €2, ze ZVC L7 €2 L 02,
Ostatni ¢leny jsou zanedbatelné v pravdépodobnosti, jelikoz s vyuzitim aproxi-
maci z lemmatu (Bl 1ze psat

(8- A0)) 7 Zt = O,(T7).0(1%) = 0,(T7),
(1~ i) (6~ Blt0)) t=O,(T7).0,(T7)0(T) = O,(T7),
(5 B0)) (3~ 4(t0)) 7. gtu —to)+ = O,(T).0,(T¥2)0(1%) = O,(T7"),
(1 = ) . Z er = O,(T7).0,(T ) = 0,(T7),

(5= Bt0) 7 D ter = O(T ). T0,(T) = 0T,

Zanedbatelnost clenti obsahujicich v — A(to), které nejsou uvedené vyse, se ukaze
stejné jako Cleny obsahujici 5 — ((ty) misto v — 4(to).
d

Véta 7. Necht X;,1 <t < T, jsou ndhodné veliciny spliugjici model ([21), to je
zndmé a plati predpoklad (2.2]).
Potom za platnosti Hy : v # 0 plati

S(ty) 2 .

Dikaz. 'V modelu (2.1)) a za hypotézy H; plati

1 ‘
X,—Xr=e,—er+Bt—T)+~ <(t — o) — fZ(J —t0)+) . (216)
Pokud si rozepiseme testovou statistiku, zjistime, Ze sestava ze tii ¢lenti:

=\ _ o Drl(to) Zr(to) (Zr(to))?
o) = G TS T TS - 1 Dil)

kde Dr(to) a Zr(to) jsou definovény jako v (2II)-(2I2). Z tvrzeni Bl mame, ze
limy o T78D(ty) = (1-0)20%/36, limp_o. T3> (j—T)* = 1/12 a pro prvni ¢len
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statistiky je limy o, T2D(to)/ > (t — T)? kladn4 a koneéna. Z diikazu piedchozi
véty vime, ze posledni ¢len konverguje v distribuci, je tedy fadu O,(1). Prostfedni
¢len je z Cauchy-Schwartzovy nerovnosti fadu O,(T%/?). Z toho uz dostavame, ze

za Hy g(to) i) 00, T" — 0.

3

Pozndmka. Jelikoz 62%(ty) z véty [ plyne, ze 6%(to)/o? L5 1, platf rovnéz

S(ty) p
52 (to)

Pro test
Hy:v=0 Us. Hi:~v#0

v modelu (1)), kde t je zndmé a plati piedpoklad (2.2]), mtizeme na zakladé vét
pouzit statistiku S(tg)/62%(to), kde 6%(to) je definovéno v (2.8). Za Hy plati

g(to) D . 2
— T —
&Z(to) X1s o0,
za Hy pak .
t
AS( 0) L oo, T — oo.
2 (to)
Nulovou hypotézu zamitame na hladiné «, jestlize
S(to) 2
> x1(1— 2.17
&2(t0) Xl( O[), ( )

kde x3(1 — a) je (1 — a)%-ni kvantil rozdéleni x?. Tento test je konzistentni.

2.5 Vlastnosti odhadu %,

Dalsi ¢ast kapitoly se bude vénovat odhadu ¢y v situaci, kdy v modelu (2.1])
bod zmény ¢y nezname.

Pozndmka. Budeme se zabyvat pouze chovanim odhadu bodu zmény ¢, v modelu
(21)) za alternativni hypotézy. Odvozeni vlastnosti navrzené testové statistiky za
nulové hypotézy je slozité a presahuje ramec této prace.

Predpokladejme, ze plati

H: 3t0,1<t0<T1 ’)/T%O

S ménicim se po¢tem pozorovani 7' je totiz vhodné uvazovat v = yr, zména
smérnice tedy zavisi na poc¢tu pozorovani. S velkym poctem pozorovani T nas
totiz bude zajimat, co se stane, ptujde-li v — 0 pro T" — oo.

V této sekci budeme ptredpokladat, ze pro T" — oo

1/2 T

15



Nejprve se budeme zabyvat konzistenci odhadu ziskaného minimalizaci statis-
tiky (2.I0), poté odvodime asymptotické rozdéleni £y —t,. Nyni zavedeme znadeni,
které ndm zptehledni zapis, a statistiku (2.I0) upravime na t¥i ¢leny, z nichz jeden
bude nendhodny a dva ndhodné. Z jejiho jmenovatele odstranime élen > (j —T)2,
ktery nezavisi na t;, a tedy neovlivni odhad bodu zmény. Ve zbytku této kapitoly
budeme pro odhad ty uvazovat testovou statistiku

[t =)+ (X = X)X~ T = S t(X = X)X~ D) — t)+]”

=Ty (St =)t = £ (St —t))") = (D -T)(t - “)(;?129)
odhad ty z (7)) lze tedy ekvivalentné vyjadfit jako
ty = argmax S*(t,). (2.20)
Oznacme e
D(km) = > = T)* > (@i — 7%) (Tom = Tm) = Y H(Tim — ) ka(— ))
2.21

Z(k) = (=T auler— &) — > tlee—e) Y jlaj — Tn), (2.22)

Za alternativni hypotézy plati

X, —Xr=¢ —ér+B(t— )+’V((t—to)+—%2(j—to)+)

=e—er+ Bt —T) + T (2 — Ty )-
Pfi pouziti tohoto znaceni dostavame z (2.19)

[ 2, (Xo — Xp) 20 — 1) = S UX: — Xp) ¥ (g, — 74,)]”

T = S =T (i, — T)? = (X (e, — T,))
_ o [ @y = 21) G = T) = 5ty = 31) 5@y = )]
2.0 =10 2wy —70,)* = 2t — z,))’
n QVTZ Toty (Torg — 1) 20 = T)* = D0t (Tuag — Ty) D0 J (@i — Ty

E(j — TP (wu, — T0,)? — (X tH(ww, — 7))

A wnler—en) (G- =D ter—er) S il — 71,)]
L [Ewwle—en) $G T = St~ er) N — w)]”
S =T (v, — T0,)? — (X t(ww, — 7))

V pravé zavedeném znaceni tedy plati

. 22 (D(t1,t))” D(ti,to)Z(t) | (Z(t))*
S (tl) =7 T m + 2’7T D(tl,tl) D(tl,tl) . (223)
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Véta 8. Necht X;,1 <t < T, jsou ndhodné veliciny spliiujici model (2.1). Necht

plati predpoklady (22)) o (2.I8).
Pak pro T — oo
P <|’YT| \/T}tAQ —to} > TT> —0
pro libovolnou posloupnost {rp, T > 1} spliujici podminky
e — 00, ————— — 00. (2.24)

Nez dokazeme vétu 8 zformulujeme a dokazeme t¥i pomocna lemmata.

Lemma 9. Necht jsou splnény predpoklady véty[8 a Z(.), D(.,.) jsou definoviny
jako v (2.22))-(2.21)). Potom pro kazdé ¢ € (0, min(0,1 — 6)) pro T' — oo plati

= Dlto o) = 5651~ 6)° + O (7).
iy Plsto))® { (1=6)"'00-9 (0B -200-¢)=(0—¢)
lt—to|>Te T4D(t1,t1) 122(1 — 0 +¢)? ’
(1—0—e) 0" ((0+€)(3—20)—0)° .
122(6 +¢)3 } +0I™)

1o s -1
<360(1 0)°+0(T7).

Dikaz. 'V dikazu pouzijeme tvrzeni

1} (to,to) = 73 Z J=T)" = Z(Sﬂtto — Iy, )* — <% >tz — fto))Q
(112+0( )) (“;9)3_“;9)10@1))
(112(1 —0)*(1+20) + 0O (T—l))2

_i?, 3 -1
= 350°01 0> +0(T™),

T—D(tl,tl) = %(1 —t1/T)(t,/T)° 4+ O < T ) ,
1 _ _
T tlatO T312 ] - T Z(Tth - xtl)(xtto - xto)
-T2 t(wr — fto)ﬁ Z Hxy, — T4,
_ % (1 — max(ty/T.0))* (1 + 2 max(t,/T,0) — 3 min((t,/T)%,6%))
— g (= 0TV (14 20 /T)(1— 6(1 +26) + O (min(T — i tO)) ,
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= 7—12 (1 — max(t;/T,0))? (min(t,/T,0))*
. (max(t1/T,0)(3 — 2min(t,/T,0)) — min(t,/T,0))
L0 <m1n(T —t,T — to)) '

T2

Pro t; < Tér nebo T' — t; < Tép, kde o7 — 0, je zbytek u D(t1,t;) neza-
nedbatelny, proto musime pouzit jiny odhad. Clen D(t;,t;) lze explicitné napsat
ve tvaru
bt —D)(T—t) (T -t +1)((1=2t] —T+26(141T))

D(ti,ty) =
(171) 72T2

S BT = 1)’
10477
Dosazenim do aproximace D(t1,tg) a (2.25]) dostaneme, ze

(D(t1,t))”
TAD(t1 1)

(2.25)

= 0(57) = o(1).

Pouzitim aproximaci pro ostatni ¢; dostavame

(D(t1,t0))* min(T — ¢1, T — to)
el = Qi) + 0 (MRS L),
kde
Ola) = (1 — max(a,d))” (min(a,f))” (max(a,?)(3 — 2min(a,d)) — min(a,d)) .

12243(1 — a)?

Pro derivaci funkce Q(a) plati Q’(a) > 0pro0 < a <6, Q'(a) <0prol>a >0,
z ¢ehoz plyne tvrzeni lemmatu. 0

Lemma 10. Necht jsou splnény predpoklady véty[8. Potom pro T — oo plati

I
——— =0, (1T”logT
1<t1§Ta(}1<—eT) D(tlytl) p( Og L €p ) )

(Z(t)* _ 3 3
Tersher D(tt1) Op(T"log Ter"),

pro kazdou posloupnost {er}, 0 < ep < 1.

Pozndamka. Z lemmatu [I0 vyplyva, Ze pokud zvolime {er} tak, aby platilo

) log T
lm =5 =0,
T—oo €3y7

pak bude deterministicky ¢len ve vyjadfeni statistiky (2.23]) dominovat ndhodnym
,\/ZTS
log? T
-1/3

¢leniim. Jestlize budeme pfedpokladat — 00, pak takova posloupnost {er}

existuje, 1ze volit napft. e = (logT))

18



Diikaz. Nejprve si upravime Z(t;)

T T T T
1 1 (j—T)? t 1 j—=T
ﬁZ(tl) =7 E T2 E Ty, (€r — ér) — E T(et - €T)f E 7 Lt

j=1 t=1 t=1 j=1

T . = T

1 (j —T)? t—t _
=72 2l ) e
j=1 t=1 +

N | TV -t
'y - etTZ;(j %(2] )

Z [2.25)) plyne, ze D(t1,t;) > ca bk T tl pro néjaké C' > 0 a pro vSechna t; =
2,...,T. Déle si uvédomme, ze ze ZVC plyne S/ e, = O L(VT), S (t —
_)et/T = 0,(VT). Jelikoz také plati aproximace > ,_ = 03/T?) a
= Z 73“) = O(t3/T?), mizeme psat

(Z(t))”
<0 t
1<t1r§117§(}1<—5T) D(tl,tl) - P 1<t11§nTa(}1(—eT) — tl Z c

2
T8 2 T5¢,

Nyni pouzijeme modifikaci tzv. Rényiovy nerovnosti (tvrzeni[E) pro o = 3/2, 5 =
1. Pro libovolné K > 0 dostavame

P <1<k<T k3/2 Ztet

Podobné pro a =1/2, =0

P | max —
1<k<T \/k

T

2 CO’Z
—1
>Kvl0g> KQIOgTZt =K

2 CO_Q
K+/logT < —/.
- AVios ) K21ogTZ K
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Dohromady tedy méame

(Z(t1)”

~ <0, (T?log T
1<t11§nTa()1<—eT) D(tl,tl) - P ( 08 % €r ) ’

¢imz je dokazana prvni ¢ast tvrzeni. Upravenim clenu v citateli jinym zpiisobem
vidime, ze
Z(t) => (=T wmler—er) =Y tle—er) Y j(wm — T,)
= Z(j —T)* Z et(Tu, — Tny) — Z er(t —T) Z(j — 1),

Pottebujeme vysetrit fad (Z tl

nou, tj.

T 2
o g o (Do) '} =00 (e s (St -0)'),
Tsxtl 2 T4(T—t1) 2
{—< i (Se0) } =00 (e, = (S ),
_ _ T2 ~\2
s (et =T = Do} =00 (s = (et =1)).

Ze ZVC plyne 321 e, = O,(VT), S, (t — T)e, = O,(T*/?). Zbyva nam zjistit
ad clenu (3 e, (t — t1)4)?. Vyuzijeme vztahu

) urceny maximem radid z ¢lend s druhou mocni-

T T T
dalt—k)= > ealt—k=>Y et-T)+T—k ) e
t=k+1 t=k+1 t=k+1
Proto
Eat-n.] Sl - 1) e
11%1ka<XT (T — k)3/2 - P 1Ignka<XT (T — k)3/2 T 11%1ka<XT T — k

Podobné jako vySe mizeme pouzit modifikaci Rényiovy nerovnosti (tvrzeni [E)
proa=3/2, f=1aa=1/2, f=0.Pro libovolné K > 0 dostavame

T 2 T Co?
-1
Ek )| > K+/log ) KzlogT E < e

max

P <1<k<T T — k)3/2

T 52 T

_ Co?
Z er| > K+/log ) KQIOgTZt 1<7

t=k+1

1
P
(e
Dosazenim do vyse upravenych klicovych clenti mame

(Z(t1))”

=0
Tep<t1<T D(tlatl) p Tep<t1<T t? Tep<t1<T t?

T5
Terehier t3(T — t1)>
=0, (T3 log Te;3) .
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3

Nyni se budeme zabyvat limitnim rozdélenim odhadu #y. V maximaliza¢nim
problému (2.20)) ndm staci uvazovat t; blizka ¢, tj. maximum budeme hledat pro
takova ty, ze |t; — to| < Ter, kde e \, 0, T — oc.

Odhad ; l1ze ekvivalentné definovat jako feSeni maximaliza¢niho problému

max {A(tr) + 29T B(t1) +7T?C(t)}, (2.26)
kde
(Z(h)*  (Z(to))’
A = Bty ~ Dltato) (2.27)
D(tl,to)
B(t,) = D th) Z(t1) — Z(to) (2.28)
_ (D(t1,t0))”
C(t) = Dd) D(to,to), (2.29)

pficem? stale pouzivame znaceni zavedené v (2.21))-(2.22).

Lemma 11. Necht jsou splnény predpoklady véty [8. Potom pro T — oo a

A(ty), B(ty), C(ty) definované v (3.16)-B.I8) plati

Ol =2 - G (140 (M 20)),

o {A(tl) + 27TTB(t1)} ~o,(1),

relyr| T T=1/2 <[ty —to|<Ter Y2T*(ty — to)?

kde {rr} spliuje predpoklad ([2.24) a pro {er} spliujict

—1 —3/2 T—o0
T |’)/T‘ T / < €r, € —— 0.

Diikaz. V diikazu budeme pracovat pouze s takovymi ¢y, ze |t; — to| < T'er. Clen
C'(t1) si rozepiSeme na sumy, jejichZ aproximace jsou uvedené v lemmatu

(D(t1.t))”

C(t) = D(tnty) — D(to,to)
- (D(thtz))(; igtl’tl)P +2(D(t1,to) — D(t1,t1)) + D(tr,t1) — D(tosto)
(G =12 Y (2w, — T, ) (g — Tay) — Do (t = T, Do (t = T') (20, — thtl))Q

D(tl 7t1)
2

- Z(] —T)? Z(ffttl — Ty — Ty + To)” — (Z(t —T)(wy, — xtto)> .
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Tedy s pouZitim aproximaci z lemmatu [ plati

I 2
( B(tl — t0)9(179)2 B 3(t ¢ )9(1—0) (1,9)2(1+29)) .
Ct) = 22 2 2 <1 5 < 1 0))

03(1—6)3
== r

iy (9(11; 0 ¢ (14— 9)2> <1 10 <?))

T =)

Nyni si rozepiSme ¢len B(t;):

Blt) = 1 Z(n) - Z()
= Pt = DOL) 74 1 (2(0) - 2a0) (14 200 = DO,
(2.30)
Dale
D(tl,to) — D(tl,tl) -
D(t1,t1) B

20 TP (e — T) (@ — Tey) — 30— T, 35t — T) (@t — Tery)
20 = T)2 Kl = 7 ) = (St = Thaw,)°

0(1—0) (1—0)2 0
= T’ (t1 — to) (2 12) Tg( ) (12 - )1§1+2) <1+O <t1 —to))
T

93 7]
T4 (26 )3
o —103(20 — 1) t —to
=7 2001 0) 1+0 h (2.31)

stejnomérné pro t; —to = o(7'). Jesté si upravime ¢len Z(t;) — Z(ty):
Z(t) — Z(to) =
=D G =T (wu — wu,) (e — &r) — Zt(et —er) ) (=T — )
= Z J— Z Ty, — Tyg )€1 + Z J— 2 Z(SUttl — Ty, )T
- Z —T)es Z = T) (g0, — jio)-

Nyni budeme studovat ¥ad konvergence Z(t;) — Z(ty). Pouzitim ZVC dostavame

St =T =0, (St - T2)").

Z(j —T)* Z(xttl — 2u,) = O,(1)0 (T2 (t — o)),
S G =Te; Y (t=T)(wu, — xu,) = Op(1)O (T*(t1 — to))
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stejnomérné pro t; — to = o(1"). Déle plati

to—t — to—t & 1 &
Z(xth — Tuy )€y = - T - Z er — = T . Z “- 7 Z (t —to)er, t1>to,
t=to+1 t=to+1 t=to+1
T to to
to—1 to— 1t 1
DETRERTELD SURS T R  SIUR IReS
t=to+1 t=t1+1 t=t1+1

Prvn{ ¢leny v obou rovnicich jsou ziejmé fadu O,(1)O (T2(t; — ty)) stejno-
mérné pro t; —tg = o(T). Nyni si uvédomime, Ze polozenim T' = T —tg, é; = €444
a vyuzitim tvrzeni [El dostaneme

t1

max E €| = max g et = 7
to<ti1<to+T—t
0<t1<to 0 t—to+1 1<k<T

tet
Zt ¢ 1 )et‘ ‘Et !
max ot = max = Op(ﬁ)-
to<t1<to+T—to to — 11 1<k<T k

Podobné po vydéleni dostaneme Fady Op(\/T ) i u ostatnich sum (vyuzije se druha
¢ast tvrzeni [E]). Pro tento ¢len tedy plati

C A2 Z(:Ettl - xtto)et o 5/2
max {Z(; T) p— } =0, (T°?), (2.32)
celkem mame
Z -7
max {)—(tl) (to) } =0, (T5/2) : (2.33)
[t1—to|<Ter t1 — 1o

Zéaroven ze ZVC plyne

Z(ts) = Oy (Zo =T (Y (o, — 70,)?)
~0,(17?).
Dohromady tedy méame

D(tht()) - D(thtl)
D(tlatl)

a pouzitim vyse dokazaného

{ B(t)
max
[t1—to|<Ter

11— 1o
Zbyva nam zjistit, jak se chova ¢len A(ty):
_(Z2t) (Z()?
A(ty) = -
D(t1,t1)  D(to,to)
_ (Z(t) = Z())* | Z(h) — Z(to)
= +2
D(ty,t1) D(t1,t1)

1/2

H(Su-m) - T):ctto)

t=1

|Z(to)|+I(Z (1) — Z(t))] (1 N ‘D(thtlo))(t—l’tll))(tl,tl)

Bl <)

)

}:OATTW+WW:OAWQ.

o D(to,to) — D(t1,t1)
D(to,to)D(tl,tl)

Z(to) + (£ (o))
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Abychom mohli uréit fad A(t;), potfebujeme zjistit chovani D(tg,to) — D(t1,t1).
D(toto) — D(t1,t1) =

=> (-1 Z(xtto — Ty,)? — (Zt(xtto - $t0)>2

=2 [SG =T Y — T — Ty + Fe0) (way — )
=3 s — T — Ty + 7)Y g — T1)|
NG TP Yy — w1 — (Xt 7))
= 3G - TP Yo — T — g+ ) — (3 s — Ty — 0, + xto))2
=236 =T (@ — o) @, — F) = D U, = T) Y oy — )|

=0 (T%(t1 — to)) , (2.34)

kde jsme vyuzili aproximaci z lemmatu [Cl Nyni uz mizeme pouzit vyse dokdzané
na ¢leny v rozepsani A(t;), ¢imz dostéavame

A(th)
=0, (T*er +T*+T%) = 0, (T?).
‘tlfg(l)?z(TeT tl - tO P ( er + + ) p ( )
Vidime, ze
Alt 29T B(t
max { (12)4; T gl)}é
oy ‘\F<|t1 to|<Ter v T4(t, — to)
Alt 2T ~r | B(t
< max ECCY) —-— 2T 7 | B(t)|
r ‘\/—<|t1 to|<Ter ’YTT (tl - tO) h;%q“_tOKTET ’)/TT (tl — to)
1 A(th) 2 B(t)
= |yl T2y iﬂ?xtom@ ti—to| T2 e <Ter |11 — 1o
VT \f T VT |\/_
=0y ((WTIT Pre) 4 (rT)”) : (2.35)

7 piedpokladu (ZI8) plyne || T%? — oo, z predpokladu (2.24) mame rp — oo.
Tim je diikaz hotov.
d

(Z(t1))?
D(tl,tl) )

je fadu = O, (T?logT), je zanedbatelny v porovnéni s fddem deterministického

¢lenu W%Tz%, jenZ je na okoli ty fadu O(~y2T°). To plyne z pfedpokladu

(218), diky némuz opravdu

Diikaz. [Dikaz véty 8] Z lemmat QHIO vyplyva, Ze ndhodny ¢len ktery

T3log T log T')?
limiglim(og ) =0
T—o0 Tﬁ’y% T—o0 Tg’y%
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Proto se miZzeme v maximu omezit na takova ¢, Ze |t; — to| < Tep, pfiGemz
er \(0, T'— oo. Necht déle plati W < ep. Potom

lim P (|fo —to| < Ter) = lim P | max S*(t;) = max S*(tl)) =1

T—o0 T—o0 <1<t1<T [t1—to|<Ter

S vyuzitim ekvivalentniho vyjadifeni optimaliza¢ni tlohy (2.26]) lze psét
lim P (h/T| ﬁ ‘tAo — to‘ > TT) =
T—o0

= lim P( i, max {A(tl) -+ Q’VTTB(tl) + ’y%TQC(tl)}
PV

T—o0 <|fo—to|<Ter

= max {A(t1) +2v7TB(t,) + ’V%T2C(t1)}>

[t1—to|<Ter

< lim P max {A(t1) + 297TB(t1) + v3T7C(t1)} > 0
T—00 h;ﬁ<|t07to|<T6T
—0(1 -0
= lim P max {’V%T4(t1 — t0)2¥ (1+ Op(l))} >0
T_>OO h;ﬁ<|t07t0|<T€T 48

3

Véta 12. Necht X;,1 <t < T, jsou ndhodné veliciny splriujici model (21]). Necht
plati predpoklady (22) o (2.I8).

Pak pro T — oo

Ur = ’VT\/?(tAo —to)

% 5 N(0,1).

Lemma 13. Nechf jsou splnény predpoklady véty I2. Potom pro T — oo a
A(ty), B(t1), C(t1) definované v ([B.16)-(BI8) plati

A(ty)
max 0,(1),
(1 —to|<rryr| =12 |y T2 (t — to) (1)
B(ty) 1 -
max — Zp| = 0,(1),
|t1—t0‘<TT|’YT‘71T_1/2 T5/2(t1 _ to) \/T T p( )
kde {rr} spliuge predpoklad [2.24]), {er} spliuje
eyl T < er, e T2 0 (2.36)
a
- 20 — 1 _ 1-0—t-T 1 _
ZT = mZ(I’tto —l‘to)et+ 89 T €t — EZ(et—eT)I(t > t())
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Dikaz 7 dikazu lemmatu [[1] (vzorec (2.35)) plyne

Alty) 0,(T?) 1
max - = :
—tol< - [T (00 = t0) | e T2 |yr | TP
Déle (2.30) a (2.31)) implikuje
t —to 3(20 — 1) t —to
Br=27(t 1 Z(ty) — Z(t
T (t1) T 20(1—0) + O T + Z(t1) (to)

stejnomérné pro t; — tg = o(T). Oznaéme

- Z(to)3(20 — 1)
Blt) = = 20(1 — 0)

Nyni ukazeme, ze

B(t;) L e
T
T2t —t0) VT

max
|ts—to|<rplyp|~'T—1/2

Z (2.33)) plyne

o {2020 g, g

|ts—to|<rplyp| ' T-1/2

coz implikuje diky predpokladu (2:24))

1
ey max Z(t1) — Z(to)| = op(1).
72 ‘t17t0|<rThT|_1T71/2| (t1) (to)| = 0p(1)
Z odhadu
B(t1) 1 -
max B -
11—t <o T52(t, —ty) T
Z(t)3(20 —1)  Z(t)) — Z(t,) 1 -
= X - Br|+0,(1
lt—tol<Ffor ’ T2 26(1—6)  TP(ti—t)) T = (1)
1 3(20-1)
e ey S N max | Z(t1) — Z(to)]
772 _ .
Z(ty) — Z(t
+VT  max {’M
[t1— tOK‘”f T T (tl —tO)
T - ~
! =T t—T
t:t°+1 t=to+1
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1 _
= T3 (J— T)2
VT it
v Tt — to Z(ffttl Tty ) (€1 — €r) - ° Z —ér)
[t1 t0‘<‘ VT 1 0 t=to+1

max
n-tol< 2 [y — ol t=to+1
+ 0,(1)
VT b=ty w—
<O(1)  max TR~ > (@, — zuy)(er — r) — = h =) (e —eér)
\tl—to|<|w‘ﬁ 1 0 t=to+1
(2.37)
VT |1 —t-T ti—tyl <= t—T
b ( \tl—to|<| T\T\/T ‘tl B t0| T Z T ' ’ r T t=to+1
(2.38)
+ 0,(1).
vidime, Ze zbyva dokézat zanedbatelost ¢lent (2.37)-(2.38). Z
1 t—T tol o 1
_ t — to _
T2 () Z T
t=to+
to =
1 (t—T)(t—t) to—t
= — <K t t
T Z T2 S A T yo 1 <lo,
t=t1+1
— T —
lt—T t—to 1 t—T
T2 g e ) =T D
t=to+1
t1 t1 1- 2
B (t—T t—to) 1 (t — T)(t1 — to) to—t
__Z _'_TZ T2 < K, T , ti>to
t=to+1 t=to+1

spolu s predpokladem (2:24]) vyplyvéa zanedbatelnost ¢lenu (2.38)). Nyni se podi-

vdme na chovani ¢lenu V (t;) = ‘E(wttl — Ty, ) (e — ) — B2 ST (e — éT)‘.

to

. (et — éT)(t — tl)
V() == > =
t=t1+1
1| &
< > elt—t)|+
t=t1+1 t t1+1
1| & to — 1)
= LIS at—n|+o,mo ((T—ﬂ) h<to
t=t1+1
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t1 _ t1
1 (615 — €T)(t — to) tl — to _
Vt) < > = + 7 > (e —er)
t=to+1 t=to+1
t1 t1 2
t1 — 1o (to —t1)
< ﬁ E et(t — to) + T2 E €| + Op(l)O (W s tl > to.
t=to+1 t=to+1

t1

> (t—to)es

t=to+1

t1

> -

t=to+1

K tomu, abychom dokazali zanedbatelnost ¢lenu (2.37)), potfebujeme, aby
1

max s = 0p(1
t0<t1<t0+7’T|’yT\_1T_1/2 {T?;/Z(tl - t()) } p( )

a aby pro t; < ty také byl prislusny vyraz zanedbatelny v pravdépodobnosti.
To je ale pravda, jelikoz vSechny ¢leny v zavorce lze prepsat stejné jako v dikazu
lemmatu [] tak, aby §lo pfimo pouzit tvrzeni[El pro o = 5 = 1.

1

+ T3/2

Pokud pouzijeme na nendhodné sumy aproximace z tvrzeni[C|, vidime, Ze plati
Zp — By = 0,(1), dikaz je tedy hotov.
d

Diikaz. [Dikaz véty [21] Z lemmatu [[3] vyplyva, ze
VFT?C(t) + 2yeTB(t) + A(t) =

= TPypVT(t — to) <_9(1T;9)’7T\/T(t1 — o) + Q%ZT T Op(l))

stejnomérné pro |t; — to to hledéame jako

argument maxima, musi nutné platit

0(1 - )’VT\/_(to —ty) =

1 =
ZT + Op(l),

VT

neboli ze limitni rozdéleni 9(1 %) fyT\/_ (to — to) je stejné jako limitni rozdéleni

TZT Nyni je tfeba si uvedomlt ze \/—ZT je souctem nezavislych nahodnych
veli¢in. Spoc¢téme rozptyl

HEs

1 20— 1 - 1—-6 t—T
:ﬁvar 780(1—0) Z(wtto_xto)et_'_ 80 T €

1 1-0
_E I(t>t0)6t+?zet>

20—1 \> 1 L, [1=60\1 1-6 (1-0)?
_(89(1—9)) 7 2Tt — ) +( 80 ) 22 T

2%—1 1 ) } 2 — 1 1 r
2782«92 T2 Z(xtto — Tyt = T) - 28 120(1 — Z Tity — Tto)
t to+1
1-01 & . (1-06)2
o~ —T)—2
8.120T Z (t=1) 122
t=to+1

- 4—829(1 —0) (1+0(1)).
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Diky tomu, 7e Zr lze vyjadfit jako Zp = Y1, c(t)e;, kde |e(t)] < K(8), T > 1
je splnéna Feller-Lindebergova podminka a CLV dava

L 2w (o 4‘720(1 0) T —
— — — o0
T T 7482 ) ’

z ¢ehoz primo plyne tvrzeni véty.

’

3

K tomu, abychom mohli aplikovat vysledky véty 12l potfebujeme najit vhodné
konzistentni odhady neznamych parametri vyskytujicich se v ndhodné veli¢iné
Ur, tedy odhady v7, 0% a 6. Parametr 77 odhadneme stejné jako vySe odhadem
ziskanym metodou nejmensich ¢tverci pocitaném pro odhadnuty bod zmény, t;j.
A(to), kde 4(.) je zavedeno v (2.1)). Podobné 6%(ty) odhaduje o2 (62(.) bylo defi-
novano v (2.8))). Za odhad 6 ptirozené polozime
<t
0 = T

Véta 14. Necht jsou splnény predpoklady véty[I3. Potom pro odhady 6, (o), ﬁ(fo),
A(to) z @) a odhad 6%(ty) z @) pro T — oo plati

1. 6—0=o0,(1),

2. o) = p = 0p(1), Bllo) = 8 = 0p(T), 4(fo) — 7 = 0,(T7),

3. 62(ty) — o? = 0,(1).

Diikaz. 7 véty I2 plyne, ze |yr| VT ’fo — t0’ = 0,(1). S vyuzitim pfedpokladu

(2I8) dostaneme
- 1

Nyni dokazeme, 7ze 4(to) — v = 0,(T~'). Tvrzeni véty B implikuje, Ze s pravdé-
podobnosti jdouci k jedné }to — to} < #, pro rr jdouci do nekonec¢na. Kromé
toho 4 (to) — v = 0,(T™') z véty [Bl Pokud tedy dokdzeme, Ze

max_— [§(t) = 4(to)| = 0,(T),

t1—to| < —FL
IS LT

bude dikaz této ¢asti hotov. S vyuzitim znaceni zavedeného v (2.22)-(2.21) vi-
dime, ze plati

Tedy

1 1
1Z(t) ] _

D(ti,t1)  D(to,to)
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Z 2.31), @.33) (pro er = —F575) a (2.34) plyne

Z(t1) — Z(to) | _ rr Z(ty) — Z(to)
max ———| =0, o/ ax _
[t1—to]< ‘VTT‘/T D(tlatl) |7T| T [t1—t0|< B tl — to
rT
=0 ,
. <|7T| Tz)
max_ |Z(t)] ’ L L 1o [7%2 max |t
|t1_t0‘§‘,\{;ﬁ D(tlatl) D(t07t0) [t1—to|< |7;:|Tﬁ

max
t —to|< —1T
ol Sl

a pii volbé rr = logT jsou z predpokladu (2.I8)) vSechny ¢leny zanedbatelné
v pravdépodobnosti. Tim je dokizano tvrzeni pro 4(fy). Z véty B a tvrzeni
plyne

T3t - pet )’ T |3(to) 3o(t = T)(t — to)+ — (1) 32(t — T)(t — ta)4]

>t =T)
_Z(T o <wt0 )Y (=Tt —t)+
+ (Flt0) = ol + e T3 = T) @y — 7))
= O(T7?) [3(to) = 4(t2)| O(T*) + O,(T**)O(|ts — to)
+770([t1 = o),
a tedy s vyuzitim pfedpokladu (2.I8])

oty it = | = on0) 0, (1153 ) + 0 () = 00,

&m# je dikaz ésti s B(fy) hotov. Podobns

|(tr) — ilto)| =

(Blto) — BT + A1) (0 — to)s —A{0) s S (0t — 1)

< |B(to) = B[ T + [A(t) = 4] Y 7,
* (3tt0) ~3el + e ]me 7u,)
= (|Btto) = Betn)| + 15() = 3(82)]) O(T) + OLT~42)0(Its — to])

+ |vr] O([ty — tol),

z ¢ehoz plyne

wax, T1j(t) = plt)] = 0,(1) + 0, (177 ) 40, (4T = o).

T 2
t1—t < ITr T
[t1 0\_|7 VT |’7T|
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Tedy plati ji(fy) — pu = 0,(1). Nakonec dokdZeme tvrzeni 62(ty) — o = o0,(1).
Nejprve si rozepiseme 62(1):

32(10) = 7 32 (et (= 00 + (3) = -+ 92 (¢~ 1)+ — (¢~ 1))
Flr =) ¢ 1). ) (2.30)

Cleny ziskané pronasobenim zavorek s p — ji(ty), T (B(tl) — B) aT (yr—A(t))
jsou zanedbatelné na zakladé vyse dokazaného. Déale se podivejme na souciny
Clenu vp ((t —tg)y — (t — t1)+) s vySe uvedenymi Cleny:
Yr(p — fi(t1)) Z(xtto — xy,) = yr(p — (t1))O(t — to)
= (= A(t)O (reT2)
yr(B(t) = B) D Hwwy — y) = v7(B(t1) = B)O (T (1 — to))
= (B(t) = B)O (rrVT) |
YT (vr = 4(8)) Y @y (2, — y) = 32T (vr = 4(11))O (11 — to)
= (1 = 3(0)0 (rrVT) |
#T Z(l’tto —x,)* =770 ((tr — t0)?)
= 0,(rzT7).
Maxima z téchto ¢lent jsou diky (2.I8)) a vySe dokdzanému zanedbatelna v prav-

dépodobnosti. Zbyva ukéazat, ze kromé ¢lenu s e? jsou ostatni ¢leny obsahujici e;
rovnéz zanedbatelné. Jiz v dikazu lemmatu [0 (vzorec (2.32]) jsme ukézali, ze

plati
{ Z $tt1 - fEtto)@t

t1 — 1o

b-o,), e

‘tl to|<

z ¢ehoz vyplyva, ze

{‘Z (t=to)r = (L =t)y) e

b0, ().

ol oy f—to
Plati
(1= i) Y e = (0= A)O(T )
(A1) — B 3 tec = (A1) — )O,(VT),

(vr — @(h))% Z(t —t1)rer = (90 — ﬁ(tl))% (Z(t —to)+er
e ((t—th)y — (t—to)+>)

+ (t1 — to)

9

t — to

tr—to e ((t — o)y — (t = ’51)+)'

1
— E t—to)r —(t—1t =
VTT (( 0)+ — ( 1)+) € =7 T t — to
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Zanedbatelnost maxima z prvnich dvou vyrazi uz plyne z vyse dokazaného. Vy-
uzitim pfedpokladu (2.I8]) koneéné dostavame

= 0)(T71)0,(T"?)

R 1
max  |yr —(t)| T ’Z(t —11) 46

t1—to|<
N

T
+ 0, (ﬁ) O,(T"/?)

|’VT\
= Op(1)7
1 rr 1/2
\tl—t0|<aXTT I T )Z ((t—to)y — (t—t1)y) e| = WO(T /%) = 0,(1).

[vr VT

Ukézali jsme zanedbatelnost vSech ¢leni po rozndsobeni vyrazu (2.39) vyjma
¢lenu % S~ €2, Ze ZVC viak tento ¢len konverguje v pravdépodobnosti k o2, &imz
je diikaz hotov.

d

Dasledek. Oznacme

i

(1—6

Ur = vr(to) VT (o — to) 26 (ig)

Potom za splnéni predpokladi véty [12] plati

Ur 2 N(0,1).
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Kapitola 3

Test pro detekci zmény v
panelovych datech

V této kapitole zobecnime vysledky, které byly dokazany ve druhé kapitole,
na kone¢ny pocet panelt.

Prvni zobecnéni vysledkii z druhé kapitoly se tyka testu detekce zmény pti da-
ném ty. Pro pevny pocet paneli je ve véte [0 ukdzano, ze asymptotické rozdéleni
testové statistiky je x%. Konzistence odhadu rozptylu dokazana ve véte [T je
pouhym disledkem véty [ pro N = 1.

Sekce Viastnosti odhadu to rozsifuje véty a [14] na pevné N. Z tvaru néa-
hodné veliciny Uyt ve véte 201 je vidét, ze veétsi pocet panell se spolecnym bodem
zmény vede na mensi rozptyl odhadu bodu zmény, coz potvrdi i simulace v na-
sledujici kapitole. Dikaz konzistence odhada pro /N libovolné pevné ve vété 1] se
od pripadu N = 1 nelisi.

3.1 Model s regresni primkou

V této kapitole budeme uvazovat model

X = ,ul-+6it+%(t—to)++eit, t=1,....Ti1=1,....N, 1 <ty < T, (31)

kde N je pevné, e; jsou nezavislé, stejné rozdélené nahodné veliCiny a plati
Eey =0, varey =02 0<o’<oo,i=1,...N, t=1,...T.

i, Bi, Vi jsou neznamé parametry, pricemz u;, 5; 1ze nékdy povazovat za na-
hodné. Cas ty zna¢i bod zmény ve smérnici modelu regresni pfimky pro kazdy
z N paneli. Pokud v modelu pro ¢-tou rovnici k zadné zméné nedoslo, je ziejmé
v =0, tg < T. V modelu bez zmény ve smérnici u primek plati tedy v, = 0, i =
1,...N, to < T.

Stejné jako ve druhé kapitole budeme i zde predpokladat, ze

to = |TY] (3.2)
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pro n&jaké 0 € (0,1).

3.2 Odhad bodu zmény ¢

V predchozi kapitole jsme pro N = 1 odvodili odhady parametra pu, 3,7y
pii zndmém %y, na jejichz zakladé jsme minimalizaci rezidualniho souctu ¢tverct
hledali odhad t5. Nyni budeme uvazovat konecny pocet N casovych fad, které
splituji model (B3.I) a ¢y neznamé. Odhad ¢, kterj budeme znadit £, nalezneme
minimalizaci souctu ¢tverct, jez seCteme pies vSechny panely:

to = argmin Sy (t), (3.3)
1<t1<T

Sn(t) =Y _ Si(tr), (3.4)

Si(t1) = Z (Xz't — fu(ty) = Bi(ta)t — At (t — t1)+>2 ;
fii(t) = Xir — Bz’(tl)T — ’%(tl)% Z(t — 1) 4,

- 1

Bi(t) = m (Z Xip(t = T) — 4iltr) Z(t ~T)(t - t0)+> : )
Sty = 20 = T) 3 (X = Xer) (¢ = t1)y = 38X = Xer) (G = T)(G — )4
S0 = T[S0 — 5 (5 — )] — (S = Tt — t1),)°

(3.5)
Podobné jako v (2.8]) polozme
N T
~92 1 ~ A ~ 2
6(h) = = ZZ (X = uslt) = Bt = (t)(E=t)s) . (36)

Vzhledem k tomu, Ze v této kapitole zobecniujeme vysledky z druhé kapitoly
dokézané pro N = 1 na pevné N, budeme z ni vyuzivat vétSinu tvrzeni.

Lemma 15 (Odhad ;). Odhad ty z [B.3]) lze ekvivalentné ziskat jako

to = argmax Sy (t,),
1<t1<T

5‘(t1) _ [Z(t —t1) 4 (X — X'zT) 21— T)2 — > (X — XzT) (- T)(j — t1)+}2

S = TP X6 =T (S -0 — 4 (20— 10):)?) = (S =Dt —t)s)°]

(3.7)
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Diikaz. 7 dikazu lemmatu [B vime, Ze pro kazdé ¢ € {1, ..., N} plati

Si(t) = Z (Xit — fui(ty) — Bi(t )t — Au(tr) (t — t1)+)2

i
I

=[S0 ) (K= X) 2G =T = 34X~ Xer) 3G~ T)G — )]

=Z( o~ K- <t—T>%)2

_2(4) (i(t _ t1)i _ % (Z(] — t1)+)2 B (Z(ti(Tt)_(tZ:)Qtl)Jr)z)

t=1

Prvni ¢len nezdvisi na volbé ¢; a po dosazeni za 42(¢;) ma druhy ¢len tvar

(S0~ 1) (X~ i) S0~ 1) = SH(Xa — Kar) S0 = 1) — 1))’

S0 =T (S0 = TP (S0 — 1)} — 2 (50— 0))?) = (S - T)(t —1):)’]

coz je i-ty ¢len Sx(t1) s opaénym znaménkem vydéleny » (¢ — T)2. Proto mini-
malizace Sy(t1) odpovidd maximalizaci Sy (t1).
d

3.3 Test detekce zmény pri daném ¢

Nyni se budeme zabyvat specifickou situaci v modelu (B1I), kde se t, pred-
pokldada znamé a pouze chceme otestovat, jestli nenastala zadna zmeéna proti
alternativni hypotéze, Ze zména nastala po tomto ¢ase (a tedy v modelu (B.1)) je
bod zmény ty (ty < T') a existuje i takové, ze v; # 0). Abychom mohli testovat
pritomnost bodu zmény v tomto case, zobecnime vétu [12] o asymptotickém roz-
déleni statistiky za nulové hypotézy, kterou jsme dokazali v kapitole 2. Nulovou
hypotézu v tomto pripadé vyjadiime jako

Hy: ~v =0, i=1,...,N.

Test nulové hypotézy zalozime na Z *, ¥2. Diky lemmatu 7] 1ze pfi zndmém
o2 pouzit ekvivalentni vyjadieni statistiky

N o 22
i (to)
Si(to) — 3.8
Z ) =2 Garaiin (38)
kde S;(to) je definovéno v (B1).

Véta 16. Necht X;;,1 <t <T,1<1i< N, jsou nahodné veliciny spliujici model

B, to je zndmé a je splnén predpoklad (B.2]).
Potom za platnosti Hy : v, =0, i =1,..., N plati
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Pozndamka. Dle (3.8) lze ndhodnou veli¢inu na levé strané (3.9) ekvivalentné vy-
jadtit jako Sy(tg)/o?. P¥i nahrazeni o? jeho konzistentnim odhadem zistava
z Cramér-Slutzkého véty tvrzeni véty [16 v platnosti.

N 32(to)

Dikaz. 7 veéty d plyne, Ze pro kazdy s¢itanec v ) .~ vardi(io) plati

A (t) o, 2
var 4;(to)

Jelikoz vybéry {X;,1 <t < T}, i =1,...,N jsou nezavislé, dostavame tvrzeni

véty.
a

Véta 17. Necht jsou splnény predpoklady véty [10.

Potom pro odhady fii(to), Bi(te), Fi(to), 6%(t) 1 <i < N, z BF) a BH) plati
pro T — oo

1. fui(to) — pi = Op(T7H2), Bilte) — Bi = Op(T7%2), Ai(to) — v = O,(T3/?),
2. 62(tg) — 0 = 0,(1).

Diikaz. Véta [T je pfimym disledkem véty

3

Véta 18. Necht X;;,1 <t <T,1<1i< N, jsou nahodné veli¢iny spliujici model
B, to je zndmé a plati predpoklad (3.2).
Potom za platnosti Hy : v; # 0 pro néjaké i € {1, ..., N} plati

SN(tO) i> Q.

Dikaz 7 vét @ a [ plyne, ze S;(to) Ly 00 Vi:y # 0, a ostatni séitanci

3

statistiky Sy (o) jsou jist& nezaporné. Proto rovnéz Sy (to) L .

Pozndmka. Jelikoz 62%(ty) z véty [T plyne, ze 6%(ty) /o> L5 1, plati rovné, Ze

Pro test
Hy:~v=0, i€{l,...,N} vS. Hy:3ie{l,...,N} ~#0

v modelu (B0, kde # je zndmé a plati predpoklad (2.2), mizeme na zakladé
vét [T6HI7] pouzit statistiku Sy (tg)/6%(to), kde 62(ty) je definovano v (B.6). Za Hy
plati




za H; pak B
Sn(t
i) 7, o,
2 (to)
Nulovou hypotézu zamitame na hladiné « , jestlize
Sy (to)
2 (to)

kde x% (1 — ) je (1 — a)%-ni kvantil rozdéleni y%. Tento test je konzistentni.

T — oo.

> a1l —a), (3.10)

3.4 Vlastnosti odhadu t,

Nyni se budeme zabyvat chovanim odhadu tg v modelu (B.I]) za alternativni
hypotézy
Hi Elto,1<t0<T,E|i€{1,...,N} ’}/Z#O

S ménicim se poctem pozorovani T' je vhodné uvazovat v; = 7,7, zména smér-
nice tedy zavisi na poctu pozorovani. S velkym pocétem pozorovani T nas totiz
bude zajimat, co se stane, ptijde-li v;7 — 0 pro 7" — oo.

V této sekci budeme ptredpokladat, ze pro T" — oo

N N 2 3
2 — O T*l El:l fle ) 311
;:1 Yir ( )7 (log T)2 > 00 ( )

Podobné jako ve druhé kapitole vyjdeme z ekvivalentniho vyjadtreni statistiky
[B8) a z jejiho jmenovatele odstranime ¢len > (j — T)?, ktery nezéavisi na t, a
tedy neovlivni odhad bodu zmény. Ve zbytku této kapitoly budeme pro odhad
pouzivat statistiku

Sy(t) =Y Si(t), (3.12)

kde

(320 — 1) (X = Xir) G = TP = St = X) 26 = TG = t)4]*
S0 -T2 (S0~ )2 — 2 (S0 — 1)) — (S~ D)t~ 1))’

Odhad ty z (3.3)) lze tedy ekvivalentné vyjadrit jako

St(t) =

to = argmax Sy (t1). (3.13)

1<t <T

Ze vzorce (2.23) z minulé kapitoly vyplyva, ze pro kazdé i =1, ..., N

. 22 (D(t1t0))? D(tit)Zi(t) | (Zi(t))”
Si(t) =T “Dltt) + 27T Dt ) D(tr )’

kde D(.,.) je jako v (221)) a Z;(.) je podobné jako v (2.22])
Zl(k) = Z(] - T)Z thk(eit - éiT) — Zt(@it — éz’T) Z](Ijk — fk), (3.14)
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a tedy

N 2

t1,to D(ti,t0)Zi(t) (Zi(th))

Sy (th) 2 ; AN TP

Gy Z " t1,t1 + Z il D(t, t1) +Z D(t1,t1)
1770 i=1

Odhad £, Ize stejné jako v predchozi kapitole ([2.26) ekvivalentné vyjadiit jako
feseni optimaliza¢niho problému

max {ZA t)+2 > vrTBi(t) + Y 75 T°C(t)} (3.15)

e P2 P2
kde
T
By(ty) = Dg;j (1) — Zi(to) (3.17)
cm>:9%%%§f—D@mw, (3.18)

Véta 19. Necht X;;,1 <t <T,1<i < N, jsou ndhodné veli¢iny spliiujici model

BI). Necht plati predpoklady (3.2) o (B1I).

Pak pro T — oo

N 1/2
(Z ’}/ZQT> \/T ‘1?0 — to‘ >rp | —0 (319)
i=1
pro libovolnou posloupnost {rr, T > 1} spliugici podminky

1/2
<Zf\;1 ’Yz‘QT)
rp — 00, ———~%— — 0. (3.20)

rr/log T

Diikaz. Lemmal[d a[I0lnam podobné jako ve vété[§ davaji diky predpokladu (311))

Zi(t1))?
i=1 D(t 1)

zanedbatelnost nahodného ¢lenu Z oproti deterministickému c¢lenu

2 (D(t1,t0))?
Y im0 Y T Dy

Proto se mizeme v maximu omezit na takova ti, ze |t; — to| < Ter, pFicemz

er \(0, T"— oo. Necht dale plati (2{17;;)1/2T3/2 < er. Potom

lim P (‘to — to‘ < TeT) Tlim P ( max SN(tl) = max gN(tl)) =1.
—00

T—o0 1<ti<T [t1—to|<Ter

7 lemmatu [I0 plyne, Ze stejné jako v pripadé jednoho panelu

C@Q:T%h—%fiﬂ%}@(1+o(ﬁ%ﬁ)),
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Jelikoz

Ai(t1) + 2Tvir Bi(t) Ai(ty) N 9T, By (1)
ZZ 1 ’YZTT4( 1= tO)Q a Zz 1 ’YZTT4( 1= t0)2 Zz 1 7@TT4(t1 - to)
Ai(t 2T B, (t
< (41) I 1/2( 1)
T (0~ to)® (Zﬁil %-%) Tty — to)?

a z dikazu lemmatu [I] (vzorec (2.35])) plyne

i(t1) 2T B;(ty)
rpT—1/2 ma E (t —t )2 N 1/2 = Op(1)7
T ey | | SR T~ o (i) Tl — )2
i=1 7T

plati také

Ai(t1) + 2Tir Bi(t1)
| ,1hax . o= op(1),
T <|ti—to|<Ter |i:y; 70 Zz lfszT (tl to)
(=)
i=1 zT
a tedy mtzeme psat
N 1/2
’Jll_I};oP <Z /722T> \/T ‘tAO — to‘ >rr | =
=1
N
= 7151010 P 1/ max Z Az (tl) + 2T’YZTB’L (tl) + ’)/ZQTTQC(tl)
(ETA? )1/2<|t0 to|<T6T i=1
i=1 zT

N
= max Z A tl —+ 2T’}/ZTB (tl) —+ ’}/ZTTZC(tl)>

[t1—to|<Ter “

N
T—o0 repT—1/2
T7m<|t0 t0|<T€T Z 1
(Zf\rl 1T)
. 2 —0(1 - 0)
= lim P e Z%TT ty — to)? — 5 (+0(1) =0

W<‘to t0‘<T€TZ 1
=1 3T

= 0.

Diky pouziti lemmat [9 [I0 a [[T] jsme tedy ukazali, ze tvrzeni plati pro libovolné
pevné N.
d
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Véta 20. Necht X;,1 <t <T,1<1i <N, jsou ndhodné veliciny splnugjici model

BI). Necht plati predpoklady (B2) o (BII)).

Pak pro T — oo

20

1/2
Uyt = VT (i — to) (Z %T> Vvii=6) b, N(0,1). (3.21)

Dikaz. 7 lemmatu [I3 vyplyva stejné jako pro jednorozmérny ptipad (nyni zna-
¢ime prislusnou veli¢inu Z navic indexem 1), Ze

N

S AET?C(t) + 2T yirBi(t) + Y Aitr) =

i=1 =1 i=1

N
1 -
— T3\/T tl — tO ( E ’sz T(tl - to) + 2ﬁ E Yir ZiT + Op(1)> .
i=1

Vzhledem k tomu, Ze odhad o hleddme jako argument maxima, musi nutné platit,
VAS

Z %‘QTG(%QG) Tty —ty) = \/— Z%TZ’T +op(1),

neboh ze limitni rozdéleni El 1 42U 489) VT (t; — o) je stejné jako limitni rozdé-

leni \/_ ZZ 1 %TZzT, kde \/—Z@T jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny

s asymptotickym rozptylem 4;126’(1 — 60)o?, pro né&z plati centralni limitni véta

podobné jako v ditkazu véty I2l To ale implikuje
N -
: T 40%0(1 — 6
Zz:l YiT 45T D N (O, o ( ))

/ N 482
T Ei:l ’V@'QT

a dikaz je hotov.

3

Podobné jako v minulé kapitole nam zbyva najit vhodné konzistentni odhady
neznamych parametri vyskytujicich se v ndhodné veli¢iné Uy, tedy odhady v;r,
0% a 0. Parametr ;7 odhadneme stejné jako vySe odhadem ziskanym metodou
nejmensich ¢tverct poéitaném pro odhadnuty bod zmény, tj. 4:(fo), kde 4:(.) je
zavedeno v (B.3). Podobné 6%(f) odhaduje o® (62(.) bylo definovano v (B.4)).
Za odhad 6 opét polozime 6 = tO

Véta 21. Necht jsou splnény predpoklady véty[20. Potom pro odhady fi;(1o), Bi(fo),
Jir(to) z BH) a odhad 6*(ty) z B8) pro T — oo plati
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Dikaz. 7 véty 20 plyne, ze (ZZ 172T) VT }to — to‘ = . Dikaz véty je

stejny jako v jednorozmérném pripadé (véta[I4)) s tim rozdﬂem, ze |fyT\ nahradime

1/2
<Zf\i1 %2T) a misto predpokladu (2.18) pouzivame predpoklad (3.11]).
3

Dusledek. Oznac¢me

1/2
Unr = VT T(ty — to) (Z%T ) W

Potom za splnéni predpokladi véty 20 plati

Unr 25 N(0,1).
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Kapitola 4

Simulace a aplikace

V této kapitole se zamérime na aplikaci testu detekce zmény pfi daném ¢,
ktery jsme odvodili v jednorozmérném piipadé ve druhé kapitole, a jehoz zo-
becnéni bylo dokadzano pro pevné N ve tfeti kapitole. Dale budeme aplikovat
vétu o asymptotickém rozdéleni odhadu g, kdyZ je to neznamé. I zde jsme odvo-
dili nejprve verzi véty pro N = 1 a nasledné jeji zobecnéni pro libovolné pevné N.

Pfipomenme model, se kterym jsme pracovali v kapitole 2 (s N = 1) a kapi-
tole 3, z néhoz byla generovana data pro simulaci:

th:uz+ﬁlt+’yl(t—to)++elt, tzl,...,T,izl,...,N, 1<ty < T,

kde N je pevné, e; jsou nezavislé, stejné rozdeélené nahodné veliciny a plati
Eey =0, varey = 02, 0 <02 <oo,i=1,...N, t =1,...T. p, B, 7 jsou
neznamé parametry.

Data pouzita k aplikaci (graf[4.1]) obsahuji kurzy nékterych mén viéi dolaru
zaznamenané s denni frekvenci v obchodnich dnech od 13.3.2001 do 11.3.2003.
Z vice dostupnych fad bylo vybrano Sest c¢asovych fad kurzti mén v zemich: Eu-
rozéna, Velka Britanie, Dansko, Norsko, Svédsko a Svycarsko. K dispozici mame
T = 500 pozorovani.

Vsechny testy v celé kapitole byly provadény na hladiné 0,05.

4.1 Simulace

Test existence zmény pro znamé t

Nejprve se budeme zabyvat pfipadem N = 1 a ovéfime rozdéleni statistiky
testu (2I7) zaloZzeném na platnosti véty @l Pro simulaci jsme v modelu (2.1))
s T'= 500 a pevnym t, = 250 polozili p =0, § = 0,1, v = 0,01, ¢ = 2, simulaci
jsme opakovali 10000-krat.

Pro prvni data vygenerovand za alternativni hypotézy v = 0,01 vyslo

S(to)/6%(ty) = 9,79. Jelikoz x3(0.95) = 3,84, zamitame spravné nulovou hypo-
tézu v = 0. Pokud si vSak zobrazime graf téchto dat (graf[d.2]), vidime, Ze z grafu
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Eurozona
Velka Britanie
Dansko
Norsko
Svedsko

—— Svycarsko
il

Vynormovane kurzy vybranych men vs USD

|
N

|
3

02.04.01
01.05.01
01.06.01
02.07.01
01.08.01
04.09.01
01.10.01
01.11.01
03.12.01
02.01.02
01.02.02
01.03.02
01.04.02
01.05.02
03.06.02
01.07.02
01.08.02
03.09.02
01.10.02
01.11.02
02.12.02
02.01.03
03.02.03
03.03.03

Obrazek 4.1: Data kurzt mén vici dolaru.

bychom takto nepatrnou zménu nepoznali.

Simulaci jsme provedli jak pro nulovou hypotézu v = 0, tak pro alternativni
hypotézu v = 0,01. Za nulové hypotézy bylo chybné zamitnuto 5,09% ptipadd,
za alternativni hypotézy test spravné zamitl v 98,08%. Simulované rozdéleni tes-
tové statistiky se skutecné blizilo rozdéleni x? (obrazek E.3)).

Daéle se budeme vénovat simulaci piipadu s pevnym N, v simulaci bylo po-
uzito N = 6. Nyni je k testovani nulové hypotézy v, = 0, ¢ = 1,...,6, v mo-
delu ([B.1) pro bod zmény t, = 250 (opét je T = 500) t¥eba pouzit test (3.10)
odvozeny z véty V simulaci jsme zvolili g = (—50;—10;0;5;50;0)", B3 =
(0,2;0,1; —0,05; —0,1; —=0,2;0) ", v = (0;—0,01;0;0;0;0,01)",0 = 2. Z Sesti ca-
sovych fad tedy doslo ke zméné smérnice trendu pouze ve dvou rfadach. Pocet
opakovani byl 10000.

Nejprve jsme na ukazku provedli test pro jedna konkrétni data vygenerovana z
tohoto modelu. Hodnota statistiky p¥i alternativni hypotéze byla Sg(to)/52(to) =
63,66, coz je vétsi nez 95%-ni kvantil rozdéleni x2, ktery je roven 12,59. V tomto
pripadé bychom tedy nulovou hypotézu zamitli. Stejné jako v predchozi ukazce
neni z grafu dat (graf [£4) pfilis patrné, zda zména v ¢ase 250 nastala.

Za nulové hypotézy bylo chybné zamitnuto 4,90% piipadi, za alternativni

hypotézy test spravné zamitl v 99,77%. V tomto pfipadé ma statistika fggig; roz-

déleni x2 (obrazek FLE]).
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Obréazek 4.2: Data vygenerovand z modelu X; = 0,1t 4+ 0,01(¢ — 250); + e;.
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Obrazek 4.3: Histogram hodnot testové statistiky
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Obréazek 4.4: Data vygenerované z modelu (£4) s parametry
p = (=50; —10;0;5;50;0)", B8 = (0,2;0,1; -0,05; —0,1; —0,2; 0) ",
~ = (0; —0,01;0;0;0;0,01)".
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Obrazek 4.5: Histogram hodnot testové statistiky
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Interval spolehlivosti bodu zmény pro neznamé i

Dale se budeme zabyvat simulaci statistiky z véty pro N = 1 a véty
pro pevné N. Pfipomenme si statistiky

. (1 -0
Ur = ’YT\/T(tO — to)%,

o 0(1— )
UT = ’)/AT(tO)\/T(tO — to)T,

UNT:\Z’Y 2T (g — to) 0(21_0)7

- 6(1—-46
Unt = \ Z%T to —to)%

zavedené ve vétach a dusledcich vét 12 a Kromé néhodnych veli¢in Ur a
Unt uvedenych v téchto vétach jsme sunulovah na stejnych datech také hodnoty
statistik Ur a Unr, ve kterych jsme 6, 0% a yp (resp. Vi) nahradili jejich kon-
zistentnimi odhady 6 = £,/T, 62 a 47 = 4(£) (resp. Fir = 3i(£y)). V praxi totiz
prirozené skutecné hodnoty 9 02 a yr (resp. Yir) nezndme, potiebovali bychom
tedy pouzit statistiku s prislusnymi konzistentnimi odhady:.

Simulovali jsme hodnoty obou statistik na stejnych datech. Data byla genero-
vana podle modelu (21]), parametry byly voleny nasledovné: 7' = 500, u =0, § =
0,1, 0 = 2. Simulaci jsme opakovali 10000-krat. Parametr ~7 jsme volili postupné
roven 0,5;0,25;0,1;0,075;0,05; 0,025; 0,01.

Pro vz = 0,500 byl test trochu konzervativni, simulovana hladina testu byla
0,039 pro obé statistiky. U v = 0,250 naopak byla skute¢na hladina testu vétsi.
Lépe fungoval test pro v = 0,100 a vy = 0,075, kdy byla pozadovana hladina
0,05 pfiblizné dodrzena. U nejmensi hodnoty vy = 0,010 uz je tento test malo
citlivy ke zméné. Vysledky simulace shrnuje tabulka [4.1] kde vidime hodnoty pa-
rametri yr a hladin testt zalozenych na Ur a UT.

vr  hladina testu: Uy hladina testu: UT

1 0,500 0,039 0,039
20,250 0,087 0,086
30,100 0,048 0,066
4 0,075 0,062 0,069
5 0,050 0,070 0,081
6 0,025 0,094 0,104
7 0,010 0,172 0,229

Tabulka 4.1: Simulované hladiny testt pro rtizné varianty volby ~r.

Statistika z véty 12l ma v limité normované normalni rozdéleni, coz potvrzuje
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Obréazek 4.6: Histogram hodnot statistiky Up pro yp = 0,1.

i histogram [£.6]

Dalsi ¢ast simulace spocivala v ovéfeni asymptotiky (véta 20]) odhadu ¢,
pro N = 6. V simulaci jsme zvolili g = (—50; —10; 0; 5;50;0) ",
B = (0,2;0,1;-0,05; —0,1;-0,2;0) ", v7 = (0;—7;0;0;0;77) 7,0 = 2, kde 77
jsme volili postupné 0,5;0,25;0,1;0,075;0,05;0,025;0,01;0,005. Pocet opakovani
byl 10000.

Oproti jednorozmérnému piipadu vidime, Ze volby 77 = 0,5 a yp = 0,25 vi-
bec nedodrzuji hladinu testu, kterou jsme opét volili jako 0,05 - zmény smérnic
jsou prilis velké. V tomto pripadé totiz narédzime na problém s diskrétnimi hod-
notami odhadi bodt zmény. U tfeti az Sesté volby v by bylo mozné test pouzit,
jeho hladina by ale byla o néco vétsi nez jsme chtéli. Mensi volby v davaji uz
prilis velkou simulovanou hladinu. Rozdéleni vygenerovanych hodnot statistiky
pro yr = 0,1 vidime v grafu [4.7]

Y1 \/ ZZ]\LI %ZT hladina testu: Uy hladina testu: U NT

1 0,500 0,707 0,325 0,263
2 0,250 0,354 0,146 0,120
3 0,100 0,141 0,086 0,072
4 0,075 0,106 0,065 0,065
5 0,050 0,071 0,082 0,073
6 0,025 0,035 0,092 0,096
7 0,010 0,014 0,174 0,222
8 0,005 0,007 0,225 0,591

Tabulka 4.2: Simulované hladiny test pro rtizné varianty volby vr, N = 6.
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4.2 Aplikace na realna data

Test existence zmény pro znameé i

Predpokladejme, ze mame podezieni, ze zména ve smérnici linedrniho trendu
nastala 1.2.2002 (pozorovéani 224). Z vybranych fad kurzti mén budeme apliko-
vat test detekce zmény pfi daném ty = 224 pro N = 1 pro ¢asovou fadu kurzt
Norské koruny. Hodnota testové statistiky S(to)/62(to) se v tomto pFipadé rovna
piiblizné 590,08, ¢im# jsme prokazali existenci zmény, jelikoz x2(0.95) = 3,84.
Podobné bychom zamitli nulovou hypotézu i u ostatnich kurzi.

Jelikoz méme k dispozici nékolik paneli, je vhodné pouzit test (B.10) s N = 6.
V tomto piipadé plati Sg(to)/62(te) = 4242,95, coz je vétsi nez 95%-ni kvantil
rozdéleni x2 = 12,59. Zamitdme tedy i nulovou hypotézu v; = 0, i = 1,... 6.
Véta [I7] nam také dava konzistenci odhadt pu;, 5;, vi, ¢ = 1,...,6. Na zakladé
téchto odhadt byly spocitany i vyrovnané hodnoty znacené tu¢nou ¢arou v grafu

4.8

Interval spolehlivosti bodu zmény pro neznamé i

Pokud bychom nemohli s jistotou tvrdit, Ze zména nastala 1.2.2002, museli
bychom pouzit metody popsané ve druhé a treti kapitole pro neznamé t,. Nejprve
si je vyzkousime na casové fadé kurzii Norské koruny. Abychom mohli spocitat
interval spolehlivosti pro ¢y, pouzijeme statistiku Ur. Vysledny interval spolehli-
vosti pro bod zmény vysel (14.11.01,02.04.02), pficem? t, = 24.01.02. Z grafu &3]
je patrné, ze tento interval spolehlivosti je pomérné Siroky. Pokud se podivame
na intervaly spolehlivosti u ostatnich ¢asovych fad, zjistime, Ze jsou vét§inou po-
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Obrazek 4.8: Vyrovnané hodnoty pfi testovani zmény v trendu po 1.2.2002.

dobné Siroké, nejkratsi maji délku priblizné ¢tvrt roku.

Na data s vice ¢asovymi fadami kurzi mén vic¢i dolaru je vhodnéjsi aplikovat
vysledek véty 201 Podobné jako vise pouzijeme statistiku Uyp. Ziskany interval
spolehlivosti vysel (05.02.02,20.03.02), t, = 27.02.02. Z grafu @I0 ihned vidime,
Ze oproti grafu je interval spolehlivosti mnohem uzsi.
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Kapitola 5
Zaver

Tato prace se vénovala detekci zmény v modelu jednoduché linearni regrese
v panelovych datech. Po celou dobu jsme museli rozlisovat situace, kdy byl bod
zmény 1y zndmy nebo neznadmy. Pripad se zndAmym bodem zmény pifimo souvisi
s klasickym modelem linearni regrese, pfi neznamém bodu zmeény jsme méli navic
jeden neznamy parametr.

Na zacatku druhé kapitoly byly odvozeny odhady nejmensich ¢tvercti pro dané
to. Dosazenim téchto odhadt do rezidualniho souctu ¢tvercii a ipravou jsme pak
dostali statistiku, jejiz maximalizaci pfes vSechny mozné casy jsme ziskali odhad
to, je-li to neznamé.

Pro dané ¢y jsme odvodili konzistentni test detekce zmény v tomto bodé v jed-
noduchém regresnim modelu. Ukézalo se, Ze testova statistika mé asymptoticky
za nulové hypotézy, Ze zména nenastala, x? rozdéleni pro jednu ¢asovou fadu a x3
rozdéleni pro N casovych fad.

Slozitéjsi uvahy vyzadovala situace s nezndmym bodem zmény. Prace se zaby-
vala zejména chovanim navrzené statistiky za alternativni hypotézy, kdy nastala
zména ve smérnici trendu v neznamém case shodném pro vsSechny casové rady.
Hlavnim vysledkem v tomto pripadé byla asymptoticka normalita ziskaného od-
hadu. Dle predchoziho ocekavani souvisi asymptoticky rozptyl tohoto odhadu
s velikosti zmény - ¢im mensi zménu se snazime detekovat, tim Sirsi je interval
spolehlivosti pro ty. Dalsim faktorem ovlivnujici velikost rozptylu je pomér ¢asu
zmény to a délky pozorovani T'. Pro to/T = 1/2 je rozptyl (pfi stejné zméné
smérnice) nejmensi a ¢im vice se blizi k poc¢atku nebo konci pozorovani, tim vice
se zvétsuje.

Odvozené vysledky jsme doplnili simulaci a aplikaci. Pfi simulaci jsme ovéro-
vali hladinu testu pro detekci zmény pii daném ¢, a rozdéleni statistiky. Vysledky
simulace souhlasily s dokdzanymi tvrzenimi, pfi zndmém bodu zmény byl test
schopny detekovat tak nepatrnou zménu, Ze ji pii vykresleni dat bylo mozné jen
tézko rozpoznat. Pro ty neznamé jsme zkusili simulovat data na zakladé riiznych
voleb 7 a rovnéz jsme ovérili asymptotickou normalitu vhodné znormovaného

odhadu.
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K aplikaci byla pouzita data kurzi nékolika evropskych mén viic¢i dolaru. Po-
uzitim metody pro jeden panel jsme ziskali velmi Siroky interval spolehlivosti pro
¢as zmény. Oproti tomu interval spolehlivosti ziskany na zakladé dat z vice pa-
neld byl vyrazné uzsi. To ukazuje uzitecnost panelovych dat v ptripadé, ze se lze
domnivat, ze bod zmény je pro vSechny fady spolecny.

Dokazané metody by bylo mozné zobecnit dvéma sméry: Prvnim zadoucim
zobecnénim by bylo uvolnéni predpokladu nezavislosti chybovych slozek, bylo by
mozné napt. povolit korelaci pozorovani v jednotlivych casovych fadach. Dalsim
zobecnénim dokazanych vysledkii by mohlo byt rozsifeni na nekoneéné mnoho
casovych fad. Nékdy také v datech miize nastat vice zmén, pak by bylo zajimavé
rozsirit metody dokézané v této praci na testovani vicendsobné zmény.

52



Priloha A

Pomocna tvrzeni

Definice 1 (0,, O,). Necht {X,}, {U,} jsou ndhodné posloupnosti a U, > 0
skoro jiste. Potom pro n — oo

€ Xn
X, = 0,(U,) &, i 250, n— o,
def

X, = 0,(Uy) Ve K : P (|X,| > K |Uy]) < € Vn.

Tvrzeni A. Necht {X,}, {Y.} jsou ndhodné posloupnosti a {U,}, {V,.} jsou
kladne nahodné posloupnosti. Potom plati:

1. X, = 0,(Uy) = X,, = 0,(U,),
Xp = 0,(Up), Yy = 0p(V,) = XY, = Op(max(U,,V,), XoY, = O,(UnV,),
Xp = 0p(Un), Yo = 0y(V3)) = X, £Y,, = 0p(max(U,,,V3)),

X = 0,(U,), Y, = 0,(Vy) = XY, = 0,(U,V3),

Xy = 0,(Uy), U, = 0,(V,) = X, = 0,(V,,). Pokud nahradime alespori
jedno z O symbolem o, pak X,, = 0,(V,,).

Tvrzeni B (Aproximace sum). Necht

T
t—k ~ 1
Ty = (T)+7 Ty = sztk
=1
pro 1 < k <T a necht ddle

pro néjaké 0 € (0,1).
Potom proT' — oo

6

min(T — k, T — to)
e ]

1 < 1 — max(0, k/T))%(2 + max(6, k/T) — 3min(0, k/T
thlxthtto—( (0. k/T))*(2 4+ max(0, k/T) (0.k/T))
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o= U o (T2,

*))

1 & (1 — max(k/T.0))2(1 + 2max(k/T,0) — 3min((k/T)2,0
Z Ty, — T l’tto = 12
t:1
min(T — k, T — to)
e ( ! ) ,
T

1 (1—k/TP  (1—k/T)* T—k
T (zg — Tp)* = 3 1 +0 72 )

1 & _ 1 1
=Y (t-T)= E+O(T)
iz > (t—Tay, = 1—12(1 —k/T)*(1+2k/T)+ O <TT_2k> )

2 (T =17 e - = (e~ D)),
! —(1—k/T)3(k/T)*+ 0O <T _ k)

~ 36 T2
pro vsechna k =1,...,T.

Tvrzeni C (Aproximace sum na okoli ¢y). Necht

T
t—k - 1
T = (T)+7 T = sztk
=1
pro 1 < k <T a necht ddle
to = |T6|

pro néjaké O € (0,1).
Potom proT' — oo

i(wtto — ) = (k —to)(1—6) (1 10 (k ;to)) ,

t=1

T

S0 = A —Q)j(zl +30) (1 Lo (k: ;%)) |

t=1

T
0(1 —6)? k—t
i o)
t=1
T

D (= wuy — T + Ty = (k —Tt0)29(1 —0) (1 +0 (k ;to)) ,

Sk (10(4)).
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T

SO = Ty — w) = Tk — to)w (1 10 (’“ ;to)) ,

t=1

ST~ P (1 ()

t=1

pro vSechna k =1,...T : |k —ty| < Ter, ep — 0.

Tvrzeni D (Hajkova-Rényiova nerovnost). Necht {U, = >\  u;, F,, n > 1}

je Ly martingal a necht {b,, n > 1}, b, > 0, n > 1, je neklesajici posloupnost
redlnych cisel. Potom pro kaZdé A > 0 plati

U IS
Pm 5 20) =2

J

E J

u?
7 -
bj

(A1)

Diikaz. Viz |Chow a Teicher (2003).
4

Tvrzeni E (Dusledek Héjkovy-Rényiovy nerovnosti). Necht {¢;, 1 < i < n}
jsou nezdavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s nulovou stredni hodnotou a
konecnym rozptylem o%, o > 0, B > 0. Potom pro kazdé X > 0 plati

‘? B 2 N
p (max M > A) < %ZiQ(B_a)’

1<j<n j ‘=
n . B 2 n
o aein—1
P | max |ZZ*]+1 ( )/l >N < 7 j2(B=2)
1<j<n (n—j)~ A2 P

Pozndmka. Pro 2?21 i26=%) a n — oo lze pouzit nasledujici aproximace:

n

Zz’z(ﬁ_o‘) ~ const, f—a<—1/2,
j=1
Zz’z(ﬁ_o‘) ~ logn, f—a=-1/2,
j=1
Ziz(ﬁ—a) ~ n2(5—04)+1’ 6 —a> _1/2
j=1

Symbol a,, =~ b, znamena, Ze lim,_ ., a, /b, je nenulova a kone¢na.

Diikaz. [Dtkaz tvrzeni [E] Z predpokladii tvrzeni plyne, Ze Zgzl e;i” je L, mar-
tingal, posloupnost 7%, 7 > 1 je pro a > 0 neklesajici. Miizeme pouzit tvrzeni
a dikaz prvni ¢asti je hotov. Dale plati

>isipa(n —1)7e; Y KPeny,
(n—i) ke

a vzhledem k tomu, Ze {¢;, 1 < i < n} jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné

veli¢iny, rozdéleni ( . kﬁen,k> /k® se nezméni, nahradime-li e,_j veli¢inami
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ex. Tim jsme prevedli nerovnost ve druhé ¢asti tvrzeni na jiz dokézanou.

3

Tvrzeni F (Slaby zdkon velkych ¢isel - CebySev). Necht X,, n € N, jsou rediné
ndhodné veliciny definované na stejném pravdépodobnostnim prostoru (§2,A,P),
cov(X;,X;) =0, i# j. Kdyzb, >0, n € N jsou takové, Ze

1 n
b—ZZvarXi%O, n — oo,

n =1
potom

1 n
EZ(X,-— EX;) 50, n— .
=1

Tvrzeni G (Cramér-Sluckého véta). Necht’ X,,, X a 'Y, jsou ndhodné veliciny.
Jestlize X, L Xa Y, L c, pak

X, +Y, 2 X+
Y, X, 25 cX,
X,/Y, i>X/c, je—1lic#0.

Diikaz. Viz Rao (2002).
3

Tvrzeni H (Feller-Lindebergova CLV). Necht pro kazdé n € N je dan pravdépo-
dobnostni prostor (0, A,P) a na ném jsou definovdny nezdvislé redlné nahodné ve-
liciny Xp1, Xno, ..., Xng, pTi b, €N, EX, 1 = E Xy 0,...,E Xy i, = 0. Jestlize

platt
kn

Z var X, — 1, n = oo
k=1
a Ve >0
kn
> E X2 I{| Xkl > €}] — 0, n— o0,
k=1
potom
kn
> X = Z,n— 00, Z ~ N(0,1).
k=1

Diikaz. Viz |Lachout (2004).
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