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Kapitola 1
Uvod

V fad& vé&dnich oborti, at uZ v matematice, fyzice, ekonomii, chemii, ale i v ji-
nych, vznikaji v dne$ni dobé& problémy, jejichZ matematickd formulace vede na dlohu
tzv. podminéné optimalizace, tj. na Glohu hleddni minima funkce f(z) na mnoZiné
omezené néjakymi podminkami. Ozna¢me tuto mnoZinu

Q= {zeR"|gi(z) <0, i=12,...,my
hi(z) =0, i=1,2,...,mp}, (1.1)

kde funkce f,g:,hi : R® — R jsou tfidy C2. Tyto problémy miZeme délit podle
nékolika hledisek:

e velikosti (dimenze)

e hustoty / Fidkosti datovych struktur

e konvexnosti / nekonvexnosti funkei f, g;, h;
e typu funkci (linedrni, kvadratické, ...).

V nékterych pfipadech jsou zndmy spolehlivé algoritmy pro jejich feSeni (napt. line-
drng, konveznt kvadraticke programovdn?), v ostatnich nezbyvé neZ pouzit dostatetné
obecnou metodu.

Jedna tfida takovych metod pievadi hleddni feSeni podminéné optimalizace na
sekvenci FeSeni tloh nepodminéné€ optimalizace, tj. na Ulohy minimalizace funkce
na R" bez dalsich omezeni. Myslenka spoéiva v nahrazeni funkce f(z) pozménénou
funkci F(z) definovanou na celém R™, kterd v sobé€ bude zahrnovat kromé ptivodni
iéelové funkce f(x) navic i nezdporné penalizaéni ¢leny. Jejich hodnota se bude vy-
razné zvysSovat pfi poruSeni nékteré z podminek g;, ;. Tim se docili toho, Ze hledané
minimum F(z) na R" nemfiZe byt ,,pfili§ daleko” od mnoZiny {2 a nalezené Feseni
bude vhodnou aproximaci feSeni plivodni dGlohy. Z téchto metod jmenujme prede-
v8im penalizadni, barierové metody a metodu rozéiteného lagrangidnu (augmented
Lagrangian method).

Tato prace je zaméfena na FeSeni tloh nepodminéné optimalizace vznikajici pfi
pouziti zobecnéné metody rozsifeného lagrangidnu. Poznamenejme, Ze charakter



tiloh nepodminéné optimalizace se sice pfili§ nelisi p¥i pouziti jinych metod (pena-
lizadni, barierové), ale uplatnénim zobecnéné metody rozsifeného lagrangianu vzni-
kaji jednak lépe podminéné problémy a jednak je tato metoda jiZ implementovana
v programu PENNON, ¢ehoZ vyuZijeme pfi testovani novych metod.

Zpravidla se iloha nepodminéné optimalizace FeSi néjakou vhodnou metodou
Newtonova typu. V nich je potfeba casto feSit soustavu s matici druhych derivaci
(hessidnem) pozménéné funkce F, k Cemuz se vétinou vyuzivd Choleského rozkladu
([19]). Lze oéekavat, e se tato metoda bude chovat velmi dobie jak pfi feSeni ma-
ljch tloh, tak i vétsich s fidkymi datovymi strukturami, pokud u vétsich pouZijeme
Fidkého Choleského rozkladu ([18]). Pfesto miiZeme v praxi narazit na Glohy, kde by
bylo vhodné nahradit Choleského rozklad ¢i Newtonovu metodu néjakym iterac-
nim algoritmem. To bude hlavnim pfedmétem této prace. O zlepSeni lze uvaZovat
pfedevsim v téchto pfipadech:

e Hessidn funkce F neni dostupny, nebo je prilis drahy na vypocet. V mnoha
praktickych dlohach neni k dispozici analyticky tvar druhych derivaci, v ta-
kovych pfipadech se pouZiva metoda automatického diferencovdni ([19]). Ta
n&kdy miiZze byt (nap¥. v nelinedrnim SDP) velmi ¢asové naro&nd, proto je
nutné pouzit néjakou iteraéni metodu prvniho fadu.

o Choleského rozklad (velkého) Fidkého hessidnu vede na plnou matici. U vétSich
Gloh je nutné pro zachovani co mozna nejmensi pamétové a éasové narod-
nosti provést pfed samotnym Choleského rozkladem néktery z algoritmd pro
pfedislovani (permutaci prvkl matice), viz [15]. Ne vZdy jsou v8ak tyto algo-
ritmy Gspé8né. To bylo v praxi pozorovano napfiklad na flohéch s tzv. ,plnym
sloupcem®, tj. na lohach, ve kterych se néjakd proménna objevuje ve v&tsiné
omezenich g;. Pak mlze i pfes pfeéislovani vést Choleského rozklad velmi fidké
matice na matici plnou, coz ve svém disledku znamené vyrazné vyssi paméto-
vou i ¢asovou naro¢nost, nebo dokonce kolaps algoritmu na nedostatek paméti.

e Choleského rozklad hustého hessidnu je zbytecné dasové/pamétové ndroény.
Casova narodnost rozkladu je fadu O(n®) a pamétova ¥adu O(n?). To je v né-
kterych dob¥e podminénych tlohach ,pfedraZené“, protoze soustavu staci resit
jen pfiblizn€ a mnohdy poZadované pfesnosti dosdhneme b&hem nékolika malo
krokt iteraéniho algoritmu.

Cilem prace je otestovat a zhodnotit alternativni metody pro Feseni tuloh ne-
podminéné optimalizace, které vznikaji z iloh podminéné optimalizace pouZitim
zobecnéné metody rozdifeného lagrangidnu a ji podobnym. PfedevSim jsme se za-
méfili na takové metody nepodminéné optimalizace, které by umozZnily lépe FeSit
tlohy pilsobici problémy ve v&tsiné podobnych pfipadd pouZivané Newtonové me-
todé. Jak je uvedeno vyZe, jde obvykle o tilohy, ve kterjch neni vhodné, ¢ dokonce
moZné pouZit Choleského rozklad, nebo nelze efektivnim zpisobem sestavit matici
druhych derivaci.

Pro konvexni pfipady byla jako zdklad algoritmu zvolena metoda spiddovych
sméri, ve které hleddme novy smér poklesu jako pfiblizné feSeni Newtonovy rovnice.



Zde byly pouZity metody Krylovova typu, konkrétné metoda sdruzenych gradientt
a metoda QMR. Pro nekonvexni pfipady byla nahrazena metoda spadovych sméri
metodou s lokdlné omezenym krokem, v nasem pfipadé verzi metody Steihauga-
Tointa. Ve vét3iné uloh by nebylo rozumné pouzit jmenované metody bez néjakého
vhodného pfedpodmifiovace. V této praci jich bylo testovano nékolik. Kromé pa-
métové i ¢asové nendroénych, jako je diagonalni, SSOR & SGS predpodmiriovag,
byly testovany i propracovanéjsi. Jednak metoda L-BFGS upravena pro pfedpod-
mifiovani podle {17] jako zastupce pfedpodmifiovaéi, které by byly méné pamétové
naro¢né, zato naro¢néjsi na vypocetni ¢as, a metoda AINV podle (3, 4] jako piiklad
neuplného rozkladu matice.

V dlohéch, ve kterych neni pfimo dostupna matice druhych derivaci, jsme vyu-
zili toho, Ze v uvedenych metodach obvykle neni potfeba znat pfimo cely hessidn,
ale jen jeho nasobek s vektorem. Ten totiZ lze pomérné snadno aproximovat pomoci
koneénych diferenci.

Konkrétni implementace a testovani probihaly v rdmci programu PENNON. Jde
o program urcéeny pro FesScni dloh nelinearniho a semidefinitniho programovani. UZiva
se v ném zobecnéna metoda rozsifeného lagrangianu a vznikajici ilohy nepodminéné
optimalizace se fesi pomoci modifikované Newtonovy metody. Snahou bylo otestovat
metody na co moZna nejSir§im spektru problémi, k ¢emuz bylo vyuZito tloh z volné
dostupnych knihoven problémi jako SDPLIB a CUTE Collection.

Prace je rozdélena do 6 Casti. Nejdfive bude rekapitulovano zakladni znadeni
a definice, které jsou spole¢né pro celou praci. V kapitole 3 jsou detailnéji po-
psany zakladni metody nepodminéné optimalizace a myslenka aproximace hessidnu
a v kapitole 4 pouzité predpodmiriovace. Pfedposledni kapitola je vénovana pro-
gramu PENNON a zde uZité modifikaci metody rozsireného lagrangianu. V posledni
kapitole jsou uvedeny numerické vysledky, implementacni poznamky a zavéry.



Kapitola 2

Znaceni a zakladni definice

Pro sjednoceni terminologie uvedeme v této kapitole pouzité znaceni a zopakujeme
nékolik zdkladnich definic, které budeme déle vyuzivat.

2.1 Funkce

Oznaceni 2.1. Necht f je dostateéné hladka funkce z R" do R. Jeji gradient v bodé

r € R" je vektor -
a 0
Vi) = (5. )

a jeji hessidn je symetrickd n X n matice

Vi f(z) = (gi{egzi)i_jﬂ,w,n |

Definice 2.2. Rekneme, Ze mnozina Q@ C R" je konvezni, jestlize pro viechna
z,y € a0 < <1 plati

Az +{(1-A)y€el.

Definice 2.3. Necht @ C R"” je konvexni mnozina. O funkci f : 2 — R fekneme,
Ze je

(i) konverni na 1, jestliZe pro viechna z,y € 2 a 0 < A < 1 plati

fAz+ (1= ANy) < Af(z) + (1 - A) fy),

(ii) ryze konvezni na 1, jestliZe pfedchazejici nerovnost plati ostfe.

2.2 Matice

Oznadeni 2.4. Prostor viech redlnych symetrickych matic dimenze m budeme zna-
git S™.



Definice 2.5. Mé&jme matici A € S™. Rekneme, Ze je
(i) pozitivné definitni (A > 0), jestlize Vr € R™.x # 0. r" Ar > 0,
(ii) pozitivné semidefinitni (A > 0), jestlize Vr € R™ : rT Az > 0,
(iii) negativné definitni (A < 0), jestlize Ve €e R™, x # 0: 2T Ar < 0,
(iv) negativné semidefinitni (A < 0), jestlize Vr € R™ : r" Ar < 0.

Poznamka 2.1. Necht A, B jsou prvky prostoru S™. Na prostoru $™ mfiZeme zavést
cdstecné€ usporadani a skaldrni soudin nasledovné:

(AsB>§“‘ = i (AB)s

kde tr (X) pro X € R™*™ znadi stopu matice X.

Definice 2.6. Méjme r € R™ a A € S™. Potom Krylovovym prostorem stupné j
generovanym matici A a vektorem r, oznalenym K;(r, A), budeme rozumét

Ki(r,A) = L{r, Ar, A*r,..., A"!r}.

Definice 2.7. Necht A je regularni matice z S™, pak jejim dislem podminénosti

k(A) nazveme
k(A) = Al |A77.

Oznadeni 2.8. Necht A € §™, A > 0 m4 Choleského rozklad A = LLT a necht
L = UZVT znadi SVD rozklad matice L. Potom X € §™, X = USU7T oznadime
jako A2,

Poznamka 2.2. Oznadeni A2 z definice 2.8 1ze zdtivodnit nasledovné:

A=LLT = (UsVT)(UEVT)T = UsUT = (USUT)(USUT) = X2

2.3 Maticové funkce

Definice 2.9 (Maticova funkce). M&jme ¢ : R — Ra A € S™. Necht A = STAS,
kde A = diag(Ay, A2, ..., Am), znadi rozklad vlastnich ¢isel matice A. Potom maticovd
funkce ® : S™ — S™ generovand ¢ je definovand

(’0(,\1) 0 N 0
A) -0

O: A ST plha) s
0 0 ©(Am)
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Definice 2.10. Maticovou funkci & : §™ — §™ nazveme

(i) monotonni, jestliZze pro kazdé A, B € S" plati

A> B = ®(A) > &(B),
(ii) konvernt, jestlize pro viechna A, B € §" a 0 < A < 1 plati

P(AA+ (1 = A)B) < AD(A4) + (1 - A)O(B).

(iii) ryze konveznt, jestlize je pfedchazejici nerovnost splnéna ostfe.

Definice 2.11. Nechft 4 : R® — §™ a & : §™ — §" jsou dva maticové opera-
tory. Pro B € S™ ozna¢ime D,P(A(x); B) derivaci & v bodé A{x) (pro pevné r)
ve sméru B, tj.:

DB (A() B) = lin PAEL 18] = (A

2.4 Optimaliza¢ni Gloha
Definice 2.12. M&me 2 C R” a f : R® — R. Problém
najdi z* € € tak, aby f(z) 2 f(z*) Vz € (2.1)

nazveme optimalizaéni dlohou. Jestlize 0 = R”, budeme mluvit o tdloze nepodmi-
néné optimalizace, jestlize g R", tak o dloze podminéné optimalizace. Pokud
mnoZina ) a funkce f,g;, h; jsou konvexni, nazveme (2.1) konvezni optimaliza¢ni
ilohou, v opaéném piipadé budeme hovofit o nekonvezni optimaliza¢ni Gloze.

Definice 2.13. Rekneme, Ze
(i) z* je globdlni Tedeni (2.1), jestlize f(z) > f(z*) Vz € Q,
(i1} Z je lokdln{ Tefent (2.1), jestlize 30.(Z) : f(z) > f(Z) Vx € QN O().

Definice 2.14. Mé&jme optimalizaéni dlohu (2.1), kde £ oznaduje mnoZinu (1.1).
Necht jsou funkee f,h;, g; : R* — R tfidy C2. Pak funkci

L:R*xR™ xR - R

M g
L(z,u,v) := f(z) + Zu,-h,:(:v) + Z v,9;(x)
i=1 Jj=1
nazveme Lagrangeovou funkci (lagrangidnem) problému (2.1).
Na zavér této kapitoly uvedme jesté dvé zdkladni tvrzeni, dikazy lze nalézt

napiiklad v [19].
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Véta 2.1. Necht Q # 0 je konvezni a f : Q@ — R je (ryze) konverni na 2. Necht
I € je lokdini feseni (2.1). Potom I je (jednoznaéné) globdini fesent (2.1).

Véta 2.2 (Nutné podminky optimality 1. Fadu). Necht r* je lokdini reseni
ulohy (2.1). Necht pro mnosinu A(x*) = {j | 1 € j £ my,. g;{r") = 0} plati,
Ze vektory

Vhi(z*) pro i=1,....ms, Vgi(z") pro je€ Az")

jsou linedrné nezdvislé. Pak existuje u* € R™ av* € R} takové, Ze bod (x*, u*, v")
spliiuge:

(i) hi(z)=0prot=1,2,...,my, g;(z*)<0proj=12,...,m,,
(it) v >0, v;‘-gj(a:') =0proj=12,...,myg,
(iii) ViL(z*,u*,v*) = 0.

12



Kapitola 3

Metody nepodminéné optimalizace

V dvodni kapitole jsme naznacili zakladni myslenku, jak pfevést tlohy podminéné
optimalizace na posloupnost uloh nepodminéné optimalizace. Tato kapitola bude
vénovéana algoritmdm pro feSeni jedné (ilohy z této posloupnosti.

Méjme funkei F : R® — R tiidy C?, nasi ulohu mfizeme zformulovat jako

min F(z) pfes viechna « € R". (3.1)
Na jeji FeSeni pouZijeme nékterou z itera¢nich metod. Pfiblizné feSeni v i-tém kroku
oznacime jako z'. To prohldsime za feSeni ulohy, splni-li poZadované konvergenéni
kritérium, zpravidla pouzijeme

IVF() ] <e,

kde € > 0 je pfedem dand konstanta.
Pro zjednoduSeni zavedeme néasledujici znaceni:

F'=F(z'), ¢'=VF(z'), H'=V*F(z'),
pfi¢emz indexy i budeme vynechavat v mistech, kde bude dostatecné zfejmé, o jakou
iteraci se jedné.
3.1 Metoda spadovych sméru

Metoda spddovych sméri (line-search method) patii mezi zékladni optimaliza¢ni me-
tody pro nelinedrni funkce. Jeji podstatu miZeme shrnout do nasledujiciho obecného
algoritmu:

13



Algoritmus 3.1 (Metoda spadovych sméru).

Dano z°.

Pro:=0,1,2,...
(i) Najdi smér poklesu s’ pro funkei F v bodé r'.
(ii) Zvol ,vhodnou“ délku kroku o'.
(iii) Poloz £*t! = z' + a's".
)

(iv) Zkontroluj konvergenéni kritérium.

Nabizi se dvé pfirozené otazky - jak efektivné volit smér poklesu s' a délku
kroku o'. P¥i vybéru délky kroku jde o tlohu jednorozmérné minimalizace funkce
F(z' + as') pro a > 0. Existenci takového a ndm zajistuje poZadavek, aby s* byl
smérem poklesu funkce F v bodé z'. Bylo by zbyteéné a piilis Easové ndroné fesit
tento problém pfesné. Existuje fada podminek na délku kroku, pii jejichZz splnéni
mame zaruden' dostateény pokles ugelové funkce pro diikaz globélni konvergence
metody spadovych sméri. Jmenujme napiiklad Goldsteinovu nebo silnou a slabou
Wolfeho podminku, bliz§i podrobnosti lze najit v [5, 19].

Je cela fada strategii, jak volit smér poklesu s*. Za dvé nejznamé;jsi lze povaZovat

o 5= —g metoda nejvétsiho spddu,
o s = —(H") gt Newtonova metoda.’ (3.2)

My se soustfedime na odlisny zpisob volby sméru s* - budeme ho hledat jen jako
pfiblizné fedeni soustavy | |
H's = —¢' (3.3)
pomoci metod CGM a QMR.
Detailnéjsi informace o metod& spaddovych sméri lze najit napf. v knize [19].

3.1.1 Metody Newtonova typu

Vime-li, Ze funkce F je konvexni, je volba sméru s* podle (3.2) pln& ospravedlnéna.
Mame totiZ zarucenou pozitivn{ definitnost hessidnu H v kazdém bodé a tim i to,
Ze takto vybrany smér je vidy spadovy, coZ lehce dokazeme:

(¢))7s' = ()T (—(H)'g) = —(¢")"(H)"'¢' < 0.

Pro vypocet s' se vétinou pouziva Choleského, pop¥. fidkého Choleského rozkladu,
algoritmus (3.1) tak miZeme pfepsat do nésledujiciho tvaru.

1 Vhodna* délka kroku nestadi, je potfeba poZadovat i ndkterou podminku na dostatedné dobry
SmEr,

2Zde se dopoustime drobné nepfesnosti — p¥i této volbé sméru méme jen pro konvexni tlohy
zaruéeno, Ze pijjde opravdu o smé&r poklesu, nicméné& pro nekonvexni ilohy lze zavést modifikovanou
Newtonovu metodu s podobnym vybérem sméru. Dohromady budeme Newtonovu a modifikovanou
Newtonovu metodu oznadovat jako metody Newtonova fypu. Blize v kapitole 3.1.1.
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Algoritmus 3.2 (Newtonova metoda s omezenym krokem).

Déano 0.

Proi=0,12,...
(i) Pomoci Choleského rozkladu vyfe§ soustavu H's' = —g' pro s':

e Rozloz H' = LLT
e Vyfie§ soustavu Ly = —g' pro y

o Vyfes soustavu LTs* = y pro s
(ii) Zvol ,vhodnou“ délku kroku o'
(iii) PoloZ z'*! = z' + a's’

(iv) Zkontroluj konvergenéni kritérium.

V obecném pfipadé, kde mize byt funkce F nekonvexni, se pochopitelné mize
stat, Ze hessidn H nebude pozitivné definitni a Choleského rozklad zhavaruje. V tako-
vém pfipadé se vyuZije nasledujici modifikace. Nahradiine plivodni matici soustavy
H novou (jiZz pozitivné definitni) matici H*:

H* =H+ wl,

kde I zna¢i jednotkovou matici a w € R spliiuje podminku w > —Apin, kde A, je
nejmensi vlastni ¢islo hessianu A. Tato metoda se nazyvad modifikovand Newtonova
metoda, viz {14, 19].

Zbyva otazka, jak levné odhadnout A,;,. K tomu lze pouZit nésledujici heuris-
tiku. Pokazdé, at s konvexni ¢i nekonvexni funkei F, se pokusime rozlozit matici H
Choleského rozkladem. Pokud se to podaii, pokracujeme v algoritmu 3.2 béznym
zpUsobem. V opaéném pfipadé poloZzime w = wy, kde wy > 0 je pfedem pevné zvo-
leny parametr, a provedeme druhy pokus s matici H* = H +w/l. Pokud ani tentokrat
neuspéjeme, zveétsime w dvojnasobné a cely postup opakujeme tak dlouho, dokud
se matice nepodafi rozloZit. Jestlize se matice H* podafila rozloZit uz pfi volbé wy,
byl zvolen parametr w zbyteéné velky a budeme ho podobnym zplisobem sniZovat.
Tim méme zaruéeno, %e w € [—Amin, —2Amin)-

Obecné lze Fici, Ze Newtonova, resp. modifikovand Newtonova metoda dosahuje
pfi feSeni tloh (3.1) velmi dobrych vysledkd. Navic diky tomu, Ze je jiZ implemen-
tovana v programu PENNON, v ramci kterého budeme testovat dalsi metody, nam
poslouZi jako dobré srovnavaci kritérium pfi vyhodnocovani kvality metod.

3.1.2 Metoda sdruZenych gradienta

Metoda sdruZengch gradientid (conjugate gradient method, CGM) se fadi mezi nej-
znaméjsi iteracni metody pro FeSeni soustav linedrnich rovnic se symetrickou pozi-
tivné definitni matici. My tuto metodu pouZijeme pro pfiblizné feseni soustavy (3.3).
Pro zarudeni pozitivni definitnosti je nutné omezit se jen na konvexni funkce F'.
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Pfedpokladejme, Ze jsme v i-té iteraci algoritmu 3.1 a hleddme smér poklesu s'.
Itera¢ni posloupnost pfibliznych feseni s' oznadime s} pro j = 0.1,2,... Algoritmus
CGM nastartujeme typicky s sj = 0 a iterace pferusime pfi splnéni kritéria

Irll / llg'lh < =

kde r; = Hs| + g zna¢i reziduum v kroku j a ¢ > 0 je pevné zvoleny parametr,
zpravidla nastaveny na 0,01. V dals$im budeme indexy i pro pfehlednost vynechavat.
V této praci uvedeme jen zdklady metody CGM, znéni konvergenénich vét a sa-
motny algoritmus. Podrobnosti lze najit v [1, 19].
Metoda CGM je zalozena na nasledujici vété, pomoci které prevedeme FeSeni
soustavy na minimalizaci kvadratického funkcionalu:

Tvrzeni 3.1. Necht H € S*, H = 0 a necht ¢(s) = 1s"Hs + g”s. Potom jsou
nasledujict dva probléemy ekvivalentni:

(i) Hs = —g
(i) min ¢(s).

V kazdé iteraci metody najdeme nové pfiblizné feSeni s, jako minimum funkci-
onélu ¢(s) na stéle se roz§ifujici mnoZiné sg+ K;,1(ro, H). Diky specilni volbé baze
pro Kryloviiv prostor K;.1(ro, H) postadi hledat s;4; jako minimum ¢(s) v jednom
sméru, sméru p;, tj. minimalizujeme ¢(s; + ap;) pro a. Vektory po,pi, ..., p; tvofi
bazi pro K;11(ro, H) a generujeme je pribé&zné tak, aby spliiovaly podminku:

prpj=0 prok=0,1,...,7—-1,

tuto podminku nazveme podminka sdruZenych sméri, téz H-ortogonalita.
Celkovy algoritmus lze zapsat takto:

Algoritmus 3.3 (CGM).

Dano sy. Poloz ry = Hsy + g, po = —To.
Proj = 0,1,2,...,n
T
TiT;
(i) o L
? p_?HpJ

(il) ;41 = 8 + ;P
(iif) 741 =r; + a;Hp,

T
: Tiv1Tji+1
(]V) 6j+1 = - T

(v) Pi+1 = —Tjp1 + Bj41D;

(vi) Zkontroluj konvergenéni kritérium.
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Konvergenéni teorie metody CGM

Zde uvedeme jen dvé zakladni konvergencni véty. Podrobnosti o chovani metody
a ditkazy zde citovanych vét lze najit v [16].

Vé&ta 3.2. Jesthize ma matice H € §"” jen r < n rdzngch viastnich céisel, skonéi
metoda CGM (v pfesné aritmetice) po nejvyse r krocich.

Véta 3.3. Necht s; je j-td aprozimace, kterou ziskdme metodou CGM, a nech! s
znaci presné fe§ent soustavy (3.3). Pak plat:

s -1\,
HSQ( H(H)+1) lso — ™ {{n.

kde (H) 2naéf ¢islo podminénosti matice H.

ls; =

Pfedpodminéni metody

Z konvergen¢nich vét je vidét, Ze rozloZeni vlastnich ¢isel matice H velmi ovliviiuje
chovani metody CGM. Vznika tak pfirozena otazka, zda by ne$lo toto rozloZeni
néjak zlepsit, a tim zrychlit konvergenci metody CGM.

Méjme matici M € §*, M > 0. Pak milieme nahradit soustavu (3.3) novou

soustavou: 1 L :

M2HM 2M2s=—-M"12g. (3.4)
Nové matice soustavy H = M~-3HM™3 ziistane symetricka pozitivné definitni a po-
kud bylo M zvoleno vhodné, zlepsi se &islo podminénosti a rozloZeni vlastnich &isel.

Aplikaci metody CGM na soustavu (3.4) a drobnou idpravou ziskdme ndsledujici
algoritmus:

Algoritmus 3.4 (PCGM).
Déno sg. PoloZ ro = Hsg + g, yo = M1y, po = — 0.

Pro 7=0,1,2,...
rTy.
. j i

1 O, =
() J p;erJ

(i) s;41 = s; + a;p;
(111) T‘j+1 = T'j -+ Q_;;Hpj
(iv) yjs1 = M rjp

T
Tit1¥Ui+1
T,,.
T; Y;

(v) Biy1 =

(vi) pj+1 = —¥Yj41 + Bi41D;

(vii) Zkontroluj konvergenéni kritérium.
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3.1.3 Lanzcosuv proces

Lanzcosuv proces je, podobné jako H-ortogonalni sméry u metody sdruzenych gradi-
entd. dalsi z mozZnosti, jak generovat bazi pro Kryloviv prostor. Tento zplisob mize
byt vhodny v fadé algoritmi a teorii. Nds bude zajimat vyuziti Lanczosova procesu
v metodach pro feSeni soustav linearnich rovnic, konkrétné v metodé QMR. o které
se zminime vzapéti.

Existuje pomeérné velky pocet modifikaci Lanzcosova procesu. Jde pedevsim
o rizna rozsireni a vylepSeni pivodniho algoritmu. napfiklad rozsifeni pro nesyme-
trické matice, strategii nazvanou look-ahead pro omezeni havarii metody a numeric-
kou stabilizaci oznacovanou jako coupled two-term recurrences. Nejdfive odvodime
zakladni verzi pro symetrické matice, o nékterych vylepsenich se zminime pozdéji.

Misto prve jmenovanych H-ortogonalnich vektori budeme sestavovat bazi pro
K;(ro. H) z ortonormalnich vektorl; oznadime je v, pro j = 1,2,3.... Nade poZa-
davky shriime do nasledujicich dvou bodii. Necht plati pro vsechna j a &:

K;(ro. H) = L{vr. var. .. 1)}, (3.5)
0 prog #k.
T
Fop = 3.6
e {1 pro j = k. (3.6)

Na jejich zdkladé se pokusime odvodit algoritmus jak bazi generovat. Okamnzité
z (3.5) plyne, jak mlzeme zvolit prvni vektor baze v,:

v =T7o/p1,  p1= ol (3.7)
Lze rovnéz lehce ukazat, ze kazdy dalsi vektor baze by mél spliiovat podminku
vis1 € L{v1,v2,...,0; Huj}. (3.8)

Hledejme vektor 9,44, ktery by vyhovoval (3.5) a misto (3.6) poZadujme jen ortogo-
nalitu ke véem pfedchozim vektorim, tj. v 9;,; = 0 proi = 1,2,...,j. Na zdkladé
(3.8) volme tvar 9,4 takto:

J
f}j+1 = HUJ' + Z /\kvk.

k=1

Z pozadované ortogonality vaci v; prot=1,2,...,j mame

]
0= U;rﬁj+1 = 'U?H’Uj -+ Z /\k’U;-T'vk = ‘UiTHUj + A= (f{Ui)T‘UJ' + A

k=1

a odtud s uvaZenim, Zze Hv; € Kiw1(ro, H) = L{v1,v2,...,vi+1} a Ze v; je ortonor-
malni vii¢i ostatnim v;, zjistime

Vip1 = H’Uj + /\j'Uj + /\jﬁlvj_l. (39)
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Oznaéme 3,.; = ||t {}: pak miZeme novy vektor do baze Krylovova podprostoru
K,+1(ro. H) volit jako v,,, = t,,1/3,,1. Ptepsanim (3.9) ziskavame

a odtud vynasobenim celého vztahu v,,; mizeme J,,; vyjadfit jako

T
Fertyantyer = vl Hey + Ao + X e e, = o Hey,
Pfeznaime-li a; := —A; = l-‘IHI'J, dostdvame s pfihlédnutim na dfive vyvpocteny
tvar J; = —A;_; findlni podobu tfi¢lenné rekurence pro vektory v, pro j = 1,2....
(zavedme g := 0):
Pro vétsi pfehlednost ptepisme (3.10) do maticového tvaru
HV,; =VT, + [0 - 03,41t541 ] (3.11)
kde V; =[vy vp -+ v;] € R a T; € RI¥ je tiidiagonalni matice tvaru
/0:1 [32 e 0 \
By az . :
TJ‘ =
: oy By
\0 e B, “J/

Nékdy téz budeme pouzivat
HVj = ‘G+1T;s (3.12)

kde T;" € R/*!*7 znadi roziifeny tvar matice T}

T, .
T;:(Q{")’ kde ¢;=1[0--083;11]" € R,
2

Lanczosuv proces pro nesymetrické matice

V piipadg, Ze je matice soustavy nesymetricka3, zvolime podobnou strategii jako
v metodé BiCGM (Biconjugate gradient method) - budeme generovat baze pro dva
Krylovovy podprostory, jeden generovany matici H a vektorem rg, druhy matici H7
a vektor vybereme libovolné.

Volme vektor v; stejné jako v (3.7) a vektor w; € R libovolné tak, aby spliioval
lwil] = 1. Lanczostiv proces bude generovat posloupnosti vektort v;, w;

floill = [lwil =1 pro i=1,2,...

3V naéi situaci mé smys! o tomto pfipadu hovokit pfi pouziti nesymetrického pfedpodminovaie.
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takové. ze plati

K (!g }!) ﬁ{l].t'g ..... t‘)} (313)
Ki(w. H') = L{wy. wy. . . .. w,) (3.14)

a navic Ze jsou navzajem biortogonalni, tj. splnuji
*Tyr
WV, =D, (3.15)

kde D; je diagonalni matice a W', a V] jsou matice zavedené podobné jako v predchozi
Casti, tj.

D, = diag (6;.62,...,6;). kde & =ulv (3.16)

P

W,=[wywy - w;]€R™ a V,=[v;vp -+ v,] € R™, (3.17)
Obdobné jako v Casti pro symetrické matice lze odvodit vztahy

Ujpr = Huy = pjv; — vjv;-1,

Pj+1 = IIﬁj+1||, Uiy = f-'j+1/P;+1..
Wiy = H wy — 5wy — (V3056 )w;m1,
§iv1 = ||wj+1||s Wiyl = '13’14-1/5;‘“,

= ! ST n. NS S P &
kde u;=w; Hu;/wjv;, v;=&w;vi/wj_ vy,
a zapsat je do maticového tvaru

HV; = VT, (3.18)
H™W; = Wi D3T3 T,

kde I'; € R7*7 znagi

1 proi =1,

') =dia y F2y 9 13 ) kde i T
] g (71,72 ) ¥ {%—191/&‘ pro: > 1,

a T, € R7*1*J je opét tfidiagonalni matice tvaru

(m v 0
P2 M2 - :
TJ.+=
K-t Y;
1 Pi M
\0 0 pa)

Na zavér této ¢asti poznamenejme, Ze vechny mimodiagonélni prvky matice H; *
jsou nenulové. Odtud plyne, Ze hodnost matice H; + je pravé j, coz se nam bude
velmi hodit pfi odvozovini metody QMR.
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Lanczosuv proces se strategii ,look-ahead*

Z rekurentnich vztahQl z pfedchozi ¢asti mizeme pozorovat, Ze je tfeba v kazdé
iteraci délit v¥razem w]v;. Pokud by nastalo
u';‘rt') = 0. pfipadné jen u'; v, = 0, (3.19)
vynuti se tim ukonc¢eni algoritmu. Poznamenejme, Zze nas znepokojuje jen piipad
(3.19) za podminky
w, %0 a zaroven i, % 0.

V opaéném piipadé bychom nasli H, resp. H7 invariantni podprostor a Lanczosova
metoda by pro néj vygenerovala bazi.

Strategie look-ahead je u¢innou technikou, jak pfedchazet podobnym pfipadim.
Myslenka spociva v uvolnéni podminky (3.15). Misto diagonalni matice bude D, jen
blokové diagonalni s {; ¢tvercovymi bloky velikosti h, (i = 1,2..... [,), pfesnéji to
muzZeme zapsat

D; = diag (D'V,D®, ... DY), kde DV = W7y,

Matice V¥ a W pro i =1,2,...,l; znad&l rozdéleni V; a W; do bloki velikosti A;,
tj.
V, = [V(l) v .. V”J)] a podobng W, = [W(l) w® ... W“J)],

Matice T; tak také nebude tfidiagonalni, ale blokové tfidiagonaini. V praxi se uka-
zuje, Ze ve skutecnosti neni ,,pravych“ look-ahead kroki (to jsou ty s velikosti h; > 1)
potfeba mnoho a vét§inou tak metoda degeneruje na pavodni pfipad.

Bliz&i informace o Lanczosové metod? lze najit v (8, 9, 12].

3.1.4 Metoda QMR

Metoda QMR (quasi-minimal residual method) spada opét do tfidy metod tzv. Kry-
lovova typu, tj. metod, které hledaji feSeni v j-té iteraci na mnoZiné

So + K:j (To, H) (320)

Algoritmy téchto metod miiZeme zpravidla rozdélit na dvé ¢dsti — nalezeni baze
pro Kryloviiv prostor K;(ro, H) a ,vybér® iterace. V piipadé metody QMR se pro
generovani baze pouZiva Lanczoslv proces, pfipadné néjakd jcho modifikace. Vybér
iterace z mnoZiny (3.20) objasnime nyni.

Necht V; znadi v souladu s pfedchozi &asti vygenerovanou béazi Krylovova pro-
storu. Hled4ni iterace na (3.20) pfevedeme na hledéni z; € R? pro

8 =80+‘/J'Zj. (321)
Reziduum v j-tém kroku lze s vyuZitim (3.21) zapsat ve tvaru
r; = Hs; +g=HijJ-+H30+g= HVij'i-Tg.
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UvaZie navic specialni volbu v} v (3.7) a tfidiagonalizaci matice (3.12). resp. (3.18)
pii pouziti nesymetrického Lanczosova procesu. Dostavame
- — Foa ¥ — S + o . —— y -

\ _ 3.22)
= ""J+IQJ-:1 [QJH (T)+:J + fJH)] ' (

kde oy =[p1 0 --- 0] € R* a2, € RUTD*UHD je vihovd matice
Qj-}-l = dlag (w‘l.w‘g ..... q,‘_,'+1). o> 0. _] =1.2..... _] + 1.
Jak tedy najit z; € R’ ? Pozadavek na minimalizaci rezidua, tj.

[Vyer (T2 + fyon)]) = mim [V (7572 + £y

by byl velmi neekonomicky. Vedl by totiz ke sloZitosti fadu O(nj?). Misto toho
budeme poZadovat po :z; slabdi podminku, jen quasi-minimum rezidua, tj.

192501 (T3 25 + fr) | = min |00 (TF 2 + fr4)]]- (3.23)

Tento problém se fe$i pomoci QR rozkladu matice Q;,,7;". Je tak zarucena levna
aktualizace pfi kroku z; — 2;41. Detailni algoritmus pro feSeni (3.23) lze nalézt v (8].
Piipomenme, Ze diky plné hodnosti matice T;’ ma problém (3.23) vZdy jednoznaéné
feseni.

Metoda QMR je velmi tizce spjata s metodou BiCGM, avsak na rozdil od ni
ma diky své podmince vyrazné hladsi pribéh rezidui. To ostatné uvidime v kapitole
numerickych vysledki.

Predpodminéni metody QMR

Podobné jako v metod& CGM je i v této metod& naprosto klicové vyuzit v hiife pod-
minénych pfikladech néjakého vhodného pfedpodmiiiovade. Predpokladejme, Ze ma-
tice M € R™" je regularni a v néjakém smyslu dobrd aproximace matice H. Uva-
Zujme rozklad

M = M1 Mg.

Potom miZeme misto soustavy (3.3) se startem v bodé sy vyfesit pfedpodminénou
soustavu

Hy= -5, kde H=MTHM;!, §=M'(Hsp+g), y=M(s~ so),
a pretransformovat feSeni z nové soustavy zpét pomoci
Sp = Sg + M{lyn, rn = MiT,.

Toto je obecné pouZitelny postup.
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Implementace

Blizsi informace lze nalézt v {8, 9. 10, 11!. V praxi jsme se zabvvali dvéma riz-
nymi variantami. Prvni z nich byla profesionalni implementace metody QMR ve
Fortranu 77. Jednalo se o variantu s look-aheadem pro symetrické matice z baliku
QMRPACK, [11]. Ten je volné dostupny na

http://www.netlib.org/linalg/qmrpack.tgz.

Druhou variantou byla vlastni implementace podle navrhu v {2]. Tato verze ndsle-
duje:

Algoritmus 3.5 (QMR pro sym. matici i pfedpodmifiovad).
Déano sg. Poloz ro = Hsg + g.i = —ro.y = M i oy = lyll2.
Yo=¢€ =16, =0.n=—-l.pp=dy =1t =0.

Pro j=1,2,3,...

(i) vy =0;/p5y =y/py§ = M7y

(i) p; =9 — (p;/€5-1)Ps1

(iii) § = Hp;,¢; = p] p, pokud €; = 0 stop

(iv) 0,41 =P — €,v;

(v) y= M 941,041 = lyll2, pokud p; = 0 stop

(vi) 0; = pjv1/(vi=1l€) v =1/ /1 + 932-, pokud v, = 0 stop
(vii) n; = "T)j—lpj’)‘f/(fj’)’?_ﬂ
(vill) d; = m;p; + (6;-173)°dj—1, £ = 1D + (0-17)°t1

(ix) s, =8;_1+dj,r;=7r;1+ ¢

(x) Zkontroluj konvergenéni kritérium.

3.2 Metoda s lokalné omezenym krokem

Na rozdil od metody spadovych smért, kde jsme nejdfive uréili smér poklesu a pak
jsme podél tohoto sméru hledali vhodnou délku kroku, se v metodé s lokdiné ome-
zenym krokem (trust region method, TRM) postupuje ,naopak”.

V kaZzdém iteradnim bodé z* sestavime na zdkladé lokalnich informaci o funkei F
v bodé ¢ model, modelovou funkci ~ funkci, kterd by méla co nejlépe vystihovat
vlastnosti pivodni funkce F na okoli bodu z¢. Zaroveii stanovime oblast, ozna&ime
ji BY, ve které budeme predpoklédat dostateénou podobnost modelu a pivodni ude-
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lové funkce.* Poté najdeme na modelu m' v oblasti B' priblizné minimum, coz mu-
zeme zapsat jako

minm'{(r' + s) na mnoziné {s € R" | r' + s € B'}; (3.24)

oznacme ho r' + s'. Pokud v tomto bodé nenastane pfedpokladany pokles funkce F',
znamena to, Zze oblast B' je pfilis velkd, model a skuteé¢na funkce si moc neodpovidaji,
a je tedy potieba oblast v pfistim kroku zmensit. V opatuém pripadé se posuneme
do nového bodu (r**! = ' + s') a oblast mizeme dle uvazeni jesté rozsirit.

Jako modelovou funkci v bodé r* budeme pouzivat Tayloriiv rozvoj 2. fadu:

. . 1 .
m(r'+s)=F +(¢)7s+ 3 sTH's. (3.25)
Pro méfeni velikosti oblasti zavedeme M -normu:
Isl|3 = 87 M,

kde M € §", M = 0 je néjaka snadno invertovatelna aproximace matice /, a ob-
last B* definujme jako: | | |
B = {a'+s]| lIslla < A

pro né&jaké A* > 0.

Pouziti M-normy namisto bézné euklidovské normy upravi tvar oblasti B’, aby vy-
hovoval lépe geometrii pfikladu. Jde vlastné o pfeskalovani méfitek - ostatné jako
v pfipadé pfedpodminéni metod pro feSeni soustav linearnich rovnic.

Kromsé otézek, jak méfit Gspésnost modelu ¢éi jak ménit velikost oblasti B', na néz
nalezneme odpovéd v sestaveném algortimu, se nabizi je$té jedna, patrné nejpaléi-
v&jsi otdzka — jak vyfesit problém (3.24).

Velmi podrobné je metoda s lokalné omezenou metrikou popsana v [7], v&etnd
fady algoritmu, jak minimalizaci modelu provést. Zde se zminime jen o dvou z nich,
metodé Cauchyho bodu a metodé Steihauga-Tointa. Z ostatnich zplisobli pfipo-
menme velmi éasto uzivané feseni; jde o pfesné feSeni minima modelu (3.24) pomoci
Choleského rozkladu, viz [7].

Nyni miZeme sestavit algoritmus TRM.

AMiiZeme Fict, ze ,diivéfujeme” shodé modelu a pivodni funkce na této oblasti. Odtud pochézi
nazev metody - trust-region.
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Algoritmus 3.6 (TR metoda).
Dano 1% A°. Zvol konstanty n,.72.7,. 7, tak, aby platilo:

O<m<p<l a D<y <1<,
Provadéj pro i = 0.1.,2...., dokud neni splnéno konvergenéni kriterium:
(i) Definice modelu
e Uréi pfedpodminovac M’
e m(r'+s)i=F +(g)s+ % sTH's
(ii) Vypocet minima modelu a ovéfeni kvality nového bodu

e s' =~ arg min{m'(z' + s) | s € R",[|s|[»p < A"}
F(r') — F(r' + s")
mi(zr) — m(z' + st)

i

® O =

(iii) Aktualizace polohy a velikosti oblasti

Y it {r‘+s* pokud g > 1

rt Jlnak
"}‘zAi Pi > 2

o Al = ! Al pokud pi € [7]117}2)
SITAY p' < s

3.2.1 Cauchyho bod

Jedna z moznosti, jak minimalizovat alespoii pfiblizné problém (3.24), je pouZzit tzv.
Cauchyho bod. Je to bod, ktery dostaneme minimalizaci modelu (3.25) na oblasti B
ve sméru zaporného gradientu. Pfi pouZiti euklidovské normy misto AM-normy muze
byt definovian Cauchyho bod néasledovné:

gt =1+, kdes.=-v¢,
Al pro (¢')THg' <0,
min (A‘, (—S}%) jinak.

Je zfejmé, Ze pouZitim Cauchyho bodu ziskime metodu nejvétdiho spadu s omeze-
nym krokem.

Cauchyho bod neni ani tak moc dileZity v praxi (vede obyéejné k pomalé konver-
genci), jako spi§ z teoretického hlediska. Je totiz dokdzano ([7]), Ze pfi volb& minima
modelu alespori tak dobrého, jako je Cauchyho bod, mame zaruenou globalni kon-
vergenci algoritmu 3.6.
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3.2.2 Steihaug-Toint ~ metoda pro minimalizaci modelu

Metoda Steihauga- Tointa je dalsi zpisob, jak nalézt piiblizné feseni probiému (3.24).
Myslenka spocdiva v pouziti metody sdruZenych gradient. Tu ovSem nelze apliko-
vat v takové podobé, jakou jsme zavedli v kapitole 3.1.2. Tam jsme pfedpokladali,
ze metoda CGM (resp. PCGM) bude slouzit pro nalezeni minima ryvze konvexniho
kvadratického funkciondlu na neomezené oblasti, zatimco v Gloze (3.24) mize byt
funkcional obecné nekonvexni a problém fesime jen na oblasti B'.

Co se tedy milze stat? MozZnosti jsou nasledujici:

e Metoda probéhne bez komplikaci a nalezne pfiblizné minimum r' + s' modelu
m' uvnitf oblasti B'.

o Metoda v nékteré iteraci narazi na zaporné zakfiveni modelu (p] /{'p, < 0 pro
néjaké j} a zhavaruje.

e Metoda béhem nékteré iterace piekrodi hranici oblasti B'.

Prvnim pfipad je idedlni, problém (3.24) je vyfeSen pfesné. Ve druhém pripadé
jsme narazili na takovy smér p;, ve kterém je funkciondl m' zdola neomezeny na
pfimce s; + ap;. Je proto rozumné posunout se aZz na hranici oblasti B', tj. volit
takové a, pro které plati:

Is; + ap;flar = A (3.27)

Pred oSetfenim posledniho pfipadu uvedme nasledujici tvrzeni, dikaz lze najit v [7).

Tvrzeni 3.4. Predpoklddejme, Ze je algoritmus metody PCGM aplikovin na mi-
nimalizaci modelu m*(z* + s), se startem sy = 0. Ddle predpoklddejme, 3e pro
0<j <N je spinéno p] H'p; > 0. Potom plati:

ll85la2 < {85411 a1,
pro0 <3< N-1

Z uvedeného je vidét, Ze pokud metoda sdruzenych gradienti v néjaké iteraci
opusti oblast B, u? se do ni nikdy nevrati. Jako dobré feSeni se proto jevi opét
posun bodu s; aZ na hranici oblasti ve sméru py, stejné jako v pfedchozim pfipadé.

Algoritmus formulujme takto:
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Algoritmus 3.7 (Steihaug-Toint).
Poloz sg = 0.r0 = g.yo = M 'rg. py = ~ yo.
Pro j=0.1.2....

(1) N, = p_';'r‘Hpj

(ii) Pokud ~, £ 0, najdi & jako feseni rovnice (3.27).

Poloz s,,, = s, + ap, a skondi.
R
(iit) a; =rjy,/n;

(iv) Pokud ||s; + a;p;||lar 2 A, najdi & jako feseni rovnice (3.27).
Poloz s,+1 = s; + ap, a skonéi.

(v

Sj-i—l = SJ + ;D
(vi) 7,41 =7 + a; Hp,

i) 3ot = 1T yet /7Ty
(vili) 841 = rj+ly1+1/rj Y;

(ix

)
)

(Vi) y;e1 = M 71140
)
) Piv1 = —Yj+1 + Bj41D;
)

(x) Zkontroluj konvergend¢ni kritérium.

Pro vyfeSeni rovnice v bodech (ii) a {iv) rozepiSme vztah (3.27):
iy 2 ~ ~
(A7) = |ls; + ap;llas = lsillae + QQSIMPJ + a®||p;llas -

Vidime, Ze se jedna o oby&ejnou kvadratickou rovnici pro &, coz nam dava feseni:

—sTMp; % \/(sT Mp, )2 + IIp; 13, (A% = lls;l13)
lIpill3s 1
pfi¢emz jako & vybereme kladny kofen — nabizi totiZ nizsi hodnotu modelu m'.

V souvislosti s algoritmem 3.7 mZeme narazit je$té na jeden problém. Casto
se v algoritmu setkdvame s potfebou vypoéitat M-normu. To milZe byt pomérné
problematické, pokud matici M nezname explicitné a mame jen funkci pro nasobeni
matice M ™! vektorem. V takovém ptipadé si pomtZeme nasledujicimi rekurencemi:

T T
s; Mp; = 53'(33-_1MP;‘—1 + aj-l“pj—l“.?w) ;
2 T 2
Ipslise = 7]y + B3 lpi-allis s

Qy2 =

kde pro 7 = 0 volme
ngpg = 0,

“‘solli/! = 0:
||P0”M = \/PEMPO = ‘*PgMyo =y —ngo-
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Na zavér zduraznéme, Ze jako prvni smér (pg) volime zaporny gradient (resp.
jeho preskalovani matici M pti pouziti predpodminéni). coz znamena, ze kdyby se
metoda zastavila jiZ v pocateéni iteraci (j = 0). dostaneme Cauchyho bod. Navic
plati, Zze v kazdé dalsi iteraci se hodnota modelu snizuje. Odtud dostavame globalni
konvergenci metody Steihauga-Tointa.

3.3 Vypocdet priblizného hessianu

V tvodni kapitole jsme se zminili o problémech. ve kterych je sestaveni presného hes-
sianu velmi ¢asové naro¢né, a proto by mélo smysl uvazovat o néjaké jeho aproximaci
i za cenu horsich konvergenc¢nich vlastnosti.

Vyjdeme z toho, Ze se ve vétsiné algoritmil pouziva hessian jen pii nasobeni
s vektorem a neni potfeba ho znat cely. V takovych pripadech nahradime V2F(x)z
aproximaci kone¢nymi diferencemi:

V2F(z): ~ VF(x+ O.Zs) - VE(r) . (3.28)
kde volba & > 0 je naprosto kli¢ova. V pfesné aritmetice by bylo pochopitelné nejlepsi
volit 4 co nejmensi. V koneéné aritmetice se setkdvame s problémem, aby bylo 4
»~méfitelné* ve srovnanim se ¢leny r a z. PouZivame proto podobny pfistup jako

v [17] a volime
0 = (1 +|lzll2)vear .

kde €y znaci zaokrouhlovaci chybu pouzitého pocitace. Blizéi informace k této pro-
blematice lze nalézt napfiklad v [19).
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Kapitola 4
Predpodminovace

V predchozi kapitole jsme se zminili o pfedpodminovacich v souvislosti s metodami
CGM a QMR. Byly to pro nas jen ,vhodné matice*, které zlepsily ¢islo podminénosti
a rozlozeni vlastnich ¢isel matice soustavy. Mluvili jsme napfiklad o tom, jak se
pfedpodminiovate pouZiji, ale o konkrétnich vlastnostech ¢i volbé jsme pomliéeli.
Tyto otazky budou hlavnim pfedmétem této kapitoly.

Co by tedy pfedpodminova¢ mél spliiovat? Idealni pfedpodmifiovaé¢ by mél dobie
aproximovat inverzi k matici soustavy, mél by byt snadno invertovatelny (ve smyslu,
aby soustava Mz = y byla rychle fesitelnd) a nemél by mit velké naroky na pamét.
Takovy predpodminiova¢ vSak bohuzZel neexistuje. Nékteré pfedpodminovade jsou
sice obecné doporucované, ale zZadny neni zcela univerzalni a pouzitelny pfi kazdé
piilezitosti. Vzdy proti sobé bude bojovat (i¢innost na jedné strané a na strané druhé
naroky, které mlizeme je$té konkretizovat:

e pamé&tové naroky,
e Casové naroky na sestaveni,
¢ Casové naroky na pouZiti.

V této praci jsme se pokusili otestovat zastupce z kazdé tfidy. Nejdfive si pfed-
stavime celkové nenaroéné pfedpodmiiiovace — diagonalni, SSOR a 8GS. V dalsich
¢astech uvedeme L-BFGS a na zavér zastupce z tfidy nedplnych rozkladd - metodu
AINV. Opét si budeme viimat i toho, zda lze pouZit aproximaci hessidnu zminénou
v pfedchozi kapitole.

V daldim textu budeme znadit pfedpodmifiova¢ jako matici Af a budeme pfed-
poklddat, Ze slouzi k pfedpodminéni soustavy (3.3).

4.1 Diagonalni pfedpodminovaé
Diagondini, n€kdy téZ oznalovany jako Jacobiho pfedpodminiova¢ patii mezi nej-
jednodussi pfedpodmifiovade, které lze najit. Jako M se voli diagonala matice sou-

stavy H. Nelze tedy od n&j sice éekat Zadné zazradné zlepSeni, ale né€kdy mizZe
vyrazné pomoci, a navic byva diky svym prakticky nulovym pamétovym nakladiim,
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rychlosti a jednoduché implementaci pouzivan velmi ¢asto. a to i téeba jako soudast
jiného pfedpodminovace. Bohuzel vyzaduje explicitni znalost (diagonaly) matice H,
a tim znemoziuje pouzit aproximaci pomoci kone¢nych diferenci.

4.2 SGS a SSOR

Ptedpodminovade SGS (symetricky Gaussiv-Seideliiv) a SSOR (symetricky super-
relaracni) jsou ptiklady pfedpodmiiiovaci. které se vyvinuly z itera¢nich metod pro
feseni soustav linearnich rovnic. Ptedstavie si takovou iteracni metodu zapsanou
ve tfetim normalnim tvaru pro feSeni soustavy Hur = y:

‘_.‘_'H(Im N Im+l) = Hrm - y.
P#i volbé ™ = 0 ziskame:
.._._‘.1;'me+1 = —y = Im+l _ ‘l};iy

Odtud dostavame pékny navod, jak rychle poditat feSeni soustavy s matici Wy
a pravou stranou y - staci udélat jeden krok této metody se startem v bodé 0. Proto
se jako pfedpodminova¢ Af pro matici H volf pravé matice W;.

Touto volbou mame zajisténou minimalni pamétovou naro¢nost a snadnou inver-
tovatelnost. Zbyva jesté vhodné zvolit iterac¢ni metodu, aby matice Wy spliovala
alespoil Casteéné posledni podminku na pfedpodmifovace aby byla v néjakém
smyslu dobrou aproximaci inverzni matici soustavy. V praxi se osvéd¢ily pro tento
ticel pfedeviim metody SGS a SSOR.!

Méjme nasledujici rozklad matice H:

H=D+L+17,

kde D je diagonalni a L je spodni trojuhelnikova matice. Potom miZeme matici Wy
metody SSOR zapsat jako

-1 T
M=W =_..1__(.1_D+L)(lp) (lmz,) |
2 —w \w W W

pripadné jeden krok metody pfepsat ve slozkovém zapise:

Proi=1,2,...,n

k+1/2 Yi 1 k+1/2
$i+/ =w("};’i’—"’£(2hﬁ$j+/ +Zh,3xf)) +(1~W).’E:c

j<i j>i
Proi=nn-1,...,1
Yi 1 k+1/2 k+1/2
xfﬂw(g;_h_ﬁ(z%x;f +zhijx;+1)) b (L—w)abti,
i j<i j>i

'Pro Gplnost dodejme, %e Jacobiho iteraéni metoda vede na diagonilni ptedpodmifiovad.
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kde . € (0.2) se nazyva superrelaracni parametr. Ten do velké miry ovliviuje
chovani metody SSOR. Pro odhad optimalni hodnoty o existuji numerické algoritmy,
ale pro nase cely by to bylo zbyte¢né ¢asové naroéné, voli se proto pevné. Specialni
volba » = 1 nam dava metodu (pfedpodmifiovat) SGS. Pro uplnost zapidme jeji
matici H'y:
M=Wy=(D+L)D'(D+L)".

Je vidét, Ze ani tyto predpodmiiiovace nejsou pouzitelné spolu s aproximaci ma-
tice H uvedenou v pfedchozi kapitole.

Bliz8i podrobnosti lze najit naptiklad v [1, 2].

4.3 L-BFGS

Uvedme nejdfive stru¢né zaklady metody BFGS, protoze na jeji myslence je pred-
podminiova¢ L-BFGS zaloZen.

Metoda BFGS? patfi mezi metody pro feSeni tloh nepodminéné optimalizace,
do skupiny tzv. metod s proménnou metrikou (quasi-Newton methods). Piedpokla-
dejme, Ze minimalizujeme funkci F(x) pro r € R", a ozna¢me stejné jako v kapi-
tole 3 jednotlivé iterace x', funk&ni hodnotu, gradient a hessian funkce F' v bodé r'
jako F',g' a H*.

Zakladni myslenka metody BFGS spociva v pouZiti vhodné aproximace inverze
hessianu funkce F. Oznaéme takovou aproximaci v bodé x' jako W, tj. W* a~ (H')"!
a stanovme pro ni nasledujici pozadavky:

(i) Wies, Wiso,

(ii) W' je pocitana rekurzivng podle vzorce W* = W'~} + Q' ! kde Q'~! je matice
s hodnosti maximalné dva,

(iii) W* spliiuje tzv. quasi-Newtonovu (secnou) rovnici
Wiyi=1 = -1, (4.1)
kde t1 = gi — g1 a4yl = gi — gi!,
(iv) W' je ,nejblizsi* matice k W*~! splfiujici (i) a (iii) v tom smyslu, Ze Fesi dlohu
min W - W  zapodminky W =WT, Wy!=1¢"",

Poznamenejme, Ze podminka (iii) vychdzi z nésledujici pfirozené Gvahy. Definujme
kvadraticky model funkce F v bodé z* pomoci matice W*:

m(z' +d):= F' +(¢")7d + %dT(W*)"ld.

2Nazev BFGS jc sestaven z potatednich pismen jmen autorti: Broyden, Fletcher, Goldfarb,
Shanno.
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A pozadujme. aby platila v bodech r'~! a r' rovnost gradientu funkce #" a modelu
m'. Odtud ziskavame rovnosti:

vm'(r'+d)=¢"'+ (W) .
vm'(r')y=g¢".
VITI'(J‘HI) - gl + (u'l)wl(rr—l _ J_I) _ _(]'_l.
z nichZ pfimo plyne (4.1).
Konkrétni tvar formuli pro metodu BFGS bychom ziskali z vlastnosti (i) (iv)

specialni volbou normy ve (iv). Tim se zde zabyvat nebudeme. podrobnosti 1ze najit
napf. v [19]. Vysledny vztah pro matice W™ je

: l"(y')T) : ( u'(f')"‘) ()"
H'“z(l— - VW' - — 14 = . 4.2
(y)'e (y)e )y 14-2)

Pro tplnost dodejme, ze pomoci Shermanovy-Morrisonovy formule (opét viz {19])
lze odvodit podobny vztah pro inverzi W™, tj. aproximace hessidanu /', nikoli jeho
inverze. Oznaéme tuto aproximaci B'. Dostali bychom:

Bi*l = B' & y'(y)" 3 Bt (1) B
(yt')'f'ti (tl‘)TBlfl

Myslenka pouzit n€jakym zplsobem aproximaci inverze hessianu (4.2) pro pfed-
podminéni nasi soustavy (3.3) je sice moZna zajimava, le¢ zatim pfed¢asna. Uvedené
vztahy maji bohuZel jednu Spatnou vlastnost. Je vidét, Ze matice "' mizZe byt uz po
prvnim kroku obecné plnd. To nam prakticky znemoziiuje pouzit (4.2) v této podobé
pro tlohy vétsi dimenze. ReSenim je metoda L-BFGS (Limited Memory BFGS).

PrepiSme rovnost (4.2) do nasledujictho tvaru:

W:'-i-l — ‘/ITWtVl +pit’(fi)?'. (43)

kde
1

yi)Tt:‘ !
Nékolikanasobnym pouzitim (4.3) proi = k —m,...,k — 1 dostaneme:
WE = (Vili - Vil)Wo ™ (Viem -+ Vi)
+ oeem (Vs - V)™ (Vi mar - Vi)

+ pk—m+1(vk2;1 L. Vk{m+2)tk—m+1(tk—m+1)T(Vk_m+2 L. Vk—l)

Vi=1- Piyi(ti)r-

Pi =

+ ot ()T (4.4)

Myslenka metody L-BFGS spo¢iva v tom, Ze misto toho, aby se ukladal explicitni
tvar matice W*, uloZi se do paméti pouze sada vektort {¢',y'} proi = k—-m,..., k~1
a misto matice WF™™ se zvoli néjak jeji jednoduché aproximace, napiiklad
(t5=1)Tyk-1

k-m __ )
WO - (yk—l)Tyk-—l I.
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Tim je zaruéeno. ze k uchovani aktualni podoby matice 1'% bude stagit jen 2m vek-
tord. Pokud bude potieba ndsobit matici 3'* néjakym vektorem d. vyuzije se vztahu
(4.4). z néhoz lze odvodit nasledujici algoritmus. Jeho slozitost je 4mn nasobeni.

Algoritmus 4.1 (L-BFGS nasobenti).
Dana sada vektort {t'.y'} proi=k—-m.,.... k ~ 1 a vektor d,
algoritmus spoéte r = H'*d

(i) Poloz ¢ = d
(ii}y Proir=h-1.k-2...., k —m

TR g=q-a,y
(y')7t

(“1) Poloz r = [-{-’(;\‘-*mq

(iv) Proi=k—-mk-m+1,... k-1

Predpodminéni pomoci L-BFGS

Zakladni rozdil mezi L-BFGS pfedpodmifiovadem a ostatnimi je ten, Ze L-BFGS je
pfimo navrZen pro feSeni posloupnosti soustav linearnich rovnic. Myslenka spocdiva
v tom, Ze se béhem vypoctu feSeni jednoho systému soufasné generuje pfedpodmi-
novad pro systém dalsi.

Konkrétné feceno, prvni systém se fesi nepfedpodminény a béhem jeho vypodtu
se ukladaji vybrané dvojice vektort {t',y'}, ze kterych se generuje pfedpodmiiovag
pro dalsi soustavu rovnic. Druha soustava se uz fesi s pfedpodminénim L-BFGS slo-
zeného z téchto vektord. V pribéhu jejiho FeSeni se opét vybiraji vektory do nového
predpodmifiovace a tak dale. Pfedpoklada se totiz, Ze si systémy rovnic v jednotli-
vych krocich budou pomérné podobné, a tak pfedpodmiriovaé generovany na zakladé
informaci z minulé soustavy bude dostate¢né dobry i pro soustavu nésledujici.

Posledni otazkou je, jakym zptisobem vybirat dvojice vektort {¢*,y'}. Existuji
dva zdkladni pfistupy. Bud ukladat vZdy poslednich m vektor, nebo volit vektory
rovnomeérné v celém pribéhu vypoétu soustavy. Druha strategie je sice o néco kom-
plikovanéjsi, ale dosahuje lep8ich vysledki. Problém je totiz v tom, Ze nikdy neni
pfedem znamo, v kolika iteracich bude FeSeni soustavy rovnic nalezeno. Nasledujici
algoritmus se tento problém snaZi vyfesit a vybira dvojice vektorl tak rovnomérné,
»jak to jen jde®.
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Algoritmus 4.2 (Vzorkovaci algoritmus pro L-BFGS).
Dano sudé ¢&islo m, poloz cyklus = 1.
Proi=0.1.2,...

Inicializace
Pokud i < m

e Uloz {¢',y'} do P

Mazdni/vkladdni
Pokud lze i vyjadfit jako i = (3 + ! — 1)2%** pro néjaké
! € {1,2,...,2} potom

e Spocitej index dvojice na smazani jako k = (21 — 1)2c¥klus-1

o Odstran {t*,y*} z P

o Uloz {t',y'} do P

e Pokud { = 7, pak cyklus = cyklus + 1

S ohledem na to, Ze metoda BFGS je navriena jako gradientni metoda, tak
ani pfedpodmifiovaé L-BFGS nepotfebuje znat prvky hessidnu. Je proto idealni
v pfipadech, kdy hessian neni dostupny.

Blizsi informace o metodach BFGS a L-BFGS lze nalézt v {19], o pouZiti metody
L-BFGS jako pfedpodmifiovaé je popsano v [17].

4.4 AINV

Predpodminiovade zaloZené na neiplném rozkladu matice by se daly obecné oznaéit
za pomérné Gfinné, ale naro¢né na pamét i ¢as potiebny k jejich vygenerovani. V této
kapitole si pfedstavime ne Gplné typického zastupce této t¥idy pifedpodminiovagdi.
Zatimco vétdina z nich je zaloZena na netplném Choleského rozkladu, pfedpodmi-
fiovaé AINV (Aprozimate INVerse) je postaven na H-ortogonalizaci (H znadi opét
matici soustavy (3.3)). V dalsim piedpokladejme, Ze H je symetrickd a pozitivné
definitni.

Mezi zakladni vlastnosti pfedpodmifiovaée AINV patfi, Ze neliplny rozklad ma-
tice existuje vidy a Ze neni potfeba znét pfedem rozloZeni nenulovych prvka Fidké
matice — AINV si ho totiZ generuje sdm v pribéhu vypod&tu rozkladu.

PouZitim AINVu na matici H ziskdme priblizny rozklad jeji inverze:

M=2ZD'ZT ~ H™}, (4.5)

kde Z je horni trojihelnikovd matice s jednickami na diagonale a D je diagonalni
matice. Jak ukdZeme pozdéji, Z je Fidk4 aproximace matice L~T, kde L je dolni
trojihelnikovd matice v rozkladu H = LDLT.

Matici Z ziskdme v n krocich H-ortogonalizaci jednotkové matice. Jeji podobu
v k-tém kroku oznadme Z® a jeji sloupce jako vektory z{¥). Na po&4tku poloime
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2% = [. H-ortogonalizaci provedeme pomoci Gramm-Schmidtova procesu.
Piedpokladejme. ze jsme v A-tém kroku algoritmu AINV a uz mame /{-ortogo-
. . k-1 ‘ .

nalizované vektory :| pro:=12 .. k-1

(S5NTHEY =00 prol skl 1S S E (4.6)

. ki . . . . .
a hledame vektory 2 ', aby rovnost (4.6) platila i prok. Pro: ~ 1.2, . k polozime
k) (h—1) | . C (KD .
:,[ = I, a vektory pro 1 > k budeme H-ortogonalizovat vaéi :p . tj. najdeme
takové a pro vztah

(k) ik-1} Lk -
5 = -a (4.7)

aby platila podminka (4.6). Vynasobenim ( WK zleva obdrzime

k & & X k) (k)
0 m( { }) !l-.( } .“( N :') f].,( - ( W ) l!~

a odtud ziskame

{*))I [] [&

0

TN

(z0)7 uw
Diky volbé Z® jako jednotkové matice mamne zaruéeno, ze vznikla matice Z .= Z®

bude horni trojihelnikova s jednickami na diagonale. Podminku /{-ortogonality ma-
Zeme prepsat do maticového tvaru:

Z'HZ = D.

kde D znaci diagonalni matici s prvky d,, = (z,)" H z,. Jednoduchou tpravou dosta-
neme (4.5) s rovnosti:

H=2Tpz !
H'=2ZD'z".

Pokud bychom takto provedli H-ortogonalizaci, dostali bychom pfesny rozklad
matice //~!. To by byla obecné plna matice, coz by pro nase dcely bylo pfili§ pa-
métové i Casové ndrocné. Myslenkou proto je stanovit néjaky test na ,dostate¢nou®
velikost prvk(l matice Z a jen s témi prvky dale podéitat. Vznikla by tak fidka matice,
ktera by pii spravné volbé takového testu mohla velmi dobfe aproximovat plivodni
matici. O konkrétnim zplsobu volby testu se budeme jesté bavit.

Celkové muizeme algoritmus zapsat takto:
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Algoritmus 4.3 (AINV).
Oznaceni: Z = zy.2a. ... 2, . D = diag (py.pa. ... )
Inicializace: 2, = ¢, (1 <1 < n})

Proi=1.2... .. 7
(i) v = Az,
(i) p = ',

(i) Proj=¢+1.... .n

(a) 2, = ) - (!'."CJ,"]J,) z

(b} Proved test na velikost slozek

Testovani velikosti prvki matice 7

Z povahy algoritmu je vidét, ze praveé test na velikost prvki a implementace fidkyveh
datovych struktur je klicem k dspéchu. ¢i netaspéchu predpodminovace. Na jedné
strané stoji pozadavek na minimalni zaplnéni matice Z (to ovhiviiuje nejen velikost
paméti, ale 1 celkovou rychlost generovani a pouzivani pfedpodminovade) a na druhé
strané bojuje u¢innost predpodminovate za co nejvétsi pocet nenulovyeh prvki.
Bohuzel v ¢lancich o této metodé ({3, 4]) je tomuto tématu vénovano minimum. Lze
se proto jen domnivat a zkouset razné strategie.

Jednou moznosti je nastavit kritérium na velikost pevné (v citovanych ¢lancich
se mluvi 0 0.1) a testovat vektory, I1épe Feé¢eno jejich slozky, hned béhem jejich vypo-
¢tu, tj. v pribéhu H-ortogonalizace. Tato strategie vede na pomérné malé zaplnéni
matice, bohuZel chyba vnesena odebranim daného prvku se vyrazné akumuluje, coz
celkové zhorsuje chovani pfedpodminovacde.

Druhym moznym fedenim je testovat velikost prvki vektoru :i_“ az potom. co
budou vypocitany vsechny vektory z,(k) pro i = k+ 1.....n. Tim se sice chyba
akumulovat nebude, ale pfi generovani predpodminovade bude potieba vyrazné vice
paméti i ¢asu.

Dalsimi mozZnostmi by mohlo byt néjakym zplsobem adaptovat kritérium na
zakladé aktudalniho zaplnéni, pfipadné uvedené zplusoby kombinovat.

MoZina vylepseni metody

Poznamenejme, Ze k zlepSeni celkového chovani algoritmu by mohlo prispét pouZiti
diagonalniho pfedpodmiriovace nebo néjakého algoritmu pro pfecislovani (permutaci
prvkl matice). V ramci této prace jsme zkouSeli modifikovat AINV jen s pouZitim
diagonalniho pfedpodminovace.

Dalsi informace lze najit v [3, 4].
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Kapitola 5

Program PENNON

Program PENNON (PENalty method for NONlinear optimization) byl vytvofen na
univerzité v Erlangen :13.. Jedna se o program (jak nazev napovida) pro Feseni pro-
blém nelinearniho a semidefinitniho programovani zalozeny na zobecenené metodé
rozsifeného lagrangianu.

5.1 Definice problému, zakladni algoritmus

Upfesnéme nejdiive, jakou tlohou se budeme zabyvat. Misto podminéné optimali-
zace zminéné v uvodni kapitole uvazujme obecnéjsi problém:

Definice 5.1 (NLP-SDP). Necht f. g, jsou funkce 2z C?*(R": R) pro kazdé 1 a necht
A R" — §"4 je maticovy operator. Pak ilohu

min f{r)

rein

za podminek g,{r) £0. i=1.2..... m, (5.1)
A(r) <0, (5.2)

budeme nazyvat lohou nelinedrmiho a semidefinitniho programouvani (NLP-SDP).!

Zakladni myslenka algoritmu je zaloZena na vhodné volbé funkci penalizujicich
nerovnosti (5.1} a (56.2). Zvolme penalizatni funkce v,. 4 : R — R s nasledujicimi
vlastnostmi:

(i) @ € C? je ryze konvexni a rostouci

(ii}  je definovana na (—oc.b), kde 0 < b < ¢
(iii) p(0) = 0
(iv) ¥'(0) =1

1Podminky ve tvaru rovnosti h, = 0 byly zdmérné pro zjednoduscni vypustény. Daji se ckviva-
lentné nahradit dvéma podminkami ve tvaru nerovnosti: A, € 0, -h, € 0.
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(v} 3C tak. ze Iu:{:}, (o /p) < C pro kazdé o < 0
P

(vi) lim (1) = x
tb

(vii) lim £'(¢t) = 0.

e —

Pomoci ;24 mizeme nyni definovat penalizacni funka $,0 0 8™ ¢ — §™4 pro porudeni
podminky (5.2):

>pal3) 0 0
opiamst| o # ! S,
0 0 Py )
kde 4 = STAS A = diag (A Aae .. Am ). znadi rozklad matice A4 na vlastni éisla

a vektory a P> € R* je penaliza¢ni parametr.
Pro funkce o, a .24 spliwjici (1} (vii) a pro p,. P € R* lze podminky (5.1) a (5.2)
ekvivalentné prepsat ve tvaru

& Divglalr)/p) <. e 102000 oy

g{r)<0
<0 & $p(Alr) <0

A(r)
a Ulohu (NLP-SDP) jako

min f(r)

rex”

za podminek  p2,(g.(x)/p
)

) S 0‘ i =1.2 y“g (I\LP'SDP‘)
Pp(A(r)) 0.

Lagrangian nové ulohy (NLP-SDP’) miZeme povaZovat za rozsifeny lagrangian pu-
vodni (NLP-SDP):

Mg

Flz,u,U,p.P) = f(r)+ Zu‘p.pq (g.(x)/p) + (U, ®p(A(r)))s..

kde u € R™s a U € S™4 jsou Lagrangeovy multiplikatory a p. P > 0 jsou penalizaéni
parametry.
Zakladni algoritmus programu PENNON formulujme takto:
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Algoritmus 5.1 (Zakladni algoritmus programu PENXNON).
Dano r? a U'% poloz p? > 0pror = 1.2.. .., m,a >0

(i) Reseni ulohy nepodminené optimalizace

o 5 = arg min F(r. u*. U* p*. PY)

reR"
(i1) Aktualizace Lagrangeovych multiplikatort

o T =wl g g Y

o U'F ! = D bp(Alr):UF)

; ‘ - ')
D e 1200 m,

(ili) Aktualizace penalizacnich parametri

kfl * e ]
o " < . i = 20omy,

Py Pk«-l < pk

{iv) Kontrola konvergenéniho kritéria

Smysl bodu (ii) lze vysvétlit takto: Jestlize r**' padue mimo ptipustnou ob-
last (napf. g,(r**') > 0). vzroste zvétsenim Lagrangeova multiplikdtoru o} vliv
podminky ¢, a ta se v pfistim kroku porusi vyrazné meéne, nebo dokonce vibec,
Piipomenme vlastnosti (i) a (iv) funkce »,. 2 nichz plyne

Sl > pro g (7 >0,

Z toho dostavame u)*! > uf.

V kazdé iteraci algoritmu 5.1 se zafne hledat feseni nepodminéné optimalizace
(bod (i)) startem z bodu r* a hleda se tak dlouho, dokud neni splnéno konvergenéni
kritérium

| V. Flr, u* U p*. PYY|| € o,

kde a* je parametr, ktery se adaptuje v pribéhu vypoétu. Typicky se po nékolika
prvnich iteracich ustali na hodnoté 0,01. Poznamenejme, Ze ve stavajici verzi pro-
gramu je pouZita Newtonova (resp. modifikovand Newtonova) metoda tak. jak je
pfedstavena v kapitole 3.1.1.

Konvergenéni kritéria pouzita v bodu (iv) algoritmu 5.1 jsou nasledujici:

|f(*) = F(a*, u*, U, p. P)]

L+ (@) =6
£(2%) = f@* )]
17 ©
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kde € je typicky nastaveno na 10~7. Navic se sleduje splnéni podminek (5.1) a (5.2).
Druhotné je jesté kontrolovano kritérium:

|V F(z* u*,U* p,P)|| < €.

Podrobnéjsi informace o programu PENNON lze najit v {13, 14] ¢ na webovych
strankach projektu

http://www2.am.uni-erlangen.de/ kocvara/pennon/,

podrobnosti o metodé rozsifeného lagrangidnu v {19] a dikaz globalni konvergence
algoritmu v pracich [6, 20].
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Kapitola 6

Numerické vysledky

V této kapitole si uvedeme vysledky numerickych testi metod a pfedpodmiiiovaéii
diskutovanych v minulych kapitolach. Ty byly implementovany do programu PEN-
NON a v jeho radmci testovany na tlohach linedrniho semidefinitniho programovini,
konvexniho a nekonvexniho nelinearniho programovani. Konkrétni ilohy byly zis-
kany z knihoven volné dostupnych na internetu:

ftp://plato.asu.edu/pub/ampl files/qpdata_ampl/
http://infohost.nmt.edu/~sdplib/
http://www2.am.uni-erlangen.de/ "kocvara/pennon/problems.html

V jednotlivych ¢astech této kapitoly provedeme srovnani riznych modifikaci nové
implementovanych metod mezi sebou a s pivodni verzi programu. Zde uvedeme jen
dast dosaZenych vysledkd, jejich detailnéjSich verzi lze nalézt v pfiloze.

Testovani probihalo na podéitadich s procesory AMD Athlon1800+ a Intel Pen-
tium 4 2,8 GHz na platformé MS Windows v prostiedi Cygwin, viz

http://www.cygwin.com/ .

Implementace algoritmt byla provedena v jazyce C.

6.1 Znadeni

V tabulkach vysledki budeme pouzivat nésledujici znafeni.

n dimenze dlohy
m podet omezeni v tloze
t celkovy ¢as vypodtu tlohy v sekundéch, oznaceni TLM znaéi pfe-
krodeni stanoveného ¢asového limitu (typicky 20 minut)

Pn podet iteraci algoritmu 5.1, téZ poget tloh nepodminéné optimali-
zace, na kterou se pfevedl feSeny problém; znacka LIM oznaluje
dosa¥eni maximalniho povoleného podtu iteraci (typicky 100)

Nw celkovy podet iteraci Newtonova algoritmu, resp. spadovych sméri,

resp. TRM
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Cg celkovy polet iteraci metody CGM, resp. QMR
t/Nw pramérna doba potfebna k vypoétu jedné Nw iterace
Cg/Nw pramérny podet Cg iteraci na jeden Nw krok

Oznadeni metod:

ORIG piivodni verze programu PENNON (vyuZivajici modifikovanou New-
tonovu metodu a Fidkého Choleského rozklad)
CGM metoda sdruZenych gradienti
ACGM metoda CGM s vyuZitim pfiblizného vypo&tu hessidnu
TRST metoda trust-region - Steihaug-Toint
QMR metoda QMR - modifikace pro symetrickou matici i pfedpodmifio-
val
QMRP metoda QMR implementovana v QMRPacku

Oznaceni predpodminovadi:

D diagonalni pfedpodminéni
Bm L-BFGS s maximélné m dvojicemi vektord generujicimi pfedpod-
mitiovad |
GS symetricky Gaussuv-Seideliv pfedpodmifiovac
SS symetricky SOR pfedpodmiiiovad
Acn AINV, kde ¢=D/N (diagondlni/normalni modifikace), n=1/3/4
(kritérium na vypoustén{ prvka nastaveno na 0,1/0,95/0,99)

Pii testovani bylo nastaveno konvergenéni kritérium na 10~7 pro tilohy NLP a na
10~* pro SDP. Pokud feSeni tlohy NLP spliiuje vechna potfebna konvergenéni
kritéria pro ukonéeni algoritmu 5.1 (viz kapitola 5) aZ na poZadavek dostate&né
malé hodnoty gradientu rozsifeného lagrangidnu, program PENNON feSeni oznafi
jako suboptimdini FeSeni. To v tabulkdch vysledk budeme signalizovat znakem *.

6.2 Ulohy semidefinitniho programovani

6.2.1 Teoreticka sloZitost vypocétu

Zkusme nyni odhadnout vypodetni naro¢nost jednotlivych krokl provéddénych bé-
hem jedné iterace Newtonovy metody v puivodnim algoritmu. Omezime se jen na
Glohy linearniho SDP, tj. alohy SDP s matici A(z) z (5.2) ve tvaru A(z) = 3, z;A;.
Pfipometfime, e v plivodni verzi programu PENNON je pro feSeni Newtonovy sou-
stavy vyuzito (¥idkého) Choleského rozkladu.

Jedna iterace se sklada z kroki:

e Vypolet hessidnu

— O(m3n + m%n?) pro husté datové matice A;

— O(m3n+K*n?) pro Fidké datové matice A;, kde K zna&i maximélni poget
nenulovych prvkl v datovych maticich A; pfes vechna i
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e Vypocet gradientu rozsifeného lagrangianu

~ O(m?%) pro husté matice

— O(m?k) pro Fidké matice, kde x je poGet nenulovych prvkd v rozkladu A
¢ Refeni Newtonovy soustavy pomoci Choleského rozkladu hessidnu

— O(n®) pro husté matice
-~ O(n?) pro fidké matice, kde 2 < p < 3

kde m 4 je zavedeno v definici 5.1. V naem pfipadé nahrazujeme Choleského roz-
klad metodou CGM (QMR). Pokud by tiloha byla 3patné podminéna, vedla by
metoda CGM také na sloZitost O(n?) € horsi a nahrazeni Choleského rozkladu by
se projevilo spi§ negativné (vétsi nestabilitou). OvSem v pfipadé, Ze by byla soustava
podminéna dobfe, pak by metoda CGM potfebovala jen nékolik malo iteraci a roz-
dil by se projevil vyraznéjsim zplisobem. To oviem jen za pfedpokladu, Ze ostatni
vypoéty béhem iterace (vypocet hessidnu a gradientu) jsou neniro¢né oproti Feseni
Newtonovy soustavy. Tedy jen v pfipadé, kdy m,4 je malé oproti n a v pfipadé
velkych Fidkych tloh, ve kterych je matice A Fidka, ale hessidn je husty.

6.2.2 Vysledky pro linearni SDP

V nésledujicich tabulkich je moZné vidét porovnani metody CGM a originalniho
programu s Choleského rozkladem. Podle pfedpokladu nastava zlepSeni jen u loh
theta — maji vyrazny rozdil m a n a nejsou pfilis Spatné podminéné. Pro né se chova
metoda CGM velmi dobfe. To vidime i v porovnani v daldi tabulce na primérném
poétu Cg iteraci v jednom Nw kroku. Zdiiraznéme, Ze zlepSeni v dloze thetab je vice
nez pétinasobné.

ORIG CGM
n{ m|Pn Nw t| Pn Nw Cg t
thetal 104 50] 13 45 0] 13 48 271 0
theta2 || 498 | 100 | 12 47 3|12 50 339 2
theta3 1106 {150 | 12 52 24| 12 63 367 9

thetad 1949 | 200 | 12 57 121 | 12 64 421 33
thetad 3028 | 250§ 12 61 446 | 12 62 412 97
thetab 4375 | 300 | 12 52 1115 13 &9 420 204
thetaG11 || 2401 | 801 | 21 99 480 | 20 133 1133 256

controll 21| 151 10 45 0} 10 51 1085 0
control2 66| 30| 12 66 0( 12 109 11986 1
control3 136 | 45| 11 63 11 11 68 9553 2

control4 | 231| 60| 11 110 5| 11 108 33837 14
controls || 351 | 75| 11 88 16| 11 94 45118 46
control6 || 496 ] 90| 11 120 66| 10 108 71735 155
control7 | 6661105 15 132 150 | 14 103 61737 257
control8 | 861|120 14 166 359 | 14 104 89948 562
controld | 1081 | 135 | 16 198 759 | 16 161 155509 1535
control10 | 1326 | 150 | 16 235 1463 TLM
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Na druhé strané je vidét opa¢ny extrém - Spatné podminéné piiklady control zpi-
sobuji pomalou konvergenci metody CGM, a tim i velmi drahé Nw iterace.

ORIG CGM

| n| m t t/Nw t t/Nw Cg/Nw |
thetal | 104 ] 50 0 000] 0 0,00 5,6
theta? 498 | 100 3 0,06 2 0,04 6,8
theta3 1106 | 150 | 24 0,46 9 0,14 5,8
thetad 1949 | 200 | 121 2,12| 33 0,52 6,6
theta5 3028 | 250 | 446 7,31| 97 156 6,6
theta6 4375|300 | 1115 21,44 | 204 3,46 7.1
thetaG11 || 2401 | 801 | 480 485 | 256 1,92 8,5

controll 211 15 0 0,00 0 0,00 21,3
control2 66 | 30 0 0,00 1 0,01 110,0
control3 136 | 45 1 0,02 2 0,03 140,5
control4 231 60 5 0,05 14 0,13 313,3
control5 351 | 75 16 0,18 46 0,49 480,0
control6 496 | 90 66 0,55 | 155 1,44 664,2
control? 666 | 105 | 150 1,14 | 257 250 599.4
control8 861|120 | 359 2,16 | 562 5,40 864.,9
control9 | 1081 |135| 759 3,83 | 1535 9,53 965,9

V niZe uvedené tabulce miZeme sledovat chovani lloh s prevazné fidkymi mati-
cemi A; a hustym hessidnem. Podle pfedpokladu se vyhoda uZiti metody CGM
(pfipadné QMR) namisto Choleského rozkladu reflektuje az u dloh s vy$si dimenzi
(napiiklad trto5).

ORIG QMR D

n m t t/Nw t t/Nw Cg/Nw
buck? 144 | 237 5 0,06 4 006 7]
buck3 544 | 1185 | 247 124| 239 1,28 33
buckd | 1200 2545 757 582 | 815 591 54
buck3 | 3280 | 6801 | 20201 77,15 | 16273 65,62 80
trto2 144 | 235 3 0,03 3 0,04 7
trto3 544 | 865 50 0,53 57 0,51 20
trtod 1200 | 1873 | 475 3,30 517 3,08 30
trto5 3280 | 5040 | 11939 63,84 | 3168 23,64 20
vibra2 144 | 237 6 0,06 5 0,06 8
vibra3 544 | 1185 | 223  1,04| 149 1,04 17
vibrad | 1200 | 2545| 632 550 | 914 6,30 17
vibras || 3280 | 6801 | 10848 63,44 | 18439 54,88 77
shmup2 | 200 | 1281 211 248 199 280 5
shmup3 | 420 | 1641 465 4,51 | 368 4,60 6
shmup4 | 800 | 4961 | 3001 27,28 | 2455 27,58 7
spmupd | 1800 | 11141 | 4745 139,56 | 4564 138,30 3
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Naésledujici tabulka ukazuje srovnani nékolika riiznych pfedpomifiova¢ na vybra-
ném vzorku ftloh. Jak se ostatné dalo predpoklddat, zadny z nich nijak vyrazné
nevynikd. U kaidého mlZeme narazit na dlohy, na kterych nebude dobfe fungovat.
Obecné by se asi dala doporudit jako zdklad pro algoritmus metoda QMR.

CGM CGMD | CGMBI6 | CGM GS l OMR QMR D

Cg t Cg t Cg t Cg t Cg t Cg t
thetas 412 97| 824 113 | 332 94| 1340 190 ] 393 100] 794 117
theta6 420 204 | 573 225| 334 196 | 248 213 | 303 201 | 522 221
control3 || 9553 2| 8398 1| 4813 1| 5393 2| 7047 1| 6979 1
control6 || 71735 155 | 77827 183 | 40273 105 | 44830 181 | 44521 114 | 53141 146
arch2 1467 9| 575 8| 1083 9| 367 9| 1170 9| 527 9
archd 1512 9| 629 9| 983 9| 38 9| 1212 9| 566 9
buck?2 3252 2| 785 3] 3160 3| 521 3| 2646 3| 661 3
shmup2 || 11971 123 | 536 115 | 17093 119 | 496 102 | 8706 105 | 478 104
trto3 31603 123 | 2897 34 | 27924 128 | 1215 34 | 28187 122 | 2329 39
truss7 3755 0| 2607 1! 3090 0| 1335 0| 3248 0| 1704 0
truss8 || 17050 66 | 4132 26 | 16487 66 | 1905 26 | 14140 61 | 3596 27
vibra2 5254 4| 1175 4| 5886 5| 1339 4| 4067 3| 995 3

6.2.3 Ukazka konkrétnich aloh

Na niZe uvedenych obrézcich miZeme vidét chovani metody CGM a QMR na ulo-
hach control3 a theta2. Lépe fefeno na prvni (v prvnim sloupecku) a posledni (ve
druhém sloupecku) tiloze nepodminéné optimalizace ze sekvence, na kterou se pfe-
vedly problémy control3 a theta2. Poznamenejme, Ze dimenze ulohy control3 je 136
a ulohy theta2 je 498.

V prvnim fadku je uvedeno rozloZeni vlastnich é&isel (v logaritmickém mé&fitku).
Ve druhém ¥adku méame (opét logaritmicky) graf vyvoje rezidua

[Hs + gl
g

v jednotlivych iteracich metody CGM a ve tfetim fadku totéz pro metodu QMR.

Jsou zde vidét dvé dileZité véci. Jednak vyrazné zhordujici se podminénost matic
sekvence. A jednak rozdilné chovani metod CGM a QMR. Vyrazné hladsi pribéh
rezidui metody QMR je dén tim, Ze metoda QMR ,quasi-minimalizuje* reziduum,
zatimco metoda CGM minimalizuje kvadraticky funkcionél 2sTHs + g.
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6.2.4 PouZiti pfibliZzného hessidnu v dlohich SDP

Motivaci pro nas budiz tiloha uvedens v [14]. Jedna se o tlohu ze strukturilni op-
timalizace; patfi do tf¥idy tloh nelinearniho SDP. V takovych je teoreticka sloZitost
vypoctu hessidnu fadu O(K * n?).

Vypocet tlohy o velikosti 400 elementi trval na poéitadi Intel Pentium 4 2,4 GHz
pfes 8 hodin. To by znamenalo, Ze pro tlohu o 1000 elementech by vypocet trval pfi-
blizné 130 hodin. Naprosta vétsina tohoto ¢asu by byla stravena vypo¢tem hessianu,
proto se nalezenim jeho vhodné aproximace zabyvame.

V této praci jsme vyzkouseli na lohéach linearniho semidefinitniho programovani
aproximaci pomoci koneénych diferenci, vysledky jsou vidét v nasledujici tabulce.
Chovéni by se dalo oznadit za velmi dobré. U fady tloh aproximace zptisobila jen
minimélnim zvySeni poctu Cg iteraci. Navic se v nékterych uvedenych dlohach da
pozorovat efekt, Ze i pfes zvySeni celkového poétu Cg iteraci se metoda vyrazné
zrychll. To je zpisobeno tim, Ze vypocet hessidnu je drazsi nez vypodet gradientd.
Pokud tedy nebyl pfirdstek Cg iteraci velky, cely vypoéet se miZe zrychlit.

CGM ACGM ACGM B16
Nw Cg t | Nw Cg t | Nw Cg t

control3 || 68 9553 3| 80 18442 15| 65 8429 7
controld | 108 33837 15| 858 406212 1005 | 124 42680 112
gppl24-2 || 35 188 1| 35 200 i 35 163 3
gpp250-2 || 38 221 12| 38 235 28| 39 215 26
gpp250-3 || 35 208 11| 35 229 27| 35 141 19
gpp500-3 || 38 177 76| 38 195 185 | 38 151 156
mcp250-2 | 46 302 4| 46 326 12 | 46 180 8
mep250-3 | 45 236 10| 45 244 30| 45 163 23
mep500-2 | 51 423 20| 51 465 911 50 234 53
mcp500-3 | 48 250 62| 49 268 192 | 49 160 134

theta2 50 339 4 | 50 448 4| 51 360 3
thetad 63 367 18| 62 437 12 | 63 400 11
thetad 64 421 62| 64 520 33| 64 560 36
thetad 62 412 200} 63 529 63 | 63 487 62
theta6 59 420 448 | 39 546 110 | 58 939 111
truss6 115 5979 1217 21208 25 | 133 16916 23
truss? 129 3755 0 LIM | 1587 8636 8
truss8 108 17050 66 | 725 80802 801 | 86 28695 272
vibra2 104 5254 4 TLM | 706 190067 1141

6.3 Ulohy konvexniho nelinearniho programovani

Zatimco jsme v alohé4ch linedrniho semidefinitniho programovani pozorovali zlepSeni
pomérné &asto, v tlohach nelinedrniho programovani je tomu presné naopak. Zlep-
Seni nastava u tloh, o kterych jsme se zmitiovali v ivodni kapitole. Tedy v takovych
tilohéch, ve kterych vede Fidky hessidn na husty Choleského faktor, a v dlohéch,
které jsou velmi dobfe podminéné, a tak stati jen mélo Cg iteraci.
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Prvni jmenovanou moZnost lze sledovat na tlohach hues-mod a huestis. V nich
byly pamétové naroky pfi rozkladu hessianu natolik velké, ze doslo k havarii ptivodni
metody (viz tabulka - ,mem. err*). V takovém pfipadé jsou jen dvé mozna feSeni
— pouZit né€jakou iteraéni metodu misto Choleského rozkladu (jako jsme to provedli
v této préaci) nebo pfevést problematickou tilohu do jiného tvaru.

Piipad dobfe podminéné metody miizeme sledovat na tloze cvxqp2.l (a podob-
nych), primérny podet 533 iteraci b&hem jednoho Nw kroku (u dimenze 10 000) je
velmi slusny vysledek.

V jinych pfipadech zlepSeni viiéi pivodnimu algoritmu nenastava. Na druhou
stranu se neni ¢emu divit, pokud uvazime, Ze Choleského rozklad je pfizpiisoben
pravé na takovy typ uloh (napf. cont*).

Uvadime tabulky vybranych vysledki.

ORIG CGM

n m|{Pn Nw t/Pn Nw Cg s
aug2d 20200 10000 | 9 10 5] 11 11 1365 13
aug3d 3873 | 1000 ) 6 1 9 6 128 * 0
cont-050 2597 | 2401 | 15 24 2117 22 11423 12
cont-200 40397 |1 39601 | 23 34 71 TLM
cvxgpl_m || 1000 500 14 25 113 24 13136 * 2
cvxqp2_m 1000 250 | 12 22 11 12 22 3714 * 1
cvxqp3_m | 1000 | 750 | 18 37 4| 18 53 63368 * 11
cvxqpld 10000 { 5000 | 20 28 582 19 63 411654 * 1546
cvxqp2.l 10000 | 2500 | 12 27 190, 19 33 18253 * 80
cvxqp3-l 10000 | 7500 | 14 25 503 15 32 69057 * 307
hues-mod || 10000 2 mem. err 10 47 2275 12
huestis 10000 2 mem. err 10 47 2280 11
gbandm 401 246 | 10 37 0| 17 310 251876 * 32
qship04s 1291 241 | 13 43 3|16 57 46853 * 86
qshipl2s 1996 417 1 14 46 5| 14 67 92946 193
qship08! 3149 520] 14 46 30| 15 70 90557 * 556
qshipl21 4224 6871 14 48 33| 16 87 263543 1877
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} ORIG CGM

n m t t/Nw t t/Nw Cg/Nw
aug2d 20200 [ 10000 | 5 0.50] 13 1.18 124
aug3d 3873 | 1000 1 017 0 0.00 21
cont-050 2597 | 2401 2 0,08 12 0,55 519
cont-200 || 40397 | 39601 | 71 2,09 | TLM
cvxqplom | 1000 500 1 0,04 2 0,08 547
cvxgp2.m || 1000 250 1 0,05 1 0,05 169
cvxqp3.m | 1000 750 4 0,11 11 0,21 1196
cvxqpl.dl | 10000 | 5000 | 582 20,79 | 1546 24.54 6534
cvxqp2.l { 10000 | 2500|190 7,04 80 2,42 553
cvxqp3d.l || 10000 | 7500 { 503 20,12 | 307 9,59 2158
hues-mod | 10000 2 | mem. err 12 0,26 48
huestis 10000 2 | mem. err 11 0,23 49
qbandm 401 246 0 0,00 32 0,10 813
qship04s 1291 241 3 0,07 86 1,51 822
gshipl2s 1996 417 5 0,11 193 2,88 1387
qship08l] 3149 520 30 065 | 556 7,94 1294
qshipl12] 4224 6871 33 0,69 | 1877 21,57 3029

Dale uvadime tabulku, ve které je porovnano nékolik pfedpodminovadd. Ze srovnani
je vidét, Ze opét nelze zddny pfedpodmitiovaé zcela jednoznaéné doporuéit. Jako
veelku dobry se jevi CGM SGS. Bohuzel je ponékud drahy na vypocet, takie aby
se jeho efekt skuteéné projevil i na celkovém €ase, musi byt sniZeni iteraci pomeérné
razantni. Trochu pFekvapujici je chovani metody QMR, na zdkladé vysledka u tloh
SDP by se daly oéekdvat vyrovnanéjsi vykony.

CGM QMR CGM Diag QMR Diag CGM SGS

Cg ot Cg ¢t Cg t] Cg t Cg t
aug2d 1365 13 | 1321 18 | 1318 15| 1057 15 527 11
aug3d 128 0 121 0 122 1 117 1 81 1
cont-050 11423 12| 10969 16 | 10177 13| 9972 15 | 3768 8
cvxgplan || 13136 21 9001 2| 8418 3| 4310 2| 4367 2
cvxqp2.m 3714 1] 2429 2| 2592 1| 2177 1 1557 1
cvxqpd.m || 63368 11| 65671 14 | 26076 5| 17241 5| 11422 5
cvxqpll || 411654 1546 | 370886 2318 | 138110 732 | 404897 2447 | 65404 660
cvxqp2. 18253 80 | 6272 44 | 8507 53| 5005 4l 4731 53
cvxgp3 1 69057 307 | 92645 605 | 13079 85 | 11714 93 | 6561 84
hues-mod 2275 12| 1823 13 65 2 65 2 65 3
huestis 2280 11 | 1940 14 65 2 65 2 65 2
gbandm || 251876 32 | 22565 3 38413 5| 18917 3| 24695 5
gshell 334343 314 | 87668 98 | 318510 299 | 105715 118 | 228567 437
qship04s 26353 86 | 62849 126 | 35296 67 | 23644 48 | 25368 111
qship12s 92946 193 | 83996 200 | 69634 154 | 65965 157 | 83502 413
qship08l 90557 556 | 118218 777 | 88747 571 | 48190 327 | 72030 1104

Na z4vér &4sti vénované konvexnim Glohdm nelinearniho programovani srovnejme
chovéni riiznych nastaveni téhoz pfedpodmifiovace. Pro pfedpodmifioval L-BFGS je
jedinym parametrem pocet dvojic, ze kterych se L-BFGS generuje. Z tohoto vzorku
tiloh bohuzel nelze udinit Zadny vyznamnéjsi zaver.
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CGM BFGS(8) BFGS(16) BFGS(32)

_ :_Cg t Cg t Cg t Cg t
cont-050 11423 12 ¢ 10066 22 9588 35 6254 40
cvxgpl-m || 13136 21 14130 6| 18896 17 | 13844 27
cvxgp2.m 3714 1 3679 2 7180 7 6777 14
cvxgp3m | 63368 11 | 64005 33 | 62760 601 55381 112
gbandm 251876 32 1 607179 112 | 365428 116 | 391246 248
gpcblend 6322 0 7989 1 6101 0 4110 0
qship04s 46853 86 | 30295 69 | 33913 98 [ 33313 140
gship12s 92046 193 | 53438 153 | 60353 242 | 52644 321
qship08l 90557 556 | 64318 504 | 77911 715 58681 758
gship12] 263543 1877 | 165030 1533 | 124123 1470 | 97599 1569

Pfedpodminiova¢ AINV je pro nés trochu zklamanim. U piedpodminovati zaloze-
nych na netplném rozkladu lze ¢ekat, Ze budou pomérné robusni a budou mit dobré
vysledky i u $patné podminénych matic. V pfipadé AINVu zlstava az piilis nedo-
feSenych otdzek - v jaké fazi vypoustét prvky matice, zda volit néjakou strategii
pro upravu velikosti vypousténych prvkd, zda né&jakym zplsobem omezovat pamét
... To jsou vSechno otadzky, na které neni zatim jednoznaéna odpovéd. Z toho, co
jsme zkouseli v rdmci této prace, se jako nejvhodnéjsi jevila volba hodné vysokého

vypoustéciho kritéria. I to v8ak mélo jen nejisté Gspéchy.

CGM CGM | AINV(D1) [ AINV(N1) | AINV(D3) | AINV({N3)

Cg t| Cg t Cg t]| Cg ¢ Cg t]
cont-050 || 11423 12 [ 8659 83 | 8562 68 | 10320 21 | 10409 21 |
cvxqplm || 13136 2 | 4618 13| 7490 30| 8194 4| 7235 5
cvxqp2-m || 3714 1|2751 9| 4376 16| 2803 3| 2382 3
cvxgp3.m | 63368 11 |9839 17 | 10820 41 | 26923 9 | 21051 10
hues-mod | 2275 12| 65 185 65 184 65 145
huestis 2280 11| 65 187 65 184 65 148
qpcblend || 6322 05841 1| 5030 O] 4486 0] 3912 O
QMR CGM | AINV(D1) | AINV(N1) | AINV(D3) | AINV(N3)

Cg t| Cg t]| Cg t Cg t Cg t
eont-050 1 11423 12 | 6215 77| 5993 56 | 10182 25 | 10165 25
cvxaqplm || 13136 2 | 3235 13 | 4839 27| 4307 3| 5075 4
cvxgp2-m || 3714 1[1823 10 | 5432 24| 2292 3| 1875 3
cvxqp3.m || 63368 11 |7073 19 | 7240 40 | 17763 9| 15463 10
hues-mod || 2275 12 65 184 65 152
huestis 2280 11 65 184 65 147
qpcblend | 6322 04011 04864 O] 3094 O] 3889 0
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6.4 Ulohy nekonvexniho nelinedrniho programo-
vani

Hlavni obtiZi pfi testovani nekonvexnich tloh je fakt. Ze muze existovat nékolik
lokdlnich minim a nijak nelze ovlivnit to, k jakému z nich maji metody konvergo-
vat. Vznika tak problém neporovnatelnosti vysledkii. Navie vvsledky modifikované
Newtonovy metody a metody s lokdlné omezenym krokem jsou zaloZeny na velmi
odliSném pfistupu, takze nelze ¢ekat napiiklad ani fadové stejny pocet Nw krokdt.
Pro ilustraci zde uvadime nékolik vysledki a ,srovnani" riiznych predpodmifiovali.
ZjednoduSené se da fici, Ze pokud metoda alespon néjak konverguje k numerickému
feSeni, konverguje docela dobfe a v ¥ddové srovnatelném ¢ase jako pilivodni algorit-
mus.

original TR CGM SGS
problem |  n m | Pn Nw t|Pn Nw Cg
lukvli7 50000 4711 22 2110 76 69 29]
lukvlio 250000 6/ 6 15 35| 5 24 27 32

tukvlil2 49997 | 37497 15 25 23| 15 171 584 87
lukvlil3 49997 | 33330 17 30 23| 15 109 228 54
lukvlil6 49997 | 37497, 19 37 27| 19 130 213 56
lukvlil6.1 || 249997 | 187497 | 20 39 144 | 20 134 214 287

CGMO0 | CGM_diag | CGM_SGS
problem | Cg t| Cg t| Cg t |
[Tukvli7 | 2667 66| 245 91| 69 29
lukvli9 1880 494 | 26 32| 27 32
lukvlil2 || 1585 1111190 99 |584 87
Tukvlil3 414 46| 294 45228 54
lukvlil6 563 53| 415 571|213 56
lukvliil6l | 780 342 | 351 276 {214 287
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Kapitola 7
Zaveér

Na z&v€r této prace shriime a zhodnotme struéné jeji vysledky. Hlavnim cilem bylo
zejména otestovat a porovnat nékolik alternativnich pfistupi pro feseni Gloh nepod-
minéné optimalizace, které vznikaji z loh podminéné optimalizace pouzitim zobec-
néné metody rozsifeného lagrangidnu. Ukazalo se, Ze iteracni metody jsou uspésnou
alternativou na feSeni zejména téch uloh, které pisobici problémy ve vétSiné podob-
nych piipadii pouzivané Newtonové metodé.

Konkrétné jsme vyzkouseli metodu spadovych sméri v kombinaci s metodami
CGM a QMR pro konvexni pfipady a metodou Steihaga-Tointa pro nekonvexni
pFipady. Pro zlepseni chovani metod byly vyzkouSeny rizné predpodmifiovade. Na
zékladé numerickych vysledkii (kapitola 6) nemiiZzeme jednozna¢né zadny pfedpod-
miflovad povaZovat za dostateéné univerzalni, nicméné v fadé pfipadi je pouziti
nepfedpodminénych variant itera¢nich metod dostatené dobrou volbou.
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Numerické vysledky - linearni semidefinitni programovani

ORIG CGM CGM D CGM GS QMR QMR D
biem n m Pn Nw t] Pn Nw Cg Y Pn Nw t Pn Nw t Pn Nw t Pr Nw Cg_ t
thatat 104 50 13 a5 0 13 48 271 of 13 48 273 0 13 48 152 1 13 49 250 0 13 48 254 0
theta2 498 100 12 47 3 12 50 339 2 12 51 389 2 12 49 175 2 12 51 300 2 12 51 324 2
thetad 1108 150 12 52 24 12 63 367 9 12 80 421 10 12 58 187 9 13 85 334 10 12 81 479 "
thotad 1948 200 12 57 121 12 64 421 33 12 61 562 34 12 58 237 31 12 85 384 32 12 81 581 38
thetas 3028 250 12 61 448 12 62 412 97 12 81 824 13 12 67 1340 190 12 89 393 100 12 85 784 117
thetat 4375 300 12 52 1115 13 59 420 204 13 81 573 225 13 81 248 213! 13 80 303 201 13 60 522 221
thetaG11 2401 801 21 99 480 20 133 1133 256 20 130 1392 259] T15min 20 138 1088 264 20 143 2000 300
controlt 21 15 10 45 0 10 51 1085 0 11 53 137 0 1 53 839 0 11 52 1075 0 11 53 1109 )
control2 86 30 12 86 0 12 109 11986 1 12 101 10694 1 12 78 5470 1 12 121 12888 ) 12 103 0a21 0
control3 138 45 1 63 1 1 68 9553 2 1 73 8398 1 1 74 5393 2 11 88 7047 1 " 72 8979 1
control4 23 60 11 110 5 11 108 33837 14 1 121 3271 14 1 118 22788 15 1 108 24114 1 1 117 23889 1
controlS 351 75 1 88 16 11 94 45118 48 1 109 40989 45 1 107 27119 51 11 92 33309 18 1% 111 35222 43
CONtrois 496 0 11 120 ) 10 108 71736 155 11 146 77827 183 1 128 44830 181 10 103 44521 114 10 139 53141 148
control7 666 105 15 132 150 14 103 61737 257 14 131 60592 285 14 132 43016 329 13 99 41656 206 14 122 45403 240
controls as1 120 14 166 359 14 104 89948 562 14 132 78154 575 14 135 47352 612 14 105 55782 432 14 130 57188 489
contro 1081 135 18 198 759 18 161 155509 1535 16 189 145037 1577 T35min 1 184 82837 1158 15 212 89745 1300
control10 1328 150 18 235 1483 T3Smin T35min T35min Ta%men TI5mun
ORIG CGM BB CGM 816 CGM B32 QMR AD3 "OMR AN3
n m P Nw t Pn Nw Cg t Pn Nw Cg t Pn Nw Cg 1 Pn Nw Cg t Pn Nw o t
theta 104 50 13 45 of 13 50 238 ) 13 50 245 )
theta2 498 100 12 a7 3 12 51 288 2 12 51 307 3
theta3 1108 150 12 52 24 12 83 290 10 12 63 204 10{
thetad 1949 200 12 57 121 12 83 248 3 12 63 340 30
theta5 3028 250 12 61 448 12 87 332 94 12 87 343 95
thetat 4375 300 12 52 1115 13 59 234 196 1 59 335 197
theteG11 2401 801 21 99 480 .

1 21 15 10 45 0 10 50 320 ) 10 49 588 ) 0 51 582 ) n 5 1154 0 11 =1 1034 0
controt2 66 30 12 86 0 12 81 5238 | 12 98 8013 0 12 77 21315 ) 1 103 8pez 1 12 9 10237 0
control3 136 45 1 83 1 1 70 6814 1 1 82 4813 1 " a3 4065 i 1 o7 6372 2 11" 89 818 2
‘control4 23 B0 11 110 5 1 90 24714 12 11 107 27328 14 H 103 227587 14 11 100 24041 12 11 130 30572 1
control5 351 75 " 88 18 1 75 26525 31 11 81 29225 38 11 78 22398 az 1" 107 42788 54 1 118 45023 uh
cOntroml 496 90 1" 120 o6 1" 92 51124 m 1 84 40273 105 11 87 38048 100 10 188 127239 M 10 190 122161 mw
control? 666 108 15 132 150 14 106 50044 242 14 94 38820 208§
controi8 861 120 14 186 as5g 14 96 82757 455 " 100 59777 87
controlo 1081 135 18 190 759 18 128 89208 1031 18 138 81288 1037
control10 1328 150 18 235 1483 TaSmn T35man

ORIG CGM AD3 QMR AD4 OMR ANG CiM AN

n m Pn Nw t Pn Nw cyg t Pn Nw Cg 1 Pn Nw cg 1 Pr Mw Cq i
theta ) 104 50 13 45 0 (K] 48 257 1 13 48 252 0 13 T 245 1 13 a9 FIE 0
theta2 498 100 12 &7 3 12 51 78 2 12 51 kv 2 12 5 4 3 2 81 s 2
thetad 1106 150 12 52 24 2 60 443 1 12 61 479 14 12 61 482 13 12 00 4452 13
thetad 1949 200 12 57 121 12 81 577 45 12 81 592 4 12 81 s87 4 12 51 580 s
thetas 3028 250] 12 81 448 12 81 788 141 12 65 792 150{ 12 o5 794 138 12 61 774 14
thetat 4375 300 12 52 1115 13 61 575 302 13 60 522 308 13 o0 521 zasJ 13 81 573 200

1" 2401 801 2 99 480

1 21 15 10 45 0 1 53 111 of 1 53 1114 0 " 3] 1079 o 10 %) 1090 0|
control2 86 30 12 [ ] 0 12 8% 8082 1 Tt 92 7050 0 13 t48 7mn 1 12 108 118145 0

128 45 11 63 1 7 73 8912 2 t1 o8 6399 2 1 o0 7525 2 11 ™ 102 2
controld 23 60 1" 110 5 1 128 30517 1 1 17 2632 7] 1 19 2018 7 n 18 008 19
controls 351 75 11 88 18 11 133 82256 73] H 100 37073 45 11 108 448 v 11 128 55853 a7
Controi6 496 90 11 120 a0 10 193 133200 336 10 132 59640 160 10 Wy 132379 %7 10 228 182970 419
controf7 868 105! 15 132 150 7 158 101597 478 1 126 54407 278 14 47 97 481 4 104 114984 42
controie 861 120 14 106 359 1 141 92738 a7 14 133 sar2 532 14 135 seze2 £70 14 137 84105 64)
controld 1081 135, 6 19¢ 7511' 1" 197 154344 1714 0 29 105585 1507 15 200 11138 1482 1% 190 154277 $781

10 1326 150] 1 235 1483 T35min 250w T3S T35mn




Numerické vysledky - linearni semidefinitni programovani

ORIG CGM CGM D I CGM Bt6 CGM GS QMR QMR D QMR AN4
n m Pn Nw 1 Pn Nw Cg 1 Pn Nw Cg t Pn Nw t Pn Nw Cg t £n Nw Cg t Pn Nw t Pn Nw Cg
174 335 12 83 7 LIM 12 T4 690 7| 12 130 12852 36 12 75 405 7 LM 12 79 693 7 12 78 684
174 3as 12 59 7 12 70 1467 9 12 71 575 8 12 72 1083 ] 12 Fa 367 9 12 69 1170 9 12 T0 527 9 12 &9 518
174 335 12 89 9 12 T4 1512 sr 12 75 629 9 12 74 983 9 12 76 383 9 12 72 1212 9 12 T4 586 ] 12 74 569
174 335 1 1 1 LIM LM LiM LIM LIM LiM
k. 85 12 45 | 12 44 832 0 12 45 463 0 12 45 603 i) 12 45 303 a 12 46 800 1] 12 45 437 ol 12 45 472
144 337 16 80 2 16 81 3252 2 16 84 785 3 16 82 3160 3 15 85 521 3 16 B4 2646 3 16 84 661 3 16 82 a52
544 1185 22 200 129 TZ0min 22 225 16692 175 T20min 22 228 13966 23 22 273 163787 642 22 233 7133 152 22 232 30643
101 100 1 34 0 1" 32 146 1 1" n 133 1 11 2 112 1 i1 34 111 1 1 32 135 1 1t kL 134 1 1" a3 134
125 124 14 32 2 14 40 282 2 14 40 237 1 14 40 221 1 14 40 225 1 14 40 239 1 14 40 222 1 14 40 223
125 124 11 28 b} " 5 188 1 1 kL] 166 2 " as 166 1 1 35 154 2 1" a5 172 1 1" B 182 1 11 35 183
125 124 10 3 1 9 a2 149 2 ] 32 134 1 9 33 129 1 9 32 1m 2 9 2 136 2 9 32 m 1 9 32 m
125 124 9 kT } 1 8 32 194 1 8 32 135 1 ] 32 140 1 8 32 125 1 8 a2 148 1 8 32 137 1 8 32 137
250 250 14 a9 12 14 47 208 14 14 A7 284 13 14 47 200 13 14 47 262 14 14 46 276 13 4 47 264 14 14 47 283
250 250 1 35 1 12 38 b)) 12 12 39 182 12 12 3a 108 12 12 ag 160 12 12 38 199 11 12 9 168 12 12 » 188
25%0 250 10 as 11 10 a5 208 13| 10 35 164 10 10 35 169 10 10 a8 148 1" 10 35 158 mi 10 % 156 10 10 k.3 157
250 250 7 w0 8 B 34 156 9 B 34 126 9 a8 n 125 10 8 M 125 10 a 3 128 10 8 k. | 127 10 a M 127
501 500 15 52 105 15 52 393 105 15 52 374 105 15 52 279 106 15 52 408 107, 15 52 asg 105 15 52 344 105 15 52 M7
501 500 11 4B 88| 12 &4 216 Ber 12 44 223 B3 12 44 236 90 12 a4 230 a9 12 “ il .} 12 a4 215 8% 12 44 215
501 500 10 45 a4 10 s 177 76 10 38 183 76 10 38 142 76 10 38 182 17| 10 k] 165 7 10 » 157 77 10 » 187
501 500 10 47 85 9 kI3 143 i2 9 B 148 71 9 36 120 kil 9 38 152 72 & 36 137 71 ] a8 143 I4 ] k-3 143
0] 600 19 59 56 18 Y] 567 [1] 18 50 457 [1] 18 50 295 a9 18 50 263 42 18 F3] 475 41 18 50 382 40 18 50 380
2060 2000 18 57 807 18 55 607 702 18 54 457 890 18 58 337 730 18 54 214 696 18 54 509 732 18 54 ano 715 18 54 m
1000 1000 18 13 829 17 72 478 594 17 12 A2 583' 17 73 ko)) 598 17 hA) 499 595 17 12 430 579 17 72 309 588 17 ¥2 a0
100 100 15 43 0 14 43 251 0 T 41 157 [+ 14 4 155 0 14 41 142 [i] 1" 43 242 0 14 41 () 1 14 41 153
124 124 16 49 OF 16 42 266 1 16 42 158 1 16 42 176 [i] 16 42 202 0 18 42 251 1 18 L¥d 187 t 18 L ¥ 100
124 124 16 48 1 14 42 258 1 14 42 159 1 14 42 158 0 14 42 139 1 14 42 245 1 1 42 152 1 14 42 152
124 124 15 49 1 14 42 230 2 14 42 165 1 14 42 151 ) 14 42 158 1 14 4 228 2 14 43 186 1 14 43 186
124 124 15 a3 1 14 45 21 2 14 45 176 1 " 46 146 t 14 45 86 1 14 45 20 1 14 a5 170 2 14 a4 170
2% 250, 17 48 ar 16 47 306 2 18 47 222 2 1% 46 191 2 16 47 222 2 16 4 283 3 18 47 n 2 18 47 200
250 250 15 47 4 15 46 302 4 1] 46 175 4 15 46 176 k] 15 45 176 k! 15 4“4 277 4 15 ) 1 3 15 a8 184
250 250 15 48 1" 14 45 2% 10 14 46 175 11 14 45 162 10 14 47 174 10 14 45 224 " 14 48 w7 10 14 44 %7
250 250 15 48 1 14 48 217 " 1M 48 165 1" 14 48 145 3] 14 48 186 11 14 48 208 " 14 T 158 " 14 P 158
500 500 7 53 14 16 53 %1 12 16 52 255 12 16 51 Fx}| 11 16 54 205 14 1] 50 23 11 2] 52 pall 11 16 42 0
500 500 15 B1 2 15 51 423 20] 15 50 208 20 15 50 230 20 15 50 s 2t 15 51 a1 »n 15 0 198 19 15 0 190
500 %00 15 50 72 15 48 250 62 15 48 180 ssl 1% 49 159 83 15 43 213 62 1% 49 2 &2 15 49 177 a2 15 a9 177
500 500 15 53 82 14 50 24 74 14 50 182 13 14 51 182 T4 14 50 215 75 14 50 215 74 14 50 154 T4 14 30 158
136 . 15 55 D'i n 47 448 1 13 45 553 4 13 45 Mz 1 13 a7 440 o] 4 56 89 <) 13 a7 841 [+ 13 5t ﬁl
29 k14 14 42 1 13 51 1101 ] 13 a7 782 o 13 47 1120 § 13 “ a5 1 12 L] 813 0 14 30 T08 9 12 43 ATS
358 50 13 41 2 13 53 1232 3 3 50 756 2 13 52 1281 4 13 48 505 3 17 108 3702 a 14 54 [T 2 13 %0 s
520 85 15 ] 8| 13 52 1003 & 13 48 538 4 13 48 ™ L 13 48 493 7 15 a4 1801 ] 13 &7 458 4 51 48 k7
748 82 13 3 16 13 57 1679 18 13 47 807 2 13 52 1942 10 n 49 337 13 13 5% aa? 12 13 48 a7y ] 13 0 07
16 113 [T 57 1 15 59 443 1 % 60 40 ol 15 &2 1% [ 3 &0 247 1 15 a0 449 \ 1% [ 234 1 [E} [Y] ;m
200 1281 16 85 126 16 88 uien 123 1% 86 538 115 16 9% 17093 119 1) 7] 498 102 15 8 8708 105 16 s 4T8 104 1% [} a9l
132 426 13 4“4 22 12 53 373 b} 12 52 222 2% 12 52 23 F..1 ” 52 215 20 12 52 7 bt 12 a2 214 n 12 a7 1
2401 a 21 ] 806 20 13 1133 481 2 130 1392 4668 0 19 1750 457 T20man 0 1% 1088 arn N 14} 20000 42 T20mun
8910 10014 T20rmin T200wh T20man T20rman T 20w T 20rman T20me
» 81 1 54 1 n 58 b ) or 11 59 212 o] 1 &0 573 [1] 13 » 75 o) " 58 148 of [E] ET) 21 1] [1] [ HI
144 235 12 93 2 12 9% 410 2 12 98 859 2 12 115 9028 3 12 104 58 t 12 wWe 3N 2 12 92 a03 1 12 - 8
544 865 13 o4 20 13 124 31693 123 1 114 2897 M 13 133 2194 128 13 112 1215 M 1 1% 2087 12 13 "1 Fe v, » 13 e N5
1200 1873 14 143 ml T20man 14 144 3958 241 T20erwn 14 152 1750 201 T20mn t4 172 4132 04 14 177 WY
russi § 13 5 Fi] a 5 23 112 [+) 5 Fi) ] [ H n 74 oI ] F41 7 [ ) n 115 ol H 3] 12 [ [] M 1"t
58 133 1" 43 [+ 1" 59 am 1] 11 52 857 ol 1 52 T49 1] 11 L3} 4M L 13 [+ [ 11 [ 11 9 Tas o L 1] 1] BYA
russd 27 n 13 7 0 13 L] 901 0 2] 42 552 D] 14 L] L¥4 0 13 4) 2 0 14 -9 a7 1} 13 4« 09 o $3 4% 43
12 1% 7 2 0 ] 2 175 o & 23 177 o [} 23 14 0 ] n "2 0 [ n $70 [\) [ ] n s74 0 1 n tre
208 kel 13 54 2 t3 84 0458 h | 13 82 e 2 13 7 10008 4 13 at 1478 2 13 M Sla 3 13 7 W 2 t) &) IM)
172 a5 7 b 1 7 115 591 1 7 ™ I3 ) 7 128 7015 2 7 - | 1583 1 b4 12 4880 2 7 ", 208 1 b4 [ 4 1008
russ? 08 a0t 7 | 0 5 120 3755 0 7 13 2007 1 7 13 3000 1] [ 119 1338 0 L) 127 148 0 7 100 1704 7 2 159
496 azn) 14 B4 17 14 108 17050 68 14 72 4132 24 14 & 15407 ul 14 0 1905 » 15 11214140 MI 14 & e Fid 14 2 MW
vibrat k] 85 15 70 0 15 T4 1347 1 13 73 [¥X] 0 15 T2 1207 [ | 15 75 05 o 1% b 1304 0 1 7] 2 15 7] [T
vibrm2 144 a3? i8 -3 3 18 104 5254 4 " 106 1175 4 1.} 12% 5888 ] 18 107 139% 4 8 1] 087 3 w 100 ”s b} 1] w7 1008
vibrad 544 185 2 215 126 2 282 151532 642 2 250 20064 224 rl) W) 24240 1081 M 2 7074 01 n 3B My b n m Ly v 3} n W 44
vibrad 1200 2545 2 115 404 T20men 21 274 7881 982 T20men ki) 1 4188 3 T20mm 21 179 7 n 90 3188




Numerické vysledky - linearni semidefinitni programovani s pribliznym hessianem

ORIG CGM ACGM CGMB16 ACGM B16 ACGM B32
n m Pn Nw 1 Pn Nw Cop t Pn Nw Cg t Pn Nw Cg t Pn Nw Cg t Pn Nw t
136 45 1 63 J 1 68 9553 3 11 80 18442 15 11 62 4813 Jf 11 65 8429 7 11 63 7129 7
231 60 11 110 J 11 108 33837 15 12 858 406212 1005 11 107 27328 J 1 124 42680 112 11 93 27354 78
351 75 1" 88 J 11 94 45118 89 T20min 11 81 29225 J 11 81 34388 172 11 75 30048 158
125 124 11 28 1 11 35 188 1 11 35 200 4 11 35 166 1 11 35 163 3 1 35 163 3
125 124 10 31 1 9 32 149 2 9 32 156 3 9 33 139 1 9 33 142 2 9 33 142 2
250 250 1 35 1 12 ag 221 12 12 38 235 28 12 38 198 12 12 39 215 26 12 39 212 27
250 250 10 35 11 10 35 208 11 10 35 229 27 10 35 169 10 10 35 141 19 10 35 141 20
501 500 11 48 88 12 44 276 88 12 44 296 254 12 44 236 90 12 a4 245 223 12 44 232 220
501 500 10 45 84 10 38 177 76 10 38 195 185 10 38 142 76 10 38 151 156 10 38 151 153
124 124 16 48 1 14 a2 258 1 14 42 272 2 14 42 158 0 14 42 159 1 14 42 159 1
124 124 15 49 1 14 42 230 2 14 42 235 3 14 42 161 1 14 42 163 3 14 42 163 3|
250 250 15 47 4 15 46 302 4 15 46 326 12 15 a6 176 3 15 46 180 8 15 46 180 8
250 250 15 48 1 14 a5 236 10 14 45 244 30 14 a5 162 10 14 45 163 23 14 45 163 23
500 500 15 61 26 15 51 423 20 15 51 465 91 15 50 230 20 15 50 234 53 15 50 223 52
500 500 15 50 72 15 48 250 62 15 49 268 192 15 49 159 63 15 49 160 134 15 49 160 133
498 100 12 47 J 12 50 339 4 12 50 448 7] 12 51 286 J 12 51 360 3 12 51 333 3
1106 150 12 52 J 12 63 367 18 12 62 437 12 12 63 290 J 12 63 400 1 12 63 a2 13
1949 200 12 57 J 12 64 421 62 12 64 520 33 12 63 346 J 12 64 560 36 12 63 377 25
5 3028 250 12 61 J 12 62 412 200 12 63 529 63 12 67 332 J 12 63 487 62 12 63 421 54
4375 300 12 52 J 13 59 420 448 13 59 546 110 13 59 334 J 13 58 539 11 13 58 421 91
144 235 12 93 2 12 96 4120 2 T20min 12 115 9028 3 12 145 16268 61 12 138 17988 61
ss5 208 331 13 54 2 13 B4 9458 3 12 151 40939 111 13 77 10096 4 13 85 19699 56 13 80 15573 46
586 172 451 7 77 1 7 115 5979 1 7 217 21208 25 7 128 7015 2 7 133 16916 23 7 158 20973 34
ss7 86 301 7 91 0 5 129 3755 0 LIM 7 139 3090 o 7 157 8636 8 7 144 5769 8
ss8 496 628 14 64 17 14 108 17050 66 16 725 80802 801 14 88 16487 86 14 86 28695 272 14 92 33670 3
vibra2 144 337] 18 95 3 18 104 5254 4 T20min 18 125 5886 5 18 706 190067 1141 Y20 |

Poznémka: J ... spoultdno na jiném politadi, Lasové vysiedky se nedaji porovnavat



Numerickeé vysledky - konvexni nelinearni programovani

ORIG CGM | QMR QMRP CGMD QMR D QMRP D l CGM SS5(w=1.5) I CGM GS
m n m] Pn_  Nw fl Pn_ Nw Cg ] Pn Nw t] Pn_ Nw Cg f] Pn Nw Cg ] Pn ] Pn_ Nw i Fn Nw RY] if_Pn_ Nw Co i
aup2d 20200 10000 9 10 51 1 " 1365 13! 12 " 1321 18] 12 1 1329 23] 13 12 1318 15f 12 1 1057 15 13 13 1214 23 12 11 T24 151 12 " 527 "
augdd 3873 1000 5 6 1 9 6 128 = 0 6 5 121 0 6 5 121+ 11 1 6 122 * 1 7 6 "7 f 7 6 126 * 1 9 6 148 * 1 9 L a1 1
cvxapi_m 1000 500] 14 25 11 13 24 13136 * 2] 14 28 2001 * 2] 15 28 1970 * 4] 16 28 8418 * 3] 14 25 4310 * 2F 14 28 4976 * 3] % 28 6274 * 2] 15 28 4367 - 2
cvxqp2_m 1000  250] 2 22 1] 2 22 LTAT B 1] 2 =2 2429 - 2] 12 2t 2411 * 2l 15 25 2592 * 1] % 28 2177 * 1l 18 M 72 . 2l 8 25 2337 * 2] 6 2% 1557 * 1
cvxgpd _m 1000 7508 18 37 4] 18 53 63368 * 1] 21 T4 85671 * 14] 18 53 44025 * 131 19 52 26076 5] 20 57 17241 * 5] 18 55 26329 g] 18 49 14574 51 19 49 11422 5
primaic1 230 ol 1¢ 19 o] 18 42 1918 * 0] 18 48 2614 1] 8 40 2003 1 13 32 1988 o] 15 232 1754 1 14 34 2672 * 2] 1t 92 184262 103] 11 138 62961 2
primaic2 gl i 1" 25 0] 20 &1 2124 11 18 n 2425 1] 22 a 2404 2] w2 4 1092 O 13 39 1033 1 17 43 1673 1| 16 230 106500 * 59 15 81 33478 © 15
ghandm M 2451 10 kY o] 17 310 251876+ 32] 13 3 22565 * 3] 15 35 25161 * T 13 57 38413 5§ 12 39 18017 3] 10 40 18374 * 3 n 46 27597 ¢ 6] 13 48 24895 L
gpcbiend 83 7] 34 55 0] 33 46 6322 * 0] ¥ 39 4447 * 0] 36 43 4940 * 1] 34 A9 4202 * 0of 23 31 2233 * 0] 26 k)] INS6 - 0] M 39 3329 * 0] 42 43 2017 * OL
cyship04s 1291 23] 13 4 3] 16 57 46853 *  86] 15 84 62849 *  126] 17 75 76948 *  160] 17 57 35206 * 67| 15 67 23644 48] 15 62 42535 * o] 14 55 39694 1?2' 14 56 25308 * 111'
gship12s 1996 417] 14 46 5] 14 67 92546 193l 14 81 B3996 2008 14 B9 95380 238 15 64 69634 154] 14 71 65965 *  157] 14 &7 Ti412 *  176] 13 8% 71828 340] 13 75 #3502 © 413
cvxqpl ! 10000 S000] 20 26 5821 19 63 411654 1546] 22 D1 370886 * 2318 19 53 133110 732} 25 125 @ 404897 * 2447 20 5 85404 « 080
cvagp2_1 10000 2500 12 27 190] 19 33 18253«  80] 12 25 6272 * 44 19 32 8507+ 53] 18 32 5005 4 18 3 473 - 53
} 10000  7500] 14 25 503] 15 3z 69057 * 307} 22 66 92645 * 605 13 29 13079 85] 17 45 11714 = 93 13 29 6581 * 84
qahip08! 49 5201 4 46 30| 15 70 90557 *  556] 20 102 18218 ~ 777 15 70 88747 *  57t] 13 82 48190 ”27 15 74 J2030 104
qship121 4224  687] 14 48 33 18 87 263543 1877
cont-050 297 2401 15 24 2 17 2 11423 12 20 25 10969 16 17 22 1077 13] 22 2 0972 15 7 22 788 8
cont-200 40397 39601 23 34 Ti| 15 79915 x T45m| 15 45391 x T45m 15 77208 x T45m| 14 17821 x T45m 15 20700 x T45m
qshell 1476 487 8 122 Br & 138 4343 314 6 62 67668 98 G 134 318510 299 6 67 105715 118] 8 114 228587 437
qaierra 2016 4135] 13 70 12§ 16 124 300021 * 460] 18 96 121963 * 220 17 171 539139 * B866] 15 111 141336 * 255 13 125 232251 854
hues-mod 10000 2[memory o 10 47 2275 12] 10 43 1823 13 10 24 65 2] 10 24 65 2 10 24 65 2
huestis 10000 2]memory st 10 47 2200 1l 1043 1940 14 10 24 &5 2] 10 24 65 2 10 M 85 2
ORIG I CGM B8 I CGM B16 CGM 832 CGM AD1 CGM AD3 CGM ANT I CGM AN3
n m| Pn Nw § Pn Nw Cg 1] Pn Nw Cg 1 Pn Nw 1] Pn Nw lI Pn_ Nw cp ] Pn Nw Cg 11 Pn  Nw Cg t
1000 500F 4 25 1 15 25 14130 - 6] 16 28 18896 * 17 15 25 13844 271 6 28 4618 * 13] 16 28 8194 4] 18 28 7400 * o] 16 28 238 - 8
1000 2so| 12 22 1] 12 2 w79 * 2l 8 2% 7180 * W o8 27 6777+ 14| 12 22 2751 - gl 8 27 2803 * 3] 12 22 4316 © 18] 12 22 2382 - 3
1000 750] 18 37 4] 19 54 54005+  33] 19 52 62760 * 60§ 19 49 55381 * 112] 18 48 9839 17] 19 51 26923 9] 18 46 10820 A1} 10 49 21051 0]
230 9] 10 19 of 14 43 2185 i 13 30 1851 1 12 20 1579 1] 13 728 0880 T19] 13 356 160325 173 x x
2n H o 25 of 4 & 1702 * it 14 40 1258 i1 13 3¢ s+ 1} 17 488 228785 °* 490 14 398 185763 *  428] 18 1368 6545453 918
401 248] 10 37 O] 20 742 607179 12| 19 450 365428« 18] 21 481 391246 248 14 53 34135 ]
83 1] M 55 0] 42 57 7989 * tl 3 47 6101 * o] 37 42 4119 * Of 4 50 5841 * 11 34 40 4406 * o] 8 43 5030 * 0] W 238 912 - g0
1261 241 13 43 I 4 82 30295 69 14 54 33013 98] 4 54 33313 ¢ 140
1996 #417] 14 48 5] 4 57 53438 153 13 59 60353  242] 14 57 52644 k73
349 5200 14 46 0f 15 & G4MB* 504] 17 67 ot 75| 13 58 58681 * 758
4224 G6O7] 14 48 33 20 7 165030 * 15331 17 78 124123 * 1470] 16 66 97599 = 1564
2597 240M] 15 24 2 D3 10066 2y 77 22 9588 ] 17 22 6254 @ 17 2z 8659 | 7 22 10320 2 w7 22 asez e8| 17 2 10400 F{l
40397 39801 23 M 0N 10 14809 x T30m
10000 2{memory e 10 56 7518 7] 10 58 9290 1401 0 S8 7996 1] 10 24 85 185] 10 24 65 184 w24 &5 145L
10000 2]memocy e 10 54 6396 64] 1w S8 7614 114 10 54 Bi44 197§ 10 24 85 187] 10 24 65 184 10 4 85 148
ORIG CGM AD1 I CGM AD3 I CGM AN1 CGM AN3 QMR AD1 ] QMR AD) I QMR ANT QMR AN I
n ml Pn_ Nw t] Pn  Nw_ Cg I Pn  Nw Cg ] Pn Nw Cg d Pn  Nw Cg ] Pn Nw Cg  Pn Nw Co 1] Pn  Nw H Pn Nw cq 1
W00 5001 14 25 1] 6 28 418° 1] ©® 28 6194 * 4 18 28 7490 30f 6 28 7235 * s 16 28 x5 - 13 4 2 4307 - i 1w awt I w27 So7s 4
00 2%0F 12 22 1] 2 22 25 8 18 7 2803 - ] 2 22 4376 1 12 22 2382 * 3] 2 2 1823 10| w20 20 ll % 7 a2 uf 2 n W 3
1000 750] 18 37 4] 18 46 9819 170 18 5 26923 9l 18 46 10820 " 41 19 49 2051 10] @ 51 7073 19] 21 58 17783 * of 0 5 Tiag " 40 7' W8 t548) * 10
220 8] 10 1% o] 113 ™ MO0 * 18] 13 3% 0325 * 173 x x x 17 111 23805 * 5T ' 1 230 1Aty ¢ty
23t 71 1 25 O] 17 488 228785 - 490 14 398 185763 4260 16 1368 654545 - 93s| 20 667 isaez ¢ 674 1B 1R Neoe - 18| w202 90500 ©  183] 13 99T ATINO00 848
40 248 10 ¥ g “ s 34135 * 8 13 M o ) 4 1. a8 08 7
83 7] M 55 ol 45 50 5041 - 1] 34 40 4486 * 0 % 43 5030 * 0] 30 W 3912 * ol M4 401 * o] » 15 3004~ o] ¥ a2 Al of 4 «) W -
120 4t] 13 43 3
1996 A7) 4 48 5
349 520f 4 4 0
4224 ©a7} 14 48 33
2507 2401 15 24 A 17 2 8654 83| 17 22 10320 2 7 22 [T°F] el 17 22 10409 2] 7 2 6218 il 22 8 10187 ] 17 12 03 el 17 M 10188 b
40397 3960t] 23 M 2
10000 2|memony wr 0 24 &5 185] 10 4 6% 184 1D 24 as 145/ 10 24 83 0 10 M -] 152
10000 2§memory e 10 24 85 871 10 4 65 184 100 24 85 148] 10 24 85 184 10 M Lo 147




_'-:.‘;"!
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Numerické vysledky - nekonvexni nelinearni programovani

oniginal TRST TRST D TRST GS

problem n m Pn Nw t Pn Nw t Pn Nw Cg t Pn Nw _Co t
ex1 12482 6241 16 31 11 X T20min 50 6573 10974 x LIM 23 208 38462 568
ex3 6962 3481 18 53 9 x T20min 21 1744 40393 * 228 23 1907 12519 * 187
TYRE 49997 33330 16 27 30 15 87 358 51 15 72 252 a7 15 68 119 45
tukvli12 49997 37497 15 25 23 15 213 1585 11 15 206 1190 99 15 171 584 87
lukviit3 49997 33330 17 30 23 15 93 414 46 15 95 294 45 15 108 228 54
fukvii1d 49997 33330 ) 40 33 X T20min x T20min x T20min

lukvii15 49997 37497 17 89 62 19 157 1466 91 19 170 897 87 18 182 860 93
lukvii16 49997 37497 19 37 27 19 112 563 53 19 134 415 57 19 130 213 58
hukvii17 49997 37497 15 40 32 14 301 2906 143 16 688 813 148 16 1048 1493 253
lukvli18 49997 37497 19 36 26 19 121 485 52 19 418 1959 184 19 134 189 54
fukviis 50000 7 10 15 13 10 39 117 17 9 43 73 ° 18 ) 34 31 - T
Iukviis 50000 49996 15 128 203 x T20min . x T20min x T20min

lukvii7 50000 4 11 22 21 10 78 2667 66 10 491 245 91 10 76 69 20
jukviig 50000 49998 29 93 144 x T20min x T20min x T20min

Tukviio 250000 6 6 15 35 5 455 1880 494 5 26 26 32 5 24 27 32
steering 32000 25600} 16 32 31 x T20min x T20min x T20min

lukviii6 | 249997 187497 20 39 144 20 155 780 342 20 123 351 276 20 134 214 287
lukvil17 | 249997 187497 16 38 147 16 291 2212 * 668 16 1086 1398 1043 17 964 748 ° 1030
lukvii3_| 250000 2 11 20 91 g 37 99 * 88 9 43 71 106 1 48 a8 * 113
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