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1 Uvod

1.1 Standardni metody reseni

Pfi prvnich pokusech vysettit konvergenci rady

Z (_i)n |sin n|

n=1

brzy zjistime, ze standardni kritéria pro rozhodnuti o konvergenci rady se
zdaji selhdvat. Vétsina z téchto kritérii (srovnavaci, limitni odmocninové,
podilové apod.) vyzaduji, aby vySetfovand fada méla nezaporné ¢leny, coz
v nasem pfipadé neni splnéno. Leibnizovo kritérium sice pracuje s alternuji-
cimi fadami, v nasem piipadé jej vSak pouzit nelze, nebot posloupnost @
neni monoténni. Abelovo kritérium téZ nelze jednodusSe aplikovat, nebot to
vyzaduje, aby platilo a,b, = % |sinnl|, kde {a,}22; je monoténni a ome-

zend posloupnost a kde fada Y~ | b, je konvergentni. To vSak nelze snadno
pozorovat.



1.2 Absolutni divergence rady

Disledkem Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro fady realnych cisel je, ze
pokud dana fada je absolutné konvergentni, potom je konvergentni. Tento
dutsledek vsSak nelze pouzit k diikazu konvergence nasi fady nebot, jak nyni
ukazeme, zadana rada nekonverguje absolutné.

Polozme f(x) = |sin(z — 1)| 4+ |sinz|, € R. Chceme ukazat, Ze existuje
konstanta ¢ > 0 takova, ze f(x) > ¢ pro kazdé x € R. Funkce [ je zfejmé
m-periodickd, proto sta¢i tuto vlastnost vySetfit pouze na intervalu [0, 7r]. At
x € (0,7). Protoze sinz > 0, je i f(x) > 0. Je-li x = 0 nebo = = 7, pak
jisté [sin(z — 1)] > 0. Funkce f je tedy na intervalu [0, 7] kladna. Protoze
funkce f je na tomto uzavieném intervalu spojita, nabyvd na ném svého
minima. Jak jsme pravé ukézali, toto minimum musi byt nutné kladné ¢islo,
a proto konstanta c existuje. Dodejme, Ze rozborem funkce f na intervalu
[0, 7] bychom snadno zjistili, ze tato funkce nabyva svého minima v bodech
0,1, 7 o hodnoté sin 1.

Bud K € [0, 00]. O harmonické fadé je znamé, ze diverguje k nekonecnu.
Zvolme tedy N’ € N tak, aby platilo 27]:11 % > %K. Potom pro kazdé N € N,

N > 2N’ méme

al il | sinn|

> >> ——
n=1 n=1 n

|sinl| |sin2| |sin(2N" —1)|  |sin2N’|
= + ot +

(="

n

| sinn|

1 2 2N’ -1 2N’
S |sin1|+|sin2|+ +|sin(2N’—1)|+|sin2N’|
- 2 2 2N’ 2N’
N . N’
:Z |sin(2n — 1)| + | sin 2n| > EZEZK-
= 2n 24e=n

Tim je ovétena divergence rady

>

n=1

(="

n




1.3 Motivace

Pro¢ bychom se ale méli domnivat, Zze zadana fada konverguje? Z béznych vét
pro rozhodnuti o konvergenci fad jsme zatim neuvazovali kritérium Dirichle-
tovo (Véta 2.7). To vyzaduje, aby platilo a,b, = %| sinn|, kde {a,}52, je
monotonni posloupnost s limitou 0 a kde posloupnost ¢astec¢nych soucti rady
>0 by je omezend. Uvazujme a, = L a b, = (—1)"|sinn|. Pro omezenost
¢astecnych souctt fady D - | b, staci prokazat existenci konstanty M € R
takové, ze pro kazdé N € N plati

2N
D bn
n=1
Platnost této nerovnosti vsak ukazat neumime. Méla by vibec platit?
Nahlédnéme nyni na problém tak, ze hodnoty n mod 7 vyplnuji interval
[0, 7] v néjakém smyslu dostatecné rovnomérné. Méli bychom pak dostat, ze

PSR y N | i v
hodnota ¢éstecného souctu >, |sin2n| je pfiblizné rovna ¢islu N2, kde
% je integralni pramér funkce x —— |sinz| na intervalu [0, 7], a stejné tak

N N
Z | sin 2n| — Z |sin(2n — 1)|| < M.
n=1 n=1

hodnota ¢astecného souctu fo:l | sin(2n — 1)| je piibliZné rovna &slu N2,
Jinymi slovy at existuje redlné konstanta K, spliiujici

N
2

g |sin2n| — =N
7T

n=1

N
2

<K in2n—1| — =-N| < K

< a §|s1nn | —N| <

n=1

pro vSechna N € N. Z Dirichletova kritéria pak plyne domnénka, Ze se jednéa
o konvergentni fadu.

Ve zde uvedeném ftesSeni ulohy vSak budu postupovat ponékud jinak. Di-
richletovo kritérium sice pouziji, avSsak zdaleka ne s tak primocarou myslen-
kou. Kritérium aplikuji na posloupnosti a,, = nl%p ab, = (;#| sinn|,n € N
pro vhodné p € (0,1). K dikazu omezenosti posloupnosti ¢asteénych sou-
¢t fady )7, b, pak vyuziji rozpis funkce [sin| do jeji Fourierovy fady, kde
k dilkazu rovnosti této funkce a jeji Fourierovy fady vyuziji Dirichletovo-
Jordanovo kritérium. Radu 7, b, tak pfevedu na novy tvar, o kterém
pak s vyuzitim Abelovy parcidlni sumace a poznatkt o aproximaci Cisla m
racionalnimi ¢isly jiz omezenost ¢astecnych souctt této rady dokazu.



2 Definice a znamé veéty

Definice 2.1. Rekneme, Ze funkce f : R — R je lokalné integrovatelna
v R, jestlize pro kazdy uzavieny interval [a,b] C R plati, Ze f je na ném
integrovatelna, tj. existuje urcity Lebesguetiv integral funkce f pies interval
[a,b] a jeho hodnota je redlné ¢islo. Symbolem P,, znac¢ime mnozinu vSech
lokalné integrovatelnych 2m-periodickych funkei v R.

Definice 2.2. Necht f € Py,. Potom ¢leny posloupnosti redlnych ¢isel {ax }72
a {bx}32, definované predpisem

1 2w
ak:—/ f(z)coskx dz, k € NU{0},
T Jo

1 2
by = — f(z)sinkz dz, k € N,
T™Jo
nazyvame Fourierovymi koeficienty funkce f.
Radu funkci

Sf(x) = % +Z(akcoskx+bksinkx), r € R,
k=1

pak nazyvame Fourierovou radou funkce f.

Definice 2.3. Necht a,b € R,a < ba f : [a,b] — R je funkce. Pak definujeme
Totalni variaci funkce f na intervalu [a, b] jako hodnotu

V(f;a,b) = 2‘;%{2 (@) — o)},

kde D = {D = {x;}!" | D je déleni intervalu [a, b]}. Kone¢na posloupnost
D = {x;}, je déleni intervalu [a,b], jestlize a = xg < 21 < -+ < x, = b.
Rekneme, Ze funkce f ma na intervalu [a, b] koneénou variaci, jestlize plati
V(f;a,b) < oo.

Véta 2.4 (Dirichlet-Jordan [1, str. 490]). Nechta,b € R, a < b. Necht funkce
f € Po, je na intervalu [a, b] spojitd a md na intervalu [a, b] konecnou variaci.
Potom v kazdém bodé x € (a,b) je Fourierova tada funkce f konvergentni, a
ma soucet f(x).



Véta 2.5 (Dirichletovo kritérium konvergence fad [2, str. 296]).
1. Je-li posloupnost ¢dstecnych souctd fady .~ | a, omezend a
2. je-li {b,}>2, nerostouct posloupnost kladnyjch éisel konverqujici k nule,

potom rada
oo

Z anby,

n=1

konverguge.

Lemma 2.6 (Abelova parcidlni sumace, [3, str. 233]). Necht jsou ddny po-
sloupnosti redlngjch cisel {ar}32,, {bx}32, @ ¢isla p,q € N, p < q. Oznacme

n
Sp = E ai, n € N.
k=1

Potom platt

q q
Z anb, = Z S (b, — bnt1) + Sgbgr1 — Spbpr1.
n=p+1 n=p+1



3 Vypracovani

Tvrzeni 3.1 (rozvoj funkce |sin| do jeji Fourierovy fady). Plati rovnost

o0
|sinz| = de coskz, v € R,

k=0

2 2 [(—1)F+1
kdedoz;,dlzo,adk:—;(%) pro k> 2.

Navic existuje konstanta ¢; € (0,00) takovd, Ze pro vsechna k € N plati
(&1
E.
Dikaz. Funkce f(z) = |sinz| je zfejmé 2m-periodickd a lokalné integrova-
telna. Lze ji tedy rozvinout do Fourierovy fady. Podle definice vypocitame

koeficienty této rady:

L[ 2 4
aoz—/ |sinz| do = ——[cosz]j = —,
7 Jo 7r m

1 2m 1 ™ 2m
a; = — |sinz|cosx de = — sinx cosz dr — sinx cosz dx
T Jo T \Jo ™

=0 ([cos 22]] — [cos 22]°7) = 0.

Pro k € N, k > 2 mame

1 2 1 ™ 27
ak:—/ |sin x| cos kx doz = — / sin x cos kx dx—/ sinz coskx dx | .
T Jo ™ \Jo ™

Dvojitym pouzitim metody per partes snadno zjistime, ze prislusné pri-
mitivni funkce je tvaru

|di| <

/sina:cos kx do = FEp (ksinz sin kx + cos x cos kx) + c.
Takze
/W' ka d [k sin z sin kz + k] i) it
in = ——— |ksinxsin =t
i sinz coskz dz = -5—— |ksinzsin kz 4 cos z cos kal, [EREE
27 k
: 1+ (1)
kr dov = ———.
/ﬂ sinx cos kx dx 21



Celkem pro k € N, k > 2 dostavame

2 ((=1)F+1
ap=——|————1.
T k2 —1
Jak bychom s pouzitim metody per partes snadno spocitali, pro zbylé
koeficienty plati

1 2m
bk:—/ |sinz|sinkz de =0, k € N.
T Jo

Takze Fourierova fada funkce |sin| mé& pouze sudou ¢ast, coz korespon-
duje s tim, Ze se jedné o sudou funkci. Bud z € R. Zvolime a,b € R tak,
aby platilo @ < # < b. Snadno si rozmyslime, ze funkce f(x) = [sinz| ma
na intervalu [a, b] koneénou variaci. Podle Véty 2.4 (Dirichletovo-Jordanovo
kritérium konvergence Fourierovych fad) je tedy S¢(z) = f(z). Protoze jsme
bod x € R volili libovolné, ziskavame, ze funkce f je rovna souctu své Fou-
rierovy fady na celém R.

Zbyva uz jen nalézt konstantu c; ze znéni dokazovaného tvrzeni. Pro
k = 1 mtzeme volit ¢; € (0,00) libovolné. Pro vSechna k € N, k > 2 jisté
plati k% < 2(k? — 1). Pro k > 2 tak snadno odhadneme

2/(-1)F+1 42
dy| = = < =
i T k?—1 = mwk?

Tvrzeni tedy plati s konstantou ¢, = %. O
Diky Tvrzeni 3.1 tak mtizeme pro kazdé p € R a N € N napsat

N n 0o N
— sinn| = dy, . cos kn.
> bl =Sy )

n=1 k=0 n=1

Nagim cilem je pro vhodné p € (0,1) ukdzat omezenost posloupnosti, jejiz
N-ty ¢len je soucet konecné fady na levé strané vyse uvedené rovnosti. Kon-
vergence zadané fady pak totiz snadno vyplyne z Dirichletova kritéria. Pro
pevné p > 0 je nulty ¢len fady napravo odhadnut (v absolutni hodnoté) jis-
tou konstantou, nezavislou na N, coZ plyne z Leibnizova kritéria (podrobné
viz Lemma 3.5). ProtoZe pro kazdé k € N mame |d;| < %, staci ukdzat,
ze pro vhodné p € (0,1) existuje konstanta ¢ € R a ¢islo ¢ < 1 takové, ze

pro viechna k, N € N plati [V &V

n=1 npP
proto diikaz této nerovnosti v Tvrzeni 3.7. Rada napravo ve vyse uvedené

rovnosti totiz pak bude v absolutni hodnoté odhadnuta konvergentni fadou

[e.o] Cc1 Y v s s 7
o Ck?, jejiz soucet na N nezavisi.

cos kn| < ck?. Vrcholem prace je

10



Tvrzeni 3.2. Pro kazdé N € N a kazdé x € R\ {(2k + 1)7 : k € Z} plati

N

Z(—l)" cos(nx)

n=1

1

|COS

<

i

Diikaz. Pripoménme souctové vzorce pro x,y € R ve tvaru

N8

sin(x + y) = sinx cos y + cos x sin y,
sin(x — y) = sinz cosy — cos x siny,
cos(x +y) = cosx cosy — sin x sin y.

Aplikaci prvnich dvou ziskame, ze pro kazdé r € R a n € N plati
: : 1 .1
sin(n + 5):5 —sin(n — 5)3: =2 sm(§x) COSN.

Pro kazdé x € R a N € N pak s vyuzitim vySe uvedené rovnosti dosta-
vame

| &

2 sin(ix) 321 cos nx
L .1+. .3+ +'(N—|—1) in(N 1)
=sin gz —sin gz + sin jo —sin sin 5)% —sin x

1 1
= —sin 3% + sin(NV + 5)37

Odtud pro vsechna N € N a x € R\ {2kr : k € Z} plyne po vydéleni
obou stran vyrazem 2 sin %a: nerovnost

U této nerovnosti provedeme substituci = y+ 7. Pak s vyuzitim tfetiho
souctového vzorce upravime obé strany nerovnosti do tvart

N N N
E cosnx = E cos(ny + nm) = g (cosmy cos nm — sinny sinn)
n=1 n=1 1

n

N N

= (cosny - (—1)" —sinny - 0) = Z(—l)n cosny

n=1

n=1

1 1 1

}sin%x| - !sin(%+g)‘ - }cos %y’

11



Celkem tedy pro vSechna N € Nax € R\ {(2k + 1)7 : k € Z} plati

N

Z(—l)” cos nx

n=1

1

1
‘COS §$|

<

]

Pozornost si zaslouzi nasledujici netrivialni tvrzeni z teorie ¢isel. Déale uve-
dena vlastnost cisla 7w je klicova ve zde zpracovaném dikazu konvergence
zadané rady.

Tvrzeni 3.3 (Mahler, 1953, [4]). Pro kaZdé k € Z a pro kaZdé q € N plati
nerovnost

k

™ — —‘ > q_42.

q

Tvrzeni 3.4. Ezistuje konstanta co € (0,00) takovd, Ze pro vSechna k € N

plati

k
| cos 5\ > cok ™,

Dikaz. At k € N je déano. Polozme [ := L%%J Cislo g tedy je prvkem in-
tervalu [Ir, (I + 1)7] a proto plati | — (I + 2)7| < Z. Z konkavity funkce
sin na intervalu [0, 7] snadno vidime, Ze na tomto intervalu plati nerovnost
sinx > %x S vyuzitim této nerovnosti a Tvrzeni 3.3 mame

k k 1 k 1 2 |k 1
2 = lein(= — - — qin | — — - > 2|2 -
0052) sm(2 (l+2)7r) sin | 7 (l+2)7r > |3 (l+2)7r
2 1 k 1 1
=+ |7 >=Q+1)2+1)*==20+1)*.
7T<+2)‘2l—|-1 i _7r( D+ 7r( +1)
Protoze It < £ak>1 mame 2l +1 <2+ 1<k db 5k

Dostavame tak

k|1 1/5\ "
cos—‘ > —(21+ 1)_41 > — (—) f4L
2 s TAT

Tvrzeni tedy plati s konstantou ¢, = £(2)74L, O

Lemma 3.5. Pro kaZdé p € (0,00) existuje konstanta v, € [0, 00) takovd, Ze
pro vsechna N € N plati nerovnost

N ()
Zl(np)

< .

12



Diikaz. At p € (0,00) je déno. Posloupnost {-}>°, je monoténni a konver-
co (=)™

guje k nule. Dle Leibnizova kritéria pro alternujici fady je fada )~ ~—;

konvergentni, tj. posloupnost c¢astecnych souctii této rady je konvergentni.
Protoze kazda konvergentni posloupnost je nutné shora i zdola omezena, je
tvrzeni pravdivé. O

Tvrzeni 3.6. Pro kazdé p € (0,1) a pro vsechna N € N plati nerovnost

N
I TRl
n? — 1—p

n=1
Diikaz. At p € (0,1) a N € N jsou ddna. Je-li N = 1, je tvrzeni ziejmé.
Uvazujme pomocnou funkci f(z) = =, z € (0,00). Funkce f na svém
deﬁniénim oboru klesajici. Pro kazdé n € N, n > 2 proto plati f(z) > f(n),
je-li x € [n — 1,n]. Pro kazdé n € N, n > 2, tak dostavame

/ flaydoz [ fn) do = o= (- 1) =

npkP

Pro N > 2 tedy mame

| | Moo N

Zﬁzl-l—zﬁgl—l—z 1f(aﬁ)dge:l—l—/1 de

n=1 n=2 n=2 Y"1~

1 1 1
=1+ ') = ——N'"P - —— +1< ——N'"P
l—p L=p L—p l—p
]

Tvrzeni 3.7. Pro kaZdé p € [g, 1) existuje konstanta 3, € [0, 00) takovd, Ze

pro vsechna k, N € N plati nerovnost

N
—1)»

Z (=1) cos kn
np

n=1

< B kP.

Diikaz. At p € [15,1) a k,N € N jsou déna. Polozme N’ = k*'. Ze vztahu

% < pplyne 41 < p + 41p, z ¢ehoz plyne 41(1 — p) < p. At N < N'. Diky
Tvrzeni 3.6 plati

< Z ()= %pk‘“(l‘p) < %pk:

ﬁ:( D" cos kn

n=1

13



Je-li N > N’ mame

N N
(-1 (1) (~1)"
Z — coskn| = Z - cos kn + Z - cos kn
n=1 n=1 n=N’+1
N
1 (="
< kP + coskn| .
1 —p n;—&—l np

K odhadu sumy uvniti absolutni hodnoty nyni vyuzijeme Abelovu parcialni
sumaci (Lemma 2.6). Polozme

1
am:(_l)mCOSk’m, bm:—p7 m:N/+17"-,N_
m

Pron=N'+1,...,N mame s, =Y . _ (—1)"cos km. Podle Abelovy par-
ciadlni sumace plati

N N
(-1)" 1 1 1 1
E coskn = g Sp(————) 45N —Sp .
n=N'+1 n n=N'+1 ne (n + 1)p (N + 1)p (NI + 1)p

Z Tvrzeni 3.2 vime, ze plati |s,| < |co—1sk\ pro vSechna n € N. Proto
2

N

(=1)" 1 1 1 1
kn| < Aot Lo
3 Spreesknl < 3 (g~ G e e
1 1 Lo S S
~ Jeos B \(V' + 1P (N +2)p Ne  (N+1p  Ne (N +1)p

1 1 1 1 1 3
= ~ ot < ,
| cos 5 ((N/+1)p (N+1)p NP (N’—i—l)P) ~ Jcos & (N4 1)

Diky Tvrzeni 3.4 existuje konstanta ¢ € (0, 00) takova, Ze pro vSechna k € N
plati | cos &| > cok~*!. Pouzitim jiz odvozenych odhadii tak dostdvame

N
—1)"

Z( ) cos kn

n=1 np

1 1 3 1 3
< kP < kP + —KP.
“1-p +cgk—41k417’_1—p +C2

1 3
B+
l—p |cos | (N +1)»

<

Dokazované tvrzeni tedy plati s konstantou 3, = 1%1) + % O

14



Tvrzeni 3.8. Pro kaZdé p € [, 1) existuje konstanta v, € [0, 00) takovd, Ze

pro vsechna N € N plati nerovnost
N
>

np
n=1

Pfipomenme, Ze koeficienty di, £ € NU {0} jsme definovali v Tvrzeni 3.1 o

[e.e]

> Il
k=0

n
cos kn

< Yp-

rozvoji funkee [sin| do Fourierovy fady jako dy = —, d; =0, a
T
p 2 ((-1)F+1 s o
=——|———) pro :

Diikaz. At p € [45,1) a N € N jsou déna. Mame

a5 L L I T A
Z|dk| Z cos kn| = |do| Z o +Z|dk| Z - coskn| .
k=0 n=1 n=1 k=1 n=1

Prvni sc¢itanec odhadneme pomoci Lemmatu 3.5, a druhy pomoci Tvrzeni
3.7. Dostavame tak

00 N

—1)" o
> ldil Z<np) coskn| < |dofoy, + > |di|B,k",
k=0 n=1 k=1

kde «, je konstanta dand Lemmatem 3.5 a 3, je konstanta dana Tvrzenim
3.7.

Diky Tvrzeni 3.1 vime, Ze existuje konstanta ¢; € [0, 00) takova, Ze pro
vSechna k € N jest |di| < . Plati proto odhad

) 00 1
Z ’dk|5pkp S chl Z W
k=1 k=1

Diky zndmému poznatku, Ze pro redlny parametr a je fada y -, # kon-
vergentni pravé tehdy, kdyz a > 1, ziskdvame, Ze fada ), k%p mé konecny
soucet. Staci tedy polozit

oo

2 1
Yo = ;&p + chl Z m

k=1

15



Tvrzeni 3.9. Rada redlnyjch cisel

Z (_;)n|sinn|

n=1

je konvergentni.

Diikaz. Zvolme p € [3:,1) libovolng. Polozme

12
1 (=1)"™, .
e b, = V!smn\, n € N.

Ap —

Bud N € N. Diky Tvrzeni 3.1 vime, ze funkce [sin| je rovna souctu své
Fourierovy frady. Diky Tvrzeni 3.8 navic existuje nezdpornd konstanta -,
takova, ze plati

Takze fada ) -, b, mé omezenou posloupnost ¢astecnych soucti. Posloup-
nost {a,}>, je klesajici a jeji limita je rovna nule. Dle Dirichletova kritéria
(Véta 2.5) je fada > 7 | a,b, konvergentni. O

n=1
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4 Zavér

Ctenaf si miize véimnout, Ze ve vysledku jsme dokézali o néco silnéjsi tvrzen,
nez bylo nasim cilem, a to konvergenci rady

o0 _1 n
Z (=1) | sinn|
na

n=1

pro kazdy parametr a € (%, 1] (pro a > 1 je konvergence této fady trivialni).

7 dikazu je ziejmé, ze kdybychom meéli n€jakou lepsi variantu Mahlerova
odhadu, tj. kdybychom méli k dispozici nerovnost

W——‘qu, keZ,qgeN
q

pro né€jaké m € N, 1 < m < 42, mohli bychom aplikovat totozny ditkaz a
ziskat tak konvergenci vyse uvedené fady pro parametr a z intervalu (mT_l, 1].
Jisté se nam nepodafi ¢islo m snizit libovolné. Naptiklad dosazenim £ = 22,
q = 7 ziskavame, zZe pro platnost takovéhoto odhadu musi nutné platit m > 4.
Vyvstava kazdopadné otazka, pro jaky parametr a je vyse uvedena rfada jesté
konvergentni. J4 osobné jsem presvédcéen, ze vyse uvedend fada je konver-
gentni pro kazdé a € (0,00), coz by bylo implikovdno omezenosti ¢aste¢nych
souc¢ti fady > -, (—1)"|sinn|. Tuto domnénku beru jako novou vyzvu, na
kterou mé navedlo vypracovavani této bakalarské prace, a doufam, ze se mi
ji podari v budoucnu potvrdit.

Pti feseni prikladu ze zadani této bakalairské prace jsem vychazel z ptivod-
niho vypracovani svého vedouciho, doc. Zeleného. Vétsinu tvrzeni z tohoto
vypracovani jsem prevzal, diitkazy nékterych z nich jsem zjednodusil. V obou
vypracovanich je klicovy Mahlertiv odhad (Véta 3.3). Hlavni myslenka je vSak
rozdilnéa. Zatimco ve vypracovani doc. Zeleného se vyskytovala jista stejno-
mérné konvergentni posloupnost funkei na metrickém prostoru N U {oc}, a
konvergence zadané fady plynula z Moore-Osgoodovy véty, mé vypracovani
vyuziva elementarnéjsi analyzu a konvergence zadané fady plyne z Dirichle-
tova kritéria.
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