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Uvod

V této praci se budeme zabyvat tlohou prodavace novin a hledanim jejiho
optimalniho feseni pfi ruznych zadani. Problém prodavace novin je jednoduché
uloha stochastického programovani, kde figuruje nahodna poptavka. Podle toho,
v jaké situaci se prodava¢ novin nachazi, se lisi formulace problému a optima-
lizacni dlohy. Nasim tikolem bude najit optimélni feseni zadané tlohy maximali-
zujici prodavacuv zisk.

V prvni kapitole si zavedeme pojmy jako konvexita, empirickd distribu¢ni
funkce, kvantil a vybérovy kvantil, které budeme potiebovat v dalsich kapitolach.
Také si dokdzeme Weierstrassovu vétu a predvedeme vétu o spojitosti konvexnich
funkci, které budeme vyuzivat pti hledani optimalniho feSeni optimalizacni ilohy.

V druhé kapitole si jiz ukdazeme dvé podobné formulace problému prodavace
novin se znamym rozdélenim nahodné poptavky. Poté si predvedeme, jak vypada
a jak se Tesi uloha prodavace novin s realnymi daty, napt. minula pozorovani; tedy
v pripadé, kdy rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné poptavky neni znamo. Zde
pouzijeme k aproximaci ucelové funkce metodu Sample Average Approximation
(SAA). Jako posledni si predstavime tzv. problém prodavace parku, kde prodavac
dokaze diky zkusenosti z minulého dne 1épe odhadnout poptavku nasledujici den.

Na zaveér si ukdzeme, zZe jednou z variant aplikace problému prodavace novin je
vypocet podminéné miry rizika CVaR (Conditional Value-at-Risk) a predvedeme
si numerickou studii v programu R (R Core Team| (2014, verze 3.1.1)), ktera
porovna parametricky a neparametricky ptistup k tloze.



Kapitola 1

Pojmy, definice, véty

1.1 Konvexita

Nejdiive si zavedeme péar pojmu ze skript od Dupacova a Lachout| (2011)).
Poté si dokazeme Weierstrassovu vétu a predvedeme vétu o spojitosti konvexnich
funkci, které budou stézejni pii hledani optimélniho feSeni optimalizac¢ni tlohy.

Definice 1 (konvexni mnozina). Mnozina X C R se nazgva konvexni, jestliZe
s kazdymi dvéma body obsahuje také vsechny jejich konvexnt linedrni kombinace,
tj. pro kazdé vy € X a A€ (0,1) je \x + (1 — Ny € X.

Poznamenejme, ze prazdna mnozina je také z definice konvexni. Konvexnimi
mnozinami v R jsou napiiklad pfimka ¢i polopiimka. Déle také omezeny inter-
val nebo bod, coz je degenerovany interval. Nekonvexni mnozinou v R je tieba
doplnék ptrimky.

Definice 2 (konvexni funkce). Necht je X C R konvexni mnoZina. Rekneme,
ze je funkce jedné promeénné f : X — R konvexni, jestlize pro kaZdé x,y € X
a X € (0,1) plati fOx + (1 — Ny) < Af(z) + (1 — N f(y). Rekneme, Ze funkce
f X = R je konkavni, jestlize — f je konvexni funkce.

Z grafu funkce f(x) = z? je ziejma konvexita f(z), nebot podle definice kazd4
spojnice dvou bodu funkce lezi nad grafem samotné funkce. Kdybychom uvazovali
linedarni funkci, tak ta je zaroven konvexni i konkavni funkei.

Definice 3. Pro mnozZinu S C R definujeme:
e uzaver, oznaceni S, jako nejmensi uzavienou mnouzinu, kterd obsahuje S;

e vnitiek, oznaceni int(S), jako nejvétsi otevienou mnouzinu, kterd je
obsazena v S;

e hranice, oznaceni 0(S), jako rozdil uzdvéru a vnitiku S,
tj. 0(S) = S\ int(S);
Méjme interval M = (a,b], kde a,b € R. Potom ziejmé uzévér M = [a,b],
vnit¥ek int(M) = (a,b) a nakonec hranice d(M) = {a,b}.

Véta 1. Necht f : D — R, kde D C R. Jestlize v bodé x € int(D) existuje
derivace f'(x) a je riznd od nuly, pak funkce fnemd v bodé x ani lokdIni mazimum
ani lokdlni minimum.



Jinymi slovy, pro funkci, kterd mé vsude derivaci, je podminka f'(z) = 0
nutnd pro to, aby mohla mit v bodé x € int(D) lokdlni extrém.
Véta 2 (Weierstrassova véta). Spojitd funkce jedné proménné f(x) md na kom-

paktnim (tj. omezeném a uzavieném) intervalu |a,b], kde a,b € R, globdlni maxi-
mum ¢ globdlni minimum.

Diikaz. Podle dikazu z Jarnik| (1984, Véta 128) poznamenejme: je-li f(x) spojita
funkce na [a,b] a je-li f(z) # 0 pro vSechna z z intervalu [a,b], je téZ ﬁ spojité
na intervalu [a,b], nebot je podilem spojitych funkei se jmenovatelem ruznym
od nuly.

(i) Polozme G = sup,¢(, ) f(). Pro vSechna x € [a,b] je tedy f(z) < G. Mame
dokdzat, ze na intervalu [a,b] existuje ¢islo « pro néz je f(x) = G. Pro spor
predpokladejme, ze pro vSechna z € [a,b] je f(z) < G, tj. G — f(z) > 0.

Protoze G — f(x) je na [a,b] spojita a podle predpokladu stale kladnd, je

funkce G+m na intervalu [a,b] spojita, tedy shora omezend a stale kladna.

Existuje tedy kladné ¢islo K tak, ze pro vsechna z € [a,b] je G+(x) < K,
tj. G — f(z) > &, tj.

flx) <G — % pro vSechnax € [a,b]. (1.1)

Ale ¢cislo G — & je mensi nez ¢islo G = sup,c(, 4 f(2); tedy na intervalu [a,b]
existuje ¢fslo zg tak, ze f(zo) > G — %, coz je spor s (L.1)).

(ii) Funkce —f(x) je spojitd na [a,b] a zfejmé plati

sup —f(z) = — inf f(x).

x€[a,b] z€la,b]

Podle bodu (i) existuje ¢islo ¢ € [a,b] tak, ze —f(c) = sup,¢(, 4 —f (7). Tedy
f(c) = infrean f(2).

4

Véta 3 (spojitost konvexni funkce). Necht X je neprdzdnd konvexni mnoZina
v R™ a necht f: X — R je konvexni funkce. Potom je f spojitd na int(R).

Diikaz. Podrobny dukaz je proveden v praci Bazaraa a kol. (1990, str. 81).

3

Vnitikem R je ovsem opét samotné R. Tedy tato véta nam tika, ze jakakoliv
konvexni funkce na R je také na R spojita.

1.2 Rozdéleni pravdépodobnosti, hustota, (em-
piricka) distribuéni funkce, konvergence sko-
ro jisté

Méjme pevné dén pravdépodobnostni prostor (€2,4,P), kde €2 je neprazdna

mnozina elementarnich jevu, A je o-algebra podmnozin 2 a P je pravdépodob-
nostni mira. Ozna¢me B" borelovsky systém podmnozin R™.

4



Definice 4 (nahodny vektor). Méritelné zobrazeni X : (QA) — (R™,B") se
nazyvd (n-rozmérny) nahodny vektor.

Poznamka. Pokud n = 1, fikdme, ze X je ndhodnd velicina.

Definice 5 (distribu¢ni funkce). Necht X je ndhodnd velicina; jeji distribuéni
funkce Fx je definovdna vztahem

Fx(x)=P(X <z), z€eR.
Zakladni vlastnosti distribuc¢ni funkce jsou formulovany v nésledujici véteé.

Véta 4. Distribucni funkce Fx ndhodné veliciny X md tyto vlastnosti:
(i) Fx je neklesajic;

(i) limg oo Fx(z) =1, lim,, o Fx(z) =0;

(iii) Fx je zprava spojitd.

Dukaz. Jednotlivé kroky dukazu jsou podrobné popsany v praci Dupac a Huskova
(2013, str. 19).
d

VVVVVV

funkci — diskrétni distribuéni funkce a absolutné spojité distribu¢ni funkce.

Definice 6 (diskrétni distribu¢ni funkce). Distribucni funkce F' se nazgvd dis-
krétni, existuje-li konecnd nebo spocetnd posloupnost vesmés ruznych redlnijch
cisel {x,}nen,, kde Ng C N, N je mnozina prirozenych ¢isel, a odpovidajici po-
sloupnost kladnyich cisel {pp}nen, tak, Ze Y .y pn=1a

F(z) = Z Dn, Vr €R.

{n€Ng;zn <z}

Jinymi slovy, diskrétni distribuc¢ni funkce je schodovit4, se skoky o velikostech
pn v bodech z,, a je jednoznacéné uréena hodnotami {x,,p, tnen,. Mé&-1i ndhodna
velicina X tuto distribuéni funkci, znamen4 to, ze nahodna veli¢ina X nabyva jen
hodnot z,, a to s pravdépodobnostmi p,, (nebo se od takové lisi jen na mnoziné
P-miry 0).

Definice 7 (absolutné spojita distribuéni funkce). Distribucéni funkce F' se nazgvd
absolutné spojita, ewxistuje-li nezapornd borelovsky méritelnd funkce 0 takovd, Ze

F(:zc):/x o(t) dt, Vo eR.

—00

Funkce 0 se nazjvd hustota. Je urcena jednoznacné az na ekvivalenci; plati 6 = F’
skoro vsude.

Pozndmka. Ma-li ndahodna velicina X diskrétni distribuéni funkci, fikame, ze ma
diskrétni rozdéleni nebo ze X je diskrétni nahodna velicina.

Podobné mé-li ndhodna velicina X absolutné spojitou distribu¢ni funkci, fikame,
ze ma absolutné spojité rozdéleni nebo ze X je absolutné spojita nahodnd velicina
a odpovidajici hustotu # nazyvame hustotou ndahodné veliciny X .



Posloupnost {z,,pn }nen, popi. hustota 6 jednoznacéné urcéuji piislusnou dis-
tribuéni funkci a tedy i rozdéleni prislusné nahodné veliciny.

Definice 8 (empirickd distribu¢ni funkce, Langova (2009)). Necht Xi,...,X,
je ndhodny vijbér z rozdélend, které md distribucni funkci F. Bud x dané rediné
&islo. Necht

1 |1, ge-li X <,
[X<a] = { 0, je-li X >,

je tzv. indikatorova funkce. Polozme

(1.2)

R 1 <&
i=1

Funkce Fn(x) se nazyvd empiricka distribuéni funkce.

7 definice je ziejmé, ze funkce Fn(x) je schodovita zprava spojita funkce se
skoky v pozorovanych hodnotach X;. Pokud uspordddme hodnoty nahodnych
velicin Xi,...,X, podle velikosti do posloupnosti X1y < Xy < -+ < Xy,
potom muzeme polozit

k
F.(x) = —~ prog € (xwy,rus1), k=01,....n

a Ty = —00, T(n41) = 00, plicemz zi,...,r, je realizace ndhodného vybeéru
Xi,...,X,. Hodnota nﬁ’n(x) je pocet elementu vybéru Xi,...,X,, které jsou
mensi nez x.

Nakonec si zadefinujeme konvergenci skoro jisté.

Definice 9 (konvergence skoro jisté). Méjme ndhodné veliciny X1,Xs,... a X
na (Q,A,P). Rekneme, Ze X, konverguje skoro jisté k X, jestlize

P (lim X, = X) =1,

n—oo

Piseme, ze X, ='e

1.3 Kvantil a vybérovy kvantil

Nyni se omezime na rozdéleni se spojitou a ryze monoténni distribuéni funkei.

Definice 10 (kvantil). Necht distribucni funkce F je spojitd a ryze monoténni,
necht 0 < a < 1. Potom ¢islo x,, takové, Ze F(x,) = o (4. ¢islo x, = F~'(a))
se nazyvd a-kvantil prislusného rozdélent.

Ryz{ monoténii staci ziejmé pozadovat jen v intervalu, v némz 0 # F(x) # 1;
i pak je a-kvantil jednozna¢né uréen pro vsechna 0 < av < 1.

Definice 11 (vybérovy kvantil, Likes a Machek (1981)). Zvolme p, pro které
plati 0 < p < 1. (Vgbérovgm) p—tym kvantilem (percentilem) ndhodné veliciny X
(nebo prislusného rozdélent) nazveme éislo x,, pro které plati

F(e,) >p, Fla,+0) <p. (1.3)



Témito podminkami neni obecné vybérovy kvantil jednoznaéné uréen, nebot
muze existovat omezeny interval hodnot z, spliujicich podminky (1.3). M&-li
veli¢ina X spojité rozdéleni, plati pro x, vztah

F(z,) = p.

Pro distribuéni funkce spojité a rostouci ve vsech x € R jsou vSechny kvantily
jednoznacné urceny. Vybérovy p-ty kvantil je hodnota z, pro kterou plati, ze
pravé 100p % prvka je nanejvys rovnych z,, tj. P(X < z,) = p, kde X je
nahodna veli¢ina.



Kapitola 2

Uloha prodavace novin

Uloha prodavace novin je jedna z nejznameéjsich tloh oblasti stochastického
programovani nazyvané modely s penalizaci ztrat. Zéakladni formulace problému
prodavace novin je podrobné popsana a rozebréna v préaci Dupacova, (1986, Ka-
pitola 5).

2.1 Uloha s vracenim novin

Prodava¢ novin si muze objednat pevny pocet x vytiski novin za ndkupni cenu
a K¢ za kus na kazdy den uvazovaného obdobi. Prodejni cena jednoho vytisku
je p > a K&, neprodané noviny lze se ztratou vratit za cenu ¢ € (0,a) (napf.
odnese noviny do sbéru). Pocet vytisku, které prodava¢ muze v jednotlivych
dnech prodat, vsak neni pevny; je dan ndhodnou poptavkou w, jejiz rozdéleni
pravdépodobnosti P je zndmo. Prodava¢ novin se proto rozhodne objednat pocet
vytisku, ktery maximalizuje jeho stiedni (o¢ekdvany) zisk.

Ozna¢me v(x;w) zisk prodavace v piipadé, Ze objednal x vytisku novin a sku-
tecny pozadavek v daném dnu byl w vytisku. Ze zadéani tilohy je

v pw—ar+c(r—w) pro w<uz,
U(x’w)_{pm—ax pro w > .

Tato tucelova funkce je ze zadani spojita. Podivejme se v rychlosti na priklad
ucelové funkce, kterd neni spojitd (dle Artstein a Wets (1994)). Méjme opét
nahodnou poptavku w. Pokud je poptavka vyssi nez pocet nakoupenych vytisku
x, potom musi prodavac¢ doobjednat chybéjici vytisky. Tato prace navic ho stoji
presné K Kc. Je to tedy vydaj, ktery nezavisi na poctu vytisku, které musi do-
objednat. Takovym doobjednanim je naptiklad mysleno, ze prodavac¢ novin musi
nasednout na motorku a dojet pro dalsi vytisky.

Tedy pro danou poptavku w a pocet vytisku x dostavame zisk prodavace

oy ) pw—ax pro w <,
U<x’w>_{px—am—}( pro w >,

ktery neni spojity.
Nyni se vratme k puvodni tiloze s vracenim novin. Ozna¢me stfedni zisk

f(x) = Eplo(z;w)].



Potom v piipadé, ze P mé absolutné spojité rozdéleni, dostavame
f(z) = /v(x;w) dF(w) = /v(m;w)&(w) dw, (2.1)

kde 6 je hustota rozdéleni P. Predpokladejme, ze w mé stfedni hodnotu Ew.
Potom podle (2.1 plati

x ¢}

f(:c):/ [pw—aerc(x—w)}O(w)dw—i-/[px—aa:]&(w)dw:
=<c—a>xje<w> dw+(p—0 jwe<w> dw+<p_a>x]oe<w> G =
=<c—a>xje<w> dw+ <p—c>fwe<w> dw+ (p—a) 1—}9(@ dw | =
Z(p—a)z+(—p+a+c—a)x]9(w)dw+(p—c)jw9(w)dw:
-~ - [ (o)) h

Vyslednd ucelova funkce se skldda ze clenu odpovidajictho celkovému zisku
z prodeje vSech objednanych vytisku snizeného o stredni ztratu na zisku v pripade,
ze je poptavka nizsi nez nabidka. Tato stiedni ztrata se sklada ze clenu odpovidajic
celkové ztraté z neprodanych vytisku snizeného o vracené neprodané noviny.
Z hlediska naseho oznaceni jde o lohu na maximalizaci s puvodni ui¢elovou funkei
c(x) = (p—a)x a ztratovou funkel ¢(z;w) = (p—c)(x —w)™, kde y* = max {0,y}
se nazyva kladna ¢éast ¢isla y. Vysledny tvar odpovidajici optimalizac¢ni dlohy pro
kritérium maximalni stiedni hodnoty vynosu je

maximalizovat f(z) = (p—a)z — (p —¢) / (x —w)f(w) dw

pro xz > 0.
Jde o snadno Tesitelnou optimalizacni dlohu. Vsimneme si tvaru funkce f(z)
za predpokladu, ze ndhodnd poptavka w je omezena na koneény interval [b,b]:

(p—a)x pro x < b,
fz)=< p—a)z—(p—c) [(r—w)f(w)dw  pro b<uxz<hb,

o

—(a—c)z+ (p—c)Ew pro x> b.

Pokud md w stfedni hodnotu, 1ze podobné odvodit tvar f (x) i pro piipad
b = —o0 nebo b = oo. Ze zadani ulohy je zfejma podminka 0 < ¢ < a < p.

9



Za této podminky je

fl@)=(p—a)z—(p—c)Ep(x —w)” (2.3)

ziejmé konkavni funkce, nebot m4 tvar rozdilu linedrni funkce a stfedni hodnoty
funkce p(x;w) = (p — ¢)(x — w)™, kterd je konvexni funkei x pro kazdé pevné w

(viz obr. [2.1).

P

Obrazek 2.1: Graf funkce ¢(z;w) pro pevné w.

Pro 2 < b je f(z) linedrni a f(x) = p —a > 0. Obdobné pro = > b je
f'(x) = —a+c < 0. Déle na intervalu (b,b) existuje derivace df (x) a je vypoctena
v nasledujicim odstavci.

Funkce f(z) je podle konkavni na R, tedy spojitda na R podle Véty . Po-
tom z Weierstrassovy véty (Véta[2) plyne, ze f(z) nabyvd maxima na kompaktu

[b,b], a to v bodech x € (b,b), kterd splituji podminku

_ df(2)

0 de '’

nebo v krajnich bodech b a b. Derivovanim (2.2) dostdvame

df (x) 7

- =W@—a) = (p-F(x) proze&(bd),
kde F(z) je distribuéni funkce absolutné spojitého rozdéleni P. Pii derivovani
jsme vyuzili zaménu derivace a integralu, kde integrovatelnou majorantou byla
sama hustota 6.

Optimdlni rozhodnuti z° je potom uréeno podminkou

p—a
p—c

F(2°) =

10



Tedy pro tlohu bez omezeni dostavame optimalni feseni

e
p—c)’
pokud z° € [b,b].

Je-li napt. P rovnomérné rozdélen{ na intervalu [ b,b], kde b > 0, pak pro
b<zx<bje

—c
T — = /(m —w) dw
b—b
b
a piimym vypocCtem zjistime, Ze pro b
obr. [2.2)).

< x < bje f(r) kvadratickd funkce (viz

I 1

T+

Obrazek 2.2: Graf funkce f(z) pro rovnomérné rozdéleni a jeji optimélni Tesent
Zo-

Tedy stredni zisk (2.1)) bude mit tvar

ktery nalezi do intervalu [b,b].
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Kdyby P bylo norméln{ rozdéleni N(u,0%) s danymi parametry u a 0%, potom

) = (- ae = 2= ](x—w>exp{—<“’2%,§”)2} dw =

—00

a0l - 0@ (1) ¢

p—c [w—u (w—u)z}
+ expqy ————— ¢ dw =
v 2T o p{

— (- a)r— (p— )z — ) (x‘“)ﬂp“”" /y dy =

=(p—az—(p-c@—p?

(
= {p—a—(p—C)@ <x;“)}x+(p—0)u¢<x_“)—
|

e f o

NG 202 ’
a déle
fla)=p—a—(p—c)® (x ; M) - & ;;;x P {_%}

n
+M6Xp{_(f€—u)2}+(p—C)anp{_(:c—W}x—u_

V2ro 202 V2 202 o2
=p—a—(p—0c)P (x—,u>'

o

Pokud neuvazujeme jakakoliv omezeni, je potom optimalni rozhodnuti 2° uréeno
podminkou
o (xo—,u> :p—a’
o p—c

$0 = U+ oUlp-a,
p—c

respektive

kde ® znadci distribuéni funkei a u, a-kvantil normovaného normalniho rozdéleni
N(0,1).

Nyni predpokladejme, ze P ma diskrétni rozdéleni. Tedy w je diskrétni ndhodna
veli¢ina. Potom je sttedni (ocekdvany) zisk

f(x) = Eplv(z;w)] = ZU(J/‘;W@)% (2.4)

kde wy,...,wy, jsou hodnoty, kterych nabyva ndhodna veli¢ina w s pravdépodobnost-

mi qy,...,qr a kde Vi € {1,...,k} :¢; >0a g + ... + ¢ = 1. Podle (2.4)) pro stfedni
zisk plati

f@)=@p-az—(p-c > (z-w)n (2.5)

{kwy <z}
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Vime, ze Z{k:wkgx}(x_wk)Qk je speciélni piipad Ep(z—w)™ ze vzorce (2.3)); a tedy
z jiz. dokazaného plyne, ze f(x) je po ¢astech linedarni konkdvni funkce (viz obr.

23).

(x)

VVVVVV

a existuje vice pristupu k této problematice. Zde uvedeme tii mozné postupy.

Pokud nalezneme x takova, ze f'(x) = 0, potom tato x patii do linedrni ¢asti
f(x), kterd je rovnobézné s osou x (viz obr. . Pro splnéni maximality f(x) tedy
muzeme vzit jakékoliv x, které patii do této linedrni ¢asti, kde f'(z) = 0. Pokud
pro vSechna x plati f’(z) # 0, potom podezielymi body na extrém jsou prévée
body wy,...,wg, které odpovidaji zlomovym bodum po castech linedrni konkavni
funkce f(z) (viz obr.[2.3). Potom tedy

f(@%) = max f(z),

T=w1,...,Wk

respektive

2 = argmax f(z),

T=W1,..., Wk
kde argmaz je mnozina takovych z, pro které f(z) nabyva maxima. Ta je vSak
jednoprvkové z konkavnosti f(x) a z toho, ze f'(z) # 0.

V pripadé, ze se nam nechce hledat maximum pies vSechny podezielé body, je
mozné ur¢it maximum presné pomoci smérnice funkee f(x). Postupné pro z < wy,
poté pro z € (wi,ws), T € (wa,w3), atd., budeme zjistovat, zda-li f'(z) > 0. To je
splnéno alespon pro x < w; z konkavnosti f(z). Potom pro néjaké z € (wj,w;i1),
kde j € {1,...,k—1}, (ptipadné x > wy) bude platit, ze f'(z) < 0, coz znamena, ze
f(x) zacala klesat. Tedy z konkdvnosti f(z) je maximem pravé bod w; (pfipadné
wy), ve kterém se méni smérnice funkce.

Dalsi moznosti, jak najit maximum f(z), je hledat ho pomoci vybérového
kvantilu. Jiz vime, ze nahodnd veli¢ina w nabyva hodnot wy,...,w; s pravdépodob-
nostmi qy,...,qx. Navic uvazujme, ze w; < wy < --- < wy. Z definice vybérového
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fixj=0

Obrazek 2.4: Graf po ¢astech linedrni konkavni funkce f(x) s ¢ésti, kde f/'(z) = 0.

kvantilu aplikované na diskrétni ndhodnou veli¢inu vyplyva, Ze potiebujeme nalézt

index s* takovy, ze
s*—1

qu>p> qu (2.6)

Necht pro w* = wy+ je f(w*) maximem funkce (2.5)). Potom

flw)=p-aw —(p-20 Z Wik + (p Z Wkqk

{k:wi <w*} {k:wr <w*}
a
fwri1) = (p = a)wpr 41 — (p =€) Z we=+1qk + (P — ¢) Z Wk k-
{k:wkgwk*+1} {k:wkgwk*ﬂ}

Potom po odecteni

F) = flwp) = (p— )@ —wpesr) = (= )W —wresn) Y @

{kwp <w*}

Déle vime, ze f(w*) — f(wr+41) > 0 a w* —wy=11 < 0. Potom tedy musi platit, ze
(p—a) = (P =) X thup<ury @ < 0. Tedy mdme, ze

Yozt (2.7)

{kop<wy P €

Nyni obdobnou tvahou dostaneme, ze

FW) = flr-) = p-a) @ —wpo) = (P =)W —wemr) Y @

{k:wkgwk*_l}
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Navic f(w*) — f(wg—1) > 0 a w* — wg«_1 > 0. Dostavame tedy, ze

P2 Y g (2.8)

—C
b {k:wkgwk*_l}

Nasli jsme index s* = w* = wy+ spliujici (2.6)). Tedy z nerovnosti (2.7) a ([2.8))
a definice vybérového kvantilu vyplyvéa, Ze jsme nasli Z%‘z—kvantil nahodné veliciny
w, ktery je optimalnim fesenim tlohy prodavace novin v diskrétnim ptipadé.

2.2 Uloha se ztratou zakaznika

Mégjme stejnou tlohu jako minule (tzn. s vracenim novin) a pridejme k ni
predpoklad, Zze ztrata vznika i v pripadé, kdy prodava¢ neni schopen uspokojit
poptavku. To znamena, ze prodava¢ muze ztratit svého stalého zdkaznika, pokud
ma ten den malo vytiskiu. Uvazme parametr » > 0 jako postih za ztratu zakaznika.

Oznaéme v(x;w) zisk prodavace v pripadé, ze objednal x vytisku novin a sku-
tecny pozadavek v daném dnu byl w vytisku. Ze zadéani tlohy je

V(T w) = pw — ax + c(r — w) pro w <,

v(zyw) =pr —ax —r(w — ) pro w > .
Opét mame stiedni zisk
f(x) = Eplv(z; w)].

Méjme rozdéleni P, které je absolutné spojité. Necht 6 je hustota rozdéleni P
a predpokladejme, zZe ndhodna velicina w ma stredni hodnotu Ew. Potom

x o0

f(x):/ [pw—ax%—c(x—w)}@(w)dw+/[px—ax—r(w—x)]0(w)dw:
:(p—a)a:—(p—c)/(m—w)ﬁ(w) dw—r/(w—x)e(w)dw:

=(p—a)x — (p—c)/(x—w)@(w)dw—r/(w—w)@(u})dw

w<x w>x

Vysledné 1ucelova funkce se sklada ze ¢lenu odpovidajictho celkovému zisku
z prodeje vSech objednanych vytisku snizeného o soucet strednich ztrat na zisku
v pripadé, ze je poptavka nizsi nebo vyssi nez nabidka. Mame ucelovou funkci
c(x) = (p — a)x a ztratovou funkei p(x;w) = (p — ¢)(x — W)t +r(r — w)~, kde
y~ = —min {y,0} se nazyva zaporna cast ¢isla y. Nyni vyuzijeme faktu, ze kazdé
¢islo jde rozdeélit na kladnou a zapornou ¢ast. Tedy pro (z — w) plati

(z—w)=(@-w’—(z—-w)".
Potom i

E(x —w)=E(r —w)" —E(z —w)~
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a pro nasi pottebu si vyjadiime
E(x —w)” =E(z —w)t — (z — Ew).
Potom pro stiedni zisk plati

flz)=(p—a)x — [(p—c) EP(ZE—W)++TEP(I—W)_} =
(p—a)r — {(p—c) Ep(z —w)T +7r [(Ep(x—w)+ — (lL‘—EPW)}} =
(p—a+r)z—[rEpw+ (p—c+r)Ep(z —w)T].

Tedy vysledny tvar optimalizacni dlohy pro kritérium maximalni stfedni hod-
noty vymnosu je

maximalizovat

flxy=(p—a+r)x— r/w@(w) dw—i—(p—c—i—r)/(m—w)&(w)dw

w€eR w<zx

pro x > 0.

Je-li ndhodna poptévka w omezena na koneény interval [b,b], potom

(p—a—l—?“):zr—?:Ew x <b,

F@) = (—atr)e—r fwbw) dw - (p—c+7) [z - w)0(w) dw = € [bF),
(c—a):r;—l—(p—bc)Ew ’ x> b.

Pokud mé w stfedni hodnotu, lze odvodit tvar f(x) i pro pfipad b = —o0

ab=o00.Zapodminek p>a>c>0ar>0je

f(x) = c(z) — Eplp(z;w))

konkévni funkei, nebot mé tvar rozdilu linedrn{ funkce a stfedni hodnoty funkce
o(3;0) = (p— )@ —w)* +r(z—w)” = (p— ) max{(z —w),0} —r min{(z —w),0},
ktera je konvexni funkei x pro kazdé pevné w (viz obr. .

Funkce f(x) nabyva maxima v bodech = € (b,b), kterd spliiuji podminku

df (x)
dx

=0,

nebo v krajnich bodech b a b. Potom pro z € (l_),l_)) plati

) patr)— et nF@)

a optimdlni rozhodnuti 2° je tedy uréeno podminkou

Fot)=b—etr_,__¢7¢
p—cHr p—c+r
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Pplxw)

o

ol

Obrazek 2.5: Graf funkce ¢(x;w) pro pevné w, kde p — ¢ > r.
Tedy pro tlohu bez omezeni dostavame optimalni feseni
0= (1_£>,
p—a+r
pokud z° € [b,b].

Je-li napt. P rovnomérné rozdéleni na intervalu [ b,b], kde b > 0, pak pro
b<zx<bje

xT

(p—a)x—§:2/(:c—w)dw+5ib/b(x—w)dw

T

a pifmym vypoctem zjistime, ze pro b < x < b je f(x) kvadratickd funkce (viz
obr. . Tedy sttedni zisk bude mit tvar

f2) = (p— e — L@ b +r(b— )

2(b - b)
a nabyva svého maxima v bodé

8

B p—c+r

ktery nalezi do intervalu [b,b].
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Je-li P normdln{ rozdéleni N(u,0?) s danymi parametry p a o2, pak

f@) = -y - 25 /x<x—mexp{—%} dut

— 00

o

|

x

::P—a+r—@—c+ﬂ@(x_u):ﬁ+@—c+ﬂu@(xgﬂ)—

e f )

a dale

f@ﬂ:p—a+r—@—c+ﬂ@(x_ﬂ).

o

Pokud neuvazujeme omezeni, je optimalni rozhodnut{ 2° uréeno podminkou
0
x’ — a—c
q> <: /L:) - 1 S p—cHr
o p—c+r

20 = u+ouy_ _a-—c ,

p—c+r

respektive

kde ® znadi distribuéni funkei a u, a-kvantil normovaného normalniho rozdéleni
N(0,1).

Nyni opét predpokladejme, ze P méa diskrétni rozdéleni. Potom w je diskrétni
nahodna veli¢ina a plati vzorec . Tedy w nabyva hodnot wy,...,wy s pravdépo-
dobnostmi ¢i,...,qx, kde Vi € {1,....k} :¢; > 0 a g1 +...+qx = 1. Potom pro stiedni
zisk plati

f@)=p—az—(p-c Y (@-wlat+r > (r—wa.

{k:wi <z} {k:wg >z}

Vime, Ze (p =€) 3 (<o) (T — Wk)k — T D100y (& — wi)qi je specidlni pifpad
stfedni hodnoty funkce ¢(z;w). A tedy z jiz dokdzaného plyne, ze funkce f(z) je
po ¢éstech linedrn{ a konkdvnf jako v obrdzku (2.3)).

Uloha najit maximum f(z) v diskrétnim piipadé se ztratou zdkaznika je po-
dobn4 tloze najit maximum f(x) bez ztraty zdkaznika (viz predchozi tloha).

2.3 Uloha s realnymi daty

Tato cast préce je prevzata ze ¢lanku |Levi a kol. (2010) a upravena pro nasi
predchozi tlohu — tlohu prodavace novin se ztratou zakaznika a vracenim novin.
Budeme tedy schopni porovnat, zda v tloze s realnymi daty bude vychazet stejné
optimélni feSeni jako v predchozi uloze.

Méjme opét nahodnou poptavku w, kterou chce prodava¢ novin uspokojit.
Presnéji w vyjadiuje poptavku po jediném produktu béhem jednoho prodejniho
obdobi. Takovym produktem muze byt naptiklad i tydenik. Potom bude zfejmé
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prodejnim obdobim pravé jeden tyden. My jsme v minulé tiloze uvazovali klasické
noviny. Tedy prodejnim obdobim bude jeden den. Prodava¢ novin objedna =z
vytisku tak, aby prednostné pokryl poptavku. Pouze v tomto piipadé je poptavka
uspokojena v maximalni mozné mite. Obdobné jako v predchozi iloze méame
parametry p > 0 (prodejni cena), a (a < p, ndkupni cena) a vydaj r > 0 pro
kazdy vytisk, ktery chybél do naplnéni poptavky. Novym parametrem je vydaj
h > 0 pro kazdy vytisk, ktery se neprodal. Parametr r muzeme vnimat jako
penalizaci (ztrétu zakaznika) pfi nenaplnéni poptavky a parametr h se v kontextu
predchozich tloh d4 vyjadrit jako h = —c¢, tj. pro nadbytecné vytisky je to opacna
hodnota ceny pii vraceni. Dostavame tedy ucelovou funkci pro zisk

o(;w) = pw —ax — h(x —w) pro w <z,
ol pr—axr—r(w—x) pro w> .

Cilem prodavace je maximalizovat zisk. Tedy

max f(z) = E [v(z;w)].

x>0
A po tupravé dostavame

max f(x) =E[(p—a)z — (p+ h)(z —w)" —r(w—2)7].

Vysledek opét zavisi na rozdéleni ndhodné veli¢iny w. Budeme ptredpokladat, ze
poptévka w je spojitd ndhodnd veli¢ina s distribuéni funkei F'(x) a hustotou.

Podobné jako v predchozich dlohach dostdvame, ze f(x) je konkdvni funkei,
nebot je rozdilem linedrn{ funkce a stfedni hodnoty konvexni funkce. Predpokld-
dejme, ze nahodnd poptavka w je omezena na koneény interval [b,b]. Dale vime,
7e na intervalu (b,b) existuje derivace df(x), ktera je vypoétena v nasledujicim
odstavci.

Funkce f(z) je konkdvni na R a tedy spojitd na kompaktu. Potom z Weier-
strassovy véty plyne, ze f(x) nabyva maxima na kompaktu [b,b], a to v bodech
z € (bb), které spliuji podminku

df (x)
dv ’

nebo v krajnich bodech b a b. Tedy

%If?—aw—(wwh)m) proz € (bb).

Potom optimalni rozhodnut{ 2° je uréeno podminkou

p+r—a
F(a%) = ———.
(@) p+r+h

Tedy, pokud je 2° € [b,b], dostdvame optimalni Feseni

oo (2o
p+r+h

P—a_Lvantil rozdéleni ndhodné veliciny w.

p+r+h

cozZ je
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Pokud je F zndm4, d4 se optiméaln{ feseni 2° dopocitat. Avsak v mnoha prak-
tickych uzitich rozdéleni poptavky neni znamo. Stejné tak v iloze prodavace novin
zalozené na realnych datech. Mdme k dispozici pouze nahodny vyber {d*, ... d"},
kde d!,...,d"N jsou nezdvisle vybirdny z rozdéleni w. Za takovychto podminek
byva ¢asto uzita metoda Sample Average Approximation (SAA), neboli apro-
ximace vybérovym prumeérem. Stézejni myslenkou metody SAA je aproximovat
realné rozdéleni pomoci empirické distribucni funkce, kterou méame zadefinovanou

1

v Kapitole 1. Ta pokladd véahu + na kazdy prvek nahodného vybéru. Oznacme

si zisk fy, ktery je otekdvanym (stiednim) ziskem vyjédfenym pomoci empi-
rické distribucni funkce. Vyslednd aproximovana ucelova funkce je poté maxima-
lizovana.

Meéjme N nezavislych realizaci nahodného vybéru z redlného rozdéleni pravdeé-
podobnosti, které si oznac¢ime {d',...,d"}. Potom po aplikaci metody SAA do-
staneme

N
max fy(z) :%; p—a)z— (p+h)(z—d)t —r(d —2)7].

x>0

Optimalnim fesenim metody SAA aplikované na problém prodavace novin je opét
;’; f" +Z—kvantil A proto je metoda SAA vyhodnd pro model prodavace novin, nebot
jeji feseni lze icinné najit usporadanim nahodného vybéru.

V soucasné chvili by nds mohlo zajimat, jak dobfte se kvantil zalozeny na me-

todé SAA blizi k redlnému kvantilu. Mame zde k tomu vétu.

Véta 5. Méjme p, pro které 0 < p < 1, a necht x,, je vijbérovy kvantil ndhodného
vgbéru X, ..., X,. Pokud vybérovy kvantil x, je jedinym resenim x v nerovnosti

F(x +0) <p< F(x), potom xp, 4 Tp.

Dikaz.  Jednotlivé kroky dukazu jsou uvedeny v praci Serfling (2002, str. 75).

3

Méjme tedy distribucn{ funkei Fy(z) = &30 Ligic,] kde Ljj odpovidd

indikdtorové funkei (1.2)) z Definice . Nechf Xy je optiméalnim fesenim metody
SAA s vybérem rozsahu N. Vsimnéme si, ze Xy je ndhodné veli¢ina, kterd zavisi
na specifickém vybéru. Resenim metody SAA pro nas ndhodny vybér {d*, ... ,dV}

je pirJrZ—kvantil:

~ +r—a
0 = CEy(r) <222 2.9
Ty max{x ~(z) S ik (2.9)

Optimdln{ fesen{ 2% je tedy urcitou realizac{ ndhodné veliciny X .

2.4 Problém prodavace parku

Problém prodavace parku je dalsi variantou upravy puvodniho problému pro-
davace novin, kde si ovsem prodavac¢ pamatuje, jaka byla poptavka predchozi den,
ale nemuze si délat zasoby do dalstho dne. Tato cast préace je prevzata z clanku
Artstein, (1999)).
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Predstavme si dvoudenni festival. Predpoklddejme, ze mame zakazniky, kteri
prijdou prvni den a zustanou tu do druhého dne. Nékteii z nich, feknéme w lidi,
maji v planu koupit si k obédu parek. Druhy den festivalu bude chtit k obédu
parek stejnych w zakaznik.

Prodava¢ parku ale nevi, jak vypada nahodna poptavka w. Ma ovsem diky
predchozi zkuSenosti s prodejem dobrou predstavu o rozdéleni pravdépodobnosti
P, které uréuje ndhodnou veli¢cinu w. Necht P je definovdna na intervalu [0,M], kde
M > 0. Predpokladejme, ze w je spojita ndhodna velicina; to je lepsi kvuli velkému
poc¢tu lidi na festivalu. Potom, na zdkladé rozdéleni P (a na zékladé zbytku dat), se
prodavac parku musi rozhodnout, kolik méa pripravit parku na prvni den festivalu.
Uvareny parek, ktery se neproda, se musi vyhodit.

Parek stoji prodavace a korun a je prodavan za p korun za kus. Pokud pro-
davac pripravi z; parkt na prvni den a poptavka po parcich je w, zisk za prvni
den je

p-min{w,x1} — axy.

Druhy den ma prodavac lepsi predstavu, jak vypadd nahodna poptavka w.
Skutecné, pokud w < x1, potom je poptavka po parcich prvni den festivalu plné
uspokojena a tato poptavka je identicka s poptavkou druhy den. Pokud ovsem
w > x1, potom informace, kterou prodavac¢ dostane, je, ze poptavka se nachéazi
v intervalu [z;,M]. Prodava¢ péarku tedy muze zlepsit sviij odhad o rozdéleni
pravdépodobnosti a vyvodit, ze nahodna velicina w m& podminéné rozdéleni
pravdépodobnosti P za podminky, Ze nabyva hodnot v intervalu [z1,M]. (Zde
predpokladame, ze jakmile prodava¢ proda svuj posledni parek, tak zavie svuj
stanek; konkrétné tedy prodava¢ nemuze rozlisit, zda w = x; nebo w > x.)
Na zakladé pozorovani z prvniho dne se prodava¢ rozhodne dalsi den uvarit x,
parku. Druhy den je tedy zisk

p-min{w,xs} — axs.

V obou dnech musi byt rozhodnuti o tom, kolik m&a uvafrit parku, provedeno
na zakladé informaci, které jsou v té dobé dostupné. Pokud je ovsem nahodn&
poptavka w neznamad, prodavac se rozhodne podle o¢ekavaného (sttedniho) zisku.
Optimalizacnim problémem je tedy

maximalizovat [Ep(p - min{w,z1} — az1) + Ep, (p - min {w,z2} — axsy)],

kde maximalizace probiha pfes proménné z; a xo, a Py je rozdéleni pravdépodob-
nosti podminéné informaci navic zjisténou prvni den festivalu. (Konkrétné, P je
atom, jehoz prvek je {w}, pokud w < z1, a Py je podminéné pravdépodobnost P
za podminky w € [x1,M].)

Maximalizace stfedniho zisku prvni den festivalu je standartnim problémem
Je ocividné, ze prodavac¢ parku muze prvni den festivalu imyslné snizit svuj zisk,
aby ziskal lepsi informaci o hodnoté w pro ptipravu parku na druhy den. Toto je
presné druh informace, ktery doufame, ze budeme schopni ziskat.
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Kapitola 3

Aplikace a testy

3.1 Mira rizika CVaR

Nyni se podivame jak se da ucelova funkce prodavace novin vyuzit k vypoctu
miry rizika CVaR (Conditional Value-at-Risk). Jednd se o tlohu typu prodavace
novin. Ale na rozdil od zbytku prace, zde budeme namisto maximalizovani zisku
minimalizovat naklady. Tato ¢ast prace je prevzata z ¢lanku|Rockatellar a Uryasev
(2002)).

Nejdiive si zadefinujme miru rizika VaR (Value-at-Risk) a poté budeme moci
zavézt miru rizika CVaR. Miru rizika VaR na hladiné a definujeme jako hodnotu
ztréty, kterd bude piekrocena s (malou) pravdépodobnosti nejvyse 1 — «, tzn.
ztrata bude s (velkou) pravdépodobnosti nizsi nez VaR. Necht o € (0,1) a ¢ je
nahodna ztrata s rozdélenim P.

Definice 12 (VaR). Mira rizika a-VaR celkové ztrdty je definovina predpisem
VaR,(P) = min {z|F(z) > a},

kde F(x) je distribucni funkce ndhodné veliciny (.

VaR,(P) je tedy a-kvantil rozdéleni ztraty (.

Definice 13 (CVaR). Mira rizika a-CVaR celkové ztrdty je hodnota
CVaR,(P) = stfedni hodnota a-chvostu rozdéleni ndhodné veli¢iny ¢,

kde a-chvost md distribucni funkci

Fo(x) = 0 prox < VaR,(P),
o\T) = F(zf);a prox > VaR,(P),

1
kde F(x) je distribucni funkce ndhodné velic¢iny (.

Nyni chceme ukazat, ze je mozné spocitat a-VaR a a-CVaR ndhodné ztraty
¢ vyfesenim elementarni optimalizacni tlohy konvexniho typu v jedné dimenzi.
Pro tento uéel si zavedme specidlni funkci

1
\Ija Pa -
(P,z) :U—l—l_a

EP(C - [L‘)+.
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Ta je ovsem podobnd ucelové funkci ze zakladniho modelu uvedeného v praci
Dupacova (1986, Kapitola 5). Lisi se jen tim, ze v zdkladnim modelu jsou s¢itance
nasobené jinymi parametry.

Za predpokladu, ze existuje Ep ¢, plati nasledujici véta.

Véta 6 (Zakladni minimalizaéni formule). Jako funkce parametru x € R, U, (P,z)
je konecnd a konvexni (tedy spojitd), a plati

CVaR,(P) = min ¥, (P,z)
Navic je
VaR,(P) = dolni koncovy bod mnoziny argmin, ¥, (P,z),

kde argmin je mnozina takovijch x, pro které W, (P,x) nabyva minima. V naSem
pripadé to musi byt neprdzdny, uzavieny a omezeny interval (muze bijt i degene-
rovany). Zejména vidy plati

VaR,(P) € argmin, ¥, (P,z), CVaR,(P)= V,(P,VaR,(P)).

Diikaz. Podrobny dukaz proveden v praci Rockafellar a Uryasev) (2002, Véta 10).

4

Pokud mame spojité rozdéleni ndhodné ztraty, je a-kvantil uréen jednoznacné.

3.2 Porovnani parametrického a neparametri-
ckého pristupu

Pro jednoduchost porovnani byl zvolen ndhodny vybér z rovhomérného rozdé-
leni R(0,100) na intervalu [0,100]. Vybrali jsme postupné N = 10,50, 100,500
a 1000; pro kazdé N jsme tlohu spocitali 1000-krat. Déle jsme uvazovali parame-
try p =15, a = 10, h = 3 a r = 2. Pro kazdou ulohu jsme vygenerovali ndhodny
vybér z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0,100], nasli empirickou distribu¢ni
funkci a poté nasli 2°, které spliovalo . Vysledek je vidét na obrazku .

V Sedych grafech jsou vzdy zndzornény 5% a 95% kvantil, 1. a 3. kvartil
a median. Déle ¢ervenymi puntiky jsou znézornény stifedni hodnoty optimélnich
hodnot. Z grafu je ziejmé, ze stfedni hodnoty optimalnich hodnot se pro rostouci
N blizi k hodnoté 35 kusu (modra ¢ara). To je ovsem taktéz optimalni hodnota
ulohy prodavace novin s rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti na intervalu
[0,100] a se zadanymi parametry.
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Obrazek 3.1: Odhady optimélniho feseni pomoci metody SAA.
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Zaver

Tato prace se zabyvala problém prodavace novin, tedy specialni optimalizacni
ulohou s ndhodnym parametrem. Béhem hledani optimélnich feseni jsme zjis-
tili, ze pro uvazované formulace problému prodavace novin vychézeji analogicka
feSeni. Navic pokud mame néjaké specidlni rozdéleni, tak se optimalni feSeni
muze najit analyticky. Pro diskrétni nahodnou poptavku jsme si ukazali tfi ruzné
postupy pro nalezeni hodnoty maximalizujici zisk. Obecné lze tici, ze optimalni
reSeni ziskdme pomoci aproximace zadané tucelové funkce.

Poté jsme zjistili, ze k vypoctu miry rizika CVaR je pouzita podobna tucelova
funkce jako v zakladnim modelu problému prodavace novin. Nakonec jsme si
ukazali numerickou studii, kterd porovnavala parametricky a neparametricky
pristup k uloze v piipadé, kdy jsme uvazovali rovhomérné rozdéleni. Nepara-
metricky pristup zde byl vyjadien metodou SAA. Ta se ukazala byti dobrym
nastrojem pro aproximaci realného rozdéleni a pro rostouci velikost ndhodného
vybéru se optimalni hodnota blizila k optimalni hodnoté tlohy prodavace novin
s rovnomérnym rozdélenim.
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