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Uvod

Interakce proudici tekutiny (kapaliny nebo vzduchu) a elastického (pruzného) télesa je
téma, které zasahuje do rfiznych védnich obort. Radu zajimavych aplikaci najdeme v tech-
nice, napt. navrhy letadel, mosti nebo riznych konstrukci ve strojirenstvi. Velmi diilezitou
oblasti, ve které se setkavame se vzajemnym pusobenim elastickych téles a tekutin, je bio-
mechanika. Aplikace v biomechanice jsou napf. modelovani vyduti tepny nebo zkoumani
chovani hlasivek a tvorby hlasu. V této praci se budeme zabyvat problémem interakce elas-
tického télesa a proudéni praveé s ohledem na aplikaci pii modelovani hlasivek.

Pristup, ktery zvolime, je takovy, ze budeme oddélené fesit rovnice popisujici proudéni
tekutiny a rovnice popisujici deformaci télesa. Mizeme tak pouzit metody, které jsou vice
efektivni pro dany typ tlohy proudéni resp. elasticity. V této praci se vénujeme vice pro-
blému deformace elastického télesa, jelikoz jsme vyvinuli vlastni software, ktery byl potom
zatazen jako programovy modul do stavajicitho programu FEMFLUID [18], ktery fesi pro-
blém proudéni tekutiny v oblastech, které se v pritbéhu casu méni.

V ¢asti vénované problému pruznosti jsme motivovani cilem popsat co nejlépe pohyb hla-
sivky jakozto elastického télesa. Vytvorime matematicky model, ktery vychazi z rovnic
teorie elastickych téles, jejimz zakladem jsou pojmy tenzor napéti, tenzor deformace a
jejich vzajemny vztah, ktery popisuje Hookeliv zdkon. Budeme uvazovat nékolik zjedno-
dusujicich predpokladi, jelikoz obecné lze popsat pohyb elastickych téles pomérné velmi
slozité. Uvazujeme napf. pouze malé deformace télesa a specifické materidlové vlastnosti.
Zatimco teorii elastickych téles se zabyvame obecné v tiirozmérném prostoru, pri samot-
ném numerickém feSeni problému se omezime pouze na dvojrozmérny pripad. Ovsem i
pres tato rtiznd zjednoduseni ziskame dostatecné pfesnou predstavu o chovéani lidskych
hlasivek. Vysledny matematicky model tvofi soustava parcidlnich diferencialnich rovnic.
Tyto rovnice, doplnéné okrajovymi a pocatecnimi podminkami, nam davaji tlohu, kterou
fesime numericky. Reseni okrajové tilohy hleddme pomoci metody koneénjch prvki, proto
definujeme pojem slabé feseni. K feseni pocatecni tlohy pouzijeme Newmarkovu metodu
pro soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic 2. radu.

V prvni kapitole je podrobné popsin matematicky model proudéni tekutin. Tento mo-
del predstavuje soustava parcidlnich diferencialnich rovnic. Abychom zohlednili deformaci
vypocetni oblasti vyplnéné tekutinou, popiseme ALE metodu a aplikujeme ji na systém



rovnic popisujicich proudéni. Ulohu zjednodusime pro pifpad vazkého nestladitelného prou-
déni a provedeme diskretizaci tlohy formulované v ALE tvaru.

Teorii elastického télesa obsahuje druha kapitola. Nejprve se v ni vénujeme statickému
popisu problému, ze kterého pfejdeme k dynamické tiloze pruznosti. Definujeme klasické
feSeni problému a odvodime slabé feSeni. V zavéru této kapitoly uvedeme vysledky o exis-
tenci a jednoznacnosti feseni.

Diskretizaci llohy pruznosti se vénujeme ve tieti kapitole. Podrobné popiseme diskretizaci
v prostoru pomoci metody konecnych prvki a diskretizaci v ¢ase pomoci Newmarkovy
metody. V této kapitole také uvedeme vhodné prechodové podminky, které ndm zajisti
propojeni systémi proudéni tekutiny a deformace elastického télesa. PopiSeme i zptisob
jejich implementace.

V posledni kapitole predstavime nékolik vysledki numerickych experimentii a provedeme
jejich analyzu. Nejprve je zde nékolik ukazek pohybu elastického télesa bez interakce s prou-
dici tekutinou. Na dalSich obrazcich jiz najdeme znazornénou interakci proudici tekutiny
a elastického télesa. Na prilozeném disku se nachézi tyto i jiné grafické vystupy.



Kapitola 1

Rovnice popisujici proudéni tekutiny
v Casové zavislé oblasti

V této kapitole se vénujeme vytvoreni modelu proudéni tekutiny v oblasti zavislé na case.
Vzhledem k uvazované deformaci vypocetni oblasti pouzijeme tzv. ALE metodu (z angl.
the arbitrary Lagrangian-Eulerian method).

Uvodem zavedeme néktera oznaceni. Poznamenejme, Ze ve snaze odlisit teorii tykajici se
tekutin a pevného télesa, pouzivime ve znaceni pro proudéni tekutin index f (fluid, angl.
tekutina) a v teorii pevnych elastickych téles b (body, angl. téleso).

Uvazujeme ¢asovy interval proudéni (0,7), kde T' > 0. Oblast vyplnénou tekutinou ozna¢me
tedy Q{ C R3, kde t vyjadiuje zavislost oblasti na case:

Qf =Q/(t), te(0,T). (1.1)

Funkce prostorovych soufadnic a ¢asu popisujici proudéni jsou definovany na mnoziné,
kterou oznac¢ime M/:

Nﬁz{@ﬁ;meﬁﬁteuT%CR? (1.2)

Navic pfedpoklddame, 7e M/ je oteviend mnozina.

1.1 Rovnice popisujici proudéni tekutiny

Pro proudici tekutinu existuji dva klasické popisy proudéni, Lagrangetiv a Eulertv. Treti
pristup je zalozen na kombinaci Lagrangeova a Eulerova popisu a vyuziva jej ALE me-
toda. K té se ovsem dostaneme pozdéji, nejprve predstavme uvedené dva klasické popisy
proudéni.



1.1.1 Popis proudéni

Lagrangeuv popis vychazi z myslenky sledovat pohyb kazdé jednotlivé castice tekutiny.
Trajektorie Castice je popsana rovnici

x=@(X,tt), XcQf. (1.3)

X reprezentuje referenci ¢astice bodem, v némz se ¢astice nachazi v Case ty. Zobrazeni ¢
urcuje pozici x € Q{ této Castice v Case t. Referencni cas t; dale vynechavame. Rychlost
castice dané referencnim bodem X je definovana jako

O

B(X,t) = 2L (X, 1) (1.4)

za predpokladu, Ze uvedena derivace existuje.

Euleriv popis se soustiedi na Castice tekutiny, které prochézeji pevnym bodem vypocetni
oblasti. Nezamérujeme se tedy na konkrétni ¢astici, ale vybereme bod vypocetni oblasti.
Céstice se v tomto bodé s ¢asem méni. Eulertiv popis se pouziva pro formulaci zdkond za-
chovant, jak uvidime dale. Rychlost ¢astice tekutiny prochézejici bodem x v ¢ase ¢ mizeme
vyjadiit s pouzitim zobrazeni ¢ definovaného v (1.3) a definice rychlosti (1.4):

D

v(@,t) = 8(X,t) = S£(X. ) (1.5)

kde = (X, t). Pozadujeme, aby tato funkce rychlosti spliiovala nasledujici predpoklad:

v e [ M), (1.6)

1.1.2 Zakony zachovani

Nasledné pfedstavime matematickou formulaci zakladnich fyzikalnich zédkonti: zédkona za-
chovani hmoty, zakona zachovani hybnosti, zakona zachovani momentu hybnosti a zadkona
zachovani energie, ze kterych odvodime diferencialni rovnice dynamiky tekutin. Tyto rov-
nice jsou odvozeny za pouziti tzv. vety o transportu, kterou v dalsim zformulujeme.

Necht funkce F' = F(x,t) : M/ — R je Eulerova reprezentace néjaké fyzikalni veli¢iny.

Uvazujme mnozinu ¢astic vypliujici omezenou oblast V(t) C Q{ v Case t. Oznacime F
celkové mnozstvi veliciny dané funkci F' obsazené v objemu tekutiny V(t):

f@:Amﬂ%wm. (1.7)



Véta 1.1 (Véta o transportu) Necht'ty, € (0,T), V(to) je omezend oblast a necht V(ty) C
Q{O. Necht ¢ definuje zménu oblasti V(tg) v ¢ase a necht je ¢ spojité diferencovatelné vzd-
jemné jednoznacné zobrazeni oblasti V(to) na V(t) s jakobidnem J, ktery je spojity, ome-
zeny a splruje podminku: J(X,t) > 0, VX € V(to), Vt € (t1,t2). Necht F = F(x,t) mad
spojité a omezené derivace proniho tddu na mnoziné {(x,t); t € (t1,t2), © € V(t)}. Pak
Vt € (t1,t2) existuje konecnd derivace

d d s |
SF = /V P da = /V ) (E(w,t)delv (Fv)(:r:,t)) dz.  (18)
Dikaz viz [5].

Hustota tekutiny je funkce
of - MT — (0, +00), (1.9)

pomoci které vyjadiime hmotnost m(V(t)) tekutiny vypliujici libovolnou oblast V(t) € Qf:
m(V(t)) :/ of (x,t)dzx. (1.10)
V(t)

Piedpokladejme, ze o/ € C}(M7) a plati (1.6). Zakon zachovani hmoty mfizeme formulovat
timto zptisobem: Hmota Casti tekutiny reprezentované oblasti V() nezavisi na case t. To
znamena, ze
dm(V(t))
dt
kde (t1,t) je dostatecné maly ¢asovy interval a obsahuje to € (0,7). Za pouziti véty o
transportu (1.1) apravou dostavame tzv. rovnici kontinuity.

- 0, t c (tl,tQ), (111)

— +div (¢’v) = 0. (1.12)

Pohybové rovnice jsou odvozeny ze zakona zachovani hybnosti, ktery formulujeme takto:
Okamzita zména celkové hybnosti objemu tekutiny tvofeného stejnymi ¢asticemi v kazdém
¢asovém okamziku a vypliiujiciho v ¢ase ¢ oblast V(t) je rovna sile ptusobici na V(t).
Necht o/ € C1(M7) a (1.6). Celkova hybnost objemu tekutiny V(t) je ddna jako

HV(t)) = /v(t) of (z, t)v(x,t) de. (1.13)

Oznacime-li F(V(t)) silu ptsobici na objem V(t), lze zdkon zachovani hybnosti zapsat ve
tvaru

dH(V({@))

dt
Sily v tekutinach délime na objemové a plosné. Objemova sila je vyjadfena svou hustotou
f € C(M!)?, plogna sila tenzorem napéti 7/ = (r/)2._,, 7/, = vi(x.t) € CY(M). Po-
drobnéji o téchto silach opét v [5], kde najdeme také odvozeni pohybovych rovnic obecné

= F(V(t)), te (ti,ts). (1.14)
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tekutiny za pouZiti véty o transportu (1.1), hustoty objemovych sil f = (fi, fo, f3) a ten-

3
zoru napéti plosnych 7/ = (7‘%) sil ve tvaru:
ij=1

0 3 87'12-
S (0Tv) +div(vw) = fi+ ) =, =123 (1.15)
j=1 "7

Tyto rovnice muzeme zapsat také takto:

9
ot

kde ® oznacuje tenzorovy soucin a

div(a ® b) = <Z a%@bl), > &ii (aiba), 3 ai : <aib3>> . (1.17)

(') 4+ div (o’v @ v) = o/ f + div T/, (1.16)

V [5] najdeme dikaz nésledujiciho dilezitého vysledku: Zakon zachovani momentu hyb-
nosti plati pravé tehdy, kdyz je tenzor napéti 7/ symetricky.

Vztahy mezi tenzorem napéti a ostatnimi veli¢inami popisujicimi proudéni tekutin po-
pisuji tzv. reologické rovnice. Tlak p a vazka ¢ast tenzoru napéti 77/ charakterizuji tenzor
napéti vazké tekutiny: B

T/ = —pl + T, (1.18)

kde T je jednotkovy tenzor. B
K vyjadieni vazké ¢asti tenzoru napéti 77 pouzivame Stokesovy postuldty, které najdeme
v [5]. Z nich plyne, Ze tenzor napéti mé nésledujici tvar

T/ = (—p + Miv )l + 2uD(v), (1.19)

kde A a p jsou konstanty nebo skalarni funkce termodynamickych veli¢in. D(v) je tenzor
rychlosti deformace

1/ 0v;  Ov,

D(v) = (dij); =y, dij== | = L) 1.20

) = ) b= (50 + 52 (1.20
Pokud tenzor napéti zavisi linedrné na tenzoru rychlosti deformace D jako v (1.19), pak
mluvime o newtonské tekutiné. Predpokladejme, ze of € C'(M7), 22 € [C(M)]? a % €
[C(M)]3,4,7 = 1,2, 3. Dosazenim rovnice (1.19) do rovnice (1.16) dostaneme tzv. Navierovy-
Stokesovy rovnice:

d(o’v)

TR div (o’v @ v) = o/ f — Vp + pAv + (u+ A)V(divw). (1.21)

Nyni k rovnici kontinuity a Navierovym-Stokesovym rovnicim pridame rownici energie,

11



kterou ziskdme ze zakona zachovani energie, ktery formulujeme takto: Okamzita zmeéna
celkové energie objemu tekutiny tvoreného v kazdém casovém okamziku tymiz ¢asticemi a
vypliiujiciho objem V(t) v ¢ase t je rovna souc¢tu vykonu objemovych a povrchovych sil a
mnozstvi tepla dodaného systému. Definujeme celkovou energii

E = (e+v]*/2), (1.22)

kde e je specificka vnitini energie. Rovnice energie ma tvar

OF
- T div(Bv) = o f-v—div(T/v) + ofqg — divg. (1.23)

Pro newtonskou tekutinu je pak ve tvaru

o))

e +div (Bv) = o/ f - v — div (pv) + div (\v div v) + div (2uD(v)v) + o' ¢ — div q. (1.24)
Veli¢ina ¢ reprezentuje hustotu tepelnych zdroji a q je tepelny tok, ktery zavisi na absolutni
teploté 0 dle Fourierova zakona:

q=—kVo, (1.25)

kde k£ > 0 je koeficient tepelné vodivosti.

Abychom doplnili systém rovnic popisujici proudéni tekutin, musime pridat dalsi termo-
dynamické vztahy pro stavové veliciny: absolutni teplotu, hustotu a tlak. Uvazujeme tzv.
dokonaly plyn jehoz stavové velic¢iny splnuji stavovou rovnici ve tvaru

p= Rl (1.26)
R je plynovd konstanta, kterou lze vyjadrit ve tvaru
R =c¢,—cy, (1.27)

kde ¢, oznacuje specifické teplo pfi konstantnim tlaku a ¢, specifické teplo pri konstantnim
objemu. Experimenty ukazuji, Ze ¢, > ¢, a déle Ze ¢, a ¢, jsou konstanty pro relativné
velky rozsah teplot. Veli¢ina

y=251 (1.28)
Cy

se nazyva Poissonova adiabatickd konstanta (pro vzduch v = 1.4). Vnitini energie pro
dokonaly plyn je
e = c,0. (1.29)

12



Kompletni systém rovnic popisujicich proudéni tekutiny je slozen z rovnic (1.12), (1.21),
(1.24), (1.26) a (1.29). Posledni dvé rovnice upravime ze vztaht (1.22), (1.27) a (1.28).
Vysledny tvar vypada takto:
ool
6—Qt + div (o’v) = 0,
)

—5 Tt div (o'v @ v) = o' f — Vp + pAv + (u+ \)V(div v),

E
88_t +div (Ev) = o/ f - v — div (pv) + div (\v divv)
+ div (2uD(v)v) + o' ¢ — div g,

p=-1) (B30 ol).

E 1
0 = <E—§|U|)/CU

13



1.2 ALE metoda

Systém rovnic popisujici proudéni tekutiny, ktery jsme odvodili v predchozi ¢asti neni
vhodny, kdyz predpokladdme pohyblivé hranice oblasti, coz je nas pripad. K feseni prou-
déni v oblasti zavislé na ¢ase muzeme pouzit ALE metodu (angl. the arbitrary Lagrangian
- Eulerian method). Tato metoda je zaloZena na zobrazeni A; vhodné vybrané oblasti
Q. C R3, kterou kterou budeme nazyvat referencéni oblast, na vypocetni oblast Q{ CR?
v Case 1.

1.2.1 ALE zobrazeni

Mgjme tedy mnozinu difeomorfnich zobrazeni A; pro ¢ € [0, T:
A CREZEQ R, z=2(X.0)=A(X)eQ, XeQ,., (1.30)

Dale budeme predpokladat, ze zobrazeni A; spliiuje nésledujici dvé podminky pro vSechna
tel0,7T)

% S C(ﬁref), (1.31&)
A (0,5) = OO (1.31D)

Takovéto zobrazeni A; nazyvame ALE zobrazenim. Je dulezité poznamenat, ze ALE zob-
razeni nevyjadruje skutecny pohyb tekutiny jako u Lagrangeova popisu, pouze odpovida
zméné vypocetni oblasti, viz obr. 1.1.

Na zékladé ALE zobrazeni miizeme vyjadrit rychlost deformace oblasti w pro vSechny
body referen¢ni oblasti v kazdém casovém okamziku:

ox(X,t)

w(X,t) = 5

X € Qe t€[0,7T). (1.32)

Rychlost oblasti snadno prevedeme do souradnic prislusné oblasti Q{ pouzitim inverzniho
zobrazeni A7 (x) 1 Qf — Q.

w(x,t) =w (A (x),t) T, te0,T) (1.33)

Abychom mohli odvodit formulaci rovnic popisujicich pohyb tekutiny pomoci ALE metody
zavedeme nékteré pojmy a tvrzeni.

Definujeme ALE trajektorii T'x pro kazdé X € €2,y jako mnozinu bodi

Tx = {x(X,1), t € [0,T]}. (1.34)
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Obrazek 1.1: Srovnani Lagrangeova popisu a ALE zobrazeni proudéni tekutiny.

Necht je ddna realna funkce F : M7/ — R. Pfislusnou referen¢ni funkci na ALE referenéni
oblasti ziskame prepisem

F:Qepx[0,T) =R, F(X,t)=F(A(X),1). (1.35)

ALE derivaci funkce F' definujeme jako ¢asovou derivaci podél trajektorie Tx

A O -
—F(x,t) = aF(X,t), x e, x=A(X), tel0,T), (1.36)
za predpokladu, Ze derivace na pravé strané existuje. To znamena, ze ALE derivace vyja-
difuje mnozstvi zmény veli¢iny F' podél trajektorie T'x. Pouzitim véty o derivaci slozené
funkce dostaneme

DA

EF(:I;,t) = %F(m,t) +w-VEF(x,t), xelly, tel0,T). (1.37)

1.2.2 Rovnice popisujici proudéni tekutiny v ALE tvaru

Nyni jiz muZeme provést Upravy rovnic popisujicich proudéni tekutiny do ALE tvaru.
Zac¢néme rovnici kontinuity, kterou jsme odvodili ve tvaru (1.12). Pomoci (1.37) ji mizeme
prepsat nasledujicim zptsobem:

DA Qf

D + div (ofv) —w - V! = 0. (1.38)
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Nékdy se chceme zbavit ¢lenu (w - Vo!). Jednoduchou tipravou dostaneme
D4of

oy T div (o' (v —w)) + ¢/ divw = 0. (1.39)

Déle preformulujme Navierovy-Stokesovy rovnice (1.21) do ALE tvaru. Pouzijeme pohy-

vvvvvv

jako u odvozeni rovnice kontinuity v ALE tvaru je pfepiSeme pomoci (1.37):

DA(o'v; 3 87'?;
DOV o (o) + div (o) = £+ 352 i= 123 (1.40)
Dt o oz,
Upravou dostaneme:
DA (¢’ v; 3 ani
% + div (o’ vi(v — w)) + (o’ v;)divw = o' f; + ; a—;j, i=1,2,3. (141

Rovnice prevedeme do vektorového tvaru a pravou stranu upravime pomoci konstitutivnich
vztaht podobné jako u odvozeni rovnic (1.21):

DA(o'v)

D1 +div (o’ v® (v —w)) + (¢ v)divw = o/ f —Vp+pAv+ (u+ AV (dive). (1.42)

Rovnice energie v ALE tvaru ziskame opét podle stejného postupu jako u odvozeni rovnice
kontinuity a Navierovych-Stokesovych rovnic v ALE tvaru. Vysledkem je rovnice
DAE
Dt

+div(E(v —w)) + E divw = o f-v—div (p-v) + div (Avdiv o)+
+div (2uD(v)v) + o'q — divg. (1.43)

Jelikoz uvazované termodynamické vztahy se neméni se zménou tvaru vypocetni oblasti,
kompletni systém popisujici proudéni tekutiny s pomoci ALE zobrazeni je tvoren rovnicemi:

D4of
Dt +div (o (v — w)) + o/ divw = 0,
DAofv
D1 +div (o’v @ (v — w)) + ('v)divw = o f — Vp + pAv + (u+ \)V(div v),

DAE
Dt

+div (E(v —w))+ Edivw = o' f - v — div (p - v) + div (\wvdivv)+
+ div (2uD(v)v) + o ¢ — div q,

p=-1) (B30 loP),
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1.3 Zjednoduseny model pro dvourozmeérné vazké ne-
stlaCitelné proudéni

V této Casti zjednodusime vyse odvozeny matematicky model proudéni tekutiny pomoci
nékolika predpokladt. Nadale uvazujeme pouze pripad dvourozmérného proudéni. Pied-
pokladame tedy, e pro kazdé t € [0,T) mame Qf € R2 a vs(x,t) = ws(xw,t) =0, & € Q.

Mimoto méjme 8%3 = 0 a vSechny funkce nechf zaviseji pouze na z, x5 a t.

1.3.1 Model pro vazké nestlacitelné proudéni tekutiny

V predchazejicich ¢astech této kapitoly jsme odvodili systém rovnic pro stlacitelné prou-
déni tepelné vodivého dokonalého plynu ve tvaru ALE. Predpokladejme specialni piipad
nestlacitelného proudéni se zanedbanim objemovych sil f a pfenosu tepla. Tento model
lze pouzit pro proudéni tekutin, ale také pro proudéni plynt za predpokladu, Ze rychlost
plynu neni prili§ vysoka. Matematicky mtizeme shrnout nase predpoklady takto:

f

%(w,t) =0, (1.44a)
f

gi‘ (z,t) =0, i=12, (1.44b)
file,t) =0, i=1,2, (1.44c)
q(x,t) =0, (1.444d)

(q(z.t); =0, i=12, (1.44e)

xeQ, te(0,7).
Vidime, Ze hustota o/ je kladna konstanta. Déle jiz nepotfebujeme termodynamické vztahy,
protoze absolutni teplota je pfi nasich iivahach nadbytecna a pro zbyvajici proménné v a

p nam staci Navierovy-Stokesovy rovnice spolu s rovnici kontinuity. Obejdeme se také bez
rovnice energie.

Piepiseme rovnici (1.39), za piedpokladu, Ze ¢/ je kladnd konstanta, do tvaru
div v = 0. (1.45)
Budeme pouzivat dale zapis divergence pomoci operatoru V: V - v = div v = 0.

Stejné upravime Navierovy-Stokesovy rovnice v ALE tvaru (1.42), pro které piedpokla-
dédme také zanedbani objemovych sil:

DA
o <Ttv +div (v ® (v — w)) + vdiv w) =-—Vp+pAv+ (p+A)V(dive).  (1.46)
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Obrazek 1.2: Hranice oblasti.

Tento tvar upravime pomoci (1.45) a ziskdme rovnici

DA
Qf (Ttv +div (v ® (v — w)) + vdiv 'w) = —Vp + pAv. (1.47)

Miuzeme psat div (v ® (v —w)) +vdivw = ((v — w) - V) v. Déle misto dynamického tlaku
zavedeme kinematicky tlak, ktery budeme opét znacit p. Kinematicky tlak ziskdme podilem
dynamického tlaku a hustoty tekutiny. Nahradime také dynamicky koeficient vazkosti u
kinematickym koeficientem vazkosti v opét tak, ze jej délime hustotou tekutiny. Vysledny
systém rovnic popisujicich vazké nestlacitelné proudéni vypada takto:
V-v=0, (1.48a)
DAv

—5; H((v=w)-V)v+ Vp—viv=0. (1.48b)

1.3.2 Pocatecni a okrajové podminky

Uvedeny problém je nutné doplnit stanovenim pocatecnich a okrajovych podminek. Poca-
tecni podminka predepisuje rychlost v case t = 0:

v(x,0) = vo(z), =€ Q). (1.49)
Hranice 09 oblasti Q/ se sklada ze vzajemné disjunktnich ¢asti Fé, Fé a I'y,, na kterych
jsou predepsany rtizné okrajové podminky, viz obr. 1.2.
Cést hranice Fé predstavuje neprostupné pevné stény a vstup, kterym proudi tekutina do

oblasti Q{ . Na této hranici predepisujeme Dirichletovu okrajovou podminku:

v(xz,t) =vp(z,t), xell, te(0,7T). (1.50)
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Na casti hranice Fé uvazujeme vystup, kde tekutina proudi ven z oblasti a mame zde tzv.
”do-nothing” okrajovou podminku

—(p(x,t) — pref)m(x) + 1/% =0, zel}, te(0,7), (1.51)

kde p,es je dand hodnota referenc¢niho tlaku.

Cést hranice, ktera se pohybuje, zna¢ime I'yy,. Piedpokladdme, ze hranice FfD a Fé jsou ne-
zavislé na case na rozdil od I'yy,. Uvazujeme, ze na této hranici odpovida rychlost proudéni
tekutiny rychlosti pohybu hranice oblasti télesa:

v(x,t) =w(x,t), =Ty, t€(0,7). (1.52)

Poznamenejme, 7Ze explicitné nezadavame zadnou okrajovou nebo pocatecni podminku pro
kinematicky tlak. Jelikoz Navierovy-Stokesovy rovnice zahrnuji jenom jeho gradient, je tlak
jednoznaéné uréen na zékladé referencniho tlaku v podmince (1.51) na T'}.
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1.4 Diskretizace problému proudéni tekutiny v ¢asové
zavislé oblasti

Zac¢néme shrnutim naseho problému proudéni tekutiny v casové zavislé oblasti, ktery bu-
deme chtit Tesit pomoci numerickych metod. Chceme najit v a p takové, ze spliuji tyto
rovnice

V-v(x,t) =0, (1.53a)
A
%t'v(:c, t)+ (v(x,t) —w(x,t)) - V)v(x,t) + Vp(x, t) — vAv(zx,t) =0, (1.53b)
xeQ, te(0,7),

kde rychlost deformace oblasti w(x,t) je definovana v (1.32) a ALE derivace %: je defi-
novana v (1.36). Tento systém je doplnén poc¢atecnimi a okrajovymi podminkami

v(x,0) = vo(x), x e (1.54a)

v(x,t) = vp(x,t), xell, (1.54b)

v(x,t) = w(x,t), x €'y, (1.54c)

—(p(z,t) — pres)n(x) + u({%éi‘z’t =0, x e, (1.54d)
t € (0,7),

kde vy : Qg — R?, vp: Fé — R? jsou dané funkce a p,.; je pfedepsand hodnota referenc-
niho tlaku.

Je nékolik zptisobt, jak provést diskretizaci v prostoru a ¢ase. Abychom vyvinuli stabilni
a presnou metodu, kterd bude snadno zachazet se slozitymi tvary hranice, k prostorové
diskretizaci pouzijeme metodu konecnych prvki.

1.4.1 Diskretizace v Case

Diskretizaci problému v ¢ase provedeme metodou konec¢nych diferenci. Uvazujeme déleni
O0=to <ty <---<T,ty=kr,s casovym krokem 7 > 0, intervalu [0, T'], aproximace pfes-
ného feseni v(t,) ~ v"™, p(t,) ~ p" a aproximace rychlosti deformace oblasti w(t,) ~ w".
V ¢ase ty = 0 pouzijeme pocatecni podminku (1.54a).

Nejprve aproximujme ALE derivaci rychlosti tekutiny, ktera je definovana vztahy
DA 0
@(X7t) :v(At(X)7t>7 ﬁv(w7t) = E@(Xat% X :A;l(w)7 T < Q{7 (155)

X predstavuje bod z oblasti Q{; v case ty, kterou pouzijeme jako referenc¢ni oblast €2,y =
Qg. Pomoci daného ALE zobrazeni A; a pro dané ¢asové okamziky ¢, 1, t, a t,,1 mame

A, (X)) =xp1, A (X)=m,, A, (X) =241 (1.56)
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Nyni definujeme aproximace ALE derivace v Case t,.1 a v bodé z,.1; pomoci implicitni
dvoukrokové metody zpétnych diferenci druhého radu, kterou odvodime pouzitim Taylo-
rova rozvoje pro funkci F € (C3([tn_1, tns1]))*:

OF 2 0’F

F(t,) = F(ty11) — Tﬁ(tnntl) + EW@”H) +0(7%), (1.57)
oF 0*F
F(tnfl) = F(tn+1) — 2T§(tn+1) —|— 2T2ﬁ(tn+1) + O(T3). (158)

Prvni rovnici vynasobime 4 a od vysledku odec¢teme druhou rovnici. Po tipravé dostaneme

aproximaci
oOF 3F (tpi1) —4F(t,) + F(t,—1)

—(th1) = O(1?). 1.59
2 (tes) & +O() (1.59)
Posledni vyraz zanedbame, napiSeme ~ misto = a pouzijeme tuto aproximaci v (1.55):
o) 30" (X) — 40™"(X) + 9" H(X)
—v(X,t ~ . 1.
at'v( s n—l—l) o ( 60)
A tedy
DA 30" (X) — 49™(X) + "X
E’v(wnﬂ, tn-l—l) =~ ( ) 27{ ) ( ) (161)
_ 3T (@) — 40" (@) + 0" (@)
N 2T '

Pouzitim tohoto vysledku se dostaneme k implicitnimu schématu pro neznamé funkce
vt S RZapntli ) SR

(2} (2}
vz, ) — 4v () + v (T, )
+
2T
+ (v @pt1) — W (@pr1)) - V) 0" (@ngr)+ (1.62a)
+vpn+1(mn+1) _ VAvn+1(£Itn+1) — 0’
= 0.

V- anrl(anrl)

(1.62b)

Tato soustava je doplnéna okrajovymi podminkami (1.54b) - (1.54d) na 89{; .- Vezmeme-li
v avahu, ze A, ,, (A () € Qf

muzeme prevést rovnice (1.62) kompletné do oblasti

f tn+1’
tn+1:
3 n+l _ 4" ~n—1
- 2v Y (0" = w) - W)t — pAe 4 Y =), (1.63a)
T
n+l __ f
V-’U+—0 VQtn+1’
(1.63b)

za predpokladu, Ze funkce v"~1 a v" jiZ zndme a ¥' = v'o A;, 0 A, - . Tuto soustavu znovu

doplnime okrajovymi podminkami (1.54b) - (1.54d).

—1
tn+1
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1.4.2 Diskretizace v prostoru

V nasledujici ¢asti provedeme diskretizaci v prostoru s cilem najit aproximace funkci v =
v a p = p"! definovanych na oblasti Q{n .., které splituji systém (1.63) a okrajové
podminky (1.54b) - (1.54d). Tuto dlohu formulujeme ve slabém smyslu, abychom mohli
pouzit metodu kone¢nych prvki. Polozme )/ = Qf Iy = Tw,, . 2 definujme prostory

tn+ 17
pro rychlost

2
W= (@), X={yeWiyly,, =0} (1.64)
a prostor pro funkci tlaku
M = L*(Q7). (1.65)
L*(Q)) znag¢i Lebesguetiv prostor:
LX(Q)) = {F : Qy — R | F je méfitelna v Qf,/ |F|? dx < oo} (1.66)
o
a H'(Q/) je Sobolevtiv prostor:
10/ 2000y, OF 22008y
HNO) = { F e 1X07) 5 e I@),i= 1,2, (1.67)

kde % jsou zobecnéné derivace. V prostoru L?(), resp. v (L*(€ ))2, definujeme skalarni
soudiny (-, -):

(u,v):/muv de, (u,'v):/mu-vda:. (1.68)

Rovnice (1.63) prepiSeme pomoci jednodussiho znaceni do tvaru

1
3, + (v —w"™) - V)v — vAv 4+ Vp = — (40" — 0" 1), (1.69a)
27 27
V-v=0 v (1.69D)

Nyni vynasobime rovnici (1.69a) testovaci funkei y € X a rovnici (1.69b) testovaci funkei
q € M a oba ziskané vztahy integrujeme pies oblast (/:

3

—— 'v-yda:—i-/((v—w"+1)-V)v~ydw—
2T Qf Qf

1
—y/ Av -y dzx +/ Vp-yde=— [ (49" —9" ') -ydx, (1.70a)
Qf Qf 2

T Jof

/ (V-v)qde=0. (1.70Db)
of

Tfeti a ¢tvrty vyraz rovnice (1.70a) upravime pomoci Greenovy véty. Pro tieti vyraz za-
rovenl pouzijeme okrajovou podminku (1.54d) a skutecnost, Ze funkce y € X je nulové na
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I, Uly:

—1// Av-yder=—v a—,0-de+1/ Vv - Vy dx
Qf aar On Qf

:—/(p—pref)n-yd5+1/ Vv - Vy dz,
rh Qf

Vp-ydmz/ p(n-y)dS—/ p(V -y) d.
Qf rl Qf

Rovnice (1.70) upravime dle ziskanych vztahti a seCteme je. Za pouziti znaceni (1.68)
ziskdme rovnici

2 (0. + (v~ w"™) - Vo, y) + 0 (Vo,Vy) — (.Y 9) + (V- v,0) =
= % (40" — 0" ' y) — /rf Pref(n-y) dS. (1.71)

O

Nyni zavedeme formy

AV, V,Y) = 2= (v,9) + (0" —w™) - V)o,y) + v (Vo, Vy) = (V- ) + (V- 0,0).

2T
_ 1 ~n ~n—1 - .
fy) = . (4'0 - ,y) /rf Pref(m - y) dS.

o

kde V=(v,p) e WxM,Y =(y,q) € X x M, V*= (v*,p) €e W x M.

Dvojici V' = (v,p) nazveme slabym feSenim problému (1.63), (1.54b) - (1.54d), pokud
spliiuje podminky (1.54b), (1.54c) a

VeWxM, aoV,VY)=fY), VY =(y,q) €X x M. (1.72)
Dvojice (v, p) predstavuje feseni v ¢ase t, 1.
Abychom mohli pouzit metodu kone¢nych prvki, musime provést restrikci slabé formulace

ulohy na prostorech W, X, M na kone¢né dimenzionalni podprostory W), C W, X;, C X,
M, C M, he (O,ho), ho > 0, kde

X, = {y € Waitlos or,, = 0} . (1.73)
Definujeme priblizné reseni jako dvojici Vi, = (vp, pr) € Wy x M), takovou, ze plati
a(Va, Vi, Yo) = f(Ya), VY = (Yp, qn) € X X M, (1.74)

a vy, spliuje piislusné aproximace okrajovych podminek (1.54b) a (1.54c).
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Dvojice (X, M}y,) prostort koneénych prvkt by méla spliiovat Babuskovu-Brezziho pod-
minku (viz [2], [3], [13]), kterd zarucuje stabilitu metody:

36 >0: supM

>0 HPHL2(Q.f) , Vpe M, he(0, hp), (1.75)
weXy |y‘H1(Qf)

kde |1 sy znac seminormn v H(Q): |y ony = (Jos [V de) "

Za predpokladu, ze oblast €/ je polygonalni aproximace vypocetni oblasti v ¢ase t,1,
symbolem Zlf oznac¢ime triangulaci oblasti /. Triangulace Zlf polygonu €/ je rozdéleni
na trojuhelniky K takové, Ze jejich sjednoceni dava uzavér oblasti Q/ a prinik libovolnych
dvou riznych trojuhelniki je spole¢na hrana, vrchol nebo je prazdny.

Prostor funkce tlaku M je potom aproximovan prostorem po ¢astech polynomialnich funkci
stupné < k:
PRy E M, = {q e O(); q|x € PEVK € Thf} . (1.76)

Symbol PE zde oznacuje prostor viech polynomialnich funkci stupné nejvyse k na elementu
K. Prostor funkci rychlosti W a X je aproximovan prostorem po ¢astech polynomialnich
funkci stupné < k + 1:

—\2
vrv, €W, = {y € (C(Qf)> ‘yl € (PE)? VK € Thf} : (1.77)
Xy, =W,NW.

Tato dvojice prostort (X}, M) Babuskovu-Brezziho podminku spliiuje.

V praktickych vypoctech pouzivime Taylor-Hoodovy P?/P! elementy. To znamend, Ze
slozky rychlosti jsou po ¢astech kvadratické funkce a slozky tlaku jsou po ¢astech linearni
funkce.

1.4.3 Stabilizace metody kone¢nych prvku

Diskretizace v prostoru (1.74) miZe vést na ptiblizna feSeni, kterd obsahuji nezadouci osci-

lace pro vysoka Reynoldsova ¢isla. (Reynoldsovo éislo Re je definovano ve tvaru Re = Y&

v )
kde U je charakteristickd rychlost a L je charakteristickd délka.) Ve snaze predejit tomuto
nedostatku, pouzivame stabilizace pomoci SUPG metody, zvané téz metoda proudnicové

difuze (angl. streamline-diffusion method), viz napf. [7], [8], [10]. Definujme stabiliza¢ni
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formy

Ly(V*V,Y) Z(SK(—v—uAv—l—('w V)v+ Vp, (w-V)y ) ,

K
KETh

FY) = Y oy (40"~ ) @ V)y) (1.78)

KETh K
V=(vp), Y=(~,q9, V'=(v"p),

kde funkce w znadi transportni rychlost w = v* — w™*, (-, )k skaldrni sou¢in v L*(K) a

0x > 0 jsou vhodné parametry. Navic zavedeme formu stabilizace tlaku

Pu(V,Y) =Y mc(V-0,V -y, V=(v,p), Y=(y,q) (1.79)

KETh

s vhodnymi parametry 74 > 0.

Stabilizovany diskrétni problém zni: Najdéme V), = (vn,pn) € Wy, x M, takové, Ze vy,
spliiuje aproximace okrajovych podminek (1.54b), (1.54c) a

a(Vh, Vh, Yh) + ﬁh(Vh, Vh, Yh) + Ph(Vh, Yh) = f(Yh) + fh(Yh), VYh € X, X M, (180)

Okrajové podminky spliiujeme v uzlovych bodech, tj. ve vrcholech elementt a stiedech
stran lezicich na FfD a ['y. Parametr 0x je definovan pomoci transportni rychlosti w
vztahem

hx -
O = 0" ————€(Re™, (1.81)
2|[w|| oo ()
kde -
hic || W|| oo (5
2v

je lokalni Reynoldsovo ¢islo a hx je velikost elementu K ve sméru w. Faktor £(+) je rostouci
funkce proménné Re™ takovd, ze pro lokalné pievladajici konvekei (Re® > 1) £ — 1 a pro
lokélné prevlddajici difuzi (Re® < 1) £ — 0. Parametr §* € (0, 1] je dalsi libovolné volitelny
parametr. Polozme napf.

Re®™ = (1.82)

w

= R
¢(Re™) = min(%, 1). (1.83)
Volba parametru 7x je opét rtiznéa v oblastech s pievladajici difuzi nebo konvekei. Necht
TK :T*hKHwHLoo(K) a T =0 (184)

pro lokalné prevladajici konvekci, resp. pro lokalné prevladajici difuzi. Tato volba je zalo-
Zena na teoretické analyze z [7], [8] a numerickych experimentech.
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Nelinedrni problém (1.80) je (v kazdém ¢asovém okamziku ¢,,1) feSeny iteracné. Zac¢iname

pocatecni podminkou Vh(o) a dale predpokladame, ze iterace Vh(k) jiz byla vypocitana. Pak
hledame Vh(kH) € W), x M, takové, Ze spliiuje aproximaci okrajovych podminek (1.54b),

(1.54c) a

a(V®, VED vy + £,V VED V) + Pa(VETY V) = F(V) + Fu(Vh),  (1.85)
VY, € X} x M.

V kazdém casovém okamziku ¢,,; polozme
v = 20" — " p). (1.86)

Jak ukazuji numerické experimenty, jen nékolik iteraci (1.85) musi byt vypoc¢itiny v kaz-
dém casovém okamziku.

Problém (1.85) je zfejmé linearni. Je ekvivalentni se soustavou linearnich algebraickych

rovnic
Sv+2rBp=f, B'v=0, (1.87)

kde v € R™ a p € R™ jsou vektory, jejichz slozky predstavuji stupné volnosti definujici
rychlost v, resp. tlak p, S je reguldrni matice nj, x n;, a B je matice nj, x my. ReSeni této
soustavy byla uskuteénéna pomoci programu UMFPACK ([11], [12], [24]).
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Kapitola 2

Rovnice elastického télesa

V této kapitole se sezndmime s matematickou teorii elastickych téles. Nasim cilem je do-
spét k dynamickému problému, ale zacneme rovnicemi statické rovnovahy elastického té-
lesa. Potom teprve piejdeme od statického problému k dynamickému a budeme se zabyvat
zpusobem jeho TeSeni.

Nejprve zavedeme néekolik zakladnich pojmi. Pripomenme si, Ze odliSujeme teorii pevnych
téles pomoci indexu b (body, angl. téleso). Nékterd oznaceni se presto mohou shodovat s
teorii proudéni tekutin, protoze bud vyjadiuji skuteéné tu samou veli¢inu, napf. ¢as, nebo
jsme nepokladali za dtlezité je odlisit pii interakci.

Mé&jme tedy ¢asovy interval (0,7), kde T > 0. T¢leso ptedstavuje oblast Q2° C R3. Dale
ozna¢me oblast M°?, na které budou definoviny funkce prostorovych soufadnic a ¢asu:

M ={(z,t); z €, t€(0,T)} CRY (2.1)
Objemovd sila f : M® — R3 je hustota sil ptisobicich na kazdy objemovy element télesa
P, Piikladem jsou gravitac¢ni, setrvacné nebo elektrostatické sily.
2.1 Statické rovnice elastického télesa

Nyni predpokladejme, Ze vSechny funkce jsou na case t nezavislé.

2.1.1 Tenzor napéti, rovnice rovnovahy

Nejprve definujme tenzor napéti a popiSme jeho zakladni vlastnosti. Uvazujme cast V
télesa Q¥ takovou, ze V C )’ a predpokladejme, ze V ma lipschitzovsky spojitou hranici
dV. Necht € 9V a n je jednotkova vnéjsi norméla v bodé « k hranici 9V, viz obr. 2.1.
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Obrazek 2.1: Vektor napéti.

Vektor napéti T'(x,n) charakterizuje hustotu vnitinich sil v télese, pusobicich ze strany
casti QP\V télesa na &ast V télesa v bodé x. MiiZe bjt obecné uréen pomoci jeho hodnot
pro normaly rovnobézné s osami soutradnic. Definujme

=Tz e;), i,j=1,23, (2:2)

Jt

kde e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) a ez = (0,0,1). Veli¢iny 75;(x), i,j = 1,2,3, se nazyvaji

Y RTS, b
prvky tenzoru napéti, pricemz 7, © = 1,2, 3, nazyvame normdlovym napétim a T ]Z, i # g,

i,7 = 1,2, 3, nazyvame smykovymi napétimi. Je mozné ukazat, viz [4], Ze plati
3
n) =Y nh(x), i=123 (2.3)
j=1
Matici (77 (%)); j—1,2,3 je pak urcen tenzor, ktery nazveme tenzorem napéti v bodé x. Vektor
napéti lze tedy vyjadrit pomoci tenzoru napéti a normaly.

Piedpokladejme, ze 7/, € C'(Q°) a f; € C(Q), 4,7 = 1,2,3. Vyjadienim podminek pro
rovnovéhu sil mtizeme dokézat, viz [4], Ze plati

3 0TZ . b
281 x) + fi(x) =0, 1=1,2,3, Vo e ), (2.4)

coz jsou tzv. rovnice rovnovahy. Mizeme dale dokazat, Ze rovnovaha hybnosti je ekviva-
lentni symetrii tenzoru napéti. Plati tedy

h(x) =1%(x), i,j=1,23 xcQ (2.5)

J?

2.1.2 Tenzor deformace

Zavedeme dalsi pojem, tenzor konecné deformace, ktery charakterizuje zménu vzdalenosti
dvou bodii télesa. Uvazujme opét téleso Q¥ a bod = € Q°. Po deformaci ptejde téleso €2 na
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t&leso Q¥ a bod = do bodu y. Predpokladejme, Ze existuje néjaka funkce bodi, popisujici
deformaci

y(x) = = + u(x), (2.6)
kde u(x) je tzv. vektor posunuti. O transformaci y(x) pfedpokladame, Ze je to difeomor-
fismus a ze u; € C3(Q2°).

Necht v € R3? je né&jaky vektor. Uvazujme bod x + tv € €, kde t € R a zkoumejme
rozdil druhych mocnin délky tsecky s krajnimi body @ a x + tv pred deformaci a po ni,
jako funkci p(t):

o(t) = [tv + u(x + tv) — u(x)]* — 2 |v]|* =
(to; + i + t0) — wi(@))” — o] = (2.7)

(2

(i + tv) — ui(2))* + 26 > v; (ui(x + tv) — u;())

1 i=1

M-

(2

Polozme ¢;(7) = u;(x + 7tv), i = 1,2,3. Pak

Z 833] v, i=1,2,3. (2.8)

Za naseho predpokladu hladkosti funkce w bude platit

$i(1) — 4(0) = / Y(r) dr, i=1,23. (2.9)

Odtud plyne

_t2 (Z/ 8x Jv; dT) +2t22/ ggj( Juju; A7 (2.10)

i,7=1

Funkce ¢ ma v bodé 0 spojitou derivaci 2. fadu. Plati, Zze ¢(0) = ¢'(0) = 0 a teprve ¢"(0)
muze byt nenulova a je nejnizsi derivaci, kterda mize charakterizovat deformaci.

1 i 5 Ou; ’ °L du,
— " f— ¢ . v .. —
290 (0) ;1 ( 8$] (IE)U]> + 2 E af['] (.’,C)U]UZ

3

j=1 1,j=1

=3 P P S (P P ey, )
N 8@ 8902 vits al‘] al‘l Vit '

i k=1 ij=1

Oznadime-li

ou;  Ou; Ouy, 8uk .
i = —t J j=1,2,3, 2.12
% Ox; + ox; +Z ox; 8@ b ( )
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bude
1 3
§¢1/(0) =2 E Eij V5. (213)

3,j=1

Matici (g;); ;_, nazveme tenzor konecné deformace.

Linearni ¢ast ve vzorci (2.12) (vzhledem ke gradientu posunuti) tenzoru konecéné defor-

mace €;; = & (g—Zi, g—Z;, e g—g;) nazyvame tenzorem malé deformace a znacime e;;. Je
tedy
1 /0u; Ou;
J . .
€ii = = + 1,7=1,2 3. 2.14
1) 2 81‘.] axl b 7.] ) ) ( )

2.1.3 Zobecnény Hookeuv zakon

Nyni se budeme vénovat vztahu mezi tenzorem napéti a tenzorem deformace. Zabyvame se
pouze elastickou deformaci. Neuvazujeme tedy takova napéti, ktera by zptisobila plastickou
deformaci, tj. takovou deformaci, ktera by ztstala po odlehceni trvala. Uvedeme klasicky
linearni zobecneny Hooketv zdkon, ktery charakterizuje Sirokou tiidu elastickych materiali.

Predpokladejme linedrni vztah mezi tenzory napéti a malé deformace v bodé = € Q° |

t].
3

Tf} = Z CijkiCkl, 1,7 =1,2,3. (2.15)
k=1

V tomto vztahu neni absolutni ¢len, nebot predpokladame, Ze tenzor napéti bude nulovy,
pokud tenzor deformace je roven nule. Ze symetrie tenzori napéti a deformace plyne

Cijkl = Cjikl, Cijkl = Cijlk, (2-16)
a z energetickych tvah, viz [1], plynou vztahy
Cijkl = Cklij- (2-17)

Celkem tedy existuje nejvyse 21 nezavislych parametrii ¢;j5;, charakterizujicich obecny ma-
teridl v bodé x.

Material télesa se nazjva homogenni, jestlize parametry c;jz () nezévisi na bodu x € Q°.
Jestlize parametry c;i(x) nezavisi na volbé soustavy soufadnic, pak material télesa se
nazyva izotropni v bodé x. V opacném pripadé se material télesa nazyva anizotropni v
bodé x (napf. dievo).

Zobecnény Hookelv zakon pro izotropni material zni:

() = Mz)divu(x)d; + 2u(x)ei(x), 4,5 =1,2,3, (2.18)

v

30



kde A, p jsou tzv. Laméovy koeficienty a ¢;; je Kroneckerovo delta. Ditkaz tohoto tvrzeni
najdeme v [4].

Déle odvodime urcité vlastnosti Laméovych koeficienti. Predpokladejme, ze k zobecné-
nému Hookeovu zakonu existuje inverzni zakon, tj. ze mizeme vypocitat slozky tenzoru
malé deformace pomoci tenzoru napéti. Pak soustavu (2.15) lze vyfesit jednoznaéné vzhle-
dem k e;;. Uvédomme si, ze divu(x) = 3.7 e;. Determinant matice soustavy (2.18) se
rovnd (2u)%(3\ + 2u), tedy z piedpokladu jeho nenulovosti plyne

£ 0, 3X+2u 0. (2.19)

Mohli bychom navic provést rozbor nékolika myslenych pokusti, abychom urcili znaménka
Laméovych koeficentii (opét viz [4]):

>0, A>0. (2.20)

V praxi se misto Laméovych koeficientd A\ a p ¢astéji pouzivaji Youngiv modul pruznosti
E a Poissonova konstanta o, které jsou definovany vztahy

1 A A
oAtk A 2.21
E-uBr+2p) 7 200+ p) (2.21)

Laméovy koeficienty mizeme vyjadiit pomoci Youngova modulu pruznosti £ a Poissonovy

konstanty o:

E Fo
i te)y T Ot oi=20) (2:22)

Ztejmé plati ekvivalence

1
(>\>0/\u>0)<:)<E>OAO<a<§). (2.23)

2.1.4 Formulace okrajovych tuloh teorie pruznosti

V této casti se vénujeme odvozeni zakladnich diferencialnich rovnic lineadrni teorie pruz-
nosti, a to soustavy Laméovych rovnic. Déle formulujeme zakladni okrajové tlohy pruz-
nosti.

Piedpokladejme, ze plati zobecnény Hooketv zakon izotropniho materidlu (2.18), kde
A e CHQY), u € CYQP). Déle necht posunuti u; € C?(QP), i = 1,2, 3, a jsou splnény
rovnice rovnovéhy (2.4) na oblasti Q°. Dosadime-li do rovnic rovnovahy ze zobecnéného
Hookeova zakona za prvky tenzoru napéti a ze vzorct (2.14) za prvky tenzoru malé defor-
mace, odvodime rovnice

B L0 [ ou L0 ([ oy
—_ = =1.2 2.24
00+ 35 <uaxj)+;8$j (b52)+fi=0. =123 @2
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kde ¥ = divu. Tyto rovnice se nazyvaji obecné Laméovy rovnice.

Predpokladejme nyni, ze p a A jsou konstantni. Dostaneme

o
(A +p) o

coz jsou tzv. Laméovy rovnice, které plati pro homogenni a izotropni material.

+uAu+ f;=0, i=1,23, (2.25)

Nyni formulujeme zakladni okrajové tlohy pruznosti. Predpoklddame, ze p, A € Cl(ﬁ),
u € (Cz(Qb))g, a nechf hranice 9Q° je lipschitzovska. Uvazujme obecné Laméovy rovnice

(2.24), kde f € (Cl(Qb))g. Hledame posunuti u, které vyhovuje témto rovnicim a okrajo-
vym podminkam nékterého z nasledujicich typt.

Nechf na hranici 9Q° jsou dany povrchové sily T, kde slozky T; € C(0Q°), i = 1,2, 3.
Pro tenzor napéti to znamena, ze

3
ZTZ(*’U)”](CU) =Ty(z), €0, i=1,2,3. (2.26)

j=1

Dosadime-li ze zobecnéného Hookeova zékona pro izotropni material (2.18), dostaneme

3
Xon; + 2 egn; =T, nadQ, i=1,2,3, (2.27)

J=1

kde ¥ = divu. Je-li zadana okrajovd podminka (2.27) a obecné Laméovy rovnice (2.24),
mluvime o proni zdkladni tloze pruznosti. P¥itom hleddme slozky u; € C1(Q) N C%(QY),
i =1,2,3, které spliiuji rovnice (2.27) a (2.24).

Déle definujeme druhou zdkladni ulohu pruznosti. Pti této tloze je na hranici predepsano
posunuti
u(x) = ul(x), = e o, (2.28)

pfiemz predpokladame, ze ul € C(9QP), a hledame slozky u; € C(Q0)NC3(QP), i =1,2,3,
které splnuji tyto podminky a obecné Laméovy rovnice.
Posledni zakladni okrajova tloha pruznosti spojuje predchozi dvé, nazyvame ji kombi-
novand zdkladni uloha pruznosti. Necht jsou dény takové mnoziny I'yy, I'%y, disjunktni a
oteviené v mnoziné 0€°, Ze

00" =Ty UTY, UR, (2.29)

kde R ma plosnou miru nula. Hleddme slozky
u; € CHQLUTW)NCQL UL NC*Q), i=1,2,3, (2.30)
které spliuji rovnice (2.24), na mnoziné 'y spliiuji podminku (2.27) a na mnoziné I'%

splituji podminku (2.28), pticemz T; € C(Tw), ud € C(I'y), i = 1,2, 3.
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2.2 Dynamicka tloha pruznosti

Zatim jsme uvazovali pouze podminky statické rovnovahy, nyni chceme odvodit pohybové
rovnice izotropniho elastického télesa. Pii dynamickych problémech predpokladame, ze u;,
Tl-bj a f;, 1,7 =1,2,3, jsou obecné funkcemi nejen souradnic xz;, « = 1,2, 3, ale i Casu t, a ze
maji spojité derivace potiebného radu.

2.2.1 Dynamické rovnice izotropniho elastického télesa

Od rovnic statické rovnovahy snadno dospéjeme k rovnicim dynamickjm, pouzijeme-li
d’Alembertiv princip, viz [9]. Podle ného dostdvame pohybové rovnice pfipojenim sily
setrvacnosti k ptsobicim objemovym a plosnym silam. Sila setrvacnosti ¢asti V télesa se
rovna zaporné hodnoté soucinu jeho hmoty a jeho zrychleni. Je tedy silou objemovou. Je-li
0°(t, z) hustota télesa a a;;;i, 1 = 1,2,3, zrychleni uvazované casti télesa, je jeho hmota
0°|V| a pro silu setrva¢nosti dostavame viraz

(2.31)

Rovnice (2.4) se vztahuji na objemovou jednotku. To znamend, ze ndm stadi i silu setrvaé-
nosti vztdhnout na objemovou jednotku a pfipojit k f; v rovnicich (2.4). Tak dostavame
pohybové rovnice

3 b

or; 0?u; )
> 81,; +fi=d s 1=123, (2.32)
j=1

Pomoci Hookeova zakona miizeme tyto rovnice upravit tak, ze v nich budou vystupovat
bud jen posunuti, anebo jen napéti. Zpravidla se pouziva prvniho zptisobu. Tedy vyjadiime
7); pomoci rovnic (2.18) a (2.14) jako linearni funkce posunuti u. Pro A a p konstantni
dospivame po jednoduchych tpravach k rovnicim

o 21,

A e

(A+w) o O

Funkce wu, kterd je feSenim rovnic (2.32), musi spliiovat okrajové a pocatecni podminky.

Okrajové podminky vyjadruji jako v predeslé ¢asti, jakym zptisobem jsou rozlozeny plosné

sily anebo elastickd posunuti na povrchu uvazovaného télesa. Jsou-li ddna posunuti musi
funkce u na 9’ spliiovat rovnici analogickou s rovnici (2.28), tj.

u(t,x) = u'(t,x), =€, tec(0,T1). (2.34)

Jsou-li na povrchu télesa dany plosné sily T, musime z funkce u ziskané integraci rovnice
(2.32) vypo¢itat pomoci zobecnéného Hookeova zékona napéti 7' a ta musi na 9Q° spliiovat
rovnici analogickou s rovnici (2.26), tj

Z (t,x)n;(x) = T™t,x), xcd, te(0,T), i=12,3. (2.35)
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Podobnym zptisobem bychom postupovali i pii tlloze kombinované.

Doplnime navic podminky charakterizujici polohu a rychlost v kazdém bodé télesa v Case

t = to, v nasem pripadé to = 0. To znamenad, ze funkce u a jeji ¢asova derivace %—1; musi
splnovat pocatecni podminku
u(0,x) = u’(x), xcQ (2.36a)
ou
E(O,w) =2%x), e, (2.36b)

kde u®, 20 € C(QY).

Okrajovymi i poc¢atecnimi podminkami je vyrazné omezen vybér funkci, které spliuji po-
hybovou rovnici (2.32).

V radé pripadi zavadime zjednodusujici predpoklad, zZe téleso i jeho deformace jsou ro-
vinné. Pak klademe uz = 0, 7% = 75, = 0 proi = 1,2, 3, fs = 0 a T2* = 0. Potom dostaneme
rovnice (2.32) a (2.33) pro ¢ = 1,2 a plati

2
J=divu= Ou (2.37)

i—1 8$‘Z

2.2.2 Reseni dynamického problému pruZnosti

Necht ©° je oblast s lipschitzovskou hranici, jeji hranice 9Q° je rozdélena na disjunktni
mnoziny I'Y,, Ty a R a plati

0 =T, Ul UR, (2.38)
pfi¢emz R m4 plo$nou miru nula a kazd4 z mnozin 'Y, T'y je bud prazdna nebo oteviena
v 0.

Nasim tkolem je feSit problém zadany rovnici (2.32) doplnény o pocatecni a okrajové

podminky. Pro dané funkce f, u?, u°, 2°, T™ a parametry ¢’, A a u hleddme feseni u

ulohy

~ 07 Mb =123 2.39
atQ 8 fl) na 9 1= y <y ( . &)
u(o, N =’ v Q, (2.39b)

)

8—";(0, ) = 2°, v, (2.39¢)
u=u’ na (0,7) x T, (2.39d)
Z =T na (0,7) x Iy, i=1,2,3, (2.39)
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pricemz predpokladame, Ze vSechny funkce jsou dostatecné hladké. Tuto tlohu nyni for-
mulujeme ve slabém smyslu.

Pro jednoduchost uvazujeme u? = 0. O formulaci pfipadu s nehomogenni okrajovou pod-
minkou se zminime pozdéji v poznamce 2.2.

V rovnicich (2.39) ma casova proménnd t odlisné postaveni od prostorové proménné .
Pro kazdé u : M® — R a t € [0,T] ozna¢uje symbol u(t) zobrazeni

T — u(t, a:) (2-40)

Pro (skoro) kazdé ¢ je u(t) prvkem néjakého prostoru funkei. Necht X je Banachtv prostor.
Prostory funkeci definovanych na [0, 7] s hodnotami v X se nazyvaji Bochnerovy prostory.
Prostor C*(0,T; X), k € N, obsahuje viechny spojité funkce u : [0,7] — X takové, Ze
v8echny ¢asové derivace do fadu k jsou spojita zobrazeni intervalu [0,7] do prostoru X.

Viraz
k

llero.rix) = Z sup [[u®(t)|| (2.41)
i—o t€[0,T]
je konecény a definuje normu v C*(0,7T; X).

Symbolem LP(0,7; X),1 < p < oo, oznacme prostor vSech méfitelnych funkei w : [0,7] —
X, pro které je norma

, .
||u||Lp(o,T;X>:(/O 1O dt) . p<oo (2.42)

”“”Loo(o,T;X) = ess sup Hu(i) (t)HX (2.43)
t€[0,T]

resp.

konec¢na.

Necht F je funkce definovana na Q C R? a necht M je mnozina téch bodi & € €, pro které
je F(x) # 0. Uzavér mnoziny M ozna¢ime supp F' a nazveme nosicem funkce F'.

Definujeme prostor V jako

V= {w € C™(QP) ’ supp ¢ C Q" U Fw} : (2.44)

Nyni jiz aplikujeme obvykly postup pro odvozeni slabé formulace. Rovnice (2.32) vynéso-
bime slozkami libovolné testovaci funkce y € V3 a integrujeme pies oblast °:

8 uZ 3 8TZ]
; E = =1,2,3. 2.4
/Qb 0 8t2 Yi /Qb yz da = / fi(t)y: de, i ,2,3 (2.45)

35




Pouzijeme-li Greenovu vétu na druhy integral na levé strané rovnic (2.45) a rovnice upra-
vime podle okrajové podminky (2.39e), dostaneme

y 02w, (t
i( y; do = (Hy; d T™(t)y: dS, i=1,2,3.
/Qb atz +/sz ij 8xj da Qbf( )y m‘|“/ ()y l

Tw
(2.46)
Tyto rovnice seéteme a dostaneme identitu, kterd je splnéna pro vSechna y € V3. Tato
identita plati i v obecnéjsim tvaru

d2

dt2( u’(t)v y)O,Qb + a(uv Y; t) = (f(t)7 y)O,Qb + (Tn(t)v y)O,Fw) Vy € Va (247)

kde stadi aby o € C(), \, u € Loo(Q), f € L*(QY), T™ € L*Tw), u € H'(Q).

Testovaci funkce y;, ¢ = 1,2, 3, bereme z prostoru, ktery je uzavérem mnoziny V' v prostoru
HY(Q) a ozna¢me V = (V). Nyni vysvétlime daldi pouZitd oznaceni. Definujeme formu

a:
8%‘
E d 2.48
u y’ /S;b ; Z] (’lrj * ( )

dosadime ze zobecnéného Hookeova zékona pro izotropni materiél (2.18)

a(u,y;t) / Z (AD6;; + 2pe;j(u(t))) gi; de. (2.49)

i,7=1

Definujme skalarni soucin

3
o = [ wyde=3 [ wpde, wyer @) (2.50)
Qb — Ja
v prostoru L*(Q) = (L%())° a skalarni soudin

3
(u,y)ory, = / u-ydS = Z/ uw; dS,  w,y € L*(Ty), (2.51)
T'w —1 JIw

2
<~ zna¢l zobecnénou derivaci realné funkce na

v prostoru L*(Ty) = (L3*(T'w))”. Déle 4

(0,7T), takze plati

[ @t vy at+ [ atuonete) at -

- / (F(0), yoweo(t) dt + / (T™(1), Yorwe(t) dt, Vi € C(0.T). (2.52)
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Definice 2.1 Rekneme, Ze funkce u se nazjvd slabé veseni dynamické lohy pruznosti,
jestlize plati

we L*(0,T;V), u' € L* (0,T; L*(Q")) , u” € L*(0,T; V™), (2.53a)
2,
@(@ u(t), Yoo +a(w,y;t) = (f(1), Yoo + (T™(1), Yorw (2.53b)

VyeV, sv.te|0,T],
a plati pocatecni podminky

u(0,z) = u’(x), = c, (2.54a)
u'(0,x) = 2%(x), =€ (2.54Db)

Budeme pozadovat, aby platilo
u’ e H(Q), 2°e€L*(Q,), feL?(0,T;L%(Q)). (2.55)

Poznamka 2.2 Poznamenejme, Ze slabd formulace obsahuje i okrajové podminky. Pod-
minka (2.35) je skryta v identité (2.53b) a podminka (2.34) je reprezentovdna volbou pro-

storu V', resp. obecné pro u? nenulovou, bychom poZadovali podminku

—a’e L (0,T; L*(Q")) N L*(0,T; V), (2.56)
kde w’ € L (0,T; L*(Q")) N L* (0, T; H" () s (&%) € L?(0,T; H (")) a a’(t) =
u’(t) na T'Y, ve smyslu stop pro skoro viechna t € [0 T]

Nyni se kratce zabyvejme existenci a jednoznacnosti feseni problému s homogenni Dirichle-
tovou podminkou. Formulujeme vétu, jejiz dikaz najdeme v knize [16]. Tato véta zajistuje
existenci i jednoznacnost feseni.

Véta 2.3 Necht 0P je omezend oblast v R® a T > 0. Predpoklddejme, Ze je ddana hustota
télesa o® € C(Q), hustota vnéjsich sil f € L*(M?P), pocdtecni poloha u® € V' a pocdtecni
rychlost 2° € L*(Q°). Pak tloha (2.53b) md jednoznacné slabé resend.
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Kapitola 3

Diskretizace dynamické ulohy
pruznosti

V predeslé kapitole jsme zformulovali dynamickou tlohu pruznosti. Také jsme definovali
slabé Feseni (2.53b) této tlohy. Na zékladé slabé formulace budeme diskretizovat okrajovou
ulohu v prostoru metodou konec¢nych prvki. Dale provedeme casovou diskretizaci Newmar-
kovou metodou. V zavéru kapitoly se vénujeme sdruzenému problému interakce proudici
tekutiny a elastického télesa.

V této kapitole se omezime pouze na dvojrozmérny pripad. To znamend, Ze uvazujeme
omezenou oblast Q° C R? s lipschitzovsky spojitou hranici a ¢asoprostorovou oblast M® =
O x [0,7T] jako podmnozinu prostoru R®. Polozime u = (uy,us)?, u® = (u,ud)?, 2° =
(0.0, 5 =72 =0,i=1,2,3, f = (f1, fo)l aT™= (T, T3)T. Dale viechny prostory

funkci uvazujeme pouze pro dvojrozmérny piipad.
Uvedme znovu slabou formulaci dynamické tlohy pruznosti. Nechf u® € H'(Q), 2° €

L*(), f € L? (O,T; L? (Qb)) Chceme najit w € L*(0,T;V) slabé feSeni dynamické
tlohy pruznosti, které spliiuje u’ € L? (O, T, LQ(Qb)), u” € L*(0,T; V*), rovnici

—(Qbu(t)v y)O,Qb + %(CQbu(t)v y)O,Qb + a’(u’a Y; t) = (f(t)7 y)O,Qb + (Tn(t)7 y)O,FW,
VyeV, sv.te|0,T] (3.1)

a pocatecni podminky

u(0,z) = u’(x), =x €y, 3.2a)
u'(0,x) = 2%(x), =< 3.2b)

Pricemz V = V2, kde
v={pe @) | ¢ly, =0} (3.3)



Forma a(u,y;t) je definovana

a(u,y;t) = /Qb Z (AD6;; + 2pe;j (u(t))) gi’ dex (3.4)

1,j=1

a skalarni souciny jsou definovény v prostoru L2(Q?) = (L2(£,))? resp. v prostoru L*(I'y) =
(L*(I'w))” jako

2

(oo =Y [ wyde, uye L) (3.50)
=172
2

(’U,, y)O,FW = Z/ UYi dSa u,y € LZ(FW) (35b)
i=1 Y Tw

Vidime, 7e jsme v rovnici (3.1) ptidali viraz Co’u’, kde C > 0, ktery predstavuje tlument.

Postup diskretizace zadaného problému rozdélime na dvé casti. Nejprve budeme apro-
ximovat funkci w(x,t) funkei wy(x,t) takovou, ze w,(t) € Vi, pro vSechna t € [0, 7).
Jedna se tedy o diskretizaci vzhledem k prostorové proménné. Ve druhé c¢asti provedeme
diskretizaci v Case.

3.1 Diskretizace problému v prostoru

Pfiblizné feseni uvazované tlohy budeme hledat pomoci metody koneénych prvki. Necht
Qb znad polygonalni aproximaci oblasti Q°. Sestrojme triangulaci 7,° oblasti ¢ takovou, Ze

jejimi prvky jsou uzaviené trojihelniky K € 7, s disjunktnimi vnit¥ky takovymi, Ze ﬁz =
U KeT? K. Prinikem dvou prvki je bud spoleény vrchol, hrana nebo prazdnd mnozina.

Priblizné feSeni wy(t) bude zavislé na h > 0, které charakterizuje velikost trojahelniki
triangulace. Déle definujeme systém konecné dimenzionalnich prostort Xj,, kde

X, = {vh € C@) | valx € PY(K), VK € T,f’} (3.6)
a polozime X5 = X} x Xj,.
Piedpokladejme, 7e triangulace 7,? je takovd, Ze I'y N T'p jsou vrcholy jejich trojtihel-
nikil a pro kazdy vrchol P € 99 plati taksé, ze P € 9Q°. Oznaéme Iy, a T'%, lomené ¢ary

takové, Ze vrcholy P € Ty uréuji Dy, resp. vrcholy P € T'% uréuji ', . Na téchto ¢astech
hranice 99 definujeme okrajové podminky analogické podminkdm (2.39d) a (2.39e):

uy =0 na (0,7) x T%,, (3.7a)

3
ZTZZTL] - TfZ’ na (OaT) X FWh) 1= 17 27 37 (37b)
=1
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kde T}’ je aproximace T™.

Definujeme systém V},, kde V}, C X}, a plati
Vi = {yh € Xy } yh|fth = 0} (38)
a Vh = Vh X Vh.

Pro tyto kone¢né dimenzionalni prostory plati X;, C HY(Q) a Vj, C V. Provedeme re-
strikci slabé formulace tlohy na kone¢né dimenzionalni prostory Xy, V.

Predpokladejme, ze zobrazeni t € [0,7] — f(t) at € [0,7] — T} (t) jsou spojitd v
[0, 7. Ptiblizné feSeni definujeme jako funkci uy(t) € V), takovou, ze existuji w},(¢), uj (¢),
je splnéna identita
(Qbu;:(t), yh)o,ﬂg + (CQbUZ(t)a yh)o,ag +alun, yy,;t) = (F(1), yh)o,ﬂg +(TH(t); Yn)orwn
Yy, € Vi, VYtel0,T] (3.9)
a pocatecni podminky
up(x,0) = ud(x), = (3.10a)
u),(z,0) = 20(x), =€ (3.10b)
V knize [16] najdeme dikaz konvergence piibliznych feSeni uy, k feSeni w vzhledem k h.
Zadanou tlohu najit pfiblizné feSeni (3.9) prevedeme na soustavu linedrnich obycejnych

diferencialnich rovnic. Za¢néme definici baze prostoru X, a V},. Ozna¢me m pocet vsech
vrcholtt v 7,2 a n pocet viech vrcholtt v Qf U I'yyy,. Ocislovani vrcholdt provedeme tak, ze

Py, ..., P, jsouvrcholy v QZUFWh aP,1,..., P, jsouvrcholy z f%h. Definujeme bazi v Xj:
QOjEXhiQOj(Pj):(SZ‘j, i,jzl,...,m (311)

a bazi ve Vj:
v, j=1,...,n. (3.12)
Oznacme up; € Vp, © = 1,2 slozky funkce uj,. Funkce wuy;, ¢ = 1,2, vyjadiime v case

t € [0, T] pomoci bazovych funkei prostoru X ve tvaru

J

ua(t) =Y _dV (s, i=1,2, dP(t) = up(P;t), Ve 0,T]. (3.13)
7j=1

Kazdou funkci u;, € V}, je tedy mozné vyjadiit pomoci 2n koeficienti dg-i) (t) € R, které se
rovnaji hodnotdm funkce u;, ve vrcholech. Mame tedy celkem N = 2n neznamjch funkci
dy)(t), 1=1,2,j=1,...,n. Definujeme

d= (P, ... dV d?» . dN"T (3.14)
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Podobné vyjadiime casové derivace funkce uy,, pomoci ¢asovych derivaci funkce d(t):

up(t) = Z d/z‘)j(t)%’a (3.15a)

j=1
up () =Y " diy (s, i=1,2, Vte0,T). (3.15b)

j=1

(3.15¢)
Rovnici diskrétniho problému (3.9) nyni pfevedeme do tvaru s bazovymi funkcemi. Za
testovaci funkce y, dosadime postupné bazové funkce (¢;,0), j =1,...,n a (0,¢;), j =
1,...,n a pomoci bazovych funkci vyjadiime také funkce uy, uj, a uj. Budeme postupovat

po jednotlivych vyrazech rovnice (3.9). Nejprve upravime prvni vyraz

n

(" (u(t) + Cuyy (1)), (05, 0))o = Z(@b%a eiloa (diy () + Cdy)(t), j=1,....n
i=1
Podobné ziskame

n

(" (uh(t) + Cuy (1), (0. 9)ogs, = Y ("%i )o.ay (diays(t) + Cdys(1),  j=1,....n.

i=1
(3.17)

Necht N = 2n a definujme prvky m;;, 4,5 =1,..., N jako
Mij = Mirn)n) = (000 5oy (3.18a)
m(i+n)j = mi(j+n) = 0, (318b)

ij=1,...,n

Druhy vyraz nejprve rozepiseme ve tvaru:

_ Oupr  Oups Oyn1  Oyna
al(umyh) N /S;b A ( 8$‘1 + 8l‘2 ) (le + 8:102 dz
h

Oupy Oyn1 . Oupg Oyna
2
* /g;b H ( 61’1 8.’171 * 61’2 61’2 dz

Oupt  Oupa\ (Oyn1  OYne
da. 1
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Pak za testovaci funkce y;, v (3.19) dosadime postupné bazové funkce (p;,0),j=1,...,n

a (0,¢;), j =1,...,n. Po Gpravach dostaneme

Qupy O, Oupy Opj
a(un, (¢5,0)) /Q N A T

h

Qupz Op; Oupa Op;
A dx
/ 8l‘2 8301 a 8$‘1 axZ

Oupg 0p; Qupa Op;
N=[ (A+2 dz
a(un, (0, ¢;)) /Q z( +2p) By 0wy | Oy Oy

Qupy Op; Oupy Op;
A dx
+/ Ox1 0z, T Oxy 014

17=1....n

Kone¢né funkci u;, vyjadiime ve tvaru (3.13), nacez dostaneme

Op; Op; — Op; 0p; (1)
} : (A +2u dx d;
uh’ 90]’ /Qb + 8 8,1‘1 +Max2 8,1‘2 T

8901 8% &Pz a(p] 2
+ 221/ )\81‘2 0xy _'_'ual‘l 0y de d

n Opi dp;  Opidp; o )
) — 2
aluy, (0, ;) ; /ﬂz(H W) gy 0y T 0y 0y 2

8.’171 61’2 8372 axl

n Za 8 8

+Z/ AL SEL g pSELEE g Y,
i=1

j=1...,n.

Definujeme prvky k;;,

i,7=1,...,N jako

0p; 0p; ;i Dp;
feii = A+ 2 ! > d
] /g; ( + :u) 8201 8201 + MaZL’Q 6:102 T,
690@ 890] 64,0@ 64,0]
Z)\ﬁ 0x; + M&xl 0xo de,

©; &pj o1 890]
| — A de
i(j+n) /Q Oz 05 + M&xQ 0xy

=
3
S
<.
Il
S~

Op; Op; i Op;
kaomiiom = | (O + 2u) 221 2% -~ d
(i+n)(j+n) /Q,;L( + “)axQ oz, om0y O

,7=1,...,n.
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Zbyva nam prava strana. Definujeme koeficienty ¢;, ¢ = 1, ..., N, nasledujicim zptsobem

9:(t) = (f1(8), ei)ogr + (131 (1), @i )o.ryn (3.23a)
gi-l—n(t) = (fQ(t)7 Qpi)O,QZ + (ng(t)v Qpi)OIW}n (323b)
1=1,...,n.

Ozna¢me M = (my;)};_, tzv. hmotnostni matici, K = (ki;));_; tzv. matici tuhosti a vektor
pravé strany G(t) = (¢1(t), ..., gn(t)). Pak diskrétni problem (3.9) l1ze ekvivalentné zapsat
jako soustavu N linedrnich obycejnych diferencialnich rovnic

M(d"(t) + Cd'(t)) + Kd(t) = G(t), d:[0,T] -RY, G:[0,T] — R". (3.24)

K soustavé (3.24) ptidame pocatecéni podminky. Necht

(Zd il Zd(2§02 ) : (3.25a)
(Z”a vi(x Zn oi(x ) . Vxe b (3.25b)

Pak systém (3.24) mtizeme doplnit podminkami

d(0)=d°, d°cR”, (3.26a)
d0)=n° n"ecR", (3.26b)

které jsou ekvivalentni s podminkami (3.10).

Abychom mohli vyjadfit jednoduse prvky matic M, K a vektoru G(t), pouzijeme k apro-
ximaci integraltt numerickou integraci. Pro vipocet integralu pies libovolny prvek K € 7,°
pouZijeme aproximaci

3
[ e KIS w(RK) (3.27)
i=1

kde PX jsou vrcholy trojthelnika K € 7,° a | K| je jeho plocha. K vyjadfeni pravé strany
rovnice pouzijeme navic aproximaci

[ dw = SITIPD) + (P (3.28)

kde T' C Ty, takovd, Ze je stranou nékterého trojuhelnika, PL, Pl jsou jeji koncové body
a |['| je jeji délka.

Uréime nejprve prvky my;, 4,7 = 1,...,n, hmotnostni matice M. Plati
ml-j:/ P pip; dz = Z/g(pz% de, 4,j=1,...,n. (3.29)
2 KeT?
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Vzhledem k tomu, Ze pouzijeme numerickou integraci (3.27), bude matice M diagonalni
a prvky na diagonéle ur¢uje hustota ¢® v piislusném vrcholu triangulace a velikost nosice
béazové funkce. Navic obvykle je mozné uvazovat hustotu o jako konstantu. Je tedy

mlj - 57/]m7/7 Z’] = 17 cet ’n7 (3-30)
kde ) .
mi = dlswpp(p)| =3¢ Do IKL i=1...n (3.31)
KeT}; PeK

Diive nez vyjadiime prvky matice K, je dobré si uvédomit, ze pro ¢ € X} jsou ¢|g
linearni funkce a tedy %| k jsou funkce konstantni. Dale uvazujeme, ze koeficienty A(x),
p(x) jsou také funkce konstantni na jednotlivych prvcich triangulace. Budeme znadit

0 i

af( x)=¢¥, zek, VKeT (3.32a)
Mz)=\g, €K, VKT, (3.32Db)
wx) = pg, €K, VKT (3.32¢)

kde gog?, Ak a p jsou realné koeficienty.

Vzorce pro prvky matice K upravime podle nasledujiciho postupu

o Opi Op;  Op; Op;
kij = /ﬂ (A +2p) 3 5on T H o de =

= > / Ak + 205 P R + oy da =

KeT?
1 1 2 2
= Y IK| (()‘K + 2uk) PR + uw&?@ﬁ&) =
KeT?

= Z |K| (()\K + 24k) goﬁ()@% + um@ﬁ%pﬁz) , 4,j=1,...,n. (3.33)
KeTp; P;,PjeK

Analogicky bude platit

1 2
Romi = 20 1K (w2l + el 0o) (3.34a)
KeT}; P;,PjeK
kigem = Y. |K| (Awﬁ?s&ﬁ» ) + uwﬁ;@so(”) , (3.34D)
KeT}; P;,PjeK
2 2 1 1
Koo = 90 T+ 200) o305 + a0l ) (3.34c)

KeTp; P;,PjeK

ii=1,...,n
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Prvky pravé strany G aproximujeme opét pomoci numerické integrace. Aproximace pro
jednoduchost opét znac¢ime stejné a po podobnych upravach jako u prvk hmotnostni

matice bude

1 1 n
g(t) =5 D |KIALP)+5 D [T P). (3.35a)
KeTl;PieK 'clwh
1 1 n
KeTP;PieK 'clwp; Piel
1=1,...,n.
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3.2 Diskretizace problému v cCase

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, jak Fesit po¢ateéni tlohu (3.24), (3.26). Bylo by mozné
prevést soustavu (3.24) na systém obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu a pak aplikovat
néjakou standardni metodu, jako napt. Rungeovu - Kuttovu metodu. Zde ale pouzijeme
Newmarkovu metodu, ktera se jevi vyhodna pro feseni soustav obycejnych diferencialnich
rovnic 2. fadu.

3.2.1 Newmarkova metoda

Nejprve odvodime Newmarkovo schéma pro obecnou pocatecni tlohu 2. fadu

y'(t) = ot y(1),y' (1)), (3.36)
y(0) = yo, (3.37)
y'(0) = 2, (3.38)

kde ¢ : [0, 7] x R? — R je spojita funkce a yo, 2o € R. Zvolme déleni D = {tn}nj\[z1 intervalu
[0,7] tak, ze ty =0, ty =T atyy =t, +7,,n=0,...,N — 1. Déle pfedpokladejme, Ze
y € C*([0,T)). Vyjadiime hodnotu y(t,1) pomoci Taylorova rozvoje t¥etiho fadu v bodé
tr 1 1

Y(tnsn) = y(tn) + 1y (tn) + 57ay" () + 70" (1) + O (7). (3.39)
Na pravé strané pfi¢teme a odec¢teme ¢len 723(y" (t,41) — v"(tn)), kde 3 € R je parametr.
Po jednoduché tpravé dostaneme rovnost

ltwen) = wlt) + /() + 72 (80 00s) + (5 = 5) 0)) -

1
=7 (8Y"(tns1) = BY" (1)) + 570y (8n) + O(7). (3.40)
Z Taylorova rozvoje druhé derivace y podle ¢ v bodé t,, plati
Y (tn1) — 4" (tn) = Tay" (tn) + 0(7_73)- (3.41)

Predchozi rovnost tedy muzeme psat ve tvaru
1
Vltwss) = 0t + () + 72 (00 e) + (5= ) (0 ) +

+ 72 <% — ﬁ) y"(t,) + O(T). (3.42)

Clen 72 (3 — 8) ¥ (t,) + O(72) budeme povazovat za chybu Fadu O(77) a jelikoZ piedpo-

kladame, zZe y je fesenim uvedené pocatecni tlohy ziskame rovnost
Y(tn1) = y(tn) + 1y (tn) + (3.43)

72 (Beltuen, 1) ) + (5 = 8) ot v(0)./0) ) + O
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Podobné mtzeme z Taylorova rozvoje odvodit i vztah pro hodnotu prvni derivace v bodé
tn+1: 1

Y (tn1) = Y (tn) + 70y" (tn) §sz,/,(tn) + O(Tn?))' (3.44)
Pri¢teme a odeCteme tentokrat ¢len 7, (v (t,s1) — v (tn)), kde v € R je dalsi parametr.
Po tpravé dostaneme rovnost

Y (tns1) = Y (tn) + 70 (V" (tngr) + (1 =) y"(ta)) +

472 (% - 7) y(t) + O(73). (3.45)

Clen 72 (3 —7) y"(tn) + O(72) miizeme povazovat za chybu fadu O(7?2). Opét za predpo-

kladu, ze y je fesenim uvedené pocatecni tulohy, ziskdme rovnost

Y (tn1) = ¥'(tn) + 7 (7¢(tn+1v Y(tni1), ¥ (tnsr)) +
+ (L =) et y(tn), ¥ (ta))) + O(77). (3.46)

Nyni mizeme zavést aproximace y, =~ y(t,), zn = V' (tn), Yn = ©(tn, Yn, zn), a zanedbat
diskretizacni chyby. Dostaneme tak Newmarkovo schéma v konecné podobé

1
Ynt1 = Yn + Tnn + 7p <ﬁ<pn+1 + (5 - ﬁ) gon) , (3.47a)
Znt1 = 2+ Tu(YPnt1 + (1 = 7)¢n). (3.47b)
Pti numerickych experimentech jsme volili v = % a (= i. Pro tuto volbu v dosahuje

metoda radu 2.

3.2.2 Numerické reseni pocatecni ulohy

Z predeslé casti je ziejmé, Ze dale feSime pocatecni problém 2. fadu. Je zadana soustava
oby¢ejnych diferencialnich rovnic (3.24) a poc¢atecni podminky (3.26). Pfiblizné feseni této
ulohy ziskdme pomoci Newmarkovy metody.

Soustavu, kterou fesime, prevedeme nejprve do vhodnéjsiho tvaru

d =M"'G-M'Kd-Cd. (3.48)

Dale aproximujeme d(t) v ¢asovych okamzicich t,, pomoci Newmarkova schématu. Ozna¢me

d, ~d(t,), z, ~ d(t,), dy := d(0), zg := d'(0) a G,, := G(t,). Miizeme psét

dn+1 = dn + ThZn + 7’3 (/8 (M_lGn+1 — M_len+1 — Czn+1) + (349&)
1
- (5 - 5) (M'G, —M 'Kd, — Cz,) )
Zpil = Zn 4+ Tn (v (M 'Gpy1 — M'Kd1 — Czpg) + (3.49b)

+(1-7) MG, - M 'Kd, — Cz,) )

47



Druhou rovnici upravime tak, abychom vyjadrili explicitné z,,

1

T 1Y O,

(zn + 7, (’y (M'Gs1 — M'Kdpi) +
+(1-7) M'G,-M"'Kd, — Cz,) )) (3.50)

Dosadime za 2,1 do prvni rovnice:

doi1 = dy + Tz + 572 (MlGn+1 ~ M 'Kdyyq — ﬁzn
= % (M Gy — M 'Kd,, )
- % (1—7) (MG, — M 'Kd, — Cz,) )
+ G — ﬁ) (MG, - M 'Kd, — Cz,). (3.51)

Pro zjednoduseni definujeme

Cy7 L
=321 = = n_ .52
&n = 07, < 1+ C’}/Tn) 1+ Cymp (3.52)

Dalsimi apravami a nahrazenim uvedeného vyrazu faktorem &, dostavame
dn+1 = dn + ThZn — anzn + gn (MilGnqu - Milenqu)

n ((% _ 5) 2 _C(1—~) gnfn) (M'G, — M'Kd, — Cz,). (3.53)

Neznamou v této rovnici je d, ;. Prevedeme vSechny c¢leny s d, 1 na levou stranu a do-
staneme soustavu

I+ &EMT'K) doyr = dy + (1 — C&) 20 + EMT G + (3.54)

+ (C (v = D&t + (% - 5) r,f) (MG, —M'Kd, — Cz,).
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3.3 Interakce proudici tekutiny a elastického télesa

Jak nazev napovida, budeme se v této Casti snazit propojit teorii proudéni tekutiny a teo-
rii popisujici pohyb elastického télesa, coz je ostatné cilem celé prace. Nezlistaneme ovsem
pouze u teorie a ukdzeme také zptisob implementace.

Proudéni tekutiny a deformaci elastického télesa jsme dosud uvazovali na piislusnych ob-
lastech jako oddélené dé€je. Na spolecné hranici obou oblasti je nutné zohlednit vzajemné
piisobeni tekutiny a télesa. Jako spole¢nou hranici oznacujeme ¢ast hranice 'y oblasti Q°,
resp. ¢ast hranice I'yy, oblasti Q{ , pricemz plati

Ty, ={zeR’ =X +u(t,X), VX €Ty}. (3.55)

Je tedy ziejmé, ze plati I'yy = I'y,,. Posunuti w hranice I'yy v Case ¢ ndm definuje oblast
Q{ a muzeme takto ziskat vhodné zobrazeni A; z definice (1.30), které spliiuje podminky
(1.31). Naopak, pokud zndme vypocetni oblast Q{ proudéni tekutiny v case ¢ a umime
vyresit problém popisujici proudéni, mizeme urcit plosnou silu T™ puisobici na téleso €2,
na ¢asti hranice I'yy, viz obr. 3.1.

\_/
\\,

_--"I‘“’

Obrazek 3.1: Plisobeni sil na spole¢né hranici.

Tato plosna sila je definovana vzorcem
Z TL], 72737 (356)

kde n je jednotkova vnéjsi norméla k hranici oblasti 9Q° a TZ-J; jsou slozky tenzoru napéti
tekutiny, které ur¢ime z rovnice

ov;  Ov; .
J i
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Pripomenime, ze o/ znac¢i hustotu tekutiny, p kinematicky tlak a v kinematicky koeficient
vazkosti.

P1i implementaci postupujeme tedy néasledovné. Nejprve provedeme vypocet feseni pro-
blému proudéni tekutiny na oblasti Q{n Ze ziskané rychlosti v, a tlaku p;, vypocitame
slozky tenzoru napéti Ti];. Mitizeme tedy vypodcitat plosnou silu ptisobici na oblast Q¥ na
hranici I'yy. Provedeme vypocet posunuti uy, v ¢ase t,,. Posunuti u;, urcuje zobrazeni A, ,,
oblast Q{n ., a aproximuje rychlost deformace oblasti w" !, viz ¢4st 1.4 o diskretizaci prou-

déni tekutiny. Potom miizeme piejit k dalsimu ¢asovému kroku ¢, 1.

Popisme tento proces podrobnéji. V diskrétnim modelu predstavuje hranici I'y, lomena
cara, kterd je urcena vrcholy na hranici. V prvnim kroku jsou tyto spolecné vrcholy ur-
¢eny jednoduse tak, ze se porovnaji jejich soutadnice. Vypocet tenzoru napéti provedeme
v kazdém z téchto vrcholt zvlast a uréime plosnou silu, kterou ziskdme ze vzorce (3.56),
pricemz vnéjsi norméalu ve vrcholu urcime jako aritmeticky primeér vnéjsich normal hran,
které spolu maji spolecny pravé prislusny vrchol. Pii feseni problému elasticity nas zajima
plosna sila piisobici na jednotlivé hrany. Tuto silu vypocitame tak, ze tentokrat vezmeme
aritmeticky primeér plosnych sil, které jsme urcili v krajnich vrcholech této hrany. Pii pie-
davani hodnot deformace je postup mnohem jednodussi. V kazdém kroku jsou predany
hodnoty deformace ve vrcholech na spole¢né hranici. Jak jiz bylo uvedeno, vzajemné pii-
fazeni vrcholii na spole¢né hranici jsme provedli v prvnim kroku.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

Na zakladé teoretickych vysledki byl vytvoren software, pomoci kterého lze fesit tlohy in-
terakce proudici tekutiny a elastického télesa. Jak jsme jiz poznamenali v ivodu, pro feseni
problému proudéni tekutiny v oblasti zavislé na ¢ase pouzijeme program FEMFLUID [18]
a k Teseni problému deformace elastického télesa program, ktery jsme nove vytvotili. Tento
program, ktery je pouzitelny i samostatné, jsme zakomponovali jako programovy modul do
programu FEMFLUID. V této kapitole je uvedeno nékolik poznamek k implementaci. V
predchozi kapitole jiz byl naznacen zptsob, jak realizovat pfechodové podminky interakce.
Dale uvedeme mozné zpisoby vygenerovani siti a zptsob implementace pouzité metody
konec¢nych prvkia a Newmarkovy metody.

Tato kapitola obsahuje predevsim obrazky, grafy a jiné numerické vysledky. Jako prvni
jsou to vystupy programu pro feseni problému deformace elastického télesa, ktery jsme po-
uzili na jednoduché obdélnikové a Ctvercové modely elastickych téles. Postupné jsme fesili
priklady s riznym casovym krokem, riznymi materidlovymi vlastnostmi a rtiznymi okra-
jovymi podminkami. Na zavér jsou uvedeny vizualizace pribliznych feSeni tloh interakce
proudéni a elastického télesa, které maji simulovat pohyb hlasivek a proudéni vzduchu
kolem nich. Vypocetni oblast v téchto prikladech ptiblizné odpovida skuteénému tvaru
hlasivky. Pro nékteré vysledky provedeme podrobnéjsi analyzu.

Rada dalsich vysledki se nachazi na pfilozeném disku. Zajimavé a nazorné jsou prede-

vsim kratké videosekvence. Dalsi pfilohou disku je vytvoreny software. Poznamenejme, ze
k vytvoreni programu byl pouzit programovaci jazyk C.
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Obrazek 4.1: Ukazka triangulace oblasti tekutiny.

4.1 Implementace

V této c¢asti popiSeme moznosti generovani siti. Dale se budeme zabyvat implementaci pro-
gramu na fFeseni problému deformace elastického télesa a na zavér pomoci tohoto programu
vyfesime nékolik jednoduchych tloh.

4.1.1 Generovani siti

Pii pouziti metody kone¢nych prvki je dfilezité mit vytvofenu vhodnou triangulaci 7,°
oblasti 2% a také triangulaci ’];Lf oblasti Qg. Pozadujeme, aby obé triangulace mély dosta-
tecné mnozstvi elementi, abychom ziskali dobré aproximace feseni tloh. OvSem je nutno
podotknout, zZe se vzriistajicim poctem elementl vzrista vyrazné slozitost a cas vypocti.
Triangulace 7,” a ’];f je navic nutné vhodné propojit, vzhledem k tomu, Ze oblasti tekutiny
a télesa maji spolecnou hranici 'y .

Existuje nékolik pristupd, jak sestrojit triangulace oblasti. Sestroji se napft. jednoducha
hrub4 sif, kterou je mozné dale zjemtiovat. Je vhodné mit vice prvki tam, kde se feSeni
lisi o pomérné vétsi hodnoty. Pro vytvoreni triangulaci jsme pouzivali software ANGENER
[17] a GMSH [20]. Forméat souboru triangulace, se kterym pracuje ANGENER, pouzivame
i v naSem programu jako standard pro vstupni data sité. V programu jsou vyuzity vlast-
nosti tohoto forméatu, které zarucuji regularitu triangulace ve smyslu metody konec¢nych
prvki, kladnou orientaci vrcholti elementti, sefazeni vrcholii na hranici a dalsi. Je nutné
jednoduse predavat informace mezi oblasti tekutiny a télesa, a proto je vyhodné, aby obé
triangulace mély na spolecné hranici pravé jen spolecné vrcholy. Pro slozitéjsi ulohy se
jevi vhodnéjsi program GMSH, ktery umoznuje jednoduse tuto podminku splnit. Vystup
programu GMSH prevadime do formatu programu ANGENER. V programu GMSH jsme
jednoduse vytvorili riizné podoblasti, na kterych je pak mozné definovat napt. rtizné mate-
ridlové vlastnosti ¢asti télesa. Na obrazcich 4.1 a 4.2 vidime ukazky vytvorenych triangulaci.
Rizné podoblasti jsou barevné odliseny.

52



Obrazek 4.2: Ukazka triangulace oblasti télesa.

4.1.2 Program pro reseni problému deformace elastického télesa

Podobné jako jsme nejprve provedli diskretizaci problému v prostoru a poté diskretizaci v
case, je mozné i implementaci rozdélit na metodu kone¢nych prvki a Newmarkovu metodu,
ale navic i metodu feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic.

V prvnim kroku program nacte vstupni data. Jedna se predevsim o soubor triangulace,
ktery je ulozen ve tvaru, ktery pouziva program ANGENER, jak jiz bylo uvedeno vyse.
Ukladame zvlast souradnice vrchold, elementy triangulace a ¢asti hranice. U elementt
triangulace jsou doplnény elastické vlastnosti materialu, tj. Youngiv modul pruznosti a
Poissonova konstanta, velikost plochy elementu a gradienty bazovych funkci, jejichz nosic¢
obsahuje piislusny element. U ¢asti hranice je definovan typ hranice, tedy presnéji typ
okrajové podminky, kterd je na této c¢asti hranice definovana. Pro c¢asti hranice, kde je
predepsdna podminka pusobeni sil (2.26), vypocitame jeji délku a slozky vektoru vnéjsi
normaly. Zde je dilezité, aby byla hranice kladné orientovana, jinak bychom mohli vypo-
¢itat slozky opacné orientovaného vektoru. Déle rozdélime vrcholy triangulace na ty, na
kterych jsou ddna posunuti, tj. nélezi hranici, na které je definovana podminka (2.34), a na
ostatni vrcholy. Ve vétsiné prikladt uvazujeme, Ze podminka (2.34) je nulova, a proto se
poloha téchto vrcholtt neméni. Obecné je program mozné pouzit i s nenulovou podminkou.

Déle vypocitame prvky hmotnostni matice M, matice tuhosti K a vektoru pravé strany
G, abychom dostali soustavu linedrnich oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (3.24). Vzhledem
k tomu, Ze uvazujeme konstantni hustotu o¢° a 7e elastické vlastnosti materialu jsou kon-
stantni v Case, staci prvky matice M a K vypocitat pouze v prvnim kroku. Vektor pravé
strany G se obvykle s casem méni. Prvky hmotnostni matice vypocitdme podle vzorci
(3.30) a (3.31), prvky matice tuhosti podle vzorcu (3.33) a (3.34) a slozky vektoru pravé
strany podle vzorct (3.35). JelikoZ nosice testovacich funkei jsou malé, budou hmotnostni
matice 1 matice tuhosti fidké matice, tj. matice, které obsahuji jen pomérné maly pocet
nenulovych prvki. Ostatné na této myslence je metoda koneénych prvki zalozena. Matice
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je tedy mozné ulozit jako Fidké, ¢imz Setfime pamét, ale predevsim pii praci s Fidkymi
maticemi dosdhneme mnohem vétsi rychlosti pfi dalsich vypoctech. Soustavu (3.24) dale
fesime pomoci Newmarkovy metody.

Navod na implementaci Newmarkovy metody nam dava vzorec (3.54). Pouzitim numerické
integrace ziskame sice diagonalni matici hmoty M, ze které snadno ziskame jeji inverzi,
obecné je ovSem vyhodnéjsi vynasobit rovnici (3.54) matici M. Uvazujme obecné nerov-
nomérné déleni ¢asového intervalu [0, 7] takové, Ze t,.1 = t, + 7,, kde 7, > 0 a t; = 0.
Ziskame nasledujici soustavu:

(M + £.K) dpsy = Md,, + (7, — CE2) Mzs, + £,Gia+ (4.1)
+ (C (v—=1)& T + (% - ﬁ) Tn2) (G, —Kd, — CMz,).

Pripomenme, ze
. __0n
"1+ Cyr

Podobné jako jsme vynésobili rovnici (3.54), vynasobime také rovnici (3.50):

(4.2)

1

Mz, 1 = ———
Zn+1 1+ Cyr,

(Mzn + Tn (’7 (Gn+1 - Kdn+1) +
+(1-9) (G, — Kd, — CMz,,) )) (4.3)

Obvykle uvazujeme stejny casovy krok 7 = 7,, Vn € N, mizeme psat také £ = £,. Déle
definujeme 2, = Mz, pak rovnice (4.1) a (4.3) maji tvar

(M +¢K)d,+1 = Md,, + (1 — C&) 2, + EG 1+ (4.4a)
; (cw—nm (% —ﬁ) ) (G~ Kd, - C3,),

1

2n+1 = m <2n + T(’}/ (Gn+1 - Kdn+1) + (44b)

+(1-7) (Gn—Kdn—Cén)>).

Pti samotném vypoctu zavadime nékolik dalsich znaceni. Do paméti pak ukladame vice
informaci, abychom neprovadéli duplicitni vypoéty. Levou stranu rovnice (4.4b) neni nutné
pocitat v kazdém kroku, definujeme matici B:

B =M + ¢K. (4.5)
Potom definujeme dva redlné koeficienty:
- — = Cly—1er + (5 - ) 7 (1.6)
771—1+C,Wa e = Gy T 5 T .
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Déle definujeme dva vektory pl a p?, které poc¢itdme v kazdém kroku.

p, = G, — Kd,, (4.7a)
p, =p, — Cz,. (4.7b)

Upravime rovnice (4.4) pomoci téchto znaceni:

Bd,+1 = Md, + (1 — C&) Z,, + {Gi1 + Mo, (4.8a)
Znpr=m (Zn+7 (0 + (1 =7)P2)) (4.8b)

Tento systém jiz v podstaté odpovida skutecné implementaci. Piipomenme, Ze vsechny
matice ukladame jako ridké a timto zpisobem s nimi i pracujeme.

Zbyva vyftesit soustavu (4.8a) linedrnich algebraickych rovnic. Nejjednodussi by bylo fesit
soustavu piimo pomoci Gaussovy eliminace. OvSsem mnohem rychlejsitho vypoctu dosah-
neme pouzitim itera¢nich metod a ziskame tak priblizné feseni se zanedbatelnou chybou.
Vzhledem k tomu, Ze matice B je symetrickd a pozitivné definitni, jelikoz matice K je
také symetrickd a pozitivné definitni, pouzijeme pro feseni soustavy metodu sdruzenych
gradientii. Metodu sdruzenych gradientd implementujeme opét pro fidké matice. Experi-
mentalni vypocty probihaly dostatecné rychle. Ovsem jisté by bylo mozné do budoucna
tento vypocet jesté vylepsit, napf. pouzitim pfedpodminéni.

4.1.3 Tahova a tlakova zkouska

Castym piikladem teorie pruznosti je tahova zkouska. Uvazujeme ty¢ o délce [ a priiméru
d. Predpokladame, ze osa tycCe predstavuje osu z;. Ty¢ pevné upevnime na jednom konci
a na druhém konci ji zatizime tahovou silou F.

Formulujme odpovidajici tilohu. Necht Q° = (—0.01,0.01) x (—0.001,0.001), jedn4 se tedy
o obdélnik o strandch 2 cm a 2 mm. Jeho hranu, jejiz krajni body jsou body [—0.01, —0.001]
a [—0.01,0.001], oznac¢ime I'%, a piedpokladdme, Ze je pevné uchycena, tj. plati

u’ =0 (4.9)

na (0,7) xTI'%,. Na ostatnich hranich piedepiseme okrajovou podminku (2.39¢), kde T™ = 0
na vodorovnych hranach a na svislé hrané je tato plosna sila urcena tenzorem napéti o sloz-
kach 77 = 2500, 15 = 795 = 0, ale pouze po dobu 0.02 s, jinak je nulova.

Dale predpokladame, ze toto téleso je izotropni a homogenni a vlastnosti materialu jsou
podobné vlastnostem gumy, tj. hustota o = 1100 kg.m >, Youngtv modul pruznosti
E = 10* Pa a Poissonova konstanta o = 0.4. Hustotu vnéjsich objemovych sil zanedbavame
a predepisujeme nulové pocatec¢ni posunuti i rychlost:

u’=0, 2°=0, (4.10)
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Obrazek 4.3: Tahova zkouska.

v . Resime tilohu deformace elastického télesa (2.39), kdy volime T = 4 s.

Na obrazku 4.3 je nakres této tlohy a je také zndzornéna zvolend triangulace oblasti Q0.
P#i numerickém vypoctu jsme pouzili dasovy krok 7 = 4 - 10~* s. Vizualizace pfiblizného
feSeni posunuti v nékterych casovych okamzicich je na obr. 4.6.

Prvni dlohu modifikujeme, a to tak, ze nyni nebudeme na téleso piisobit tahem, ale
budeme na néj tlacit, jak je ukdzano na obr. 4.4. To znamené, ze tloha je stejna, jenom
plo$na sila T™ bude na ¢tvrtiné horni vodorovné strany urcena tenzorem napéti o slozkach
Tog = —500, 711 = 712 = 0, opét pouze po dobu 0.02 s, jinak necht je nulova. Vizualizace
priblizného feseni posunuti v nékterych ¢asovych okamzicich jsou tentokrat na obr. 4.7.

4.1.4 Model hlasivky

Na obr. 4.5 je oblast, kterd predstavuje priblizné tvar hlasivky. Barevné jsme odlisili rtizné
podoblasti, které maji rtizné materidlové vlastnosti. Uvazujeme sice vSude stejnou hustotu
0® = 1040 kg.m*, ale rtizné hodnoty Youngova modulu pruznosti a Poissonovy konstanty
viz tab. 4.1. Na ¢4sti hranice '), kterd je na obr. 4.5 zvjraznéna ¢ernou barvou, je prede-
psana okrajova podminka

u? = 0. (4.11)

Obrazek 4.4: Tlakova zkouska.
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Obréazek 4.5: Priblizny tvar hlasivky.

Na zbylé ¢asti hranice Iy predepisme okrajovou podminku (2.39¢). Pisobeni plosnych sil
T™ je naznaceno na obr. 4.5. Tyto sily budou ptsobit po dobu 0.002 s a jsou urceny ten-
zorem napéti o slozkach 17 = 199 = 1000, t15 = 0 na ¢asti hranice 'y, pro jejiz body plati
x1 < 0.0065, tenzorem napéti o slozkach 71 = 19 = —800, 75 = 0 na ¢asti hranice I'y,
pro jejiz body plati 0.0065 < x; < 0.0081 a tenzorem napéti o slozkach 77 = 19 = —200,
712 = 0 na zbylé c¢asti hranice I'yy.

Opét zanedbavame vnéjsi objemové sily a predepisujeme nulové pocatecni posunuti i rych-
lost. P¥i numerickém vypoctu zvolime casovy krok 7 = 107° s. Vizualizace pfiblizného
feSeni posunuti v ne€kterych ¢asovych okamzicich je na obr. 4.8.

‘ podoblast ‘ E ‘ o ‘
Qb 1000 | 0.495
Qb 100000 | 0.4
Qb 12000 | 0.4
Qb 8000 | 0.4

Tabulka 4.1: Materidlové vlastnosti.
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Obrazek 4.6: Tahova zkouska.
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4.2 Modalni analyza a Fourierova transformace

Pohyb elastického télesa bez plisobeni plosnych sil na jeho povrchu a pfi zanedbani vniti-
nich sil a tlumeni je dle (3.24) popsan maticovou pohybovou rovnici

Md" + Kd = 0, (4.12)

pri pocatecnich podminkach
d(0)=d", d(0)= 2" (4.13)

Toto je tloha, ktera popisuje volné kmitani netlumenych soustav.

4.2.1 Modalni analyza

Reseni problému (4.12) chceme najit ve tvaru

N
d(t) =) wje ™, (4.14)
j=1

Uvazujeme-li, Ze pro k € N je v; = 0 pro vSechna j # k, pak

d(t) = vye "kt (4.15)
Ziejmé '
d'(t) = —wivge “r, (4.16)
takze dosazenim do (4.12) ziskame
(—Mw; + K) ve ¥ =0, (4.17)
odtud
2 —
(—Mwj + K) v = 0. (4.18)

Rovnice (4.18) predstavuje tzv. zobecnény problém vlastnich ¢isel pritazeny k maticim M a
K. Rovnice (4.18) je soustavou homogennich linearnich algebraickych rovnic pro neznamé
vektoru v;. Tato soustava ma netrividlni feSeni, pravé kdyz jeji determinant je nulovy.
Rovnice

det (—Mwj +K) =0 (4.19)

je tzv. charakteristickd rovnice soustavy (4.12). Kofeny charakteristické rovnice nazyvame
vlastni Cisla soustavy \; = wjz-. Protoze hmotnostni matice je vzdy pozitivné definitni a
matice tuhosti pozitivné semidefinitni, jsou vlastni ¢isla nezaporna a miizeme je v redlném
oboru odmocnit, ¢imZ dostaneme w; = \/)\7 Teémto veli¢inam fikame vlastni frekvence
soustavy. Protoze podle zédkladni véty algebry kofenti rovnice N-tého stupné je prave N,
existuje pro soustavu s N stupni volnosti /N vlastnich frekvenci. Usporadame je podle
velikosti w; < wy < -++ < wy. Dosadime-li uréené vlastni frekvence do (4.18), ziskdme
homogenni soustavu linearnich rovnic pro neznamy vektor v;, piislusici vlastni frekvenci
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| frekvence | [Hz] |

i 0.19
s 1.25
2 4.09
f 4.29
75 7.36
2 11.23
Fr 12.38
fs 15.38

Tabulka 4.2: Frekvence vlastnich kmit1 nosniku.

| frekvence | [Hz] |

i 192.50
/o 337.88
fs 366.45
2 507.39
fs 538.96
s 614.99
fr 675.84
fs 680.34

Tabulka 4.3: Frekvence vlastnich kmitt modelu hlasivky.

w;. Matice soustavy je vSak singularni. Soustava (4.18) mé proto nekonecné mnoho ne-
trividlnich feSeni. Kazdému takovému feSeni v; fikdme wvlastni vektor piislusici k vlastni
frekvenci w;. Pfedpokladejme, Ze vlastni frekvence jsou po dvou rizné, coz je obvykly pri-
pad. Hodnost matice soustavy je N —1, takze staci, kdyz zvolime libovolné jednu soufadnici
vlastniho vektoru. Jednoznacné mame urceny smér vektoru a volime pouze vhodné jeho
velikost. Tyto vypocty jsme provedli za pouziti softwaru GNU Octave [21].

Prakticky vypocitame pii nasich experimentech pouze prvnich par nejmensich vlastnich
frekvenci a k nim piislusné vlastni vektory. Skalovanim jednotlivich vektor mtizeme si-
mulovat vlastni kmity télesa. Tyto kmity pii experimentech zobrazime na obrazcich. Dale
uvedeme piislusné frekvence f;, které vypocitdme z hodnot vlastnich frekvenci wj:

_ Y
fj_27r'

(4.20)

Vratime se k piikladiim z odstavet 4.1.3 a 4.1.4. Vizualizace vlastnich kmitt télesa z tahové
a tlakové zkousky jsou na obr. 4.11 a ptislusné frekvence jsou v tabulce 4.2. Vizualizace
vlastnich kmit modelu hlasivky jsou na obr. 4.12 a prislusné frekvence jsou v tabulce 4.3.
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4.2.2 Fourierova transformace

Vysledky modalni analyzy srovname s vysledky diskrétni Fourierovy transformace. Defi-
nujme diskrétni Fourierovu transformaci jako vztah

ay =Y bjemim (4.21)
=0

ktery pfevadi n komplexnich ¢isel b; na m komplexnich ¢isel ay.

Zvolime libovolny bod oblasti elastického té&lesa & € Q. Slozky vektoru b = (by, ..., b,,) bu-
dou hodnoty posunuti u;, v horizontalnim nebo vertikdlnim sméru, tedy platib; = up (2, t;)
nebo b; = upa(x,t;), kde m je pocet Casovych okamzikl, ve kterych jsme vypocitali pii-
blizné feseni wuy,. Jestlize zvoleny bod x je vrcholem triangulace, pak b; = dgl)(tj), resp.

b, = dEQ)(tj), j =1,...,m, kde 7 je index vrcholu triangulace. Pro diskrétni Fourierovu
transformaci pouzijeme program GNU Octave [21]. Hodnoty vektoru a = (aq, . .., a,,) jsou
prifazeny frekvencim
1
=G-1)—, j=1,....,m. 4.22
f] (j )T(m _ 1) ) J ) , ( )

Frekvence pro nejvyssi hodnoty a; vypiseme do tabulky a srovname s vysledky z odstavce
4.2.1.

V prikladu tlakové zkousky z odstavce 4.1.3 zvolime vrchol triangulace, ktery je pravym
hornim rohem oblasti °. Hodnota posunuti ve vertikdlnim a horizontalnim sméru v tomto
bodé je zaznacena do grafu na obr. 4.9 vlevo a graf diskrétni Fourierovy transformace je
na obr. 4.9 vpravo. Hodnoty frekvenci pfislusné maximalnim hodnotam jsou v tabulce 4.4
a muzeme je srovnat s vysledky v tabulce 4.2.

Podobné u piikladu modelu hlasivky z odstavce 4.1.4 zvolime vrchol triangulace s nej-
vyssi hodnotou soufadnice x5. Hodnota posunuti ve vertikalnim a horizontalnim sméru v
tomto bodé je zaznacena do grafu na obr. 4.10 vlevo a graf diskrétni Fourierovy trans-
formace je na obr. 4.10 vpravo. Opét hodnoty frekvenci pfislusné maximalnim hodnotam
zaznamename do tabulky 4.5 a srovname s vysledky z tabulky 4.3.

63



| frekvence | [Hz] |

2 0.25
P 1.6
2 415
f1 75
7 113
2 12.35
1, 15.35
fs 19.7

Tabulka 4.4: Frekvence kmitt nosniku.
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Obrazek 4.9: Graf pohybu bodu nosnikt a graf prislusné diskrétni Fourierovy transformace.
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| frekvence | [Hz] |

h 1915
Iz 335.5
fs 379.5
f 505.5
fs 542.0
s 605.0
fr 673.0
fs 632.0

Tabulka 4.5: Frekvence kmiti modelu hlasivky.
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Obrazek 4.10: Graf pohybu bodu modelu hlasivky a graf ptislusné diskrétni Fourierovy
transformace.

65



g g g

3 , 3 ~ 3 2

7 7 7

7 = = 7 = = 7 = =

Toor s 510 oo o015 Toor s 3 510 oo o015 500 3 510 oo o015
3 P 3 3 =
7 - 7 0 = 7 - =

Lo o0 abr o510 o0 3 10 abr o510 o0 3 10 abr o510
g

3 B . s

7 7 7

v v

—0.01 —5x107 5x1073 0.01 0.015 —5x107 o 5x1073 0.01 0.015 —5x107 o 5x1073 0.01 0.015
g

3 R .

7 7 7

v v v

—0.01 —5x107 5x1073 0.01 0.015 —5x107 o 5x1073 0.01 0.015 —5x107 o 5x1073 0.01 0.015

3 7 7 p

i i

7 - 7 0 = 7 - =

[R /TR okt og1s Lo oo 3 70 ob os1s [R /TR 3 70 okt og1s
3 -

| -001

001

—5x107° ° 5x10% 001 0.015

Obrazek 4.11: Vlastni kmity nosniku.

66




o o
[ . . . . . . [ . . . . . .
-1
o o4
o o
7 7
24 24
| |
K
%
PR
NVAVAV.S
7 7 NAVAV.
° ° SRS
I % VAV,
I I ‘;A
) | SSNAAZ
o o
i i
o o
X X
- -
I I
x1073 5x1072 6x107 7x1072 Bx1073 91072
w w . . . . . .
-2
o o
7 7
S S
I I
o o
7 7
o o
1 1
& &
I I
7 7
o o
X X
o) o)
I I
axi0 5x1073 6x10-> 7x1073 x10- ax1073 axi0 5x1073 6x10-> 7x1073 x10- ax1073
w . . . . . . w . . . . . .
-3
o o
8 8
T XN 0
AVATAVAY NS
o o
5 5 :
% A 3
§ BRI §
7 7
° °
X X
o) o)
I I
axi0 5x1073 6x10-> 7x1073 x10- ax1073 axi0 5x1073 6x10-> 7x1073 x10- ax1073
w . . . . . . w . . . . . .
-4
o o
15 S I3
T s T DAL
SNDAS
5 RIS
. . N
o o
I I
7 7
° °
X X
7 7

T T T T
4x1073 5x1077 ex107® 7x1072

T
8x107®

T
9x107?

T
4x1073

T
5x1077

T T
ex107® 7x1072
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Obréazek 4.13: Detail oblasti modelu hlasivky (¢ervené), ktera se deformuje, a ¢asti oblasti
vyplnéné tekutinou, kterd ji obtéka.

4.3 Priklad interakce proudici tekutiny a elastického
télesa

V zavéru se budeme zabyvat prikladem, ktery byl motivaci celé této prace. Uvazujme
zjednoduseny model lidskych hlasivek, ktery je slozeny z materiali s riznymi elastickymi
vlastnostmi. Proudici tekutinu piedstavuje vzduch. Oblast Q° piedstavuje elastické té-
leso tedy hlasivku a Q{ je oblast vyplnéna tekutinou v case t. Jako pohyblivou hranici
'y, uvazujeme spolecnou hranici obou oblasti, viz obr. 4.13, ostatni hranice obou oblasti
necht jsou pevné. Definujme hranici FfD, na které predepisujeme vstupni podminku a vy-
stupni hranici Fé, na které predepisujeme ”"do nothing” podminku. Hranice oblasti Q{
jsou rozliseny podobné jako na obrazku 1.2. Na svislé ¢asti hranice F{) predepisme vstupni
podminku rychlosti ve sméru rovnobézném s osou x; ve tvaru kvadratické funkce vzhledem
k soufadnici x5. Tato kvadraticka funkce je v krajnich bodech této svislé casti nulova a
urcuje ji hodnota v,,,, ve stiedu této casti. Na zbylé casti hranice FfD predepisme nulo-
vou podminku. Pfi vypoctu uvazujeme, ze se jedna o symetrickou tlohu vzhledem k ose z;.

Spole¢nou hodnotou pro vypocet rovnic popisujici deformaci télesa i proudéni je casovy
krok 7. V c¢ase t > 0 bude probihat vypocet interakce télesa a tekutiny. Pfedtim pro-
béhne nékolik iteraci vypoc¢tu proudéni bez deformace vypocetni oblasti od daného casu
to < 0. Pro tekutinu predepisujeme kinematicky koeficient vazkosti v a hustotu tekutiny
o/ . Pro téleso musi byt dana hustota télesa ¢°, Youngtiv modul pruznosti £ a Poissonova
konstanta o. Neuvazujeme homogenni téleso, hodnoty uvedenych veli¢in predepisujeme na
podoblastech oblasti ° analogicky s piikladem v odstavci 4.1.4. P¥ipadné mtizeme defino-
vat konstantu tlumeni C. Charakteristiky modelu hlasivky jsou v tabulce 4.1 v odstavci
4.1.4. Uvedme vycet ostatnich zadanych hodnot:

Umaz = 6 M8, C =0,
r=2.10"%s, to =—5-107%s,
o/ =1.17kgm™3, v=15-1075.

Vizualizace velikosti rychlosti v nékterych ¢asovych okamzicich je na obr. 4.14. Vizualizace
tlaku je na obr. 4.15.
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Obréazek 4.14: Interakce proudici tekutiny a elastického télesa, velikost rychlosti v ¢asech
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Z.aver

V diplomové praci jsme se zabyvali formulaci a numerickym feSenim interakce proudici
tekutiny a elastického télesa. Na zakladé popsané teorie jsme vytvorili program, ktery
spolu s programem FEMFLUID je mozné pouzit pro riizné aplikace na problém interakce
tekutin a struktur. Vypracovana metoda a programovy systém jsou vhodné pro aplikaci na
modelovani hlasivek, coz bylo motivaci této prace. Pomoci nékolika testti jsme oveérili, ze
vypracovana metoda je dostatecné robustni a je mozné ji aplikovat na feseni konkrétnich
komplikovanych tiloh. Numerické experimenty jsme provadéli na bézném osobnim pocitaci,
jehoz vykon byl pro fesené problémy dostatecny.
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