
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikální fakulta

DIPLOMOVÁ PRÁCE

Jakub Halá£ek

Struktura £ernod¥rových prostoro£as·

Ústav teoretické fyziky MFF UK

Vedoucí diplomové práce: Mgr. Tomá² Ledvinka Ph.D.

Studijní program: Fyzika

Studijní obor: Teoretická fyzika

Praha 2011



D¥kuji Mgr. Tomá²ovi Ledvinkovi Ph.D. za ob¥tavou pomoc, bez které by tato
práce nevznikla. Velký dík pat°í i mé rodin¥ za dlouhodobou podporu.



Prohla²uji, ºe jsem tuto diplomovou práci vypracoval samostatn¥ a výhradn¥
s pouºitím citovaných pramen·, literatury a dal²ích odborných zdroj·.

Beru na v¥domí, ºe se na moji práci vztahují práva a povinnosti vyplývající ze
zákona £. 121/2000 Sb., autorského zákona v platném zn¥ní, zejména skute£nost,
ºe Univerzita Karlova v Praze má právo na uzav°ení licen£ní smlouvy o uºití této
práce jako ²kolního díla podle �60 odst. 1 autorského zákona.

V Praze dne 15. dubna 2011 Jakub Halá£ek



Název práce: Struktura £ernod¥rových prostoro£as·

Autor: Jakub Halá£ek

Katedra: Ústav teoretické fyziky MFF UK

Vedoucí diplomové práce: Mgr. Tomá² Ledvinka Ph.D., Ústav teoretické fyziky

Abstrakt: V p°edloºené práci studujeme p°evzatá °e²ení kompakti�ka£ních me-
tod na Schwarzschildov¥ protoro£ase a rozebíráme jejich vlastnosti a analytic-
kou strukturu. Dále zavádíme metodu konstrukce sou°adnic zaloºenou na analy-
tických poºadavcích kladených na výslednou metriku. Tento postup aplikujeme
a diskutujeme na Schwarzschildov¥ prostoro£ase. Dále jej uºijeme ke kompakti-
�kaci Reissnerova�Nordströmova prostoro£asu a diskutujeme analytické pokrytí
tohoto prostoro£asu. V neposlední °ad¥ ukazujeme metodu zaloºenou na teorii
diferenciálních rovnic k ov¥°ení analytické struktury metrických koe�cient· na
I ±.

Klí£ová slova: konformní metrika, kompakti�kace, analyti£nost metrických koe�-
cient·, asymptotická struktura, Schwarzschild·v prostoro£as

Title: The structure of black hole spacetimes

Author: Jakub Halá£ek

Department: Institute of Theoretical Physics

Supervisor: Mgr. Tomá² Ledvinka Ph.D., Institute of Theoretical Physics

Abstract: In the presented thesis we study taken over solutions of available com-
pacti�cation methods on the Schwarzschild's spacetime and we discuss their pro-
perties and analytical structure. Furthermore, we introduce a method of con-
struction of coordinates based on analytical requirements placed on the resulting
metrics. This procedure is being discussed and applied to Schwarzschild's space-
time. Next we apply it to the compacti�cation of the Reissner's � Nordström's
spacetime and discuss its analytical coverage of the spacetime. Finally, we show
a method based on the theory of di�erential equations to verify the analytical
structure of the metric coe�cients on the I ±.

Keywords: conformal metric, compacti�cation, analyticity of metric coe�cients,
asymptotic structure, Schwarzschild spacetime



Obsah

1 Úvod 1

2 Základní pojmy 3
2.1 Princip kompakti�kace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Minkowskiho prostoro£as . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2.1 Analytické vlastnosti Minkowskiho prostoro£asu . . . . . . . 9

3 Schwarzschild·v prostoro£as 12
3.1 Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.1.1 Kompakti�kace Kruskalových�Szekeresových
sou°adnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.2 P°ehled kompakti�ka£ních transformací . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.1 Varianta 1 (Misner�Thorne�Wheeler) . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.2 Varianta 2 (Novikov, Frolov) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2.3 Porovnání obou p°ístup· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2.4 Tvar singularity r = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.2.5 Varianta 3 (Hervik, Grøn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4 Asymptoticky plochá kruskalizace a její kompakti�kace 31
4.1 Motivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 Kruskalizace Schwarzschildova prostoro£asu . . . . . . . . . . . . . . 33
4.3 Kompakti�kace Schwarzschildova prostoro£asu . . . . . . . . . . . . 38

4.3.1 Transformace pokrývající analyticky celý Schwarzschild·v
prostoro£as . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.3.2 Transformace generující nedegenerovanou metriku
pro r < 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.3.3 Úhel r = 0 v bodech i± a i0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.4 Zp¥tná kruskalizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.5 Vztah mezi Kruskalovými�Szekeresovými

a implicitními sou°adnicemi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5 Reissner·v�Nordström·v prostoro£as 52
5.1 Reissnerovo�Nordströmovo °e²ení Einsteinových rovnic . . . . . . . 52
5.2 Kompakti�kace Reissnerova�Nordströmova

prostoro£asu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.2.1 Analytické vlastnosti sou°adnic kompakti�kovaného Rei-

ssnerova�Nordströmova prostoro£asu . . . . . . . . . . . . . . 57
5.2.2 Diskuze vlastností kompakti�kace Reissnerova�Nordströmo-

va prostoro£asu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5



6 Záv¥r 59

A Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice 60
A.1 Kruskalovy�Szekeresovy sv¥telné sou°adnice . . . . . . . . . . . . . . 60
A.2 Kruskalovy-Szekeresovy sou°adnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
A.3 Dopl¬ující vztahy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

B Matematické dodatky 62
B.1 Shrnutí d·leºitých de�nicí a v¥t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
B.2 Lambertova W -funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
B.3 Limita výrazu Ωr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
B.4 Diferenciální rovnice pro ov¥°ení analyti£nosti výrazu Ωr . . . . . . 65

Literatura 68



Kapitola 1

Úvod

Ty nejúºasn¥j²í vesmírné d¥je pozorujeme na²t¥stí z ohromné vzdálenosti. Po-

mineme-li snadno zapo£itatelný vliv t¥les slune£ní soustavy, odehrávají se na²e

pozorování v plochém prostoro£ase. Zde pozorované elektromagnetické a brzy

snad i gravita£ní vlny mohou p°icházet od £erných d¥r � z míst kde je, v souladu

s p°edpov¥¤mi obecné relativity, prostor zak°ivený do nejvy²²í míry. Obecná rela-

tivita navíc ukázala, ºe neznámou v teorii gravitace není jen hmotou zak°ivované

gravita£ní pole reprezentované metrikou prostoro£asu, ale i sama topologie vari-

ety, jíº prostoro£as popisujeme. Velmi uºite£ným nástrojem se staly Penroseovy-

Carterovy kompakti�kované diagramy, umoº¬ující v jediném obrázku shrnout

vlastnosti rovnic ²í°ení vln¥ní v asymptoticky ploché oblasti prostoru nebo blíz-

kosti zhrouceného objektu a dále kauzální strukturu ur£ující kdy a co m·ºe který

pozorovatel vid¥t. Stejn¥ tak ukazují p°ípadné topologické zvlá²tnosti variety na

níº se vlny ²í°í.

Základní motivací bylo pozorování [8], ºe jsou-li dv¥ metriky na varietách

(M, ds2) a (M̃,ds̃2) svázány konformní transformací

ds̃2 = Ω2ds2 ,

platí, ºe vlnová rovnice

∇µ∇µΦ− 1

6
RΦ = Ω3

(
∇̃µ∇̃µΦ̃− 1

6
R̃Φ̃

)
= 0

je konformn¥ invariantní. Pouhým dosazením transformovaných sou°adnic a p°e-

²kálováním dostaneme z °e²ení vlnové rovnice Φ̃ = Ω−1Φ na M̃ °e²ení vlnové rovnice

Φ na M . Navíc se takovou volbou konformní transformace, která zobrazí neko-

ne£na M do vnit°ních bod· M̃ , p°evádí otázka asymptotického chování °e²ení

vlnových rovnic v nekone£nech na problém Taylorova rozvoje °e²ení vlnové rov-

nice. Klí£ovou otázkou ale z·stává nalezení vhodné konformní transformace. Je
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z°ejmé, ºe pokud nebude nap°. analytická, ztratí se p°i konformní transformaci

polí i jejich p°ípadná analytická závislost na sou°adnicích.

Práce zabývající se chováním polí v nekone£nech asymptoticky plochých pro-

storo£as·, si zejména u d·kaz· neexistence vysta£í s pokrytím malé oblasti za-

hrnující obrazy nekone£en M ve variet¥ M̃ (Zejména nadploch ozna£ovaných

I ±). I sama de�nice variety ([3], [39]) nevyºaduje více neº soubor zobrazení.

Penroseovy-Carterovy diagramy se v²ak pouºívají pro znázorn¥ní vlastností ce-

lých variet, proto je tématem této práce nalezení analytické konformní kompak-

ti�kace prostoro£asu úplné Schwarzschildovy variety, která respektuje poºadavky

na kompakti�kaci asymptoticky plochých prostoro£as·.

Na za£átku se práce v¥nuje výkladu principu konformní kompakti�kace pro

Minkowskiho prostoro£as. Vzhledem k tomu, ºe formulace poºadavk· na vlast-

nosti konformní transformace asymptoticky plochých prostoro£as· i Kruskalova

konstrukce sou°adnic úplné Schwarzschildovy variety se datují do ²edesátých let,

je v literatu°e k nalezení n¥kolik kandidát· na takové sou°adnice. Sou£ástí práce

je tedy i podrobná diskuze jejich vlastností a d·vod·, pro£ nep°edstavují hleda-

né transformace. V hlavní £ásti práce se diskutuje metoda konstrukce konformní

transformace Schwarzschildovy metriky vyhovující zadaným poºadavk·m � ty

povedou k výsledku, který p°edstavuje nejen analytické prodlouºení pod hori-

zont, ale i za I ±. V poslední kapitole jsou pak uvedeny výsledky p°ímé aplikace

nalezené metody na komplikovan¥j²í problém Reissnerova�Nordströmova °e²ení

Einsteinových rovnic.
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Kapitola 2

Základní pojmy

2.1 Princip kompakti�kace

Hlavní my²lenkou kompakti�kace je p°enesení neomezené (nekone£n¥ velké) ob-

lasti na omezenou oblast. Pro na²e fyzikální pot°eby máme hned dv¥ moºnosti

jak kompakti�kovat prostoro£as.

První moºnost spo£ívá v tom, ºe p°eneseme na kone£nou oblast jen prostoro-

vou £ást prostoro£asu a £asovou nechám bez zm¥ny, tj. R× R3 → R×K3. O tento

druh kompakti�kací se v na²í práci nebudeme zajímat. Stojí za zajímavost, ºe

první úsp¥²ná simulace splynutí dvou £erných d¥r byla provedena práv¥ tímto

druhem kompakti�kace [42]. Jiným p°íkladem jsou inverze sou°adnic, kdy se pro-

storové sou°adnice transformují jako r̃ = 1/r, θ̃ = θ, φ̃ = φ. P°i této transformaci

se nám samoz°ejm¥ odsouvá po£átek do nekone£na, tudíº uºití této transformace

lze najít nap°íklad u vy²et°ování prostoro£asu vn¥ hv¥zdy.

Druhou moºností kompakti�kace, kterou budeme uvaºovat v na²í práci, je

p°enesení celého prostoro£asu (v£etn¥ £asové sou°adnice) na kone£nou oblast.

Nap°íklad u Minkowskiho prostoro£asu R × R3 → K2 × S2, kde S2 je topologicky

dvojsféra a K2 je omezená oblast, kterou vyná²íme do diagramu, který nazýváme

Penrose�Carterovým1 diagramem. Hlavním poºadavkem na takto zkonstruovaný

diagram je zachování kauzální struktury p·vodního fyzikálního prostoro£asu.

Kompakti�ka£ní metody se uºívají p°edev²ím u £ernod¥rových prostoro£as·,

které obsahují oblasti pod horizontem události, odkud nem·ºe nic, ani sv¥tlo,

uniknout. Na²í snahou p°i konstrukci Penrose�Carterových diagram· je, abychom

tyto oblasti rychle poznali p°ímo z diagramu, a mohli snadno porozum¥t kauzální

struktu°e p·vodního fyzikálního prostoro£asu.
1N¥kdy se téº uºívá jen Penrose·v diagram, my se budeme snaºit ctít jména obou autor·.

3



Konstrukce takových diagram· je moºná pomocí Weylovy (téº konformní)

transformace

ds2 → ds̃2 = Ω2(xµ)ds2, (2.1)

kde konformní faktor Ω(xµ) závisí na bodech prostoro£asu a pro x ∈ M je pozitivní

a nenulový2.

Je z°ejmé, ºe tato transformace nebude zachovávat vzdálenosti mezi dv¥ma

body, ale £asupodobné a prostorupodobné k°ivky si budou zachovávat sv·j cha-

rakter. Navíc nulové geodetiky se pln¥ zachovávají [3].

D·sledkem této transformace je, ºe nevlastní body p·vodního prostoro£asu

leºící v nekone£nu se po této transformaci p°enesou na vlastní body nového kon-

formn¥ kompakti�kovaného prostoro£asu. Nyní si tuto techniku vysv¥tlíme na

jednoduchém p°ípadu Minkowskiho metriky.

2.2 Minkowskiho prostoro£as

A£koli p°edpokládáme, ºe jsou v²ichni obeznámeni s Minkowskiho prostoro£asem,

zopakujeme si n¥které vztahy. Díky tomu, ºe Minkowskiho prostoro£as je nejjed-

nodu²²ím moºným, vysv¥tlíme si na n¥m základní principy a techniky kompakti-

�kace a následný p°echod ke konformní metrice. Následn¥ se na n¥které výsledky

z této kapitoly budeme odvolávat.

Vycházíme z klasického tvaru dráhového elementu, ve sférických sou°adnicích,

daného tvarem

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dω2, (2.2)

kde dω2 = dθ2 + sin2(θ)dφ2. Standardn¥ se pro úhlovou £ást vyhrazuje písmeno

Ω, zárove¬ se Ω pouºívá pro ozna£ení konformního faktoru. Vzhledem k tomu, ºe

budeme £ast¥ji mluvit o konformním faktoru, up°ednostníme tuto konvenci, která

se v literatu°e b¥ºn¥ uºívá. V na²ich diagramech se sou°adnice θ a φ potla£ují,

malujeme °ez v rovin¥ t�r.

Jako dal²í standardní krok se zavád¥jí sv¥telné (light-cone, nulové) sou°adnice

pomocí vztah· u = t + r a v = t − r. Zavedením t¥chto sou°adnic p°ejde dráhový

element (2.2) na tvar

ds2 = −dudv +
1

4
(u− v)2dω2. (2.3)

Tyto sou°adnice zavádíme p°edev²ím z toho d·vodu, ºe geodetiky sv¥telných

£ástic jsou ur£eny u = konst. nebo v = konst. a tvo°í hranice sv¥telných povrch·

svírajících úhel 90◦. Práv¥ sv¥telné kuºely nám rozd¥lují prostor na kauzální mi-
2Za I ± platí Ω < 0.
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nulost, sou£asnost a budoucnost kaºdé události. Navíc práv¥ ve sv¥telných sou-

°adnicích lze nejsnáze zapsat °e²ení vlnových rovnic odpovídající sférické vln¥.

Po zavedení sv¥telných sou°adnic u, v je moºné si identi�kovat r·zné asympto-

tické oblasti, viz obrázek 2.1.

i−

i+

I
+

I −

i0

-u

v

U−V

2

U+V

2
I

+

I −

i0

i−

i+

r
=

0

r
=
1.5

t = 1

⇒

ϕ

Obrázek 2.1: Struktura Minkowskiho prostoro£asu.Vlevo jsou vyneseny standard-
ní sou°adnice t a r a sv¥telné sou°adnice u a v. �ipky nazna£ují, kterým sm¥rem
se dostaneme do r·zných asymptotických region·. Vpravo je odpovídající kom-
pakti�kace pro srovnání a porozum¥ní struktu°e kompakti�kovaného diagramu.

I ± Tuto hranici (kompakti�kovaného) prostoro£asu ozna£ujeme jako budoucí

a minulé sv¥telné (nulové) nekone£no (future and past null in�nity, Scri 3).

Znamená to tedy, ºe v²echny nulové k°ivky vycházejí z minulého sv¥tel-

ného nekone£na resp. v²echny nulové k°ivky kon£í v budoucím sv¥telném

nekone£nu. V na²em zna£ení4 budou tyto oblasti de�novány následovn¥

I +: u je konstantní a v → ∞ (t → ∞, r → ∞ a zárove¬ t− r je konstantní).

I −: u → −∞ a v je konstantní (t → −∞, r → ∞ a zárove¬ t+ r je konstantní).

i± Tyto �body� 5 nazýváme budoucím a minulým £asupodobným nekone£nem.

V na²em zna£ení máme
3Zkratka z anglického Script I.
4Tato volba je samoz°ejm¥ jen na²e konvence pro sv¥telné sou°adnice.
5Jelikoº v kompakti�kovaném diagramu potla£ujeme sou°adnice ϕ, θ, pak bod v diagramu

odpovídá topologicky sfé°e S2. Proto budeme-li uºívat název bod (a´ s uvozovkami £i bez), mys-
líme tím bod v kompakti�kovaném diagramu, a rozumíme tím odpovídající sféru v p·vodním
fyzikálním prostoro£ase.
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i+ : u → ∞, v → ∞ (t → ∞, r je konstantní)

i− : u → −∞, v → −∞ (t → −∞, r je konstantní)

Obecn¥ o t¥chto bodech nelze p°íli² °íci. My se v na²í práci pokusíme, bude-

li to moºné, o n¥které úvahy týkající se t¥chto oblastí. Vyvstává zde problém

bifurkace pro sou°adnici r, protoºe i± obsahují ∀r ∈ [0,∞).

i0 Tento �bod� nazýváme prostorupodobné, nebo prostorové nekone£no (space-

like/spatial in�nity, Spi). Uº z názvu je z°ejmé, ºe v tomto bod¥ kon£í

v²echny prostorupodobné (i asymptoticky) k°ivky. V na²em zna£ení i0 : u →

−∞, v → ∞ (r → ∞ a t je konstantní). Alternativn¥ se dá °íci, ºe tento bod

je kauzální po£átek sv¥telného kuºelu generujícího I ±.

Abychom mohli zkonstruovat kompakti�kovanou metriku, musíme provést

transformaci sv¥telných sou°adnic do kompakti�kovaných. Zvolíme proto obecn¥

transformaci u = f(U) (analogicky pro v) a p°epí²eme (2.3) do nových sou°adnic

ds2 = −f ′(U)f ′(V )dUdV +
1

4
(f(U)− f(V ))2dω2 (2.4)

Musíme uváºit, ºe pokud máme transforma£ní funkci f(a) → ∞ pro kone£nou

hodnotu a, pak z de�nice derivace (ve smyslu limity) plyne f ′(a) = ∞. To znamená,

ºe námi získaná metrika v kompakti�kovaných sou°adnicích diverguje v oblastech

radiálního nekone£na I ± a i0.

Jak jsme uvedli vý²e, tuto divergenci m·ºeme odstranit konformní transfor-

mací. Podkladová varieta se na I ± chová jako O(r). My zvolíme Ω(I ±) ∼ 1/r a tím

budeme mít zaru£enou regularitu metriky podkladové variety. Dráhový element

po konformní transformaci je

ds̃2 = −Ω2f ′(U)f ′(V )dUdV +
1

4
Ω2(f(U)− f(V ))2dω2. (2.5)

P°i transformaci poºadujeme od výsledné metriky následující vlastnosti:

Nedegenerovanost Pro libovolné aµ ̸= 0 platí aµgµν ̸= 0 ve v²ech bodech prosto-

ro£asu.

Nesingulárnost Tím rozumíme omezenost v²ech jednotlivých metrických kom-

ponent, tj. |gµν | < ∞.

Analyti£nost znamená, ºe jednotlivé metrické komponenty jsou analytickými

funkcemi sou°adnic v celém prostoro£asu.

Z poºadavku regularity metriky g̃ plyne Ω → 0 pro U → a∨ V → a. V²ude jinde

musí být Ω nenulové a kone£né.
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Nyní zvolíme konkrétní tvar funkce f(X) ≡ tan(X). Stejnou funkci uºívají nap°.

[1], [3] a dal²í. Jedná se o nejroz²í°en¥j²í zp·sob kompakti�kace Minkowskiho pro-

storo£asu. Tak obdrºíme transforma£ní vztahy mezi sou°adnicemi r, t a kompak-

ti�kovanými U, V jako

2r = tan(U)− tan(V ) (2.6)

2t = tan(U) + tan(V ) (2.7)

Uºitím této transformace p°ejde dráhový element (2.5) na explicitní tvar

ds̃2 = − Ω2

cos2 U cos2 V
dUdV +

1

4
Ω2(tanU − tanV )2dω2. (2.8)

Uº bývá jen zvolit konkrétní konformní faktor Ω. Jak jsme uvedli vý²e, exis-

tují ur£ité podmínky, jejichº spln¥ní nám zaru£í, ºe (M̃, g̃,Ω) popisuje p·vodní

asymptoticky plochý (M, g) na I ± a v i0[3], tj. prostoro£as který je slab¥ asympto-

ticky jednoduchý a zárove¬ asymptoticky prázdný ve smyslu Rµν = 0 na otev°eném

okolí ∂M v M̄ , podrobnosti nap°. [24],[25].

Uvedené podmínky odvodil Abhay Asthekar. Motivace pro zavedení t¥chto

podmínek [16] (shrnutí [3]). Následuje na²e shrnutí:

Na nadplochách I ±:

Ω(I ±) = 0 (2.9)

∇̃µΩ(I
±) ̸= 0 (2.10)

V �bod¥� i0:

Ω(i0) = 0 (2.11)

lim
i0

∇̃µΩ = 0 (2.12)

lim
i0

∇̃µ∇̃νΩ = 2g̃µν(i
0) (2.13)

Podmínky (2.9) a (2.11) nám zaru£ují, ºe konformní metrika bude na nadplo-

chách I ± a i0 kone£ná.

Podmínky (2.10) a (2.12) m·ºeme naivn¥ interpretovat tak, ºe konformní fak-

tor nesmí jít do nuly p°íli² rychle. To nám zaru£í regularitu metriky g̃. Hlub²í

diskuse této podmínky [16].

Interpretací podmínky (2.13) je Ω v 1/r nikoli Ω ≡ 1/r. Jak dále uvidíme, p°ímé

uºití tvaru Ω ≡ 1/r spln¥ní této podmínky.
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Dále m·ºeme pouºít podmínku (2.13), konkrétn¥ pro sloºky g̃UV z dráhového

elementu (2.8), a obdrºíme rovnici

lim
i0

∂2Ω

∂U∂V
= − Ω2

cos2 U cos2 V
(i0) (2.14)

Vidíme, ºe funkce cos(X) ve jmenovateli jsou na i0 : U = π/2, V = −π/2 nulové,

tudíº pravá strana (2.14) obsahuje singulární £len, který implikuje zahrnutí tohoto

výrazu do konformního faktoru. Navíc m·ºe konformní faktor obsahovat je²t¥

omezenou nenulovou funkci α(U, V ). Celkov¥ máme

ΩM = α(U, V ) cosU cosV (2.15)

P°i této volb¥ konformního faktoru máme podmínky (2.9) a (2.11) spln¥ny au-

tomaticky (jedna z funkcí cos(X) bude vºdy nulová). Funkci α(U, V ) tyto podmínky

neomezují.

Podmínka (2.10) je spln¥na, pokud α(π/2, .) ̸= 0 a α(.,−π/2) ̸= 0, kde za te£ku

mohu dosadit libovolnou hodnotu krom¥ krajních hodnot ±π/2. To je v souladu

s na²ím p°edpokladem nenulovosti α(U, V ).

Podmínka (2.12) je spln¥na automaticky, op¥t tvar funkce α(U, V ) tato pod-

mínka blíºe nevymezuje. Po provedení druhých derivací ΩM a vynechání nulových

£len· (obsahující funkce cos(X)), dochází k redukci (2.13) na

lim
i0

α(U, V ) sinU sinV = −α2(U, V ) (2.16)

Dosazením £íselných hodnot funkcí sin(x) (provedení limitního procesu) obdrºíme

α(π/2,−π/2) = α2(π/2,−π/2). (2.17)

Spln¥ní této rovnice znamená bu¤ α
(
π
2
,−π

2

)
= 0, coº není fyzikální °e²ení, nebo

α
(
π
2
,−π

2

)
= 1.

Do konformního faktoru lze tedy zahrnout libovolnou nenulovou a omezenou

funkci α(U, V ), která je v bod¥ i0 rovna jedné. Na tomto míst¥ u Minkowskiho

prostoro£asu nemá význam takovouto funkci do ΩM zahrnovat, ale v jiných p°í-

padech nám zahrnutí takovéto funkce do Ω m·ºe usnadnit zápis výsledného tvaru

metriky g̃(U, V ).

V p°edchozí £ásti jsme interpretovali podmínku (2.13) tak, ºe zaru£uje chování

Ω ∼ 1/r. M·ºeme se podívat, jak by dopadla p°ímo£ará volba Ω = 1/r. Konkrétn¥

si ov¥°íme (2.13) pro sloºku g̃UU , která je identicky nulová. To znamená splnit

podmínku
∂2Ω

∂U2
= 0.
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Pro obecné vyjád°ení druhé derivace, pro na²í volbu Ω = 1/r, si vysta£íme s par-

ciálními derivacemi. Kovariantní derivaci nemusíme uvaºovat, protoºe na²im zá-

jmem jsou asymptoticky ploché prostoro£asy, kde platí Γ̃α
βγ(I ±) → 0 (viz diskuze

(3.21)). Takto získáme výraz

∂2

∂U2

1

r(U, V )
=

2(∂Ur(U, V ))2 − r(U, V )∂UUr(U, V )

r(U, V )3
, (2.18)

který je divergentní. Máme totiº pro r → ∞ chování r ≃ O(X−1) pro X → 0. Cel-

kov¥ se nám výraz (2.18) chová jako O(X−4)

O(X−3)
→ ∞ pro X → 0. Podmínku (2.13)

nelze splnit. Stejným zp·sobem volí konformní faktor auto°i [7] v p°ípad¥ Sch-

warzschildova prostoro£asu a podobn¥ jako zde nebude podmínka (2.13) spln¥na,

protoºe úvaha u vztahu (2.18) se nám vztahovala obecn¥ na asymptoticky plochý

prostoro£as vyjád°ený v kompakti�kovaných sou°adnicích spojených s nulovými

£ásticemi.

Gra�cké zobrazení Penroseova�Carterova diagramu pro Minkowskiho prosto-

ro£as je na Obrázku 2.2. Tento obrázek byl nakreslen v programu Maple uºitím

p°íkazu implicitplot na implicitn¥ zadané vztahy (2.6) a (2.7) s pevn¥ zvole-

nými r a t.

2.2.1 Analytické vlastnosti Minkowskiho prostoro£asu

Základním p°edpokladem konstrukce kompakti�kovaného prostoro£asu je jeho

analyti£nost na I ±. Samoz°ejm¥ nás zajímají metrické koe�cienty g̃UV a g̃θθ. Prv-

ní p°ípad je triviální, protoºe g̃UV = −1 a tak tento koe�cient bude rozhodn¥

analytickou funkcí.

V druhém p°ípad¥ je metrický koe�cient roven

g̃θθ = Ω2r2 = [sin(U) cos(V )− sin(V ) cos(U)]2. (2.19)

I tento koe�cient je tedy analytickou funkcí v obou prom¥nných.

Oblast za I ±

Vzhledem k analytickým vlastnostem metrických funkcí na I ± nám nic nebrání

se podívat, co odpovídá analyticky prodlouºené metrice za I ±.

Budeme-li nap°íklad procházet skrz I +, to znamená U = π/2 a V ∈ (−π/2, π/2),

pak z de�ni£ního vztahu mezi radiální sou°adnicí a U, V sou°adnicemi (r = (tan(U)−

tan(V ))/2) obdrºíme záporné hodnoty radiální sou°adnice. Obdobn¥ p°i p°echodu

p°es I −.

Pro £asovou sou°adnici t m·ºeme provést podobnou diskusi a zjistíme, ºe na

I + se m¥ní £asová sou°adnice skokov¥ z t = +∞ na t = −∞, nebo-li se m¥ní

9



I
+

I −

i
0

i
−

i
+

r
=

0

i
0

I
+

I −

r
=
k
o
n
s
t.

t=konst.

U−V
√

2

U+V
√

2

Obrázek 2.2: Penrose·v�Carter·v diagram pro Minkowskiho prostoro£as.

povaha prostoro£asového nekone£na z I + v oblasti r > 0 na I − v oblasti r < 0,

coº je difeomorfní nadplocha k naplo²e I − z oblasti r > 0, p°i r → −r. Penrose·v�

Carter·v diagram Minkowskiho prostoro£asu s roz²í°ením o tuto oblast máme

vykreslen na Obrázku 2.3.
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I
+

I −

i
0

i
−

i
+

r
=

0

r 0

r 0

r
=

0

I −

I
+

U−V

2

U+V

2

Obrázek 2.3: Penrose·v�Carter·v diagram pro Minkowskiho prostoro£as s roz-
²í°ením za I +. Ve spodní £ásti diagramu máme vynesenou £ást Minkowskiho
prostoro£asu pro kladná r. Bod i+ z £ásti s kladným r splývá s bodem i0 z ob-
lasti se záporným r. Podobnou situaci budeme mít i v p°ípad¥ Schwarzschildova
prostoro£asu.
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Kapitola 3

Schwarzschild·v prostoro£as

V p°ípad¥ kdy budeme °e²it úlohu s centráln¥ symetrickým rozloºením hmo-

ty, budeme taktéº p°edpokládat, ºe i vzbuzené gravita£ní pole bude centráln¥

symetrické. P°i hledání °e²ení budeme také p°edpokládat, ºe rozloºení hmoty

v prostoru se s £asem nem¥ní1, coº znamená ºe výsledné gravita£ní pole bude

statické. Potom v²echny fyzikální veli£iny budou záviset pouze na vzdálenosti od

st°edu symetrie. Dále budeme p°edpokládat, ºe prostoro£as v dostate£n¥ velké

vzdálenosti od st°edu symetrie p°echází v plochý�Minkowskiho prostoro£as.

Sou°adnou soustavu v tomto p°ípad¥ volíme tak, aby ladila se symetrií prosto-

ro£asu. Pouºijeme sférické sou°adnice (r, θ, φ) a st°ed symetrie klademe do po£átku

r = 0. Dráhový element tak m·ºeme hledat ve tvaru

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (3.1)

Dále budeme p°edpokládat, ºe t¥leso je prostorov¥ omezené a sahá jen do jisté

vzdálenosti R. Pro r > R je jiº vakuum � v této oblasti je T µν = 0. Budeme hledat

°e²ení pro r > R, tzv. vn¥j²í °e²ení.

Vy°e²ením Einsteinových polních rovnic dosp¥jeme k metrickým koe�cient·m

gtt = −
(
1− 2M

r

)
, grr =

1

(1− 2M
r
)
. (3.2)

Tím jsme obdrºeli p°esné °e²ení Einsteinových rovnic ve vakuu pro sféricky syme-

trické gravita£ní pole. Toto °e²ení známe jako Schwarzschildovo °e²ení. P°íslu²ný

dráhový element je

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

1

(1− 2M
r
)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (3.3)

1Lze ukázat, ºe tento p°edpoklad není nutný [1].
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Schwarzschildova metrika se hodí i pro aproximativní popis pomalu rotujících

objekt· jako nap°. planety £i hv¥zdy. Hlavní smysl má v²ak pro popis velmi hmot-

ných kompaktních objekt· jakými jsou neutronové hv¥zdy nebo p°edev²ím £erné

díry. A£koli je v¥t²ina objekt· ve vesmíru rychle rotujících, lze Schwarzschildovu

metriku pouºít pro jejich zjednodu²ený popis pomocí perturba£ních metod.

Z dráhového elementu (3.3) m·ºeme ur£it hodnoty radiální sou°adnice, pro

které je tato metrika singulární � r = 0 a r = 2M . Singularita pro hodnotu r = 2M je

zp·sobena nevhodnou volbou sou°adnic, mluvíme o tzv. sou°adnicové singularit¥.

Tu lze odstranit jinou volbou sou°adnic, nap°. Kruskalovy�Szekeresovy sou°ad-

nice. Singularitu r = 0 nelze odstranit ºádnou transformací sou°adnic2, jedná se

o neodstranitelnou, fyzikální singularitu geometrie prostoro£asu.

Neºli za£neme rozebírat konkrétní kompakti�kace Schwarzschildova prosto-

ro£asu, zavedeme si nejprve Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice a Kruskal·v�

Szekeres·v diagram, protoºe v²echny dosud známé kompakti�kace ([1], [8], [12])

vycházejí práv¥ z nich. Navíc jsou Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice ukázkou

analytických sou°adnic na horizontu. My budeme chtít konstruovat sou°adnice

pokrývající analyticky mj. i horizont, a proto budou mít Kruskalovy�Szekeresovy

sou°adnice podstatnou roli.

3.1 Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice

Zavedení Kruskalových�Szekeresových sou°adnic je motivováno £ist¥ fyzikáln¥.

Pouºívají sou°adný systém ve Schwarzschildov¥ prostoro£ase spojený radiáln¥ se

pohybujícími sv¥telnými £ásticemi. Protoºe takové £ástice mohou padat do £erné

díry, metrika zapsaná v t¥chto sou°adnicích není singulární pro r = 2M , jak je

tomu v p°ípad¥ standardních Schwarzschildových sou°adnic (3.3).

Vycházíme-li z dráhového elementu ve tvaru (3.3), pak m·ºeme p°edepsat [3]

podmínku na pohyb sv¥telných £ástic rovnicí

0 = gµνk
µkν = −

(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2, (3.4)

coº implikuje (
dt

dr

)
= ±

(
1− 2M

r

)−1

. (3.5)

�e²ením této rovnice dostáváme nulové geodetiky Schwarzschildova prostoro-

£asu, které spl¬ují podmínku

t = ±r⋆ + konst., (3.6)

2O tom se lze p°esv¥d£it nap°. z Kretschmerova skaláru [34].
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kde standardn¥ zna£íme r⋆ tzv. Reggeovu�Wheelerovu ºelví sou°adnici de�nova-

nou vztahem r⋆ = r + 2M ln
(

r
2M

− 1
)
.

Takto m·ºeme zavést nové sou°adnice pomocí vztah·

û = t− r⋆ (3.7)

v̂ = t+ r⋆. (3.8)

Vzhledem k (3.6) nám nulové radiální geodetiky v nových sou°adnicích ur-

£ují podmínky û = konst. nebo v̂ = konst.. Dráhový element asociovaný s t¥mito

sou°adnicemi3 je dán následujícím vztahem

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dûdv̂ + r2dω2. (3.9)

Takto zavedená metrika sice jiº není singulární, ale pokrývá jen oblast r > 2M .

V tomto vztahu chápeme sou°adnici r jako implicitn¥ závislou na sou°adnicích

û, v̂, konkrétn¥ r⋆ = (v̂ − û)/2. Uºijeme-li tento implicitní vztah, pak po úprav¥

obdrºíme ekvivalentní dráhový element

ds2 = −2Me−r/2M

r
e(v̂−û)/4Mdudv + r2dω2. (3.10)

Tento tvar nám dává p°ímý návod, jak zavést Kruskalovy�Szekeresovy sou-

°adnice4

u = −e−û/4M (3.11)

v = ev̂/4M , (3.12)

£ímº obdrºíme standardní dráhový element

ds2 = − 32M3

r(u, v)
e−

r(u,v)
2M dudv + r2(u, v)dω2. (3.13)

V Kruskalovy�Szekeresových sou°adnicích je i na horizontu r = 2M metrický

koe�cient guv regulární funkcí sou°adnic u, v. Kruskal·v�Szekeres·v diagram zná-

zor¬ující sou°adnicové £áry t = konst. a r = konst. v Kruskalových�Szekeresových

sou°adnicích je na obrázku 3.1.
3Jsou to samoz°ejm¥ tzv. Eddingtonovy�Finkelsteinovy sou°adnice, v ([3]) se m·ºeme alter-

nativn¥ setkat s ozna£ením advancovaný a retardovaný £as.
4Tímto pokrýváme jen oblast 2M < r < ∞, pro ostatní regiony Schwarzchildova prostoro-

£asu jsou konkrétní transforma£ní vztahy uvedeny v dodatku A.
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II

r
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k
o
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st
.

t =
kon

st.

r = 0

r = 0

u−v

2

u+v

2

Obrázek 3.1: Kruskal·v�Szekeres·v diagram pro dráhový element (3.13). Dia-
gram je rozd¥len na £ty°i regiony (I − IV ), kde I a II jsou fyzikáln¥ relevantní
oblasti, mapující fyzikální Schwarzschild·v prostoro£as. Oblasti III a IV jsou
jeho analytickým roz²í°ením. Takto zkonstruovaný diagram se n¥kdy nazývá ma-
ximáln¥ analytické pokrytí Schwarzschildova prostoro£asu. V²echny diagramy pro
Schwarzschild·v prostoro£as jsou kresleny pro M = 1.

3.1.1 Kompakti�kace Kruskalových�Szekeresových

sou°adnic

Kompakti�kaci Kruskalova�Szekeresova prostoro£asu za£neme obecnou transfor-

mací do nových sou°adnic U, V . Pomocí transforma£ních vztah·

u = f(U),

v = f(V ).

Tato volba vychází z pot°eby zachovat i v nových sou°adnicích symetrii t → −t

a podobu sv¥telných kuºel·. Tak obdrºíme obecné vyjád°ení dráhového elementu

ds2 = − 32M3

r(U, V )
e−

r(U,V )
2M f ′(U)f ′(V )dUdV + r2(U, V )dω2, (3.14)
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kde metrický koe�cient gUV obsahuje exponenciální £len, který bude velice

rychle klesat k nule pro r → ∞. Tento £len si odstraníme pomocí implicitního

vztahu (3.15), abychom mohli co nejlépe popsat tuto vlastnost rychlého klesání

v radiálním nekone£nu. Pro tuto korekci je vhodné vyuºít implicitní vztah

uv =
(
1− r

2M

)
e

r
2M resp. f(U)f(V ) =

(
1− r

2M

)
e

r
2M (3.15)

mezi Kruskalovými�Szekeresovými sou°adnicemi, resp. jejich transformacemi, a r,

z n¥hoº si lze vyjád°it výraz e−r/2M a následn¥ provést substituci do dráhového

elementu (3.14).

Po dosazení obdrºíme dráhový element

ds2 =

(
16M2 − 32M3

r

)
f ′(U)f ′(V )

f(U)f(V )
dUdV + r2(U, V )dω2 (3.16)

a jeho konformn¥ transformovaný tvar:

ds̃2 = Ω2

(
16M2 − 32M 3

r

)
f ′(U)f ′(V )

f(U)f(V )
dUdV +Ω2r2(U, V )dω2. (3.17)

V dal²ích £ástech si budeme dosazovat za f konkrétní funkce p°evzaté z litera-

tury nebo budeme hledat nové. Zatím si ale ponecháme dráhové elementy v tomto

tvaru, protoºe platí

dxµdxν∇µ∇ν Ω|
i0

= lim
i0

(Ω,UU dU2 + 2Ω,UV dUdV +Ω,V V dV 2) , (3.18)

pokud ∇µΩ(i
0) ̸= 0, Ω(i0) = 0 a lim

i0
Γ̃α

µν = 0. P°i zkoumání konkrétních kompakti�-

kací budeme vyuºívat p°epis podmínky (2.13) pro p°ípad obecné volby transfor-

ma£ní sou°adnice

lim
i0

∂2Ω(U, V )

∂U∂V
=

(
16M2 − 32M3

r

)
Ω2 f

′(U)f ′(V )

f(U)f(V )

∣∣∣∣
i0

(3.19)

a

lim
i0

∂2Ω(U, V )

∂U2
= lim

i0

∂2Ω(U, V )

∂V 2
= 0, (3.20)

kde limitní proces závisí samoz°ejm¥ na sm¥ru, ze kterého se do i0 blíºíme. Je

t°eba si uv¥domit, ºe k bodu i0 se m·ºeme blíºit pouze z fyzikáln¥ relevantní £ásti

prostoro£asu. To nám bude ur£ovat konkrétní volbu sm¥ru, ve kterém provádíme

tyto limity.
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P°ihlédneme-li k tomu, ºe tuto podmínku °e²íme v radiálním nekone£nu (r =

∞), kde výraz úm¥rný 1/r jde do nuly, lze zjednodu²it5 podmínku (3.19) jako

lim
i0

∂2Ω(U, V )

∂U∂V
= 16M2Ω2 f

′(U)f ′(V )

f(U)f(V )

∣∣∣∣
i0

. (3.21)

Mohlo by být namítáno, ºe uºíváme pouze parciální derivace a m¥li bychom

uvaºovat kovariantní derivace. Pokud si v²ak uv¥domíme, ºe podmínky klademe

na nadplochy kde r → ∞, pak Christo�elovy symboly asociované s konformní

metrikou (Γ̃α
βγ) jsou nulové. O tom se m·ºeme p°esv¥d£it rozpisem

dxµdxν∇µ∇νΩ =

(
∂UUΩ+ ∂UΩ

∂U g̃UV

g̃UV

)
dU2 +

(
∂V V Ω+ ∂V Ω

∂V g̃UV

g̃UV

)
dV 2 + ∂UV ΩdUdV +

+
g̃θθ(∂V g̃θθ∂UΩ+ ∂U g̃θθ∂V Ω)

g̃UV

dω2. (3.22)

Tento explicitní výraz nám ukazuje, ºe pouºívání oby£ejných derivací namísto

kovariantních je v po°ádku.

Tyto vztahy nám slouºí p°edev²ím k tomu, abychom okamºit¥ byli schopni

ov¥°it, jestli daná transformace kompakti�kuje Schwarzschild·v prostoro£as p°i

zachování podmínek (2.9)�(2.13).

3.2 P°ehled kompakti�ka£ních transformací

V této £ásti rozebereme dosud známé p°ístupy ke kompakti�kaci Schwarzschil-

dova prostoro£asu. Budeme postupovat od nejznám¥j²ích p°ístup·, a jako první

moºnost volby transforma£ní funkce uºijeme [1].

Jednou z motivací ke vzniku této práce bylo, ºe Penrose·v�Carter·v diagram

na obrázku 3.2 se li²í od stejného diagramu pro Minkowskiho prostoro£as nejen

v okolí £erné díry, ale také v oblasti r → ∞, jejichº vý°ezy jsou na obrázcích 3.3

a 3.4. Snadno si v²imneme oblasti v okolí i0, kde se nám zna£n¥ li²í nap°. úhel,

pod kterým se k°ivky t = konst. blíºí k i0. Protoºe Schwarzschildova metrika je

asymptoticky plochá, pak je ²patn¥ volba sou°adnic a metrika zadaná v t¥chto

sou°adnicích pravd¥podobn¥ nebude spl¬ovat n¥které poºadavky z (2.9)�(2.13).

Následn¥ budeme hledat a zkoumat poºadavky na transforma£ní funkce.
5Druhá motivace pro£ vypustit tento £len z hledání správného konformního faktoru je, ºe

snaz²í °e²ení bude v separovaném tvaru. Pokud bychom zahrnuli do podmínky pro hledání
daného faktoru i £len úm¥rný r(U, V ), pak bychom uº nemohli tak snadno najít daný konformní
faktor.
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Obrázek 3.2: Penrose·v�Carter·v diagram pro Schwarzschild·v prostoro£as kon-
struovaný dle [1].
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Obrázek 3.3: Okolí bodu i0 p°i kom-
pakti�kaci Schwarzschildova prosto-
ro£asu dle [1].

Obrázek 3.4: Okolí bodu i0 p°i kom-
pakti�kaci Minkowskiho prostoro£a-
su pomocí transformace u = tan(U).

3.2.1 Varianta 1 (Misner�Thorne�Wheeler)

Jak jsme jiº zmínili na za£átku této kapitoly, tak nejroz²í°en¥j²í p°ístup ke kom-

pakti�kaci Schwarzschildova prostoro£asu nalezneme v [1]. Auto°i zde volí trans-

forma£ní funkci f(X) ≡ tan(X), která nám p°enese Kruskalovy�Szekeresovy sou-

°adnice na kompakti�kované. Pokud zmín¥nou funkci dosadíme do vztahu (3.16),
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provedeme derivace a upravíme, dostaneme dráhový element v kompakti�kova-

ných sou°adnicích ve tvaru

ds2 =

(
16M2 − 32M3

r

)
1

sinU cosU

1

sinV cosV
dUdV + r2(U, V )dω2. (3.23)

Metrický koe�cient gUV diverguje na I ± a v i0 (U = π/2 a V = −π/2), jako tomu

bylo i v p°ípad¥ Minkowskiho metriky. Tuto divergenci jsme odstranili pomocí

konkrétní volby konformního faktoru Ω, pro který jsme následn¥ ov¥°ili podmínky

na asymptotickou plochost.

V daném p°ípad¥ lze zvolit konformní faktor p°ímo£a°e, podobn¥ jako v p°í-

pad¥ první kapitoly, a to Ω1 =
√
cosU cosV .

S tímto konformním faktorem získáme dráhový element

ds̃21 = −
(

32M3

r(U, V )
− 16M 2

)
1

sinU

1

sinV
dUdV +Ω2

1r
2
1(U, V )dω2 (3.24)

kde (s pouºitím speciální funkce W , viz dodatek B.2)

r(U, V ) = 2M (W0 (−uv/e) + 1) = 2M (W0 (− tan(U) tan(V )/e) + 1) . (3.25)

Výrazy obsahující funkce sin(X) nám zaru£í gUV < 0 ∀U, V a navíc vykompenzují

nulovost £lenu v závorce pro r = 2M .

Lze ukázat, ºe podmínky (2.9)�(2.13) jsou spln¥ny, ale problematická se ukáºe

(2.13). Níºe uvádíme hodnoty levé (LS) a pravé (PS) strany vztahu (2.13)

LS = lim
i0

1

4

sinU sinV√
cosU cosV

= −∞ (3.26)

PS =

(
16M2 − 32M3

r

)
1

sinU sinV

∣∣∣∣
i0

= −16M2. (3.27)

Levá strana rovnic diverguje, zatímco pravá se rovná konstant¥. Navíc asym-

ptoticky Ω1r1 → 0, to vede na degeneraci (M̃, g̃), a je to klesající funkce � asympto-

ticky se chová velmi odli²n¥ od Minkowskiho prostoro£asu. Z toho plyne, ºe se

nám nepoda°ilo najít g̃(U, V ) spl¬ující (2.9)�(2.13) a budeme hledat jinou trans-

formaci, která by nám tento nedostatek mohla odstranit.

Zkonstruovaný Penrose·v�Carter·v diagram je na obrázku 3.2. Op¥t jsme

pouºili program Maple a p°íkaz implicitplot, kde jako implicitní vztah byl

pouºit (1 − r0/2M) exp(r0/2M) = tan(U) tan(V ), kde r0 jsou pevn¥ zvolené hodnoty

radiální sou°adnice.

Za zmínku stojí, ºe auto°i v [1] nechávají metriku v p·vodní Kruskalov¥ form¥

a provedou transformaci sou°adnic u = tan(U). Tím obdrºí
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ds2 = − 32M3

r(U, V )
e−

r(U,V )
2M

1

cos2(U)

1

cos2(V )
dUdV + r2(U, V )dω2 (3.28)

a dále zvolí konformní faktor Ω = cos(U) cos(V ) £ímº dostanou tvar

ds̃2 = − 32M3

r(U, V )
e−

r(U,V )
2M dUdV +Ω2r2(U, V )dω2. (3.29)

D·vod pro£ jsme tento p·vodní postup nepouºili je, ºe metrický koe�cient

g̃UV (r → ∞) = 0 (podmínku 2.13 op¥t nelze splnit), kdeºto metrika g̃ prostoro£asu

kompakti�kovaného dle [8] nesmí být na I ± degenerovaná.

P°i uºití kompakti�kace [1] neexistuje Ω vedoucí k asymptoticky ploché kon-

formní metrice6, protoºe jediný zp·sob jak vyru²it exponenciální chování, by bylo

zahrnout do konformního faktoru výraz úm¥rný ∼ er. Jenºe takovýto £len zp·sobí

divergenci konformního faktoru Ω na I ±. Vzhledem k exponenciálnímu ubývání

metriky do nekone£na a volbou transforma£ní funkce tan(X) nemáme moºnost jak

zkonstruovat asymptoticky plochou metriku g̃µν(U, V ) spl¬ující podmínky (2.9)�

(2.13).

Takto se dostáváme ke druhému zp·sobu kompakti�kace, jejímº principem je

volba transforma£ní funkce takové, která bude kompenzovat exponenciální pova-

hu metriky7.

3.2.2 Varianta 2 (Novikov, Frolov)

Zde zkusíme najít sloºenou funkci takovou, aby vn¥j²í funkce odstranila exponen-

ciální chování guv a vnit°ní funkce kompakti�kovala prostoro£as.

V dráhovém elementu (3.17) se vyskytuje £len f ′(X)/f(X). Pokud budeme po-

ºadovat, aby byl tento výraz v nekone£nu omezený, pak jednozna£n¥ dostaneme

poºadavek na exponenciální tvar námi hledané funkce. Navíc pot°ebujeme mapo-

vat Kruskalovy sou°adnice, jejichº obor hodnot je v celém R. Proto vyºadujeme,

aby obor hodnot byl taktéº v celém R. Z této úvahy následn¥ zavádíme transfor-

ma£ní funkce

f(X) = etan(X) − e− tan(X). (3.30)

Aº na faktor 1/2 stejnou transforma£ní funkci uºívají auto°i [7] a také na

stejnou transformaci m·ºeme narazit v [8] z roku 1964. Historicky byla tedy tato

transformace zavedena R. Penrosem d°íve, neº-li jednodu²²í verze v [1]8.

6Toto ozna£ení nemá v literatu°e oporu, my tímto výrazem myslíme (M̃, g̃,Ω), kde Ω spl¬uje
podmínky (2.9)�(2.13).

7Exponenciální £len je poz·statkem po kruskalizaci.
8Auto°i v [1] zavád¥jí tuto transformaci, av²ak tato kniha je u£ebnicí, odkud ale transformaci

auto°i p°ebrali, se nám nepoda°ilo zjistit. Zajímavé je, ºe na za£átku kapitoly auto°i zmi¬ují
Penrose·v £lánek [8], ale transformaci pouºívají odli²nou.
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Pokud dosadíme funkci (3.30), nebo explicitn¥ u = 2 sinh(tan(U)) do (3.16), po

úprav¥ máme tvar

ds2 =

(
16M2 − 32M 3

r

)
coth (tanU) coth (tanV )

cos2 U cos2 V
dUdV + r2(U, V )dω2. (3.31)

Konformní faktor zvolíme podle [7], a zji²´ujeme zda tato transformace re-

spektuje poºadavky na kompakti�kaci asymptoticky plochého prostoro£asu (2.9)�

(2.13). Volíme tedy

ΩNF =
1

r2(U, V )
,

kde9

r2(U, V ) = 2M (W0 (−uv/e) + 1) =

= 2M (W0 (−4 sinh(tan(V )) sinh(tan(U))/e) + 1) . (3.32)

Tím obdrºíme dráhový element

ds2 =

(
16M2 − 32M3

r2

)
coth (tanU) coth (tanV )

r2(U, V ) cos2 U cos2 V
dUdV + r22dω

2. (3.33)

Nejprve (2.9) a (2.11) jsou spln¥ny automaticky (1/r → 0 pro r → ∞). Podmín-

ky (2.10) a (2.12) m·ºeme op¥t spo£íst spole£n¥. Zderivovat Ω není p°ímo£aré,

ale i tady nám pom·ºe Dodatek B.2. Obecn¥ máme10

d

dx

(
1

W0(−f(x)f(y)/e) + 1

)
= −

(
d
dx
f(x)

)
W0(−f(x)f(y)/e)

[W0(−f(x)f(y)/e) + 1]
3
f(x)

(3.34)

Sta£í jen spo£ítat výraz

−
d
dx

ln f(x)

W0(−f(x)f(y)/e)2
(3.35)

a po dosazení na²ich funkcí a krátkém výpo£tu, kdy nepodstatné £leny zahrneme

do funkce K(U, V ), která je omezená a nenulová, získáme výraz

∇̃UΩ = · · · = K(U, V )

[W0(− sinh tanU sinh tanV /e)]
2
cos2 U

̸= 0 pro I +. (3.36)

Ten pro U = π/2 a V ∈ (−π/2, 0) roven jedné. Podmínka (2.10) je spln¥na a pro

podmínku (2.12) platí podobná diskuse. Jediný rozdíl je, ºe derivace jde do nuly

rychleji. Pro sou°adnici V je situace analogická, aº na opa£né znaménko u výsledku

derivace.
9Spodní index uºíváme k odli²ení od implicitního vyjád°ení polom¥ru p°i uºití MTW trans-

formace.
10Derivace a obdobný výpo£et pro druhou prom¥nnou nevypisujeme, snadno si lze postup

p°edstavit (U ↔ V ).
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Zbývá nám jiº poslední podmínka (2.13), jejíº ov¥°ení se m·ºe zdát nejob-

tíºn¥j²í. Musíme spo£íst Ω,UU a Ω,UV . Za pomoci systému Maple zjistíme, ºe

takto konstruovaný konformn¥ kompakti�kovaný prostoro£as nespl¬uje podmín-

ku (2.13) kladenou na asymptotickou plochost. Konkrétn¥ hodnoty limit pro

Ω,UU = Ω,V V = ±∞, kdeºto komponenty metriky g̃UU a g̃V V jsou identicky rovny

nule.

Nespln¥ní této jediné podmínky ukazuje, ºe kompakti�kace typu [7] asympto-

ticky plochého prostoro£asu neodpovídá poºadavk·m Penrose a spol.

Tento záv¥r by nás nem¥l p°ekvapit, protoºe z diskuse u vztahu (2.18) v kapi-

tole o Minkowskiho prostoro£asu víme, ºe p°ímo£ará volba konformního faktoru

nem·ºe spl¬ovat podmínku (2.13). V této £ásti práce jsme si explicitn¥ potvrdili

na²e o£ekávání.

Volba vhodn¥j²ího konformního faktoru

Zkusíme si zvolit vhodn¥j²í konformní faktor, který by spl¬oval v²echny podmínky

(2.9)�(2.13). Konkrétn¥ pak volíme

ΩNFX =
cosU cosV

16M2
,

jehoº aplikací na (3.31) obdrºíme dráhový element tvaru

ds̃2 =
1

16M2

(
1− 2M

r(U, V )

)
coth (tanU) coth (tanU) dUdV +Ω2

NFXr
2(U, V )dω2. (3.37)

Na první pohled je z°ejmé, ºe pro oblasti radiálního nekone£na dostáváme

gUV (r → ∞) ≃ O(1). To je zásadní pokrok oproti MTW p°ístupu, kde gUV (r → ∞) ≃

exp(−r).

Vzhledem k jednoduchému tvaru (formáln¥ shodnému s p°ípadem Minkowski-

ho metriky) konformního faktoru a metrickým koe�cient·m je snadné si ov¥°it,

ºe jsou podmínky (2.9) aº (2.13) spln¥ny.

P°íslu²ný Penrose·v�Carter·v diagram je na obrázku 3.5. Z tohoto diagramu

je z°ejmé, ºe oblast v okolí i0 je podobná stejné oblasti v Minkowskiho metrice.

Pro kvalitn¥j²í srovnání t¥chto oblastí ukazujeme vý°ezy z obou diagram· na

obrázku 3.6.

Máme tedy zkonstruovaný asymptoticky plochý kompakti�kovaný konformní

prostoro£as. Je nutno je²t¥ zmínit, ºe takto konstruovaný prostoro£as trpí zásad-

ním nedostatkem, jímº je neanalyti£nost metriky na I ±! V metrickém koe�cientu

gUV máme funkce coth (tan(U)) atp., nespojité v U = ±π/2 tedy na I ±.
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Obrázek 3.5: Penrose·v�Carter·v diagram pro kompakti�kaci Novikovova typu
(3.30).
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Obrázek 3.6: Vlevo je vý°ez okolí i0 pro kompakti�kaci Schwarzschildova prosto-
ro£asu pomocí transformace (3.30) a vpravo vý°ez stejné oblasti pro Minkowskiho
prostoro£as.

3.2.3 Porovnání obou p°ístup·

Uvedli jsme dva p°ístupy ke kompakti�kaci Schwarzschildova prostoro£asu a ná-

sledné konstrukce konformních metrik k ním p°íslu²ejících.

A£koli je MTW p°ístup tím nejroz²í°en¥j²ím, tímto zp·sobem nelze zkonstru-

ovat kompakti�kovanou konformní metriku g̃(U, V ) spl¬ující (2.9)�(2.13). Tento
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typ se v¥t²inou uºívá k vizualizaci výsledk·, av²ak pro po£etní pot°eby je tento

postup nevhodný.

Naopak druhý typ kompakti�kace [7] vede p°i uºití vhodného konformního

faktoru na prostoro£as spl¬ující podmínky (2.9)�(2.13). Ov²em stále trpí neana-

lyti£ností metrických koe�cient· na I ± , coº je asi nejzásadn¥j²ím nedostatkem.

3.2.4 Tvar singularity r = 0

Ukázali jsme si, ºe v p°ípad¥ MTW kompakti�kace nesplníme podmínky na

asymptotickou plochost v �bod¥� i0. Nicmén¥ jiº po 40 let se malují kompak-

ti�kované diagramy výhradn¥ tímto zp·sobem. V tomto p°ístupu je k°ivkou sin-

gularity r = 0 úse£ka. M·ºeme provést úvahu, pro£ tomu tak je a zda je poºadavek

relevantní.

Tvar singularity r = 0 nám ur£uje implicitní vztah f(U)f(V ) = 111, ze kterého

je moºné si vyjád°it explicitní závislost U = g(V ) anebo V = g(U).

Pokud si vyjád°íme nap°. U jako veli£inu závislou na V , pak obdrºíme obecn¥

U = f−1

(
1

f(V )

)
. (3.38)

Kdyº bychom poºadovali rovný tvar singularity, pak musí sou°adnice spl¬ovat

vztah U + V = π/2. To pro nás p°edstavuje podmínku pro sou°adnice, kterou

m·ºeme dosadit do (3.38) a tím obdrºíme

U = f−1

(
1

f(π/2− U)

)
nebo implicitn¥ f(U) =

1

f(π/2− U)
∀U ∈ (0, π/2) (3.39)

na t°ídu funkcí zachovávající r = 0 ve tvaru úse£ky.

V p°ípad¥ MTW kompakti�kace bylo z diagramu na obrázku 3.2 jasné, ºe

podmínka (3.39) je spln¥na. Explicitn¥

1

tan(π/2− U)
=

cos(π/2− U)

sin(π/2− U)
= tan(U). (3.40)

Aplikujeme-li (3.39) na Novikovovu-Frolovovu transformaci, obdrºíme, s vy-

jímkou n¥kolika bod·, nerovnost

sinh(tan(U)) ̸= 1

sinh(tan(π/2− U))
, (3.41)

tudíº singularita má tvar obecné k°ivky.

Auto°i v [7] (str. 155) tvrdí, ºe tvar singularity lze narovnat na úse£ku pomocí

transformace sou°adnic X̃ = h(X), kde tyto dva popisy Schwarzschildova prosto-

11Pokud by n¥kdo studoval postup v [7], pak dostane na pravé stran¥ rovnosti hodnotu 1/e,
vzhledem k tomu ºe, auto°i pouºívají jiný druh kruskalizace (li²í se o konstantu od na²eho).
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ro£asu budou ekvivalentní, pokud h je hladká monotónní funkce. Auto°i uvád¥jí

výraz pro h(x) ve tvaru

h(x) =
1

2
(g(x)− x) + π/4, (3.42)

kde g(x) je p°esn¥ funkce z na²eho vyjád°ení závislosti U = g(V ) resp. V = g(U),

nebo-li explicitn¥ g ≡ f−1
(

1
f

)
.

Lze ale snadno ov¥°it, ºe transformace (3.42) nevede k poºadovanému výsled-

ku. Dále dokáºeme, ºe bez poru²ení podmínek (2.9)�(2.13) to ani jinak nejde.

Vazba na rovný tvar r = 0.

V p°edchozí £ásti jsme dosp¥li k záv¥ru, ºe Novikov·v�Frolov·v typ kompakti�-

kace vede na spln¥ní podmínek (2.9)�(2.13). V p°íslu²ném diagramu byla k°ivka

popisující singularitu obecného tvaru. Naopak v p°ípad¥ MTW typu jsme m¥li

sice tvar singularity ve tvaru úse£ky, ale nesplnili jsme podmínky (2.9)�(2.13). Na

tomto míst¥ bychom cht¥li ukázat, ºe tato souvislost není náhodná.

P°ipomeneme si podmínku (3.39), která nám dává p°edpis na t°ídu funkcí

zachovávající tvar singularity ve tvaru úse£ky. V implicitním form¥ máme

f(x) =
1

f(π/2− x)
. (3.43)

Tento vztah nám svazuje chování funkce v okolí u = 0 a u → ∞ a d·sledkem

toho bude provázanost tvaru singularity r = 0 a asymptotické plochosti (M, g).

Rozvojem dráhového elementu (3.16) v okolí r = 2M se dá ukázat gUV ≃

f ′(U)f ′(V ). Na horizontu poºadujeme omezenost a nenulovost tohoto koe�cien-

tu, z toho plyne rozvoj transforma£ní funkce f(x → 0) → a1x+O(x2). Tento rozvoj

m·ºeme dosadit do (3.43) a obdrºíme tak rozvoj f(x) v okolí U, V = ±π/2:

f(x)x→π/2 =
1

f(π/2− x)x→π/2

=
1

a(π/2− x) +O((x− π/2)2)
(3.44)

Tento rozvoj dosadíme do dráhového elementu (3.16) vyjád°ené pro asympto-

tickou oblast r → ∞ vztahem

ds2r→∞ = 16M2 f
′(U)f ′(V )

f(U)f(V )
dUdV + r2(U, V )dω2. (3.45)

Výsledný dráhový element v okolí i0 bude mít tvar

ds2r→∞ = 16M2

(
1

(π/2− U)

1

(π/2− V )
+O(konst.)

)
dUdV + r2(U, V )dω2, (3.46)

shodný s rozvojem (3.23). Konformní faktor volíme tak, aby se pro U, V → ±π/2

choval Ω2 → 0 lineárn¥ v obou prom¥nných. M·ºeme p°edpokládat separabilní
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tvar konformního faktoru jako Ω = h(U)h(V ). To znamená, ºe h(0) = konst., více

nep°edpokládáme a h(U)U→π/2 = c(π/2− U)1/2 +O((π/2− U)).

Z tohoto tvaru si snadno ov¥°íme, ºe Ω,UV (i0) → ∞. Podmínka (2.13) ale °íká,

ºe tento výraz musí být konstantní. Podmínku nelze ºádným zp·sobem splnit.

Tyto poznatky m·ºeme shrnout následovn¥:

Tvrzení 1 Kompakti�kací Kruskalových�Szekeresových sou°adnic nelze sestrojit

konformní Schwarzschildovu metriku spl¬ující sou£asn¥ poºadavky:

• Zachovávající sv¥telné kuºely.

• Singularita ve tvaru úse£ky.

• Regularita g̃ na horizontu.

• Ω spl¬uje podmínky (2.9)�(2.13).

D·sledky asymptotického chování Kruskalových�Szekeresových sou-

°adnic

M·ºeme p°edpokládat transforma£ní funkci jako sloºenou funkci tak, ºe vn¥j²í

funkce je zatím libovolná a funkce vnit°ní je kompakti�ka£ní funkcí. To znamená,

ºe do metriky rozvinuté v okolí r → ∞ danou vztahem (3.45) dosadíme za f(x) =

g (h(x)). Po dosazení a provedení derivace máme výraz

f(x)′

f(x)
=

dg(h(x))

dh(x)

g(h(x))

dh(x)

dx
, (3.47)

kde druhý zlomek na pravé stran¥ se chová v prvním £lenu jako (1/x2), tudíº tento

£len m·ºeme vyru²it konformním faktorem, jenº bude lineární v obou prom¥n-

ných. Takovouto volbou snadno splníme podmínky na asymptotickou plochost

(2.9) � (2.13), pokud bude podíl
dg(h(x))
dh(x)

g(h(x))
kone£ný.

Poºadavek kone£nosti tohoto podílu nám dává diferenciální rovnici, z jejíº

°e²ení plyne exponenciální chování vn¥j²í funkce. Celkov¥ tedy máme f(x) =

exp (k tan(x) + C). Toto °e²ení vede na Novikov·v�Frolov·v typ kompakti�kace.

Kaºdopádn¥ uºívání exponenciální funkce není pro na²í pot°ebu analyti£nosti na

I ± zrovna ideální volbou, protoºe funkce exp 1/x je neanalytickou funkcí v okolí

x = 0. P°i uºití komplexní prom¥nné je v tomto bod¥ neodstranitelná singularita.

Tyto poznatky lze shrnout následovn¥.

Tvrzení 2 Pro dosaºení asymptoticky ploché kompakti�kace Schwarzschildova

prostoro£asu v Kruskalových-Szekeresových sou°adnicích pomocí sloºení dvou ele-

mentárních funkcí je nutné pouºít transforma£ních funkcí neanalytických na I ±.
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Z p°edchozích p°íklad· p°evzatých z [1], [7] a následném rozboru kompakti�-

kace Schwarzschildova prostoro£asu zadaném Kruskalovými�Szekeresovými sou-

°adnicemi jsme dosp¥li k záv¥ru, ºe nelze provést kompakti�kaci pomocí jednodu-

chých elementárních funkcí tak, aby spl¬ovala v²echny relevantní podmínky, tj.

aby byla výsledná metrika analytická v²ude, v£etn¥ I ±, a asymptoticky plochá.

Pro úsp¥²nou konstrukci kompakti�kovaného Schwarzschildova prostoro£asu

spl¬ujícího v²echny relevantní podmínky, bude nutné zavést vhodn¥j²í kruskaliza-

ci. Ta p·vodní jenº byla zavedena v [30] a [31] není pro na²e pot°eby vyhovující.

Hlavním d·vodem je aplikace exponenciálního chování, jenº je vhodné odstran¥ní

sou°adnicové singularity r = 2M , na celý prostoro£as.

V p°ede²lém odstavci (a tvrzení) jsme poznamenali, ºe se nám nepoda°ilo

najít vhodnou kompakti�kaci pomocí sloºení £i jinou jednoduchou kombinací

elementárních funkcí. Z t¥chto d·vod· jsme se rozhodli zvolit cestu konstrukce

vhodn¥j²ích sou°adnic Kruskalova typu a následn¥ provést kompakti�kaci, pro-

toºe vhodná kompakti�ka£ní procedura bude z°ejm¥ odli²ná neº-li uvaºují auto°i

[1] a [7]. Jedna z ukázek komplikovan¥j²ího tvaru transforma£ní funkce je v násle-

dující £ásti. Uvidíme, ºe i tato transformace není zcela vhodná, ale bude slouºit

jako motiva£ní a demonstra£ní pasáº na²í práce.

3.2.5 Varianta 3 (Hervik, Grøn)

Pro úplnost je²t¥ uvedeme jeden p°ístup ke kompakti�kaci, který lze nalézt v [12]

(dodatek B tamtéº). Tento typ kompakti�kace p°edev²ím demonstruje, ºe pro

asymptoticky plochou kompakti�kaci lze uºívat i sloºit¥j²í tvary kompakti�ka£-

ních funkcí.

Auto°i uvád¥jí transformaci (3.48) mezi Kruskalovými�Szekeresovými sou°ad-

nicemi a kompakti�kovanými sou°adnicemi:

U = F (u) = arctan

(
u√

1 + u2
ln(1 + u2)

)
; V = F (V ) (3.48)

D·vod pro£ tento typ kompakti�kace uvádíme aº zde na konci kapitoly je,

ºe nelze vyjád°it explicitn¥ metriku v kompakti�kovaných sou°adnicích. Kaºdo-

pádn¥ tato transformace má je²t¥ dal²í nedostatky. První závaºný problém je

regularita horizontu. Tato transforma£ní funkce se v okolí x = 0 chová jako ku-

bická k°ivka, tj. F (x → 0) ≈ x3 − x5 + O(x6), a to znamená singulární metriku na

horizontu.

Penrose·v�Carter·v diagram pro kompakti�kaci pomocí funkce (3.48) je na

obrázku 3.7. P°i srovnání na²eho obrázku 3.7 s obrázkem B.2 v [12], zji²´ujeme,

ºe auto°i z°ejm¥ uºili obrázek analogický k [1]. Jejich diagram má nap°. singularitu
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ve tvaru úse£ky. Námi zkonstruovaný diagram se podstatn¥ kvalitativn¥ li²í od

diagramu v [12].

I
+

I −

i
0

i
−

i
+

r = 0

H+

H−

I
+

i
0

i
+

i
−

r = 0

I −

r
=

k
o
n
s
t
.

t = konst.

U−V
√

2

U+V
√

2

Obrázek 3.7: Penrose·v�Carter·v diagram pro kompakti�kaci dle [12]. Jak je
zmín¥no v textu, p°i této kompakti�kaci máme singulární chování metrických
koe�cient· na horizontu a dále nespl¬uje tato kompakti�kace podmínku (2.13).

Oblast kolem I ±

Nyní si zkusíme p°epsat Kruskalovu�Szekeresovu metriku do kompakti�kovaných

sou°adnic dle [12]. Nejprve si musíme uv¥domit, ºe nelze explicitn¥ vyjád°it in-

verzní funkci k (3.48), budeme tedy postupovat odli²n¥ od p°edchozích sekcí.

Diferenciál nové kompakti�kované sou°adnice lze jednodu²e spo£íst z (3.48)

a následn¥ dosadíme do dráhového elementu (3.13). Takto obecn¥ dostaneme

ds2 = −32M3

r

e−r/2M

dF (u)

du

dF (v)

dv

dUdV + r2dω2, (3.49)

který m·ºeme s pouºitím implicitního vztahu (3.15) p°epsat do tvaru

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
uv dF (u)

du

dF (v)

dv

dUdV + r2dω2, (3.50)

který bude jednodu²²í pro dal²í diskusi.

Vyvstává otázka, jak zvolit konformní faktor, abychom m¥li konformní me-

triku plochou na I ±. V [12] není uveden ani tvar konformní metriky, ani tvar

konformního faktoru, a proto jsme kontaktovali autory [12]12, abychom získali

více informací jak zvolit Ω.
12Konkrétn¥ probíhala e-mailová komunikace s Dr. Sigbjørnem Hervikem.
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Z komunikace vyplynulo, ºe auto°i volí konformní faktor tak, aby obdrºeli

konformní metriku ve tvaru ds̃2 = −2dUdV + Ω2r2(U, V )dω2. Pak bychom m¥li mít

i regulární výraz Ω2r2(U, V ) na I ±.

Obrázek 3.8: Graf výrazu
(
xdF (x)

dx

)−1 je vykreslený pro celý rozsah funk£ních hod-
not.

My zatím zahrneme do konformního faktoru výraz xdF (x)

dx
, protoºe ten jak

vidíme na obrázku 3.8 diverguje pro x → ∞. a m¥ní znaménko. Oproti autor·m

nebudeme zahrnovat do konformního faktoru výraz (1−2M/r) � to pro na²í diskusi

nebude podstatné. Konkrétní tvar konformního faktoru je

Ω =

√
(ln(1 + u2) + 2u2)(ln(1 + v2) + 2v2)uv√

1 + u2
√
1 + v2(1 + u2 + u2 ln(1 + u2)2)(1 + v2 + v2 ln(1 + v2)2)

. (3.51)

Po pronásobení metriky tímto konformním faktorem obdrºíme asymptoticky

plochou metriku

ds̃2 = −
(
1− 2M

r

)
dUdV +Ω2r2dω2.

Faktem v²ak z·stává, ºe pot°ebujeme splnit taktéº podmínky na asymptotickou

plochost. Vzhledem k vý²e uvedenému tvaru konformního faktoru zde nebudeme

vypisovat jednotlivé vztahy, jen se odkáºeme na výsledky získané pomocí alge-

braického systému Maple a n¥které výsledky doplníme o gra�ckou ilustraci.

Obrázek 3.9: Gra�cká ilustrace pro ov¥°ení podmínek (2.9)�(2.13).
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Prvním p°edpokladem je, ºe konformní faktor musí být na I ± nulový, pokud

spo£teme konkrétní hodnotu, pak je tento poºadavek spln¥n. Pro ilustraci máme

obrázek 3.9, kde vyná²íme závislost Ωx ≡
√
xdF (x)

dx
. Jelikoº je ná² konformní faktor

separabilního tvaru, sta£í nám tato separabilní £ást. Tento výraz jde do nuly,

jelikoº druhá £ást po separaci bude konstantní hodnoty, tím bude ná² poºadavek

Ω(I ±) = 0 spln¥n.

Dal²ím poºadavkem je nenulovost gradientu konformního faktoru na I ±, tj.

∇µΩ(I ±) ̸= 0. Po p°ímém výpo£tu v Maple dojdeme k tomu, ºe tuto podmínku

nelze splnit. Dob°e tento fakt ilustruje závislost dΩx
dx

na obrázku 3.9 (£árkovan¥).

Díky separabilit¥ budeme mít bu¤ výraz typu 0 ·konst. nebo konst. ·0. To je v obou

p°ípadech nula.

Auto°i v e-mailové komunikaci zmi¬ují regularitu výrazu Ω2r2. Na témºe ob-

rázku 3.9 je vynesena závislost Ω2
x ln(x)

2, protoºe v Kruskalových�Szekeresových

sou°adnicích je r → ∞ ≈ ln(uv)+O(ln(ln(uv))). Z obrázku vidíme, ºe výraz je kone£-

ný, nicmén¥ otázku analyti£nosti jsme vzhledem k nespln¥ní (2.9)�(2.13) neov¥-

°ovali.

Dále b¥hem korespondence vyplynulo, ºe problém se singularitou na horizontu

neuvaºovali, protoºe z jiných sou°adných systém· víme, ºe tato singularita je

jen sou°adnicové povahy. Také jsme vid¥li, ºe Penrose·v�Carter·v diagram v

t¥chto sou°adnicích neodpovídá diagramu v [12]. Posledním negativním zji²t¥ním

ohledn¥ tohoto p°ístupu bylo nespln¥ní podmínek (2.9)�(2.13). Z t¥chto d·vod·

s touto transformací dále nepo£ítáme a budeme hledat jinou.
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Kapitola 4

Asymptoticky plochá kruskalizace a

její kompakti�kace

V p°edchozích kapitolách jsme vysv¥tlili, ºe ºádná sou£asná metoda kompakti�ka-

ce Schwarzschildova prostoro£asu nevyhovuje poºadavk·m kladeným na (M̃, g̃,Ω).

Obsahem této £ásti bude nalezení transformace sou°adnic tak, aby výsledná me-

trika spl¬ovala v²echny analytické poºadavky.

Nejprve si p°ipomeneme nedostatky Kruskalových-Szekeresových sou°adnic,

poté si nastíníme moºnosti, jak tyto neºádoucí vlastnosti odstranit a následn¥

provedeme konstrukci vyhovujících sou°adnic.

4.1 Motivace

P°i kruskalizaci vyuºíváme faktu, ºe zobrazení exp : R → R+. P°i uºití exponenciály

v transforma£ní funkci dochází k nep°íjemnému faktu a to ºe komponenty metriky

obsahují £len w exp(−r) bu¤ p°ímo, nebo v implicitní závislosti a tím pádem

nep°echázejí v Minkowskiho metriku p°i r → ∞. Navíc není tento výraz pro r → ∞

analytický.

Analyti£nost metriky na I ± je v²ak zcela zásadní poºadavek. Sou°adnice U, V

spolu s g̃U,V p°edstavují prost°edek pro °e²ení polních rovnic, jako nap°. �φ = 0.

Analyti£nost souvisí s rozvoji φ a pokud bychom tento poºadavek na metriku

g̃ nekladli, pak bychom p°i²li o moºnost rozvíjet φ okolo I ±.

M. Walker v [19] ukazuje kruskalizaci na obecn¥j²í úrovni (tj. tato transforma-

ce není primárn¥ motivována fyzikáln¥), kde hledá nové sou°adnice U(r, t) a V (r, t)

tak, aby p°etransformoval dráhový element (3.3) do tvaru

ds2 = −F (r)dt2 + dr2/F (r) + r2dω2 = G(U, V )dUdV + r2dω2, (4.1)
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kde G(U, V ) je kone£ná a nenulová funkce na horizontu r = 2M . Jak následn¥

ukazuje, tak °e²ení této úlohy se redukuje na soustavu rovnic

G(U, V )
∂U(r, t)

∂t

∂V (r, t)

∂t
= F (r)

∂U(r, t)

∂r

∂V (r, t)

∂t
+

∂U(r, t)

∂t

∂V (r, t)

∂r
= 0 (4.2)

G(U, V )
∂U(r, t)

∂r

∂V (r, t)

∂r
= − 1

F (r)

kterou lze jednodu²e získat z vý²e zmín¥ných poºadavk·.

Za p°edpokladu separability sou°adnic U, V na radiální a £asové závislosti

U(r, t) = ρ(r)τ(t),

V (r, t) = σ(r)λ(t),

jsou °e²ením soustavy (4.2) standardní Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice tvaru

[1], nebo Dodatek A.

P°edpoklad separabilního tvaru sou°adnic nám sice uleh£í °e²ení, které lze

najít pomocí standardních metod °e²ení oby£ejných diferenciálních rovnic, ale

zárove¬ je p°íli² restriktivní. Konkrétn¥ p°i p°edpokladu separability má sou-

stava (4.2) jen jedno °e²ení (Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice), které nám ale

nevyhovuje z vý²e popsaných d·vod·.

Pokud tento p°edpoklad opustíme a budeme °e²it soustavu (4.2) jako soustavu

parciálních diferenciálních rovnic, pak si v soustav¥ (4.2) m·ºeme se£íst první

a t°etí rovnici a zavedením ºelví sou°adnice r⋆ obdrºíme vztah

∂U

∂t

∂V

∂t
=

∂U

∂r⋆
∂V

∂r⋆
,

do kterého m·ºeme dosadit nové sou°adnice r⋆±t. Takto lze obdrºet obecn¥ °e²ení

soustavy (4.2) jako

U(r, t) = ±H(r⋆ − t)

V (r, t) = ±H(r⋆ + t), (4.3)

kde znaménka volíme dle toho1 zda zobrazujeme oblast pod/nad horizontem

a funkce H je �libovolná� 2.

Pozorujeme v¥t²í volnost ve volb¥ transforma£ní funkce a slovo libovolná je

v uvozovkách, protoºe musíme respektovat poºadavky kladené na metriku, p°ede-
1To souvisí se zm¥nou znaménka v argumentu logaritmu v r⋆.
2Zatím neuvaºujeme moºnost implicitn¥ zadaných funkcí. P°irozen¥ se totiº nejprve snaºíme

nalézt explicitní funk£ní závislost a poté, co tento postup selºe, tak budeme hledat transforma£ní
funkce v implicitním tvaru.
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v²ím nedegenerovanost a nesingularárnost metriky, p°echod v Minkowskiho met-

riku pro r → ∞, analyti£nost, diferencovatelnou strukturu C∞, atd.

Existuje tedy moºnost, ºe neseparabilita nám pom·ºe najít takový systém

sou°adnic, který bude vyhovovat v²em na²im poºadavk·m. Ideální sou°adnice

by kombinovaly výhody jak Kruskalových�Szekeresových sou°adnic, tak i Finkel-

steinových�Eddingtonových takovým zp·sobem, aby se nové sou°adnice chovaly

v okolí horizontu jako Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice a v oblastech r → ∞

p°echázely v Finkelsteinovy�Eddingtonovy sou°adnice.

Na druhou stranu nemáme nijak zaru£eno, ºe p·jde najít (zapsat) takovou

funkci, která by navíc spl¬ovala okrajové podmínky, nap°. V (r = 2M, t) = U(r =

2M, t) = 0, U(r = ∞, t = −∞) = ∞∧ V (r = ∞, t = −∞) = konst. Hledání transforma£ní

funkce na základ¥ °e²ení soustavy (4.2) se nám nepoda°ilo. M·ºeme v²ak nalézt

funkci H−1 sloºenou z elementárních funkcí. Problém °e²ení soustavy (4.2) tudíº

spo£ívá v jeho zápisu, proto v dal²í £ásti zkusíme hledat transformaci p°ímo mezi

Schwarzschildovými sou°adnicemi a novými sou°adnicemi v implicitním tvaru

(tedy s pouºitím H−1), kdy (4.3) p°ejde na

2r⋆ = H−1(U) +H−1(V )

2t = H−1(U)−H−1(V ). (4.4)

Jak uvidíme, v tomto tvaru jiº p·jde zapsat transforma£ní funkce pomocí sloºení

elementárních funkcí.

4.2 Kruskalizace Schwarzschildova prostoro£asu

V této £ásti se pokusíme zkonstruovat vhodné sou°adnice Kruskalova typu. Pod

tímto pojmem rozumíme sou°adnice pokrývající analyticky celý prostoro£as a u-

moº¬ující znázorn¥ní kauzální struktury diagramem podobným obrázku 3.1. Ve-

lice p°ínosným se stal £lánek [15], kde autor konstruuje sou°adnice vztahy

f(r) = f(1/u) + f(1/v) (4.5)

t = f(1/u)− f(1/v), (4.6)

kde

f(r) = r + 2M ln(r/2M − 1). (4.7)

Tyto sou°adnice jsou dle autor· analytické na I ±, av²ak kompakti�kace od-

souvá singularitu (r = 0) do u, v → ∞ a I ± jsou de�novány pomocí u = 0 a v = 0.

Proto bereme tento p°ístup jako motiva£ní pro dal²í úvahy.
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Poj¤me si nyní ukázat princip transformace Schwarzschildových sou°adnic

pomocí implicitních vztah·. Viz °e²ení soustavy (4.2)

r⋆ = f(r) = g(u) + g(v) (4.8)

t = g(u)− g(v), (4.9)

kde g(x) je zatím neznámá funkce.

Dosazením této transformace do dráhového elementu

ds2 =

(
1− 2M

r

)
[−dt2 + dr⋆2] + r2dω2, (4.10)

získáme transformovaný dráhový element obecn¥ jako

ds2 = 4

(
1− 2M

r

)
g′(u)g′(v)dudv + r2dω2. (4.11)

Takto zavedené transformace jsou výhodné p°edev²ím z toho d·vodu, ºe bu-

deme hledat neznámé funkce g(x) tak, abychom splnili poºadavky kladené na

metriku. Je d·leºité si zd·raznit, ºe takto zavedené transforma£ní vztahy nejsou

primárn¥ motivovány fyzikáln¥, ale analytickými poºadavky. Op¥t jde o sou°ad-

nice spojené s nulovými £ásticemi, stejn¥ tak jako tomu bylo v p°ípad¥ zavád¥ní

Kruskalových�Szekeresových sou°adnic. A£koli v rámci konvence ozna£ujeme ma-

lými písmeny sou°adnice Kruskalova typu (u, v ∈ (−∞,∞)), tak nám v principu

nic nebrání hledat p°ímo transformace mezi Schwarzschildovými sou°adnicemi

t, r a jiº kompakti�kovanými U, V ∈ (−a, a). To je zásadní rozdíl, protoºe doposud

jsme nejprve pot°ebovali mít metriku v sou°adnicích Kruskalova typu a ten jsme

následn¥ kompakti�kovali. Zato nyní m·ºeme provád¥t kompakti�kaci p°ímo a

budeme dostávat Penrose·v�Carter·v diagram analogický jako p°i kompakti�ka-

ci Kruskalových�Szekeresových sou°adnic.

Nejprve se pokusíme nalézt vhodné transforma£ní funkce Kruskalova typu.

Zvolíme transforma£ní funkci

g(x) = x+ 2M ln
( x

2M

)
, (4.12)

která je analogická s [15] resp. (4.5) (oproti literatu°e posunutá o 2M).

Je z°ejmé, ºe transforma£ní funkce (4.12) se asymptoticky chová pro x → ∞

lineárn¥, tj. g(x) ≃ O(x) a stejn¥ tak se chová ºelví sou°adnice (4.7). V okolí nuly

dominuje £len ln(x/2M), tj. x = 0 nám odpovídá horizontu. Transformace mezi
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Schwarzschildovými sou°adnicemi a na²imi novými sou°adnicemi je explicitn¥

r⋆ = f(r) = g(u) + g(−v) (4.13)

t = g(u)− g(−v). (4.14)

Takto zavedené sou°adnice odpovídají vn¥j²í Schwarzschildov¥ oblasti (r >

2M). Pro transforma£ní funkci (4.12) m·ºeme zapsat dráhový element ve tvaru

ds2 = −4

(
1− 2M

r

)(
1 +

2M

u

)(
1− 2M

v

)
dudv + r2(u, v)dω2. (4.15)

Rozebereme si chování metrického koe�cientu guv na horizontu. �len obsahující

radiální sou°adnici r jde do nuly lineárn¥ (tj. chová se jako O(u) pro u → 0), naopak

£leny obsahující nové prom¥nné (u, v) v okolí nuly divergují lineárn¥ (ve smyslu

1+2M/u ≃ O(u−1) pro u → 0), takºe výsledný sou£in je kone£ný a spojitý. Kladnou

vlastností je, ºe tento metrický koe�cient neobsahuje exponenciální £len.

Bohuºel takto zavedená metrika je pro hodnoty v = 2M a u = −2M dege-

nerovaná (neregulární). Hodnoty t¥chto sou°adnic leºí uvnit° Schwarzschildova

prostoro£asu.

Obecné poºadavky na transforma£ní funkce.

V p°ede²lé £ásti bylo vylí£eno, ºe p°ímo£ará aplikace transforma£ních funkcí z [15]

resp. [17] nám nedovolí zkonstruovat kruskalizovaný prostoro£as tak, abychom

m¥li v²echny poºadované vlastnosti.

Zkusíme si tedy obecn¥ rozebrat podmínky na transforma£ní funkci g(x), kte-

rou si rozd¥líme na dv¥ £ásti g(x) = h(x) + 2M ln(k(x)). Pro ur£ení konkrétních

poºadavk· na chování g(x) máme následující t°i vazby:

1. Musíme splnit rovnici

r + 2M ln
( r

2M
− 1
)
= h(u) + 2M ln(k(u)) + h(v) + 2M ln(k(v)), (4.16)

£ili de�ni£ní vztah nových transformovaných sou°adnic.

2. Z poºadavku regularity metrických koe�cient· pro r = 2M plyne podmínka

guv(r → 2M) = 4
r − 2M

r

(
h′(u) + 2M

k′(u)

k(u)

)(
h′(v) + 2M

k′(v)

k(v)

)
̸= 0, (4.17)

kterou získáme z dráhového elementu (4.11). Metrický koe�cient gθθ nevy-

pisujeme, protoºe gθθ = r2 je automaticky regulární pro r = 2M .
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3. Pro oblasti kolem I ± nelze mluvit o analyti£nosti koe�cientu gθθ = r2(u, v),

který jasn¥ diverguje pro r → ∞. Nicmén¥ je rozumné poºadovat (pro pevné

v) regularitu výrazu

dr(u, v)

du
(r → ∞) =

r − 2M

r

(
h′(u) + 2M

k′(u)

k(u)

)
̸= 0. (4.18)

Zárove¬ musíme splnit (4.17) pro r → ∞, ale to je ekvivalentní spln¥ní (4.18).

Z t¥chto vazeb si m·ºeme ur£it následující podmínky na funkce h(x) a k(x).

Faktor 2M p°ed logaritmem vyplývá z p°echodu ºelví sou°adnice (4.7) p°es

r = ∞. Musíme nutn¥ uºít komplexní analýzy, protoºe v reálných sou°ad-

nicích je logaritmus de�nován jen na R+. Logaritmus má v bod¥ r = ∞

v¥tvící bod, tj. p°i p°echodu p°es radiální nekone£no se logaritmus zm¥ní

jako 2M ln(r/2M−1) → 2M ln(1−r/2M)+2M ·πmi, kde m = ±1 (hodnota m nám

ur£uje volbu Riemannovy plochy). Vidíme tedy, ºe faktor p°ed logaritmem

u transforma£ní funkce musí být taktéº 2M , aby (4.8) p°edstavovala v okolí

r = ∞ komplexní rovnici pro reálnou funkci reálných prom¥nných r(u, v).

Pro situaci v okolí r = 2M platí stejné argumenty.

Funkce k(x) se musí nezbytn¥ chovat asymptoticky jako k(x) ≃ O(xp), kde p je

liché p°irozené £íslo, aby platilo lim
x→±∞

= ±∞. Platí-li ln(xp) = p ln(x), pak

budeme dále p°edpokládat

k(x) ≃ O(x). (4.19)

Chování v okolí nuly nám musí korespondovat s chováním ºelví sou°adnice,

takºe na²e funkce k(x) musí jít do nuly. Z argument· podobných jako v p°í-

pad¥ p°echodu p°es radiální nekone£no a rovnost v komplexní prom¥nné,

p°edpokládáme pro x = 0 chování k(x) ≃ O(x). Uºívání symbolu O se m·-

ºe r·znit, proto je²t¥ uvedeme, ºe p°edchozí chování s uºitím O-notace je

ekvivalentní podmínkám

lim
x→∞

k(x)/x = M1 a lim
x→0

k(x)/x = M2,

kde Mi ∈ R.

Navíc nám chování logaritm· �xuje znaménko v sou£tu (4.8), kde musí být

+, abychom m¥li pro u, v = 0 rovnost logaritm· pro r = 2M .

Funkce h(x) musí být pro dostate£n¥ velká x lineární, abychom m¥li korespon-

denci s chováním ºelví sou°adnice.

h(x) ≃ O(x) pro x → ±∞ (4.20)
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V okolí nuly musí být dominantním £lenem logaritmus, tudíº u funkce h(x)

sta£í p°edpokládat její omezenost na okolí x = 0.

k′(x)
k(x)

Derivace logaritmu bude vºdy m¥nit znaménko p°i p°echodu p°es x = 0 a x =

±∞, coº obdrºíme z vlastností poºadovaných na samotnou funkci.

P°edpokládali jsme k(x) ≃ O(x) kolem nekone£na i nuly, to znamená ºe

derivace logaritmu bude v nule divergovat lineárn¥:

k′(x)

k(x)
≃ O(x−1). (4.21)

K tomu se zm¥ní znaménko p°i p°echodu z kladných do záporných hodnot

x. Pro x → ±∞ p·jde tento podíl do nuly.

h′(x) V okolí nekone£na jsme poºadovali lineární chování, proto derivace bude

konstantní.

h′(x) ≃ O(1) pro x → ±∞ (4.22)

Derivace logaritmické £ásti jde pro x → ±∞ do nuly (4.21), tak je celková

hodnota derivace g′(x) pro x → ±∞ konstantní.

O chování derivace v okolí nuly nelze nic tvrdit, protoºe jediný poºadavek

zatím byl, aby h(x) byla omezená. Pokud si v²ak uv¥domíme, ºe logarit-

mická £ást derivace m¥ní znaménko, budeme muset nutn¥ poºadovat, aby

i h′(x) m¥nila znaménko pro x = 0. V opa£ném p°ípad¥ bychom dostávali

degenerovanost metriky. Z toho plyne, ºe h′(x) ≃ αx+O(x2), coº implikuje

h(x) ≃ β +
1

2
αx2 +O(x2) pro x → 0. (4.23)

Shrneme-li si vý²e zmín¥né poºadavky, celkov¥ od g′(x) poºadujeme, aby v nu-

le divergovala jako O(x−1) pro x → 0 a byla v²ude nenulová. Práv¥ dosáhnutí

nenulovosti je nejnáro£n¥j²ím poºadavkem.

Najít vhodnou transforma£ní funkci mezi Schwarzschildovými sou°adnicemi

r, t a sou°adnicemi Kruskalova typu u, v, jenº by generovaly regulární metriku na

I ±, se nám zatím nepoda°ilo. Zkusíme tedy nejprve najít p°ímo transformaci

do kompakti�kovaného prostoro£asu a následn¥ zp¥tn¥ vygenerovat sou°adnice

Kruskalova typu.
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4.3 Kompakti�kace Schwarzschildova prostoro£a-

su

V této £ásti se pokusíme o p°ímou konstrukci kompakti�kovaných sou°adnic bez

mezikroku konstrukce kruskalizovaných sou°adnic. Tento postup se ukáºe snadn¥j-

²í zejména proto, ºe hodnoty transforma£ních funkcí ur£ujeme pouze ve vlastních

bodech, kde se dají lépe ov¥°it analytické vlastnosti.

Pro konstrukci kompakti�kovaných sou°adnic platí stejné diskuze jako v p°e-

de²lé £ásti, jen s tím rozdílem, ºe pokud jsme poºadovali lineární chování (tj.

g(x) ≃ O(x)) pro x → ∞, pak v p°ípad¥ kompakti�kovaných sou°adnic poºadujeme

lineární divergenci (tj. g(X) ≃ O
(

1
X−a

)
) pro n¥jaké3 X = a, coº odpovídá transfor-

maci r → 1/r. Vazby (4.16) a (4.17) z·stávají nezm¥n¥ny, protoºe jediná zm¥na

v (4.17) je pronásobení tohoto metrického koe�cientu faktorem Ω2, který je pro

r < ∞ nenulový a kone£ný. Tím se nám podmínky na h(X) a k(X) nezm¥ní.

Poslední vazba (4.18) se nám zm¥ní zásadn¥, protoºe Ω(I ±) = 0. P°epsání této

vazby pro metriku g̃(U, V ) je na obecné úrovni náro£né, tudíº budeme postupovat

tak, ºe si nejprve zvolíme konkrétní transforma£ní funkce a následn¥ ov¥°íme

analyti£nost výrazu Ωr.

Shrnutí vlastností pro kompakti�ka£ní funkce máme v tabulce 4.1.

X h(X) k(X) h′(X) [ln(k(X))]′

−π
2

O
(

1
π/2+X

)
O
(

1
π/2+X

)
O
(

1

(π/2+X)2

)
O
(

1

(π/2+X)3

)
0 O(1) O(X) 0 O(X−1)
π
2

O
(

1
π/2−X

)
O
(

1
π/2−X

)
O
(

1

(π/2−X)2

)
O
(

1

(π/2−X)3

)

Tabulka 4.1: Shrnutí vlastností transforma£ních funkcí pro kompakti�kaci Sch-
warzschildova prostoro£asu.

4.3.1 Transformace pokrývající analyticky celý Schwarz-

schild·v prostoro£as

Pro logaritmickou £ást zvolíme vnit°ní funkci k(X) ≡ tan(X), protoºe tan(X) se

chová v okolí X = 0 jako tan(X) ≃ X + O(X3) , a zárove¬ diverguje pro X = ±π/2

jako tan(X) ≃ 1
π
2 ∓X

+O(X − π
2
), coº jsou vlastnosti, které jsme zmi¬ovali vý²e.

Za funkci h(X) bychom mohli stejn¥ tak p°ímo£a°e volit funkci h(X) ≡ tan(X).

Ta se ale chová v okolí nuly lineárn¥ a derivace je v okolí nuly konstanta. To zna-
3Dle konvence zna£íme malými písmeny nekompakti�kované sou°adnice a velkými písmeny

sou°adnice kompakti�kované.
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mená ºe nem¥ní znaménko tak, jak poºadujeme pro nedegenerovanost metrických

koe�cient·.

Jako alternativu m·ºeme zvolit h(X) ≡ 1/ cos(X), coº je funkce divergující pro

X = π/2 lineárn¥ a v okolí nuly se chová kvadraticky v druhém °ádu. Zkusíme

s t¥mito funkcemi transformovat dráhový element do nových sou°adnic. Celkov¥

máme transforma£ní funkci:

g(X) =
M

cos(X)
+ 2M ln(tan(X)). (4.24)

Zavedeme tedy transformaci mezi Schwarzschildovými sou°adnicemi a novými

kompakti�kovanými sou°adnicemi pomocí funkce (4.24) jako

r⋆ =
M

cos(U)
+ 2M ln(tan(U)) +

M

cos(V )
+ 2M ln(tan(V )) (4.25)

t =
M

cos(U)
+ 2M ln(tan(U))− M

cos(V )
− 2M ln(tan(V )). (4.26)

Nyní si p°epí²eme Schwarzschild·v dráhový element (3.3) pomocí na²ich no-

vých sou°adnic jako

ds2 = 4

(
1− 2M

r

)(
sin(U) +

2

tan(U)

)(
sin(V ) +

2

tan(V )

)
M2

cos(U)2 cos(V )2
dUdV + r2dω2.

(4.27)

Sou°adnice jsou zavedeny bezrozm¥rn¥, proto má dráhový element (4.27) roz-

m¥r M2.

Pokud chceme zavést konformní metriku, je volba Ω p°ímo£ará aº na volbu

konstanty, kterou snadno zjistíme z podmínky (2.13). Tím obdrºíme faktor

Ω =
cos(U) cos(V )

4M2
. (4.28)

Pokud tímto konformním faktorem pronásobíme dráhový element (4.27), ob-

drºíme tak

ds̃2 = (4M)−2

(
1− 2M

r

)(
sin(U) +

2

tan(U)

)(
sin(V ) +

2

tan(V )

)
dUdV +Ω2r2dω2 (4.29)

Analyti£nost na I ±

Vzhledem k tomu, ºe jsme nena²li v ºádné literatu°e p°ímý návod k ov¥°ení ana-

lyti£nosti obecné funkce, tak jsme museli nalézt vlastní metodu. Potíº s ov¥°ením

analyti£nosti je v tom, ºe tento pojem se uºívá p°edev²ím u funkcí komplexní

prom¥nné, kde analyti£nost plyne ze spojitosti a holomorfnosti dané funkce. P°i

uºití reálných prom¥nných nám literatura °íká, ºe funkce je analytická v bod¥ x,

pokud se v tomto bod¥ shoduje se svým taylorovým rozvojem. Tato de�nice nám
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v²ak nic ne°íká o tom, jak analytické vlastnosti reáln¥ ov¥°it. V¥t²inou si vysta-

£íme s tím, ºe skládáme, násobíme nebo s£ítáme analytické funkce. Tento postup

selºe v okamºiku, kdy máme sloºit¥j²í funkci jako v na²em p°ípad¥ metrického

koe�cientu gθθ. Jeho hlavní potíº je v tom, ºe máme chování na I ± analogickou

chování arctan(1/x) pro x → 0, kdy vnit°ní funkce je divergentní a vn¥j²í funkce je

vícezna£nou funkcí s komplikovanou Riemannovou plochou.

Auto°i [15] a [17] ukazují analyti£nost výrazu Ωr z jeho rozvoje. P°i procházení

jejich postupu jsme narazili na fakt, ºe p°i rozvoji r(U, V ) se nám �míchají� výrazy

r·zných °ád·. Konkrétn¥ p°ísp¥vek z prvního °ádu obsahuje logaritmus a stejn¥

tak obsahuje logaritmus i druhý °ád, symbolicky

k1(U, V ) + ln(k2(U, V ))︸ ︷︷ ︸
1. °ád

− ln(k3(U, V )) + ln(ln(k4(U, V )))︸ ︷︷ ︸
2. °ád

,

kde ki(U, V ) jsou obecné funkce. Uvedený výraz slouºí pouze k demonstraci rozvoje

Ωr.

P°i takto sloºité struktu°e rozvoje je obtíºné hovo°it o t°íd¥ diferencovatelnosti

nebo analyti£nosti. Sice m·ºeme ukázat, ºe první dva °ády jsou kone£né, ale

nemáme ºádnou záruku, ºe budeme mít kone£né v²echny dal²í £leny.

My jsme se proto rozhodli sestavit diferenciální rovnici pro výraz Ωr tak,

aby byla v okolí I ± regulární. Z teorie °e²ení diferenciálních rovnic ve tvaru °ady

máme zaru£eno, ºe bude funkce v tomto bod¥ analytická [38]. Ná² výraz ozna£íme

jako novou funkci Θ(U) = Ωr, pro kterou najdeme regulární diferenciální rovnici

s tím, ºe ze znalosti po£áte£ní podmínky m·ºeme nalézt rozvoj libovolného °ádu

(iterativním proces m·ºeme opakovat bez omezení). Pomocí toho máme zaru£eno,

ºe se výsledný rozvoj bude shodovat s danou funkcí k(U), coº je p°esn¥ de�nice

analytické funkce. Více o této metod¥ a p°edev²ím postupu p°i °e²ení pro ná²

prostoro£as nalezneme v Dodatku B.4.

Jako výsledek této metody nám posta£í vypsání prvních t°í £len· výsledné

°ady °e²ící danou diferenciální rovnici (B.14).

Ωr ≈ cos(V )

4M
−
(
2 ln(2) cos(V ) + 1

4M
+

cos(V )

2M
ln (tan(V ))

)(
U − π

2

)
−

−
(
2 ln(2) cos(V ) + 1

2M
+

cos(V )

M
ln(tan(V ))− cos(V )

M

)(
U − π

2

)2

+

+ O

((
U − π

2

)3
)
. (4.30)

Je výhodné si prohlédnout jednotlivé koe�cienty rozvoje. D·leºitá je kone£nost

jednotlivých £len· rozvoje (4.30). Sice se nám vyskytují v rozvoji £leny obsahující

ln(tan(V )), ale tyto £leny jsou násobené funkcí cos(V ). Celková hodnota je analo-

gická limit¥ lim
x→0

x ln (1/x) = 0. P°i derivování £len po £lenu narazíme na výrazy
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typu
d

dx
x ln(1/x) = ln(1/x) + 1, (4.31)

které logaritmicky divergují. Dostáváme tedy stejnou strukturu C0 v i0 shodn¥

s [15].

Analyti£nost koe�cientu g̃UV je z°ejmá p°ímo z dráhového elementu (4.29). Zde

se nám vyskytuje £len (1−2M/r), o kterém víme (nap°. [14]) ºe je analytický. Dal²í

£leny si m·ºeme p°epsat jako (sin(X) + 2 coth(X)), coº je pro X → π/2 analytická

funkce. V g̃UV se tedy vyskytuje sou£in analytických funkcí na okolí I ±, tím máme

zaru£enou analyti£nost koe�cientu g̃UV na okolí I ±.

Analyti£nost sou°adnic na horizontu

Analytické pokrytí horizontu je také podstatnou vlastností metriky. Víme, ºe

Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice jsou na horizontu analytické (viz B.4). P°i

na²ich úvahách o chování transforma£ních funkcí jsme se snaºili o konstrukci

nových sou°adnic tak, aby spl¬ovali analytické pokrytí horizontu. Nyní se o tom

budeme chtít explicitn¥ p°esv¥d£it.

K ov¥°ení této vlastnosti si vyjád°íme závislost r = r(U, V ) a budeme zkoumat

rozvoje metrických koe�cient·, nebo m·ºeme zkusit vyjád°it metriku ve form¥, ze

které bude z°ejmé, ºe je na horizontu analytická. Zvolíme si druhý a elegantn¥j²í

postup.

V dráhovém elementu (4.29) vidíme, ºe metrický koe�cient gUV se na horizontu

chová jako � 0
0
� . Pokusíme se tento výraz upravit tak, abychom ho p°evedli na

kone£ný výraz pro r = 2M .

Z transforma£ního vztahu (4.25) si m·ºeme vyjád°it výraz r − 2M , který jde

pro r → 0 do nuly, obecn¥ jako

r − 2M = 2M exp

(
g(U)

2M

)
exp

(
g(V )

2M

)
exp

( r

2M

)
. (4.32)

Pro na²í transformaci (4.24) po drobných úpravách obdrºíme explicitn¥ vztah

r − 2M = 2M tan(U) tan(V ) exp

(
1

2 cos(U)
+

1

2 cos(V )

)
exp

(
− r

2M

)
. (4.33)

Nyní jiº m·ºeme p°epsat metrický koe�cient gUV z dráhového elementu (4.29)

jako

g̃UV =
[sin2(U) + 2 cos(U)][sin2(V ) + 2 cos(V )]

2Mr cos(U) cos(V )
exp

(
1

2 cos(U)
+

1

2 cos(V )

)
exp

(
− r

2M

)
,

(4.34)

ze kterého je jiº jasné, ºe tento metrický koe�cient je na horizontu (U = 0 nebo V =

0) kone£ný a analytický (je sloºený jen z analytických funkcí na okolí horizontu).
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Samoz°ejm¥ bychom mohli psát dráhový element ve tvaru obsahující výraz (4.34),

kde by bylo ihned vid¥t, ºe metrika je na horizontu analytická, ale zase z tvaru

(4.29) je lépe vid¥t její asymptotické chování.

P°echod p°es I ±

Vzhledem k tomu, ºe jsme si ukázali analyti£nost metrických koe�cient· na I ± ,

tak nám nic nebrání tyto koe�cienty analyticky prodlouºit za tuto oblast a podívat

se, jaká £ást Schwarzschildova prostoro£asu se nám zde zobrazí.

Auto°i v [14] kladou do této oblasti �nahého� Schwarzschilda se zápornou

hmotou. V jejich p°ístupu v²ak vycházejí z Finkelsteinových�Eddingtonových od-

cházejících (outgoing) sou°adnic, kde provedou transformaci radiální sou°adnice

l = 1/r. To znamená, ºe p°echod p°es I + odpovídá p°echodu sou°adnice l skrz

l = 0 (z kladných do záporných hodnot). Tímto máme analytický p°echod p°es

I +. Auto°i pak zavedou pro oblast l < 0 nové sou°adnice r̂ = −l−1, v̂ = u a navíc

de�nují novou hmotnost m̂ = −m. Po t¥chto úpravách obdrºí Schwarzschildovu

metriku ve vcházejících (ingoing) Finkelsteinových�Eddingtonových sou°adnicích

v̂, r̂. V tomto smyslu je analytický p°echod p°es I + dle [14] vodítkem pro na²í

výslednou metriku (jaký prostoro£as tu m·ºeme o£ekávat). Nicmén¥ pro p°echod

p°es I − bychom museli zavést analogicky Finkelsteinovy�Eddingtonovy vcháze-

jící sou°adnice a analyticky je prodlouºit. My v²ak chceme zkonstruovat takový

sou°adný systém, v n¥mº lze p°echázet voln¥ p°es ob¥ I ±, aniº bychom ho mu-

seli m¥nit. Je-li nám známo, tak doposud toto nespl¬uje ºádný sou°adný systém

pokrývající analyticky celý Schwarzschild·v prostoro£as.

Jak jsme si p°edvedli, tak na²e sou°adnice vycházející z funkce (4.24) nám

analyticky pokrývají ob¥ nulová nekone£na I ±. Jako jednu ze základní vlastnosti

na²í transformace jsme cht¥li analytické pokrytí p°echodu radiální sou°adnice p°es

r = ∞, takºe by nás nem¥lo p°ekvapit, ºe v oblasti za I ± leºí oblast záporných

radiálních sou°adnic.

Jak jiº bylo °e£eno na za£átku práce, tak Penroseovy�Carterovy diagramy

mají význam p°edev²ím pro jejich p°ehlednou kauzální strukturu. O kauzální

struktu°e oblasti r < 0 se tudíº nejlépe p°esv¥d£íme z Penroseova�Carterova di-

agramu konstruovaného pro sou°adnicovou transformaci pomocí funkce (4.24).

Tento diagram je na obrázku 4.1, kde v oblastech za I ± se nachází prostoro£as

s nahou singularitou. Obdrºeli jsme tedy stejnou oblast v souladu s [14], kterou

nazýváme nahým Schwarzschildovým prostoro£asem.
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Degenerovanost metrických koe�cient·

Transforma£ní funkce g(X) = M/ cos(X) + 2M ln(tan(X)) kompakti�kující Schwarz-

schild·v prostoro£as je analytickou a nedegenerovanou na horizontu a p°ede-

v²ím Schwarzschildova metrika získaná pomocí této transformace p°echází v Min-

kowskiho metriku pro radiální nekone£no s analytickým p°echodem p°es I ±.

Pokud se v²ak zajímáme o roz²í°ení v£etn¥ oblasti nahého Schwarzschildova

prostoro£asu (r < 0), zjistíme, ºe pro hodnoty

U0, V0 = ±

(
arctan

( √
2

1−
√
2

)
+ π

)
≃ ±1.9979

je g′(U0) = g′(V0) = 0, nebo-li pro tyto hodnoty sou°adnic máme degenerovanou

metriku. �íselné hodnoty t¥chto sou°adnic v²ak leºí mimo Schwarzschild·v pro-

storo£as. Nadplochy neregularity jsou na obrázku 4.1 znázorn¥ny te£kovanými

£arami4. Nebudeme-li zkoumat oblasti daleko za I ± (tzn. oblasti za hranicí vy-

zna£enou te£kovanými £arami), ale jen klasický Schwarzschild· prostoro£as (r > 0)

a malá okolí I ±, pak lze uºívat tuto sou°adnicovou transformaci.

4.3.2 Transformace generující nedegenerovanou metriku

pro r < 0

Pokud chceme takovou transforma£ní funkci, která by generovala metriku nede-

generovanou i v oblastech nahého Schwarzschildova prostoro£asu, pak takovou

funkci lze zapsat jako

g(X) =
M

cos(X)
+ 2M ln

(
1− cos(X)

sin(X) cos(X)

)
. (4.35)

Funkci jsme nalezli tak, ºe jsme vycházeli z vý²e zmín¥ných poºadavk· kla-

dených na transforma£ní funkce a následn¥ jsem se snaºili nalézt nejjednodu²²í

moºný tvar transforma£ní funkce, aby derivace g′(X) ̸= 0, ∀X. Dalo by se mluvit

o kvali�kovaném odhadu.

Derivace g′(X) této transforma£ní funkce má lineární divergenci v pro X = 0,

tj. g′(x → 0) ≃ O(1/X), coº jsme poºadovali pro analytický p°echod horizontu. Dále

obsahuje faktor 1/ cos(X)2, který zahrneme do konformního faktoru a snadno je

vid¥t, ºe £itatel je vºdy kladný a nenulový. To je poºadavek pro nedegenerovanou

metriku.
dg(X)

dX
= M

(1 + cos(X))2 − 2 cos(X)3

cos(X)2 sin(X)
(4.36)

4Vzhledem k nulové povaze nadploch neregularity nelze explicitn¥ vyjád°it, pro kterou hod-
notu r neregularita nastane, ale m·ºeme si vyjád°it implicitn¥ vztah r⋆ + t = g(±U0) ∧ V ∈
(−π/2, π/2), který nám ur£uje dané nadplochy. Pro V0 je situace analogická.
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Obrázek 4.1: Kompakti�kace pomocí transforma£ní funkce (4.24). �árkovan¥ vy-
ná²íme t = konst. a plnou £arou r = konst.. Na diagramu jsou vyneseny oblasti
leºící za I ±, kde máme oblast záporných r. Nachází se tu nahá singularita. Dále
pak máme na diagramu te£kovan¥ vyzna£eny nadplochy na kterých je metrika
neregulární.

P°i volb¥ konformního faktoru Ω = cos(U) cos(V )

4M2 obdrºíme konformní metriku

zapsanou pomocí dráhového elementu jako

ds̃2 =

(
1− 2M

r

)
B(U)B(V )

4M2 sin(U) sin(V )
dUdV +Ω2r2dω2, (4.37)

kde jsme pouºili ozna£ení B(X) = (1 + cos(X))2 − 2 cos(X)3 pro zkrácení zápisu.

Tato metrika je taktéº analytická na horizontu. O tom se lze p°esv¥d£it stejným

postupem jako u p°ede²lé transformace (4.24).

Pro analyti£nost výrazu Ωr na I ± m·ºeme op¥t sestavit diferenciální rovnici

a °e²it ji pro hodnotu U = π/2 nebo V = −π/2 ve tvaru °ady (op¥t postup popsaný

v dodatku B.4). První £leny této °ady jsou

Ωr ≈ cos(V )

4M
−

−
(
cos(V )

2M
ln

(
sin(V )

cos(V )(cos(V ) + 1)

)
+

2 cos(V ) ln(2) + 1

4M

)(
U − π

2

)
+

+

(
cos(V )

2M
− 2 cos(V ) ln(2) + 1

2M
− cos(V )

M
ln

(
sin(V )

cos(V )(cos(V ) + 1)

))(
U − π

2

)2

+ O

((
U − π

2

)3
)

(4.38)

44



Analyti£nost metrického koe�cientu g̃UV máme stejnou diskusi jako u transforma-

ce (4.24). Op¥t máme sou£in t°í analytických funkcích na okolí I ±, tím máme

zaru£enou analyti£nost metrického koe�cientu g̃UV .

Penrose·v�Carter·v diagram získaný transforma£ní funkcí (4.35) je na obráz-

ku 4.2.

i
0

i
0

r
=

0
r
=

0

r
=

0

r = 0

r = 0

t=konst.

r
=
k
o
n
s
t.

i
+

i
+

i
−

i
−

U−V

2

U+V

2

r
=

0

Obrázek 4.2: Penrose·v�Carter·v diagram konstruovaný dle transforma£ní funkce
(4.35). Pouºitím této kompakti�ka£ní funkce jsme dosáhli analyti£nosti v celém
Penroseov¥�Carterov¥ diagramu, v£etn¥ oblasti analyticky roz²í°ené za I ±.

V £ásti o kompakti�kaci Minkowskiho prostoro£asu jsme si rozebírali jedno-

zna£nost volby konformního faktoru. Dosp¥li jsme k výsledku, ºe do konformního

faktoru lze zahrnout libovolnou pozitivní, omezenou funkci, jejíº hodnota v i0 je

rovna jedné. Pokud se podíváme na funkci B(X) v dráhovém elementu (4.37),

vidíme, ºe její hodnota pro X = π/2 je p°esn¥ B(π/2) = 1. Funkce je vºdy kladná

a nenulová, takºe nám nic nebrání jí zahrnout do konformního faktoru a spln¥ní
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podmínek (2.9)�(2.13) z·stane zachováno. Jeho tvar je následn¥

ΩX =
cos(U) cos(V )

4M2
√
(1 + cos(U))2 − 2 cos(U)3

√
(1 + cos(V ))2 − 2 cos(V )3

. (4.39)

Za£len¥ní funkce B(X) do konformního faktoru nám pom·ºe k uhlazen¥j²ímu tva-

ru konformní metriky. Dráhový element s uºitím ΩX pak m·ºeme zapsat jako

ds̃2 =

(
1− 2M

r

)
4M2 sin(U) sin(V )

dUdV +Ω2
Xr

2dω2. (4.40)

Volbou tohoto konformního faktoru jsme dosáhli jednodu²²ího tvaru metriky

g̃, av²ak vzhledem k podílu a sloºené funkci v Ω je mnohonásobn¥ náro£n¥j²í

sestavit diferenciální rovnici pro ov¥°ení analyti£nosti na I ± . Sledovali jsme, ºe

lze získat rozvoj pro konformní faktor Ω = cos(U) cos(V )

4M2 , pokud pouºijeme konformní

faktor (4.39). Analyti£nost se nám zachová, protoºe sou£in dvou analytických

funkcí je také analytický.

Explicitní závislost r = r(U, V )

Explicitní vyjád°ení závislosti r = r(U, V ) m·ºeme zapsat jako

r(U, V ) = 2M

[
Wk

(
− 1− cos(U)

cos(U) sin(U)

1− cos(V )

cos(V ) sin(V )
exp

(
1

2 cos(U)
+

1

2 cos(V )
− 1

))
+ 1

]
,

(4.41)

kde k ur£uje v¥tev Lambertovy W-funkce tak, ºe k = 0 odpovídá kladným radi-

álním sou°adnicím a k = −1 odpovídá záporným hodnotám radiální sou°adnice.

Výb¥r t¥chto dvou v¥tví plyne z toho, ºe pouze v¥tve k = −1, 0 mají reálný obor

hodnot Lambertovy funkce (viz B.2).

Na Obrázcích 4.3 a 4.4 máme porovnání okolí bodu i0 p°i kompakti�kaci po-

mocí implicitn¥ de�nované transformace (4.35) Schwarzschildova prostoro£asu

(vlevo) a kompakti�kace Minkowskiho metriky (vpravo). Srovnáním obou obráz-

k· zjistíme, ºe tyto oblasti si odpovídají.

4.3.3 Úhel r = 0 v bodech i± a i0

Na Obrázku 4.2 vidíme, ºe k°ivka popisující singularitu (v obou oblastech r > 0

i r < 0) není úse£kou. Zajímá nás jak vypadá úhel, pod kterým se na²e k°ivka

popisující singularitu blíºí do významných bod· i± a i0. Konkrétní hodnoty úhl·

pod kterými se nám k°ivka r = 0 blíºí do na²ich bod·, zjistíme z implicitní derivace

transforma£ní rovnice f(r = 0) = g(U()+ g(V ). Pro na²í transforma£ní funkci (4.35)

máme derivaci vzhledem k závislosti V = V (U) danou vztahem

dV

dU
= − (2 cos(U)3 − (cos(U) + 1)2) cos(V )2 sin(V )

(2 cos(V )3 − (cos(V ) + 1)2) cos(U)2 sin(U)
, (4.42)
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Obrázek 4.3: Okolí bodu i0 p°i kom-
pakti�kaci dle (4.35)

Obrázek 4.4: Okolí bodu i0 p°i kom-
pakti�kaci Minkowskiho.

kde se nám vyskytuje v £itateli i jmenovateli £len, který jsme v dráhovém ele-

mentu (4.37) ozna£ili B(X) a ukázali jsme si, ºe tento £len je vºdy nenulový a ome-

zený. Vzhledem k tomu, ºe hodnoty cos(X) a sin(X) jsou v bodech U, V = {±π/2, 0}

nulové nebo jednotkové (hodnoty limit budou nula nebo divergentní) a £leny

B(U), B(V ) nabývají v t¥chto bodech hodnot −1,−2. Z toho d·vodu nebudeme

£leny B(U), B(V ) dále uvaºovat, nebude-li to nutné.

P°i ur£ování hodnoty implicitní derivace (4.42) v bodech i± dost záleºí na

sm¥ru (po°adí), ve kterém budeme provád¥t limity výrazu na pravé stran¥ vztahu

(4.42). Musíme si uv¥domit, ºe se k t¥mto bod·m m·ºeme p°ibliºovat pouze z ob-

lasti, kde existuje reálný fyzikální prostor. To znamená, ºe se do t¥chto bod·

budeme p°ibliºovat z kladných hodnot, tj. r → 0 zprava.

Pro bod U = 0, V = π/2 musíme nejprve provést limitní proces pro sou°adnici

U zprava a poté pro sou°adnici V zleva. Pouze tak zajistíme, ºe se do bodu i+

blíºíme z fyzikáln¥ reálné oblasti. Celkov¥ tedy máme:

dV

dU
= lim

V →π/2−
lim

U→0+

(
−cos(V )2 sin(V )

cos(U)2 sin(U)

)
= −∞ (4.43)

a pro bod U = π/2, V = 0 máme po obdobné diskusi

dV

dU
= lim

U→π/2−
lim

V →0+

(
−cos(V )2 sin(V )

cos(U)2 sin(U)

)
= 0. (4.44)
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Na²e výpo£ty se shodují s tím, co je znázorn¥no na obrázku 4.2. Musíme si jen

uv¥domit, ºe výpo£ty jsou provád¥ny pro sv¥telné sou°adnice, kdeºto diagramy

kreslíme dle zvyku v sou°adnicích oto£ených o 45◦.

Pro i0 resp. i− v oblasti r < 0, ur£eném hodnotami sou°adnic U = π/2, V =

−π/2, si zase musíme uv¥domit, jak budeme provád¥t limitní proces, abychom se

k danému bodu blíºili stejným stylem jako v p°edchozích odstavcích. Ze vztahu

(4.42) spo£ítáme, ºe p°i dosazení na²ich hodnot pro U a V dostáváme hodnotu

limity v tomto bod¥ rovnou jedné (jen ze znalosti sudostí a lichostí funkcí sin(X)

a cos(X)), tj. dV
dU

= 1. Te¤ by m¥la následovat diskuse ohledn¥ vynechaných £len·

B(X), ale vzhledem k tomu, ºe tyto funkce jsou sloºeny pouze ze sudých funkcí,

pak se jejich hodnoty ve výrazu (4.42) jednodu²e zkrátí.

Výsledek op¥t koresponduje s Obrázkem 4.2 resp. vý°ezem na Obrázku 4.3.

Kdyby nás zajímaly i body i−, které jsou u singularity v maximáln¥ roz²í°eném

Penroseov¥�Carterov¥ diagramu, tzv. �white hole� , pak je diskuse kvalitativn¥

stejná a jiº se m·ºeme spokojit s diagramem 4.2.

4.4 Zp¥tná kruskalizace

V p°edchozích sekcích jsme sledovali kompakti�kace Schwarzschildova prostoro-

£asu, které m¥ly analytické metrické koe�cienty na I ±. Konstrukci p°ímo kom-

pakti�kovaných sou°adnic jsme zvolili proto, ºe bylo snaz²í nalézt vhodné trans-

forma£ní funkce spl¬ující v²echny na²e poºadavky.

V²echny známé kompakti�kace vyskytující se v literatu°e postupují tak, ºe

vezmou Schwarzschild·v prostoro£as v Kruskalových�Szekeresových sou°adnicích

a následn¥ tyto sou°adnice kompakti�kují. My se pokusíme vygenerovat z na²ich

kompakti�kovaných sou°adnic nové sou°adnice Kruskalova typu.

Vzhledem k tomu, ºe kladnou £ást (r > 0) Schwarzschildova prostoro£asu nám

mapují sou°adnice U, V v rozsahu (−π/2, π/2), pak my²lenka �dekompakti�kace�

spo£ívá v tom, ºe bychom cht¥li p°enést tento interval na reálnou osu. Konkrétn¥

musíme zvolit funkci takovou, aby zobrazovala R → (−π/2, π/2) jednozna£n¥. Jako

nejsnaz²í postup se jeví pouºít funkci arctan(x) (p°ipomínám na²e zna£ení, kdy pro

kompakti�kované sou°adnice uºíváme velká písmena a pro nekompakti�kované

malá písmena). Pak zapí²eme na²í zp¥tnou transformaci do sou°adnic Kruskalova

typu jako X = arctan(x). Dosadíme-li tuto zp¥tnou transformaci do implicitních

transforma£ních funkcí (tj. G(x) ≡ g(arctan(x))), obdrºíme výrazy
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(4.24) ⇒ G(u) = M(
√
1 + u2 + 2 ln(u)) (4.45)

(4.35) ⇒ G(u) = M

(√
1 + u2 + 2 ln

(
(
√
1 + u2 − 1)

√
1 + u2

u

))
. (4.46)

Uvádíme zde ob¥ transforma£ní funkce, protoºe první transformace (4.24) sice

�nefunguje daleko� 5 za I ±, ale tvar transformace je jednodu²²í jak v kompakti�-

kovaných sou°adnicích, tak i v nekompakti�kovaných, jak vidíme ve vztahu (4.45).

Vztah (4.46) nám ukazuje zp¥tnou kruskalizaci pro funkci (4.35). P°i porovnání

s p°edchozí funkcí se rozhodn¥ jedná o sloºit¥j²í strukturu.

A£koliv jsme zde zmínili n¥kolikrát, ºe sou°adnice jsou Kruskalova typu, pak

bychom se m¥li p°esv¥d£it, ºe tomu tak opravdu je. Jeden z poºadavk· na kruska-

lizaci je, ºe chceme mít sou°adný systém spojený s geodetikami sv¥telných £ástic.

Metrika bude mít formáln¥ stejný tvar, jako v p°ípad¥ kompakti�kovaných sou-

°adnic a je z°ejmé, ºe u = konst. ∧ v = konst. popisují geodetiky sv¥telných £ástic.

Druhý poºadavek je, abychom m¥li prostoro£asový diagram analogický Krus-

kalov¥ diagramu. O tom se nejlépe p°esv¥d£íme obrázkem 4.5.

Posledním poºadavkem je regularita horizontu, o které se m·ºeme p°esv¥d£it

z explicitn¥ vyjád°ených metrických element·, konkrétn¥ pro transformaci (4.45)

máme metrický koe�cient

guv = 4M2

(
1− 2M

r

)
u2 + 2

√
1 + u2

u
√
1 + u2

v2 + 2
√
1 + v2

v
√
1 + v2

, (4.47)

resp. pro transformaci (4.46)

guv = 4M2
(
1− 2M

r

) u2+u4+u2
√

1+u2−2
√

1+u2+2

u(1+u2)(
√

1+u2−1)
×

× v2+v4+v2
√

1+v2−2
√

1+v2+2

v(1+v2)(
√

1+v2−1)
. (4.48)

V obou p°ípadech vidíme, ºe na horizontu se metrické koe�cienty chovají jako

gUV |r→2M
≃
(
1− 2M

r

)
1

uv
,

coº je p°esn¥ stejný tvar metrického koe�cientu jako máme v p°ípad¥ Kruskalo-

vých�Szekeresových sou°adnic.
5Pod pojmem daleko rozumíme to, ºe lze analyticky p°ejít p°es I ±, ale nelze pokrýt celou

oblast r < 0. Pojem nefunguje ve smyslu, ºe výsledná metrika je degenerovaná.
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Obrázek 4.5: Prostoro£asový diagram zkonstruovaný pomocí transforma£ní funk-
ce (4.46) Kruskalova typu.

4.5 Vztah mezi Kruskalovými�Szekeresovými

a implicitními sou°adnicemi

Kruskal·v�Szekeres·v sou°adný systém je bezpochyby velice významný, tak by

bylo dobré, si zde uvést vztah mezi ním a námi nov¥ nalezenými kompakti�kova-

nými sou°adnicemi.

Pro vyjád°ení vzájemného spojení mezi t¥mito dv¥mi sou°adnými systémy

budeme vycházet z implicitního vztahu mezi radiální Schwarzschildovou sou°ad-

nicí r a Kruskalovými�Szekeresovými sou°adnicemi u
K−S

, v
K−S

(3.15). Abychom

mohli tohoto vztahu pohodln¥ vyuºít, musíme nejprve upravit ºelví sou°adnici na

vhodn¥j²í tvar:

f(r) = r + 2M ln(r/2M − 1) = 2M ln ((r/2M − 1) exp(r/2M)) (4.49)
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a stejn¥ upravíme implicitn¥ zadanou sou°adnici:

g(X) = h(X) + 2M ln(k(X)) = 2M ln(k(X) exp(h(X)/2M)) = ln(exp(g(X)/2M)). (4.50)

Po úpravách a dosazení do (3.15) obdrºíme následující rovnici

(
1− r

2M

)
exp(r/2M) = k(U)k(V ) exp

(
h(U)

2M

)
exp

(
h(V )

2M

)
= u

K−S
v
K−S

, (4.51)

kde snadno identi�kujeme vztah u
K−S

≡ u
K−S

(U). Obecn¥ máme vyjád°ení této

závislosti

uK−S = exp

(
g(U)

2M

)
= k(U) exp

(
h(U)

2M

)
. (4.52)

Pro konkrétní transforma£ní funkce (4.24) resp. (4.35) máme explicitní závislosti

u
K−S

= tan(U) exp

(
1

2 cos(U)

)
pro (4.24) a (4.53)

u
K−S

=
1− cos(U)

sin(U) cos(U)
exp

(
1

2 cos(U)

)
pro (4.35). (4.54)

Vztah mezi implicitními kompakti�ka£ními funkcemi a ostatními sou°adnými

systémy je v tabulce 4.2.

Sou°adný systém Vztah k implicitním sou°.
Schwarzschild r, t f(r) = g(U) + g(V )

t = g(U)− g(V )

Finkelstein�Eddington u
F−E

= g(U)

v
F−E

= g(V )

Kruskal�Szekeres u
K−S

= ± exp(g(U)/2M)

v
K−S

= ± exp(g(V )/2M)

MTW U
MTW

= arctan(± exp(g(U)/2M))

V
MTW

= arctan(± exp(g(V )/2M))

Novikov�Frolov U
N−F

= arctan(arcsinh(exp(g(U)/2M)))

V
N−F

= arctan(arcsinh(exp(g(V )/2M)))

Hervik�Grøn U
H−G

= exp(g(U)/2M)√
1+exp(g(U)/M)

ln(1 + exp(g(U)/M))

V
H−G

= exp(g(V )/2M)√
1+exp(g(V )/M)

ln(1 + exp(g(V )/M))

Tabulka 4.2: Shrnutí transformací mezi implicitn¥ zadanými sou°adnicemi a zná-
mými sou°adnými systémy uºívanými k popisu Schwarzschildova prostoro£asu.
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Kapitola 5

Reissner·v�Nordström·v

prostoro£as

V této kapitole se pokusíme o p°ímou aplikaci na²í metody konstrukce trans-

forma£ní funkce na Reissner·v�Nordström·v prostoro£as a ukáºeme si výhody

i nedostatky tohoto postupu.

5.1 Reissnerovo�Nordströmovo °e²ení Einsteino-

vých rovnic

Reissnerovo�Nordströmovo °e²ení Einsteinových rovnic je tzv. elektrovakuové °e-

²ení, kdy krom¥ hmotnosti, stati£nosti a sférické symetrie p°ipou²tíme je²t¥ moº-

nost elektrického náboje. Takto obdrºíme °e²ení, jehoº dráhový element je dán

vztahem

ds2 = −
(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)−1

dr2 + r2dω2, (5.1)

kde vidíme stejnou strukturu jako v p°ípad¥ Schwarzschildovy metriky (3.3).

V obou p°ípadech mají dráhové elementy strukturu ds2 = −F (r)dt2+F (r)−1dr2+

r2dω2, p°i£emº oba prostoro£asy jsou stacionární a sféricky symetrické. Pokud bu-

deme vy²et°ovat singularity Reissnerovy�Nordströmovy metriky zadané dráho-

vým elementem (5.1), zjistíme, ºe singularita nastává v bodech r = 0, r = r−, r = r+.

V p°ípad¥ Schwarzschildova prostoro£asu jsme si ukázali, ºe singularita rS = 2M

je jen sou°adnicové povahy, tak i v tomto p°ípad¥ Reissnerova�Nordströmova pro-

storo£asu se dá ukázat (nap°. [4]) , ºe singularity v bodech r− a r+ jsou rovn¥º

sou°adnicové singularity. Z tohoto d·vodu bychom m¥li být schopni na²í trans-

forma£ní funkcí (4.35) pokrýt minimáln¥ vn¥j²í oblast Reissnerova�Nordströmova
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prostoro£asu, tj. r+ < r < ∞, tak, aby se nám zachovala asymptotická plochost a

analytické vlastnosti na I ±.

V na²em p°ístupu implicitn¥ zadaných transforma£ních funkcí jsme vycházeli

z Reggaeovy�Wheelerovy sou°adnice. Pro Reissner·v�Nordström·v prostoro£as

zavedeme

r⋆ = f(r) = r +
r+2

r+ − r−
ln
( r

r+
− 1
)
− r−2

r+ − r−
ln
( r

r−
− 1
)
, (5.2)

kde r+ = M +
√

M2 −Q2 a r− = M −
√
M2 −Q2,

Jediný rozdíl je v (aº na jinou konstantu) p°idání jedné logaritmické funkce

navíc.

5.2 Kompakti�kace Reissnerova�Nordströmova

prostoro£asu

Nejprve si musíme uv¥domit, ºe p°ímo£aré pouºití transforma£ní funkce (4.35)

by nám neumoºnilo splnit analytický p°echod p°es I ±, protoºe pokud projdeme

radiální sou°adnicí p°es radiální nekone£no (r → ∞), pak v ºelví sou°adnici (5.2)

se nám vyskytnou dv¥ imaginární £ásti

f(r̂) = r̂ + κ+ ln

(
1− r̂

r+

)
− κ− ln

(
1− r̂

r−

)
+ πi(nκ+ −mκ−), r̂ ∈ (−∞, 0], (5.3)

kde zkrácen¥ zna£íme κ± = r±2/(r+ − r−).

Z p°edchozího vyplývá, ºe na²í transforma£ní funkci musíme modi�kovat tak,

ºe nahradíme konstantu p°ed logaritmem 2M → κ+ a zárove¬ p°idáme k na²í

transforma£ní funkci druhý logaritmus, který na I ± diverguje, tj. p°idáme £len

−κ− ln
(
O
(

1
π/2−X

))
, pro X → π/2.

P°i p°echodu skrze vn¥j²í horizont r = r+ nám logaritmus s konstantou κ+

�vytvo°í� imaginární £ást πiκ+m a druhý logaritmus (κ−) je dob°e de�novaný,

takºe ºádná imaginární £ást z tohoto logaritmu nám nep°ibude. To nám zp°es¬uje

poºadavek na druhý logaritmus, který se musí chovat jako −κ− ln (O (1)) pro X → 0.

Po shrnutí p°ede²lého, si m·ºeme p°edepsat konkrétní tvar na²í transforma£ní

funkce jako

g(X) =
M

cos(X)
+

r+2

r+ − r−
ln

(
1− cos(X)

cos(X) sin(X)

)
− r−2

r+ − r−
ln

(
1

cos(X)

)
, (5.4)

P°idaná logaritmická £ást diverguje (a m¥ní znaménko) pro X = π/2 a je ko-

ne£ná pro X = 0, Získáváme tím vhodného kandidáta na transforma£ní funkci,
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která nám bude pokrývat vn¥j²í oblast Reissnerova�Nordströmova prostoro£asu

s analytickým p°echodem p°es I ± a p°es vn¥j²í horizont r = r+.

Nyní si tedy m·ºeme zavést transformaci sou°adnic mezi radiálními sou°ad-

nicemi a kompakti�kovanými sou°adnicemi

f(r) = g(U) + g(V ) (5.5)

t = g(U)− g(V ), (5.6)

která nám dá stejn¥ jako v p°ede²lé kapitole transformaci diferenciál· −dt2+dr2 =

4g′(U)g′(V )dUdV . Díky tomu m·ºeme ztransformovat Reissnerovu�Nordströmovu

metriku zapsanou pomocí ºelví sou°adnice

ds2 =

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)(
−dt2 + dr⋆2

)
+ r2dω2 (5.7)

do kompakti�kovaných sou°adnic

ds2 = 4

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
g′(U)g′(V )dUdV + r2dω2, (5.8)

kde jako obvykle zna£íme £árkou derivaci vzhledem k dané prom¥nné.

Nejprve si provedeme derivaci funkce g(X) a vy²et°íme si její pr·b¥h, abychom

posléze mohli p°edepsat transformovanou metriku a snadn¥ji ur£it její vlastnosti.

Derivace transforma£ní funkce je dána vztahem

dg(X)

dX
= M

sin(X)

cos(X)2
− κ+ cos(X)2 − cos(X)− 1

cos(X) sin(X)
− κ− sin(X)

cos(X)
, (5.9)

ze kterého m·ºeme ihned ode£íst tvar konformního faktoru ΩX = α cos(X), kde

konstantu α ur£íme z Ashtekarových podmínek na asymptotickou plochost. Po

pronásobení faktorem ΩX je hodnota v bod¥ X = π/2 rovna kone£ná, nebo-li

metrika na I ± se bude chovat jako O(1). Druhou vlastností, kterou lze vid¥t je,

ºe tento výraz diverguje pro X = 0 jako O(1/X). Tuto singularitu neodstraníme

konformním faktorem, ale hodnota X = 0 odpovídá (ze vztahu (5.4)) vn¥j²ímu

horizontu r = r+, kde je £len
(
1− 2M

r
+ Q2

r2

)
nulový a jde do nuly lineárn¥. Tato

singularita je v na²em p°ípad¥ ºádoucí, protoºe celkov¥ bude metrika v tomto

bod¥ kone£ná a nenulová (ukáºeme dále).

Poslední vlastnost g′(X) je, ºe p°i p°echodu p°es vn¥j²í horizont (tj. X = 0) nám

tato derivace m¥ní znaménko. Zmín¥nou vlastnost taktéº poºadujeme, protoºe

i £len
(
1− 2M

r
+ Q2

r2

)
m¥ní p°i pr·chodu p°es vn¥j²í horizont znaménko a d·sledkem

je, ºe se nám zachovává signatura metriky.

Dal²í podstatnou vlastností kladenou na derivaci transforma£ní funkce je, ºe

musí být v²ude nenulová, abychom nem¥li degenerovanou metriku. Vzhledem k to-
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mu, ºe rovnice dg(X)/dX = 0 se redukuje na °e²ení kubické rovnice (po substituci

y = cos(x)) s dv¥ma volnými parametry M,Q, je algebraické °e²ení velmi náro£-

né. Zkusíme tedy p°epsat derivaci funkce g(X) do tvaru vhodného pro gra�cké

°e²ení. Pokud zavedeme do rovnice (5.9) substituci M = κ++κ−
2

, pak po vhodných

úpravách získáme alternativní zápis

g′(X) =
(−2 cos(X)3 + cos(X)2 + 2 cos(X) + 1)κ+ + (2 cos(X)3 + cos(X)2 − 2 cos(X)− 1)κ−

2 cos(X)2 sin(X)
,

(5.10)

Pro zkrácení zápisu máme zna£ení

g′(X) =
B+(X)κ+ +B−(X)κ−

2 cos(x)2 sin(x)
. (5.11)

Vyneseme funkce B+(X), B−(X) a B+(X) + B−(X) gra�cky v obrázku 5.1. Zde

vidíme pr·b¥h obou funkcí B+(X) a B−(X), ale pro nás nejzásadn¥j²í je graf sou£tu

B+(X) + B−(X) (plnou £arou), kde tento graf nabývá nulové hodnoty. Pokud si

v²ak uv¥domíme, ºe platí relace κ+ > κ− > 0 pro v²echna M > 0 a M > Q, pak ze

zbývajících dvou graf· funkcí B+(X) a B−(X) snadno zjistíme, ºe celkov¥ výraz

B+(X)κ+ +B−(X)κ− je vºdy nenulový a to byl ná² poºadavek.

B
+(X) B

−(X) B
+(X) + B

−(X)

Obrázek 5.1: Pomocný graf pro d·kaz nenulovosti metrických koe�cient· kon-
formní metriky.

Nyní jiº m·ºeme zapsat explicitn¥ tvar metriky transformované do kompak-

ti�kovaných sou°adnic, konkrétn¥ v na²em kompaktním zápisu máme

ds2 =

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
B+(U)κ+ +B−(U)κ−

cos(U)2 sin(U)

B+(V )κ+ +B−(V )κ−

cos(V )2 sin(V )
dUdV + r2dω2 (5.12)

P°echod ke konformní metrice získáme Ω = cos(U) cos(V )

4M2 (konstantu zjistíme z

podmínky (2.13)) a následn¥ obdrºíme dráhový element

ds̃2 =

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
B+(U)κ+ +B−(U)κ−

4M2 sin(U)

B+(V )κ+ +B−(V )κ−

4M2 sin(V )
dUdV +Ω2r2dω2.

(5.13)
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Vzhledem k nenulovosti výrazu B+(X)κ+ +B−(X)κ− m·ºeme zvolit konformní

faktor dopln¥ný o £len
√

B+(X)κ+ +B−(X)κ−−1 (ozna£íme ΩRNX) a tím obdrºíme

jednodu²²í tvar dráhového elementu

ds̃2 =

(
1− 2M

r
+ Q2

r2

)
4M2 sin(U) sin(V )

dUdV +Ω2
RNXr

2dω2. (5.14)

Protoºe explicitní závislost r ≡ r(U, V ) v p°ípad¥ kompakti�kovaného Reissne-

rova�Nordströmova prostoro£asu nelze zapsat s pouºitím b¥ºných funkcí tak, jako

tomu bylo v p°ípad¥ Schwarzschildova °e²ení. Proto v tomto p°ípad¥ musíme

k výpo£t·m uºívat dráhový element (5.13) resp. (5.14) spole£n¥ s rovnicí f(r) =

g(U) + g(V ).

Penrose·v�Carter·v diagram pro kompakti�kaci pomocí transforma£ní funkce

(5.4) je na obrázku 5.2.

I
+

I −

i
0

i
−

i
+

I
+

I −

r
=

0
r
=

0

i
+

i
−

i
0

r
−

< r < r
+

r
+
< r

r 0

r
=

k
o
n
s
t
.

t =
ko
ns
t.

Obrázek 5.2: Penrose·v�Carter·v diagram pro kompakti�kaci pomocí transfor-
ma£ní funkce (5.4). M = 1, Q = 0.7.
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5.2.1 Analytické vlastnosti sou°adnic kompakti�kovaného

Reissnerova�Nordströmova prostoro£asu

Pro ov¥°ení analyti£nosti metrického koe�cientu gθθ asociovaného s dráhovým ele-

mentem (5.13) uºijeme op¥t postup sestavení a °e²ení diferenciální rovnice popsa-

né v Dodatku B.4. Fakticky budeme °e²it diferenciální rovnici (B.16). Výsledná

°ada °e²ící tuto diferenciální rovnici je

Ωr ≈ cosV

4M
−
[
2 cos(V ) + 1

4M
− κ+ cos(V )

4M 2

(
ln

(
M cos(V )(cos(V ) + 1)

κ+ sin(V )

)
+ 1

)
−

− κ− cos(V )

4M2

(
ln

(
κ−

M cos(V )

)
− 1

)](
U − π

2

)
+O

((
U − π

2

)2
)
, (5.15)

kde p°ipomínáme Ωr ≡ √
gθθ. V tomto p°ípad¥ vypisujeme jen lineární £len, protoºe

°e²ení je mnohonásobn¥ del²í.

Op¥t si v²imneme, ºe rozvoj v nultém °ádu nám odpovídá Minkowskiho pro-

storo£asu a v dal²ím °ádu máme opravu od hmotnosti a náboje. P°i srovnání

s °adou (4.38) vidíme shodu (aº na konstanty) p°i limit¥ Q → 0, tj. κ+(Q = 0) = 2M

a κ−(Q = 0) = 0. Ov¥°ení analyti£nosti koe�cientu g̃UV je op¥t jen o sou£inu ana-

lytických funkcí na okolí I ±.

P°i ov¥°ení analyti£nosti na vn¥j²ím horizontu r+ budeme postupovat stejným

zp·sobem jako v p°ípad¥ Schwarzschildovy metriky, tj. p°epí²eme si metriku do

vhodn¥j²ího tvaru, kdy sice nejsou vid¥t asymptotické vlastnosti metriky, ale

metrika bude na vn¥j²ím horizontu regulární. Z implicitního vztahu f(r) = g(U) +

g(V ) vyjád°íme výraz r − r+, který jde na horizontu do nuly jako

r − r+ =

R(r)︷ ︸︸ ︷
r+ exp(−r/κ+)

( r

r−
− 1
)κ−/κ+ 1− cos(U)

cos(U) sin(U)

1− cos(V )

cos(V ) sin(V )
×

× exp

(
M

κ+ cos(U)
− κ−

κ+
ln

(
1

cos(U)

))
exp

(
M

κ+ cos(V )
− κ−

κ+
ln

(
1

cos(V )

))
︸ ︷︷ ︸

S(U,V )

,

(5.16)

kde jsme zavedli dv¥ funkce R,S (pro zestru£n¥ní zápisu) takové, ºe platí R(r =

r+) ̸= 0 a S(r+) ̸= 0.

S touto transformací m·ºeme p°epsat metrický koe�cient gUV z dráhového

elementu (5.14) ve tvaru

g̃UV =
(r − r−)R(r)S(U, V )

4M2r2 cos(U)(1 + cos(U)) cos(V )(1 + cos(V ))
, (5.17)

ze kterého je jiº vid¥t jeho regularita na horizontu r = r+. Op¥t jde o tvar met-

rického koe�cientu vhodný k popisu oblastí kolem r+.
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5.2.2 Diskuze vlastností kompakti�kace Reissnerova�Nord-

strömova prostoro£asu

V p°edchozím jsme psali o tom, ºe pomocí transforma£ní funkce (5.4) lze pokrýt

oblast Reissnerova�Nordströmova prostoro£asu od vnit°ního horizontu (bez n¥j)

aº po I ±. Navíc máme analytický p°echod p°es vn¥j²í horizont a p°es I ± do ob-

lasti záporných radiálních vzdáleností. Celkov¥ tedy pokrýváme oblast r ∈ (r−,∞)∪

(−∞, 0]. Nicmén¥ víme, ºe se standardn¥ pokrývá Reissnerova-Nordströmova vari-

eta (bez analytických p°echod· p°es I ±) dv¥ma mapami sou°adnic [4], tudíº nás

tento fakt, p°i p°ímo£arém zobecn¥ní transforma£ní funkce (4.35) na Reissner·v-

Nordström·v prostoro£as, p°íli² nep°ekvapil.

Je z°ejmé, ºe by bylo ideální nalézt vhodnou transforma£ní funkci takovou,

abychom jí pokryli celý Reissner·v�Nordström·v prostoro£as. Tomu brání vý-

raz −κ− ln (1/ cos(x)), který jsme dodali k transforma£ní funkci ze Schwarzschildo-

va prostoro£asu (4.35) z d·vodu analytického p°echodu p°es I ±i p°echodu p°es

vn¥j²í horizont r = r+. Pro tyto ú£ely nám vnit°ní funkce v logaritmu posta£ova-

la. Pokud bychom cht¥li analytický p°echod i p°es vnit°ní horizont, pak bychom

museli modi�kovat vnit°ní funkci, aby se chovala pro X → −π/2 jako O(π/2 +X).

Také bychom museli modi�kovat i £len M/ cos(X), protoºe tento výraz je v bod¥

X = −π/2 divergentní a navíc jsou limity z obou stran r·zné.

Druhou komplikací je, ºe na I ± poºadujeme nulový konformní faktor Ω. Nap°í-

klad I + je de�nován pomocí sou°adnic U = π/2 a V ∈ (−π/2, 0) a vnit°ní horizont

jako U = π/2 a V ∈ (0, π/2), £ili konformní faktor na nadplo²e vnit°ního horizontu

by byl nulový, ale jak víme tak konformní faktor musí být uvnit° prostoro£asu

nenulový.
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Kapitola 6

Záv¥r

Cílem této práce bylo porozum¥t kompakti�ka£ním technikám pro asymptoticky

ploché prostoro£asy. Za£ali jsme jednoduchým p°íkladem � Minkowskiho prosto-

ro£asem, kde jsme si demonstrovali základní kompakti�ka£ní techniky.

Dále jsem prozkoumali sou£asn¥ známé kompakti�kace Schwarzschildova pro-

storo£asu a b¥hem rozboru jednotlivých p°ístup· jsme si zd·raznili p°edev²ím

nedostatky t¥chto °e²ení. Hlavním nedostatkem sou£asných metod je jejich ne-

analyti£nost na hranicích I ±. Pro reálné po£etní pot°eby je nezbytné, aby tato

oblast byla pokrytá analytickou mapou sou°adnic, museli jsme tedy hledat nové.

Zavedli jsme nový postup konstrukce sou°adnic, který je primárn¥ motivován

analytickými poºadavky na výslednou metriku. Tímto p°ístupem jsme obdrºeli

konformní metriku analytickou v²ude, v£etn¥ problematických oblastí I ±. Tyto

nové sou°adnice nám dovolili analyticky prodlouºit konformní metriku za I ± a

tím nakreslit Penrose·v�Carter·v diagram (viz Obrázek 4.2) pro totáln¥ analy-

ticky roz²í°enou Schwarzschildovu varietu.

Ná² p°ístup jsme aplikovali na sloºit¥j²í Reissner·v�Nordström·v prostoro-

£as a dokázali jsme, ºe námi p°edloºený postup vede k analytickému pokrytí

Reissnerova�Nordströmova prostoro£asu, pro r > r−.

B¥hem na²í práce jsme narazili na problém dokázání analyti£nosti metrického

koe�cientu gθθ. Rigorózní d·kaz analytických vlastností této funkce jsme nikde

nena²li a tak jsme vypracovali vlastní metodu jak ukázat analyti£nost toho ko-

e�cientu.
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P°íloha A

Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice

V kapitole o Schwarzschildov¥ prostoro£ase jsme si ukázali konstrukci Kruskalo-

vých-Szekeresových sou°adnic. Zde si doplníme vztahy pro v²echny oblasti tzv.

maximáln¥ analytické Schwarzschildovy variety.

A.1 Kruskalovy�Szekeresovy sv¥telné sou°adnice

Zde máme sou°adnice u, v popisující sv¥telné £ástice podmínkami u = konst. nebo

v = konst..

(I)

 u = −
√

r
2M

− 1er/4Me−t/4M

v =
√

r
2M

− 1er/4Met/4M
(A.1)

(II)

 u =
√

1− r
2M

er/4Me−t/4M

v =
√
1− r

2M
er/4Met/4M

(A.2)

(III)

 u =
√

r
2M

− 1er/4Me−t/4M

v = −
√

r
2M

− 1er/4Met/4M
(A.3)

(IV )

 u = −
√

1− r
2M

er/4Me−t/4M

v = −
√
1− r

2M
er/4Met/4M

(A.4)

(A.5)

Vidíme, ºe máme £ty°i r·zné de�nice sou°adnicové transformace pro £ty°i regiony,

konkrétní ozna£ení region· je na obrázku 3.1, nebo [1].

Metrika viz (3.13).
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A.2 Kruskalovy-Szekeresovy sou°adnice

Prostoro-£asové Kruskalovy sou°adnice dostaneme pomocí vztah· T = 1
2
(v + u) a

R = 1
2
(v− u), konkrétní transformace mezi Schwarzschildovými sou°adnicemi r, t a

Kruskalovými�Szekeresovými R, T jsou

(I)

 R =
√

r
2M

− 1er/4M cosh t/4M

T =
√

r
2M

− 1er/4M sinh t/4M
(A.6)

(II)

 R =
√
1− r

2M
er/4M sinh t/4M

T =
√
1− r

2M
er/4M cosh t/4M

(A.7)

(III)

 R = −
√

r
2M

− 1er/4M cosh t/4M

T = −
√

r
2M

− 1er/4M sinh t/4M
(A.8)

(IV )

 R = −
√

1− r
2M

er/4M sinh t/4M

T = −
√
1− r

2M
er/4M cosh t/4M

(A.9)

(A.10)

V t¥chto sou°adnicích obdrºíme dráhový element

ds2 =
32M3

r(R, T )
e−

r(R,T )
2M (−dT 2 + dR2) + r2(U, V )dω2 (A.11)

A.3 Dopl¬ující vztahy

Z de�ni£ních vztah· snadno vidíme implicitní vztah pro r

uv = T 2 −R2 =
(
1− r

2M

)
er/2M . (A.12)

Tato implicitní rovnice se dá také °e²it do explicitního vztahu pomocí Lambertovy

W -funkce:
r

2M
− 1 = W

(
R2 − T 2

e

)
= W

(
−uv

e

)
(A.13)

Obdobn¥ lze obdrºet implicitní vztah pro sou°adnici t:

tanh

(
t

4M

)
=

T

R
pro r > 2M (A.14)

tanh

(
t

4M

)
=

R

T
pro 0 < r < 2M (A.15)

a pro sv¥telné Kruskalovy�Szekeresovy sou°adnice

u

v
= − exp(−t/2M) pro r > 2M (A.16)

u

v
= exp(−t/2M) pro 0 < r < 2M (A.17)
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P°íloha B

Matematické dodatky

B.1 Shrnutí d·leºitých de�nicí a v¥t

De�nice 1 (Analytická funkce [41]) Funkci komplexní prom¥nné f(z), která

je spojitá a má v²ude v oblasti G derivaci, nazýváme analytickou, holomorfní téº

regulární na oblasti G.

De�nice 2 (Reálná analytická funkce [11]) Analytická funkce je funkce na

intervalu I, kterou lze na okolí kaºdého bodu x ∈ I vyjád°it jako sou£et mocninné

°ady.

f(x) =

∞∑
n=0

= an(x− x0)
n, (B.1)

Uvedená °ada je tedy konvergentní pro v²echna x z n¥jakého okolí bodu x0.

De�nice 3 ([37]) O funkci f(x) °ekneme, ºe je t°ídy Cn v bod¥ x0, pokud má v

tomto bod¥ spojité (a kone£né) v²echny derivace vzhledem k prom¥nné x aº do

°ádu n, tj. ∣∣∣∣drf(x = x0)

dxr

∣∣∣∣ < ∞

pro ∀r 6 n.

V¥ta 1 T°ídu analytických funkcí zna£íme Cω a platí pro n¥, ºe kaºdá analytická

funkce je nekone£n¥ diferencovatelná, tj. t°ídy C∞, ale není pravdou, ºe by kaºdá

nekone£n¥ diferencovatelná funkce byla funkcí analytickou.

V¥ta 2 (�e²ení diferenciální rovnice ve tvaru °ady [38]) Nech´ f(x, y) je

holomorfní v bod¥ [x0, y0]. Potom existuje práv¥ jedna mocninná °ada

y(x) = y0 +

∞∑
m=1

cm(x− x0)
m,
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která v jistém kruhu |x− x0| < ∆ je konvergentní a dává v n¥m °e²ení rovnice

dy(x)

dx
= f(x, y).

V¥ta 2 je zárove¬ v¥tou o jednozna£nosti [38].

B.2 Lambertova W -funkce

Pro na²e pot°eby si vysta£íme jen s Lambertovou funkcí reálného argumentu a

oboru hodnot. Obecn¥ se tato funkce de�nuje pro komplexní prom¥nnou a °adí

se mezi tzv. �mnoho hodnotové� funkce. Více podrobností m·ºeme nalézt v [10].

Nejlep²í vztah jak si tuto funkci de�novat je identitou x = W (x)eW (x), nebo

je²t¥ relací x = yey ⇐⇒ y = W (x)

Pokud se chceme omezit pouze na p°ípad reálných argument· a reálných hod-

not funkce, pak dostaneme omezení na de�ni£ních obor x ≥ −e−1.

Tato funkce je dob°e de�nována na intervalu ⟨0,+∞), na intervalu ⟨−e−1, 0) má

funkce dv¥ v¥tve, ty ozna£ujeme obecn¥ W (k, x) nebo Wk(x), kde k zna£í v¥tev a

x je prom¥nná.

V na²em p°ípad¥ se omezíme pouze na v¥tev W0(x), která je spole£n¥ s v¥tví

W−1(x) vynesena na obrázku B.1 plnou £arou.

Pro práci s W -funkcí budeme pot°ebovat znát její derivaci a primitivní funkci

dW (x)

dx
=

W (x)

x(1 +W (x))
pro x > −e−1 (B.2)

∫
W (x)dx = x

(
W (x)− 1 +

1

W (x)

)
+ C pro x > −e−1 (B.3)

Dal²í vhodný vztah je Taylor·v rozvoj v¥tve W0 v okolí bodu x = 0. Ten je

dán následujícím vzorcem:

W0(x) =

∞∑
n=1

(−n)n−1

n!
xn = x− x2 +

3

2
x3 − 8

3
x4 +

125

24
x5 − · · · (B.4)

Asymptotické chování Lambertovy W-funkce je pro x ≥ 3

W (x) = ln(x)− ln(ln(x)) +

∞∑
k=0

∞∑
m=0

ckm ln(ln(x))m+1 ln(x)−k−m−1 (B.5)

B.3 Limita výrazu Ωr

Pro ov¥°ení analyti£nosti výrazu Ωr jsem si zvolili sestavení diferenciální rovnice

(Dodatek B.4), kde pot°ebujeme znát po£áte£ní podmínku Ω(I ±)r|
r→∞. Vzhledem

k tomu, ºe v tomto bod¥ se jedná o výraz typu 0 · ∞, tak musíme vyuºít limitní

63



Obrázek B.1: Graf reálných v¥tví Lambertovy funkce (W0(x) a W−1(x)).

proces. Zde si uvádíme výpo£et pro konkrétní volbu transforma£ní funkce (4.24)

a pouºitím Lambertovy W -funkce, p°i W (. . . ) → ∞

lim
U→π/2

Ωr
l′H.
= lim

U→π/2
− Ω2

∂UΩ
∂Ur = lim

U→π/2

cos(U)2 cos(V )2

4M2 sin(U) cos(V )
·
W (. . . )

(
sin(U) + 2M

tan(U)

)
M

(1 +W (. . . )) cos(U)2

= lim
U→π/2

cos(V )

4M sin(U)
·
W (. . . )

(
sin(U) + 2M

tan(U)

)
1 +W (. . . )

=
cos(V )

4M
(B.6)

Podobným postupem m·ºeme spo£íst hodnotu i pro transforma£ní funkci

(4.35). Výsledek obdrºíme stejný.

Tento postup vyuºíval explicitní vyjád°ení závislostí r = r(U, V ) pomocí Lam-

bertovy funkce. Tento postup nebude v p°ípad¥ Reissnerova�Nordströmova pro-

storo£asu fungovat, protoºe zde si nem·ºeme explicitn¥ vyjád°it radiální sou°ad-

nici. To samoz°ejm¥ lze °e²it uºíváním implicitních vztah·. M·ºeme tedy zapsat

ná² výpo£et obecn¥

lim
U→π/2

Ωr
l′H.
= lim

U→π/2
− Ω2

∂UΩ
∂Ur = lim

U→π/2
− Ω2

∂UΩ

∂Ug(U)

f ′(r)
, (B.7)
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kde g(U) je obecná transforma£ní funkce, f(r) zna£í ºelví sou°adnici pro daný

prostoro£as a £árka derivaci vzhledem k prom¥nné r.

Pokud nyní budeme °e²it rovnici (B.7) pro na²i kompakti�kaci Reissnerova�

Nordströmova prostoro£asu, tak po dosazení obdrºíme

lim
U→π/2

cos2(U) cos(V )

4M2 sin(U)

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)(
M sin(U)

cos2(U)
+ κ+ 1 + cos(U)− cos2(U)

cos(U) sin(U)
− κ− sin(U)

cos(U)

)
=

=
cos(V )

4M
. (B.8)

Vidíme tedy stejný výsledek jako v p°ípad¥ Schwarzschildova a Minkowskiho (aº

na ²kálu) prostoro£asu.

B.4 Diferenciální rovnice pro ov¥°ení analyti£no-

sti výrazu Ωr

Pro ov¥°ení analytického p°echodu p°es I ± jsme zvolili sestavení diferenciální

rovnice, kterou lze °e²it na I ±ve tvaru °ady. Ov¥°ení analyti£nosti funkce reálné

prom¥nné spo£ívá v tom, aby se v²echny derivace v ur£itém bod¥ shodovaly se

svým Taylorovým rozvojem. Proto jsme se rozhodli sestavit diferenciální rovnici,

která pokud bude mít °e²ení ve tvaru °ady, nám zaru£í (z v¥ty o derivaci £len po

£lenu) existenci v²ech derivací.

Jednalo se nám o zkoumání analyti£nosti výrazu Ω(U, V )r(U, V ). Ozna£me tento

sou£in jako

Θ(U, V ) = Ω(U, V )r(U, V ). (B.9)

Spo£tením derivace této funkce obdrºíme

dΘ(U, V )

dU
=

dΩ(U, V )

dU
r(U, V ) + Ω(U, V )

dr(U, V )

dU
, (B.10)

kde sou°adnici V uvaºujeme jako pevn¥ �xovanou, proto uºíváme oby£ejných

derivací namísto parciálních.

Nyní si m·ºeme vyjád°it derivaci radiální sou°adnice podle U z implicitního

vztahu f(r) = g(U) + g(V ) jako

dr(U, V )

dU
=

dg(U)

dU
df(r(U,V ))

dr(U,V )

(B.11)

kde jsme zatím ponechali obecný zápis df(r)/dr, pozd¥ji si ukáºeme konkrétní tvar

diferenciální rovnice pro Schwarzschild·v a Reissner·v�Nordström·v prostoro£as.
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Nyní m·ºeme dosadit (B.11) do vztahu (B.10), a dostaneme obecné vyjád°ení

dΘ(U, V )

dU
=

dΩ(U, V )

dU
r(U, V ) + Ω(U, V )

dg(U)

dU

(
df(r(U, V ))

dr(U, V )

)−1

, (B.12)

Nyní si m·ºeme je²t¥ vyjád°it ze vztahu (B.9) prom¥nnou r(U, V ) a dosadit do

p°edchozího výrazu, poté obdrºíme vztah

dΘ(U, V )

dU
=

dΩ(U, V )

dU

Θ(U, V )

Ω(U, V )
+ Ω(U, V )

dg(U)

dU
F

(
Θ(U, V )

Ω(U, V )

)
, (B.13)

Vidíme tedy, ºe diferenciální rovnice (B.13) jiº neobsahuje ºádné prom¥nné

závislé na radiální sou°adnici. Pro Schwarzschild·v prostoro£as si m·ºeme dosa-

dit do vztahu (B.13) konkrétní tvar funkce f(r) a následn¥ provést derivaci, tím

obdrºíme obecn¥

dΘ(U, V )

dU
=

dΩ(U, V )

dU

Θ(U, V )

Ω(U, V )
+ Ω(U, V )

dg(U)

dU

(
1− 2MΩ(U, V )

Θ(U, V )

)
. (B.14)

Tuto rovnici jiº lze °e²it ve form¥ °ady na I +, ale p°i praktickém výpo£tu

se nám osv¥d£ilo vyjád°it z implicitního vztahu f(r) = g(U) + g(V ) £len obsahující

1/ cos(U)− r(U, V ) = f(g(V ), r(U, V ), U, V ), kde1 r(U, V ) ≡ Θ(U, V )/Ω(U, V ), a celý tento

výraz substituovat do (B.13), takto obdrºíme konkrétní tvar diferenciální rovnice

pro (4.35) a Ω = cos(U) cos(V )

4M2 ve tvaru

dΘ(U, V )

dU
=

cos(V ) sin(U)

2M
ln

(
sin(U) sin(V ) (2MΘ(U, V )− cos(U) cos(V ))

(1− cos(U))(1− cos(V ))

)
− cos(V )2((1 + cos(U))2 − 2 cos(U)3)− 4MΘ(U, V ) cos(V )(sin(U)2 + cos(U))

8M2 sin(U)Θ(U, V )

+
sin(U)

4M
, (B.15)

kde pravá strana je analytická na I +, s po£áte£ní podmínkou Θ(π/2, V ) = cos(V )/4M

Výsledné °e²ení ve tvaru °ady jsme obdrºeli pomocí algebraického systému

Maple, konkrétní °e²ení je (4.38), resp. pro transforma£ní funkci (4.24) máme

první £leny výsledné °ady dány vztahem (4.30).

Pro ov¥°ení analyti£nosti metrického koe�cient na I ± pro Reissner·v�Nord-

ström·v prostoro£as m·ºeme sestavit stejným postupem diferenciální rovnici,

jenº má obecn¥ tvar2

dΘ(U, V )

dU
=

dΩ(U, V )

dU

Θ(U, V )

Ω(U, V )
+ Ω(U, V )

dg(U)

dU

(
1− 2MΩ(U, V )

Θ(U, V )
+

Q2Ω(U, V )2

Θ(U, V )2

)
. (B.16)

1Vidíme na levé stran¥ rozdíl dvou singulárních výraz·, ale na pravé stran¥ obdrºíme výraz
regulární na I ±.

2Konkrétní tvar pro transforma£ní funkci (5.4) zde z d·vod· rozsáhlosti výrazu neuvádíme.
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�e²ení ve tvaru °ady se nám op¥t poda°ilo nalézt (spole£n¥ s vazbou f(r) =

g(U) + g(V )) a její tvar pro I + je (5.15).

Celkov¥ si m·ºeme p°edchozí úvahy shrnout do jediné hypotézy.

Hypotéza 1 Nech´ máme sféricky symetrický stacionární prostoro£as, zadán ve

sférických sou°adnicích pomocí blokového dráhového elementu

ds2 = −F (r)dt2 + F−1(r)dr2 + r2dω2,

kde F (r → ∞) ≃ O(1). Pak lze tento prostoro£as kompakti�kovat pomocí implicitn¥

zadané transformace sou°adnic

∫
dr

F (r)
= f(r) = g(U) + g(V )

t = g(U)− g(V )

tak, ºe výsledné metrické koe�cienty konformní kompakti�kované metriky jsou

analytickými funkcemi na I ± a výraz Ωr =
√
gθθ ≡ k(U, V ) spl¬uje diferenciální

rovnici
dΘ(U, V )

dU
=

dΩ(U, V )

dU

Θ(U, V )

Ω(U, V )
+ Ω(U, V )

dg(U)

dU
F

(
Θ(U, V )

Ω(U, V )

)
, (B.17)

kde Ω(U, V ) je konformní faktor spl¬ující podmínky (2.9)-(2.13), pokud funkce F

a g vedou k analytické pravé stran¥ diferenciální rovnice (B.17).
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