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Kapitola 1

Uvod

Ty nejuzasnéjsi vesmirné déje pozorujeme nastésti z ohromné vzdalenosti. Po-
mineme-li snadno zapocitatelny vliv téles slunecni soustavy, odehravaji se nase
pozorovani v plochém prostorocase. Zde pozorované elektromagnetické a brzy
snad i gravitacni vlny mohou pfichazet od cernych dér — z mist kde je, v souladu
s predpovédmi obecné relativity, prostor zakiiveny do nejvyssi miry. Obecna rela-
tivita navic ukazala, Zze neznamou v teorii gravitace neni jen hmotou zakfivované
gravitacni pole reprezentované metrikou prostorocasu, ale i sama topologie vari-
ety, jiz prostorocas popisujeme. Velmi uziteénym néstrojem se staly Penroseovy-
Carterovy kompaktifikované diagramy, umoziujici v jediném obrazku shrnout
vlastnosti rovnic Sifeni vlnéni v asymptoticky ploché oblasti prostoru nebo bliz-
kosti zhrouceného objektu a dale kauzalni strukturu urcujici kdy a co mize ktery
pozorovatel vidét. Stejné tak ukazuji pfipadné topologické zvlaStnosti variety na
niz se viny Sifi.

Zakladni motivaci bylo pozorovani (8], Ze jsou-li dvé metriky na varietach

(M,ds?) a (M,d3*) svazany konformni transformaci
43 = 02ds? |
plati, ze vlnova rovnice
1 s (e = L=
VIV, - RO = (VU8B - LRE) = 0

je konformné invariantni. Pouhym dosazenim transformovanych souradnic a pie-
Skalovanim dostaneme z feSeni vlnové rovnice ® = Q~'® na M FeSeni vinové rovnice
® na M. Navic se takovou volbou konformni transformace, ktera zobrazi neko-
nena M do vnitfnich bodu M, prevadi otédzka asymptotického chovani feseni
vlnovych rovnic v nekonecnech na problém Taylorova rozvoje feseni vinové rov-

nice. Klic¢ovou otazkou ale ziustava nalezeni vhodné konformni transformace. Je



ziejmé, ze pokud nebude napi. analyticka, ztrati se pii konformni transformaci
poli i jejich pfipadna analyticka zavislost na soutadnicich.

Prace zabyvajici se chovanim poli v nekonec¢nech asymptoticky plochych pro-
storocasii, si zejména u diikkazi neexistence vystaci s pokrytim malé oblasti za-
hrnujici obrazy nekonefen M ve varieté M (Zejména nadploch oznacovanych
#*). 1 sama definice variety ([3], [39]) nevyzaduje vice nez soubor zobrazeni.
Penroseovy-Carterovy diagramy se vSak pouzivaji pro znazornéni vlastnosti ce-
Iych variet, proto je tématem této prace nalezeni analytické konformni kompak-
tifikace prostorocasu tplné Schwarzschildovy variety, ktera respektuje pozadavky
na kompaktifikaci asymptoticky plochych prostorocasii.

Na zacatku se prace vénuje vykladu principu konformni kompaktifikace pro
Minkowskiho prostorocas. Vzhledem k tomu, ze formulace pozadavki na vlast-
nosti konformni transformace asymptoticky plochych prostorocasii i Kruskalova
konstrukce souradnic tplné Schwarzschildovy variety se datuji do Sedesatych let,
je v literatufe k nalezeni nékolik kandidati na takové soutadnice. Soucasti prace
je tedy i podrobnéa diskuze jejich vlastnosti a divodi, pro¢ nepiedstavuji hleda-
né transformace. V hlavni ¢asti prace se diskutuje metoda konstrukce konformni
transformace Schwarzschildovy metriky vyhovujici zadanym pozadavkim — ty
povedou k vysledku, ktery piedstavuje nejen analytické prodlouzeni pod hori-
zont, ale i za #*. V posledni kapitole jsou pak uvedeny vysledky piimé aplikace
nalezené metody na komplikovanéjsi problém Reissnerova—Nordstrémova reSeni

Einsteinovych rovnic.



Kapitola 2

Zakladni pojmy

2.1 Princip kompaktifikace

Hlavni myslenkou kompaktifikace je pfeneseni neomezené (nekoneéné velké) ob-
lasti na omezenou oblast. Pro nase fyzikalni potfeby mame hned dvé moznosti
jak kompaktifikovat prostorocas.

Prvni moznost spociva v tom, Ze pfeneseme na konec¢nou oblast jen prostoro-
vou ¢ast prostorocasu a ¢asovou necham bez zmény, tj. R x R* - R x K*. O tento
druh kompaktifikaci se v nasi praci nebudeme zajimat. Stoji za zajimavost, Ze
prvni dspésna simulace splynuti dvou cernych dér byla provedena pravé timto
druhem kompaktifikace [42]. Jinym pi¥ikladem jsou inverze soutadnic, kdy se pro-
storové soufadnice transformuji jako 7 = 1/r,0 = 0,5 = ¢. Pii této transformaci
se nam samoziejmé odsouva pocatek do nekonecna, tudiz uziti této transformace
lze najit napiiklad u vySetfovani prostorocasu vné hvézdy.

Druhou moznosti kompaktifikace, kterou budeme uvazovat v na$i praci, je
pfeneseni celého prostoroCasu (véetné Casové soufadnice) na kone¢nou oblast.
Napiiklad u Minkowskiho prostorocasu R x R* — K? x §?, kde S? je topologicky
dvojsféra a K? je omezend oblast, kterou vynasime do diagramu, ktery nazyvame
Penrose-Carterovym?® diagramem. Hlavnim pozadavkem na takto zkonstruovany
diagram je zachovani kauzalni struktury pivodniho fyzikalniho prostorocasu.

Kompaktifika¢ni metody se uzivaji predevsim u ¢ernodérovych prostorocasu,
které obsahuji oblasti pod horizontem udélosti, odkud nemtze nic, ani svétlo,
uniknout. Nasi snahou pfi konstrukeci Penrose-Carterovych diagramii je, abychom
tyto oblasti rychle poznali piimo z diagramu, a mohli snadno porozumét kauzalni

strukture puvodniho fyzikalniho prostorocasu.

INekdy se téz uziva jen Penroseiiv diagram, my se budeme snaZit ctit jména obou autorf.



Konstrukce takovych diagramiu je moznd pomoci Weylovy (téZ konformni)
transformace
ds® — ds® = Q*(2")ds®, (2.1)

kde konformni faktor Q(z*) zavisi na bodech prostorocasu a pro = € M je pozitivni
a nenulovy?.

Je zfejmé, ze tato transformace nebude zachovavat vzdalenosti mezi dvéma
body, ale ¢casupodobné a prostorupodobné kiivky si budou zachovavat svij cha-
rakter. Navic nulové geodetiky se plné zachovavaji [3].

Disledkem této transformace je, ze nevlastni body puvodniho prostorocasu
lezici v nekonec¢nu se po této transformaci prenesou na vlastni body nového kon-
formné kompaktifikovaného prostorocasu. Nyni si tuto techniku vysvétlime na

jednoduchém pripadu Minkowskiho metriky.

2.2 Minkowskiho prostorocas

Ackoli predpokladame, zZe jsou vSichni obeznameni s Minkowskiho prostorocasem,
zopakujeme si nékteré vztahy. Diky tomu, ze Minkowskiho prostorocas je nejjed-
nodussim moznym, vysvétlime si na ném zakladni principy a techniky kompakti-
fikace a nésledny piechod ke konformni metrice. Nasledné se na nékteré vysledky
z této kapitoly budeme odvolavat.

Vychéazime z klasického tvaru drahového elementu, ve sférickych soutradnicich,
daného tvarem

ds? = —dt® + dr? 4 r3dw?, (2.2)

kde dw? = d#? + sin?(f)dp?. Standardné se pro uhlovou ¢ast vyhrazuje pismeno
Q, zaroven se Q pouziva pro oznaceni konformniho faktoru. Vzhledem k tomu, Ze
budeme c¢astéji mluvit o konformnim faktoru, upfednostnime tuto konvenci, ktera
se v literatufe bézné uziva. V naSich diagramech se soutradnice 6 a ¢ potlacuji,
malujeme fez v roviné t—r.

Jako dalsi standardni krok se zavadéji svételné (light-cone, nulové) soufadnice
pomoci vztahti u =t +7 a v =t — r. Zavedenim téchto soutradnic prejde drahovy
element (2.2) na tvar

ds® = —dudv + i(u —v)*dw’. (2.3)

Tyto souradnice zavadime piedevsim z toho duvodu, Ze geodetiky svételnych
¢astic jsou urceny u = konst. nebo v = konst. a tvoii hranice svételnych povrchu

svirajicich thel 90°. Pravé svételné kuzely nam rozdéluji prostor na kauzalni mi-

2Za 7+ plati Q < 0.



nulost, soucasnost a budoucnost kazdé udélosti. Navic pravé ve svételnych sou-
fadnicich 1ze nejsnéze zapsat feSeni vlnovych rovnic odpovidajici sférické viné.
Po zavedeni svételnych soutadnic u,v je mozné si identifikovat riizné asympto-

tické oblasti, viz obrazek 2.1.

Kompaktifikace
_

Obrazek 2.1: Struktura Minkowskiho prostorocasu. Vlevo jsou vyneseny standard-
ni soufadnice ¢ a r a svételné soutradnice u a v. éipky naznacuji, kterym smérem
se dostaneme do riznych asymptotickych regiont. Vpravo je odpovidajici kom-
paktifikace pro srovnani a porozuméni struktuie kompaktifikovaného diagramu.

#* Tuto hranici (kompaktifikovaného) prostorocasu oznacujeme jako budouci
a minulé svételné (nulové) nekone¢no (future and past null infinity, Seri®).
Znamend to tedy, Ze vSechny nulové kiivky wvychdzeji z minulého svétel-
ného nekonec¢na resp. vSechny nulové kiivky konci v budoucim svételném

nekone¢nu. V nasem znaceni* budou tyto oblasti definovany nésledovné
S+: u je konstantni a v — oo (t — oo, 7 — oo a zaroven t —r je konstantni).
S~ u— —oo av je konstantni (t —+ —oco, r — oo a zaroven ¢ +r je konstantni).

it Tyto ,body“® nazyvame budoucim a minulym casupodobnym nekonec¢nem.

V naSem znaceni mame

3Zkratka z anglického Seript I

4Tato volba je samoziejmé jen nade konvence pro svételné soufadnice.

5Jelikoz v kompaktifikovaném diagramu potladujeme soufadnice ¢,0, pak bod v diagramu
odpovida topologicky sféte S2. Proto budeme-li uzivat nazev bod (af s uvozovkami & bez), mys-
lime tim bod v kompaktifikovaném diagramu, a rozumime tim odpovidajici sféru v pivodnim
fyzikadlnim prostorocase.



it :u — 00,0 — 00 (t = oo, r je konstantni)

i~ tu— —00,0 — —oo (t — —oo, r je konstantni)

Obecné o téchto bodech nelze prilis fici. My se v nasi praci pokusime, bude-
li to mozné, o nékteré ivahy tykajici se téchto oblasti. Vyvstava zde problém

bifurkace pro souradnici r, protoze i* obsahuji vr € [0, 00).

i Tento ,bod“ nazyvame prostorupodobné, nebo prostorové nekoneéno (space-
like/spatial infinity, Spi). Uz z nazvu je ziejmé, Ze v tomto bodé konéi
v8echny prostorupodobné (i asymptoticky) kiivky. V nasem znaceni i : u —
—o0,v — 00 (r — oo a t je konstantni). Alternativné se da fici, Ze tento bod

je kauzalni pocatek svételného kuzelu generujiciho .#*.

Abychom mohli zkonstruovat kompaktifikovanou metriku, musime provést
transformaci svételnych soufadnic do kompaktifikovanych. Zvolime proto obecné
transformaci u = f(U) (analogicky pro v) a prepiSeme (2.3) do novych soufadnic

4s* = [ (U)f (V)AUAV + (F(U) ~ F(V))d? (2.4)

Musime uvazit, ze pokud mame transformacni funkci f(a) — oo pro konec¢nou
hodnotu a, pak z definice derivace (ve smyslu limity) plyne f'(a) = co. To znamena,
7e nami ziskana metrika v kompaktifikovanych soutadnicich diverguje v oblastech
radiadlniho nekonecna #+ a °.

Jak jsme uvedli vySe, tuto divergenci muzeme odstranit konformni transfor-
maci. Podkladova varieta se na .#* chové jako O(r). My zvolime Q(.#%) ~ 1/r a tim
budeme mit zarucenou regularitu metriky podkladové variety. Drahovy element

po konformni transformaci je
43* = Q2 (U) (V)AUAV + 103 ((U) — F(V))*d?. (2.5)

Pri transformaci pozadujeme od vysledné metriky nasledujici vlastnosti:

Nedegenerovanost Pro libovolné a* # 0 plati a*g,, # 0 ve vSech bodech prosto-

rocasu.

Nesingularnost Tim rozumime omezenost vSech jednotlivych metrickych kom-

ponent, tj. |g,..| < oo.

Analyti¢nost znamena, Ze jednotlivé metrické komponenty jsou analytickymi

funkcemi soutfadnic v celém prostorocasu.

7 pozadavku regularity metriky g plyne Q — 0 pro U — aVV — a. V8ude jinde

musi byt Q nenulové a konecné.



Nyni zvolime konkrétni tvar funkce f(X) = tan(X). Stejnou funkci uzivaji napf.
[1], [3] a dalsi. Jedna se o nejrozsifenéjsi zpusob kompaktifikace Minkowskiho pro-
storoCasu. Tak obdrzime transformacni vztahy mezi soufadnicemi r,¢t a kompak-

tifikovanymi U,V jako

2r = tan(U) — tan(V) (2.6)
2t = tan(U) + tan(V) (2.7)

Uzitim této transformace prejde drahovy element (2.5) na explicitni tvar

Q?

ds? = - ——
cos? U cos?2 V

dudv + i@?(tan U — tan V)2dw?. (2.8)

Uz byva jen zvolit konkrétni konformni faktor Q. Jak jsme uvedli vyse, exis-
tuji urc¢ité podminky, jejichz splnéni nam zaruci, Ze (M,g,Q) popisuje pivodni
asymptoticky plochy (M, g) na #* a v i°[3|, tj. prostorocas ktery je slabé asympto-
ticky jednoduchy a zéroven asymptoticky prazdny ve smyslu R, = 0 na otevieném
okoli oM v M, podrobnosti napf. [24],[25].

Uvedené podminky odvodil Abhay Asthekar. Motivace pro zavedeni téchto
podminek [16] (shrnuti [3]). Nésleduje naSe shrnuti:

Na nadplochach 7+:

Qs =0 (2.9)
V. QUIE)£0 (2.10)
V ,bodé&“ i°:
Qi) =0 (2.11)
limV,Q =0 (2.12)
30
lim V. V,Q = 23,,(i° (2.13)

Podminky (2.9) a (2.11) nam zarucuji, ze konformni metrika bude na nadplo-
chach #* a ® konecna.

Podminky (2.10) a (2.12) muzeme naivné interpretovat tak, ze konformni fak-
tor nesmi jit do nuly pfili§ rychle. To ndm zaruci regularitu metriky g. Hlubsi
diskuse této podminky [16].

Interpretaci podminky (2.13) je @ « 1/r nikoli @ = 1/r. Jak déle uvidime, p¥imé

uziti tvaru Q = 1/r splnéni této podminky.

7



Déle muzeme pouzit podminku (2.13), konkrétné pro slozky g, z drahového
elementu (2.8), a obdrzime rovnici

. 0*Q 02
lim

- .0
i0 ouov o cos? U cos? ‘/'(Z ) (214)

Vidime, ze funkce cos(X) ve jmenovateli jsou na i®: U = 7/2,V = —7/2 nulové,
tudiz prava strana (2.14) obsahuje singularni ¢len, ktery implikuje zahrnuti tohoto
vyrazu do konformniho faktoru. Navic muze konformni faktor obsahovat jesté

omezenou nenulovou funkci o(U, V). Celkové mame
Q= a(U,V)cosU cos V (2.15)

Pfi této volbé konformniho faktoru mame podminky (2.9) a (2.11) splnény au-
tomaticky (jedna z funkci cos(X) bude vzdy nulova). Funkei o(U, V) tyto podminky
neomezuji.

Podminka (2.10) je splnéna, pokud «(n/2,.) # 0 a a(.,—7/2) # 0, kde za tecku
mohu dosadit libovolnou hodnotu kromé krajnich hodnot +=/2. To je v souladu
s nasim predpokladem nenulovosti o(U, V).

Podminka (2.12) je splnéna automaticky, opét tvar funkce o(U,V) tato pod-
minka blize nevymezuje. Po provedeni druhych derivaci Q,, a vynechéni nulovych
¢lentt (obsahujici funkce cos(X)), dochézi k redukei (2.13) na

lima(U,V)sinUsinV = —a*(U, V) (2.16)
Dosazenim ¢iselnych hodnot funkef sin(z) (provedeni limitniho procesu) obdrzime
a(r/2,—m/2) = o® (7 /2, —7/2). (2.17)

Splnéni této rovnice znamend bud o (Z,-Z) = 0, coz neni fyzikdlni feSeni, nebo
a(s.-5) -1

Do konformniho faktoru lze tedy zahrnout libovolnou nenulovou a omezenou
funkci o(U, V), kterd je v bodé i rovna jedné. Na tomto misté u Minkowskiho
prostorocasu nema vyznam takovouto funkci do Q,, zahrnovat, ale v jinych pii-
padech nam zahrnuti takovéto funkce do Q miize usnadnit zapis vysledného tvaru
metriky g(U, V).

V predchozi ¢asti jsme interpretovali podminku (2.13) tak, Ze zaru¢uje chovani
Q ~ 1/r. Miizeme se podivat, jak by dopadla pfimocara volba Q = 1/r. Konkrétné
si ovéfime (2.13) pro slozku gyu, kterd je identicky nulova. To znamend splnit

podminku
> _
oz




Pro obecné vyjadieni druhé derivace, pro nasi volbu Q = 1/r, si vystacime s par-
cidlnimi derivacemi. Kovariantni derivaci nemusime uvazovat, protoze nasSim za-
jmem jsou asymptoticky ploché prostoroc¢asy, kde plati T4, (#*) — 0 (viz diskuze
(3.21)). Takto ziskdme vyraz

2 1 20ur(U,V))E = (U, V)uur(U, V)

our(U V) (U, V)3 ’ (2.18)

ktery je divergentni. Mame totiz pro » — oo chovani » ~ O(X?*) pro X — 0. Cel-

kové se nam vyraz (2.18) chové jako gg:i; — oo pro X — 0. Podminku (2.13)

nelze splnit. Stejnym zpusobem voli konformni faktor autofi |7| v pfipadé Sch-

warzschildova prostoroc¢asu a podobné jako zde nebude podminka (2.13) splnéna,
protoZze uvaha u vztahu (2.18) se nam vztahovala obecné na asymptoticky plochy
prostorocas vyjadieny v kompaktifikovanych sourfadnicich spojenych s nulovymi
casticemi.

Grafické zobrazeni Penroseova—Carterova diagramu pro Minkowskiho prosto-
rocas je na Obréazku 2.2. Tento obrézek byl nakreslen v programu Maple uzitim
piikazu implicitplot na implicitné zadané vztahy (2.6) a (2.7) s pevné zvole-

nymi r a t.

2.2.1 Analytické vlastnosti Minkowskiho prostorocasu

Zakladnim predpokladem konstrukce kompaktifikovaného prostorocasu je jeho
analyti¢nost na .#*. Samoziejmé nas zajimaji metrické koeficienty gy a gos. Prv-
ni piipad je trividlni, protoze g,y = —1 a tak tento koeficient bude rozhodné
analytickou funkeci.

V druhém piipadé je metricky koeficient roven
Goo = Q°r* = [sin(U) cos(V') — sin(V) cos(U)]>. (2.19)
I tento koeficient je tedy analytickou funkci v obou proménnych.

Oblast za 7+

Vzhledem k analytickym vlastnostem metrickych funkei na .#* nam nic nebrani
se podivat, co odpovida analyticky prodlouzené metrice za #*.

Budeme-li naptiklad prochazet skrz .#*, to znamend U =n/2 a V € (—7/2,7/2),
pak z defini¢niho vztahu mezi radialni soutfadnici a U, V soufadnicemi (r = (tan(U)—
tan(V))/2) obdrzime zaporné hodnoty radialni souradnice. Obdobné pfi prechodu
pies .

Pro ¢asovou soutadnici ¢ mizeme provést podobnou diskusi a zjistime, Ze na

£+ se méni Casova soufadnice skokové z t = +oco na t = —oo, nebo-li se méni



Obréazek 2.2: Penrosetiv—Cartertiv diagram pro Minkowskiho prostorocas.

povaha prostoroc¢asového nekonecna z #* v oblasti » > 0 na .#~ v oblasti r < 0,
coz je difeomorfni nadplocha k naplose .#~ z oblasti r > 0, pfi » — —r. Penrosetiv—
Carteruv diagram Minkowskiho prostorocasu s rozsifenim o tuto oblast mame

vykreslen na Obrazku 2.3.
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Obrazek 2.3: Penroseiiv—Carteriiv diagram pro Minkowskiho prostorocas s roz-
Sitenim za #*. Ve spodni ¢asti diagramu mame vynesenou ¢ast Minkowskiho
prostorocasu pro kladna r. Bod it z ¢asti s kladnym r splyva s bodem i® z ob-
lasti se zdpornym r. Podobnou situaci budeme mit i v p¥ipadé Schwarzschildova
prostorocasu.
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Kapitola 3
Schwarzschildiv prostorocas

V pripadé kdy budeme feSit tlohu s centrdlné symetrickym rozlozenim hmo-
ty, budeme taktéz predpokladat, ze i vzbuzené gravita¢ni pole bude centralné
symetrické. Pti hledani feseni budeme také ptredpokladat, 7e rozlozeni hmoty
v prostoru se s Casem neméni', coz znamend ze vysledné gravitacni pole bude
statické. Potom vSechny fyzikalni veli¢iny budou zaviset pouze na vzdalenosti od
stifedu symetrie. Dale budeme predpokladat, 7e prostorocas v dostatecné velké
vzdalenosti od stfedu symetrie prechézi v plochyj—Minkowskiho prostorocas.
Soutfadnou soustavu v tomto piipadé volime tak, aby ladila se symetrii prosto-
roCasu. Pouzijeme sférické soutadnice (r,6,¢) a stied symetrie klademe do poc¢atku

r = 0. Drdhovy element tak mizeme hledat ve tvaru
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr® 4+ r*(d6? + sin® 0dp?). (3.1)

Dale budeme predpokladat, ze téleso je prostorové omezené a sahé jen do jisté
vzdalenosti R. Pro r > R je jiz vakuum — v této oblasti je 7" = 0. Budeme hledat
feSeni pro r > R, tzv. vnéjsi fesend.

Vytesenim Einsteinovych polnich rovnic dospéjeme k metrickym koeficientim

2M 1
Jix = — (1 - r) y Grr = @ (3'2)
Tim jsme obdrzeli pfesné feSeni Einsteinovych rovnic ve vakuu pro sféricky syme-
trické gravitac¢ni pole. Toto feSeni zndme jako Schwarzschildovo Tesend. Piislusny
drahovy element je
2M 1
ds? = — (1 - ) de* + Wdﬁ + 7r?(d#? + sin® 0dp?) (3.3)

r

r

1Lze ukazat, Ze tento predpoklad neni nutny [1].
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Schwarzschildova metrika se hodi i pro aproximativni popis pomalu rotujicich
objekti jako napt. planety ¢i hvézdy. Hlavni smysl mé vSak pro popis velmi hmot-
nych kompaktnich objekt jakymi jsou neutronové hvézdy nebo predevsim cerné
diry. Ackoli je vétSina objekti ve vesmiru rychle rotujicich, lze Schwarzschildovu
metriku pouzit pro jejich zjednoduSeny popis pomoci perturba¢nich metod.

Z drahového elementu (3.3) muzeme urc¢it hodnoty radialni soutadnice, pro
které je tato metrika singularni —r» = 0 a »r = 2M. Singularita pro hodnotu » = 2M je
zpusobena nevhodnou volbou soufadnic, mluvime o tzv. souradnicové singularité.
Tu lze odstranit jinou volbou soutradnic, napi. Kruskalovy—Szekeresovy souiad-
nice. Singularitu r = 0 nelze odstranit zadnou transformaci soutadnic?, jedna se
o neodstranitelnou, fyzikdlni singularitu geometrie prostorocasu.

Nezli zacneme rozebirat konkrétni kompaktifikace Schwarzschildova prosto-
roc¢asu, zavedeme si nejprve Kruskalovy-Szekeresovy soutadnice a Kruskaliv—
Szekeresuv diagram, protoze vSechny dosud znamé kompaktifikace ([1], [8], [12])
vychéazeji pravé z nich. Navic jsou Kruskalovy—Szekeresovy soutfadnice ukazkou
analytickych soutfadnic na horizontu. My budeme chtit konstruovat soutadnice
pokryvajici analyticky mj. i horizont, a proto budou mit Kruskalovy-Szekeresovy

soutradnice podstatnou roli.

3.1 Kruskalovy—Szekeresovy souradnice

Zavedeni Kruskalovych-Szekeresovych soufadnic je motivovano diste fyzikdlne.
Pouzivaji soufadny systém ve Schwarzschildové prostorocase spojeny radialné se
pohybujicimi svételnymi ¢asticemi. Protoze takové ¢astice mohou padat do cerné
diry, metrika zapsand v téchto soufadnicich neni singularni pro » = 2M, jak je
tomu v piipadé standardnich Schwarzschildovych soutadnic (3.3).

Vychazime-li z drahového elementu ve tvaru (3.3), pak muzeme piedepsat [3]

podminku na pohyb svételnych ¢astic rovnici

-1
0= guwhk"k" = — (1 - 250”) dt* + (1 - 2M> dr?, (3.4)

r

(i) _ 4 ( _ 2?4)1 (3.5)

Resenim této rovnice dostavame nulové geodetiky Schwarzschildova prostoro-

coz implikuje

¢asu, které spliuji podminku

t = &r* + konst., (3.6)

20 tom se lze piesvédéit nap¥. z Kretschmerova skalaru [34].
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kde standardné znacime r* tzv. Reggeovu—Wheelerovu Zelvi soutadnici definova-

nou vztahem r* =7+ 2M1In (5% —1).

Takto muZeme zavést nové soufadnice pomoci vztahu

u = t—r" (3.7)
(3.8)

>
I
~
+
<
*

Vzhledem k (3.6) ndm nulové radidlni geodetiky v novych soufadnicich ur-
¢uji podminky @ = konst. nebo & = konst.. Drahovy element asociovany s témito
soufadnicemi® je dan nésledujicim vztahem

ds? = — (1 - 2M) dadd + r’dw’. (3.9)
r

Takto zavedena metrika sice jiz neni singularni, ale pokryva jen oblast r > 2M.
V tomto vztahu chapeme soutradnici r jako implicitné zavislou na soutadnicich
i, 9, konkrétné r* = (6 — 4)/2. Uzijeme-li tento implicitni vztah, pak po tpravé

obdrzime ekvivalentni drahovy element

2M —r/2M o
ds® = —%e‘”””ﬂmdudv + r’dw?. (3.10)

Tento tvar nam dava pifimy navod, jak zavést Kruskalovy—-Szekeresovy sou-
fadnice*

u = —e WM (3.11)

v o= e/ (3.12)

¢imz obdrzime standardni drahovy element

32M3 r(u,v
ds? = — e 55 dudo + 7 (u, v)dw?. (3.13)
r(u,v)

V Kruskalovy—Szekeresovych soutfadnicich je i na horizontu r = 2M metricky
koeficient g,, regularni funkci souradnic u,v. Kruskaliv—-Szekeresuv diagram zna-
zorhujici souradnicové Gary t = konst. a r = konst. v Kruskalovych—Szekeresovych

soufadnicich je na obrazku 3.1.

3Jsou to samoziejmé tzv. Eddingtonovy—Finkelsteinovy soufadnice, v ([3]) se miZeme alter-
nativné setkat s oznac¢enim advancovany a retardovany cas.

4Timto pokryvame jen oblast 2M < r < oo, pro ostatni regiony Schwarzchildova prostoro-
¢asu jsou konkrétni transformac¢ni vztahy uvedeny v dodatku A.

14



Obrazek 3.1: Kruskaliv—Szekeresiiv diagram pro drahovy element (3.13). Dia-
gram je rozdélen na ¢tyfi regiony (I —I1V), kde I a IT jsou fyzikilné relevantni
oblasti, mapujici fyzikdlni Schwarzschildiv prostorocas. Oblasti 171 a IV jsou
jeho analytickym rozsitenim. Takto zkonstruovany diagram se nékdy nazyva ma-
ximalné analytické pokryti Schwarzschildova prostorocasu. VSechny diagramy pro
Schwarzschildiv prostorocas jsou kresleny pro M = 1.

3.1.1 Kompaktifikace Kruskalovych—Szekeresovych

souradnic

Kompaktifikaci Kruskalova—Szekeresova prostorocasu za¢neme obecnou transfor-

maci do novych soutadnic U, V. Pomoci transformac¢nich vztahu

Tato volba vychézi z potieby zachovat i v novych soutadnicich symetrii ¢t — —¢

a podobu svételnych kuzeli. Tak obdrzime obecné vyjadireni drahového elementu

32M3
r(U,V)

ds® = MG U £ (V)AUAY 4 12U, V)dw?, (3.14)

e
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kde metricky koeficient g, obsahuje exponencialni ¢len, ktery bude velice
rychle klesat k nule pro » — co. Tento ¢len si odstranime pomoci implicitniho
vztahu (3.15), abychom mohli co nejlépe popsat tuto vlastnost rychlého klesani

v radialnim nekone¢nu. Pro tuto korekci je vhodné vyuzit implicitni vztah

r

u = (1 — m) ez resp. f(U)f(V)= (1 - ﬁ) e (3.15)

mezi Kruskalovymi-Szekeresovymi soufadnicemi, resp. jejich transformacemi, a r,
z néhoz si lze vyjadrit vyraz e="/2* a nasledné provést substituci do drahového
elementu (3.14).

Po dosazeni obdrzime drahovy element

at = (soag - L) O

dUdV +r*(U,V)dw? 3.16
FO) V) e (3.16)
a jeho konformné transformovany tvar:

V)
V)

3 /
T

) dUdV + *r*(U, V)dw?. (3.17)

f
f
V dalsich c¢éastech si budeme dosazovat za f konkrétni funkce prevzaté z litera-

tury nebo budeme hledat nové. Zatim si ale ponechdme drahové elementy v tomto

tvaru, protoze plati
dz*dz"V,V, Q0 = lim (e dU® +2Q,uv dUAV + Qv dV?) (3.18)

pokud V,Q(i°) # 0, Q(i°) =0 a lim r,, = 0. Pii zkoumani konkrétnich kompaktifi-
kaci budeme vyuzivat prepis podminky (2.13) pro ptipad obecné volby transfor-

macni soufadnice

QU V)

| (e B2MPN L PO)FY)
i T = (100 2 e (319)
a
. 0U,V . 0XQU,V
fig 8(U2 ):l?on 0(1/2 =0 (3:20)

kde limitni proces zavisi samoziejmé na sméru, ze kterého se do i® blizime. Je
tfeba si uvédomit, ze k bodu i® se mizeme blizit pouze z fyzikilné relevantni ¢asti
prostoroc¢asu. To nam bude urcovat konkrétni volbu sméru, ve kterém provadime

tyto limity.
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Ptihlédneme-li k tomu, Ze tuto podminku fesime v radialnim nekone¢nu (r =
00), kde vyraz aumérny 1/r jde do nuly, lze zjednodusit® podminku (3.19) jako

QU)o U S(V)

Mohlo by byt namiténo, ze uzivime pouze parcialni derivace a méli bychom
uvazovat kovariantni derivace. Pokud si vSak uvédomime, Ze podminky klademe
na nadplochy kde r — oo, pak Christoffelovy symboly asociované s konformni

metrikou (T'*,47y) jsou nulové. O tom se muZeme piesvédéit rozpisem

dz"dz"V,V,Q = <8UUQ + aUQaYgUV> dU? + (aWQ + am%) dV? + Oy QAUAV +
Juv Jguv
I §09(3V§993U§2 + Oy GosOv2) dw?. (3_22)
guv

Tento explicitni vyraz nam ukazuje, Zze pouzivani obycejnych derivaci namisto
kovariantnich je v poradku.

Tyto vztahy nam slouzi predevsim k tomu, abychom okamzité byli schopni
ovéfit, jestli dand transformace kompaktifikuje Schwarzschilduv prostoroc¢as pii
zachovani podminek (2.9)—(2.13).

3.2 Prehled kompaktifika¢nich transformaci

V této casti rozebereme dosud znamé piistupy ke kompaktifikaci Schwarzschil-
dova prostorocasu. Budeme postupovat od nejzndméjsich piistupi, a jako prvni
moznost volby transformacni funkce uzijeme [1].

Jednou z motivaci ke vzniku této prace bylo, ze Penroseuv—Cartertiv diagram
na obrazku 3.2 se lisi od stejného diagramu pro Minkowskiho prostoroc¢as nejen
v okoli ¢erné diry, ale také v oblasti r — oo, jejichz vytfezy jsou na obréazcich 3.3
a 3.4. Snadno si v§imneme oblasti v okoli i, kde se ndm zna¢né ligi napt. thel,
pod kterym se kiivky ¢ = konst. blizi k i°. Protoze Schwarzschildova metrika je
asymptoticky plocha, pak je $§patné volba soutadnic a metrika zadana v téchto
soufadnicich pravdépodobné nebude spliiovat nékteré pozadavky z (2.9)—(2.13).

Néasledné budeme hledat a zkoumat pozadavky na transformacni funkce.

5Druh4 motivace pro¢ vypustit tento ¢len z hledani spravného konformniho faktoru je, Ze
snazsi feSeni bude v separovaném tvaru. Pokud bychom zahrnuli do podminky pro hledani
daného faktoru i ¢len tmérny r(U, V'), pak bychom uZ nemohli tak snadno najit dany konformni
faktor.
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Obrazek 3.2: Penrosetiv—Carteriiv diagram pro Schwarzschildiiv prostorocas kon-

struovany dle [1].

Obrazek 3.4: Okoli bodu ° pfi kom-
paktifikaci Minkowskiho prostoroca-
su pomoci transformace u = tan(U).

Obrazek 3.3: Okoli bodu i pti kom-
paktifikaci Schwarzschildova prosto-

rocasu dle [1].

3.2.1 Varianta 1 (Misner—Thorne—Wheeler)

Jak jsme jiz zminili na zacatku této kapitoly, tak nejrozsitenéjsi pristup ke kom-
paktifikaci Schwarzschildova prostoro¢asu nalezneme v [1]. Autofi zde voli trans-
formacni funkci f(X) = tan(X), kterd nam pienese Kruskalovy—Szekeresovy sou-

fadnice na kompaktifikované. Pokud zminénou funkci dosadime do vztahu (3.16),
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provedeme derivace a upravime, dostaneme drahovy element v kompaktifikova-

nych soutradnicich ve tvaru

AUdV + r*(U,V)dw?. (3.23)

2M3 1 1
ds? = (16M2 3 )

r sinU cosU sinV cos V'

Metricky koeficient g, diverguje na .+ avi® (U =r/2aV = —r/2), jako tomu
bylo i v pfipadé Minkowskiho metriky. Tuto divergenci jsme odstranili pomoci
konkrétni volby konformniho faktoru Q, pro ktery jsme nésledné ovérili podminky
na asymptotickou plochost.

V daném piipadé lze zvolit konformni faktor primocaie, podobné jako v pii-
padé& prvni kapitoly, a to Q, = vcosU cos V.

S timto konformnim faktorem ziskdme drahovy element

32M3 1 1
51 = — — 2 22 2
ds; = (T(U, V) 16 M ) SinUSianUdV-i-erl(U7 V)dw (3_24)

kde (s pouzitim specialni funkce W, viz dodatek B.2)
r(U, V) =2M (W, (—uv/e) + 1) = 2M (W, (— tan(U) tan(V) /e) + 1) . (3.25)

Vyrazy obsahujici funkce sin(X) nam zaruci g, < 0 VU,V a navic vykompenzuji
nulovost ¢lenu v zavorce pro r = 2M.

Lze ukazat, 7e podminky (2.9)—(2.13) jsou splnény, ale problematické se ukaze
(2.13). Nize uvadime hodnoty levé (LS) a pravé (PS) strany vztahu (2.13)

1 sinUsinV

LS=lm-—n— = — 3.26
W4 VcosU cos V > ( )
32M3 1
P = 1 M2 —_ == —1 MQ. .
S ( 0 r ) sinUsinV |0 0 (3.27)

Leva strana rovnic diverguje, zatimco prava se rovna konstanté. Navic asym-
ptoticky Q,7, — 0, to vede na degeneraci (M, 3), a je to klesajici funkce — asympto-
ticky se chova velmi odlisné od Minkowskiho prostorocasu. Z toho plyne, Ze se
nam nepodafilo najit §(U,V) spliujici (2.9)-(2.13) a budeme hledat jinou trans-
formaci, ktera by ndm tento nedostatek mohla odstranit.

Zkonstruovany Penroseiiv—-Carteruv diagram je na obrazku 3.2. Opét jsme
pouzili program Maple a ptikaz implicitplot, kde jako implicitni vztah byl
pouzit (1 —ry/2M)exp(ro/2M) = tan(U)tan(V), kde r, jsou pevné zvolené hodnoty
radialni soutadnice.

Za zminku stoji, Ze autoii v [1| nechavaji metriku v puvodni Kruskalové formé

a provedou transformaci soutadnic u = tan(U). Tim obdrzi
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3 (U,
_BM g L L a4, v)de? (3.28)

ds” = r(U, V) cos?(U) cos?(V)

a déale zvoli konformni faktor Q = cos(U) cos(V) ¢imz dostanou tvar

oM,
48 = — ‘?U e G AUAV + Q242 (U, V)do?. (3.29)
T )

Duvod pro¢ jsme tento puvodni postup nepouzili je, ze metricky koeficient
guv(r — o0) =0 (podminku 2.13 opét nelze splnit), kdezto metrika § prostoroc¢asu
kompaktifikovaného dle [8] nesmi byt na .#* degenerovana.

P1i uziti kompaktifikace [1] neezistuje Q vedouci k asymptoticky ploché kon-
formni metrice®, protoze jediny zpusob jak vyrusSit exponencidlni chovéani, by bylo
zahrnout do konformniho faktoru vyraz tmérny ~ e. Jenze takovyto ¢len zptisobi
divergenci konformniho faktoru 2 na .#*. Vzhledem k exponencidlnimu ubyvani
metriky do nekonec¢na a volbou transformad¢ni funkce tan(X) nemame moznost jak
zkonstruovat asymptoticky plochou metriku g,,(U,V) spliujici podminky (2.9)-
(2.13).

Takto se dostavame ke druhému zpusobu kompaktifikace, jejimz principem je
volba transformac¢ni funkce takové, ktera bude kompenzovat exponencialni pova-

hu metriky?.

3.2.2 Varianta 2 (Novikov, Frolov)

Zde zkusime najit sloZzenou funkci takovou, aby vnéjsi funkce odstranila exponen-
cialni chovani g,, a vnitini funkce kompaktifikovala prostorocas.

V drahovém elementu (3.17) se vyskytuje ¢len f'(X)/f(X). Pokud budeme po-
zadovat, aby byl tento vyraz v nekone¢nu omezeny, pak jednoznac¢né dostaneme
pozadavek na exponencialni tvar nami hledané funkce. Navic potfebujeme mapo-
vat Kruskalovy soufadnice, jejichz obor hodnot je v celém R. Proto vyzadujeme,
aby obor hodnot byl taktéz v celém R. Z této vahy nasledné zavadime transfor-
macni funkce

f(X) = eton(X) _ o= tan(X) (3.30)

Az na faktor 1/2 stejnou transformac¢ni funkci uzivaji autofi 7] a také na
stejnou transformaci mizeme narazit v [8] z roku 1964. Historicky byla tedy tato

transformace zavedena R. Penrosem dfive, nez-li jednodussi verze v [1]5.

6Toto oznadeni nemé v literatufe oporu, my timto vyrazem myslime (M , 3, 9), kde Q spliwje
podminky (2.9)-(2.13).

"Exponencialni &len je pozistatkem po kruskalizaci.

8 Autofi v [1] zavadéji tuto transformaci, avSak tato kniha je uéebnici, odkud ale transformaci
autofi pfebrali, se nam nepodafilo zjistit. Zajimavé je, ze na zacatku kapitoly autofi zminuji
Penrosetv ¢lanek [8], ale transformaci pouZzivaji odlinou.

20



Pokud dosadime funkci (3.30), nebo explicitné u = 2sinh(tan(U)) do (3.16), po

Upravé mame tvar

dUdV +r*(U, V)dw?. (3.31)

r cos? U cos2 V

3
4s? — (16M2 _32M ) coth (tan U) coth (tan V)
Konformni faktor zvolime podle |7], a zjisfujeme zda tato transformace re-
spektuje pozadavky na kompaktifikaci asymptoticky plochého prostorocasu (2.9)—

(2.13). Volime tedy

QNF =

T'Q(U, V) '
kde?

ro(U, V) = 2M (Wy (—uv/e) +1) =
= 2M (W, (—4sinh(tan(V)) sinh(tan(U))/e) + 1) . (3.32)

Tim obdrzime drahovy element

dUdV + ridw?. (3.33)

ds? — <16M2 _32Mm > coth (tan U) coth (tan V)

ro(U, V) cos? U cos? V

T2

Nejprve (2.9) a (2.11) jsou splnény automaticky (1/r — 0 pro r — o). Podmin-
ky (2.10) a (2.12) muzeme opét spocist spole¢né. Zderivovat Q neni piimocaré,

ale i tady nam pomuze Dodatek B.2. Obecné mame!°

4 1 (@) W= F(@)f () /e)
dzx (Wo(_f(fﬂ)f(y)/e) + 1) - [Wo(*f(w)f(y)/e) + ”3 f(:L‘) (334)

Stac¢i jen spocitat vyraz
s Inf(@)
Wo(=f(2)f(y)/e)?

a po dosazeni nasich funkci a kratkém vypoctu, kdy nepodstatné ¢leny zahrneme

(3.35)

do funkce K(U,V), kterd je omezena a nenulova, ziskame vyraz

K(U,V)

ViQ=...=
v [Wo(— sinh tan U sinh tan V /e)]? cos? U

#0 pro J7. (3.36)

Ten pro U = /2 a V € (—n/2,0) roven jedné. Podminka (2.10) je splnéna a pro
podminku (2.12) plati podobné diskuse. Jediny rozdil je, ze derivace jde do nuly
rychleji. Pro soufadnici V je situace analogicka, az na opa¢né znaménko u vysledku

derivace.

9Spodni index uzivime k odliSeni od implicitniho vyjadieni poloméru pfi uziti MTW trans-
formace.

Derivace a obdobny vypocet pro druhou proménnou nevypisujeme, snadno si lze postup
predstavit (U < V).
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Zbyva nam jiz posledni podminka (2.13), jejiz ovéfeni se muze zdat nejob-
takto konstruovany konformné kompaktifikovany prostorocas nespliiuje podmin-
ku (2.13) kladenou na asymptotickou plochost. Konkrétné hodnoty limit pro
Quu= Qv = Foo, kdezto komponenty metriky gy a gvv jsou identicky rovny
nule.

Nesplnéni této jediné podminky ukazuje, ze kompaktifikace typu [7] asympto-
ticky plochého prostoroc¢asu neodpovidé pozadavkim Penrose a spol.

Tento zavér by nas nemél prekvapit, protoze z diskuse u vztahu (2.18) v kapi-
tole o Minkowskiho prostoroc¢asu vime, ze primocara volba konformniho faktoru
nemiize splhovat podminku (2.13). V této ¢asti prace jsme si explicitné potvrdili

nase o¢ekavani.

Volba vhodnéjsiho konformniho faktoru

Zkusime si zvolit vhodnéjsi konformni faktor, ktery by splioval vSechny podminky
(2.9)-(2.13). Konkrétné pak volime

cosU cos V'
16M2

QNFX -

jehoz aplikaci na (3.31) obdrzime drahovy element tvaru

L1 oM o 2
ds? = e 1 RUAG) coth (tan U) coth (tan U) AUV + Q3 x> (U, V)dw?. (3.37)

Na prvni pohled je ziejmé, Ze pro oblasti radidlniho nekone¢na dostavame
guv(r — o00) ~ O(1). To je zasadni pokrok oproti MTW pristupu, kde gyy(r — oo) ~
exp(—r).

Vzhledem k jednoduchému tvaru (formalné shodnému s piipadem Minkowski-
ho metriky) konformniho faktoru a metrickym koeficientim je snadné si ovéfit,
ze jsou podminky (2.9) az (2.13) splnény.

Piislusny Penroseuv—Cartertiv diagram je na obrazku 3.5. Z tohoto diagramu
je ztejmé, ze oblast v okoli i° je podobné stejné oblasti v Minkowskiho metrice.
Pro kvalitnéjsi srovnani téchto oblasti ukazujeme vyfezy z obou diagramu na
obrazku 3.6.

Mame tedy zkonstruovany asymptoticky plochy kompaktifikovany konformni
prostorocas. Je nutno jesté zminit, ze takto konstruovany prostorocas trpi zasad-
nim nedostatkem, jimz je neanalyticnost metriky na #*! V metrickém koeficientu

guv mame funkce coth (tan(U)) atp., nespojité v U = +7/2 tedy na s*.
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Obréazek 3.5: Penrosetiv—Carteriiv diagram pro kompaktifikaci Novikovova typu
(3.30).

Obréazek 3.6: Vlevo je vyiez okoli i° pro kompaktifikaci Schwarzschildova prosto-
roCasu pomoci transformace (3.30) a vpravo vyiez stejné oblasti pro Minkowskiho
prostorocas.

3.2.3 Porovnani obou pristupi

Uvedli jsme dva pristupy ke kompaktifikaci Schwarzschildova prostorocasu a na-
sledné konstrukce konformnich metrik k nim pftislusejicich.
Ackoli je MTW pfistup tim nejrozsitenéjsim, timto zpisobem nelze zkonstru-

ovat kompaktifikovanou konformni metriku g(U,V) spliujici (2.9)-(2.13). Tento
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typ se vétsinou uziva k vizualizaci vysledki, avSak pro pocetni potieby je tento
postup nevhodny.

Naopak druhy typ kompaktifikace |7| vede pi#i uziti vhodného konformniho
faktoru na prostorocas spliiujici podminky (2.9)—(2.13). Ovsem stale trpi neana-

lyti¢nosti metrickych koeficientu na .#*, coz je asi nejzasadnéjsim nedostatkem.

3.2.4 Tvar singularity » =0

Ukazali jsme si, ze v pripadé MTW kompaktifikace nesplnime podminky na
asymptotickou plochost v ,bodé” i°. Nicméné jiz po 40 let se maluji kompak-
tifikované diagramy vyhradné timto zptusobem. V tomto pfistupu je kiivkou sin-
gularity r = 0 isecka. Muzeme provést iivahu, proc¢ tomu tak je a zda je pozadavek
relevantni.

Tvar singularity » = 0 ndm urcuje implicitni vztah f(U)f(V) = 1%, ze kterého
je mozné si vyjadiit explicitni zavislost U = g(V) anebo V = g(U).

Pokud si vyjadiime napt. U jako veli¢inu zavislou na V, pak obdrzime obecné

U <f(1V)> . (3.38)

Kdyz bychom pozadovali rovny tvar singularity, pak musi souradnice spliiovat
vztah U +V = n/2. To pro nés predstavuje podminku pro souradnice, kterou
muzeme dosadit do (3.38) a tim obdrzime

1

U= (f(7r/2—U)) nebo implicitné f(U) =

1

CTEE) YU € (0,7/2) (3.39)

na t¥idu funkci zachovavajici » = 0 ve tvaru tsecky.
V pripadé MTW kompaktifikace bylo z diagramu na obrazku 3.2 jasné, ze
podminka (3.39) je splnéna. Explicitné

1 _cos(m/2-U) o
tan(n/2 —U)  sin(n/2 — U) = tan(U). (3.40)

Aplikujeme-li (3.39) na Novikovovu-Frolovovu transformaci, obdrzime, s vy-

jimkou nékolika bodu, nerovnost

1
sinh(tan(r/2 — U))’

sinh(tan(U)) # (3.41)

tudiz singularita mé tvar obecné kiivky.
Autofi v 7] (str. 155) tvrdi, Ze tvar singularity 1ze narovnat na tsecku pomoci

transformace soufadnic X = h(X), kde tyto dva popisy Schwarzschildova prosto-

UPokud by nékdo studoval postup v [7], pak dostane na pravé strané rovnosti hodnotu 1/e,
vzhledem k tomu Ze, autoii pouZivaji jiny druh kruskalizace (lisi se o konstantu od nageho).
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roc¢asu budou ekvivalentni, pokud 4 je hladkd monotonni funkce. Autofi uvadéji
vyraz pro h(z) ve tvaru
1
h(z) = 5(g(z) — 2) + /4, (3.42)

kde g(z) je presné funkce z naSeho vyjadieni zavislosti U = g(V) resp. V = g(U),
nebo-li explicitné g = f* (%)
Lze ale snadno ovéfit, ze transformace (3.42) nevede k pozadovanému vysled-

ku. Déle dokdzeme, ze bez poruseni podminek (2.9)-(2.13) to ani jinak nejde.

Vazba na rovny tvar r = 0.

V predchorzi ¢asti jsme dospéli k zavéru, ze Novikovuv—Froloviuv typ kompaktifi-
kace vede na splnéni podminek (2.9)-(2.13). V piislusném diagramu byla kiivka
popisujici singularitu obecného tvaru. Naopak v pripadé MTW typu jsme méli
sice tvar singularity ve tvaru tsecky, ale nesplnili jsme podminky (2.9)—(2.13). Na
tomto misté bychom chtéli ukazat, ze tato souvislost neni ndhodna.
Piipomeneme si podminku (3.39), kterdA nam dava piedpis na tiidu funkci

zachovavajici tvar singularity ve tvaru tusecky. V implicitnim formé méame

1
)= (3.43)

(/2 —x)

Tento vztah nam svazuje chovani funkce v okoli v = 0 a u — o a disledkem
toho bude provazanost tvaru singularity » = 0 a asymptotické plochosti (M, g).
Rozvojem drahového elementu (3.16) v okoli r = 2M se da ukazat gyy ~
F(U)f (V). Na horizontu pozadujeme omezenost a nenulovost tohoto koeficien-
tu, z toho plyne rozvoj transformacni funkce f(z — 0) — a,z + O(z?). Tento rozvoj
muzeme dosadit do (3.43) a obdrzime tak rozvoj f(x) v okoli U,V = £r/2:
1 1

f(-T)oc—wr/Q = f(77/2 — x)z%ﬂ/Q = (L(’]T/2 — {E) + O((fE — 7_[_/2)2) (344)

Tento rozvoj dosadime do drahového elementu (3.16) vyjadfené pro asympto-

tickou oblast r — oo vztahem

[ ) )
ds? =16M?———2dUdV + r*(U,V)dw?. 3.45
Vysledny drahovy element v okoli i bude mit tvar

1 1
w/2-U) (x/2-V)

ds? . =16M? <(

T—00

+ O(konst.)) dUdv + r*(U,V)dw?, (3.46)

shodny s rozvojem (3.23). Konformni faktor volime tak, aby se pro U,V — +r/2

choval Q2 — 0 linedrné v obou proménnych. MiuzZeme predpoklddat separabilni
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tvar konformniho faktoru jako Q = r(U)h(V). To znamena, zZe h(0) = konst., vice
nepiedpokladame a h(U)y /s = c(n/2 = U)"2 + O((r/2 — U)).

Z tohoto tvaru si snadno ovéfime, Ze Qv (i°) — oo. Podminka (2.13) ale fika,
ze tento vyraz musi byt konstantni. Podminku nelze zadnym zptsobem splnit.

Tyto poznatky muzeme shrnout nasledovné:

Tvrzeni 1 Kompaktifikaci Kruskalovijch—Szekeresovijch soutadnic nelze sestrojit

konformni Schwarzschildovu metriku splnujici soucasné poZadavky:
e Zachovdvajici svételné kuZely.
o Singularita ve tvaru usecky.
e Regularita § na horizontu.

o Q spliiuje podminky (2.9)—(2.13).

Disledky asymptotického chovani Kruskalovych—Szekeresovych sou-

fadnic

Miuzeme predpokladat transformacni funkci jako slozenou funkci tak, ze vnéjsi
funkce je zatim libovolna a funkce vnitini je kompaktifika¢ni funkci. To znamen4,
ze do metriky rozvinuté v okoli r — co danou vztahem (3.45) dosadime za f(z) =

g (h(x)). Po dosazeni a provedeni derivace mame vyraz

fla) _ " dh) (3.47)

fl@)  g(h(x)) da

kde druhy zlomek na pravé strané se chova v prvnim ¢lenu jako (1/2?), tudiz tento
¢len miuzeme vyrusit konformnim faktorem, jenz bude linedrni v obou promén-

nych. Takovouto volbou snadno splnime podminky na asymptotickou plochost
dg(h(z))
(2.9) — (2.13), pokud bude podil =4 konecny.

Pozadavek konec¢nosti tohoto podilu nadm dava diferencidlni rovnici, z jejiz

v v -

feSeni plyne exponencidlni chovani vnéjsi funkce. Celkové tedy mame f(z) =
exp (ktan(z) + C). Toto FeSeni vede na Novikovuv—Froloviv typ kompaktifikace.
Kazdopadné uzivani exponencialni funkce neni pro nasi potfebu analyti¢nosti na
#* zrovna idealni volbou, protoZze funkce exp1/z je neanalytickou funkci v okoli
x = 0. PTi uziti komplexni proménné je v tomto bodé neodstranitelna singularita.

Tyto poznatky lze shrnout nasledovné.

Tvrzeni 2 Pro dosaZeni asymptoticky ploché kompaktifikace Schwarzschildova
prostorocasu v Kruskalovijch-Szekeresovijch soutadnicich pomoci sloZeni dvou ele-

mentdrnich funkci je nutné pouZit transformacnich funkci neanalytickych na 7*.
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Z predchozich piikladi prevzatych z [1], [7] a nasledném rozboru kompaktifi-
kace Schwarzschildova prostorocasu zadaném Kruskalovymi—Szekeresovymi sou-
fadnicemi jsme dospéli k zavéru, ze nelze provést kompaktifikaci pomoci jednodu-
chych elementarnich funkci tak, aby splhovala vSechny relevantni podminky, tj.
aby byla vysledna metrika analytickd vSude, véetné .#+, a asymptoticky plocha.

Pro tspésnou konstrukci kompaktifikovaného Schwarzschildova prostorocasu
spliiujiciho vSechny relevantni podminky, bude nutné zavést vhodnéjsi kruskaliza-
ci. Ta puvodni jenz byla zavedena v [30] a [31] neni pro nase potieby vyhovujici.
Hlavnim divodem je aplikace exponencialniho chovani, jenz je vhodné odstranéni
soufadnicové singularity » = 2M, na cely prostorocas.

V piedeslém odstavei (a tvrzeni) jsme poznamenali, Ze se nam nepodafilo
najit vhodnou kompaktifikaci pomoci slozeni ¢i jinou jednoduchou kombinaci
elementarnich funkci. Z téchto duvodu jsme se rozhodli zvolit cestu konstrukce
vhodnéjsich soutadnic Kruskalova typu a nésledné provést kompaktifikaci, pro-
toze vhodné kompaktifika¢ni procedura bude ziejmé odlisna nez-li uvazuji autoti
[1] a |7]. Jedna z ukdzek komplikovanéjsiho tvaru transformacni funkce je v nasle-
dujici ¢asti. Uvidime, zZe i tato transformace neni zcela vhodné, ale bude slouzit

jako motivacni a demonstrac¢ni pasaz nasi prace.

3.2.5 Varianta 3 (Hervik, Grgn)

Pro tplnost jesté uvedeme jeden piistup ke kompaktifikaci, ktery lze nalézt v [12]
(dodatek B tamtéz). Tento typ kompaktifikace predev§im demonstruje, 7e pro
asymptoticky plochou kompaktifikaci 1ze uzivat i slozitéjsi tvary kompaktifikac-
nich funkei.

Autofi uvadéji transformaci (3.48) mezi Kruskalovymi-Szekeresovymi soufad-

nicemi a kompaktifikovanymi soufadnicemi:

U = F(u) = arctan ( In(1+ u2)> ;. V=F(V) (3.48)

1+ u?

Divod pro¢ tento typ kompaktifikace uvadime az zde na konci kapitoly je,
ze nelze vyjadrit explicitné metriku v kompaktifikovanych soutadnicich. Kazdo-
padné tato transformace mé jesté dalsi nedostatky. Prvni zavazny problém je
regularita horizontu. Tato transformacni funkce se v okoli = 0 chova jako ku-
bicka kiivka, tj. F(z — 0) = 2% — 2° + O(2%), a to znamend singularni metriku na
horizontu.

Penroseuv-Carteruv diagram pro kompaktifikaci pomoci funkce (3.48) je na
obrazku 3.7. Pii srovnani naseho obrazku 3.7 s obrazkem B.2 v [12], zjistujeme,

ze autoii zfejmé uzili obrazek analogicky k [1]. Jejich diagram ma napf. singularitu
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ve tvaru usecky. Nami zkonstruovany diagram se podstatné kvalitativné lisi od

diagramu v [12].

Obrazek 3.7: Penroseiv—Carteriv diagram pro kompaktifikaci dle [12]. Jak je
zminéno v textu, pii této kompaktifikaci mame singularni chovani metrickych
koeficienti na horizontu a déle nespliiuje tato kompaktifikace podminku (2.13).

Oblast kolem .7+

Nyni si zkusime prepsat Kruskalovu—Szekeresovu metriku do kompaktifikovanych

soutadnic dle [12]. Nejprve si musime uvédomit, Ze nelze explicitné vyjadiit in-

verzni funkci k (3.48), budeme tedy postupovat odlisné od piredchozich sekei.
Diferencial nové kompaktifikované soutradnice lze jednoduse spocist z (3.48)

a nasledné dosadime do drahového elementu (3.13). Takto obecné dostaneme

2M3 —r/2M
ds2 = _O2M7_¢ FdUAV + r?dw?, (3.49)

dF(u) dF (v
du dv

r

ktery mizeme s pouzitim implicitniho vztahu (3.15) pfepsat do tvaru

dF(u) dF(v)
du dv

dUdV + r*dw?, (3.50)

ktery bude jednodussi pro dalsi diskusi.

Vyvstava otazka, jak zvolit konformni faktor, abychom méli konformni me-
triku plochou na #*.V [12| neni uveden ani tvar konformni metriky, ani tvar
konformniho faktoru, a proto jsme kontaktovali autory [12]'2, abychom ziskali

vice informaci jak zvolit €.

12Konkrétné probihala e-mailova komunikace s Dr. Sigbjgrnem Hervikem.
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Z komunikace vyplynulo, ze autofi voli konformni faktor tak, aby obdrzeli
konformni metriku ve tvaru d3? = —2dUdV + Q2r?(U,V)dw?. Pak bychom méli mit

i regularni vyraz Q*?(U,V) na 4%,

- Ioo 0 olo

- 00

Obréazek 3.8: Graf vyrazu (ngf))fl je vykresleny pro cely rozsah funké¢nich hod-

d
not.

dF(x)
dz

My zatim zahrneme do konformniho faktoru vyraz « , protoze ten jak
vidime na obrazku 3.8 diverguje pro z — oco. a méni znaménko. Oproti autorim
nebudeme zahrnovat do konformniho faktoru vyraz (1—2M/r) — to pro nasi diskusi

nebude podstatné. Konkrétni tvar konformniho faktoru je

O- (In(1 4 w?) + 2u?)(In(1 + v?) + 2v?)uv
VIV + 0214 w2+ w2 In(1 +u2)?)(1 + 02 + 02 In(1 4 v2)?)

(3.51)

Po pronasobeni metriky timto konformnim faktorem obdrzime asymptoticky
plochou metriku
=2 2M 2,2 2
ds® = — 1—7 dUdV 4+ Q*r<dw”.

Faktem vsak ziistava, ze potfebujeme splnit taktéz podminky na asymptotickou
plochost. Vzhledem k vySe uvedenému tvaru konformniho faktoru zde nebudeme
vypisovat jednotlivé vztahy, jen se odkazeme na vysledky ziskané pomoci alge-

braického systému Maple a nékteré vysledky doplnime o grafickou ilustraci.

B\

/‘\
\

\

\

|

l

|

l

I

Obrazek 3.9: Graficka ilustrace pro ovéfeni podminek (2.9)—(2.13).
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Prvnim predpokladem je, ze konformni faktor musi byt na .#* nulovy, pokud
spoc¢teme konkrétni hodnotu, pak je tento pozadavek splnén. Pro ilustraci mame
obrazek 3.9, kde vynasime zavislost Q, = /295 Jelikoz je nas konformni faktor
separabilniho tvaru, sta¢i nam tato separabilni ¢ast. Tento vyraz jde do nuly,
jelikoz druha ¢ast po separaci bude konstantni hodnoty, tim bude nas pozadavek
Q(F%) =0 splnén.

Dalsim pozadavkem je nenulovost gradientu konformniho faktoru na 7=, t;j.
V,.Q(I%) # 0. Po pfimém vypoctu v Maple dojdeme k tomu, Ze tuto podminku
nelze splnit. Dobfe tento fakt ilustruje zavislost <%= na obrazku 3.9 (¢arkovang).
Diky separabilité budeme mit bud vyraz typu 0-konst. nebo konst.-0. To je v obou
pripadech nula.

Autofi v e-mailové komunikaci zminuji regularitu vyrazu Q*-2. Na témze ob-
razku 3.9 je vynesena zavislost Q21In(z)?, protoze v Kruskalovych—Szekeresovych
soufadnicich je r — oo ~ In(uv) + O(In(In(uv))). Z obrazku vidime, Ze vyraz je konec-
ny, nicméné otazku analyti¢nosti jsme vzhledem k nesplnéni (2.9)—(2.13) neové-
fovali.

Déle béhem korespondence vyplynulo, Ze problém se singularitou na horizontu
neuvazovali, protoze z jinych soufadnych systému vime, Ze tato singularita je
jen soufadnicové povahy. Také jsme vidéli, ze Penroseuv-Carteruv diagram v
téchto souradnicich neodpovida diagramu v [12|. Poslednim negativnim zjisténim
ohledné tohoto pfistupu bylo nesplnéni podminek (2.9)—(2.13). Z téchto duvodu

s touto transformaci dale nepocitame a budeme hledat jinou.
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Kapitola 4

Asymptoticky plocha kruskalizace a
jeji kompaktifikace

V predchozich kapitolach jsme vysvétlili, ze zadna soucasna metoda kompaktifika-
ce Schwarzschildova prostoroc¢asu nevyhovuje pozadavkim kladenym na (M, j, Q).
Obsahem této ¢asti bude nalezeni transformace soufadnic tak, aby vysledna me-
trika spliovala vSechny analytické pozadavky.

Nejprve si pfipomeneme nedostatky Kruskalovych-Szekeresovych soutadnic,
poté si nastinime moznosti, jak tyto nezddouci vlastnosti odstranit a nasledné

provedeme konstrukci vyhovujicich soutradnic.

4.1 Motivace

Pri kruskalizaci vyuzivame faktu, ze zobrazeni exp : R — R*. P¥i uziti exponencialy
v transformacni funkci dochéazi k nepiijemnému faktu a to ze komponenty metriky
obsahuji ¢len = exp(—r) bud p¥imo, nebo v implicitni zavislosti a tim padem
neprechazeji v Minkowskiho metriku pii r — oco. Navic neni tento vyraz pro r — oo
analyticky.

Analyti¢nost metriky na .+ je vSak zcela zasadni pozadavek. Soutadnice U,V
spolu s gy v predstavuji prostifedek pro feSeni polnich rovnic, jako napt. Oy = 0.
Analyti¢nost souvisi s rozvoji ¢ a pokud bychom tento pozadavek na metriku
g nekladli, pak bychom pfisli o moznost rozvijet ¢ okolo .#*.

M. Walker v [19] ukazuje kruskalizaci na obecnéjsi tirovni (tj. tato transforma-
ce neni primarné motivovana fyzikalné), kde hleda nové soufadnice U(r,t) a V(r,?)

tak, aby pfetransformoval drahovy element (3.3) do tvaru

ds? = —F(r)dt* + dr?/F(r) + r*dw? = G(U,V)dUAV + r?dw?, (4.1)
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kde G(U,V) je konecna a nenulova funkce na horizontu r = 2M. Jak nasledné

ukazuje, tak feseni této ulohy se redukuje na soustavu rovnic

oU (r,t) OV (r,t)

GU,V) pr pr = F(r)
oU(r,t) oV (r,t) OU(r,t) OV (r,t)
or ot ot or =0 (4.2)

kterou 1ze jednoduse ziskat z vyse zminénych pozadavkii.

Za predpokladu separability soutadnic U,V na radialni a casové zavislosti

U(r,t) = p(r)r(t),

Vr,t) = o(r)A(t),

jsou FeSenim soustavy (4.2) standardni Kruskalovy—Szekeresovy soufadnice tvaru
[1], nebo Dodatek A.

Predpoklad separabilniho tvaru soutfadnic ndm sice uleh¢i teSeni, které lze
najit pomoci standardnich metod feseni obycejnych diferencialnich rovnic, ale
zaroven je prili§ restriktivni. Konkrétné pii predpokladu separability mé sou-
stava (4.2) jen jedno FeSeni (Kruskalovy—Szekeresovy soutadnice), které nam ale
nevyhovuje z vySe popsanych divodi.

Pokud tento predpoklad opustime a budeme Fesit soustavu (4.2) jako soustavu
parcidlnich diferencialnich rovnic, pak si v soustavé (4.2) muzeme secist prvni

a tfeti rovnici a zavedenim Zelvi soufadnice r* obdrzime vztah

U vV 9U oV
ot ot Or* ort’

do kterého muzeme dosadit nové souradnice r*+t. Takto lze obdrZzet obecné feSeni

soustavy (4.2) jako

U(r,t) = LH(r*—1t)
V(rt) = =£H(r* +1t), (4.3)

kde znaménka volime dle toho' zda zobrazujeme oblast pod/nad horizontem
a funkce H je ,libovolna“2.
Pozorujeme vétsi volnost ve volbé transformacni funkce a slovo libovolna je

v uvozovkach, protoze musime respektovat pozadavky kladené na metriku, prede-

1 To souvisi se zmé&nou znaménka v argumentu logaritmu v r*.

2Zatim neuvazujeme moznost implicitné zadanych funkei. P¥irozené se totiZ nejprve snazime
nalézt explicitni funkéni zavislost a poté, co tento postup selze, tak budeme hledat transformaéni
funkce v implicitnim tvaru.
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vSim nedegenerovanost a nesingulararnost metriky, prechod v Minkowskiho met-
riku pro r — oo, analyti¢nost, diferencovatelnou strukturu C*=, atd.

Existuje tedy moznost, Ze neseparabilita ndm pomize najit takovy systém
soufadnic, ktery bude vyhovovat vSem nasSim pozadavkim. Idealni souradnice
by kombinovaly vyhody jak Kruskalovych—Szekeresovych soutadnic, tak i Finkel-
steinovych—Eddingtonovych takovym zptusobem, aby se nové soutadnice chovaly
v okoli horizontu jako Kruskalovy-Szekeresovy soutadnice a v oblastech r — oo
prechéazely v Finkelsteinovy-Eddingtonovy soutfadnice.

Na druhou stranu nemame nijak zaru¢eno, ze pujde najit (zapsat) takovou
funkci, kterd by navic spliiovala okrajové podminky, napt. V(r = 2M,t) = U(r =
2M,t) =0, U(r = 0o,t = —0) = 0o AV (r = oo,t = —c0) = konst. Hledani transformacni
funkce na zdkladé feSeni soustavy (4.2) se nam nepodaiilo. Muzeme vsak nalézt
funkci H-* sloZenou z elementarnich funkei. Problém FeSeni soustavy (4.2) tudiz
spoc¢iva v jeho zapisu, proto v dalsi ¢asti zkusime hledat transformaci pfimo mezi
Schwarzschildovymi soufadnicemi a novymi soufadnicemi v implicitnim tvaru

(tedy s pouzitim H-'), kdy (4.3) pfejde na

o = HNU)+H (V)

2t = H ' U)—-H (V). (4.4)

Jak uvidime, v tomto tvaru jiz pujde zapsat transformacni funkce pomoci slozeni

elementarnich funkei.

4.2 Kruskalizace Schwarzschildova prostoroc¢asu

V této casti se pokusime zkonstruovat vhodné soutadnice Kruskalova typu. Pod
timto pojmem rozumime soutadnice pokryvajici analyticky cely prostorocas a u-
moziujici znazornéni kauzalni struktury diagramem podobnym obrazku 3.1. Ve-

lice pfinosnym se stal ¢lanek [15], kde autor konstruuje souradnice vztahy

flr) = f(/u)+ f(1/v) (4.5)
to= f(1/u) = f(1/v), (4.6)

kde
f(r)y=r+2MIn(r/2M —1). (4.7)

Tyto souradnice jsou dle autoru analytické na .#*, avSak kompaktifikace od-
souva singularitu (r = 0) do u,v — 00 a #* jsou definovany pomoci u =0 a v = 0.

Proto bereme tento piistup jako motiva¢ni pro dalsi avahy.
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Pojdme si nyni ukézat princip transformace Schwarzschildovych soutadnic

pomoci implicitnich vztaha. Viz feSeni soustavy (4.2)

r=f(r) = g(u)+g(v) (4.8)
b= glw—go) (4.9)

kde g(z) je zatim nezndma funkce.

Dosazenim této transformace do drahového elementu
2M
ds* = (1 - T) [—dt® + dr*?] + r*dw?, (4.10)
ziskame transformovany drahovy element obecné jako

ds® =4 (1 — 251\4) g (u)g' (v)dudv + r’*dw’. (4.11)

Takto zavedené transformace jsou vyhodné piredevsim z toho divodu, Ze bu-
deme hledat neznamé funkce g(z) tak, abychom splnili pozadavky kladené na
metriku. Je dilezité si zdiraznit, zZe takto zavedené transformacni vztahy nejsou
primarné motivovany fyzikalné, ale analytickymi pozadavky. Opét jde o sourad-
nice spojené s nulovymi ¢asticemi, stejné tak jako tomu bylo v piipadé zavadéni
Kruskalovych—Szekeresovych soufadnic. Ac¢koli v ramci konvence oznac¢ujeme ma-
lymi pismeny souiadnice Kruskalova typu (u,v € (—o00,0)), tak nam v principu
nic nebrani hledat pifimo transformace mezi Schwarzschildovymi soufadnicemi
t,r a jiz kompaktifikovanymi U,V € (—a,a). To je zasadni rozdil, protoze doposud
jsme nejprve potiebovali mit metriku v soutradnicich Kruskalova typu a ten jsme
nasledné kompaktifikovali. Zato nyni muzeme provadét kompaktifikaci primo a
budeme dostavat Penrosetv—Cartertiv diagram analogicky jako pii kompaktifika-
ci Kruskalovych-Szekeresovych soufadnic.

Nejprve se pokusime nalézt vhodné transformacni funkce Kruskalova typu.

Zvolime transformad¢ni funkei

glz) =x+2MIn (ﬁ) ) (4.12)

ktera je analogicka s |15] resp. (4.5) (oproti literatufe posunuta o 2M).
Je ziejmé, ze transformac¢ni funkce (4.12) se asymptoticky chova pro z — oo
linearné, tj. g(z) ~ O(x) a stejné tak se chova zelvi souradnice (4.7). V okoli nuly

dominuje ¢len In(z/2M), tj. 2 = 0 nam odpovida horizontu. Transformace mezi
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Schwarzschildovymi soufadnicemi a naSimi novymi soufadnicemi je explicitné

rr=fr) = g(u)+g(-v) (4.13)
t = g(u)—g(—v). (4.14)

Takto zavedené soutadnice odpovidaji vnéjsi Schwarzschildové oblasti (r >
2M). Pro transformaéni funkei (4.12) muzeme zapsat drahovy element ve tvaru

ds? = —4 (1 — 2M) (1 + W) (1 — W) dudv + 7* (u, v)dw?. (4.15)

T u v

Rozebereme si chovani metrického koeficientu g,, na horizontu. Clen obsahujici
radialni soufadnici r jde do nuly linearné (tj. chova se jako O(u) pro u — 0), naopak
¢leny obsahujici nové proménné (u,v) v okoli nuly diverguji linearné (ve smyslu
14+2M/u~ O(u') pro u — 0), takze vysledny sou¢in je kone¢ny a spojity. Kladnou
vlastnosti je, Ze tento metricky koeficient neobsahuje exponencidlni ¢len.

Bohuzel takto zavedena metrika je pro hodnoty v = 2M a v = —2M dege-
nerovanéa (neregularni). Hodnoty téchto soufadnic lezi uvnité Schwarzschildova

prostorocasu.

Obecné pozadavky na transformacni funkce.

V predeslé ¢asti bylo vyli¢eno, ze piimocara aplikace transformacnich funkei z [15]
resp. [17] nam nedovoli zkonstruovat kruskalizovany prostorocas tak, abychom
méli v§echny pozadované vlastnosti.

Zkusime si tedy obecné rozebrat podminky na transformacni funkci g(z), kte-
rou si rozdélime na dvé Casti g(x) = h(x) + 2M In(k(x)). Pro urceni konkrétnich

pozadavki na chovani g(x) médme nésledujici tii vazby:

1. Musime splnit rovnici

r+2M1n (ﬁ - 1) = h(u) + 2M In(k(w)) + h(v) + 2M In(k(v)), (4.16)

¢ili defini¢ni vztah novych transformovanych soutadnic.

2. 7 pozadavku regularity metrickych koeficienti pro » = 2M plyne podminka

r—2M k' (u) k' (v)

<h’(u) +2M ) ) <h’(v) +2M ) > #0,  (4.17)

Juu(r = 2M) =4

kterou ziskime z drahového elementu (4.11). Metricky koeficient gy nevy-

pisujeme, protoze gy = r? je automaticky regularni pro r = 2M.
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3. Pro oblasti kolem .#* nelze mluvit o analyti¢nosti koeficientu gyy = 72(u,v),
ktery jasné diverguje pro r — oco. Nicméné je rozumné pozadovat (pro pevné

v) regularitu vyrazu

WD) (1 o) = T221 <h'(u> + 2MZ((5))) #0. (4.18)

Zaroven musime splnit (4.17) pro r — oo, ale to je ekvivalentni splnéni (4.18).

7 téchto vazeb si muzeme urcit nasledujici podminky na funkce h(z) a k(z).

Faktor 2M pied logaritmem vyplyva z piechodu Zelvi soufadnice (4.7) pies
r = oo. Musime nutné uzit komplexni analyzy, protoze v realnych soufad-
nicich je logaritmus definovan jen na R*. Logaritmus mé& v bodé r = ~
vétvici bod, tj. pti pfechodu pies radiadlni nekonecno se logaritmus zméni
jako 2M In(r/2M —1) — 2M In(1—r/2M)+2M -7mmi, kde m = £1 (hodnota m nam
urcuje volbu Riemannovy plochy). Vidime tedy, Ze faktor pred logaritmem
u transformacni funkce musi byt taktéz 2M, aby (4.8) predstavovala v okoli
r = oo komplexni rovnici pro redlnou funkci redlnych proménnych r(u,v).

Pro situaci v okoli » = 2M plati stejné argumenty.

Funkce k(x) se musi nezbytné chovat asymptoticky jako k(z) ~ O(z?), kde p je
liché prirozené cislo, aby platilo Jlim = oo, Plati-li In(z?) = pln(z), pak
budeme déle predpokladat

k(z) ~ O(z). (4.19)

Chovéni v okoli nuly nam musi korespondovat s chovanim zelvi souiadnice,
takze nase funkce k(z) musi jit do nuly. Z argumenttu podobnych jako v pii-
padé prechodu pies radidlni nekoneéno a rovnost v komplexni promeénné,
predpokladame pro z = 0 chovani k(z) ~ O(x). Uzivani symbolu O se mii-
ze ruznit, proto jesté uvedeme, ze predchozi chovani s uzitim O-notace je
ekvivalentni podminkdm

lim k(z)/x =M, a limk(z)/z= M.,

T — 00 z—0

kde M, e R.

Navic nam chovéni logaritmu fixuje znaménko v sou¢tu (4.8), kde musi byt

+, abychom méli pro u,v = 0 rovnost logaritmu pro r = 2M.

Funkce h(x) musi byt pro dostatecné velka x linearni, abychom méli korespon-

denci s chovanim Zelvi soufadnice.
h(z) 2 O(x) pro =z — +oo (4.20)
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V okoli nuly musi byt dominantnim ¢lenem logaritmus, tudiz u funkce h(z)

staci predpokladat jeji omezenost na okoli z = 0.

K (2)
k(a)

Derivace logaritmu bude vzdy ménit znaménko pii prechodu pies z=0a z =

+o00, coz obdrzime z vlastnosti pozadovanych na samotnou funkci.

Predpokladali jsme k(z) ~ O(z) kolem nekonec¢na i nuly, to znamené ze

derivace logaritmu bude v nule divergovat linearné:

~ 0@ ). (4.21)

K tomu se zméni znaménko pii prechodu z kladnych do zapornych hodnot

z. Pro z — +oo ptjde tento podil do nuly.

h'(z) V okoli nekone¢na jsme pozadovali linedrni chovani, proto derivace bude
konstantni.
W(zx)~0O() pro x— +oo (4.22)

Derivace logaritmické ¢asti jde pro z — +oo do nuly (4.21), tak je celkova

hodnota derivace ¢'(z) pro z — oo konstantni.

O chovani derivace v okoli nuly nelze nic tvrdit, protoze jediny pozadavek
zatim byl, aby h(z) byla omezenéa. Pokud si v8ak uvédomime, ze logarit-
micka ¢ast derivace méni znaménko, budeme muset nutné pozadovat, aby
i A'(x) ménila znaménko pro z = 0. V opa¢ném piipadé bychom dostavali

degenerovanost metriky. Z toho plyne, ze h/(z) ~ az + O(2?), coz implikuje

h(z) ~ B+ %Osz +O0(2*) pro z—0. (4.23)

Shrneme-li si vySe zminéné pozadavky, celkové od ¢'(z) pozadujeme, aby v nu-
le divergovala jako O(z~!) pro =z — 0 a byla vSude nenulovi. Pravé dosahnuti
Najit vhodnou transformaéni funkci mezi Schwarzschildovymi soufadnicemi
r,t a soutadnicemi Kruskalova typu u,v, jenz by generovaly regularni metriku na
#*, se nam zatim nepodafilo. Zkusime tedy nejprve najit piimo transformaci
do kompaktifikovaného prostorocasu a nasledné zpétné vygenerovat souradnice

Kruskalova typu.
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4.3 Kompaktifikace Schwarzschildova prostoroca-

su

V této ¢asti se pokusime o primou konstrukci kompaktifikovanych soutradnic bez
mezikroku konstrukce kruskalizovanych soufadnic. Tento postup se ukaze snadnéj-
§i zejména proto, ze hodnoty transformacnich funkei ur¢ujeme pouze ve viastnich
bodech, kde se daji lépe ovérit analytické vlastnosti.

Pro konstrukci kompaktifikovanych soutradnic plati stejné diskuze jako v pre-
deslé ¢asti, jen s tim rozdilem, 7e pokud jsme pozadovali linearni chovéani (tj.
g(z) ~ O(x)) pro = — oo, pak v piipadé kompaktifikovanych soufadnic pozadujeme
linearni divergenci (tj. g(X) ~ O (ﬁ) ) pro néjaké® X = a, coz odpovida transfor-
maci r — 1/r. Vazby (4.16) a (4.17) zustavaji nezménény, protoze jedind zména
v (4.17) je pronéasobeni tohoto metrického koeficientu faktorem 92, ktery je pro
r < oo nenulovy a kone¢ny. Tim se naim podminky na h(X) a k(X) nezméni.

Posledni vazba (4.18) se nam zméni zasadné, protoze Q(.#+) = 0. Pfepsani této
vazby pro metriku (U, V) je na obecné tirovni naro¢né, tudiz budeme postupovat
tak, ze si nejprve zvolime konkrétni transformacni funkce a néasledné ovérime
analyti¢nost vyrazu Qr.

Shrnuti vlastnosti pro kompaktifika¢ni funkce mame v tabulce 4.1.

(XT wx) | k) [ W) [ kX)) |
~2 | 9(mw) | (o) | © (i) | O (s
0 O(1) O(X) 0 oX™)

i [9(z=) [ 0(2x) | 0 (ane) | © (i)

Tabulka 4.1: Shrnuti vlastnosti transformacnich funkeci pro kompaktifikaci Sch-
warzschildova prostorocasu.

4.3.1 Transformace pokryvajici analyticky cely Schwarz-

schildtav prostorocas

Pro logaritmickou ¢ast zvolime vnitini funkci k(X) = tan(X), protoze tan(X) se
chova v okoli X =0 jako tan(X) ~ X + O(X?®) , a zaroven diverguje pro X = +m/2
jako tan(X) ~ %jFX + O(X — %), coz jsou vlastnosti, které jsme zminovali vySe.

Za funkci h(X) bychom mohli stejné tak piimocare volit funkci A(X) = tan(X).

Ta se ale chova v okoli nuly linearné a derivace je v okoli nuly konstanta. To zna-

3Dle konvence znatime malymi pismeny nekompaktifikované soufadnice a velkymi pismeny
soufadnice kompaktifikované.
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mené ze nemeéni znaménko tak, jak pozadujeme pro nedegenerovanost metrickych
koeficient1.

Jako alternativu muzeme zvolit h(X) = 1/ cos(X), coz je funkce divergujici pro
X = 7/2 linearné a v okoli nuly se chova kvadraticky v druhém fadu. Zkusime
s témito funkcemi transformovat drahovy element do novych soufadnic. Celkové

mame transformadni funkeci:

M

Zavedeme tedy transformaci mezi Schwarzschildovymi soufadnicemi a novymi

kompaktifikovanymi souradnicemi pomoci funkce (4.24) jako

o= M n(tan L n(tan
T cos(U) +2M In(tan(U)) + cos(V) + 2M In(tan(V)) (4.25)
M M

Nyni si prepiseme Schwarzschildiuv drahovy element (3.3) pomoci naSich no-

vych soutadnic jako

ds? = 4 (1 - 21”) (sin(U) + tanz(U)> (sin(V) + taf(v)> — (U)ch QOS AUV
(4.27)

Soufadnice jsou zavedeny bezrozmérné, proto ma dréhovy element (4.27) roz-

meér M?2.
Pokud chceme zavést konformni metriku, je volba Q pfimocara az na volbu
konstanty, kterou snadno zjistime z podminky (2.13). Tim obdrzime faktor

cos(U) cos(V)-

Q:
4M?

(4.28)
Pokud timto konformnim faktorem pronasobime drahovy element (4.27), ob-
drzime tak

ds® = (4M)? (1 - 21”) (sin(U) + taDQ(U)> (sin(V) + taf(v)> dUdV + Q*r?dw? (4.29)

Analyti¢nost na v+

Vzhledem k tomu, Ze jsme nenasli v zadné literatute piimy navod k ovéreni ana-
lyti¢nosti obecné funkce, tak jsme museli nalézt vlastni metodu. Potiz s ovéfenim
analyti¢nosti je v tom, Ze tento pojem se uziva predevSsim u funkci komplexni
proménné, kde analyti¢nost plyne ze spojitosti a holomorfnosti dané funkce. Pti
uziti redlnych proménnych nam literatura tika, ze funkce je analyticka v bodé =,

pokud se v tomto bodé shoduje se svym taylorovym rozvojem. Tato definice ndm
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vSak nic nerikd o tom, jak analytické vlastnosti readlné ovérit. VétSinou si vysta-
¢ime s tim, ze skladdme, nasobime nebo s¢itame analytické funkce. Tento postup
koeficientu gg. Jeho hlavni potiz je v tom, ze méme chovani na .#* analogickou
chovani arctan(1/x) pro = — 0, kdy vnitini funkce je divergentni a vnéjsi funkce je
viceznac¢nou funkci s komplikovanou Riemannovou plochou.

Autofi [15] a [17] ukazuji analyti¢nost vyrazu Qr z jeho rozvoje. P¥i prochazeni
jejich postupu jsme narazili na fakt, ze p¥i rozvoji »(U, V) se ndm , michaji“ vyrazy
ruznych tadi. Konkrétné prispévek z prvniho fadu obsahuje logaritmus a stejné

tak obsahuje logaritmus i druhy rad, symbolicky

k(U V) +In(k2 (U, V) = In(ks (U, V) + In(In(ks (U, V))),
1. rad 2. rad

kde k;(U, V) jsou obecné funkce. Uvedeny vyraz slouzi pouze k demonstraci rozvoje
Qr.

Pri takto slozité struktufe rozvoje je obtizné hovorit o t¥idé diferencovatelnosti
nebo analyti¢nosti. Sice muzeme ukazat, ze prvni dva fady jsou konecné, ale
nemame zadnou zaruku, ze budeme mit kone¢né vSechny dalsi ¢leny.

My jsme se proto rozhodli sestavit diferencidlni rovnici pro vyraz Qr tak,
aby byla v okoli .#* regularni. Z teorie feseni diferencialnich rovnic ve tvaru rady
mame zaruceno, ze bude funkce v tomto bodé analyticka [38]. Na§ vyraz ozna¢ime
jako novou funkci ©(U) = Qr, pro kterou najdeme regularni diferenciélni rovnici
s tim, ze ze znalosti pocate¢ni podminky mizeme nalézt rozvoj libovolného fadu
(iterativnim proces muzeme opakovat bez omezeni). Pomoci toho mame zaruceno,
ze se vysledny rozvoj bude shodovat s danou funkci k(U), coz je presné definice
analytické funkce. Vice o této metodé a predevsim postupu pri feSeni pro nas
prostorocas nalezneme v Dodatku B.4.

Jako vysledek této metody nam postaci vypsani prvnich tii ¢leni vysledné

fady fesici danou diferencialni rovnici (B.14).

Qr =~ CZS](\;/) - (2ln(2) Z(])\Z(V) 1 + (:025](\;/) In (tan(V))) (U - g) -
3 (2111(2) (;(3\84(‘/) +1 n COj\E[V) In(tan(V)) — 003(4‘/)) (U B g)z N

L0 ((U _ g)?’) | (4.30)

Je vyhodné si prohlédnout jednotlivé koeficienty rozvoje. Dilezita je kone¢nost
jednotlivych ¢lent rozvoje (4.30). Sice se nam vyskytuji v rozvoji ¢leny obsahujici
In(tan(V)), ale tyto ¢leny jsou nasobené funkci cos(V). Celkova hodnota je analo-

gickd limité limzln(1/z) = 0. PTi derivovani ¢len po c¢lenu narazime na vyrazy
z—0
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typu

%xln(l/x) =In(1/z) +1, (4.31)

které logaritmicky diverguji. Dostdvame tedy stejnou strukturu C° v i° shodné
s |15].

Analyti¢nost koeficientu gy je ziejméa primo z drahového elementu (4.29). Zde
se nam vyskytuje ¢len (1—-2M/r), o kterém vime (napf. [14]) Ze je analyticky. Dalsi
¢leny si mizeme piepsat jako (sin(X) + 2coth(X)), coz je pro X — =/2 analyticki
funkce. V gy se tedy vyskytuje soucin analytickych funkei na okoli .#*, tim méame

zarucenou analyti¢nost koeficientu g, na okoli 7=,

Analyti¢nost soufadnic na horizontu

Analytické pokryti horizontu je také podstatnou vlastnosti metriky. Vime, ze
Kruskalovy—Szekeresovy souiadnice jsou na horizontu analytické (viz B.4). Pfi
nagich dvahach o chovani transformacnich funkci jsme se snazili o konstrukci
novych soutadnic tak, aby splhovali analytické pokryti horizontu. Nyni se o tom
budeme chtit explicitné presvédcit.

K ovéreni této vlastnosti si vyjadiime zavislost » = »(U,V) a budeme zkoumat
rozvoje metrickych koeficientii, nebo muzeme zkusit vyjadiit metriku ve formé, ze
které bude ziejmé, Ze je na horizontu analyticka. Zvolime si druhy a elegantnéjsi
postup.

V dréhovém elementu (4.29) vidime, 7e metricky koeficient g, se na horizontu
chova jako ,2“. Pokusime se tento vyraz upravit tak, abychom ho pfevedli na
kone¢ny vyraz pro r = 2M.

Z transformac¢niho vztahu (4.25) si mazeme vyjadiit vyraz r — 2M, ktery jde

pro r — 0 do nuly, obecné jako

r—2M = 2M exp (%) exp (%ﬂ?) exp (ﬁ) . (4.32)

Pro nasi transformaci (4.24) po drobnych upravach obdrzime explicitné vztah

r—2M = 2M tan(U) tan(V') exp (2002([]) + 2coi(V)> exp (—ﬁ) . (4.33)

Nyni jiz muzeme piepsat metricky koeficient gy 7z dréhového elementu (4.29)

jako

_ [sin®(U) +2cos(U)][sin*(V) + 2 cos(V)] 1 1 r
Juv = 2Mr cos(U) cos(V) o (2 cos(U) + 2 COS(V)) P (_2]\?2 ;))4)

ze kterého je jiz jasné, ze tento metricky koeficient je na horizontu (U = 0 nebo V =

0) kone¢ny a analyticky (je slozeny jen z analytickych funkci na okoli horizontu).
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Samoziejmé bychom mohli psat drahovy element ve tvaru obsahujici vyraz (4.34),
kde by bylo ihned vidét, Ze metrika je na horizontu analyticka, ale zase z tvaru

(4.29) je lépe vidét jeji asymptotické chovéni.

Prechod pres s+

Vzhledem k tomu, Ze jsme si ukazali analyti¢nost metrickych koeficientu na =+,
tak nam nic nebrani tyto koeficienty analyticky prodlouzit za tuto oblast a podivat
se, jaka ¢ast Schwarzschildova prostorocasu se nam zde zobrazi.

Autofi v [14] kladou do této oblasti ,nahého“ Schwarzschilda se zapornou
hmotou. V jejich ptistupu vSak vychazeji z Finkelsteinovych—Eddingtonovych od-
chazejicich (outgoing) soutfadnic, kde provedou transformaci radialni souradnice
I = 1/r. To znamend, 7e piechod pres .#+ odpovida prechodu souradnice I skrz
I =0 (z kladnych do zapornych hodnot). Timto mame analyticky pfechod pies
#+. Autori pak zavedou pro oblast [ < 0 nové soufadnice # = —I~!, o = u a navic
definuji novou hmotnost m = —m. Po téchto tpravach obdrzi Schwarzschildovu
metriku ve vchézejicich (ingoing) Finkelsteinovych-Eddingtonovych soutfadnicich
o,7. V tomto smyslu je analyticky pfechod ptres .#+ dle [14] voditkem pro nasi
vyslednou metriku (jaky prostorocas tu muzeme o¢ekavat). Nicméné pro piechod
pfes .#~ bychom museli zavést analogicky Finkelsteinovy—Eddingtonovy vchaze-
jici soutadnice a analyticky je prodlouzit. My vSak chceme zkonstruovat takovy
soufadny systém, v némz lze prechazet volné pres obé .#* aniz bychom ho mu-
seli ménit. Je-li n4m znédmo, tak doposud toto nesplhuje zadny soutadny systém
pokryvajici analyticky cely Schwarzschilduv prostorocas.

Jak jsme si predvedli, tak nase soufadnice vychéazejici z funkce (4.24) nam
analyticky pokryvaji obé nulovi nekone¢na #*. Jako jednu ze zakladni vlastnosti
nasi transformace jsme chtéli analytické pokryti prechodu radialni souradnice pres
r = oo, takze by nas nemélo prekvapit, ze v oblasti za .#* lezi oblast zdpornych
radialnich soutadnic.

Jak jiz bylo feceno na zacatku prace, tak Penroseovy—Carterovy diagramy
maji vyznam piedev§im pro jejich piehlednou kauzalni strukturu. O kauzalni
strukture oblasti » < 0 se tudiz nejlépe presvédcéime z Penroseova—Carterova di-
agramu konstruovaného pro soutfadnicovou transformaci pomoci funkce (4.24).
Tento diagram je na obrazku 4.1, kde v oblastech za #* se nachézi prostorocas
s nahou singularitou. Obdrzeli jsme tedy stejnou oblast v souladu s [14], kterou

nazyvame nahym Schwarzschildovym prostorocasem.
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Degenerovanost metrickych koeficienti

Transformacni funkce g(X) = M/ cos(X) + 2M In(tan(X)) kompaktifikujici Schwarz-
schildiv prostorocas je analytickou a nedegenerovanou na horizontu a prede-
v§im Schwarzschildova metrika ziskana pomoci této transformace prechazi v Min-
kowskiho metriku pro radialni nekonec¢no s analytickym piechodem pies .#*.
Pokud se vSak zajimame o roz§ifeni véetné oblasti nahého Schwarzschildova

prostorocasu (r < 0), zjistime, Ze pro hodnoty

2
Uy, Vo = £ | arctan L + 7| ~ +£1.9979
1-+2

je ¢ (Uy) = ¢'(Vo) = 0, nebo-li pro tyto hodnoty soufadnic mame degenerovanou
metriku. Ciselné hodnoty téchto soutadnic v8ak lezi mimo Schwarzschildiv pro-
storocas. Nadplochy neregularity jsou na obrazku 4.1 znazornény teckovanymi
Carami’. Nebudeme-li zkoumat oblasti daleko za .#* (tzn. oblasti za hranici vy-
zna¢enou teckovanymi ¢arami), ale jen klasicky Schwarzschildi prostorocas (r > 0)

a mala okoli .#*, pak lze uzivat tuto souradnicovou transformaci.

4.3.2 Transformace generujici nedegenerovanou metriku

pro r < 0

Pokud chceme takovou transformac¢ni funkci, kterd by generovala metriku nede-
generovanou i v oblastech nahého Schwarzschildova prostorocasu, pak takovou

funkci lze zapsat jako

M 0 1 — cos(X)
9(X) = cos(X) 2M1 (sin(X) cos(X)) ' (4.35)

Funkci jsme nalezli tak, ze jsme vychézeli z vySe zminénych pozadavka kla-
denych na transformacni funkce a nésledné jsem se snazili nalézt nejjednodussi
mozny tvar transformacni funkce, aby derivace ¢/(X) # 0, vX. Dalo by se mluvit
o kvalifikovaném odhadu.

Derivace ¢'(X) této transformacni funkce ma linearni divergenci v pro X = 0,
tj. ¢'(x — 0) ~ O(1/X), coz jsme pozadovali pro analyticky prechod horizontu. Déle
obsahuje faktor 1/cos(X)?, ktery zahrneme do konformniho faktoru a snadno je
vidét, ze ¢itatel je vidy kladny a nenulovy. To je pozadavek pro nedegenerovanou

metriku.

dg(X) _ M(l + cos(X))? — 2cos(X)?

dXx cos(X )2 sin(X) (4.36)

4Vzhledem k nulové povaze nadploch neregularity nelze explicitné vyjadfit, pro kterou hod-
notu r neregularita nastane, ale muzeme si vyjadfit implicitng vztah ™ +t = g(£Uy) AV €
(—m/2,7/2), ktery nam ur¢uje dané nadplochy. Pro Vj je situace analogicka.
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Obrazek 4.1: Kompaktifikace pomoci transformacni funkce (4.24). Carkované vy-
nasime t = konst. a plnou ¢arou r = konst.. Na diagramu jsou vyneseny oblasti
lezici za #*, kde mame oblast zapornych r. Nachézi se tu naha singularita. Déle
pak mame na diagramu teckované vyznacCeny nadplochy na kterych je metrika
neregularni.

Pii volbé konformniho faktoru Q = <800 ohdrzime konformni metriku

zapsanou pomoci drahového elementu jako

ds* = <1 — in> I Mi (fr{()[f)(;/i 0 dUdV + Q°r*dw?, (4.37)
kde jsme pouzili oznaceni B(X) = (1 + cos(X))? — 2cos(X)* pro zkraceni zapisu.
Tato metrika je taktéz analytickd na horizontu. O tom se lze piesvédcit stejnym
postupem jako u predeslé transformace (4.24).

Pro analyti¢nost vyrazu Qr na #* mizeme opét sestavit diferencidlni rovnici
a fesit ji pro hodnotu U = /2 nebo V = —7/2 ve tvaru fady (opét postup popsany
v dodatku B.4). Prvni ¢leny této fady jsou

O~ cos(V)
4M
cos(V sin(V 2cos(V)In(2 1 T
- ( 2z(\4)1“ (cos(V)(co(s(‘)/)+1)> + 22 iM( = )(U_2>

+
(COQSZS/ - QCOS(VQ)E@) - Coj\(;/) n (cos(V)S(i:o(s‘Q/) n 1)>> (v-3)

o) ((U - g)3> (4.38)
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Analyti¢nost metrického koeficientu g, mame stejnou diskusi jako u transforma-
ce (4.24). Opét mame soucin ti{ analytickych funkcich na okoli .#*, tim méame
zaruc¢enou analyti¢nost metrického koeficientu gy .

Penroseuv—Carteruv diagram ziskany transformacni funkei (4.35) je na obraz-
ku 4.2.

Obrézek 4.2: Penrosetiv—Cartertiv diagram konstruovany dle transformacni funkce
(4.35). Pouzitim této kompaktifika¢ni funkce jsme dosahli analyti¢nosti v celém
Penroseové-Carterové diagramu, véetné oblasti analyticky rozsitené za #*.

V ¢asti o kompaktifikaci Minkowskiho prostorocasu jsme si rozebirali jedno-
znacnost volby konformnitho faktoru. Dospéli jsme k vysledku, Zze do konformniho
faktoru lze zahrnout libovolnou pozitivni, omezenou funkci, jejiz hodnota v i° je
rovna jedné. Pokud se podivame na funkci B(X) v drahovém elementu (4.37),
vidime, Ze jeji hodnota pro X = 7/2 je presné B(n/2) = 1. Funkce je vzdy kladna

a nenulova, takze ndm nic nebréani ji zahrnout do konformniho faktoru a splnéni
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podminek (2.9)—(2.13) zustane zachovano. Jeho tvar je nasledné

cos(U) cos(V)

Qx = .
4M2\/(1+ cos(U))? — 2cos(U)3+/(1 + cos(V))2 — 2 cos(V)3

(4.39)

Zaglenéni funkce B(X) do konformniho faktoru ndm pomiize k uhlazenéjsimu tva-

ru konformni metriky. Drahovy element s uzitim Qx pak muzeme zapsat jako

4M? sin(U) sin(V')

dUdV + Q% r2dw?. (4.40)

Volbou tohoto konformniho faktoru jsme doséhli jednodussiho tvaru metriky

N

sestavit diferencidlni rovnici pro ovéreni analyti¢nosti na .#*. Sledovali jsme, ze

cos(U) cos(V)

o2, pokud pouzijeme konformni

lze ziskat rozvoj pro konformni faktor Q =
faktor (4.39). Analyti¢nost se nam zachova, protoZze soucin dvou analytickych
funkci je také analyticky.

Explicitni zavislost » = (U, V)

Explicitni vyjadieni zavislosti » = »(U, V) miizeme zapsat jako

rU.V) =2M {Wk < cc}s(U(;Ossigl)]) cols(V(;Osiil‘(/I)/) P <2coi(U) * QCoi(V) - 1)) + 1} :
(4.41)

kde k urcuje vétev Lambertovy W-funkce tak, ze k£ = 0 odpovida kladnym radi-

alnim soutradnicim a k¥ = —1 odpovida zapornym hodnotam radidlni souradnice.
Vybér téchto dvou vétvi plyne z toho, 7e pouze vétve k = —1,0 maji redlny obor
hodnot Lambertovy funkce (viz B.2).

Na Obrézcich 4.3 a 4.4 mame porovnéani okoli bodu i° pii kompaktifikaci po-
moci implicitné definované transformace (4.35) Schwarzschildova prostoroc¢asu
(vlevo) a kompaktifikace Minkowskiho metriky (vpravo). Srovnanim obou obraz-

ku zjistime, ze tyto oblasti si odpovidaji.

4.3.3 Uhel r =0 v bodech i* a °

Na Obrazku 4.2 vidime, ze k¥ivka popisujici singularitu (v obou oblastech r > 0
i 7 < 0) neni tseckou. Zajima nas jak vypada thel, pod kterym se nase kiivka
popisujici singularitu blizi do vyznamnych bodu i* a i°. Konkrétni hodnoty ahlu
pod kterymi se nam ktivka r = 0 blizi do naSich bodi, zjistime z implicitni derivace
transformadni rovnice f(r = 0) = g(U() +g(V). Pro nasi transformad¢ni funkei (4.35)

mame derivaci vzhledem k zavislosti V = V(U) danou vztahem

dv _ (2cos(U)? — (cos(U) 4+ 1)?) cos(V)?sin(V) (4 42)
dU (2cos(V)3 — (cos(V) + 1)2) cos(U)2sin(U)’ '
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Obrazek 4.3: Okoli bodu ° pii kom- Obrazek 4.4: Okoli bodu i pii kom-
paktifikaci dle (4.35) paktifikaci Minkowskiho.

kde se nam vyskytuje v ¢itateli i jmenovateli ¢len, ktery jsme v drahovém ele-
mentu (4.37) oznacili B(X) a ukazali jsme si, Ze tento ¢len je vzdy nenulovy a ome-
zeny. Vzhledem k tomu, Ze hodnoty cos(X) a sin(X) jsou v bodech U,V = {47/2,0}
nulové nebo jednotkové (hodnoty limit budou nula nebo divergentni) a ¢leny
B(U), B(V) nabyvaji v téchto bodech hodnot —1,-2. Z toho divodu nebudeme
¢leny B(U), B(V) dale uvazovat, nebude-li to nutné.

Pii urcovani hodnoty implicitni derivace (4.42) v bodech i* dost zalezi na
sméru (poradi), ve kterém budeme provadét limity vyrazu na pravé strané vztahu
(4.42). Musime si uvédomit, ze se k témto bodim muzeme pfiblizovat pouze z ob-
lasti, kde existuje redlny fyzikalni prostor. To znamend, Ze se do téchto bodu
budeme priblizovat z kladnych hodnot, tj. » — 0 zprava.

Pro bod U =0,V = 7/2 musime nejprve provést limitni proces pro soutradnici
U zprava a poté pro soutadnici V zleva. Pouze tak zajistime, ze se do bodu i*
blizime z fyzikalné redlné oblasti. Celkové tedy mame:

v , _cos(V)?sin(V)\ _
dU vllf?}gf Ulgf)l+ < cos(U)?sin(U) ) > (4.43)

a pro bod U = 7/2,V =0 mame po obdobné diskusi

av. ) _cos(V)?sin(V)
dUu Uilf/lr vhﬂ)h ( cos(U)?sin(U) ) 0 (4.44)
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Nase vypocty se shoduji s tim, co je zndzornéno na obrazku 4.2. Musime si jen
uvédomit, ze vypocty jsou provadény pro svételné souradnice, kdezto diagramy
kreslime dle zvyku v soutadnicich otoc¢enych o 45°.

Pro i resp. i~ v oblasti » < 0, ur¢eném hodnotami soutadnic U = 7/2,V =
—7/2, si zase musime uvédomit, jak budeme provadét limitni proces, abychom se
k danému bodu blizili stejnym stylem jako v pfedchozich odstavcich. Ze vztahu
(4.42) spocitame, Ze pii dosazeni nagich hodnot pro U a V dostavame hodnotu
limity v tomto bodé rovnou jedné (jen ze znalosti sudosti a lichosti funkei sin(X)
a cos(X)), tj. 9% = 1. Ted by méla nasledovat diskuse ohledné vynechanych ¢lent
B(X), ale vzhledem k tomu, Ze tyto funkce jsou slozeny pouze ze sudych funkci,
pak se jejich hodnoty ve vyrazu (4.42) jednoduse zkrati.

Vysledek opét koresponduje s Obréazkem 4.2 resp. vyfezem na Obréazku 4.3.
Kdyby nés zajimaly i body i~, které jsou u singularity v maximalné rozsiteném
Penroseové—Carterové diagramu, tzv. ,white hole“, pak je diskuse kvalitativné

stejnad a jiz se miuzeme spokojit s diagramem 4.2.

4.4 Zpétna kruskalizace

V predchozich sekcich jsme sledovali kompaktifikace Schwarzschildova prostoro-
¢asu, které mély analytické metrické koeficienty na .#*. Konstrukci pfimo kom-
paktifikovanych soufadnic jsme zvolili proto, ze bylo snazsi nalézt vhodné trans-
formacni funkce spliujici vSechny nase pozadavky.

V8echny znamé kompaktifikace vyskytujici se v literature postupuji tak, ze
vezmou Schwarzschilduv prostorocas v Kruskalovych—Szekeresovych souradnicich
a nasledné tyto souradnice kompaktifikuji. My se pokusime vygenerovat z nasich
kompaktifikovanych soutfadnic nové souradnice Kruskalova typu.

Vzhledem k tomu, 7e kladnou ¢ast (r > 0) Schwarzschildova prostoro¢asu nam
mapuji soufadnice U,V v rozsahu (-=n/2,7/2), pak myslenka , dekompaktifikace
spoc¢iva v tom, Ze bychom chtéli pfenést tento interval na redlnou osu. Konkrétné
musime zvolit funkci takovou, aby zobrazovala R — (-7 /2,7/2) jednozna¢né. Jako
nejsnazsi postup se jevi pouzit funkci arctan(z) (pfipominam nase znaceni, kdy pro
kompaktifikované souradnice uzivame velkd pismena a pro nekompaktifikované
mala pismena). Pak zapiSeme nasi zpétnou transformaci do souradnic Kruskalova
typu jako X = arctan(z). Dosadime-li tuto zpétnou transformaci do implicitnich

transformad¢nich funkei (tj. G(z) = g(arctan(z))), obdrZzime vyrazy

48



(4.24) = Gu) =M 1+u?+2In(u)) (4.45)
(4.35) = Gu) =M <\/1 +u?+2In ((\/l - DV “2)) : (4.46)

u

Uvadime zde obé transformacni funkce, protoze prvni transformace (4.24) sice
ynefunguje daleko*® za .#*, ale tvar transformace je jednodussi jak v kompaktifi-
kovanych soufadnicich, tak i v nekompaktifikovanych, jak vidime ve vztahu (4.45).
Vztah (4.46) nam ukazuje zpétnou kruskalizaci pro funkei (4.35). Pfi porovnani

Ackoliv jsme zde zminili nékolikrat, ze soutfadnice jsou Kruskalova typu, pak
bychom se méli presvédcit, ze tomu tak opravdu je. Jeden z pozadavki na kruska-
lizaci je, Ze chceme mit souradny systém spojeny s geodetikami svételnych ¢astic.
Metrika bude mit formalné stejny tvar, jako v piipadé kompaktifikovanych sou-
fadnic a je ziejmé, Ze u = konst. A v = konst. popisuji geodetiky svételnych castic.

Druhy pozadavek je, abychom méli prostorocasovy diagram analogicky Krus-
kalové diagramu. O tom se nejlépe piresvédéime obrazkem 4.5.

Poslednim pozadavkem je regularita horizontu, o které se muzeme piesvédcit
z explicitné vyjadienych metrickych elementi, konkrétné pro transformaci (4.45)

mame metricky koeficient

g :4M2(1_2]\4)u2+2\/1+u2v2—|—2\/1+v2
“ uv1+ u? oI+ 02

r

(4.47)

resp. pro transformaci (4.46)

Guo = 403 (1 _ M) “2+u4+u2\/1+7—2\/1+7+2 y
" u(14u?)(/14u2 1)
% oot po2y/1402 —2¢/1402 42 (4 48)
v(1402) (/1402 1) . )

V obou piipadech vidime, Ze na horizontu se metrické koeficienty chovaji jako

2MN\ 1
gUV|T—>2M ~|l-—

r ) w’

coz je presné stejny tvar metrického koeficientu jako mame v piipadé Kruskalo-

vych—Szekeresovych soutradnic.

5Pod pojmem daleko rozumime to, ze lze analyticky piejit pies #*, ale nelze pokryt celou
oblast r < 0. Pojem nefunguje ve smyslu, Ze vyslednd metrika je degenerovana.
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Obrazek 4.5: Prostorocasovy diagram zkonstruovany pomoci transformacni funk-
ce (4.46) Kruskalova typu.

4.5 Vztah mezi Kruskalovymi—Szekeresovymi
a implicitnimi souradnicemi

Kruskaliv—Szekeresuv soufadny systém je bezpochyby velice vyznamny, tak by
bylo dobré, si zde uvést vztah mezi nim a ndmi nové nalezenymi kompaktifikova-
nymi souiadnicemi.

Pro vyjadieni vzajemného spojeni mezi témito dvémi souradnymi systémy
budeme vychéazet z implicitnitho vztahu mezi radidlni Schwarzschildovou sourad-
nici r a Kruskalovymi-Szekeresovymi soufadnicemi u, v, . (3.15). Abychom
mohli tohoto vztahu pohodIné vyuzit, musime nejprve upravit zelvi souradnici na

vhodnéjsi tvar:

f(r)=r+2MIn(r/2M — 1) = 2M In ((r/2M — 1) exp(r/2M)) (4.49)
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a stejné upravime implicitné zadanou soutradnici:
9(X) = h(X) + 2M In(k(X)) = 2M In(k(X) exp(h(X)/2M)) = In(exp(g(X)/2M)). (4.50)
Po upravach a dosazeni do (3.15) obdrzime nésledujici rovnici

(1 — m) exp(r/2M) = k(U)k(V) exp (28?2) exp <hQ(]\?> = Ug_sVk_s> (4.51)

kde snadno identifikujeme vztah v, , =, . (U). Obecné mame vyjadreni této

Uk _g = exp (“’2(]\(2)) =k(U)exp (lﬂ) . (4.52)

Pro konkrétni transforma¢ni funkce (4.24) resp. (4.35) mame explicitni zavislosti

zévislosti

1
Up o = tan(U)exp(Qcos(U)> pro (4.24) a (4.53)
1 —cos(U) ox 1
Yrees = sin(U) cos(U) p(?cos(U)) pro (4.35). (4.54)

Vztah mezi implicitnimi kompaktifikacnimi funkcemi a ostatnimi soufadnymi

systémy je v tabulce 4.2.

Soufadny systém Vztah k implicitnim souf.
Schwarzschild r,¢ f(r)y=gU)+g(V)
t=g(U) - g(V)
Finkelstein—Eddington u, . =gU)
Ve g =9(V)
Kruskal-Szekeres u, o ==+exp(g(U)/2M)
v, o = +exp(g(V)/2M)
MTW U,rw = arctan(£exp(g(U)/2M))
Ve = arctan(xexp(g(V)/2M))
Novikov—Frolov U,_, = arctan(arcsinh(exp(g(U)/2M)))
V,,_ = arctan(arcsinh(exp(g(V')/2M)))
Hervik—Grgn U, o= \/% In(1 + exp(g(U)/M))
V, o = PR (14 explg(V) /M)

Tabulka 4.2: Shrnuti transformaci mezi implicitné zadanymi soufadnicemi a zna-
mymi soufadnymi systémy uzivanymi k popisu Schwarzschildova prostorocasu.
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Kapitola 5

Reissneruv—Nordstromuv

prostorocas

V této kapitole se pokusime o pifimou aplikaci nasi metody konstrukce trans-
formacni funkce na Reissneriv—Nordstromiv prostoro¢as a ukadzeme si vyhody

i nedostatky tohoto postupu.

5.1 Reissnerovo—Nordstromovo reSeni Einsteino-

vych rovnic

Reissnerovo-Nordstromovo feSeni Einsteinovych rovnic je tzv. elektrovakuové re-
Seni, kdy kromé& hmotnosti, stati¢nosti a sférické symetrie pfipoustime jesté moz-
nost elektrického nédboje. Takto obdrzime feSeni, jehoz dradhovy element je dan
vztahem
ds? = — <1—2M+Qj> de* + <1—W+Qj>ldr2+r2dw2, (5.1)
r r r r
kde vidime stejnou strukturu jako v piipadé Schwarzschildovy metriky (3.3).

V obou piipadech maji drahové elementy strukturu ds?> = —F(r)dt*+ F(r)~tdr? +
r?dw?, pri¢emz oba prostorocasy jsou stacionarni a sféricky symetrické. Pokud bu-
deme vySetfovat singularity Reissnerovy—Nordstromovy metriky zadané draho-
vym elementem (5.1), zjistime, Ze singularita nastava v bodech r = 0,r = r—,r = r+.
V ptipadé Schwarzschildova prostorocasu jsme si ukazali, Ze singularita rg = 2M
je jen soutadnicové povahy, tak i v tomto pripadé Reissnerova—Nordstromova pro-
storoCasu se da ukéazat (napf. [4]) , Ze singularity v bodech r— a r* jsou rovnéz
soufadnicové singularity. Z tohoto divodu bychom méli byt schopni nasi trans-

formaéni funkef (4.35) pokryt minimalné vnéjsi oblast Reissnerova—Nordstromova
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prostorocasu, tj. r* < r < oo, tak, aby se nam zachovala asymptotickd plochost a
analytické vlastnosti na #*.

V naSem piistupu implicitné zadanych transformac¢nich funkei jsme vychézeli
z Reggaeovy—Wheelerovy soutfadnice. Pro Reissnertiv-Nordstromuv prostorocas

zavedeme

+2 —2

r = f(r) :T—i_r*r—r*ln(r%_l)_rf—r* n(?%—l)7 (5.2)
kde r*=M+/M2-Q? a r =M-/M2-Q2,

—

Jediny rozdil je v (az na jinou konstantu) ptidani jedné logaritmické funkce

navic.

5.2 Kompaktifikace Reissnerova—Nordstromova

prostorocasu

Nejprve si musime uvédomit, Ze p¥imocaré pouziti transforma¢ni funkce (4.35)
by nam neumoznilo splnit analyticky pfechod pres .#*, protoze pokud projdeme
radialni soufadnici pfes radialni nekoneéno (r — oo), pak v Zelvi soufadnici (5.2)
se nam vyskytnou dvé imaginarni ¢asti

f(A)=F+xTIn <1 - ;) — k" In <1 - :) +mi(nkt —mK7), 7€ (—o0,0], (5.3)
kde zkracené znacime x* = r**/(rt —r-).

7 predchoziho vyplyva, ze nasi transformacni funkci musime modifikovat tak,
ze nahradime konstantu pred logaritmem 2M — x* a zaroven pridame k nasi
transformacni funkci druhy logaritmus, ktery na .#* diverguje, tj. prididme clen
—k~ In (O (ﬁ)), pro X — m/2.

Pti prechodu skrze vnéjsi horizont r = »* ndm logaritmus s konstantou x*
,Vytvori“ imaginarni ¢ast miktm a druhy logaritmus (k~) je dobfe definovany,
takze zadné imaginarni ¢ast z tohoto logaritmu nam neptibude. To nam zpresiuje
pozadavek na druhy logaritmus, ktery se musi chovat jako —x~In (O (1)) pro X — 0.

Po shrnuti predeslého, si muzeme piedepsat konkrétni tvar nasi transformacni

funkce jako

o0 = e (L () 6)

Piidané logaritmicka ¢ast diverguje (a méni znaménko) pro X = 7/2 a je ko-

necna pro X = 0, Ziskavame tim vhodného kandidata na transformacni funkeci,
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ktera ndm bude pokryvat vnéjsi oblast Reissnerova-Nordstromova prostorocasu
s analytickym prechodem pies #* a pfes vnéjsi horizont r = r*.
Nyni si tedy mizeme zavést transformaci soufadnic mezi radidlnimi sourad-

nicemi a kompaktifikovanymi souifadnicemi

f(r) (5.5)
t = g(U)—g(V), (5.6)

I
SN
S
_|_
=
>

kterd nam da stejné jako v predeslé kapitole transformaci diferenciali —d¢* +dr? =
4¢9'(U)g' (V)dUudV. Diky tomu muzeme ztransformovat Reissnerovu—Nordstrémovu

metriku zapsanou pomoci zelvi souradnice
ds? = (1 - ¥ + ?22) (=dt?* + dr*?) 4+ r*dw? (5.7)
do kompaktifikovanych soutradnic
ds®> =4 (1 — ¥ + ?;) g (U)g (V)AUAV + r2dw?, (5.8)

kde jako obvykle zna¢ime ¢arkou derivaci vzhledem k dané proménné.
Nejprve si provedeme derivaci funkce g(X) a vySetiime si jeji prubéh, abychom
posléze mohli predepsat transformovanou metriku a snadnéji urcit jeji vlastnosti.

Derivace transformacni funkce je dana vztahem

dg(X) _  sin(X) ot cos(X)? —cos(X) -1 . sin(X)
dx ]\/[cos(X)2 cos(X) sin(X) cos(X)’ (5.9)

ze kterého muzeme ihned odecist tvar konformniho faktoru Qx = acos(X), kde
konstantu o uré¢ime z Ashtekarovych podminek na asymptotickou plochost. Po
pronasobeni faktorem Qy je hodnota v bodé X = /2 rovna konec¢na, nebo-li
metrika na .#* se bude chovat jako O(1). Druhou vlastnosti, kterou lze vidét je,
ze tento vyraz diverguje pro X = 0 jako O(1/X). Tuto singularitu neodstranime
konformnim faktorem, ale hodnota X = 0 odpovida (ze vztahu (5.4)) vné&jsimu
horizontu r = r*, kde je ¢len (1 —2M %2) nulovy a jde do nuly linearné. Tato
singularita je v naSem ptipadé zadouci, protoze celkové bude metrika v tomto
bodé kone¢na a nenulova (ukazeme déle).

Posledni vlastnost ¢'(X) je, ze pii prechodu pfes vnéjsi horizont (tj. X = 0) nam
tato derivace méni znaménko. Zminénou vlastnost taktéz pozadujeme, protoze
i¢len (1 — 2 ?—f) méni pii prichodu pres vnéjsi horizont znaménko a dusledkem
je, ze se nam zachovava signatura metriky.

Dalsi podstatnou vlastnosti kladenou na derivaci transformacni funkce je, ze

musi byt v§ude nenulova, abychom neméli degenerovanou metriku. Vzhledem k to-
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mu, Ze rovnice dg(X)/dX = 0 se redukuje na feseni kubické rovnice (po substituci
y = cos(z)) s dvéma volnymi parametry M,Q, je algebraické feSeni velmi naroc-
né. Zkusime tedy piepsat derivaci funkce g(X) do tvaru vhodného pro grafické
fegeni. Pokud zavedeme do rovnice (5.9) substituci M = =45~ pak po vhodnych
upravach ziskame alternativni zapis

(—2cos(X)? 4 cos(X)? +2cos(X) + 1)rT + (2cos(X)? 4 cos(X)? —2cos(X) — 1)k~

g(X) = 2 cos(X)? sin(X) (5 10;

Pro zkraceni zapisu mame znaceni

BY(X)rkt + B~ (X)k~
2cos(z)?sin(z)

g(X) = (5.11)

Vyneseme funkce B*(X), B~(X) a B*(X) + B~(X) graficky v obrazku 5.1. Zde
vidime pribéh obou funkei B+ (X) a B~ (X), ale pro nés nejzasadnéjsi je graf souctu
B*(X)+ B~(X) (plnou ¢arou), kde tento graf nabyva nulové hodnoty. Pokud si
vSak uvédomime, ze plati relace x* > k= > 0 pro vSechna M >0 a M > @, pak ze
zbyvajicich dvou grafi funkci B*(X) a B~(X) snadno zjistime, ze celkové vyraz

BY*(X)rk* + B~ (X)r~ je vzdy nenulovy a to byl n4s pozadavek.

Obréazek 5.1: Pomocny graf pro dikaz nenulovosti metrickych koeficientii kon-
formni metriky.

Nyni jiz muzeme zapsat explicitné tvar metriky transformované do kompak-

tifikovanych soufadnic, konkrétné v nasem kompaktnim zapisu mame

ds? = (1 _22M + QQ) B*(U)kt + B~ (U)k~ BY(V)rt + B~ (V)r

cos(U)?sin(U) cos(V)?sin(V) AUAV +ridw? (5.12)

r2

cos(U) cos(V)

DesV) (konstantu zjistime z

Prechod ke konformni metrice ziskdme Q =

podminky (2.13)) a nasledné obdrzime drahovy element

_AUAV + 0212w’
(5.13)

ds? = <1 _ M + Q2> BY(U)k* +B-(U)x~ B*(V)skt + B~ (V)r
§° = ” 2 AM? sin(U) 4M?2sin(V)
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Vzhledem k nenulovosti vyrazu B*(X)x* + B~ (X)x~ muzeme zvolit konformni

faktor doplnény o ¢len /BF(X)st + B-(X)r— (oznadime Qpyx) a tim obdrzime

jednodussi tvar drahového elementu

_am o @2
d~2 — <1 " + 2 )
4M?sin(U) sin(V)

AUAV + Q% r2dw?. (5.14)

Protoze explicitni zavislost r = 7(U, V) v pfipadé kompaktifikovaného Reissne-
rova—Nordstromova prostorocasu nelze zapsat s pouzitim béznych funkci tak, jako
tomu bylo v piipadé Schwarzschildova feSeni. Proto v tomto piipadé musime
k vypo¢tim uzivat drahovy element (5.13) resp. (5.14) spole¢né s rovnici f(r) =
g(U) + g(V).

Penrosetiv—Carteruv diagram pro kompaktifikaci pomoci transformacni funkce
(5.4) je na obrazku 5.2.

N

Obréazek 5.2: Penrosetiv—Cartertiv diagram pro kompaktifikaci pomoci transfor-
macni funkce (5.4). M =1, Q =0.7.
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5.2.1 Analytické vlastnosti souradnic kompaktifikovaného

Reissnerova—Nordstromova prostorocasu

Pro ovétfeni analyti¢nosti metrického koeficientu gy asociovaného s dradhovym ele-
mentem (5.13) uzijeme opét postup sestaveni a feseni diferencialni rovnice popsa-
né v Dodatku B.4. Fakticky budeme fesit diferencialni rovnici (B.16). Vysledna

fada FeSici tuto diferencialni rovnici je

0 o CZ;\; B {zcosijx\/j +1 m:;;gw (m (Mcos;t)sfsfé‘;> + 1>) N 1) -

i (v () )] 0D o ((0-). 6w

kde pfipominadme Qr = /gqs. V tomto piipadé vypisujeme jen linearni ¢len, protoze

feSeni je mnohonasobné delsi.

Opét si vSimneme, Ze rozvoj v nultém fadu nam odpovida Minkowskiho pro-
storoCasu a v dalsim fadu mame opravu od hmotnosti a nadboje. Pfi srovnani
s fadou (4.38) vidime shodu (az na konstanty) pii limité Q — 0, tj. x*(Q = 0) = 2M
a £~ (Q = 0) = 0. Ovéfeni analyti¢nosti koeficientu g, je opét jen o soucinu ana-
lytickych funkci na okoli .#+.

Pti ovéfeni analyti¢nosti na vnéjsim horizontu »+ budeme postupovat stejnym
zpusobem jako v piipadé Schwarzschildovy metriky, tj. pfepiSeme si metriku do
vhodnéjsiho tvaru, kdy sice nejsou vidét asymptotické vlastnosti metriky, ale
metrika bude na vnéjsim horizontu regularni. Z implicitntho vztahu f(r) = g(U) +

g(V) vyjadtime vyraz r —r*, ktery jde na horizontu do nuly jako

R(r)

1—cos(U) 1—-cos(V)
cos(U) sin(U) cos(V) sin(V)

X exp (WC](\?S(U) - :%ln (COSI(U)» xp (;ﬁfs(V) e (COSI(V)»’

S(U,V)

r ;17/;1+
r—rt = rtexp(—r/k") (— - 1)
-

(5.16)

kde jsme zavedli dvé funkce R,S (pro zestruc¢néni zapisu) takové, ze plati R(r =
rt)#£0a S(rt)#0.
S touto transformaci muzeme piepsat metricky koeficient g,y z drahového

elementu (5.14) ve tvaru

_ (r—=r")R(r)S(U,V)
4M2r2 cos(U)(1 + cos(U)) cos(V) (1 + cos(V))’

(5.17)

Juv

ze kterého je jiz vidét jeho regularita na horizontu r = r+. Opét jde o tvar met-

rického koeficientu vhodny k popisu oblasti kolem r+.
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5.2.2 Diskuze vlastnosti kompaktifikace Reissnerova—Nord-

stromova prostorocasu

V ptedchozim jsme psali o tom, ze pomoci transformacni funkce (5.4) lze pokryt
oblast Reissnerova—Nordstromova prostoro¢asu od vnitiniho horizontu (bez néj)
az po #*. Navic mame analyticky piechod pres vnéjsi horizont a pres .#* do ob-
lasti zapornych radidlnich vzdalenosti. Celkové tedy pokryvame oblast r € (r~, 0o)U
(—o0,0]. Nicméné vime, ze se standardné pokryva Reissnerova-Nordstromova vari-
eta (bez analytickych prechodu pfes .#*) dvéma mapami soufadnic [4], tudiz nas
tento fakt, pfi pfimocarém zobecnéni transformaé¢ni funkce (4.35) na Reissneruv-
Nordstromuv prostorocas, prilis nepiekvapil.

Je zfejmé, ze by bylo idealni nalézt vhodnou transformac¢ni funkei takovou,
abychom ji pokryli cely Reissnertiv-Nordstromuv prostoro¢as. Tomu brani vy-
raz —+x~ In(1/cos(x)), ktery jsme dodali k transformacni funkci ze Schwarzschildo-
va prostoroc¢asu (4.35) z diuvodu analytického pfechodu pfes #+i piechodu pies
vnéjsi horizont » = r*. Pro tyto tcely nam vnitini funkce v logaritmu postacova-
la. Pokud bychom chtéli analyticky prechod i pies vnitini horizont, pak bychom
museli modifikovat vnitini funkci, aby se chovala pro X — —=/2 jako O(r/2 + X).
Také bychom museli modifikovat i ¢len M/ cos(X), protoze tento vyraz je v bodé
X = —r/2 divergentni a navic jsou limity z obou stran ruzné.

Druhou komplikaci je, ze na .#* pozadujeme nulovy konformni faktor Q. Napii-
klad .#* je definovan pomoci soutfadnic U =7/2 a V € (-n/2,0) a vnitini horizont
jako U =7/2 a V € (0,7/2), ¢ili konformni faktor na nadplose vnitiniho horizontu
by byl nulovy, ale jak vime tak konformni faktor musi byt uvniti prostorocasu

nenulovy.

o8



Kapitola 6
ZAavér

Cilem této prace bylo porozumét kompaktifikaénim technikdm pro asymptoticky
ploché prostorocasy. Zacali jsme jednoduchym prikladem — Minkowskiho prosto-
rocasem, kde jsme si demonstrovali zdkladni kompaktifika¢ni techniky.

Dale jsem prozkoumali souc¢asné znamé kompaktifikace Schwarzschildova pro-
storoCasu a béhem rozboru jednotlivych pristupu jsme si zduraznili predevsim
nedostatky téchto feSeni. Hlavnim nedostatkem soucasnych metod je jejich ne-
analyti¢nost na hranicich .#*. Pro reidlné pocetni potieby je nezbytné, aby tato
oblast byla pokryta analytickou mapou soufadnic, museli jsme tedy hledat nové.

Zavedli jsme novy postup konstrukce souradnic, ktery je primdrné motivovdn
analytickymi poZadavky na vyslednou metriku. Timto pristupem jsme obdrzeli
konformni metriku analytickou vSude, vcetné problematickych oblasti .#*. Tyto
nové soufadnice nam dovolili analyticky prodlouzit konformni metriku za #* a
tim nakreslit Penroseuv—Carteriuv diagram (viz Obrazek 4.2) pro totalné analy-
ticky rozsifenou Schwarzschildovu varietu.
cas a dokazali jsme, 7e nami predlozeny postup vede k analytickému pokryti
Reissnerova—Nordstromova prostorocasu, pro r > r~.

Béhem nasi prace jsme narazili na problém dokézani analyti¢nosti metrického
koeficientu gg. Rigordzni dikaz analytickych vlastnosti této funkce jsme nikde
nenasli a tak jsme vypracovali vlastni metodu jak ukazat analyticnost toho ko-

eficientu.
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Priloha A
Kruskalovy—Szekeresovy souradnice

V kapitole o Schwarzschildové prostorocase jsme si ukazali konstrukci Kruskalo-
vych-Szekeresovych soutadnic. Zde si doplnime vztahy pro vSechny oblasti tzv.

maximalné analytické Schwarzschildovy variety.

A.1 Kruskalovy—Szekeresovy svételné souradnice

Zde mame soutadnice u,v popisujici svételné ¢astice podminkami u = konst. nebo

v = konst..

u = f\/ﬁifler/ﬂweft/ﬂw (A 1)
v o= \/Fer/uwet/uw '

HET/4A167t/4AI (A 2)
Herﬂl]&{etﬂuw )

(III) {u _ \/Fer/4]\/left/4M (A3)

<
|

_ [T q.r/AM t/AM
v o= N le e

_\/qer/zuwe—t/uu
v o= 7\/17T6T/4]W€t/41\/1 (A4)
2M

(A.5)
Vidime, ze méme Ctyfi ruzné definice souradnicové transformace pro ¢tyfti regiony,

konkrétni oznaceni regiont je na obrazku 3.1, nebo [1].
Metrika viz (3.13).
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A.2 Kruskalovy-Szekeresovy souradnice

Prostoro-c¢asové Kruskalovy soutfadnice dostaneme pomoci vztahti 7= (v +u) a
R = 1(v—u), konkrétni transformace mezi Schwarzschildovymi soufadnicemi r,¢ a

Kruskalovymi-Szekeresovymi R, T jsou

= /37 — Le"/*Mcosht/4M (A.6)
= /5 — le/*Msinht/AM
1 — s=e"/*Msinht/4M
/1 — 7ze/*Mcosht/4M
—/557 — Lle"/*Mcosht/4M (A.8)
= —/55 — le/*Msinht/4M
—me"/“{ sinh t/4M (A 9)
—/1— 7=e"/*Mcosht/4M '

~
~
S—

I

=
——

N I N ™ N W N X
|

(V)

——

V téchto soufadnicich obdrzime drahovy element

32M3

e (AT AR UV ) (A11)

A.3 Dopliujici vztahy
7 defini¢nich vztaht snadno vidime implicitni vztah pro r

w=T%—-R?= (1—&) e/ M (A.12)

Tato implicitni rovnice se da takeé fesit do explicitniho vztahu pomoci Lambertovy

W-funkce:
r R?>—T7? —uv
2M_1zw< )zw<) (A.13)

e e

Obdobné Ize obdrzet implicitni vztah pro souradnici t:

t T
panh | ——) = & pro 0 <r < 2M (A.15)
4M T '

a pro svételné Kruskalovy—Szekeresovy soutfadnice

= —exp(—t/2M) pror >2M (A.16)

SHES

% =exp(—t/2M) pro0<r <2M (A.17)
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Priloha B

Matematické dodatky

B.1 Shrnuti dilezitych definici a vét

Definice 1 (Analyticka funkce [41]) Funkci komplexni proménné f(z), kterd
je spojitd a md vSude v oblasti G derivaci, nazjvdme analytickou, holomorfni ¢éZ

regularni na oblast: G.

Definice 2 (Realna analyticka funkce [11]) Analytickd funkce je funkce na
intervalu I, kterou lze na okoli kaZdého bodu x € I vyjddrit jako soucet mocninné
rady. N
fl@) =" = an(z —z0)", (B.1)
n=0

Uvedend tada je tedy konvergentni pro vSechna x z néjakého okoli bodu z.

Definice 3 ([37]) O funkci f(z) Tekneme, Ze je tFidy C* v bod€ x,, pokud md v
tomto bodé spojité (a konecné) viechny derivace vzhledem k proménné x aZ do
radu n, tj.

d"f(z = zo)

< 0
dzr

pro Vr < n.

Véta 1 Tridu analytickijch funkei znacime C* a plati pro né, Ze kazZda analytickd
funkce je nekonecné diferencovatelnd, tj. tridy €=, ale neni pravdou, Ze by kaZdd

nekonecné diferencovatelnd funkce byla funkci analytickou.

Véta 2 (ReSeni diferencialni rovnice ve tvaru fady [38]) Necht f(x,y) je

holomorfni v bodé [zy,y,]. Potom existuje prdve jedna mocninnd Tada
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kterd v jistém kruhu |z — x| < A je konvergentni a ddvd v ném TeSeni rovnice

dy(z)
dz

Véta 2 je zaroven vétou o jednoznac¢nosti [38].

B.2 Lambertova W-funkce

Pro naSe potfeby si vysta¢ime jen s Lambertovou funkci redlného argumentu a
oboru hodnot. Obecné se tato funkce definuje pro komplexni proménnou a radi
se mezi tzv. ,mnoho hodnotové“ funkce. Vice podrobnosti mizeme nalézt v [10].

Nejlepsi vztah jak si tuto funkci definovat je identitou =z = W(z)e"®, nebo
jesteé relaci z = ye¥ <=y = W(x)

Pokud se chceme omezit pouze na piipad realnych argumenti a realnych hod-
not funkce, pak dostaneme omezeni na defini¢nich obor x > —e*.

Tato funkce je dobfe definovana na intervalu (0, +c), na intervalu (—e=!,0) méa
funkce dvé vétve, ty oznacujeme obecné W(k,z) nebo W,(z), kde k znaci vétev a
z je proménna.

V naSem ptipadé se omezime pouze na vétev Wy(z), kterd je spolecné s vétvi
W_,(z) vynesena na obrazku B.1 plnou carou.

Pro préaci s W-funkci budeme potiebovat znat jeji derivaci a primitivni funkci

dW(x) _ W(.x‘) 1
& 2L W @) pro x> —e (B.2)
/W(m)dx =2z (W(sc) -1+ VVl(x)> +C pro z>-—e' (B.3)

Dalsi vhodny vztah je Tayloruv rozvoj vétve W, v okoli bodu z = 0. Ten je

dan nasledujicim vzorcem:

e _pn\n—1
Wo(x)zz( n)' x":x—x2+§x3—§m4+§m5—~~ (B.4)
n=1 :

n 2 3 24

Asymptotické chovani Lambertovy W-funkce je pro = >3

W(z) =In(z) — In(In(x)) + > Y cpm In(In(z))™ In(z) =" (B.5)

k=0 m=0

B.3 Limita vyrazu Qr

Pro ovéfeni analyti¢nosti vyrazu Qr jsem si zvolili sestaveni diferencidlni rovnice
Vzhledem

k tomu, ze v tomto bodé se jedna o vyraz typu 0-oco, tak musime vyuzit limitni

(Dodatek B.4), kde potiebujeme znat poc¢ate¢ni podminku Q(.7+)r|

r—o00"°
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\

I
n
|— LambertW(0,x) — — LambertW(—l,x)|

Obrazek B.1: Graf redlnych vétvi Lambertovy funkce (Wy(z) a W_,(z)).

proces. Zde si uvadime vypocet pro konkrétni volbu transformac¢ni funkce (4.24)

a pouzitim Lambertovy W-funkce, pii W(...) — oo

lim Qr . lim ——Q2 Oyr = lim cos(U)" cos(V)* W) (Sin(U) i tﬁg])) M
Usm/2 T USae 0yQ 0 usw2 4AMZsin(U) cos(V) (14+W(...))cos(U)?2
cos(V) W) (sn@) + 25) o) (B6)
v-ns2 AM sin(D) T+w(..) Y '

Podobnym postupem mizeme spocist hodnotu i pro transformac¢ni funkci
(4.35). Vysledek obdrzime stejny.

Tento postup vyuzival explicitni vyjadieni zavislosti » = r(U,V) pomoci Lam-
bertovy funkce. Tento postup nebude v piipadé Reissnerova—Nordstrémova pro-
storocasu fungovat, protoze zde si nemizeme explicitné vyjadrit radialni sourad-
nici. To samoziejmé lze Tesit uzivanim implicitnich vztahi. Miuzeme tedy zapsat

nas vypocet obecné

02 . 2 Oyg(U)

Or= M e P (B.7)

. VH. .
lim Qr = lim ———
Usn/2 Usn/2 Oy§)
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kde ¢g(U) je obecna transformacni funkce, f(r) znaci zelvi soufadnici pro dany
prostorocas a ¢arka derivaci vzhledem k proménné r.
Pokud nyni budeme fesit rovnici (B.7) pro nasi kompaktifikaci Reissnerova—

Nordstromova prostorocasu, tak po dosazeni obdrzime

cos2(U)cos(V)< oM Q2> (Msin(U)+ 1+ cos(U) — cos*(U) sin(U)>

Usmz  AM? sin(U) 1= o + 2 cos?(U) " cos(U) sin(U) o cos(U) -
_cos(V)
_ V) (B.8)

Vidime tedy stejny vysledek jako v piipadé Schwarzschildova a Minkowskiho (aZ

na Skalu) prostorocasu.

B.4 Diferencialni rovnice pro ovéreni analyti¢no-

sti vyrazu {r

Pro ovéreni analytického prechodu pres #* jsme zvolili sestaveni diferencialni
rovnice, kterou lze feSit na #*ve tvaru rfady. Ovéreni analyti¢nosti funkce realné
proménné spociva v tom, aby se vSechny derivace v urcitém bodé shodovaly se
svym Taylorovym rozvojem. Proto jsme se rozhodli sestavit diferencialni rovnici,
ktera pokud bude mit feSeni ve tvaru fady, nam zaruci (z véty o derivaci ¢len po
¢lenu) existenci v8ech derivaci.
Jednalo se nam o zkoumani analyti¢nosti vyrazu Q(U, V)r(U, V). Oznac¢me tento
soucin jako
o, V) =QU,V)r(U,V). (B.9)

Spoc¢tenim derivace této funkce obdrzime

deo(U,V)  dQU,V)
U dU

dr(U,V)

=, (B.10)

r(U,V)+Q(U,V)

kde soutadnici V uvazujeme jako pevné fixovanou, proto uzivame obycejnych
derivaci namisto parcialnich.
Nyni si muzeme vyjadrit derivaci radialni souifadnice podle U z implicitniho
vztahu f(r) = g(U) + g(V) jako
dr(U, V) _ dil(lsj) (B 11)

AU dF (r(UV)
ar(U,V)

kde jsme zatim ponechali obecny zapis df(r)/dr, pozdéji si ukdzeme konkrétni tvar

diferencialni rovnice pro Schwarzschildiiv a Reissneriv—Nordstrémiiv prostorocas.
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Nyni muzeme dosadit (B.11) do vztahu (B.10), a dostaneme obecné vyjadieni

dO(U,V)  d(U,V) dg(U) (df(r(U, V)™
o - au U+ (dr(U,V)> ’ (B.12)

Nyni si miuZeme jesté vyjadrit ze vztahu (B.9) proménnou (U, V) a dosadit do

predchoziho vyrazu, poté obdrzime vztah

A6, V) AU, V) O(U,V) dg(U) . (©(U.V)
W~ ar ooy MUV F(Q(U,V))’ (B.13)

Vidime tedy, Ze diferencialni rovnice (B.13) jiz neobsahuje zadné proménné
zévislé na radialni souradnici. Pro Schwarzschildiv prostoroc¢as si muzeme dosa-
dit do vztahu (B.13) konkrétni tvar funkce f(r) a nasledné provést derivaci, tim
obdrzime obecné

dO(U,V) _ dU,V) (U, V) dg(U)

= + U, v)=LL (1 -

AU U QU,V) aU (B.14)

2MQ(U,V)>
EIAR)

Tuto rovnici jiz lze fesit ve formé fady na #+, ale pii praktickém vypoctu
se nam osvédcilo vyjadiit z implicitniho vztahu f(r) = g(U) + g(V) ¢len obsahujici
1/cos(U) —r(U,V) = f(g(V),r(U,V),U,V), kde* »(U,V)=0(U,V)/QU,V), a cely tento
vyraz substituovat do (B.13), takto obdrzime konkrétni tvar diferencialni rovnice

pro (4.35) a Q = <) ye tvaru

ow,v) _ cos(V) sin(U) In (sin(U) sin(V) (2MO(U, V) — cos(U) cos(V)))
dU 2M (1 —cos(U))(1 — cos(V))

cos(V)2((1 4 cos(U))? — 2cos(U)?) —AMO(U, V') cos(V) (sin(U)? + cos(U))
8M2sin(U)O(U, V)

sin(U)

Py (B.15)

_|_

kde prava strana je analyticka na #*, s poc¢atecni podminkou ©(n/2,V) = cos(V)/4M
Vysledné feSeni ve tvaru fady jsme obdrzeli pomoci algebraického systému
Maple, konkrétni feseni je (4.38), resp. pro transformac¢ni funkei (4.24) mame
prvui ¢leny vysledné fady dany vztahem (4.30).
Pro ovéreni analyti¢nosti metrického koeficient na .#* pro Reissneruv—Nord-
stromiv prostorocas mizeme sestavit stejnym postupem diferencialni rovnici,

jenz mé obecné tvar?

de(U,V) _ dQU, V) e(u,V)
U~ AU QU,V)

+ o)D) (1 _2MQUY) | QQU.V)?

dU oU,V) eOU,V)? ) (B'16)

1Vidime na levé strané rozdil dvou singularnich vyrazi, ale na pravé strané obdrzime vyraz
regularni na £,
2Konkrétn{ tvar pro transformaéni funkci (5.4) zde z ditvodi rozsahlosti vyrazu neuvadime.
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Regeni{ ve tvaru fady se nam opét podafilo nalézt (spole¢né s vazbou f(r) =
g(U) +g(V)) a jeji tvar pro £+ je (5.15).

Celkové si miizeme piredchozi ivahy shrnout do jediné hypotézy.

Hypotéza 1 Necht mdme sféricky symetricky staciondrni prostorocas, zaddn ve

sferickyjch soutadnicich pomoci blokového drahového elementu
ds? = —F(r)dt* + F~(r)dr? + r*dw?,

kde F(r — o0) ~ O(1). Pak lze tento prostorocas kompaktifikovat pomoci implicitné

zadané transformace souradnic

dr
F(r)

=flr) = gU)+9(V)
t = gU)—g(V)

tak, Ze wviysledné metrické koeficienty konformni kompaktifikované metriky jsou
analytickymi funkcemi na 7% a vjraz Qr = /gee = k(U,V) spliiuje diferencidlni

rOUNLCI

A6, V) AU, V) O(U,V) dg(U) . (U, V)
w - ar awov) Mg F(Q(U,V))’ (B.17)

kde QU,V) je konformni faktor spliiujici podminky (2.9)-(2.13), pokud funkce F

a g vedou k analytické pravé strané diferencidlni rovnice (B.17).
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