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scénaru a ziskand feseni porovname s analytickym feSenim. V ramci generovani
scénaru je vypocet nékolikrat opakovan a prezentujeme vlastni metodu, ktera
umoznuje pomoci shlukové analyzy najit optimélni feSeni. VSechny optimaliza¢ni
ulohy jsou prepsény do jazyka GAMS a samotné testovani a odhady jsou reali-
zovany vlastnim programem v jazyce C++.
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are: variance, VaR, cVaR, absolute deviation and semivariance. We present ana-
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Symboly a znaceni

R nahodné veli¢ina vynosu z portfolia akcii

L nahodna veli¢ina ztraty z portfolia akcii

N pocet akcii, které muzeme zatadit do portfolia

M pocet scénaru, které mame k dispozici

o parametr stfedni hodnoty mnohorozmérného rozdéleni
by parametr ovliviiujici varianéni matici mnohorozmérného rozdéleni
v pocet stupnu volnosti

\'4 variancni matice mnohorozmérného rozdéleni

w vahy jednotlivych akcii v portfoliu

Ue minimalni pozadovany ocekavany vynos

« hladina spolehlivosti

? imaginarni jednotka

transpozice matice A

jednotkovy vektor

1 jednotkova matice

®(x) distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni
|A|  determinant matice A

e



Kapitola 1

Uvod

Pti obchodovani na akciovém trhu se casto setkavame s pozadavkem na diverzifi-
kaci portfolia, kterd nam umoznuje snizeni rizika plynouciho z nahodného vyvoje
ceny jednotlivych akcii. K feseni tohoto problému muzeme pouzit ,mean-risk®
modely, které zajistuji v uréitém smyslu optimalni volbu portfolif z hlediska zisku
a rizika.

Zaklady teorie volby portfolia a ,mean-risk“ modelu polozil Harry Markowitz
jiz v roce 1952 v praci [19]. Ve své préci uvazoval jako miru rizika rozptyl a predpo-
kladal norméalni rozdéleni. Zakladni nevyhodou rozptylu je fakt, ze nezohlednuje
jen distribuci moznych ztrat, ale i distribuci zisku, pficemz investora v pripadeé ri-
zika zajima spiSe rozdéleni ztrat. Tohoto faktu si byl védom i Markowitz a uvadeél,
ze lepsi mirou rizika by byla semivariance, ale rozptyl zvolil kvuli vypocetni jedno-
duchosti. Od doby zavedeni tohoto prvniho zakladniho modelu bylo navrzeno a im-
plementovano mnoho vylepseni. Byly navrzeny nové miry rizika jako je VaR [14]
a cVaR [24], které lépe zohlediuji pifpadnou ztratu. Casto se predpokldda i jiné
spojité rozdéleni, protoze se ukazuje, ze financéni data mohou mit tézsi chvosty nez
ma normalni rozdéleni. Dalsi oblibenou a rozvijenou technikou je prace se scénéafi,
kterym pritazujeme pravdépodobnost realizace. Se scénafi poté pracujeme jako
s diskrétnim rozdélenim a muzeme vypocitat vSechny zminéné miry rizika a také

V na8i praci budeme zachdzet s pojmem vynosu, ¢imz rozumime zisk z drzeni
dané akcie nebo portfolia, a s pojmem findlni hodnoty, ktera znamend cenu ak-
cie nebo portfolia k danému datu. V piipadé vynosu vétsinou piedpoklddame
normalni rozdéleni nebo Studentovo rozdéleni, které ma tézsi chvosty. V dalsim
textu budeme zkoumat analytickd optimélni feSeni a porovnavat je s feSenimi pii
pouziti diskrétnich scénaru jako aproximaci spojitého rozdéleni. Hlavni otdzkou je,
zda a do jaké miry ovliviiuje konvergenci aproximativnich feseni k analytickému
feseni volba predpokladaného spojitého rozdéleni a miry rizika. V pripadé scénaiu
budeme také zkoumat, jak dulezité je pro jejich generovani predem zvolit spojité
rozdéleni a zda nelze predpoklad o rozdéleni vypustit a scénaie generovat pouze
na zakladé momentu odhadnutych z dat.



Pro findlni cenu akcii se vétsinou predpoklada logaritmicko-normalni rozdéleni.
Abychom byli schopni vyftesit ilohu pro vSechny zvolené miry rizika, budeme apro-
ximovat soucet logaritmicko-normélnich rozdéleni logaritmicko-normélnim roz-
délenim souctu celkové hodnoty portfolia. I za téchto predpokladu budeme po-
rovnavat ptiblizné analytické feseni s diskrétnimi scénafi a zkoumat kvalitu navr-
zené aproximace.

V ramci generovani scénaiu je vétSinou nutné tlohu nékolikrat opakovat,
abychom zmensili vliv ndhodnosti generatoru. Nalezena feseni nemusi byt obecné
vSechna v okoli pozadovaného analytického tesSeni, a tak prezentujeme vlastni
metodu, ve které hledame optimalni feseni pomoci shlukové analyzy. Pro urceni
optimalniho poctu shluki pouzivame Bayesovo informacni kritérium [7], které
jsme prizpusobili pro potfeby naseho mnohorozmérného modelu.

Nasledujici kapitola 2 zavadi mean-risk modely s riznymi mirami rizika. Ob-
sahuje formulace optimalizacnich tloh pro vSechna uvazovana rozdéleni vcetné
diskrétnich scénaiu a odvozeni zminéné aproximace logaritmicko-normalniho roz-
déleni. V kapitole 3 uvadime postupy odhadovani parametru a generovani scénaiu,
které jsou nutné pro realizaci vypoctu, a v kapitole 4 jiz prezentujeme vysledky,
které jsme uvedenymi postupy ziskali. Prace je shrnuta v kapitole 5.



Kapitola 2

Mean-risk modely

V nasi praci se budeme zabyvat modely a velicinami, které zavisi na zisku ¢i
ztraté z drzeni urcitého portfolia akcii. U nékterych modelt a veli¢in se bézné
v definicich pouzivda nahodné velicina ve smyslu zisku z drzeni akcie, u jinych
se pocita se ztratou. V nasi praci budeme pracovat ve vétsiné pripadu se ziskem
zvoleného portfolia, pouze miry rizika budeme definovat pro ztratu.

Necht R je ndhodnd velicina, kterd reprezentuje nés zisk (v piipadé zdpornych
hodnot ztratu), napiiklad z portfolia akcii. ,Mean-risk“ model se sklada ze dvou
funkciondlu zavisejicich na této nahodné velicing, u (R) a r (R), kde prvni re-
prezentuje stfedni zisk a druhy riziko. V nasi praci budeme vzdy volit za prvni
funkciondl sttedni hodnotu, tj. u (R) = ER, ruzné volby r (R), kterym muze byt
rozptyl, VaR nebo dalsi, probereme pozdéji.

2.1 Klasicky model

Klasicky Markowitzuv model je formulovan nasledovné: méjme portfolio N akcii,
jehoz slozent je charakterizovano vahami w = (wy, .., wy), kde Zf\il w; = 1. Necht
je déana pro kazdou akcii nahodna veli¢ina udavajici jeji zisk, tedy Ry, .., Ry. Zisk
celého portfolia pak spocteme jednoduse jako:

K takovému portfoliu mame prislusné funkcionaly, které pro jednoduchost pre-
znacime jako u,, = u (R (w)) a 1y = 7 (R (w)). Potom muzeme v souladu s [§]
vyslovit nasledujici definici.

Definice 1 Portfolio danigjch N akcii s vahami w je (,mean-risk®) eficientnd,

. v oee g P . N - - s .
pokud neexistugi jiné vdhy wi,..,wy, tak, Ze > ._,w; = 1 a soucasné plati, Ze
Unp* = Ugy O Top* < Top, kde alesponi jedna z nerovnosti je ostrd.



Eficientni portfolia lze ziskat naptiklad feSenim nésledujici optimaliza¢ni tlohy:
Min 7y,
w

za podminek t,, > u,

N
Zwi: 1
=1
w;, R, e=1,..,N,

kde u, predstavuje néjaky predem zvoleny minimalni ocekavany zisk stanoveny
investorem. Do optimalizacnich tloh se vétsinou ptridava podminka

Wi, .., WN > 0.

Tuto podminku budeme nazyvat podminkou nezapornosti. Priddanim této pod-
minky muzeme optimalizovat pro prostiedi, kde nejsou povolené tzv. prodeje na
kratko, coz je prodej akcii, které nevlastnime. Vysledné modely a aplikace budou
vzdy umoznovat vypocet obou moznych pripadu, tedy s podminkou nezapornosti
i bez ni.

Poznamka 2 V prazi se v pripadé, kdy chceme uvazZovat i zdporné vihy, vétsinou
omezuje mnozina pripustnych reseni. V pripadé bez podminky nezdpornosti tedy
nebudeme uwvaZovat vsechny redlné vdhy, ale pouzijeme nasledugjici omezeni:

wi, .., wy > —1.

2.2 Rozdéleni vynosu a finalni hodnoty

Abychom byli schopni posoudit kvalitu aproximace spojitého rozdéleni diskrétnim,
musime byt schopni analyticky vyfesit optimalizacni tlohy pro zvolené spojité
rozdéleni vynosu nebo findlni hodnoty. Zakladni spojité rozdéleni, které budeme
zkoumat, je normalni rozdéleni. Dalsi zkoumana rozdéleni, ktera se mohou casto
vyskytovat u finan¢nich dat, jsou Studentovo a logaritmicko-normélni.

2.3 Miry rizika

V této casti postupné popiseme zvolené miry rizika, definice uvedené v této ka-
pitole prebirdme z knihy [23] a tam uvedenych referenci. Necht R je ndhodnd
veli¢ina vyjadiujici zisk z drzeni portfolia, ztratu z drzeni portfolia zavedeme jako
L = —R. Zakladni mirou rizika, kterou budeme pouzivat, je rozptyl. Dalsi bézné
pouzivanou mirou rizika je Value at Risk (VaR).
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Definice 3 Necht je ddna mira spolehlivosti o € (0,1) a ndhodnd velicina L,
kterd vyjadruje ztrdtu portfolia. Potom definujeme hodnotu VaR,, jako:

VaRo (L) =inf{l ER,P(L>1)<1—a}

Miru spolehlivosti o budeme volit typicky 95 %. Conditional Value at Risk
(cVaR) je modernéjsi mirou rizika, protoze na rozdil od VaR zohlednuje i vysi
ztrat, které mohou nastat po prekroceni VaR,(L). Déle budeme uvazovat i abso-
lutni odchylku a semivarianci jako dalsi mozné miry rizika.

Definice 4 Necht je ddna mira spolehlivosti o € (0,1) a ndhodnd velicina L,
kterd vyjadruje ztrdtu portfolia. Potom definujeme hodnotu cVaR, jako:

1
cVaR,(L) = inf {a eR,a+ 1

—

E[max(O,L—a)]}.

V praci [24] bylo ukdzdno, Ze hodnotu ¢V aR lze ekvivalentné definovat ndsledovné:
cVaR,(L) =E[L|L > VaR,(L)].

Definice 5 Necht je ddna ndhodnd velicina L, kterd vyjadiuje ztrdtu portfolia.
Potom definujeme hodnotu absolutni odchylky jako:

ro(L) = E|L —EL|.

Definice 6 Necht je ddna ndhodnd velicina L, kterd vyjadruje ztrdtu portfolia.
Potom definujeme hodnotu semivariance jako:

ro(L) = E [max (0, L — EL)?] .

2.4 Elipticka rozdéleni

Elipticka rozdéleni predstavuji zobecnéni normélniho rozdéleni a tadi se mezi
né dalsi znama rozdéleni, jako je t-rozdéleni, logistické rozdéleni nebo Cauchyho
rozdéleni. Nasledujici definici a uvedené véty o vlastnostech eliptickych rozdéleni
1ze nalézt v textu [18].

Definice 7 Rekneme, ze vektor X md mnohorozmérné eliptické rozdélent, X ~
E (p,X,9), pokud lze jeho charakteristickou funkci vyjdadrit jako:

px(t) =exp{ut' p}y Gtht)

pro nejaky vektor p € R™, pozitivné definitni matici ¥ € R™™ a funkci ¢ : R —
R. Funkce v musi byt volena tak, aby funkce o x splnovala poZadavky kladené na
charakteristickou funkci.
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Pro elipticka rozdéleni plati nasledujici véta, stejné jako v ptipadé normality.
Véta 8 Necht X ~ E (u,X,1), A € R™" b e R™. Pak plati:
AX +b~E(Ap+b AXA" ¢).

Predchozi véta nam umoznuje jednoduse analyzovat vynosy celého portfolia
s vahami w, vynosy maji jednorozmérné eliptické rozdéleni E ('wTy,, wT Sw, 2/1).

Véta 9 Necht X ~ E (u, X, 1)). Necht existuje stredni hodnota X a |alg—§50)] < o0
Pak plati:

EX =pu,

V =varX = __(92/1(())2.
ot

Generdtor charakteristické funkce ' mize bijt navic zvolen tak, aby platilo:
V=3

staci zvolit

Véta 10 Necht X ~ E (u,3,1). Necht existuje hustota f(x) ndhodného vektoru
X, N oznacuje dimenzi ndhodného vektoru X . Pak pro néjakou funkci gy : R —
R, kterou mazveme generdtor hustoty, plati:

fie) = o (; (- ) = (@ — m) |

Podminka -
/ N2 gy (z)de < oo
0

je postacugici podminkou pro to, aby byla funkce gy generdtorem hustoty. Kon-
stantu cy lze navic explicitné spocist:

ey = LWV/2) ( /0 N xN/zlgN(x)dx) o

(27T)N/2

Poznamka 11 V tabulce 2.1 wvddime prehled zdkladnich eliptickych rozdélent
a jejich generdtori hustoty.

Poznamka 12 Pro normdlni rozdélent plati 1 (t) = exp {—t}.

V nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat fesenim pro konkrétné zvolend
elipticka rozdéleni.

12



rozdéleni gn(t)
normalni exp{—t}
Studentovo (1+ %)_p, k>0,p>N/2
logistické eliptické %
Cauchyho (14¢) D2
exponencialn{ exp{—rt’}, r,s >0
Laplaceovo exp {—|t|}

Tabulka 2.1: Generdtory hustot vybranych eliptickych rozdéleni

2.5 Normalni rozdéleni

V ptipadé normality je situace jednoducha: pokud je sdruzené rozdéleni vynosi
jednotlivych akcif v portfoliu mnohorozmérné normalni N (u, X), plati difve uve-
dené véty a rozdéleni vynosu celého portfolia s vahami w je jednorozmeérné nor-
malni N/ ('wTu,, 'wTEw). Navic pro varian¢ni matici plati: V' = 3, proto budeme
nadale v ptipadé normalniho rozdéleni pouzivat oznaceni s varianc¢ni matici, které
je obvyklejsi.

2.5.1 Rozptyl

U této klasické miry rizika ziskavame ulohu, kterd neni omezena jen na normalni
rozdéleni, ale lze ji pouzit obecné pro vSechna elipticka rozdéleni.
min w! Vw
w

za podminek w’ p > u,

N
i=1
wiER,izl,..,N

Necht je V' reguldrni a vektory 1 a p jsou linedrné nezdvislé. Oznacme w,,;,
vahy portfolia, které minimalizuji rozptyl bez omezujici podminky na vynosy.
Toto portfolio ma vynos, ktery oznac¢ime t,,;,:

Pro w,,;, 1ze odvodit pouzitim Lagrangeovych multiplikdtortu jednoduchy vzorec:
v
17v11

Déle se omezime na ptipady, kdy je pozadovany vynos vétsi nez vynos ziskany

pii minimalnim rozptylu, tedy:

Wmin =

Ue 2 Umin -

13



Ptid4n{ technického predpokladu 17V p # 0 vede podle teorie optimalizace k tomu,
ze feSeni ulohy existuje a minima se nabyva na hranici. Lagrangeova funkce je ve
tvaru: 1
L(w, A\, \) = §'wTV'w + M (1 — 1Tw) + Ao (ue - 'wTy,) )
A derivace: oL
— =Vw-—\1- .
ow
7 ¢ehoz dostavame:
w=MV11+ XV 'y

A po nékolika technickych upravach:

1"V (p"'V  ip — w17V )

G = )
1"V 1uTvy — (lTV_lp,)2

o 1"V 'p (u "Vl =17V )

2 — )
1"V 1uTv-ty — (1TV_1[L)2
v N Vi

w C C

Ty Tty Iy

Optimalni feseni je kombinaci dvou eficientnich portfolii s koeficienty ¢; a cs.
V ptipadé zahrnuti podminky nezdpornosti je postup obdobny, ale nemuzeme
nalézt jednoduchy explicitni vzorec pro feSeni ulohy.

2.5.2 VaR

Za predpokladu normality rozdéleni ndhodné veliciny R ~ N (u, V') plati pro
ztrétu L ~ N (—p, V), a tak:

VaR,(L) = —w” p + g VwTVaw,

kde g, je kvantil rozdéleni N (0,1).
Optimalizacni ulohu lze tedy formulovat jako:

min — w’ p + g VwIVw

za podminek pr, > U,

Lagrangeova funkce je ve tvaru:

L(w, A\, M) = —w' g+ g VwTVw + A (1 —1Tw) + X (ue —w' p) .

14



A derivace:
oL

— )\11 — /\2/1/

. Vw
= MKt Qo—F———
ow VwTVw

Reseni uvedené tlohy nemusi vzdy nastdvat na hranici omezeni, coz plyne
z nasledujictho prikladu. Zaroven to znamenad, ze tlohu minimalizace VaR nelze
redukovat na ulohu minimalizace rozptylu.

Piiklad 13 Uvazujme portfolio s N = 2 akciemi a nekorelovanymi viinosy. Necht
je dan stredni zisk p a varianéni matice V' ndsledovneé:

(1) v (%)

Predpokladdme, Ze investor ocekdavd minimdlni zisk 1, tedy u, = 1. Potom resenim
tlohy minimalizace rozptylu 2.5.1 je zrejmé vektor vah

o (1)

V iiloze minimalizace VaR ddvd toto teseni hodnotu tcelové funkce (pri zaokrouh-
lené konstanté kvantilu na 1,65):

—w g+ gV Vw = —1+1,65V1 = 0, 65.

= (V)

a dostdvdme hodnotu tucelové funkce:

—wlp + g/ wIVwy = —10 + 1,65v4 = —6, 7.

Ukdzali jsme, Ze ulohy minimalizace rozptylu a VaR nemusi mit obecné stejné
resent.

Zvolme nyni vektor vah:

Poznamka 14 V pripadé, kdy wvazZujeme v optimalizacni tiloze pouze rTesent,
kterd nabiyvaji presné poZadovaného zisku, coZ znamend podminku: w'p = u.,
lze ukdzat, Ze optimalni reseni uloh minimalizace rozptylu a VaR jsou shodnd.
Problematika je podrobnéji rozebrdana napriklad v clanku [6].
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2.5.3 cVaR
Pocitejme nejprve pro X ~ N (0, 1):

[Tomew{ S tar= [T ew (o Sy
x expl —— o dz = exp{— =
i o P 2 K2 /27 P1yr ey Vo

E[X]|X > VaRy(X)] = m/q:ox\/lz_ﬁexp{——z}dx

(%)

S (l-a)ver

Nyni dostavame:
L=vVwVwX —w'pu,

o {-4)
cVaR,(L) = —w' pu + — L 2 TV
(1 —a)V2m

Tento vysledek lze také najit napiiklad v ¢lanku [13] nebo [18]. Vidime, ze
teoretickd hodnota miry rozptylu se lisi od VaR pouze jinym koeficientem u kva-
dratického ¢lenu.

Optimalizacni tlohu lze formulovat analogicky jako v pripadé VaR:

za podminek w’ p > u,
N
i=1
w, € R, 2=1,..,N.

2.5.4 Absolutni odchylka

Ukéazeme, ze za predpokladu normality plati:

Tq = \/2\/ wTVw.
T
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Necht X je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim N (0, 1), pak:

> >* 1 7
:2/0 xf(x)dsz/O xmexp{—g}dx

:2/Om¢12_ﬂexp{—y}dy=¢%=\/§.

E|X — EX| = E|X] :/ |z| f(z)dx

Nyni dostavame:

L=vVwVwX —w'p,
E|L - EL| = EVwIVwX — w' p + w’

2
= VwTVwE|X| = \/jv wI'Vw.
T
Tato mira rizika zavisi pouze na rozptylu a feseni této tlohy bude ziejmeé stejné
jako teSeni ulohy minimalizace rozptylu.
2.5.5 Semivariance

Za predpokladu normality dostaneme pri pouziti semivariance stejné vysledky
jako pfi pouziti rozptylu, coz plyne ze symetrie normélniho rozdéleni:

E [max (0, L — EL)Q} = /OO (z —p)? f(z)dz = 1/oO (x — p)° f(z)dz

I —o0

= %E [(L—EL)*].

2.6 Studentovo t-rozdéleni

Studentovo rozdéleni patii do tiidy eliptickych rozdéleni a je definovano nésledovné
(definice byla pfevzata z ¢lanku [18]).

Definice 15 Rikime, e X = (X1,.., Xy) md mnohorozmérné Studentovo roz-
délent, pokud mad eliptické rozdéleni s parametry p, > a plati:

t -p
gn(t) = <1+%> , k>0,p> NJ/2.

Parametr k muze byt funkci parametru p.

Poznamka 16 Klasickou definici mnohorozmérného t-rozdéleni uvedenou napti-
klad v knize [17] ziskdme volbou k = v/2, p = (v + N) /2, kde v je pocet stuprit
volnosti a N dimenze ndhodného vektoru.
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7, predchozich tvrzeni o eliptickych rozdélenich plyne, ze rozdéleni vynosu
naseho portfolia bude jednorozmérné Studentovo. Konkrétné predpoklddejme, ze
vynosy akcii maji mnohorozmérné t-rozdéleni s parametry u, v, 3, pak rozdéleni
vynosu portfolia ma parametry w” p, v, w? Xw. Pro varianéni matici v piipadé
klasické definice plati podle znamych vysledku o jednorozmérném Studentove

rozdéleni a podle [5]:
v

v—2

V = 3.

2.6.1 Rozptyl

Resen{ tlohy minimalizace rozptylu je stejné jako v pifpadé normalniho rozdélent,
viz kapitola 2.5.1.

2.6.2 VaR

Hodnota VaR se spocte analogicky jako za predpokladu normality, pouze zde
mame kvantil t-rozdéleni:

VaR,(L) = —w' p + to,VwT Sw,

kde ?,, je kvantil t-rozdéleni s v stupni volnosti.
Optimalizacni tlohu lze tedy formulovat jako:

min — w’ p + to, VT Xw

za podminek w’ pu > u,

2.6.3 cVaR

Na zékladeé vysledku z ¢lanku [18] dostdvame pro v + N > 5 nasledujici vzorec:

v—1

() v (1 8)

r(%)(p&)(zj—z)ﬁ”w@w

cVaR,(L) = —w' p +



Vysledna optimalizacni tiloha se definuje analogicky jako v ptedchozim pripadé.

P v (1 ) 7
D) (- a)(v—2)va

vVwTXw

min — w’ p +
w
za podminek 'wTu > U,

N
=1

w,eR,2=1,..,. N

2.6.4 Absolutni odchylka

Necht X je ndhodna veli¢ina s rozdélenim ¢(0, v, 1), pak:
E]X—EX\—E]X|—/ \:U]f(x)dyc—Z/ zf(x)dz
—0o0 0

© T (v_H) 72 —(v+1)/2
=9 — 2 (142
x —T (z) ( + 1/) dx

) o

F(% / ( * V) dy
_ V() /°° g, _ AT ()

ﬁf (5) /i (v =1Vl (5)
7 ptredchoziho dostavame:
L=vVwlSwX —w'p,
E|L —EL| = EVwIESwX — w' p+ w’ pu| = VwT SwE|X|
v+l
_ W) v
(v = 1)v/7T (5)

Tato mira rizika zavisi pouze na rozptylu a feSeni této ulohy bude zfejmé stejné
jako Teseni ulohy minimalizace rozptylu.

2.6.5 Semivariance

Stejné jako v pripadé normality plati, ze Studentovo rozdéleni je symetrické. Se-
mivariance se tedy rovna poloviné rozptylu.

2.7 Logistické eliptické rozdéleni

Logistické eliptické rozdéleni je dalsim ze tiidy eliptickych, jeho definici opét
prebirdme z clanku [18]:
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Definice 17 Rikdme, e X = (X4, .., Xn) md mnohorozmérné logistické eliptické
rozdeélent, pokud ma eliptické rozdéleni s parametry w, 3 a plati:

exp {—t}
(1+ exp {—t})”

Pro toto rozdéleni bohuzel nezname analyticky tvar distribu¢ni funkce nebo
jeji inverze. Problém obecné predstavuje i uréeni rozptylu takové nahodné veliciny
nebo generovani nadhodnych vybéru z tohoto rozdéleni. Proto uvadime pouze
vysledek pro hodnotu cVaR, kterd byla nalezena v ¢lanku [18]. Necht maji vynosy
logistické eliptické rozdéleni s parametry g a 3, pak pro ztratu L plati:

L1 o) frsy,
2 (2m) 7% + (zq) F'(7) ’

gn(t) =

cVaR,(L) = —w' p +

kde z, je kvantil normovaného logistického eliptického rozdéleni, F' je piislusna
distribuéni funkce a ¢ je hustota rozdéleni N (0, 1).

2.8 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Logaritmicko-norméalni rozdéleni nepatii mezi elipticka rozdéleni, ale vznika trans-
formaci normalniho rozdéleni ve smyslu néasledujici definice.

Definice 18 Necht je ddna ndhodnd velicina X, kterd md mnohorozmérné nor-
mdlni rozdéleni, X ~ N (u,X). Potom rikime, ze Y = exp{X} md mnoho-
rozmérné logaritmicko-normdlni rozdéleni s parametry pu a 3.

Vzhledem k uvedené definici budeme v této kapitole pracovat i s distribuéni
funkei normovaného normélntho rozdéleni, kterou znac¢ime ®(x). Uvazujme nyni
findlni hodnotu naseho portfolia s vahami w. Abychom byli schopni spocitat
ry rizika, je nutné znat jeji rozdéleni. Necht plati znaceni predchozi
definice, chceme uréit rozdéleni ndhodné veliciny w?Y . Navic piedpoklddejme, Ze
plati w; > 0 V.

w' X ~ N (v p,w Sw),

N
w'Y = wlexp{X} = Zwi exp {X;}

i=1
N N
= Z exp {logw; + X;} = Z exp{Z;}.
i=1 =1
Zavedli jsme nové nahodné veliciny Z;, které maji normalni rozdélent:
Zi ~ N (u; + logw;, X)) .
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Noveé ziskany vektor stfednich hodnot oznac¢ime p* = p + logw. Z uvedeného
plyne, Ze hodnota naseho portfolia R = w?Y je sou¢tem obecné korelovanych
logaritmicko-norméalnich ndhodnych veli¢in. Pro tento soucet neni bohuzel znamo
analytické vyjadieni hustoty pravdépodobnosti, takze z nami definovanych mér
rizika je mozné analyticky spocitat pouze rozptyl. V ¢lanku [21] lze najit popis
numerické aproximace, kdy je soucet danych veli¢in aproximovan jednorozmérnou
logaritmicko-normalni veli¢inou, urceni jejich parametru ale vyzaduje numerické
feSeni nelinearni soustavy rovnic, z ¢ehoz plyne nutnost pouziti metod nelinedrni
optimalizace. PopiSeme pouze zakladni myslenku ¢lanku a ziskané vzorce, které
budou nutné pro praktické provedeni. Momentovou vytvorujici funkei logaritmicko-
normalniho rozdélen{ s parametry y a o2 aproximujeme pomoci Hermitovské
integrace néasledovné (viz [1], 25.10.):

0o 1 Y
v = [ exp{—sy}ﬁexp{—%}dy

— /OO exp {—sexp {za\@%—ﬂ}} %exp {—2*}dz

NZ exp{—sexp {:z:ja/\/ﬁ—i—,u/}}.

Vahy ¢; a body z; lze nalézt v knize [1], J uddvd pfesnost aproximace.
Aproximativni metoda spo¢iva v tom, ze do rovnosti polozime momentovou vy-
tvotujici funkei logaritmického rozdéleni s neznamymi parametry a momentovou
vytvorujici funkei soué¢tu ndm znamych logaritmicko-normélnich veli¢in. Na obou
stranach misto integrace provedeme Hermitovskou integraci a vzhledem k tomu,
ze mame dva neznamé parametry, budeme pozadovat rovnost momentovych vy-
tvorujicich funkci ve dvou bodech, abychom dostali pravé jedno feseni.

Pro mnohorozmérné logaritmicko-normélni rozdéleni dostaneme momentovou
vytvorujici funkci z uvedeného rozpisu na soucet exponencialnich funkei Z;:

S) = ex S ex Z, ex ( H*)Tz_l (z_u*) z
o= [ ool H b {—sexp {=:}) p{ ° }d.

Nechf & = £2%7. Polozime z = V2% (y + p*). Ozna¢me s, prvek na fédku
¢ a sloupci k v matici 2 a 1y, k-ty prvek vektoru p*.

1/1(8)2/ ( 1)N {—sexp{\/?ZSQkymLuI}}exp {y"y} dy.
RN ()2 321 k=1

Nyni jiz muzeme pouzit N-krat Hermitovskou integraci a dostavame:

Z 2@1 %CJN HGXP{—SGXP{\/_ZSMM—FMZ}}.

J1=t JN=1
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Obé aproximace polozime jako sobé rovné a budeme tesit v bodech sy, so. Autofi
zminéného ¢lanku povazuji za dostacujici volbu radu integrace J = 12 a volbu
bodu rovnosti s; = 0,001 a sy, = 0,005, jelikoz chceme, aby byla aproximace lepsi
v mistech chvostu, kde budeme pocitat miry rizika. Nadéle tedy muzeme uvazovat,
ze hodnota naseho portfolia ma jednorozmérné logaritmicko-normalni rozdéleni
s parametry ' a o 2, které budou pii optimalizaci uréeny fesenim nésledujicich
podminek:

S1 €exp {xjal\/E + p,}}

-
o { s

—

xa\/_-l-u}}

C,...C' N al /

%He p{—slwiexp{\@zsik%k +Uz}}
J J

KQ:Z"'Z G ]NHeXp{—SﬂUzeXp{\/_Z zk%ﬁ‘m}}

s1 = 0,001, so = 0,005, J=12, K;, Ky € R.

Abychom v dalsim textu zbytecné tyto podminky neopakovali, oznacme je jako
(APPROX).

Poznamka 19 Uvedené odvozeni lze zobecnit @ pro pripad, kdy jsou vdhy nulové
nebo zaporné. V pripadé nulové vahy vynechame index z prislusné sumy a stejnou
mnoZinu indexu ziskdme i v pripadé soucinu v aproximacni rovnici. Pokud do
soucinu priddme zpet nulové vdhy, vysledek se nezmeéni. Pro pripad zdpornijch vah
muzeme pocitat s absolutni hodnotou w; a znaménkem, po provedeni analogickych
kroku dikazu muzeme v konecéné rovnici opét tyto dva cleny sloucit a dostaneme
stejné resent.

2.8.1 Rozptyl

Pro ndhodnou veli¢inu X s logaritmicko-normélnim rozdélenim s parametry p a o

plati:
L,
EX =expqpu+ o

varX = (exp {02} — 1) exp {QM + 02}
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Pro rozptyl tedy ziskdme pii pouziti uvedené aproximace nésledujici ulohu:

min (exp {0,2} — 1) exp {2,1/ + 0,2}

za podminek (APPROX)

li ]_ 12
expqpu + §U > Ue

N
Zw,- =1
=1
w, € R, 2=1,..,N.

2.8.2 VaR

Pro ndhodnou veli¢inu finalni hodnoty portfolia R, kterd mé logaritmicko-normalni
rozdéleni s parametry p a o2, plati:

PIR<exp{u+oq-o}]=1—q,
kde ¢1_ je kvantil rozdéleni A (0, 1). Pocitejme nyni pro ,ztratu® definovanou

jako L = —R:
PIL>l=P[-R>1=P[R<-]].

Zvolme | = —exp{p + 0q1_o} a dostadvame:
PIL>—exp{p+oq_a}t=1-a.
Pro VaR v pripadé logaritmicko-normalniho rozdéleni tedy plati:
VaR,(L) = —exp{p+oqi-a}.
Vyslednou tlohu tedy muzeme formulovat takto:

min — exp {,u/ + alql_a}
za podminek (APPROX)

! 1 /2
expqu + 50 > Ue
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2.8.3 cVaR

Nejprve pocitejme pro logaritmicko-normdln{ rozdéleni s parametry (u, o?):

k k 1 (logﬂz:—u)2
f(x)dz = - 3d
Oa:(a:)x /:v 2exp 553 T
y2
_Z d
/ \/2_exp{ 5 }exp{ya—i—u} Y

log k—p 2
= 1 (y—o) g’
= — - d
/oo 27Texp{ 5 }exp{u+ Y

Plati tedy v nasem ptipadé:
cVaR,(L)=E[L|L > VaR(L)] =E[L|L > —exp{p+ 0q1-a}]
=E[-R|—R>—exp{pp+oq-u}] = —E[RIR <exp{u+ cqi-a}]

1 exp{utoqi—a}
= — zf(x)dz
P[R <exp{p+og-a}] /0 f)

1 2 o — L — 2
_ exp M+U_ o B+ oq w—a
11—« 2 o

1 o?
=—1_anp{u+7}¢(q1a—0).

Optimalizacni iloha se sestavi analogicky jako v pripadé VaR:

. 1 / 0',2 ’
min — exps p +— P (ql,a — o)
w 1—05 2

za podminek (APPROX)

! 1 /2
expqp + 50 > U

N
i=1

wiGR,’izl,..,N.
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2.8.4 Absolutni odchylka
Necht X m4 logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry u a o?.

E|X—EX|:/E:(x—EX)f(m)dx+/o (—z+EX) f(z)dx

= /EOO xf(zr)de — EX f(z)dx — /0 xf(r)der + EX f(z)dx

X EX 0

= (EX — Q/OEX xf(:c)dx) +EX (—1 +2 . f(a:)dx) :

0
Nyni pouzijeme pomocny vysledek ze zacdtku predchozi kapitoly 2.8.3:

2

E[X — EX]| =exp{u+%} (1-20(-3) ~1+22(3))
—enu+ T} (12 (3)-2).

Vysledna optimalizacni tiloha je nasledujici:

’ 0',2 O'/
i — 40 ( — ) — 2
minexp{“+2}< (2> )

za podminek (APPROX)

wiER,izl,..,N.

2.8.5 Semivariance

Necht X m4 logaritmicko-normdlni rozdéleni s parametry j a 0, nejprve spocitame

E[XQ]:
X exp{nt | 1 (logx — p)°
x> azdx:/ 22 e _Loer ) dx
/0 fayde = | e -

: L e { y2 } d
xp 4 2
o p 9 Yy

2
= / exp {2u + 20y}
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| y? — 4oy + 4o
= exp {2,u+202}/ mexp{— 5 dy

= ex + 20 ex - Z
P 1«4 . o p 5
30

= exp {2u + 20%} @ (—7> :

Dosadime do rovnice podle definice semivariance a pouzijeme vysledky z kapitoly
2.8.3:

E [max (0,EX — X)?] = / . (22 — 22EX + (EX)?) f(2)dz

— exp {2u + 02} (exp (0?} @ <—3§> —20(-Z) +0 (%))
— exp {2+ 02} (exp {02} ® <—3§> — 2430 (%)) .
Pro ztrétu L tedy plati:
E [max (0, L — EL)?] = E [max (0,ER — R)?]

= exp {2 + 0%} (exp (0%} ® (—37”) ~ 2430 (%)) |

Pro vypocet optimalnich vah tedy fesime nasledujici tilohu:

, , , 30 !
ool ) (on 7)o () -2 (3))

ex / 1/2 >
M+ 50 >

N
i=1

wiER,i:L..,N.

2.9 Diskrétni scénare

Predpokladejme, ze mame k dispozici M scénéiu vyvoje ceny vSech akcii v nasem
portfoliu, mame tedy hodnoty lf 0 = 1.N,7 = 1..M, které vyjadiuji vynos
(pfipadné findlni cenu) jedné akcie i pfi realizaci scénafe j. Pro jednoduchost
zépisu oznaéme vektor téchto hodnot pii scénéii j jako V. Kazdy scénad mé
obecné pravdépodobnost své realizace p/. V nasi praci budeme stejné jako v praxi
pouzivat stejné pravdépodobné scénédie, tedy p = p/ = ﬁ, j=1,..,M. Obvykle
mame k dispozici dostateény pocet scénéru, takze plati

M > N.
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Ocekavany vynos (resp. hodnota) naseho portfolia je tedy:

uw:% Zwilf:%Zlej.

=1 j=1 7j=1

2.9.1 Rozptyl

7 dostupnych scénait nejprve uréime vybérovou kovariancéni matici V':
M
J
v,
1

M
Ve )

j=

1

l=—
M 4
j

Nyni jiz muzeme tesit standardni optimaliza¢ni tlohu:
min w’ Vw
w

za podminek w’l > U,

N
=1

wiGR,izl,..,N.

2.9.2 VaR

Pro dané vahy w uréime VaR, (w) jako piislusny kvantil skokovité distribu¢ni
funkce ztraty L. Resime tedy optimalizacni ilohu:

min VaR, (w)

M
1 )
za podminek i E wll > u,

j=1

N
i=1

wiGR,izl,..,N
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Tato 1loha se da podle [16] pfepsat do nasledujiciho tvaru vhodného pro prak-
tické resent:

min v
v,w,dd

za podminek —w'l <v+K¢§,j=1,.,.M

Z5j = [(1 =) M]

& efo,1},j=1,..M

w; € R, 1= 1,..,N,
kde || znaci dolni celou ¢ast ¢isla x, tj. 2] = max {n € No,n < 2} pro z € R*,

a K je dostatecné velkd konstanta, K > max!] — min/;.
17.7 Z7j

2.9.3 cVaR

Formulace zakladni tulohy je obdobné jako v ptipadé VaR, vhodny tvar pro feseni
se dé nalézt napiiklad v [26]:

1 M
; J
e (1—a)Mj;Z

za podminek 2/ > —w'l/ —a, j=1,.., M
2 >0,7=1,..,M

| M
MZlej > U,

j=1

N
i=1

Ww; GR,izl,..,N.

2.9.4 Absolutni odchylka

Nasim tkolem je minimalizovat vyraz:
- 1 —
Tyj Tk
j=1 k=1
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Pro absolutni hodnotu plati nasledujici nerovnosti:

z < Ja,
—x < |z|.

Pro pievod na tlohu linedrniho programovani tedy piidame dalsi proménnou 27,
ktera bude vyjadrovat absolutni hodnotu:

M

i 5732
: o
| M
za podminek w1’ — — Zlek <, j=1..M
M
M
—wll + Z’lek<zj j=1.,.M
k=1
L i'wTV >
M 2
N
i=1

2.9.5 Semivariance

Pti feSeni této ulohy budeme postupovat podobné jako u tlohy s absolutni od-

chylkou, pfiddme proménnou 27, kterd bude reprezentovat vyraz max (0, L — EL):
M

min -3~ (1)’

Jj=1

M

. . 1
a podminek 27 > —w'l/ + — wllh, j=1. M
za podminek z/ > +M; , ] s ey

> oy M
1 M

TP > u,
M;w U
N
S
=1

29



Kapitola 3

Odhady parametru

Abychom byli schopni spoéitat feseni za predpokladu, ze nase data maji vybrané
rozdéleni, je nutné urcit parametry tohoto rozdéleni. Nalezené parametry budeme
také pottebovat pro generovani scénaru. Ve vsech pripadech budeme znacit vybér
ze zvoleného rozdéleni jako X1, .., X,,.

3.1 Elipticka rozdéleni

V pripadé eliptickych rozdéleni muzeme pouzit standardni nestranné odhady
sttedni hodnoty [+ a kovarian¢ni matice 3:

. 1
M:E;X“

(X — i) (X, — )"

- 1
Y=«
n—1+4

(2

Hodnota konstanty « zavisi na druhu rozdéleni:

o (2ON
ot '
Pro normalni rozdéleni plati o = 1, pro Studentovo rozdéleni je a = (v —2)/v.
Dalsim druhem odhadu, ktery muzeme pouzit, je maximalné vérohodny od-

had. Na zdkladé clanku [15] pouzijeme itera¢ni proceduru, kterd hledd odhady
parametru néasledujicim postupem. Polozme

u(t) = — y 9 = A,
( ) gn(%) ot
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a urcéeme vychozf odhady parametrt napiiklad jako u(® = 0, > = I Definujme
m m T m -1 m
s = (X, — pt™) (g( )) (X, — p™),

(m+1) _ Dict “(Sz(m))Xi

u

B S ) (- ) (- )
=1 7 =1

Iteracni postup budeme opakovat, dokud se nové ziskané hodnoty budou vyraz-
né lisit od hodnot predchozich, v nasi praci jsme pouzili presnost 0,001, v pripadé
vektoru a matic po¢itame sumu absolutni hodnoty prvku jejich rozdilu.

Poznamka 20 V reakci [5] na ¢lanek [18] jsou uvedeny vzorce pouzité iteracni
procedury prizpusobené pro znaceni pouzivané v ¢lanku [18]. Vzorec pro aktualizaci
hodnoty rozptylu je bohuzel uveden chybne, chybi zde normovdni prumérnou vahou
pozorovdni.

Pro Studentovo rozdéleni je zaroven nutné znat pocet stupnu volnosti. Tento
parametr nebudeme odhadovat, ale vybereme si nékteré jeho obvyklé hodnoty pro
finan¢éni data. Podle ¢lanku [10] muzeme jako vhodné zvolit napiiklad hodnoty
5 a 7 s prihlédnutim k vypocetni naro¢nosti VaR pro 3 nebo 4 stupné volnosti.

3.2 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Pro logaritmicko-normalni rozdéleni mame nasledujici nestranné odhady para-
metru:

-ty s,
=1

> (log X; — ) (log X, — f1)" .

=1

1

n—1

2:

Odhady metodou maximalni vérohodnosti se lisi jen nepatrné, a to u varianéni
matice:

l:l’ = %ilogxw
i=1

>

1< A A
;Z(logXi — 1) (log X, — )" .
=1
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3.3 Generovani scénaru

Za predpokladu zvoleného rozdéleni budeme generovat ruzné pocty scénaru a tes-
tovat rychlost konvergence. Pro generovani vybéru z normélniho rozdéleni pouzi-
jeme knihovnu [25].

Necht X ~ N (u,X) a & = UAU? je spektralni rozklad matice. Vygene-
rujeme N nezavislych normovanych normalné rozdélenych vybéru a sdruzime je
do vybéru z Y ~ N (0, I). Potom ziskame X jako X ~ p+ UAY?Y | kde A'/?
znaci odmocninovou matici vlastnich ¢isel.

Pro pifpad Studentova rozdéleni vyjdeme z nésledujici konstrukce. Necht X ~
N (0,X) aY ~ x2. Necht jsou veliciny X a Y nezavislé, pak plati:

X
Z = \/—?\/; ~ (0,3, v).

Obecné pro t-rozdéleni s parametry p, 3 a v postupujeme tedy tak, ze za pomoci
vyse uvedené knihovny [25] vygenerujeme nezdvislé vybéry X ~ N (0,X) a Y ~
X2 a veli¢inu Z ziskdme ndsledné jako:

X
Z =+ =/
I _Y\/_

V pripadé logaritmicko-normélniho rozdéleni budeme generovat scénaie nor-
malniho rozdéleni a jejich hodnoty transformujeme exponencialni funkci.

Posledni moznosti je generovat scénare bez predpokladu o rozdéleni. Na tento
proces pouzijeme algoritmus popsany v ¢lanku [12]. Tento algoritmus generuje
scénare pouze na zakladé korelacni matice a odhadu prvnich ¢tyt momenti nahodné
veliciny. Potfebné momenty M;, My, M3, M, a korela¢ni matici R odhadneme
jejich vybérovymi ekvivalenty, vzorce jsou prevzaty z knihy [3].

_1 _x)
Mg—n;(xz X)",
M= (x,- X)",
nz:l
R - T
§=— (X, - X) (X, —X) .

n

i j=1 kladné, definujeme:

Pokud jsou vSechny prvky na diagondle matice S = (s;5)

R=(ry) = | —2 .
o= ( _)
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Kapitola 4

Praktické reseni

V této kapitole prezentujeme vysledky, které jsme ziskali fesenim uvedenych mo-
delt s realnymi daty z akciového trhu. Pro modelovani vynosu a findlnich cen
jsme pouzili denni data hodnot indexu burz v Japonsku, USA (Down Jones),
Velké Britanii, CR a Némecku od 15. 9. 2008 do 18. 9. 2009. Pouzita aproximace
logaritmicko-normalniho rozdéleni bohuzel znemoznuje pouziti velkého poctu di-
menzi, a tak jsme se museli omezit na data z uvedenych péti zemi.

4.1 Optimaliza¢ni ulohy

Pro teseni optimaliza¢nich tloh jsme pouzili software GAMS. Vétsinu uloh lze
piimocafe ptepsat do prislusného jazyka, v nasledujicich tabulkach shrnujeme
druhy 1loh, které jsme ziskali.

Ip linedrni programovani

qcp | kvadratické programovani

nlp | nelinedrni programovani

mip | linedrni programovani s celo¢iselnymi proménnymi

rozptyl | VaR | cVaR | abs. odchylka | semivariance
normalni qcp nlp nlp qcp qcp
Studentovo qcp nlp nlp qcp qcp
lognormalni nlp nlp nlp nlp nlp
scénare qcp mip Ip Ip qcp

4.2 Logaritmicko-normalni rozdéleni

V pripadé ulohy s aproximaci logaritmicko-normalniho rozdéleni neni prakticka
implementace trivialni. Po prfimém prepisu ulohy uvedené v kapitole 2.8 neni
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mozné ziskat optimélni feseni. Optimaliza¢ni program zacne hledat teseni ve
sméru, kdy rozptyl konverguje k nule, a priblizné tomu prizpusobuje parametr
sttedni hodnoty. Abychom byli vibec schopni tuto tlohu prakticky vytesit, musime
pridat omezeni na oba parametry jednorozmérné nahodné veli¢iny. Pokud nebu-
deme uvazovat zaporné vahy, muzeme stfedni hodnotu omezit minimem a ma-
ximem ze stifednich hodnot jednotlivych akcii v portfoliu V pﬁpadé rozptylu
hranice rizika Jednothvych akcii. Protoze feSeni za predpokladu, kdy uvazujeme
zaporné vahy, neni primarnim cilem této prace, rozhodli jsme se zvolit zminéna
omezeni stfedni hodnoty a rozptyl omezit maximalnim rozptylem jednotlivych
akcii. Minimalni hodnotu rozptylu jsme zvolili dostatecné malou tak, aby ne-
bylo feSeni tilohy ovlivnéno omezenimi. Necht m4 findlni hodnota logaritmicko-
normalni rozdéleni s parametry p a 3:

@ € [min{u;, i = 1.N},max {pu;, i =1..N}],
/ min {0'“', 1= 1N}

o € 100 ,max{aii? 2:1N}

Zvolend omezeni ndm umoznila vyfesit tlohy minimalizace rozptylu, VaR
a cVaR. Bohuzel ale v pripadé absolutni odchylky a semivariance stéle dochazelo
k problémum, protoze se optimalizacni algoritmus snazil hledat optimélni feseni
na hranici omezeni a konvergoval vidy k dolni hranici ¢". Diavodem je hlavné
fakt, ze pri optimalizaci davame nepresnostem v aproximativnich rovnicich stej-
nou vahu jako zlepsenim tucelové funkce, kterd muze se zmenSovanim parametru
o’ rychle klesat. Abychom predesli uvedenym komplikacim, zavedli jsme misto
aproximativnich rovnosti nerovnosti a nesplnéni rovnosti vyrazné penalizujeme.

Vysledna optimaliza¢ni tloha vypada tedy néasledovné, pticemz r,, zastupuje
libovolnou miru rizika:

min p —+ 7y,
w

za podminek p = C(p1 + p2)

K11: exp{ slexp{ 0\/_+u}}

Ko = Z—ex { So eXp {x 0/\/§+M/}}

J J N N
C» DR C ’
Ky = Z i Z L He Xp {_Slwi exp {ﬁzsikxjk + Nz}}
a=1  jy=1 7?7 i=1 k=1
J J C .. .C- N N
Ky = Z o Z e HGXP {—SQW exXp {\/izsik‘rjk + Mz}}
Jji=1 jn=1 e =1 k=1
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p1 = K — Ky
= K2 — Kny
p2 = Ko — Ko
p2 > Koy — Ko

p17p27pERap20
s1=0,001, s, =0,005, J=12, K;, K, e R, C =10"

! 1 /2
expy p + 50 > U

N
=1

wiER,izl,..,N.

4.3 Shlukovani vysledku

V pripadé generovani scénaiu zavisi ziskané vysledky do zna¢né miry na kon-
krétnim generovaném seznamu scénaiu. Abychom ziskali korektni odhad rychlosti
konvergence, musime pro kazdy zvoleny pocet scénaru provadét testovani vicekrat.
V nasi praci opakujeme generovani scénaru a vypocet vzdy padesatkrat, pricemz
ziskdme 50 vektoru s optimalnimi vahami portfolia. Z téchto vektoru chceme
ziskat jedno optimalni feseni, které by mélo konvergovat k analytickému feseni od-
povidajici ilohy. Jako nejjednodussi postup muzeme zvolit prumérovani ziskanych
vektoru s optimalnimi vahami. Tento postup ale nemusi byt vzdy dostatecny, coz
se ukazuje i na nasich datech v ptipadeé, kdy je zvolenou mirou rizika semivariance.
P1i generovani velkého mnozstvi scénairu muze dochéazet k situaci, kdy pii opako-
vanych pokusech nachazime vice nez jedno odpovidajici optimalni feseni, coz je
zpusobeno zménou ucelové funkce v pripadé odlisného vyvoje scénéiu. Abychom
problému predesli, muzeme provést shlukovou analyzu a vybrat nejvétsi shluk,
u kterého ocekavame konvergenci k analytickému feseni. V nasi praci budeme tuto
analyzu provadét vzdy metodou k-prumeéru, jejiz popis lze najit napiiklad v knize
[11]. V grafu 4.1 porovnavéame vysledky rychlosti konvergence bez shlukovani a se
dvéma shluky pro piipad normalniho rozdéleni, pro ruzné pocty scénéiu pocitame
Euklidovskou vzdélenost vektoru optimélnich vah od analytického teseni.

V ptipadé pouziti dvou shluku vidime vyrazné zlepseni konvergence pro vy-
soky pocet 50 000 scénaru. Obecné nemusi ale ani dva shluky stacit, coz se pro-
jevuje naptiklad u Studentova rozdéleni. Na nésledujicim grafu 4.2 je ukazano,
ze v pripadé Studentova rozdéleni a 50 000 scénaiu by byl idedlni pocet shluku
ctyri. Analytickému feseni odpovida prvni shluk, ktery m&a také nejvétsi pocet
¢lentu. Pokud predem zvolime velky fixni pocet shluki, muzeme vynechat teSent,
kterd odpovidaji pozadovanému analytickému, a proto bychom radi urcili jejich
idedlni pocet. V nasi praci jsme se inspirovali Bayesovym informac¢nim kritériem
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Normalnirozdéleni
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Obrazek 4.1: Porovnani vysledku bez shlukovani a se dvéma shluky

(BIC), vice napiiklad v knize [7], a postupujeme podle nésledujiciho algoritmu.

Oznaé¢me C pocet optimdlnich vektori vah w?, .., w

¢ a polozme pocet shluki

kzl,iOIOOI

1.

4.

d.

proved shlukovou analyzu s poctem shluku &, oznaé stied shluku prislusného
vektoru w’ jako s/,

. najdi nejvétsi shluk a oznac jeho stred jako ¢y,

. Spocti

C N 7 7
. . \WwW; — S
ik _ OlOg {Z]_l Zz_g( 7 z)

2
}—i—Nk;logC’,

pokud nejvétsi shluk obsahuje méné nez C/2 ¢lenu nebo pokud iy, > i_q,
jdi na krok 5, jinak poloz k = k + 1 a jdi na krok 1,

konec algoritmu, optimalni feSeni ¢j_.

Poznamka 21 Kritérium pouZivané v kroku 3 algoritmu neni Bayesovo informa-
énd kritérium ve smyslu puvodni definice. PouZity vzorec odpovidd verzi kritéria,
kterd je zaloZena na rezidudlnim souctu cétvercu a rozsitena pro pouZiti ve vice-
rozmérném pripadé. V nasi prdaci nejsou podstatné asymptotické vlastnosti nebo
robustnost tohoto kritéria, a proto pouZivame jeho nejjednodussi vicerozmérnou

verzi.
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Semivariance - shlukova analyza

shluk 1

@ sh|uk 2

e shluk 3

e shluk 4

Vaha indexu v portfoliu

Japonsko USA Britanie CR Némecko

Obrazek 4.2: Studentovo rozdéleni se 7 stupni volnosti, 50 000 scénaiu

Poznamka 22 Pri shlukovdni mize obecné dojit k situact, kdy nejvétsi shluk nent
jednoznacné definovdn. V takovém pripadeé je mozné postupovat napriklad tak, Ze
vybereme shluk s nejmensim celkovym rozptylem vlastnich ¢leni. Zminénd situace
na nasich datech nenastdvd, proto jsme tento krok do algoritmu nezaradili.

4.4 Rychlost vypoctu

Doba vypoctu optimélniho feSeni vyrazné zavisi na zvoleném rozdéleni, mite rizika
a poctu scénaiu. Miry rizika muzeme podle rychlosti sefadit od nejrychlejsi po
nejpomalejsi nasledovneé:

e rozptyl,
e cVaR,

absolutni odchylka,
e semivariance,
e VaR.

V piipadé rozptylu je rychlosti ulohy dosazeno hlavné odhadem varianéni
matice mimo optimalizaéni program a celkové malou velikosti predavané tlohy.
U dalsich mér rizika pak rychlost odpovida druhu optimalizacni tilohy, linearni pro-
gramovani je rychlejsi nez kvadratické a zavisi i na poctu omezujicich podminek.
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V pripadé celociselného programovani pti vypoctu VaR je zpomaleni vyrazné
a muzeme tesit jen ulohy fadové mensiho rozsahu. Vypocty jsme provadeéli na
pocitaci s procesorem Core 2 Duo (2,4 GHz) a 4 GB operacéni paméti. Pro VaR
jsme schopni v rozumném case napocitat vysledky pro maximalné 1 000 scénaru,
u ostatnich meér rizika pro 50 000 scénaiu. V pripadé VaR se také vyraznéji
projevuje vliv zvoleného rozdéleni, nejvétsi zpomaleni nastava pro Studentovo
rozdéleni, kde se s klesajicim poc¢tem stupnu volnosti snizuje rychlost tak, ze pro
3 nebo 4 stupné volnosti jiz trva vypocet neinosné dlouho. Navic jsme zjistili,
ze vysledky ziskané pro 4 stupné volnosti jsou velmi podobné vysledkum pro
5 stupnu volnosti, a tak jsme se rozhodli pro ¢asovou isporu pouzivat Studentovo
rozdéleni s 5 stupni volnosti. V piipadé 7 stupnu volnosti neni zpomaleni oproti
normalnimu rozdéleni tak vyrazné, coz svédci o vyrazném priblizeni samotnych
rozdéleni a optimalnich Teseni.

4.5 Realizace vypoctu

Na zpracovani uvedenych dat, generovani scénaiu a vypocet optimaliza¢nich tuloh
jsme pouzili vlastni program napsany v jazyce C++. Program umoznuje zvolit
nasledujici parametry:

e piedpoklddané rozdéleni - normélni, Studentovo (véetné stupnu volnosti),
logaritmicko-normalni, zadné (scénére),

e miru rizika - rozptyl, VaR, cVaR, absolutni odchylku, semivarianci,

e druh feseni - analytické nebo generované scénare (vcetné jejich poctu),
e nezaporné vahy - ano, ne,

e ocekavany vynos ve stejnych jednotkach jako vstupni data,

e hladinu spolehlivosti,

e pouzity odhad - nestranny nebo maximalné vérohodny,

e pocet opakovani pii generovani scénaiu,

e shlukovou analyzu vysledku - ano, ne.

Podle zvolenych nastaveni program nacte vstupni data, provede odhad para-
metru rozdéleni (pokud je to nutné), vygeneruje piipadné scénére a vytvoii skript
v jazyce GAMS [9]. Tento skript je predan do programu GAMS, vytesen a vysledky
jsou automaticky nacteny a zpracovany. V piipadé generovani scénaiu se tento
postup opakuje nékolikrat podle hodnoty parametru a vysledné feseni uréime jako
prumeér vSech ziskanych platnych teseni s pripadnou volbou optimalniho shluku.
Vystupem programu jsou tedy optimalni vahy pro dand nastaveni a vstupni
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data. Program je urcen pro operacni systém Microsoft Windows, na piilozeném
DVD jsou zdrojové kédy a projekt pro Microsoft Visual Studio 2008 [20] véetné
pouzitych knihoven.

V nasi préci jsme pouzili vzdy hladinu spolehlivosti 95 %, nezdporné véhy
a maximalné vérohodny odhad. V piipadé scénaiu jsme provadéli 50 opakovani
vypoctu a shlukovou analyzu. Hladinu ocekavaného vynosu jsme zvolili tak, aby
byla vétsi nez prumeérny vynos v naSich datech a zaroven také diverzifikovala
vysledné portfolio.

4.6 Vysledky podle rozdéleni

V této kapitole postupné prezentujeme grafy, které ukazuji rychlost konvergence
feSeni s diskrétnimi scénari k optimalnimu analytickému feseni. Pro ruzny pocet
scénaru vkladame do grafu Euklidovskou vzdalenost od optimalniho analytického
feseni pii zvoleném spojitém rozdéleni. Do grafu vkladame vsechny miry rizika
kromé VaR, pro kterou se nam podarilo spocitat vyrazné mensi maximalni pocet
scénart, a tak lze jeji vysledky nalézt samostatné v nédsledujici kapitole.

V pripadé eliptickych rozdéleni muzeme na nasledujicich grafech 4.3, 4.4 a 4.5
pozorovat podobnou rychlost konvergence pro vSechny miry rizika. Zaroven také
muzeme fict, ze s rostoucim poc¢tem scénaru se opravdu priblizujeme analytickému
feSeni, coz potvrzuje vhodnost zvolené shlukovaci metody. V ptipadé 50 000
scénaru jiz dostavame pomérné presnd feseni, ktera se 1isi od analytického ty-
picky v fadu setin u vahy dané akcie v portfoliu.

Normalnirozdéleni
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Obrazek 4.3: Normalni rozdéleni pro ruzné miry rizika
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Studentovo rozdéleni(7 st. volnosti)
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Obrazek 4.4: Studentovo rozdéleni se 7 stupni volnosti pro rizné miry rizika

Studentovo rozdéleni (5 st. volnosti)

0,1
0,09
0,08 A
0,07 A
0,06 -
0,05 - \\\ e ozptyl
0,04 -
0,03 cVaR
0,02
0,01
0 T T T T T T T T 1 semivariance

Q
N

feseni

e absolutni odchylka

S & O O O & & O
" O T O O S
PSS

Vzdalenost od optimalniho

Pocet scénaru

Obrazek 4.5: Studentovo rozdéleni s 5 stupni volnosti pro ruzné miry rizika
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Za predpokladu logaritmicko-normélniho rozdéleni muzeme na grafu 4.6 pozo-
rovat vliv dvou druhu nepfesnosti: nepfesnost z generovani scénaiu a neptresnost
pouzité analytické aproximace. Ani v ptipadech velkého poctu scénaiu nedosahu-
jeme zlepseni vysledku konvergence, coz prisuzujeme pravé faktu, ze nezname
presné analytické feSeni. V piipadé, kdy chceme najit optimélni portfolio za
predpokladu logaritmicko-normalniho rozdéleni, bychom podle uvedenych vysled-
ku volili radéji feseni s velkym poc¢tem scénaitu nez analytickou aproximaci. Navr-
zend analyticka aproximace ma pomeérné velkou odchylku a vzhledem k vypocetni
narocnosti neni vhodna pro velky pocet akcii v portfoliu. Pti generovani velkého
poctu scénaiu dosahujeme u ostatnich rozdéleni celkem dobrych vysledku, a tak
lze ocekavat, ze tento postup bude srovnatelné presny i v piipadé logaritmicko-
norméalniho rozdéleni.
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Obrazek 4.6: Logaritmicko-normalni rozdéleni pro ruzné miry rizika

Posledni moznosti je generovani scénaiu bez predpokladu o spojitém rozdélent,
pouze na zékladé hodnot prvnich ¢ty momenti nahodné veliciny. V grafu 4.7
porovnavame feseni ziskand pti pouziti puvodnich dat jako scénaiu s feSenimi pro
ruzny pocet generovanych scénaiu. Ukazuje se, ze v ptipadé, kdy mame dostatecny
pocet puvodnich scénaiu, nemé generovani podle momentu vyrazny smysl. Pokud
bychom méli vstupnich dat mélo, 1ze tento postup naopak doporuéit zejména kvuli
miram rizika jako je VaR a cVaR, které zavisi na hladiné spolehlivosti a u kterych
je nutné, abychom disponovali dostate¢nym poctem scénaiti po prekroceni této
hladiny. Na grafu si také muzeme vsimnout nulové odchylky v ptipadé rozptylu,
coz potvrzuje fakt, ze scénére jsou tvoreny tak, aby mély stejny prvni i druhy
moment.
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Obrazek 4.7: Generovani scénaiu podle momentu pro ruzné miry rizika

4.7 Vysledky podle miry rizika

V této kapitole postupné prezentujeme obrazky, ve kterych opét porovnavame
Euklidovskou vzdalenost analytickych optimélnich feSeni od optimélnich feseni
pro ruzny pocet scénaru, ale do grafu vynasime vysledky pro ruzna rozdéleni,
abychom porovnali, jak vyrazné zalezi na jejich volbé.

Na vsech grafech 1ze pozorovat podobné vysledky. Konvergence je nejhorsi
pro pripad logaritmicko-normalniho rozdéleni, a to hlavné z duvodu dodatecné
neptesnosti pouzité aproximace analytického reseni, se kterym vysledky porovna-
vame. Pti srovnani normalniho a Studentova rozdéleni vidime, ze lepsich vysledki
dosahujeme za predpokladu Studentova rozdéleni, ale s rostoucim poctem scénéaiu
se odchylky priblizuji. V piipadé rostouciho poc¢tu stupnu volnosti u Studentova
rozdéleni lze o¢ekavat vyraznéjsi priblizeni k normélnimu rozdéleni, které muzeme
pozorovat i na rychlosti provadénych vypoctu a plyne z teoretickych vysledkii.

V pripadé VaR se ndm podarilo spoc¢itat vysledky pro maximalné 1 000 scénai,
a tak jsme pridali nékteré dalsi mensi pocty scénaiu, abychom mohli alespon
¢astecné posoudit, zda dochazi ke zlepseni konvergence. V grafu 4.12 muzeme po-
zorovat urcité zlepseni vysledku s rostoucim poctem scénaiu, ale vzdalenost od
optimalniho analytického feSeni zustava v piipadé normalniho rozdéleni pomérné
vysoka. Pokud bychom dokazali vytesit prislusnou tlohu pro vétsi pocet scénaru,
lze ocekavat podobné vysledky jako u ostatnich mér rizika. Vzhledem k vypocetni
narocnosti a jejimu exponencidlnimu narustu s rostoucim poc¢tem scénaiu vsak
doporucujeme pouzivat analytické optimalni feseni, kdykoliv je to mozné.
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Kapitola 5
Zaveér

Tato prace se zabyvala hledanim optimalniho portfolia akcii za predpokladu ruz-
nych spojitych rozdéleni vynosu a mér rizika. Pro vSechny tlohy jsme odvodili
presnad analytickd feSeni nebo v pripadé logaritmicko-normalniho rozdéleni ale-
spon priblizné feseni. Nalezena feSeni jsme porovnavali s feSenimi pfi generovani
diskrétnich scénaru a implementovali jsme vlastni postup, ve kterém pomoci shlu-
kové analyzy vybirdme pii opakovanych pokusech optimélni feseni z mnoziny op-
timalnich vektoru vah.

7, prezentovanych vysledku plyne, ze v ptipadé eliptickych rozdéleni konver-
guje feseni aproximativni tlohy s generovanymi scénéfi k analytickému feSeni pro
vsechny zvolené miry rizika a pii poctu 50 000 scénaiu jsou rozdily mezi vektory
optimalnich vah velmi malé. U logaritmicko-norméalniho rozdéleni jsme v piipadé
analytického Teseni omezeni presnosti pouzité aproximace, a tak nedochazi ke
konvergenci ani pti generovani velkého mnozstvi scénéiu. V pripadé, kdy v praxi
hledame optimalni portfolio za predpokladu logaritmicko-normélniho rozdélent,
nam tedy vychazi jako lepsi postup generovani velkého mnozstvi scénaiu nez
pouziti analytické aproximace. Vyzkouseli jsme i metodu generovani scénéiu bez
predpokladu o rozdéleni, kde se ukazalo, ze v pripadé velkého poc¢tu puvodnich
scénaiu nemd vytvareni dalsich scénaiu prokazatelny pozitivni piinos. V pripadé
malého poctu puvodnich scénaiu muze ale byt tato metoda uzitecna. Na redlnych
datech jsme ukazali, zZe pri vypoctu s generovanymi scénafi je nutné pouzivat
shlukovou analyzu pro volbu optimalniho feseni, v opacném pripadé bychom s ros-
toucim poctem scénaru nemuseli dosdhnout konvergence. Z uvazovanych mér ri-
zika nam vychézi jako vyhodné pouzivat rozptyl nebo cVaR. Obé miry rizika dosa-
huji velmi dobrych vysledku z hlediska konvergence a navic lze vypocty prislusnych
optimalizacnich tloh provadét velmi rychle. Pokud bychom méli moznost volby
rozdéleni, tak bychom volili Studentovo rozdéleni se 7 stupni volnosti. Studentovo
rozdéleni dosahuje ze vSech uvazovanych rozdéleni nejmensi odchylky od analy-
tického Teseni pti generovani scénaiu. Pti 7 stupnich volnosti jsou stale zachovany
velmi dobré vlastnosti rychlosti konvergence a zaroven dosahujeme ptijatelné doby
trvani vypoctu.
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Nase prace by se dala v mnoha ohledech rozsitit. Uvazovali jsme jen nékolik
zakladnich mér rizika, abychom postihli 1ilohy linedrniho, kvadratického a celo-
¢iselného programovani, ale zpusobu jak mérit riziko je mnohem vice. Zaroven
bychom také mohli uvazovat o pridani dalsich moznych rozdéleni vynosu portfolia.
Déle bychom radi zkoumali vliv ruznych parametru tlohy na konvergenci feseni.
V piipadé zvySovani pozadovanych ocekdavanych vynosu predpoklddame zrychleni
konvergence vzhledem ke zmenseni mnoziny ptipustnych feseni, zajimavé by bylo
i povoleni zapornych vah akcii v portfoliu. V pripadé aproximace logaritmicko-
normalniho rozdéleni bychom také radi posoudili vliv volby bodu rovnosti mo-
mentovych vytvorujicich funkei na presnost feSeni. Nase modely by déle mohly
byt rozsiteny o dynamiku vyvoje trhu, zmény uvazovanych parametru a pripadné
rozhodovaci postupy, které by se provadély v kazdém kroku modelu.

47



Literatura

1]

[11]

[12]

Abramowitz, M. and Stegun 1. A. (1964): Handbook of Mathematical Functi-
ons with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, Dover, New York,
ISBN 0-486-61272-4

ALGLIB numerical analysis and data processing library http://www.
alglib.net/

Andeél J. (2007): Zdklady matematické statistiky, Matfyzpress, Praha, ISBN
80-7378-001-1

Armadillo C++ linear algebra library http://arma.sourceforge.net/

Bilodeau, M. (2004): Tail Conditional Expectations for Elliptical Distributi-
ons, North American Actuarial Journal 8 (3), pp. 118-123

Birbil, S.; Frenk J.; Kaynar B.; Noyan N. (2008): Risk Measures and Their
Applications in Asset Management, research report, Erasmus University Rot-
terdam

Cipra, T. (2008): Financni ekonometrie, Ekopress, Praha, ISBN 978-80-
86929-43-9

Dupacové, J.; Hurt, J. and Stépan L. (2002): Stochastic Modeling in Econo-
mics and Finance, Kluwer, ISBN 1-4020-0840-6

General Algebraic Modeling System (GAMS) http://www.gams . com/

Glasserman, P.; Heidelbelger, P. and Shahabuddin P. (2002): Portfolio Value-
at-Risk with Heavy-Tailed Risk Factors, Mathematical Finance 12 (3), pp.
239-269

Hebék, P.; Hustopecky, J. (1987): Vicerozmérné statistické metody s aplika-
cemi, Praha, SNTL/ALFA, ISBN 80-7333-025-3

Hoyland, K.; Kaut, M. and Wallace, S. (2003): A Heuristic for Moment-
Matching Scenario Generation, Computational Optimization and Applica-
tions, 24 (2-3), pp. 169-185

48


http://www.alglib.net/
http://www.alglib.net/
http://arma.sourceforge.net/
http://www.gams.com/

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[24]

[25]
[26]

Huang, A. (2006): A Comparison of Value at Risk Approaches and a New
Method with Ezxtreme Value Theory and Kernel Estimator, disertacni prace,
City University of New York

J.P. Morgan Risk Metrics (1995): Technical Document, 4" Edition, Morgan
Guaranty Trust Company, New York

Kent, T. J. and Tyler, D. E. (1991): Redescending M-FEstimates of Multiva-
riate Location and Scatter, Annals of Statistics 19, pp. 2102-2119

Kopa, M. (2006): Utility functions in portfolio optimization, disertacni prace,
Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy v Praze

Kotz, S. and Nadarajah, S. (2004): Multivariate t Distributions and Their
Applications, Cambridge University Press, Cambridge, ISBN 0-521-82654-3

Landsman, Z. and Valdes, E. (2003): Tail Conditional Expectations for Ellip-
tical Distributions, North American Actuarial Journal 7 (4), pp. 55-71

Markowitz, H. M. (1952): Portfolio Selection, The Journal of Finance 7 (1),
pp. 77-91

Microsoft Visual Studio http://www.microsoft.com/cze/msdn/produkty/
vstudio/default.mspx

Mehta, N.; Molisch, A.; Wu, J. and Zhang, J. (2006): Approzimating the Sum
of Correlated Lognormal or Lognormal-Rice Random Variables, Mitsubishi
Electric Research Laboratories

Ogryczak, W., and Ruszcezynski, A. (2002): Dual Stochastic Dominance and
Related Mean-Risk Models, STAM Journal on Optimization 13, pp. 60-78

Pflug, G. Ch. and Romisch W. (2007): Modeling, Measuring and Managing
Risk, World Scientific Publishing Company, ISBN 978-9812707406

Rockafellar R. T. and Uryasev S. (2002): Conditional Value-at-Risk for Gene-
ral Loss Distributions, Journal of Banking and Finance 26 (7), pp. 1443-1471

Tina’s Random Number Generator Library http://trng.berlios.de/

Uryasev, S. (2002): Probabilistic Constrained Optimization: Methodology and
Applications, Kluwer Academic Publishers, ISBN 0-7923-6644-1

49


http://www.microsoft.com/cze/msdn/produkty/vstudio/default.mspx
http://www.microsoft.com/cze/msdn/produkty/vstudio/default.mspx
http://trng.berlios.de/

Priloha A
Obsah prilozeného DVD

Na prilozeném disku lze najit nasledujici obsah:

e Zdrojové kody - v adresari Source je kompletni projekt pro Visual Studio
2008 spolu se soubory knihoven pro maticové vypocty a generovani scénait.

e Spustitelny program - v adresaii Install je spustitelny program pro Micro-
soft Windows vcetné potiebnych knihoven.

e Dokumentace - text diplomové prace ve formatu PDF a kratkou ndpoveédu
k pouziti prilozeného programu lze najit v adresafi Documentation.

e Data - pouzita data obsahujici vynosy a findlni hodnoty zvolenych trznich
portfolii jsou ulozena v adresafi Data.
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