Jakub Skalicky: Effective elliptic curves arithmetics over finite fields
POSUDEK OPONENTA DIPLOMOVE PRACE
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Praci lze rozdélit do tii ¢asti. V prvni ¢asti je rekapitulovina zakladni teorie elip-
tickych k¥ivek pfi pouziti funkénich téles, druha ¢ast se zabyva nékterymi aspekty
slozitosti aritmetiky eliptickych kiivek a konecné tfeti ¢ast se vénuje realizaci elip-
tickych kfivek pomoci kiivek Edwardsovych.

V praci nejsou vlastni vysledky. Nicméné zpracovani Edwardsovych kfivek, i
kdyz jde o kompilaci, je zasluznym pocinem. Je §koda, ze kvili rozsahu prace neni
tato teorie uvedena kompletnim zptsobem. Pravé ty partie, které se obvykle kvuli
vypoctové narocnosti nerozvadéji, by mohly byt v diplomové praci uvedeny zcela
do detailii. Rozumim tomu, 7e v takovém pfipadé by prace nadmérné narostla.
To vsak §lo tesit tak, Ze se prvni ¢ast mohla omezit na pfehled potiebnych tvrzeni
obsazenych v zadkladnim kursu. Pak by bylo mozno popsat Edwardsovy kiivky zcela
olné.

Nejvice chyb je ovSem v tivodni ¢asti, ktera by méla byt s pfehledem zvladnuta.
7da se, 7e uchaze€i tu a tam chybél nadhled nad pfedklddanou teorii, coz vedlo
k obCasnym chybam, které lze nazvat hrubé. Lze jen doufat, Ze je to dusledek
chybéjiciho odstupu, nikoliv neznalost. Tomu nasvédcuje dobra kvalita ostatnich
partii.

Angli¢tina prace je velmi dobra, misty az vybrani. Obcas v8ak také skiipe: Na-
piiklad v definici 1.3 je nepodaiené vazba Let V' be a variety, then .... Po all se
nepise the, tedy ne all the tools (strana 6). V zasadé vsak jde o drobnosti. Co se
tyc¢e matematického stylu, tak obcas vadi, Ze If neni vzdy nésledovano v hlavni vété
then.

Prace byla zjevné zkoumana spelling-checkerem, av8ak ani to nezabrénilo, aby v
textu zustala vazba of and only if, strana 10 dole.

Lokalni pfipominky k textu:

Definice 1.1.11 je spi8e tvrzenim, nebot dimenze i fuknéni téleso nezavisi na volbé
afinni subvariety (tedy na zpusobu normalizace).

Definice 1.2.4 neobsahuje zésadni poZzadavek, Ze valua¢ni okruh F/K obsahuje
K. Je tedy Spatné.

Definice 1.2.7 je chybna.

Definice 1.2.8 je také nedokonald, protoze neuvadi, ze v musi byt celé ¢islo.

Formulace propozice 1.2.12 se uplné nepodarila. Neni tam jasné uvedena vazba
Weirstrassovy rovnice na hodnoty x a y. Posledni véta konstatuje existenci dlouhé
Weierstrassovy rovnice, ale neiika, co tato rovnice spliuje.

Prvni véta dikazu 1.2.12 je zjevné Spatné. 7 1.2.9 uvedené fakta neplynou. Pied-
poklddam, Ze béhem obhajoby bude vysvétleno, kde je chyba. V dikazu je uvedeno
(x)_ bez toho, 7e by byl tento symbol definovan. Uplné nutné to samoziejmé neni,
oviem pak se nabizi otézka, pro¢ néco definovano je, néco neni. To se tyka i for-
mulace nékterych vét napfiklad tvrzeni [F : K(x)] = deg((x)-) je aplikovano v
diikazu lemmatu 1.3.1, ale explicitné uvedeno nikde neni.

V zacatku dukazu propozice 1.2.14 je definovano funkéni téleso. Tentyz pojem
je definovan v definice 1.1.3. Propozice 1.2.14 zfejmé vyvolala v autorovi dojem,
ze se v ni dokazuje ireducibilita libovnlného Weierstrassova polynomu. To je ovSem
omyl. Propozice 1.2.14 je pouze triviadlni propojeni skutecnosti, ze kdyz vS8echny
polynomy nulujici se na « a y jsou nasobkem né&jakého polynomu (napiiklad w)
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tak w je ireducibilni. To v8e za pfepokladu, ze F/K je rozsifeni téles. Smyslem
1.2.14 tedy neni nic jiného, nez si uvédomit, ze polynom w(x,y) = 0 objevujici se
v propozici 1.2.13 musi byt ireducibilni. Dikaz, Ze kazdy Weierstrassiiv polynom je
ireducibilni, v praci chybi (byt se toto tvrzeni pfedpoklada a vyuziva).

Formulace lemmatu 1.3.1 neni zdafila. Neni zcela jasné, Ze misto P se ma vzta-
hovat k naposledy uvedené varianté pro mista Q.

Druha véta v dikazu propozice 1.3.4 nedava smysl. Definuje se tam misto po-
moci w; pfitom existence w se teprve dokazuje. Pti bliz§im ohledani se ukazuje, 7e
problém neni v dikazu, ale v propozici. Ta je formulovana §patné. Dikaz odpovida
tvrzeni, které by vychézelo ze situace, 7e @(Z,7) = 0, kde @w(x1,z2) = 0 je Weier-
strassova rovnice a Z, § € F'. Dukaz pak ustanovuje existenci u, r a t. Ty jsou ovSem
v propozici jiz predpoklddany. Tvrzeni je tedy zmatecné.

Ditkaz Teorémy 1.4.3 je podobné nedokonaly, nebot predpoklada existenci mista
pfislusného bodu kfivky. Pfitom nikde dfive v praci neni takové misto zminéno —
a v dikazu se predpoklada, 7ze jeho existence je znama.

V diikazu Propozice 1.4.6 se mluvi o zdkladnich vlastnostech divisori, av8ak ty
nejsou explicitné zminény. Nebylo samoziejmé nutné je dokazovat. Nejsou to v8ak
tak jednoduché véci, aby si je bylo mozné odvodit. Vazba "ze zékladnich vlastnosti
divisort plyne” se bez dalgich podrobnosti do takovéhoto textu opravdu nehodi.

Na pocatku dikazu Teorémy 3.1.9 mi vadilo, Ze neni explicitné uvedeno, 7e so
musi byt rovno nule.

Na strané 40 dole zarazi, Ze poté, co je vylozeno, ze Edwardsovy kfivky jsou
popsany uzavienou formou, autor citil potfebu u projektivnich bodu kfivky dat
podminku Z # 0. Jakoby si neuvédomil, Ze uzavienost pravé znamené neexistenci
nevlastnich bodu.

Domnivam se, Ze praci je mozné uznat jako praci diplomovou. Omezeny vlastni
vklad a chyby ve vykladu abstraktnéj§ich pasazi teorie eliptickych kfivek je vSak
tfeba promitnout do vysledné znamky.

Ales Drapal



