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Znaceni

X ={X1, ..., X}
X ={X7, .., X}
to

T, = To(X1, ..., Xp)
T = To(X7, .., X7F)

vybér nahodnych veli¢in

bootstrapovy vybér ndhodnych veli¢in

spravna hodnota neznamého parametru 6

odhad neznamého parametru 6 na zakladé vybéru X

odhad neznamého parametru 6 na zakladé bootstrapového
vybéru A* (hvézdicka bude vzdy znacit bootstrapovou verzi)

= R (Xy, ..., X, P)

p
R
R, = R,(X1, ..., X,; P)
G

sdruzena pravdépodobnostni mira vybéru X
standardizovany odhad parametru 6(P)
studentizovany odhad parametru 6(P)
distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny T,

H, distribu¢ni funkce standardizované nahodné veliciny 7,

H, distribuéni funkce studentizované nahodné veliciny T,

H. ' «a) a kvantil ndhodné velic¢iny s rozdélenim danym distribuén{
funkeci H,,

P distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozdéleni

[0) hustota standardizovaného normalniho rozdéleni

u(«) kritickd hodnota standardizovaného normalniho rozdéleni
na hladiné o

Axn matice m X n

I, n rozmérna jednotkova matice

AT transponované matice

Af hermitovsky sdruzend (transponované a komplexné sdruzend)
matice

P ; .

= konvergence v pravdépodobnosti

D .

= konvergence v distribuci

s.J e v

= konvergence skoro jisté

Pro redlnou posloupnost {x,,n € Z} znacime

je-li @, /n* — 0, n — oo,
je-li limsup,,_, |7,|/n* < oo.

Pokud je {X,,,n € Z} posloupnost ndhodnych veli¢in pak

je-li X, /nF EiR 0, n — oo,
je-li (proVe > 0) (IM € (0,00)) takové, ze

sup,>1 P (| X, |/nf > M) <e.
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Uvod

Vyraz bootstrap v doslovném prekladu znamenda poutko u bot. Nazev pochazi z jednoho
z pribéhu “Dobrodruzstvi barona Miinchhausena”, kde se baron pomalu utapél v bahné a
zachranil se zatazenim za poutka u svych bot, coz by zadny tonouci nikdy neucinil ke své
zachrané. Stejné tak metoda bootstrap se muze jevit jako zdanlivé neduvéryhodné.

Zékladni principy metody bootstrap byly publikovany v ¢lanku Bootstrap Methods: Ano-
ther look at the jackknife roku 1979 Bradem Efronem. Tento ¢lanek vzbudil velky ohlas.
Metoda dokazala, ze svou piesnosti predci klasickou aproximaci normalnim rozdélenim. Po-
skytla odpovédi na chovani statistik, pro které asymptotické rozdéleni nebylo znamé. Mnoho
statistiku se proto zameérilo na vyzkum vlastnosti metody bootstrap a na jeji rozsireni
na piipad zavislych dat.

Metoda bootstrap patii mezi takzvané pocitacové intenzivni metody pro statistickou
analyzu dat, neboli uspésna aplikace obnasi nutnost velkého mnozstvi vypocétu. S rozvojem
vypocetni techniky je jeji uziti stdle snazsi a s tim roste ¢etnost vyuzivani metody bootstrap
vV praxi.

Sife aplikovatelnosti metody bootstrap se stéle rozriista. V poslednich letech se vyzkum
soustfedi na zpusoby, jak aplikovat metodu na zavisla data. Jiz bylo navrzeno nékolik
moznych ptistupu. Jednotlivé piistupy jsou srovnavany pomoci metod teorie pravdépo-
dobnosti a na simulovanych datech. AvSak v zddném ptipadé nelze zvolit jeden obecné
optimalni pristup.

Hlavnim cilem prace je seznamit ¢tenafe s obecnymi principy metod bootstrap pro zavisla
data. Vysvétlit, za jakych okolnosti 1ze tyto metody aplikovat, a nakonec jednotlivé metody
mezi sebou srovnat z teoretického hlediska a také na zakladé simulacni studie.

Prace je rozdélena do 6 kapitol. V 1. kapitole se ¢tenat seznami se zakladnim principem
metody bootstrap. Nahlédne do teoretického pozadi metody a naudi se, jak ji pouzivat
Vv praxi.

Ve 2. kapitole jsou popsany metody pro zavisla data a nastinény principy pouziti.

V dalsich kapitolach jsou pak podrobné studovany jednotlivé metody. Text je prokladan
relevantnimi priklady, pfipadné simulacemi.

Nakonec v 5. kapitole jsou metody aplikovany na redlna data a pro srovnani je prove-
deno nékolik vétsich simula¢nich experimentu. Nékteré metody doposud nebyly vzajemné
srovnany.

Vylozené postupy byly implementovany v jazyce R s podpurnymi procedurami naprogra-
movanymi v jazyce Fortran a spolu s popisy shromézdény ve vytvorené knihovné. Knihovnu
a také redlna data pouzitd v posledni kapitole lze nalézt na prilozeném CD.



1 Princip a zakladni teoretické
vysledky pro nezavisly bootstrap

V této kapitole si vysvétlime zédkladni principy metody bootstrap. Budeme se zabyvat jeji
aplikaci na nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny. Tato kapitola neni pouze ilustrativni,
nebot vse, co si vysvétlime, vyuzijeme pozdéji.

1.1 Zakladni princip metody bootstrap

Uvazujme nédhodny vybér X = {X3, ..., X,,} dany pravdépodobnostni mirou P. Jelikoz jde
o nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny, vime, ze lze sdruzenou miru faktorizovat, tj.
l1ze psat P = Px, ®---®Py,, kde Py, je pravdépodobnostni mira urcujici rozdéleni velic¢iny
X; a ® znaci soucin mér. Namisto Py, pracujme s distribu¢ni funkei ndhodné velic¢iny X,
oznac¢me ji F'. Zajimejme se o parametr @, ktery je urcen rozdélenim F', muzeme proto psat
0 = (F). Pokud bychom znali rozdéleni F'; mohli bychom spravnou hodnotu parametru
ziskat pifmym vypoctem, nebot

b — / s(x)dF (),

pro néjakou funkei s(-). Rozdéleni F' viak nezname, proto na zdkladé ndhodného vybéru
X hledame veli¢cinu T, = T,(Xq, ..., X,,) pro odhad parametru 6, po které pozadujeme
splnéni jistych vlastnosti. Uré¢enim bodového odhadu 7}, z pozorovanych hodnot zq, ..., x,
vsak statistickd préace ziidka kdy konéi. Casto se déle ptéme:

e Jaké ma odhad 7,, vychyleni?
e Jaky je rozptyl odhadu T,, parametru 67

e Jaky je interval spolehlivosti? Jaké jsou testové statistiky a kritické hodnoty pro tes-
tovani hypotéz?

Praveé k zodpovézeni téchto otazek lze uzit metodu bootstrap. Metoda bootstrap tedy slouzi
k odhadu statististickych vlastnosti veliciny 7;, nikoliv vsak k ziskani veliciny 7}, samotné.

Zakladni myslenka neparametrické metody bootstrap pro nezavisla stejné rozdélena data
spociva v nahrazeni puvodni distribuce F' empirickou distribuéni funkei F),, definovanou
na zakladé nahodného vybéru vztahem

1 n
Fufz) = — > Iixi<a- (1.1)
=1
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Poznamka 1. Vime-li, Ze rozdéleni vybéru X je dano distribucéni funkei F(3), kde 3 jsou
nezndmé parametry, lze s vyhodou pouzit metodu parametricky bootstrap, kdy odhadneme
parametry 3 a déle pracujeme s distribuci F'(3). Sila metody bootstrap spo¢iva v tom, ze
jsme schopni odhadovat charakteristiky nahodné velic¢iny T},, i kdyz mame o distribuci F’
minimum informaci. Neparametrickd metoda bootstrap totiz odhad charakteristik odhadu
resi bez jakékoliv znalosti rozdéleni puvodniho vybéru.

Pouzijeme znalost empirické distribuc¢ni funkce. Dosazenim vidime, ze

O(F,) / s(2)dF(x).

Nahradili jsme populacni distribuéni funkci distribuéni funkei empirickou. Tento postup
se nazyva plug-in princip. Hodnotu 6(F,,) nazveme bootstrapovou verzi parametru 0(F).
Poznamenejme, Ze jde o nahodnou velicinu, nebot funkce F,, je podminénd nahodnym
vybérem X.

Vlastnosti empirické distribuéni funkce

Mezi empirickou distribuéni funkei a ndhodnym vybérem existuje vzajemné jednoznacny
vztah, to znamend, ze prechodem k distribuc¢ni funkci F;, neztracime o puvodnim vzorku
zadnou informaci.

Vime, ze obecnym principem metody bootstrap je aproximace populacéni distribucni
funkce F' empirickou verzi F,,. O jak kvalitni aproximaci se vSak jednd?

Zvolime-li pevné x € R, pak ndhodné veliciny Ijx,<, vyskytujici se ve vzorci (1.1) jsou
nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s alternativnim rozdélenim s parametrem F(z).
Proto méa distribuéni funkce nF,(z) jako jejich soucet binomické rozdéleni Bi(n, F(z)).
Neboli

BF,(z) — Fla), (1.2)
var (1) = %F(m)(l—F(z))HO, n— oo (1.3)

Vztahy (1.2) a (1.3) znamenaji, ze F,(x) je konzistentn{ odhad distribu¢n{ funkce F', nebot
z Cebysevovy nerovnosti plyne

Fle)(1 - F(x))

ne2

P(|Fu(z) — F(z)] > €) <

— 0, n—oo.
Aplikaci silného zdkona velkych ¢isel se dokaze, ze dokonce
F,(z) ) (x), n— 0. (1.4)

Dosavadni tvahy byly provedeny pro pevné z. Da se vSak ukazat, ze uvedend vlastnost
(1.4) plati stejnomérné vzhledem k z.

Véta 1. (Glivenkova)

P ( lim sup |F,(z) — F(z)] — 0) = 1.

=00 zeR
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Diikaz: Véta s citovanym dukazem je uvedena v knize Andél (2005), tvrzeni 11.10. O

Konstrukce bootstrapovych odhada

Nasim cilem je odhadnout charakteristiky rozdéleni ndhodné veliciny 7,, které jsou dany
distribuci F'. Jde zejména o vychyleni B,, = ET,, — 0, a rozptyl var T},. Pro vyhodnoceni sta-
tistickych zavéru pottebujeme znat rozdéleni standardizované statistiky R, (X, ..., X,; F).
Definujme

H,(x) =P (R.(X1,... X\; F) < x).

Vsechny tyto charakteristiky lze odhadnout aplikaci metody bootstrap. Opét nahradime
neznamou distribuéni funkci F' zndmou empirickou distribuc¢ni funkei F,. To znamena od-
hadovat hledané charakteristiky na bootstrapovém vybéru X* = { X7, ..., X} se zndmym
rozdélenim urcenym distribu¢ni funkei Fj,. Protoze pracujeme s empirickou distribuéni
funkci, plati, ze

1
PHX;=X)=—, i=1,..n
n

a pro nahodné veliciny X7, ..., X

n 1 n o
E'X; = > XP'(X;=X)=-) X;=X,, (1.5)
n
=1 =1
n 1 n o
*Xr o= X, —E*X)VPH(Xr=X,)=— X; — X,)% 1.6
var " X} > 7P (XY ) nZ( ) (1.6)

i=1 =1

E*(+) respektive var *(-) znadi, Ze jde o podminénou sttedni hodnotu respektive podminény
rozptyl, tzn. ze plati
E*(-)=E(:|X), var*(:)=var(-|X).

Definujme bootstrapovy odhad T = T,,(X7, ..., X}; F,,) parametru 0(F,,), bootstrapovou
verzi standardizované statistiky oznac¢me jako R} = R,(X7,..., X F,) a jeji distribucni
funkci H;.
Priklad 1. Na zdkladé pozorovani X = { X1, ..., X,,} pochdzejicich z rozdéleni s distribu¢ni
funkci F s parametry (u, 0?) chceme odhadnout parametr p. Vhodnym odhadem pro stiedn{
hodnotu je vybérovy primér X,. Standardizovanou statistikou je vyraz R, = /n(X, —
w)/o, kde p=FE Xj.

Na zakladé puvodniho vybéru X zkonstruujeme empirickou distribuéni funkei F,,. Precho-
dem do bootstrapového svéta se puvodni vybér X’ stava populaci pro konstrukei bootstra-

povych vybéru X*. Protoze jiz zndme vzorce pro prvni dva bootstrapové momenty ((1.5)
a (1.6)), plati

_ 1 —
B'X] =X, varX=- (X - X,)?
i=1

a standardizovana bootstrapova statistika ma tedy tvar
R = vn(X, —E*X})/var* X7 = (X, — X,.)/5n,

kde jsme oznacili s2 = L 377 (X; — X,,)%
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Je-li naptiklad s(x) = x (odhadujeme stfedni hodnotu), lze rozptyl ¢i jiné charakte-
ristiky vypocitat primo z definice explicitnim vzorcem. V opac¢ném pripadé by stanoveni
presné hodnoty charakteristiky vyzadovalo provedeni n" vybértu a pro kazdy je tieba urcit
T = T.(X7, ..., X}|X). Jelikoz vsak odhad T)' nezavisi na poradi vybéru veli¢in X7, ..., X7,
lze bootstrapové vybéry, které se shoduji az na poradi, povazovat za ekvivalentni. Takto
lze vytvorit (2"7;1) vybéru (viz véta 4 v kapitole 2). Takovy pocet operaci neni vétsinou
proveditelny, proto se postupuje metodou Monte-Carlo.

Metoda Monte-Carlo

Principem metody Monte Carlo je mnohokrét (B-krat) vygenerovat bootstrapovy vybér
X* = {X;{,..., X} z puvodni populace X = {Xi,..., X,,}. Aplikaci metody Monte Carlo
ziskame hodnoty T3, ..., T g a R, 4, ..., R} . Odhad vychyleni je pak dan vztahem

B

—~ 1
Br=—=% Tr.—0(F,). 1.7
= 5 2 T O (17)

Zajima-li nas rozptyl, uzijeme vztahu
1w 1 o i
var*TF = 5 > <Tn -5 ZT;;J.) . (1.8)
i=1 j=1

Chceme-li odhadnout distribu¢ni funkci H,,, muzeme vyuzit verzi centralni limitni véty
pro nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny. Avsak i v tomto ptipadé lze vyuzit metodu
bootstrap. Bootstrapovym odhadem distribuéni funkce H,, nazveme funkci

B

o~ 1

(@) = 5 2 T, <o (1.9)
i=1

Poslednim krokem je pouzit bootstrapové odhady charakteristik resp. rozdéleni jako
odhadu téchto na puvodnim vybéru X. Z cehoz vyplyva zasadni predpoklad pii aplikaci
metody bootstrap, totiz, ze vztah vybéru bootstrapového ke skutecnému je analogicky
vztahu skutec¢ného vybéru k populaci.

Ukéazali jsme, ze metoda bootstrap se pouziva k odhadu charakteristik a rozdéleni
puvodnich odhadu. V nésledujici ¢asti si odvodime presnost aproximace bootstrapovou dis-
tribucni funkci. Ukazeme si, ze bootstrapovy odhad distribu¢ni funkce ve vétsiné pripadu
predci svou presnosti klasickou normalni aproximaci, coz je jedna z jeho hlavnich prednosti.

1.2 Asymptotické vlastnosti

V celé sekci budeme pouzivat nasledujici distribu¢ni funkce a jejich bootstrapové protéjsky:
Gno(z) = P(T, < 2), G (x) = PH(Tr < z),
Hy(x) =P (ynlr? <), Hi(z) =P (Vnr
Hy(2) =P (vl <), Hi(x) =P (Ve <a

IN
8

IN
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REALITA BOOTSTRAP
Fro—— x (XX, > I M — T = To(X))
l Y T =T,(X5)
Tn = Tn(X)

Xp—— T} =Tu(Xp)

Obréazek 1.1: Schéma principu metody bootstrap. V realném svété mame k dispozici pouze jedinou hod-
notu odhadu T,,, ale v bootstrapovém protéjsku muzeme na ziakladé znalosti jediného vybéru X, ..., X,
vygenerovat tolik bootstrapovych odhadu 7F, kolika jsme schopni. To ndm umoziuje odhadovat charakte-
ristiky rozdéleni bootstrapového odhadu 777, tyto 1ze pak dale povazovat za odhady charakteristik rozdéleni
puvodniho odhadu 7}, (pfevzato z Efron a Tibshirani (1993)).

Berry-Essenova nerovnost

Jelikoz pti aplikaci metody bootstrap aproximujeme rozdéleni odhadu bootstrapovymi
verzemi distribuci, zadame, aby tato byla alespon konzistentnim odhadem a pak se déle
ptame, o jak pfesny odhad se jedna. Nechf T, = X, a zkoumejme, zda je napiiklad dis-
tribu¢ni funkce H;' konzistentnim odhadem funkce H,,. Rychlost konvergence standardizo-
vanych statistik k normalnimu rozdéleni popisuje nasledujici véta.

Véta 2. (Berry-Essenova nerovnost) Bud n € N a necht jsou ddny centrované nezdvislé
nahodné veliciny X, ..., X, spliujici

Potom

sup P(Si ZXi < a:) —P(z)| <
=1

zeR

Zn:E X
=1

2l

Ukdzalo se, Ze nerovnost plati s C' = 0.7995.
Diikaz: Véta s citovanym dukazem je uvedena v knize Lachout (2004), véta 18.2. ]

Ozna¢me p = E X, a 0? = var X;. Dle véty plati

zeR

C < 3 C 3
H -0 < — E E|X, — = E|X; — .
Sup| n(gj) (ZL‘)| —= (\/50)3 v | 7 H’| \/50_3 | 1 H’|

Je-li B | Xy — pl* < oo, pak H,(z) — ®(x) = O(n~"/?) pro Vz € R. Analogicky lze vétu
aplikovat na bootstrapovy vybér, nebot se opét jednd o nezavislé stejné rozdélené ndhodné
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veli¢iny, avsak s odlisnym rozdélenim a vzhledem k puvodnimu vybéru X'. Nakonec lze psat

Sup |Hy(2) — Hy(z)] = Sup [(Hn(z) — @(2)) — (Hy(z) — ©(2))]
%E | X, —M|B+%E X7 - X,

coz je odhad stejného Fadu jako pii aproximaci normalnim rozdélenim. Rad konvergence
lze presnéji popsat pomoci takzvaného Edgeworthova rozvoje.

Edgeworthuv rozvoj

V minulé sekci jsme se zminili o vySsi presnosti bootstrapové aproximace rozdéleni v po-
rovnani s tradicni aproximaci normalnim rozdélenim. Abychom mohli porozumét tomuto
jevu z teoretické roviny, je nutné si vysvétlit zakladni principy Edgeworthova rozvoje. Vy-
slovime véty tykajici se statistik typu hladké funkce pruméru. Do této skupiny patii kromeé
vybérového prumeéru také naptiklad vybérovy rozptyl a zejména mnoho odhadu dulezitych
pri praci se zavislymi daty, jakym je kupiikladu korelace.

Pracujme s odhadem T, = ¢g(Z,,) parametru = g(u), kde g : R? — R. Necht o znaci
smérodatnou odchylku odhadu +/nT,,. Zabyvejme se asymptotickymi vlastnostmi standar-
dizované statistiky odhadu 7,,.

Veéta 3. Necht (Z,, ..., Z,) je ndhodny vijbér z absolutné spojitého d-rozmérného rozdéleni
s distribucni funkci F' a charakteristickou funkci x, ktery splnugje

E||Z|* <00 a limsup|x(t)| < 1.

l[¢l|—o00

Necht ddle funkce g(Z,) € C* v okoli E Z,, pak plati

o

i (ﬁM = x) = ®(z) + n~Vpi(2)g(x) +n pa(w)d(a) +o(n”),  (1.10)

kde p1(x) a pa(x) jsou polynomy koneéného stupné proménné z, které jsou nezdvislé na n.

Diikaz: Pro standardizovany vybérovy prumeér odvozeno v (Hall (1992), str. 39-45), pro o-
becné statistiky tvaru hladkych funkei vybérového prumeéru dokdzéno v (Hall (1992), str.
52-67). Nerovnost limsup,_, . |x(¢)| < 1 se nazyva Cramerova podminka. O

Poznamka 2. V predchozi vété jsme presli od naseho znaceni ndhodného vybéru X k d-
rozmérnému vybéru {Z, ..., Z,}. Chceme-li totiz odhadnout napiiklad rozdéleni rozptylu
vybéru { Xy, ..., X,,}, definujeme Z; = (X;, X?), pro i = 1,...,n. Funkce g musi byt tvaru

9(x1,29) = T3 — x%,
nebot pak

g(w) =EX? — (EX))’ =var Xy, ¢(Z,)=X2—(X,) ==Y x2—(X.)" =+

n



1 Princip a zakladni teoretické vysledky pro nezavisly bootstrap 13

Pozndmka 3. Vétu jsme vyslovili jen pro ptipad, kdy zname rozptyl odhadu 7;,. Obdobné
vysledky plati také pro studentizované statistiky (Hall (1992), kapitola 2).

Vyraz na pravé strané rovnosti (1.10) nazveme Edgeworthovym rozvojem. Ze vztahu
(1.10) je také patrné rychlost konvergence standardizované statistiky k normélnimu rozdélen,
a to ve shodé s Berry-Essenovou nerovnost{ O(n~'/2). Obecné plati, ze funkce p;(z) je po-
lynom stupné 37 — 1, je lichd pro suda j a suda pro licha, coz ma znacéné dusledky.

Priklad 2. Odhadujme stiedni hodnotu, prirozenym odhadem je vybérovy prumeér. Pracu-
jeme-li se standardizovanou statistikou, pak pro funkce p;(x) resp. po(z) plati

1
n(z) = —6H3(932 - 1), (1.11)
1 1
pe(z) = —x ﬂm(:p? —-3)+ 5/@%(954 — 102 +15) |, (1.12)

kde k3 = E(X; —EX))? ary = E(X; —EX))* = 3[E(X; — EXl)Q]Q. Funkce p;i(x) se
proto nazyva redukce Sikmosti, funkce po(z) pak redukce Spicatosti. Hodnoty koeficienti
ki, © = 3,4 jsou v tomto pripadé shodné s hodnotami kumulantu.

Ve vété 3 jsme ukézali platnost a tvar Edgeworthova rozvoje pro odhady typu hladké
funkce prumeéru. Nyni uvedeme vztah puvodniho rozdéleni H,, k bootstrapovému H;: pro tyto
odhady.

Uvazugme splnéni predpokladi z véty 8 pro funkci g a také pro vgbér {Z, ..., Z,}, ktery
vznikne vhodnou transformaci nahodného vybéru X . Plati

H,(z) = P(R,(X1,.... X;; F) < x) = ®(x) + n_1/2p1(x)¢(:c) +n pa(z) () + O(H_(i)ig)

a bootstrapovou verzi lze zapsat ve tvaru

Hy(x) = P(RL(X], ., X3 F) < 2) = () + 07 P (2)g(2) + 0~ Pa(e)d(x) + OP(72111>4)
Ddle plati .
H,(z) — Hy(x) = op(n™"?), V.

n

Platnost turzeni je zduvodnéna v Hall (1992), str. 83 - 8.

Jinymi slovy, bootstrapova aproximace je vyrazné presnéjsi nezli klasickd aproximace
norméalnim rozdélenim. Ovsem toto zvyseni presnosti plati pouze, pracujeme-li se standar-
dizovanymi statistikami, jelikoz

Go(z) — G(x) = D (ﬁ%g(“)) — P (\/ﬁﬂ> +op(n~1?),

Sn

anapt. g(Z,) — g(p) = Op(n~'/?). Dalsim zjisténim je velkd sila bootstrapové aproximace
zejména v piipadech, kdy rozdéleni vykazuje vyraznou nesymetrii. Obdobné zaveéry lze
ucinit i pro rozdéleni studentizovanych verzi statistik (Hall (1992), str. 83-84).

Chceme-li testovat hypotézy ¢i konstruovat intervaly spolehlivosti, musime vhodneé zvolit
kvantily. Klasickym zpusobem je opét uzit centralni limitni vétu a tedy pouzit kvantily
rozdéleni N(0,1). Jinou moznosti je pouzit metodu bootstrap.
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1.3 Intervaly spolehlivosti

Ve statistice se v pripadé konstrukce intervalu spolehlivosti opirame o tvrzeni z teorie
pravdépodobnosti, konkrétné o centralni limitni véty. Z predpokladu o asymptotickém
chovani konstruujeme pro obecné odhady T, intervaly typu

/\ /\

(04/2)\/— T, —|—u(a/2)\/ﬁ)

kde 7 je odhad smérodatné odchylky ndhodné veliciny /nT,. Interval (1.15) pak nazyvdme
100(1 — «) procentnim intervalem spolehlivosti pro odhad 7). K samotné konstrukei ta-
kového intervalu je kromé znalosti CLV potieba znat odhad smérodatné odchylky o. V pred-
chozi sekci jsme vysvétlili, jak lze tento problém elegantné obejit aplikaci metody boot-
strap. Déle jsme ukazali, ze rozdéleni pivotnich (nezévisejicich na neznamych parametrech)
statistik lze aplikaci metody bootstrap aproximovat presnéji nez s pomoci normovaného
normalniho rozdéleni. V této sekci obé tato zjisténi vyuzijeme ke konstrukci intervalu spo-
lehlivosti.

Prvni moznou ideou, jak vytvaret bootstrapové intervaly spolehlivosti, je pouziti boot-
strapového odhadu funkce H. Tento postup vede na studentizované intervaly spolehlivosti,
intervaly se pak nazyvaji bootstrap-t intervaly.

(T, — (1.15)

Algoritmus 1 (Bootstrap-t intervaly).
1. Generujeme B vybéru Xy, ..., X} z puvodniho viybéru X .
2. Pro kaZdy vybér zkonstruujeme studentizovanou statistiku

T, (b) —
() \/_ 3*()

3. Urcéime a-kvantily ﬁ;_l(a) jako X(|Ba)), kde Xy je k-td porddkovd statis-
tika vgberu { R (b);1 < b < B}.
4. 100(1 — «) procentnim intervalem spolehlivosti odhadu T, je interval

/\ /\

(T, + H*~ 1(04/2)\/_ T, + H'~ 1(1—04/2)\/%

)-

Algoritmus funguje, pokud jsme schopni odhadnout smérodatnou odchylku, v opacném
piipadé je nutné pred krokem 2 jesté aplikovat bootstrap na odhad charakteristiky o*.
Metoda bootstrap-t interval se pak stava prilis vypocetné naroc¢nou. Proto byly navrzeny
jiné metody pro konstrukci intervalu spolehlivosti. Prvni z nich je zalozena na odhadu
rozdéleni nestandardizované statistiky. Protoze interval je odvozen piimo z kvantilu (per-
centilt) rozdéleni G nestandardizované statistiky dostal nazev percentilovy interval.
Priklad 3. Necht {X7, ..., Xo9} je ndhodny vybér, kde X; ~ N (0, 1). Zabyvejme se odhadem
statistiky e”, kde p = E X;. Spravnd hodnota naseho odhadu je €°. Jako odhad pouzijme

konzistentni eX». Pro odhad zalozeny na CLV odhadnéme hodnotu smérodatné odchylky
o pomoci metody bootstrap. Srovnejme nyni vlastnosti nasledujicich intervali, kde prvni
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je percentilovy a druhy pak interval zalozeny na aproximaci normalnim rozdélenim.
(G (@/2),G 7 (1 - a/2)), (1.16)

<eX” —u(@) 2, & 4 u(a) L ) . (1.17)

Jn

0.43 0.61 0.998254 156 1.73 -0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8

T, log(T7)

Obrazek 1.2: Vlevo je histogram rozdéleni statistiky T}, = eX» odhadnuty pomoci 10 000 simulaci. Vpravo
pak histogram rozdélen{ statistiky log(T},) = X,. Cérkované jsou vyznaceny intervaly spolehlivosti dané
vztahem (1.17), teckované pak percentilové bootstrapové intervaly tvaru (1.16) ziskané na zdklade 1 000
bootstrapovych simulaci pro jednu realizaci. Cerchované je oznacen prumeér.

Ackoliv mohou byt intervaly vychyleny dusledkem odhadu na zédkladé jediné simulace,
lze z obrazku 1.2 vycist, ze v piipadé, kdy se statistika 1idi vyrazné sikmym rozdélenim,
nedava klasicky interval zalozeny na CLV dobré vysledky. Velkou slabinu predstavuje jeho
symetricnost. Naopak percentilovy interval timto omezenim netrpi a tak odhaduje presnéji.
Aplikujeme-li na data normalizujici transformaci (v tomto piipadé logaritmus), pak per-
centilovy i klasicky déavaji témér shodné vysledky.

V prikladu 3 jsme ukézali, na jaké statistiky 1ze aplikovat metodu percentilovy interval,
ktera na rozdil od bootstrap-t intervalu neni tak pocetné narocéna. Avsak tato metoda
nedava vzdy uspokojivé vysledky. Problémem je, ze takto vytvorené intervaly postradaji
informaci o puvodnim odhadu 7,,. Navic vime, Ze bootstrapové nestudentizované rozdéleni
dosahuje presnosti pouze Op(n_l/ 2). Je tedy nutné néjakym zpusobem do intervalu vnést
informaci o puvodnim odhadu a smérodatné odchylce.

Byla proto navrzena metoda BC,, ktera oba problémy fesi pomoci dvou pridanych
veli¢in bias-correction a acceleration. Bias correction zy odstranuje neshodu mezi medidanem
bootstrapovycch odhadu a puvodnim odhadem. Veli¢ina acceleration a zachycuje hodnotu
smérodatné odchylky. Samotny BC, interval je konstruovan pomoci kvantilu rozdéleni
nestandardizované statistiky, a to jako interval

(G (), G (),
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kde

N 20 + Uq N 2 —a
a; =P |z + AOA 2 , ap =0 (2% + Aofm L .
1 —a(Z + tay2) 1 —a(Zo + u1—a/2)

Hlavnim pozitivem intervalu BC, je, Ze aniz bychom museli statistiku standardizovat (stu-
dentizovat), dosahujeme piesnosti O(n™!), kterd plati jen pro standardizované (studenti-
zované) statistiky. Vice o BC, intervalech a dalsich metodéach konstrukce bootstrapovych
intervalu lze nalézt v (Efron a Tibshirani (1993), str. 169 - 198, 321 - 334).

1.4 Volba poctu Monte Carlo simulaci

Je dulezité si uvédomit, ze vSechny v predchozich sekcich vyslovené teoretické vlastnosti
platily pro skutecné bootstrapové rozdéleni H. Toto rozdéleni obecné zcela presné urcit
nedokazeme, avsak umime ho libovolné presné odhadnout pomoci metody Monte Carlo

(MC) (viz vyrazy (1.7), (1.8) a (1.9)).

Priklad 4. Pokracujme v pifkladu 3 a studujme, jak se méni bootstrapovy odhad charak-
teristik nvar (eX") a 95% kvantilu rozdéleni statistiky /neX" v zavislosti na poctu boot-
strapovych simulaci.

o (] g -1 O
2
]
0 e _| oo
& 9% [} o o
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o | o o ® o
— O [eJW
™ o e o C?OOCD%)OO%O%@OL%)gJQJOOOO
o © 9.0 o °% o OO%@%OCQO Q
0] ° 3B ® G 0P FaB 2 © 3
- ° 0 & EHO 0% @ O O o o © A ©
o ® oS | ® 0 0 0 00 o oo
% °% Lo © o e
o o ©O o
o © o) o o
o | o ©0 o o o
N % ° 0 | o
™~ o
[To) ]
@
o
2
o
- | © o
T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
Pocet bootstrapovych simulaci Pocet bootstrapovych simulaci

X,

Obrézek 1.3: Vlevo jsou zndzornény bootstrapové odhady statistiky nvar (e vpravo pak bootstrapové

odhady 95% kvantilu rozdéleni statistiky \/ﬁeyn v zavislosti na poc¢tu bootstrapovych simulaci.

Na obréazku 1.3 je vidét, ze vyssi pocet nez 500 simulaci pro rozptyl nevede k vyraznému
zlepseni. V piipadé odhadu kvantilu se zda byt 1 000 simulaci minimalni mez. Pro maly
pocet simulaci jsou bootstrapové odhady velmi nestabilni. Na zakladé této malé simula¢ni
studie bychom mohli soudit, ze minimélni pocet simulaci je zhruba 300 resp. 1 000 pro
odhady momentu resp. v pripadé odhadu distribu¢ni funkce pro vybér o rozsahu 20.

Obecné plati, ze vysledna variabilita bootstrapovych odhadu je slozena jak z variability
dané puvodnim vybérem tak naslednou MC simulaci. Je proto nutné zvolit B tak velké, aby
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variabilita zpusobenda MC simulaci hrala jen velmi malou roli. D4 se ukdazat, ze chceme-li
variabilitu zpusobenou MC simulaci snizit na 10 % skutec¢né variability, pak pro odhad
rozptylu statistiky dané hladkou funkci vybérového prumeéru je dle van Es a Putter (2006),
str. 17 - 20, nutné zhruba

B> 20var (X7) i
E (Xl - EX1)4 — var (X1)2

simulaci. Pocet simulaci tedy zavisi na rozptylu a Spicatosti nahodné veliciny X;. Do-
porucuje se zhruba 200 MC simulaci. Odhadujeme-li charakteristiky zalozené na znalosti
distribu¢ni funkce, lze vychazet ze vztahu

sup |Hx — H}
z€eR

=€, + v B lloglog B,

kde €, = sup,cg |H} — H,| (Praskovd (2004a), str. 11). Je-li tedy €, = O,(n™'), volime
B = n%logn, pak /B lloglog B = o(¢,). Obecné se doporucuje alespon 1 000 MC

simulaci.



2 Prehled metod bootstrap pro
zavisla data

V této kapitole vysvétlime, jak lze aplikovat metodu bootstrap na data, kterd vykazuji
zavislostni strukturu. Pokud bychom na takovato data primo aplikovali metodu bootstrap,
nemuseli bychom dostat ani konzistentni vysledky, viz napf. Lahiri (2003), str. 21 - 22.
Obecné lze tici, ze aplikujeme-li piimo metodu bootstrap, porusime zavislost mezi daty.
Proto byly navrzeny metody, které zavislost zohlednuji. Tyto metody se lisi s ohledem
na typ zavislosti pripadné znalost modelu, kterym jsou data generovana. Nicméné vSechny
metody maji jedno spoleéné. Vzdy je nutné se néjakym zpusobem (alespon asymptoticky)
zbavit zavislostni struktury. Pokud se ndm podaii ziskat (asymptoticky) nezavisla data
(bloky dat), pak se jiz lze opfit o poznatky z predchozi kapitoly.

2.1 Rezidualni bootstrap

Nejprimocarejsi z hlediska aplikace metody bootstrap je situace, kdy zname model, kterym
se data tidi. Predpokladejme, Ze se nase data 7idi staciondarnim autoregresnim modelem
radu p

Xe=piXeca+ ...+ Xip + &, tel. (2.1)
Standardnimi predpoklady jsou, ze {e,t € Z} jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné
veliciny dané distribuéni funkef F s koneénym kladnym druhym momentem o?. Proces
chyb {e;,t € Z} nezachycuje systematickou slozku, to znamend, ze E ¢; = 0. Chyby muzeme
odhadnout minimalizaci ztratové funkce, nejcastéji se pouziva metoda nejmensich ctvercu.
Pro spravnost celé procedury potiebujeme konzistentni odhad.

Uvazujme vektor n po sobé jdoucich ndhodnych velicin X = (X1, ..., X,,)7, které se tid{
modelem (2.1). Odhadneme parametry modelu metodu nejmensich ctvercu a predpokla-
dejme, ze odhadnuté rezidua {€,t = p+ 1,...n} se chovaji jako nezdvislé stejné rozdélené
nahodné veliciny, na které jiz lze aplikovat metodu bootstrap vysvétlenou v predchozi ka-
pitole. Uvedeme cely algoritmus

Algoritmus 2 (Reziduélni bootstrap).
1. Odhadneme nezndamé parametry ¢, ..., ¢, a ziskame odhad rezidui

=X — 01 X1 — . — 0 Xy, t=p+1,..,n

18
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2. Vypocteme empirickou distribucni funkci F, centrovanych rezidui € = ¢,—¢,
kde

3. Generujeme bootstrapové verze rezidui €,.1,...,€, pomoci funkce F,.
p+1 )
X : * *
Oznacme je €, 1, ..., €.

4.  Konstruujeme bootstrapovy vyber
X =p1 X+ + X, + €, t=p+1,...,n.

Pocatecni hodnoty lze volit napriklad ndsledovné: X7, = ... = X§ =0.

Pozndmka 4. Centrovani je nutné, nebot odhadnutd rezidua museji kopirovat ptivodni
strukturu. Ani bootstrapova rezidua nesméji obsahovat systematickou chybu.

Ukézalo se, ze pokud jsou chyby v modelu heteroskedastické, neni uvedend metoda kon-
zistentni. Pro takovy pripad byla odvozena metoda wild bootstrap. Cely algoritmus vypoctu
rezidui je shodny s metodou rezidudlni bootstrap az na princip, jakym se ziskavaji boot-
strapové verze rezidui. Novy proces chyb je generovan podle predpisu

* ~
€ = EtWt,

kde W, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(0, 1) a nezavislé na puvodnim
vektoru (X1, ..., X,,)7.

Moznosti aplikace metody rezidualni bootstrap se samoziejmé neomezuji pouze na kau-
zalni autoregresni procesy. Lze je aplikovat i na obecnéjsi stacionarni procesy, viz La-
hiri (2003), str. 206-220. Ovsem kritickym predpokladem téchto metod je znalost mo-
delu, kterym se data 1idi. Byly proto navrzeny dalsi pristupy, které nejsou omezeny timto
predpokladem. Jejich typickym predstavitelem jsou blokové metody.

2.2 Blokovy bootstrap

Pokud nevime, z jakého modelu data pochazeji, je samoziejmé mozné se pokusit nalézt
vhodny model a na ten aplikovat prislusnou metodu rezidudlni boostrap. Avsak je zatim
neznamou, zda odhadnuta rezidua takového modelu lze povazovat za nezavislé stejné rozdé-
lené nahodné veliciny. Pro tyto piipady byla odvozena metoda blokovy bootstrap. Narozdil
od klasické metody nezavisly bootstrap, kterd bootstrapové vybéry tvoii na zakladé jednot-
livych pozorovani, metoda blokovy bootstrap k tomuto vyuziva celé bloky dat. Dusledkem
toho pak blokové bootstrapové vybéry castecné zachycuji puvodni zavislostni strukturu.
Intuice 7ik4, ze délka bloku by méla odrazet silu zavislosti v datech. Spravné urceni délky
bloku [ je zasadnim momentem pii aplikaci blokového bootstrapu. Sekce 3.3 fesi problém
urceni vhodné délky bloku.

Obecnym principem metody je rozdélit puvodni data na bloky By, ..., Bi.. Bootstrapovy
vybeér je pak tvoren ndhodnym vybérem z téchto bloku a jejich sefazenim v poradi, v jakém
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byly vybrany. V zasadé nejpouzivanéjsimi jsou dvé metody, a to Mowving block bootstrap,
déle jen MBB, a Nonoverlapping block bootstrap, NBB. Aplikujeme-li metodu MBB, data
rozdélime na klouzavé bloky

Bl, ---7anl+1 - <X17 -~-7Xl)7 (XQ, ceey Xl+1)7 ceey (Xn,lJrl, --~7Xn)7
chceme-li pouzit metodu NBB, rozdélime data na neptekryvajici se bloky
Bl, ceey Bb - <X17 ceey Xl), (XlJrl, ...,XQ[), ceey (X(b—l)l—i—l; -~-7Xbl)7

kde b = |n/l]. Bootstrapové verze puvodniho vybéru se pak tvoii ndhodnym vybérem
z bloku By, ..., Bi. To pak naptiklad pro metodu MBB znamend, ze vektory délky [

(X5, .., XHT, ., (Xoo1yig1s o X))

v bootstrapovém vybéru { X7, ..., X;;} jsou podminéné nezdvislé stejné rozdélené ndhodné
vektory dané rozdélenim

1
P (X7, ., X)) = (Xiy o, Xipi)!) =

= =1,.,n—1+1.
n—l—i—]_, 1 Y 7,n/ +

X1 X X1 X X111 Xn

B Br—i1

B,

Obrézek 2.1: Grafické znazornéni volby bloku pii aplikaci metody MBB

X1 X X X Xp-1)i11 Xy Xy

< » < » < »
< > < > < >

B, B, B,

Obrazek 2.2: Grafické znazornéni volby bloku pii aplikaci metody NBB. b je nejvétsi prirozené ¢islo vyho-
vujici podmince bl < n.

Tedy i v situaci, ze data vykazuji nezndmou zavislostni strukturu, jsme schopni genero-
vat jejich bootstrapové replikace. Opét generujeme B bootstrapovych vybéru, pro kazdy od-
hadneme nezndmou hodnotu statistiky 7 = T,, (X7, ..., X*) (pokud neplati bl = n, bude po-
sledni blok v bootstrapovém vybéru neuplny tak, aby velikost bootstrapového vybéru byla
stale n). Pak jiz snadno odhadneme charakteristiky rozdéleni, piipadné samotné rozdéleni
odhadu T,,.

Jesté nez si uvedeme dalsi metodu, poznamenejme, ze bootstrapové vybéry zkonstruo-
vané na zakladé blokového bootstrapu nezachovavaji zavislost v bodech, kde se napojuji jed-
notlivé bloky. Takto vznikly nedostatek lze ¢astecné napravit vhodnym standardizovanim
(viz sekce 3.2).
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2.3 Bootstrap zalozeny na tranformaci

Jak jsme jiz tekli, metody bootstrap pro zavisld data spojuje spolecna idea, a to zbavit se
zavislostni struktury v datech. Predstavili jsme jiz metody, které jsou zalozeny na znalosti
modelu, kterym jsou data generovana. Zabyvali jsme se také metodami zalozenymi na ge-
nerovani celych bloku pozorovani. V této kapitole si ukazeme, ze zavislostni strukturu lze
potlacit i zcela jinym zpusobem.

Necht 6 = 6(P) je parametr, ktery odhadujeme na zékladé ndhodné veliciny 7T, =
T, (X). Zékladni myslenkou je transformovat puvodni vybér tak, abychom vytvorili alespon
asymptoticky nezdvisla data ) = f,,(X). Mame-li data ), pak, jelikoz jde o (asymptoticky)
nezavisla data, neni chybou aplikovat klasickou metodu nezavisly bootstrap. Pro tispésnou
aplikaci je samoziejmé dilezité, abychom bud dokéazali vyjadfit hledanou charakteristiku
resp. rozdéleni veliciny 7T), vzhledem k velicinam )/, nebo byli schopni aplikovat zpétnou
inverzi.

My se budeme zabyvat metodou zalozenou na Fourierové transformaci, kterou definu-
jeme jako

1 < y
we(N) = NG > Xje P Xelo,2m).
j=1

D4 se ukazat, ze za urc¢itych podminek lze zvolit frekvence {\;,k =1,....,m} pro m < n
pevné tak, ze ndhodné veliciny {w(\;),k = 1,...,m} jsou asymptoticky nezavislé, byt byla
data v puvodnim vybéru zavisla (viz kapitola 4).

2.4 Sieve bootstrap (Sitovy bootstrap)

Tato metoda zatim neméa pojmenovani v ¢eském jazyce, nazyvejme ji sitovy bootstrap.
V sekci 2.1 jsme se vénovali bootstrapové metodé, kterou lze aplikovat na data tidici se
predem znamym autoregresnim modelem. Nyni jsme vSak v situaci, ze model nezname.
V takovém piipadé lze neznamy spravny model aproximovat jinym modelem. V praxi se
pouziva aproximace pomoci konecné rozmérné autoregresni posloupnosti, jejiz fad volime
minimalizaci informac¢niho kritéria, napt. Akaikeho informac¢niho kritéria (AIC).
Nézev sieve (sitovy) bootstrap, stejné jako u ostatnich metod pro zavisla data, vznikl
z postupu, jakym aproximujeme sdruzené pravdépobnostni rozdéleni P. Lze pséat (dle Lahiri
(2003) str. 41-42)
G.(B)=P(T,, € B)=PoT,*(B) (2.2)

pro B borelovsky méritelnou. Idea metody spociva v postupné aproximaci miry P autore-
gresnimi posloupnostmi s rozdélenimi {Py},-, takovymi, ze Py je pfesnéjsi nez Py.

V této souvislosti si uvédomme, 7e obecnym principem metody bootstrap je odhad
rozdéleni P. V ptipadé blokovych metod predem zvolime pevnou strukturu aproximace
sdruzené pravdépodobnosti P a nasledné odhadujeme jako empirické rozdéleni. Naopak
aplikujeme-li metodu sitovy bootstrap, volime jako aproximaci nejlepsi z posloupnosti
pravdépodobnostnich mér {Pj}, ., které jsou urc¢eny autoregresnimi posloupnostmi. Odhad
je pak uréen odhadem parametri ve zvoleném modelu.
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H typ dat H metoda \ aproximace sdruzeného rozdéleni P H
nezavisla stejné rozdélena || nezavisly bootstrap Px, ® Px, ®---®Px,
MBB Pg, @Pp, ®---®@Pp, .,
zavisla (staciondrni) NBB Pp, @ Pp, @ --- @ Pp,
TB Py, ® Py, ® --- ® Py,
SB {Pr}isy

Tabulka 2.1: Ptehled volby bootstrapovych rozdéleni v zavislosti na typu dat. TB zna¢i metodu bootstrap
zalozenou na transformaci, SB pak sitovy bootstrap.

2.5 Metoda Subsampling

Jedna se o alternativu bootstrapovych metod. V kratkosti si vysvétleme jeji zakladni princip
a vztah k blokovym metodam.

Stejné jako v pripadé metody MBB rozdélime puvodni vybér X na prekryvajici se bloky
Bi,...,B, 11, kazdy délky [. Namisto generovani b bloku s cilem vytvorit bootstrapovy
vybér velikosti n, tvorime podvybéry generovanim jediného bloku. Timto zptusobem lze
vytvorit pouhych n — [ + 1 podvybéru, to znamend, ze jsme schopni pfesné vypocitat
charakteristiku odhadu metodou subsampling, aniz bychom byli nuceni aplikovat vypocetné
narocnou metodu Monte Carlo. B

Za odhad rozdéleni studentizované statistiky R, = (T, — 0y) /s, lze vzit

_ 1 n—I[+1
H;(J]) = n——l—}—l Z I[Tl,i*Tn Sx], xr € R,

i=1 St

kde T;; = T;(B;) (Lahiri (2003), str. 37 - 40), je to tedy odhad zalozeny na datech z bloku
B;, a s; je vhodna normovaci veli¢ina. Obdobné 1ze definovat odhad vychyleni a rozptylu.

Vidime, ze metoda subsampling je specialnim ptipadem blokové metody MBB, zvolime-
li b = 1. Hlavnimi vyhodami jsou vypocetné snazsi aplikace a absence problému s nor-
movanim ve srovnan{ s blokovymi metodami (vice v dalsi kapitole), nebot pii aplikaci
metody subsampling jiz nedochézi ke spojovani nesouvisejicich ¢asti puvodniho vybeéru.
S tim také souvisi, ze je vhodnéjsi k aplikaci na procesy vykazujici velmi silnou zavislost
nezli klasické blokové metody (Lahiri (2003), str. 244 - 257). Obecné vsak nelze od metody
ocekavat piflis kvalitni vysledky, nebot pii aplikaci mame k dispozici pouhych n — [ + 1
podvybért.

Pocet bootstrapovych vybéra

Véta 4. Necht (z1, ..., z1.) je realizace ndhodného vijbéru (Zy, ..., Zy), kde z; # zj proi # j,

pak existuje
kE+b—1
b

bootstrapouvijch vybéru o velikosti b.
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Diikaz. V bootstrapovych vybérech nezavisi na potadi. Jejich tvorbu lze preformulovat jako
pocet zpusobu, jakymi je mozné umistit b predmétia do &k poli. Graficky muzeme znazornit
jeden bootstrapovy vybér, kdy & = 8, b = 5 napriklad nasledovné

Toto rozlozeni znamena, ze zastoupeni prvku puvodniho vybéru ve vybéru bootstrapovém
je {0,0,1,2,0,1,1,0} (nai-tém misté je vyjadien pocet prvku z; v bootstrapovém vybéru).
Plati, ze (k+b—1)! je pocet viech moznych permutaci k + b — 1 prvku (predmétu a hranic
poli), ale protoze jsou predméty nerozlisitelné (nezavisi na poradi vybéru) a hranice policek
samoziejmeé také, vidime, ze pocet bootstrapovych vybéru je roven

(k+0b—1)
bl(k—1)!

Interpretaci kombinacniho ¢isla 1épe odpovida alternativni definice problému, totiz vybér
b | zpoctu (n+k —1) | a jejich nahrazeni predméty e. O
[n\1] 2 4 8 16 |

32 | 99x10tt  3.0x107 20475 153
(3.0 x 10%) (6435) (35) (3)

64 | 1.3x10%® 1.1x10%  44x10°  2.7x10°
(9.1 x 10'7) (3.0 x 108) (6435) (35)

128 || 3.2x10°1 1.9x10%  26x102° 84 x 101
(1.2 x 10%7) (9.2 x 10'7) (3.0 x 108) (6435)

256 || 2.7x 1019 7.9x10%  1.2x10* 1.0x10%
(2.9 x107) (1.2 x 10%") (9.2 x 10'7) (3.0 x 108)

Tabulka 2.2: Pocet bootstrapovych vybéru v zavislosti na velikosti vybéru a délce bloku. Hodnoty jsou
uvedeny pro metodu MBB, v zdvorce pak pro metodu NBB. Dle véty 4 je pocet roven ("_Hil"/’l"/l_l)

pro metodu MBB, (”/lt:;l/l*l) pak pro NBB.



3 Blokové metody

V predchozi kapitole jsme predstavili obecné aplikovatelnou bootstrapovou metodu na za-
visla data, a to blokovij bootstrap. Vysvétlili jsme jeji zékladni princip. Byt se princip metody
zda na prvni pohled velmi jednoduchym, pfi aplikaci narazime na nékolik skrytych, avsak
napravitelnych vad.

V nasledujicim nejprve vysvétlime, jak aplikovat metodu blokovy bootstrap na statistiky
zavisejici na vicerozmérném marginalnim rozdéleni. Poté se zaméfime na vlastnosti odhadu,
které se daji zapsat jako hladké funkce prumeéru. Pro tyto odvodime prvni dva momenty,
které jsou nutné pro konstrukci standardizovanych statistik. Ukazeme, jaké nasledky muze
mit nespravna volba délky bloku. Uvedeme nékteré asymptotické vysledky, na zakladé
kterych odvodime optimalni délku bloku. Nakonec se zminime o empirickych metodach
na volbu vhodné délky bloku.

3.1 Vektorizovany blokovy bootstrap

Obecny postup metody blokovy bootstrap uvedeny v predchozi kapitole I1ze aplikovat na mno-
ho odhadt, jakymi jsou napi. prumér nebo median. Ovsem vsechny tyto odhady spojuje to,
ze jsou urceny pouze jednorozmérnym marginalnim rozdélenim. Pti analyze casovych tad
nas vsak mnohem castéji zajimaji vlastnosti odhadu zavisejicich na vicerozmérném mar-
ginalnim rozdéleni, jako napiiklad kovariance. Pro tyto piipady je nutné nas algoritmus
mirné modifikovat.

Bude-li charakteristika 6 zaviset na p-dimenzionalnim marginalnim rozdéleni, definu-
jeme nejdiive p-rozmérné vektory Yy, ..., Y, i1, kde Y; = (X;, ..., X;1, 1)". Nyni chceme
zachytit zavislostni strukturu téchto nové vytvorenych vektoru. Zkonstruujeme bloky
B, ... Bup—is2, kde B; = (Y3, ..., Yiy_1). K ziskani bootstrapového vybéru By, ..., B gene-
rujeme nahodneé z kolekce bloku {B;;1 < i < n —p — [ + 2}. Predstavenou metodu nazveme
vektorizovany blokovy bootstrap.

Priklad 5. Predstavme si, ze studujeme vlastnosti autokovariance radu k. Vybérovou auto-
kovarianci definujeme vztahem

Ziejmé statistika R(k) zavisi na k+1-rozmérném margindlnim rozdélen{ vektoru (X, ..., X,,)7.
Je ziejmé, ze pokud bychom piimo tvotili bloky a z nich pak generovali bootstrapovy vybér,
dostaneme zkreslené vysledky. Ukazme to na jednoduchém piikladu (prevzato z Biithlmann

24
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(2002)). Necht ndhodny vektor (X1, ..., X512)7 se tidi procesem
Xt == O-7Xt—1 + €, te Z,

kde {¢;,t € Z} jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(0,1). Od-
hadujme autokovarianci.

Puavodni vybér Vektorizovany bootstrap, p = 2 Naive bootstrap, p = 1

Obrazek 3.1: Levy scatterplot popisuje kovarianéni strukturu v puvodnim vybéru. Je sestaven z bodu
[Xi—1,X;]. Uprostied je stejny scatterplot pro ndhodné zvoleny bootstrapovy vybér vytvofeny pro p = 2,
v tfetim grafu pak pro p = 1. Carkované jsou vyznaceny subjektivné volené hranice na zakladé puvodniho
vybéru.

Na obrazku 3.1 je vidét, ze generujeme-li bloky piimo z vybéru X, metoda selhava,
nebot statistiky vypoctené na zdkladé takto vytvoiené bootstrapovych vybéri mohou byt
silné ovlivnény nové vytvorenymi odlehlymi body (body nelezici v pésu).

3.2 Normovani

A¢ je v praxi nejcastéji vyuzivana metoda MBB, m&a své nevyhody. Pii této metodé
nejsou v bootstrapovych vybérech zastoupeny pozorovani rovnomérné. Stejny problém
s sebou nese také metoda NBB, casto se pozorovani s indexem ¢ > bl + 1 nepouzivaji.
Podivejme se na néasledky tohoto nesymetrického zastoupeni v pripadé, ze odhadujeme
sttedni hodnotu. Poznamenejme, ze analyzovat chovani metod pii odhadu stredni hod-
noty neni pifli§ restriktivni, nebot se ukazuje, Ze mnoho statistik lze zapsat jako hladké
funkce pruméru. Patii sem napiiklad kovariance a korelace, které jsou zasadni pri analyze
casovych tad. Pro vétsi prehlednost definujme bootstrapovou verzi vybérového pruméru
vztahem X, =m~ 13" X7 kde m =1 |n/l].

Abychom mohli odhadovat rozptyl, piipadné celé rozdéleni, je zaprvé potieba statistiku
centrovat Je nasnadeé zvolit pro centrovani vybérovy prumeér puvodni populace, avSak vyraz
X — X, mé nenulové vychyleni. Stejné opatrni musime byt i pii studentizovani.
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Véta 5. Necht X = {Xy,..., X,,} je vgbér a X* = {X7,..., X} jeho bootstrapovyj protéjsek,
oznac¢me m = 1b, kde | je délka bloku a b = |n/l|. Jestlize jsme vybér X* ziskali aplikaci
metody MBB, plati

Wyvps = E*(an):(n—lﬂ)‘l

-1
nX, — 17 (1—i)(X; + Xn_M)] :
i=1
n—I[+1

o¥og = var*(m'?X, ) =1n—1+4+1)" Z S — 1l iisg

a pokud jsme bootstrapovy vybéer vytvorili metodou NBB, plati

UNBE = E*(Y:z) = (bl)_l [nyn - 2": Xi] )

i=bl+1
b
2% - * 1/2xv*\ _ 711.—1 2 %2
oxgp = var’(m / X,,)=1b E S(i—l)l+1 —luNps;
i=1

kde S; =171y X

Diikaz: Oznacme S = |71 ZZH ! X7. A uvédomme si, ze ndhodné veliciny 57 jsou nezavislé
stejné rozdélené nahodné Vehcmy podmlnene na vybéru X.

nl+1
Wps = BY(X) (b ZS*)— SH=(n—1+1)" ZS
-1

= (n—1+1)7! [nyn -t Z(l —0)(Xi + Xpmi1)

i=1

Y

b
. B B
orss = mvar® <Xm> = mvar " (b ! E Sf) = mb tvar* (S7)
i=1
n—I[+1

= 1[BS2 - (B8] =itn—1+1 252 L1315

Pro metodu NBB, plati
pyps = E7 (X (b ZS*> =E"(S])=0b" IZS@ 1)i+1
= ()" [nfn - Z XZ-] :

i=bl+1
b
1=

oNps = mvar*(yrn>—mvar < Z )—mb var " (S7)

1

_ l[ESfQ (E5;2) ]: i RO 7 O
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Disledek 1. Pri konstrukci bootstrapovijch statistik je nutné centrovat vyrazem E*(T}).

Existuje ale i metoda, jak vytvaret bloky, pti které se vyhneme nutnosti takto cent-
rovat a nerovnhomérného vyuzivani dat pii generovani bootstrapového vybéru. S ohledem
na zpusob, jakym jsou bootstrapové vybéry generovany, dostala nazev Circular Block Bo-
otstrap, dale jen CBB. Metoda je zalozena na “prepisu” dat do kruznice, jak je ukézano
na obrazku 3.2. Prepiseme-li data do tohoto formatu, pak pro vytvoreni bootstrapového
vybéru staci zvolit nahodné pocatek bloku a do bloku pak kromé tohoto pozorovani zahr-
nout jesté nasledujicich [ — 1 hodnot na kruznici.

X1 X Kot Xn

Obrézek 3.2: Prepis puvodniho souboru dat pro aplikaci metody CBB.

Metoda CBB zarucuje, ze prumér bootstrapového vybéru bude roven prumeéru puvodniho
souboru a ze data do bootstrapového vybéru vstupuji rovnomérné. Ovsem je otazkou, zda-li
tvorbou bloku typu (X, ..., X,,, X1, ..., X;_n4j—1) nepokazime puvodni zavislostni strukturu
dat.

Byt metoda CBB zarucuje vlastnost E*(X, ) = X, jiz neplat{ var* (ﬁ7;> =

var (y/nX,). Pfistudentizovaci statistiky / m(X, —E*X, ), kterd ma tedy nulové vychyleni,
nelze jednoduse pouzit vybérovy ekvivalent

*_ln *__*2
S _n;<Xi X”)

Pro ptrehlednost predpokladejme déle, ze n = bl a zabyvejme se rozptylem vybérového
pruméru v bootstrapovem vybéru ziskaném metodou NBB. Z véty 5 plyne, ze je-li n = bl,
pak unpgg = E*X =X, a

b

b I
oNBE = bZSz i1 NBB_%ZZZXz s X (i—1)i4+t — ZX
i=1

i=1 s=1 t=1

| ~

b l l

= - Z Z Xi—tyies — Xn) (X(i—1)i4t — Xn)- (3.1)
i=1 s=1 t:l
V knize Hirdle et al. (2001), str. 10-11, je uvedeno, ze s> — 0355 = Op((1/n)"/?). Jinymi
slovy, aproximaci studentizované statistiky bootstrapovym protéjskem studentizovanym
veli¢inou ﬁ bychom ziskali méné presné vysledky, nez jaké poskytuje aproximace nor-
malnim rozdélenim. Vhodnou volbu studentizace ukadzeme v dalsi sekci, na které navaze
véta shrnujici vysledky asymptotické presnosti aproximace bootstrapovym rozdélenim.

I |
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3.3 Presnost blokového bootstrapu a optimalni délka
bloku

Pro spravnou aplikaci metody blokovy bootstrap, at uz v jakémkoliv tvaru, je zdsadn{ otazka
volby vhodné délky bloku. Nespravnd volba muze odhady vyrazné vychylit, piipadné zvysit
rozptyl. Pro optimalni volbu neexistuje jednoduchy recept. Je ovlivnéna v zdsadé tremi fak-
tory, a to procesem, kterym byla data generovana, statistikou, kterou studujeme, a nakonec
cilovou charakteristikou (vychyleni, rozptyl nebo odhad rozdéleni). Obvyklym pravidlem
pro volbu délky bloku je minimalizace sttedni ¢tvercové chyby (MSE). Uved me nyni hlavn{

teoretické vysledky pro bootstrapovy odhad vychyleni (l;a\s T,), rozptylu (varT,) a dis-

tribucni funkce standardizované a studentizované statistiky (ITI;) a (H,) pro tiidu odhadu
spadajicich do mnoziny hladkych funkei prumeéru.

Piesnost aproximace vychyleni a rozptylu

Meéjme {Z,, ..., Z,} n po sobé jdoucich nahodnych vektori, které se 7idi d-rozmérngm
staciondrnim procesem {Zy,t € Z}. Necht pro délku bloku 1 plati "' 4+n~""%] = o(1) pron —
00. Za odhad parametru 6 = g(p) volme konzistentni T, = g(Z,) a ptejme se, jaké md
nas odhad T, vychyjleni a rozptyl. Za platnosti obecnijch predpokladu, kterymi jsou omezeni

na hladkost funkce g a konecnost absolutnich momenti procesu {Z;}, pro odhady ziskané
metodou MBB plati

MSE (biasT,) = An7272 4 g1 (0)n 1+ o(n"21"2 + n30), (3.2)
MSE (varT,) = Ain 2172+ go(0)n %l + o(n217% + n°1), (3.3)

kde A; jsou hodnoty zavisejici na autokovariancnd funkci procesu{Z;} a g;(x) jsou nezdaporné
realné funkce pro i = 1,2. Pokud bychom odhadovali s vyuZitim metody NBB, pak vztahy
(3.2) a (3.8) opét plati, pouze s nahrazenim g; = 3g;/2 proi =1,2.

Pro wSechny nutné predpoklady tuvrzeni a dikaz odkazujeme na knihu Lahiri (2003),
kapitola 5 (tvrzeni 5.1).

Poznamka 5. Ve vzorcich (3.2) a (3.3) je prvni clen odvozen z vychyleni, druhy je pak dan
rozptylem odhadované charakteristiky. PovSimnéme si, ze vychyleni je pro metody MBB
a NBB shodné, zatimco rozptyl je 1.5 krat vyssi pro metodu NBB. Vysledek odpovida
intuici, totiz ze pokud povolime blokum se prekryvat, bude celkova variabilita odhadu
mensi. Z tohoto duvodu se dale zamérime jen na metodu MBB, ktera jak z teoretického
hlediska, tak na zakladé numerickych vysledku (Lahiri (2003), str. 115 - 118) dosahuje
presnéjsich vysledku.

Pozndmka 6. Vychyleni neni monoténni funkei délky bloku, presnéjsim asymptotickym
rozvojem bychom zjistili, ze jde ve skutec¢nosti o konvexni funkei délky bloku (Hall (1992),
str. 564 - 568).

Vztahy (3.2) a (3.3) mohou slouzit k prvotni predstavé o optimalni volbé bloku pro od-
had vychyleni a rozptylu. Minimélni MSE fadu O(n~272/3) pro oba pifpady dosdhneme
volbou | ~ n'/?. Pfesna optimélni délka bloku vsak zavisi na hodnotéch nezniamé auto-
kovarianéni funkce. Proto je nutné pii volbé optimélni délky bloku postupovat napiiklad
na zakladé minimalizace MSE. Algoritmum uréenym na volbu optimalni délky bloku je
vénovana sekce 3.4.
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Priklad 6. Méjme autoregresni posloupnost tvaru
X =0,6X;1+¢€, t=1,..125 (3.4)

kde €, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s centrovanym x? rozdélenim o jed-
nom stupni volnosti. Zabyvejme se vlastnostmi vybérového pruméru, odhadujme charakte-
ristiku nvar (X,,).

Na obrazku 3.3 je vidét, ze smérodatna odchylka je rostouci funkei délky bloku, vychyleni
je konvexni funkei délky bloku. Ve stredni ¢tvercové chybé se odrazeji obé tyto vlastnosti
a dosahuje minima pro hodnotu [ = 7. V tabulce 3.1 jsou pak vypsany odhady pro délky

bloku 1, ..., 15.

10
|

- vychyleni
— smeér. odchylkal

80
|

60
|

50
|

40

30
|

Obrazek 3.3: Zavislost vychyleni, smérodatné odchylky (vlevo) a stfedni étvercové chyby (vpravo) na délce
bloku.

Nyni se zaméfime na presnost aproximace standardizovanymi a studentizovanymi boot-
strapovymi rozdélenimi. Stale pracujme s odhadem T, = g¢(Z,). Vime, ze bootstrapové
odhady centrujeme vyrazem g(p*). Ukazme, jak postupovat pii studentizaci puvodnich i
bootstrapovych odhadu a definujme velic¢iny vyskytujici se v tvrzeni o presnosti bootstra-
pové aproximace rozdéleni. Nésledujici ivahy jsou provedeny dle Gotze a Kiinsch (1996).

Oznaéme Dg(x) gradient funkce g v bodé x € R Vyuzijme Taylorova rozvoje odhadu T,
T, =9(Z,) = g(p) + Dg(p)" (Z, — p),
proto

V(T — g(w) ~ iDg ()" (Z,, — ) = %Zm.

7 posledniho vyrazu a vyrazu pro rozptyl vybérového pruméru plyne, ze 1ze psat

var (Vi = o) = 3 (1= B) Bty = o2
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[ | odhad vychyleni smeér. odch. MSE

1 ]3.06337 —9.24913 1.14905 86.86664

2 | 4.71993 —7.59257 1.83658 61.02013

3 |6.02679 —6.28571 2.50143 45.76728

4 | 7.13557 —5.17693 3.03196 35.99338

5 | 7.61822 —4.69428 3.50799 34.34230

6 | 820212 —4.11038 3.58604 29.75495

7 | 8.69394 —3.61856 3.97176 28.86887 *
8 | 8.72491 —3.58759 4.23049 30.76791

9 |9.02988 —3.28262 4.82300 34.03687

10 | 9.15792  —3.15458 5.08745 35.83353
11 | 8.81463 —3.49787 4.91729 36.41481
12 | 9.55884 —2.75366 2.25498 35.19744
13 19.37976 —2.93274 5.02504 33.85192
14 | 9.38047 —2.93203 4.97582 33.35561
15 | 9.16551 —3.14699 2.26280 37.60057

Tabulka 3.1: Kvalita odhadu ziskanych metodou MBB v zévislosti na délce bloku. Pro kazdou délku bloku
provedeno 500 simulaci. Spravna teoretickda hodnota je 12.3125.

Za odhad o2 zvolme

-1 1y
- - B N
so = E wgcov (Uy, Ug) = wkﬁ U;Ujir,

k=0 k=0 j=1
kde l/]\j =Dg(Z,)"(Z;—Z,) a wy vahy. V podstaté to znamen4, 7e namisto odhadu veli¢iny
o2 odhadujeme
-1
S b 0th)

k=0

Vhodnou volbou vah wy ziskdme konzistentni odhad. Dle Gétze a Kiinsch (1996) je nutné,
aby vahy byly tvaru wy = 1, wy, = 2w(k/l) pro 0 < k < [, kde w znaci funkci s vlastnostmi
w:[0,1) — [0, 1], w(0) = 1.

Ukazuje se, Ze asymptotickd vzdalenost 72 — 2 je minimdlni, a to O(n™'), pfi volbé w = 1.
Pro tiplnost uvedme vyraz, jakym studentizovat bootstrapova rozdélent

b l l
1
:EE:E:E: 11l+s zll+t7

1=1 s=1 t=1

=t

kde Ur = Dy(Z,)"(Z; — Z,,).
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Piesnost aproximace rozdéleni

Necht R,, resp. En je normovand resp. studentizovand statistika odhadu T, a R} resp.
R} gsou jejich bootstrapové protéjsky ziskané aplikaci blokové metody s pevnou délkou bloku
. Pak za splnéni obecnych predpokladi plati

sup |P*(R* < z) — P(R, < z)| = Op(n~ ' +n"Y27Y, (3.5)
zeR
sup |P'(R;, <x) = P(R, < )| = Op(n™l4+n""17 + |72 = 02]) (3.6)
r€R

pro libovolné 6 > 0.

Viechny nutné predpoklady tuvrzeni a dukaz lze nalézt v knize Lahiri (2003), kapitola 6
(tvrzeni 6.7 a 6.8) a clinku Gétze a Kinsch (1996).

Vyraz (3.5) je minimalizovan pii volbé [ = n'/4 pro niz vychdzi aproximace fadu
Op(n=3/). Poznamenejme, ze jsme dosahli zlepseni, nebot aproximace normalnim rozdéle-
nim je fadu O(n=1/?2).

Ackoliv jsme dosahli zpresnéni odhadu rozdéleni, maji blokové metody velkou slabinu
a tou je nutnost standardizovat odhady. Pro nestandardizované resp. nestudentizované sta-
tistiky uvedené vlastnosti aproximace neplati. Pripomenme, ze studium asymptotickych
vlastnosti blokovych metod se omezuje jen na odhady, které lze zapsat jako hladké funkce
vybérového prumeéru.

Priklad 7. Uvedli jsme teoretické asymptotické vlastnosti blokovych metod. Pokracujme
nyni v pifkladu 6, studujme studentizované a pouze centrované rozdéleni odhadu T, = X,,.
Pravy histogram na obrazku 3.4 ukazuje, ze bootstrapové odhady maji mensi rozptyl nez
odhady ziskané na zakladé puvodniho vybéru. Tento rozdil vznika nezavislosti pozorovani
v misté navazovani bloku. Je proto zddouci odhady vhodné studentizovat. Na levém his-
togramu vidime studentizované verze. Pti pohledu na obrazek lze tvrdit, ze bootstrapova
aproximace oproti symetrickému normalnimu rozdéleni zachycuje mirné zesikmeni.

3.4 Empiricka volba optimalni délky bloku

V predeslé c¢ésti jsme odvodili optimalni délku bloku. Ta vsak zavisi na nezndmé autoko-
variancni funkci. Byly proto navrzeny algoritmy, jak optimélni délku bloku odhadnout.

Optimalni délka tvorbou podvybéra

Dle vyrazu (3.2) a (3.3) plati, ze optimalni délka bloku pro odhad vychyleni ¢i rozptylu
je fadu n~Y?, odhadujeme-li rozdéleni pak fadu n=/%. S ohledem na tyto vysledky byla
navrzena metoda, kterd hledd optimalni délku bloku tvorbou podvybéru, ve kterych urci
optimalni délku bloku a nésledné délku upravi na cely vybér, publikovano v Hall et al.
(1995).
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Obrazek 3.4: Histogram studentizované statistiky R, = /n(T, — ET,)/s, (pro studentizaci zvoleny
obdélnikové véhy) na levém obrdzku a centrované \/n(T,, —ET,,) na pravém a jejich aproximace normalnim
rozdélenim resp. metodou blokovy bootstrap. Skutecné rozdéleni odhatnuto na zakladé 20 000 simulaci,
pocet bootstrapovych simulaci 5 000, [ = 5, 02 = 12.3125.

Algoritmus 3 (Volba délky bloku tvorbou podvybéru).

1. Vygbér X o n pozorovdnich rozdélime na prekryvajici se podvybéry o wvelikosti m,
oznacmeS = {X;,i=1,...n—m+ 1}, kde X; = {X;, ..., Xiym-1} (napr. m = [n/2]).

2. Odhadneme charakteristiku studované statistiky, oznacme ji o(T,,), na zdkladé blokové
metody s délkou bloku [, z vybéru X .

3. Provedeme stejné odhady gp(T,ﬁ;’;) proi=1,...n—m+1 jako v bodé 2., tzn. pro kaZdy
podvybér z mnoziny S a s délkou bloku [, € L, kde L znaci vhodnou mnozinu délek
bloki.

4. Definugme délku 12" jako

n—m-+1
12 = argmin Y (#(Th) = o(Ta)”
leL
5.V zduvislosti na charakteristice, kterou studujeme, je optimdlni délka bloku v celém

vybéru

o= (M) i

m
kde k = 1/3 pro vychyleni a ropztyl a k = 1/4 pro odhady rozdélent.

Cely algoritmus je mozno iterovat, to znamend pouzit délku [P jako pocatecni volbu

v kroku 2.

Priklad 8. Ptipomenme piiklad 6. Uvazujeme autoregresni posloupnost tvaru

Xt :O, 6Xt—1+€t) t = 17...,125,
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kde €, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s centrovanym x? rozdélenim o jed-
nom stupni volnosti. Zabyvame se vlastnostmi vybérového pruméru, odhadujeme charak-
teristiku nvar (X,,).

V piikladu 6 jsme odhadli optimélni délku bloku pro proces tvaru (3.4). Aplikujme
na tento proces uvedeny algoritmus na hledani vhodné délky bloku. Tabulka 3.2 ilustruje
kvalitu predstavené metody. Ptiblizné dvé tretiny odhadnutych délek bloku lezi v intervalu
[5,9]. Varovna je zhruba tfetina vysledku v intervalu [2, 3] a nevyznamna zména zvysenim

poctu iteraci.

[
#iteraci|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 0 4 27 0 34 0 21 0 11 3 0 O O O O
2 0 14 24 0 24 0 18 0 17 3 O O O O O
3 0 17 17 0 34 0 10 O 18 4 O O O O O

Tabulka 3.2: Frekvence optimalni délky bloku odhadnuté na zédkladé metody zalozené na tvorbé podvybeéru.
Celkem provedeno 100 simulaci, pro odhady charakteristik provedeno vzdy 500 bootstrapovych vybéru.

Optimalni délka odhadem parametrua

O nésledujici metodeé se lze docist v knize Lahiri (2003), str. 185 - 197. Metoda piimo
vychazi z asymptotickych rozvoju (3.2), (3.3) a (3.5) a je zaloZzena na odhadu parametru
v téchto rozvojich.

V pripadé odhadu vychyleni a rozptylu lze vedouci ¢len rozvoje stfedni ¢tvercové chyby

zapsat ve tvaru
AT gl i=1,2, (3.8)

kde A; a g; jsou neznamé konstanty. Jedna se o ryze konvexni funkci proménné [. Vyraz
(3.8) je proto minimalizovan pro délku bloku [, spliujici rovnici

—2AM 2B gn =0, i=1,2.
Stredni ¢tvercova chyba je minimalizovana pro délku bloku
opt MA2\ 3
llp - —'l 9 Z == 1, 2.
9i

Dalsimi iivahami lze dospét k vyrazu pro optimalni délku bloku v pripadé odhadu standar-
dizované distribuéni funkce (Lahiri (2003), str. 180 - 182, 187), plati

1
o — (2”A§)4.
293
Vidime, ze optimalni délka bloku zavisi na neznamych parametrech A; a g;. Odhady
téchto parametru lze nalézt v knize Lahiri (2003), str. 187 - 192.
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Priklad 9. Pokracujme déle v piikladu 8. Srovnejme vykonnost parametrické metody hledani
délky bloku s metodou zalozenou na tvorbé podvybéru. Z tabulky 3.3 plyne, ze témér 80 %
vyslednych vhodnych délek dle algoritmu lezi v intervalu [4, 7], ve kterém lezi optimdlni
délka (7) a MSE se od optimdlni nelisi vyznamné. Pouze pétina vyslednych délek lezi v in-
tervalu [2, 3], kde jiz MSE dosahuje vyznamné vyssich hodnot.

Na zakladé vysledku tohoto piikladu lze tvrdit, ze parametrickd metoda dosahuje vy-
rovnanéjsich vysledku (vétsina vyslednych délek lezi v intervalu [4,6]), pouze pétina dat
lezi v kritickém intervalu [1, 3] a navic jde o metodu vypocetné méné narocnou.

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
frekvence |1 14 27 54 50 40 10 3 1 0 O O O O O

Tabulka 3.3: Frekvence optimalni délky bloku odhadnuté na zdkladé metody odhadu parametru. Celkem
provedeno 200 simulaci a pro kazdou provedeno 5 000 bootstrapovych vybéru k ziskdni konzistenstnich
odhadu vychyleni a rozptylu.

3.5 Stacionarni bootstrap

V nékterych ptipadech pozadujeme, aby nové vznikly bootstrapovy vybér zachovaval staci-
onaritu. Poznamenejme, ze ani jedna ze tii dosud probranych blokovych metod stacionaritu
nezachovava. Z tohoto duvodu byla navrzena nova metoda pro tvorbu bloku, staciondrni
bootstrap.

Délka bloku i volba po¢atku bloku jsou nezavislé ndhodné veliciny (samoziejmeé nezavislé
také na puvodnim vybéru X'). Pro staciondrni bootstrap je dulezité si data zapsat do kruz-
nice. Pii konstrukci bloku v prvni fazi se zvoli pocatecni index, generujeme nahodnou
veli¢cinu P z rovnomérného rozdéleni R(1,...,n). Ve druhé fazi urcujeme délku bloku, ta je
déana geometrickym rozdélenim s parametrem p, to znamena

P(D=10)=p(l-p)", j=12..

(Data médme usporadana na kruznici). Navic jsou ndhodné veli¢iny P a D vzajemné neza-
vislé.

Konstrukce bootstrapového vybéru se muze na prvni pohled zdat zbytecné slozita.
Avsak ma dvé vyhody. Zbavujeme se nutnosti volit délku bloku. A za druhé a predevsim,
takto zkonstruovany bootstrapovy vybér je stacionarni. Stacionarni bootstrap se neuziva
piilis casto, nebot se ukdzalo, Ze metody s pevnou délkou bloku dosahuji lepsich vysledkii
(Lahiri (2003), kap. 5).



4 Bootstrap zalozeny na Fourieroveé
transformaci

4.1 Vlastnosti Fourierovy transformace

V nasledujici ¢ésti zavedeme potiebné definice a vyslovime lemmata nutna k dikazu véty
o asymptotickém chovani diskrétnich Fourierovych transformaci.

Definice 1. Fourierovu transformaci ndhodného vektoru X = (X, ..., X,,)T definujeme
vztahem

we(A) = % g){jeij’\, A €0, 2m). (4.1)

Pracujme s frekvencemi {\;,j =0, ...,n — 1}, kde \; = 27j /n. Piislusné w()\;) budeme
nazyvat diskrétni Fourierovy transformace (DFT). Zavedeme néasledujici znaceni:

Wy j = We(Nj), We—j = wa(—=A;j) = wa(Nj),

kde index z znamen4, 7e se jednd o DFT vzhledem k vektoru (Xi, ..., X,,)7.

Definice 2. Skalarni soucin na prostoru C" definujeme jako (u,v) = 2?21 u;;.

Lemma 6. Necht .
iX; G2\ inA\ T
ej:—(e ieN e J) ,

Vn
kde \; = 2mj/n. Pak soubor vektori {e;,j =0,...,n — 1} tvori ortonormdini bdzi v C".
Diikaz:
& i - 1a ] — kf
(ej,en) = D et = { Laiy-w) =0 G

PEKICYED YY)

Soubor {e;,j =0,...,n — 1} tvoil n linearné nezavislych vektort, je to tedy baze prostoru
Ccn. O

Pozndmka 7. Ztejmé lze psat w, ; = (X, e;).

35
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Dusledek 2. Plati

1 n—1
it
Xt:—n g w, je Y, t=1,..,n, (4.2)
Jj=0
vektorové pak
n—1
X = E ww,je]
Jj=0
Dukaz:
1 n—1 ln—ln—l 1n 1 n-1
E :ijezt)\]- _ = Xke—zk)\jezt)\j _ Xye —iXj(k—t)
\V/n 4 n 4 n
§=0 j=0 k=0 Jj=0 k=0
1 n—1
— — Xt — Xt D
n
=0

Vztah (4.2) nazveme inverzni Fourierovou transformaci. Vektor X jsme vyjadrili vzhle-
7. n—1 . n—1
dem k bazi {e;}"_ s koeficienty {w, ;}"_

Definice 3. Posloupnost {Y;,t € Z} nekorelovanych ndhodnych veli¢in s nulovou stfedni
hodnotou a koneénym kladnym rozptylem o2 nazveme bilij sum a budeme znacit

{Yi} ~ WN(0,0%).

Jesté nez vyslovime vétu, ktera odhali asymptotické chovani diskrétnich Fourierovych
transformaci, uvedeme nékolik tvrzeni, kterd jsou k jejimu dikazu nezbytna.

Véta 7. Budiz {X;,t € Z} linedrni proces

Xy = Z wjgtfja le Z7

j=—o00

kde {&} ~ WN(0,0?). Necht ddle > °°

oo [tj] < 00 Pak pro spektrdlni hustotu procesu
{X:} plati

2

Z ¢j —zy)\

]7—00

F) = (™) =

o

Dikaz: viz Préskova (2004b), véta 5.6. O

Definice 4. Komplexni nahodnou velicinu definujeme jako X = Re X +7Im X, kde Re X a
Im X jsou realné nahodné veliciny. Rekneme, ze X je komplexni ndhodna velicina s normadal-
nim rozdélenim s parametry p a o, oznaéme X ~ N€(u,0?), je-li vektor (Re X, Im X)7

rozdélen jako
Re X N Rep | 1 a2 0
Im X 2 Imp )72\ 0 o2 '

Lemma 8 (Cramérova-Slutzkého véta). Necht {X;}, {Y;} jsou posloupnosti ndhodngch
velicin a X nahodnd velicina. Pak plati implikace

thX,YthﬁXmLY}gX, prot — o0.
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Diikaz: viz. Brockwell a Davis (1996), tvrzeni 6.3.3. O

Véta 9 (Variancéni matice Fourierovych transformaci). Necht &, ..., &, jsou nekorelované
centrované ndhodné veliciny s konecénym kladnym rozptylem o2, definujme

a(A;) = \/%thcos()\jt),
BA) = \/%Z&:Sin(/\jt)-

Pak vektor g = (a(M1), ..., (X n=1)/2)), B oo BA(ne1y/2)))T je vektor nekorelovangch
ndhodnyjch veli¢in se shodnym rozptylem o?.

Diikaz. Definujme matici G typu (n x (n — 2)) pro sudé n resp. (n x (n — 1)) pro n liché,
pro jejiz t-ty tadek plati

2 2 2 2 .
Gt. = (\/;COS(/\J), ey \/;COS()\L(n_l)/QJt)7 \/;sm(/\lt), ey \/;Sln(AL(n_l)/QJ t)) s

pak ziejmé g = GT¢, kde € = (&4, ...,&,)T. Pocitejme pifmo
varg = EGT¢¢TG = GTEEETG = 0*GTG.

Zbyva ukazat, ze sloupcové vektory matice G jsou ortonormalni. Uzijme vzorce
eia:t + e—ia:t . eiact _ e—ixt
coSul = ————, sinat = -
2 21

a uvéedomme si, ze

\/gzn:eit%rj/n: \/52 I /=0 (4.3)
= J2emminies 0, jen\ (o).

1—ei2mj/n

Prvky g;r matice GT G lze zapsat jako

2 2 ei()\j+)\k)t + ei(}\j*)\k)t + ef’i(}\jf}\k)t + G*i()\j+>\k)t
- Mit)cosOnl) = =

n;cos( ;t) cos(Axt) "l 1 ,
2 2 ei()\j'f’)\k)t _ 6’i(/\j—>\k)t + e—i(Aj—)\k)t _ 6—i(>\j+)\k)t
— Ait)sin(A\gt) = —

ngcos(j)sm( kt) n; vy ,
2 2 ei()\j‘l’)\k)t _ ei(/\j—)\k)t _ e—i()\j—)\k)t + e—i()\j+)\k)t
— in(\;t)sin(A\gt) = —

nzt:sm(J)sm( kt) "l ")

S ohledem na vlastnost (4.3) je vektor g skutecné vektorem nekorelovanych néhodnych
velicin. ]
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Pozndmka 8. Pridame-li k matici G sloupce (e, /2, je-li n sudé)

1 1
€o = %17 €nja = vn (cos(Nn2), "'7COS(n)‘"/2))T

ziskame ortonormalni bazi R".

Véta 10. Budiz {X;,t € Z} linedrni proces jako ve vété 7. Predpoklidejme navic, Ze po-
sloupnost {&} je posloupnost nezdvisljch stejné rozdélensjch ndhodngjch veli¢in. Necht opét
> oo il < oo, Uvazujme vektor n po sobé jdoucich nahodngch velicin (X, ..., X,)",

které se tidi procesem {X;}. Pak:

[ 2rnf(N) H+o(l) proAj = A, .
cov (W j, Wy ) = { o(1) pro A £ A, 1<jk<n-—1L1

Je-li navic -
> [wlliM? < oo, (4.4)
Jj=—00

pak

[ 2rf(N)+O0(nTY) pro X = A, :
cov (Wy j, Wy ) = { O(n) pro A £ Ap. 1<j,k<n-1.

kde f(\) znaci spektrdlni hustotu.

Diikaz: Nejprve je nutné Fourierovy transformace vyjadrit vzhledem k nahodnym veli¢inam
{&}, které jsou nezavislé a stejné rozdélené, a proto na né lze aplikovat CLV.

wy(A) = %Z)ﬁe—m L Z e <Z§ _je =) )
=1 .
_ Z 1/}] —1])\ < —zt)\> Z w] —2])\ <Z ét —zb\)

]*—oo =1—j j=—00
_|__ Z ¢] —zj)\ Z —zt)\ Z fte_it/\]
]——oo t=1— t=n—j+1
= (e e Z e MU, =: (e Mwe(N) + Ry, (4.5)
g—foo

kde 9p(e™) znaci fadu 3377 b a we(A) jsou diskrétni Fourierovy transformace
nahodné posloupnosti {&}. Ndhodné veliciny U,; jsou soucty nekorelovanych ndhodnych
veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a konecnym kladnym rozptylem, proto

EU,, = 0,
E[U,P < 20%min(jl,n),
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nebot se jedna o soucet 2|j| pro j < n respektive 2n pro j > n nezdvislych stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in. Clen R, ma zfejmé nulovou stfedni hodnotu a rozptyl 1ze odhadnout
vyrazem

2
E|R,|? Z bie U, s( Z 5] (E|Un| )”2>
< ( 7 2 Z [ min(|j], >1/2> : (4.6)

vzhledem k Minkowského nerovnosti, ze které plyne ze

< [Z E[X| )1/2]2

2

Zvolme nyni posloupnost m(n) zavisejici na n s vlastnostmi m — oo pro n — oo a zaroven

™) _, . Potom

1 o0
—= > ylmin(jl,n)'? = —= Z [lli2 + D Tyl
ﬁj:—oo ] \/_\ [<m(n : li1>m(n)
m( ) 1/2
< ( " ) Yoo+ D
l71<m(n) l7|>m(n)

a vzhledem k predpoklddanym vlastnostem posloupnosti m(n) konverguje posledni vyraz

k nule pron — oo. S pouzitim Cebysevovy nerovnostitaké R, Ei) pron — oo. Pfipomenme,
ze nase dosavadni tivahy nezavisely na volbé frekvence \. Z definice DF'T plyne, ze

1 n n o
COV (w§7j7 w{,k) = Ew&,jwf,—k — E Z Z Egtgse it ezsAk

t=1 s=1
2 n
n
t=1

COZ znamena, ze

o2 pro \; = A,

cov (we j, We i) = { 0 pro A # e, 1<jk<n-1
Z rozpisu (4.5) plyne, ze

cov (W, j, Wep) = (e )h(e)cov (we j, we k) + Zn
= 27Tf()\J)I[]:k] —I— Zn
Pro zbytek Z,, uzitim Jensenovy a Schwarzovy nerovnosti plati
Z,| < E|¢ple™)we;Ry| + E |th(e™)we _jR,| + E|R,|*
i 1/2
< 2pp(e )| [var (we )] [BIRAP] + B[Rl = o(1),
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jelikoz jsme ukdzali, ze E |R,|* — 0 pro n — oo. Plati-li déle piedpoklad (4.4), pak

K
EIR,?<—, n— o
n
pro néjaké K € (0,00) s ohledem na nerovnost (4.6). A tedy Z,, ~ O(n™1). O

Véta 11. Necht jsou splnény predpoklady véty 10 a je dano m < n pevné. Pak pro frekvence
0< Ay <...< N\, <7 plati

D
= (Ziy, ...,Zim)T, n — oo,

(wx()\il), ceey wm<)\2m>>

kde Z; ~ NC(0,2rf()\;)). Navic vektor (Zi,, ..., Z;, )" je vektor nezdvislijch ndhodngch
velicin.

Dukaz: Vyuzijme rozpisu z predchoziho dikazu. Definujme
T
Y, = (\/5& cos(Aj, 1), \/5& sin(\;, 1), ..., \/5& cos(A;,,t), \/5& sin()\imt)> , t=1..n

a ukazme pomoci Feller-Lindebergovy verze centralni limitni véty pro nahodné vektory
(Lachout (2004), str. 106 - 107), ze

1 n
%ZEB)Uv n — oQ,
t=1

kde U ~ Ny,,(0,0°I5,,). Vzhledem k vlastnostem ndhodnych velicin {&} a vété 9 plati

EY, = 0, t=1,...n,

1 n
var —ZK@) = o%I,,.
(\/ﬁtzl

Nakonec ovérme Feller-Lindebergovu podminku
1 n
=~ Bl Ly g < B [mf%[[\m&\z\/ﬁe]] =0, n—oo, (4.7)
t=1

nebot ndhodnd veli¢ina & mé koneény druhy moment. Z definice diskrétnich Fourierovych
transformaci plati

1 n
wey = ——= > (Yiy — i¥ij11).
€ oT t:l( i tit1)

Rewg ; D N 0 1/o* 0
Im w >\\o0o /200 o? '

S ohledem na definici 4 zfejmé we B N© (0,0%) anavic (we1, ..., wem)" je vzhledem k dia-
gonalité varianéni matice vektor nekorelovanych komplexnich nahodnych veli¢in. V ptipadé

Proto
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normalniho rozdéleni to znamend, Ze jde také o nezdvislé ndhodné veliciny. V predchozim
dukazu jsme dosli ke vztahu

w, () = P(e M we(N) + Ry,
kde E|R,|* — 0 pro n — oo. Dale plati
var [@b(e‘i’\j)w&j] = |¢p(e=) 202,
Aplikaci Cramér-Slutzkého véty a véty 7 se dokaze, ze
(Waiys ooor Wai )T 2 (Ziys ooy Zain )T

kde Z; ~ NY(0,2nf(\)) a (Ziy, ..., Z:,)T je vektor nezdvislych komplexnich ndhodnych
velicin. O

Pozndmka 9. Nezavislost jsme dokdzali pro frekvence 0 < \; < 7, platnost véty lze rozsitit
na frekvence 0 < \; <, pro které

We,0 g Z(O) ~ N(\/ﬁEXl, 27Tf()\0>>7 n — oo,
D
=

Wen/2 Znsay ~ N(0,21f(Ans2)), mnsudd,n — oo.

O dalsich vlastnostech diskrétnich Fourierovych transformaci se lze docist v knize Brillinger
(1975).

Na zékladé diskrétni Fourierovy transformace se nam podafilo eliminovat zavislostni
strukturu v datech a ziskat asymptoticky nezavislé nahodné veli¢iny. Na takto transfor-
mované nahodné veliciny muzeme aplikovat klasicky nezdvisly bootstrap. Tuto metodu
s ohledem na transformaci nazveme frekvencni bootstrap.

Asymptotickych vlatnosti diskrétnich Fourierovych transformaci a periodogramu se hojné
vyuziva, ¢asto je vSak nutné provést zpétnou transformaci z frekvencéni domény zpét do ¢asové.
Nyni si ukazeme zpusob, jak aplikovat metodu frekvenéni bootstrap na regresni modely a
to bez nutnosti zpétné transformace.

4.2 Regresni model ve frekvenéni doméné
V této casti se budeme zabyvat modely nekorelované stochastické regrese tvaru
y=a+px, +e, t=1,..n, (4.8)

kde {e;} je slabé staciondrni proces s vlastnostmi Ee; = 0, vare; = 02 > 0 prot = 1,...,n,
{;} je slabé stacionarn{ p-rozmérny proces s reguldrni varianéni matici E (zz] ) = £ > 0
prot=1,....,n a procesy {x;} a {es} jsou vzajemné nekorelované pro t,s = 1, ..., n.

Piikladem muze byt model, kde se regresory i chyby fidi kauzalnim autoregresnim pro-
cesem prvniho radu. Vedle téchto modelu se pracuje i s procesy s tzv. dlouhou paméti, které
jsou definovany nize.
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Procesy s dlouhou paméti

Definice 5. Necht {X,,t € Z} je staciondrni proces. Rekneme, ze {X;,t € Z} je proces s
kratkou paméti, plati-li

Y | Ra(k)| < o0,
k=0
kde R, znaé¢i autokovarian¢ni funkci procesu { Xy, ¢t € Z}, a pro jeho spektralni hustotu plati
fz(A) >0, Xe|0,2n].

Priklad 10. Piikladem procesu s kratkou paméti muze byt autoregresni proces prvniho radu
{X,} dany vztahem
X=X 1 +e, ted,

kde |p| < 1 a {e} ~ WN(0,0?). Potom je

fy =g relnon
T 21 — 2pcos A+ 2 > 47

Odtud je videt, ze skutecné > 7[R, (k)| < oo a fy(A) > 0, X € [0,2n]. Podobné lze
ukazat, ze obecné kauzalni procesy ARMA jsou modely s kratkou paméti.

Definice 6. Budiz {X,,t € Z} stacionarni proces. Rekneme, ze {X,,t € Z} je s dlouhou
paméti, existuje-li d € (0,0.5) takové, ze proces {Y;} definovany vztahem

Y, = (1 - B)'X,
je proces s kratkou paméti. B znac¢i operator posunuti definovany vztahem BX; = X;_4.

Proces { X;} lze ziskat aplikaci nekoneéného filtru (1—B)~? na proces {Y;}. Pro spektraln{
hustoty proto plati vztah

fo(A) = [1 =77 f, (M),

A jelikoz
1 —e ™ = \/(1 — cos(N))? +sin(A)2 = /2 (1 — cos(\))
a
}\ii% 2(1 |—>\|COS()\)) 1,

pro chovani spektralni hustoty u nuly plati

f2(A) = O(A™™).
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Odhad parametri regresniho modelu ve frekvenéni doméné

V nasledujicim studujme vlastnosti odhadu metodou nejmensich ¢tvercu (OLS) v mo-
delu nekorelované stochastické regrese ve frekvencni doméné. Zabyvame se vlastnostmi od-
hadu smérového koeficientu 3, proto predpokladejme, ze matice regresoru i vektor zavisle
proménnych jsou centrované.

Definice 7. Regresni model
=BTz, 46, t=1,..,n, (4.9)
nazveme modelem v casové doméné, model tvaru
wy; =P wejtwey, j=1,...,n—1, (4.10)

pak jeho protéjskem v doméné frekvencni. Odhady metodou nejmensich ctverci parametru
B oznacme jako Bors v modelu (4.9) a v modelu (4.10) jako Brors. Je tedy

BoLs = [XTX]_l [(X"y],
n—1 -1
ﬁFOLS = (W;Wm)_l (Wgwy) = <Z wx,jUJl’j> (Z wz,jwy,j> )
P =1

kde Wx = (wx,h ey wx,n,1>T.

Lemma 12. Je-li @ € R" pak

wx,n_j = wxd, j = 1, ey |_TL/2J .

Diikaz: 7 periodicity komplexni funkce ¢* a vlastnosti skaldrniho soucinu plyne

Wy n—j = <waen—j> - <$,€_]> = <$,€j> = Wg,j5-
]

Pro uspésnou aplikaci metody bootstrap je nutné zachovat tuto symetrii. Dale predchozi
lemma poskytuje prostor ke snizeni vypocetni narocnosti. Muzeme totiz odhady pocitat
pouze na zakladé prvnich |n/2| diskrétnich Fourierovych transformaci.

Dausledek 3. Uvazujme regresni model tvaru (4.10). Pak pro odhad smérového koeficientu
plati

-1

(n—1)/2 (n—1)/2
BroLs = Z wmfw Re Z wmw;j , pro n liché
j=1
(n—2)/2 -1 (n—2)/2
= Z QwI,j'w;j + ’wgc,n/Q'wl’n/2 Re Z 2fwx,jwl7j + w%n/Qw;n/Q ,
j=1 j=1

pro n sudé.
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V nasledujici vété vyslovime tvrzeni o vztahu odhadu Brors a Bors-

Véta 13. Uvazugme model nekorelované stochastické regrese tvaru (4.9) resp. (4.10). Plati,
ze

/BFOLS' = BOLS - ﬁ

Dukaz: Pripomenme, ze predpokladame, ze matice nezavislych proménnych X resp. vektor
zavisle proménnych y jsou centrované. Centrovani je nezbytné pii odhadu (smérového)
parametru (3. Definujme matici W = (ey, ..., en_l)T. Dle lemmatu 6 fadky matice W tvoii
ortonorméaln{ bézi v C", proto WWT = I a také WIW = I. Model (4.10) je transformac{
modelu (4.9) tvaru (y a X jsou centrované, proto lze pridat fadek s frekvenci 270/n)

Wy=WXpB+ We. (4.11)
Pro OLS odhad transformavaného modelu (4.11) plati

Brows = [(WX)(WX)] [(WX)[(Wy)] = [XTWWX] ' [X"WiWy]

-1

= [X"X]" [X"y] = Bos.
[
V élanku Hidalgo (2003) (véta 2.1) je dokdzdna asymptotickd vlastnost
Jn (B _ 5) L N, (0,57'Q57), n— oo, (4.12)

kde Q = 2m f:r feN) fe(N)dX a fo, fe jsou spektralni hustoty procesi {x;}, {e;}. Ta plati
za slozitych obecnych predpokladi, které vsak neomezuji mnoZinu modelu nekorelované sto-
chastické regrese pouze na modely, jejichZ chybové slozky, pripadné regresory, se ridi procesy
s kratkou paméti. Predpoklady lze nalézt v prdci Hidalgo (2003), str. 5 - 6.

Pohledem na asymptotickou varianéni matici 1ze soudit, Ze jednou z podminek bude
ziejme také konecnost integralu f:r fe(N) fe(N)dA. Integral je konecny, je-li integrand ome-
zen vyrazem O(A~17¢) X\ — 0 pro n&jaké € > 0. Proto budou-li regresory i chyby procesy
s dlouhou paméti, je nutné, aby d. +d,;, < 1/2 pro j = 1, ..., p, kde d., resp. d,, je parametr
d z definice 6 procesu chyb, resp. j-té slozky procesu regresoru.

4.3 Frekvencni bootstrap

V predchozi ¢asti jsme dokazali vétu o asymptotické nezavislosti vektoru diskrétnich Fou-
rierovych transformaci. Nasledné jsme definovali model ve frekvencéni doméné a dokazali
shodu OLS odhadu s OLS odhadem v modelu v ¢asové doméné.

Aplikujme nyni dokazané vlastnosti na nasledujici standardni problém regresni analyzy.
Uvazujme model nezavislé linearni regrese, chtéli bychom ucinit statistické zavery o vek-
toru parametru B odhadnutého OLS metodou. Popisme nyni algoritmus frekvenéniho bo-
otstrapu, publikovano v Hidalgo (2003). Poznamenejme, ze y a sloupce matice X a tedy i
odhadnuta rezidua jsou stale centrované ndhodné vektory.
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Algoritmus 4 (Frekvencni bootstrap (FDB)).
1. Odhadneme neznamé parametry B, ..., B, a ziskame odhad rezidui

et =Yt — 1% — .. — BpTap, t=1,...,n.

2. Vypocteme Fourierovu transformaci {w¢ ;} odhadnutych rezidui {e;}.
3. Definujeme
vej = Weg/lwesl, g =1, [n/2]
a z téchto vypocteme vybérovy prumer a vybérovy rozptyl
1 [n/2] [n/2)
Vej = 77 Ve,j, v Vg; — Ve
7= Tn/2] ; J 7. n/2J Z’ J ,J
Nakonec definujeme standardizovand rezidua
~ Ve,j — Vgj .
Uy = —L—21 j=1,..,|n/2].
Oy
4. Standardizovand rezidua {vz;} pro j = 1,...,|n/2] pouZijeme jako zdkladni populaci

pro generovdni bootstrapovich replik:

1

P32, =) = 1or

e?]

5. Pomoci generovanych bootstrapovich rezidui replikujeme regresni model ve spektrdlni

doméné
j=1,..|n/2].

~

= pBTw J+v \we,]

6. Odhadneme parametr B\* v novém bootstrapovém regresnim modelu.

Abychom porozuméli smyslu standardizace provadéné v algoritmu frekvenéniho boot-
strapu, vypoctéme prvni dva momenty bootstrapového odhadu parametru 3.

Véta 14.
E*B* _ B
R R [n/2] N
var*@* = varB :=X7! [77//2J z:: <|waj|2wx,j’l.l7l’j> 5!
Dukaz: Plati: 3 = I /2JW Wi
R R 1 [n/2]

E*B3* = E* |X 'Re

Wy jW,
3] 2 i
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[n/2]
B+ 2o | [y D wasb” ] fond | =B
R R 1 [n/2] N
var*@* = E*X- 1{”/2J wave (w0 5) |we P21
n/2
_ /2J Z (lwe s PE[52 Pwe ol ) £71
oo o
= n/2J Z (’ww’ ww,Jw )2 Ln/2 Z |0
n/2
- n/2J Z (hozsPaoaol ;) £ = B,
kde vai B je konzistentni odhad var 3. O

Dokézali jsme, ze bootstrapovy odhad je nestranny a jeho rozptyl konzistentne odhaduje
var (3. R

V prdci Hidalgo (2003) (véta 2.2) je ukdzdino, Ze i pro bootstrapovy odhad (B* plati
za sloZitych obecnijch predpokladi asymptotickd normalita

P <\/ﬁ (E*—B) ga:) £>F(z(:), n — 0o (4.13)

pro libovolné x € RP, kde ' je distribucni funkce ndhodného vektoru s rozdélenim
N, (0,X71Q% ).

Algoritmus 4 piedpokldda, ze diskrétni Fourierovy transformace chyb we, ..., we |n/2)
jsou asymptoticky nezavislé. Asymptoticka vlastnost vsak plati pouze pro koneény pocet
DFT pevné délky m. Navic jsme ukézali platnost této vlastnosti (véta 11) pouze pro procesy
s kratkou paméti. Byt obé tyto pozndmky mohou naznacovat, Ze algoritmus selhavé, bylo
dokézano, ze rozdéleni bootstrapového a puvodniho odhadu parametru 3 maji za uvazo-
vanych podminek shodna asymptoticka rozdéleni.

Dosud jsme k ziskdni statistickych vlastnosti odhadt mohli uzit bud'to centralni limitn{
vétu a silny zakon velkych cisel nebo aplikovat metodu blokovy bootstrap. Ovsem me-
toda blokovy bootstrap s sebou nese nutnost vhodné volby délky bloku. Pravé predstavena
metoda nevyzaduje znalost dalstho parametru.

Poznamka 10. Byla navrzena alternativni metoda frekvenéniho bootstrapu, ktera se od pred-
stavené se lis{ v popsaném algoritmu v bodé 2. Pii této metodé se jako populace pro bo-
otstrapové vybéry pouzivaji samotna standardizovana odhadnuta rezidua, nikoliv standar-
dizované DFT odhadnutych rezidui. Fourierova transformace je provedena az na bootstra-
povych vybérech (Hidalgo (2003)). Bylo dokazéno, ze asymptotické rozdéleni takto ziskané
bootstrapové repliky parametru 8 a puvodniho odhadu parametru 8 jsou opét shodna. Si-
mula¢ni experimenty v praci Hidalgo (2003) naznacuji téméi shodnou vykonnost obou FDB
metod. My se soustfedime na metodu popsanou algoritmem 4, nebotf moznost generovani
bootstrapovych replik lze v tomto ptipadé 1épe zduvodnit.
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4.4 Aplikace metody frekvencéni bootstrap

Pro ilustraci vykonnosti frekvenéniho bootstrapu provedme malou simulaci. Srovnejme
kryci schopnosti intervalu spolehlivosti vytvorenych na zdkladé metody frekvenéni boot-
strap a asymptotického rozdéleni. Na zdkladé metody frekvenéni bootstrap jsme odvodili
dva typy intervalu, a to studentizované dané vztahem

(V@B A /2. 5+ @B 1 - a2)

a percentilové
(G:1(0/2), 651 (1— a/2)).

Asymptotické intervaly jsou odvozeny z limitniho rozdéleni, kde je rozptyl odhadovan
vyrazem var (3 (viz vyraz (4.12)). Studie je provedena na modelu nekorelované stochas-
tické regrese, kde jsou chyby i regresory modelovany jako autoregresni proces prvniho fadu
s nezavislymi stejné rozdélenymi inovacemi.

Metoda MBB rezid bude znacit aplikaci metody blokovy bootstrap na centrovanda od-
hadnuta rezidua a néslednou konstrukeci bootstrapové repliky. Naopak v ptipadé MBB pair
bude blokovd metoda aplikovdna piimo na mnozinu paru {(z;, v;)}_;-

Uvédomme si, ze aplikujeme-li blokovou metodu piimo na odhadnuté rezidua, obecné
neziskame ani nestranné odhady. Obrazek by mohl naznacovat, ze aplikujeme-li metodu
blokovy bootstrap na odhadnuta rezidua, maji bootstrapové odhady mensi rozptyl.

FDB MBB rezid MBB pair

1.0
1

0.6
1

0.4
1

0.0
|

Obrazek 4.1: Bootstrapovy odhad rozdéleni statitistiky \/ﬁ(ﬁ — ) jedné realizace jednoparametrického
regresniho modelu, kde regresory i chyby jsou generovény jako AR(1) s autoregresnim koeficientem 0.3.
Skuteéné rozdéleni odhadnuto na zakladé 20 000 simulaci, [ = 10.

Z tabulky 4.1 je jasné prukaznad lepsi kryci schopnost studentizovanych intervali. Naopak
percentilové intervaly vychéazeji témeér ve vSech ptipadech hure nez asymptotické protéjsky.
Déle 1ze soudit, ze kvalita intervalu spolehlivosti je choulostivéjsi na silnou zavislost mezi
regresory nez na zavislost mezi chybami.

Simulaci muzeme také srovnat vlastnosti odhadu momentu parametru 3. Pracujme se
shodnymi modely jako v pfedeslém a odhadujme rozptyl nvar 3. K tomuto odhadu lze
piimo pouzit blokovou metodu.
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studentizované percentilové asymptotické
n 0Bz Be 9%  95%  90% | 99%  95%  90% | 99%  95%  90%

65 0.50 0.50 || 98.44 94.02 88.56 | 96.62 91.26 85.86 | 97.32 91.32 85.50
65 0.50 0.90 || 98.58 94.74 89.46 | 95.88 90.24 84.74 | 97.80 92.10 85.28
65 0.90 0.50 || 95.06 91.04 85.98 | 91.62 85.62 80.08 | 93.56 86.32 80.08
65 0.90 0.90 || 95.20 90.90 85.58 | 85.12 79.32 74.48 | 90.38 82.10 75.10

125 0.50 0.50 || 98.78 94.84 89.76 | 97.94 93.32 87.80 | 98.30 93.26 87.48
125 0.50 0.90 || 98.90 94.62 90.18 | 97.36 92.30 87.02 | 98.54 93.32 87.32
125 0.90 0.50 || 97.18 92.86 87.78 | 94.90 88.84 83.82 | 96.24 89.66 83.68
125 0.90 0.90 || 97.36 92.76 87.52 | 91.44 84.62 79.48 | 94.84 86.94 79.80

Tabulka 4.1: Prumérna kryci schopnost intervalt spolehlivosti v zdvislosti na velikosti a typu procesu.
Srovnani dvou bootstrapovych a asymptotické metody. Pro kazdy model provedeno 5 000 simulaci a
pro kazdou simulaci ddle 2 000 bootstrapovych vybéru.

vychyleni smér. odchylka MSE

n Ba Be var3 | FDB MBBr MBBp | FDB MBBr MBBp | FDB MBBr MBBp
65 0.50  0.50 1.73 | —=0.18 —0.29 —0.40 0.74 0.58 0.85 0.57 0.42 0.89
65 0.50 0.90 7.57 | —0.27 —1.67 —2.78 6.21 4.15 3.60 38.70  20.06 20.68
65 0.90 0.50 1.03 | —0.19 —0.29 —0.20 0.66 0.46 0.58 0.48 0.30 0.37
65 0.90 0.90 8.21 —2.35 —4.20 —4.24 5.05 3.13 3.31 31.07  27.46 28.91
125 | 0.50 0.50 1.67 | —0.08 —0.17 —0.23 0.58 0.40 0.69 0.34 0.19 0.53
125 | 0.50 0.90 8.85 —0.65 —1.71 —2.44 5.11 3.21 3.65 26.54 13.22 19.33
125 | 0.90 0.50 0.83 | —0.10 —0.17 —0.13 0.45 0.29 0.40 0.22 0.11 0.18
125 | 0.90 0.90 8.58 —1.21 —3.78 —3.99 5.87 2.78 3.07 35.93 22.07 25.31

Tabulka 4.2: Vlastnosti odhadu nvar B v zavislosti na velikosti a typu procesu. Srovnani frekvenéniho boot-
strapu a blokovych metod. Spravné hodnoty odhadnuty na zdkladé 2 000 simulaci. K odhadum vlastnost{
bootstrapovych metod pak pouzito 500 simula¢nich experimentt a pro kazdy 500 bootstrapovych vybéru,
[ =10.

7 tabulky 4.2 lze vycist, ze metoda frekvencni bootstrap jasné dominuje v minimalizaci
vychyleni. Avsak odhady vykazuji prilis vysokou variabilitu. Vyssi variabilita muze vzni-
kat také tim, ze populace pro generovani bootstrapovych replik ma rozsah pouze |n/2]
pro frekvencéni bootstrap, zatimco pri MBB metodé je populace tvorena celkem n — [ + 1
bloky. Celkové se metoda MBB rezid zda byt optimalni z hlediska minimalizace stfedni
¢tvercové chyby a to pro cely prufez procesu uvazovanych v simulaci. Provedend simulace
ukazuje vysokou variabilitu odhadu regresniho parametru, jsou-li chyby mezi sebou silné
korelované. Na korelaci regresoru variabilita ptilis nezavisi.



5 Sitovy bootstrap

Jiz vime, ze metoda sitovy bootstrap je zalozena na vhodné aproximaci vybéru autoregresni
posloupnosti. V néasledujici kapitole popiseme podrobnéji cely algoritmus metody sitovy
bootstrap, uvedeme nékteré asymptotické vysledky a provedeme srovnani s blokovymi me-
todami.

5.1 Princip a zakladni predpoklady

Necht X = (Xi,..., X,,)T znaéf vektor n po sobé jdoucich ndhodnych velicin, které se ¥df
kauzalnim linedrnim procesem {X;,t € Z}. Tento lze zapsat jako

Xp=p+Y ¢Y;, tei (5.1)
=0

kde Y; ~ WN(0,0%). Oznacme p = EX;. Nyni je nutné vektor X popsat (konecné
rozmérnym) modelem a odhadnout jeho parametry.
Pokud bychom vychézeli primo z reprezentace (5.1), museli bychom kromé radu modelu
a parametru {¢;} odhadovat také neznamy bily sum {Y;}. Proto se pfechdzi k procestm,
jejichz parametry lze odhadnout snéze, a to k reprezentaci autoregresnimi posloupnostmi.
Definujme operator zpétného posunuti B : RZ — RZ, pro ktery plati

BX, = X,_4, B*X, = B¥"'"(BX,) = X,_, keZ.

Dale ozna¢me mocninnou fadu
P(z) = 2, Yy=1,2€C. (5.2)
=0

Je-li fada (5.2) absolutné konvergentni v uzavieném jednotkovém kruhu, ma smysl operator
Y (B) afadu (5.1) lze zfejmé zapsat jako
Xy =p+(B)Y, teZ.

Autoregresni reprezentace procesu {X;,t € Z} musi byt tvaru

Yi=9(B)(X;—p), teiZ (5.3)

49



5 Sitovy bootstrap 50

pro né&jaky operator ¢(B). Porovnanim ale vidime, ze musi platit ¢(z) = (¥(z)) " pro |z| <
1. Radu ¢(z) rozepisme jako

o0
_ J
p(z) =1-) 9@, z€C,
Jj=1
coz znamena, ze jsme ziskali reprezentaci

Xi=p+Y ¢ (Xij—p)+Y;, tel (5.4)

j=1
Definice 8. Stacionarni proces {X;,t € Z} definovany vztahem
Xe=p+¢Y(B)Y,, tel,

kde Y; ~ WN(0, 1) nazveme invertibilnim, pokud existuje fada ¢(z) takova, ze p(z) < oo
pro|z| <1la
Vi=(B)(Xi—p), tel

7, ptedchozich uvah vyplyva, ze k uspésné aplikaci metody sitovy bootstrap nutné
> 1o [¥] < 0o anavic pozadujeme, aby fada ¢(2) splilovala podminku [¢(2)[ > 0 uvnitt
jednotkového kruhu. Jelikoz nelze pracovat s autoregresnim procesem nekonecného tadu,
ale tento aproximujeme pouze autoregresnim procesem tadu konecného, je treba nékteré
predpoklady déle zesilit.

Definujme filtraci F; = o {Y;, s < t}. V élanku Bithlmann (1997) jsou jako obecné nutné
predpoklady tspésné aplikace metody uvedeny nésledujici.

P1) {Y;,t € Z} jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny, EY; = 0 a E|Y]]* < 00
pro néjaké s > 4.

P2) Rada |1(z)| > 0 pro |z| <1, > 520"l < oo pro ngjaké r € N.

Prvni ¢ast predpokladu P2 zarucuje invertibilitu procesu, jeho druha cast pak omezuje
tfidu procesu na procesy se slabou zavislosti. Predpoklad spliuji naptiklad modely typu
ARMA(p, q). Z teoretického hlediska (stejné jako v piipadé délky bloku) je nutné, aby
p = p(n) — 0o pro n — oo a zaroven p(n) = o(n).

Stézejni pro presnost metody je vhodna volba fadu modelu. Ukazuje se, ze 1ze s vyhodou
pouzit Akaikeho informacnd kritérium (AIC). Kritérium lze obecné zapsat jako

~ ~

AIC(0) = —20(0) +2(p+ 1), (5.5)
kde ¢ (é\) je logaritmicka vérohodnostni funkce, do které jsou dosazeny maximalné vérohodné
odhady, a p+1 je pocet parametru modelu. Tyto odhady nezname, proto se v praxi postu-
puje tak, ze se do vérohodnostni funkce dosazuji odhady ziskané napt. metodou momentu
(vice viz dodatek). Obecné informaéni kritéria voli optimélni model jako kompromis mezi
poctem parametru a presnosti aproximace. Z vyrazu (5.5) je vidét, jak kritérium AIC pe-
nalizuje pocet parametru.
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Algoritmus 5 (Sitovy bootstrap).

1. Aprozimujeme vybér X autoregresnim modelem Fddu p. Rdd p volime na zdkladé in-
formacéniho (napr. AIC) kritéria a odhadneme parametry j a @1, ..., ,, které lze od-
hadnout metodou Yule-Walkerovijch rovnic, pripadné OLS metodou.

2. Ziskame odhad rezidui

~

p
V=X, -X, - @ (X;-X,), t=p+1l,..n
j=1

~

3. Centrujeme rezidua YV, =Y, — Y, t=1,...n—p, kde Y = n%p D i Y,.
4. Centrovand rezidua pouzZijeme jako zdkladni populaci pro generovdni bootstrapouvijch
rezidui {Y;,t > 1} tak, Ze

~ 1
P(Y;:Yt): L t> 1
n—p
5. Zwolime pocatecni hodnoty Xy_,, ..., Xg jako X, a konstruujeme bootstrapovou fadu
— p —
X;—X,=> & (X7, —X,)+Y/, t>1,
j=1

nez dosahneme stacionarity. Za bootstrapovy vyber volime staciondrni iusek.

5.2 Asymptotické vlastnosti

Nasledujici dvé véty shrnuji zédkladni vlastnosti asymptotického chovani bootstrapového
odhadu rozptylu a distribu¢ni funkce vybérového pruméru.

Véta 15. Necht plati predpoklady P1 a P2 sr = 1, necht ddle p(n) = o ([n/ log(n)]l/(zr+2)> .
Potom

var*(v/nX,) — var(v/nX,) = op(1), n — .

Jestlize navic ), . [ka(Xo, Xiy, Xbp, Xoy)| < 00, kde ra(Xo, Xy, Xy, Xoy) 2nact cturty
kumulant velicin Xo, Xy,, Xy, a Xy, a plati-li predpoklad P2 s v > 1, pak

var*(\/nX;) —war(v/nX,) = Op((p/n)l/z) +O0p(p™"), n— 0. (5.6)
Diikaz: viz Bithlmann (1997), str. 136 - 141. O

7 ptedchozi véty plyne, ze presnost odhadu zavisi na sile zavislosti v puvodnim procesu.
Teoreticky to znamend nésledujici. Necht existuje § > 0 takové, ze pro libovolné k € (§,1/2)

existuje r
1
r e (——1,00), reN
2K
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splitujici predpoklad P2. Pak volbou p(n) = Cn'/2) log(n)~/+2)-1 kde C € (0, 00), a
dosazenim r do vyrazu pro p(n)

(p/n)1/2 ~ n—1/2+m7 p—r ~ n—l/?-i—n’ K€ ((5’ 1/2)
Proto vzhledem k vyrazu (5.6) plati pro x € (4,1/2)

* _
var *(vnX,) — var (vVnX,) = Op(n~*™%), n — oco.
Nyni se zaméfime na aproximaci rozdéleni centrované statistiky.

Véta 16. Necht plati predpoklady P1 a P2 s r = 1, necht ddle p(n) = o <[n/ log(n)]l/4>.

Jestlize

pak
sup | P* (ﬁ(yz -X,) < :1:') — P(vVn(X, —p) < x)‘ =op(l), n — occ.

z€eR

Diikaz: viz Biihlmann (1997), str. 136 - 143. O

Vidime, ze metoda konzistentné odhaduje distribu¢ni funkci centrovaného vybérového
pruméru. Stejné jako tomu bylo v pripadé blokovych metod, lze platnost véty za do-
datecnych predpokladu rozsitit na centrované statistiky typu hladkych funkei vybérového
prumeru.

Srovnani s metodou blokovy bootstrap

Pti aplikaci blokové metody je nejprve nutné vhodné urcit délku bloku. Presnost boot-
strapovych odhadu pak na této volbé velmi silné zavisi. Uvedli jsme algoritmy pomoci nichz
lIze vhodnou délku odhadnout, avsak, jak se ukazalo v prikladu, metody ne vzdy funguji
zcela podle ocekavani. V pripadé metody sitovy bootstrap je nejprve nutné odhadnout rad
autoregresniho procesu, ale presnost metody nezavisi na fadu modelu tak silné.

Pokud se nam pii aplikaci blokové metody podaii vhodné urcit délku bloku, dosdhneme
pii odhadu rozptylu nejvyse piesnosti fadu Op(n~'/?), nezavisle na sile zavislosti v ptivodnim
vybéru. Naproti tomu rychlost aproximace metody sitovy bootstrap souvisi s touto zavislosti,
jak je ukazano v diskusi za vétou 15. Navic jde pro velkou mnozinu procesu o presnéjsi apro-
ximaci. Bylo provedeno nékolik simula¢nich experimentu s cilem srovnat metodu blokovy,
sitovy a frekvencni bootstrap, pripadné také s asymptotickymi metodami, viz kapitola 6.



6 Aplikace

6.1 Simulace

Numerické vysledky simulaci jsou uvedeny v ptiloze.

Regresni modely

Simulace byla provedena pro regresni modely R1 - R6, kde se vektor regresoru « a
vektor chyb e idi nasledujicimi stacionarnimi procesy.
Ve vsech modelech jsou regresory generovany jako autoregresni proces prvniho fadu

X =i X + Y,

kde ¢; = 0.95 pro model R3, ¢; = 0.2 pro zbylé. {Y;} jsou nezavislé stejné rozdélené
ndhodné veliciny, Y7 ~ N(0, 1) pro R1 - R5. V modelu R6 jsou nahodné veli¢iny Y; mode-
lovany procesem s dlouhou paméti FARIMA(0, d, 0), modelem

Y,=(1-B)"%, tcz,

kde {e;} jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny s rozdélenim N(0,1) a d = 0.4.

Chyby jsou pro modely R1 - R3 generovany jako autoregresni posloupnosti prvniho fadu
s parametrem ¢; = 0.95 pro model R2 a ¢; = 0.2 pro zbylé. V piipadé modelu R4 - R6
pak jako ARMA(1, 1) posloupnosti

Xy = 02X, + Y1 + Y, t ez,

kde 11 = 0.9 a Y; jsou nezdavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (0, 1)
pro model R4. Pro modely R5 a R6 ¢; = 0.5 a Y; se tidi FARIMA(O, d, 0) procesem
s parametrem d = 0.45 resp. d = 0.05 pro model R6.

Tabulka (B.1) shrnuje kryci schopnosti studentizovanych bootstrapovych intervalu a in-
tervaltt asymptotickych pro modely R1 - R6. V modelu R1, kde regresory i chyby vykazuji
slabou zavislost, vykonnost metod sitovy i frekvenéni bootstrap mirné prevysuje asympto-
ticky pristup. V ostatnich ptripadech je lepsi kryci schopnost jiz znatelnéjsi. Zvysime-li silu
zavislosti v procesu chyb, intervaly spolehlivosti konstruované metodou sitovy bootstrap
pokryvaji spravnou hodnotu s pravdépodobnosti vyssi nez jakou je nomindlni hodnota.
Naopak frekvencni bootstrap poskytuje kratsi intervaly.

Tabulka dale naznacuje nachylnost metody frekvenéni bootstrap na zavislost mezi regre-
sory. Avsak stédle udrzuje kryci schopnost intervalu 1épe nez klasicka aproximace normalnim
rozdélenim. Toto zjisténi je ve shodé se simulaci provedenou v kapitole 4 a také s vysledky
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publikovanymi v ¢élanku Hidalgo (2003). V modelu R4, kde jsou chyby generovany jako
ARMA proces, metoda sitovy bootstrap mirné ztraci na metodu frekvencni bootstrap.
Je prekvapujici, jak dobrych vysledku dosahuje metoda sitovy bootstrap v modelech, kde
jsou regresory a chyby generovany procesem s dlouhou paméti. V téchto mirné prevysuje
metodu frekvencni bootstrap a vyrazné asymptoticky pristup. Zvyseni poctu pozorovani
nevede k vyraznym zménam ve vykonosti intervalu.

Prvnim pohledem na tabulku (B.2) vidime, ze metoda frekvenéni bootstrap zaostava
v méritku sttedni ¢tvercové chyby za metodami blokovy i sitovy bootstrap. Metoda frek-
ven¢ni bootstrap minimalizuje vychyleni, jehoz vyrazné zlepseni oproti ostatnim metodam
muzeme vidét u modelt, kde jsou chyby silné zavislé (zejména v modelech R2 a R5). Avsak
odhady maji velmi vysokou variabilitu, coz odpovida vysledkum ziskanym v kapitole 4.
V modelech R1 a R2 dosahuje metoda sitovy bootstrap nejlepsich vysledku. Je vSak nutné
brat tento vysledek s rezervou, nebot v téchto modelech jsou chyby generovéany jako au-
Ukazuje se, ze metody blokovy a sitovy bootstrap davaji srovnatelné vysledky z hlediska
minimalizace stfedni ¢tvercové chyby. Uvédomme si, ze simulaci provadime pro optimalni
délku bloku, ktera je uréena minimalizaci stfedni ¢tvercové chyby.

Srovnani algoritmi pro optimalni délku bloku

Jiz v kapitole 3 jsme srovnali vykonnost obou predstavenych algoritmu. Studujme vlast-
nosti algoritmu pro nelinearni statistiku, pro jiné typy procesu a nakonec pro odhad celé
distribuc¢ni funkce. Definujme modely

DI:X;, = 06X, ,+Y, t=1,..125,

5
D2: X, — g(Y;qLYt_l), t=1,...,100,

D3: Xt == O.?)Xt_l + O.2Xt_2 + 0.7Y;5_1 + }/t, t= 1, ceuy 125,

kde {Y;} jsou nezdvislé stejné rozdélené nahodné veliciny s centrovanym x? rozdélenim
o jednom stupni volnosti pro modely D1 a D2 a s rozdélenim N(0, 1) pro model D3. Model
D1 je uveden pro srovnani s piikladem v textu, kde jsme studovali rozptyl vybérového
pruméru. Model D2 ilustruje chovani algoritmu pro procesy s odliSnou autokovarianéni
funkei, zvolen také pro srovnani s vysledky v pracich Hall (1992) a Lahiri (2003). Nakonec
model D3 je predstavitelem komplexnéjsiho modelu. Vysledky jsou shrnuty v tabulkach
(B.3), (B.4), (B.5) a (B.6). Hvézdickami jsou oznaceny délky bloku, pro které nenf stredn{
¢tvercova chyba vyrazné odlisnd od minimdalni (v tabulce (3.1) bychom mohli volit délky 6,
7 a8).

Tabulka (B.3) ukazuje, Ze i pro nelinedrni statistiky, davaji metody vysledky blizké op-
timu. Zda se, ze parametrickd metoda mirné podhodnocuje optimalni délku, naopak metoda
zalozend na minimalizaci MSE je nestabilni. Generujeme-li data modelem D2, pak median
navrzenych délek pro odhad rozptylu algoritmem MSE nabyva hodnoty 3, coz se ukazalo
byt jako optimdlni délka. Tento model byl pouzit v praci Hall (1992) a také v Lahiri (2003)
s velikosti vzorku 125 namisto 100 pozorovani. Vysledky odpovidaji uvedenym v Lahiri
(2003). Nakonec pozorujeme vyrazné podhodnocené délky bloku pro model D3 a to pii
aplikaci obou metod.
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Srovnani metod blokovy a sitovy bootstrap

Provedeme 4 sady simulaci a to postupné pro modely klouzavych souctu, ARMA(1,
1) modely a nakonec pro modely vymykajici se mnoziné, pro které je dokazana platnost
z teoretického hlediska. Ve ¢tvrté ¢asti srovname kvalitu aproximace celé distribuéni funkce.

Modely klouzavych soucti

V prvni ¢ésti srovnejme kvality bootstrapovych odhadu v nasledujicich invertibilnich
modelech klouzavych souctu.

CMA)L: X, = 0.95Y,;+Y,,
30

. 1
C(MA)2,C(MA)A: X, = ) ¢V +Y, ¢j=(—1)f+1m,
j=1
30 ' 1
C(MA)3,C(MA)S: X, = Y @Y, +Y, sojz(—w“m,

j=1

kde {Y;} jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny, Y7 ~ N(0, 1) pro modely C(MA)1,
C(MA)2 a C(MA)4 a ¥; md centrované x? rozdélen{ o jednom stupni volnosti pro modely
C(MA)3 a C(MA)5.

Odhadujeme-li rozptyl vybérového pruméru, metoda sitovy bootstrap dominuje v mi-
nimalizaci vychyleni, které s rostouci velikosti vzorku klesa rychleji nez v ptipadé blokové
metody. Blokové metody lze pokladat v tomto pripadé za kvalitnéjsi z hlediska minimali-
zace sttedni ¢tvercové chyby. Presné opacné je tomu v piipadé odhadu rozptylu medianu.
Je prekvapivé, ze metoda sitovy bootstrap dosahuje lepsiho vysledku pro model C(MA)I.

ARMA(1,1) modely

Ve druhé cdsti pak studujme chovani ve staciondrnich a invertibilnich ARMA(1, 1)
modelech.

C(ARMA)L: X, = 0.3X,1+04Y; 4V},
C(ARMA)2: X, = 0.7X;1+05Y; 1+,
C(ARMA)3: X, = —0.7X,_; +0.5Y,_; + Y,
C(ARMA)4: X, = 0.2X,.1+05Y; 1 +Y},
C(ARMA)5: X, = —0.2X,_, +05Y,_, +Y,,

kde {Y;} jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny, Y; ~ N(0, 1).

Opét pozorujeme stejnou tendenci minimalizace MSE ve srovnani kvality odhadu roz-
ptylu robustni statistiky a vybérového pruméru. Pro modely C(ARMA)3 a C(ARMA)5 je
autokovariancni funkce periodickd, viz Praskova (2004b), str. 69. Pro tyto dle Bithlmann
(2002), str. 133 - 134, jsou autoregresni aproximace velmi spolehlivé. Proto pro tyto procesy
dosahuje odhad metodou sitovy bootstrap vyrazné lepsich vysledku nezli odhad blokovou
metodou. Vysledky simulace odpovidaji tém z ¢lanku Biithlmann (2002).
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Neinvertibilni a heteroskedastické modely

Nakonec se zabyvejme modely, pro néz véty o asymptotickém chovani neplati, piipadné
z teoretického hlediska nedévaji konzistentni odhady. Prvnimi budou neinvertibilni modely,
dale pak nestacionarni model.

C(OUT)L,C(OUT)2: X, = Y.+ Y,
C(OUT)3 : Xt = O.5Xt_1 + 0.4}/;_1 + }/;5,

kde {Y;} jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s rozdélenim N (0, 1) pro model
C(OUT)1 respektive s x? rozdélenim o jednom stupni volnosti pro model C(OUT)2. V mo-
delu C(OUT)3 jsou chyby heteroskedastické s rozdélenim N(0,0?), kde o = 14 2(—1)".

Celkové pozorujeme vétsi odolnost metody blokovy bootstrap proti nesplnéni predpo-
kladu.

Odhad celého rozdéleni

Posledni simulace se zaméruje na odhad celé distribucni funkce. Jednou moznosti je od-
hadnout skuteéné rozdéleni jednotlivych statistik a na zakladé jedné realizace pak zkoumat
aproximaci bootstrapovymi rozdélenimi. Avsak tato rozdéleni mohou byt zna¢né vychylena
dusledkem jediné realizace. Jinou moznosti je srovnavat zachovani nominalni kryci schop-
nosti intervalu spolehlivosti. Protoze jsme vSak jiz detailné studovali kvalitu odhadu roz-
ptylu, srovnejme kvalitu odhadu dalsich charakteristik rozdéleni, a to Sikmosti a Spicatosti.
Poznamenejme, ze pravé v odhadu sikmosti obecné dochézi ke zlomu mezi kvalitou aproxi-
mace normalnim rozdélenim a rozdélenim bootstrapovym. Abychom mohli tyto charakteris-
tiky lépe porovnat, pracujme s vyrazné sikmym rozdélenim statistiky 7, = eX» respektive
T, = emed(X)_

V pripadé sikmosti metoda sitovy bootstrap dominuje pro modely klouzavych soucti, to
je pro modely s velmi slabou zavislosti. Pro ostatni jsou pak vysledky srovnatelné. Podobné
vysledky vidime také v tabulce B.14. V modelu C(ARMA)2 vsak metoda sitovy bootstrap
dosahuje horsich vysledku, které jsou zpusobeny velkym rozptylem.

6.2 Realna data

V této casti ukazeme, jak lze nékteré metody bootstrap pro zavisla data uplatnit v prak-
tickych prikladech. Prvnim bude rozbor casové rady udavajici pocet skvrn na sluneénim
povrchu.

Slunecni skvrny

Jiz od 17. stoleti se sleduje pocet skvrn na povrchu Slunce. Tento pocet vykazuje periodi-
citu s periodou okolo 11 let. Pokud bychom chtéli ucinit zavéry o stfedni hodnoté, pripadné
charakteristice, kterou lze zapsat jako hladkou funkci sttedni hodnoty, pottebujeme zejména
odhad rozptylu.
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Aplikujme postupné metody blokovy a sitovy bootstrap k odhadu rozptylu vybérového
prumeéru. V tabulce 6.1 je vidét, jak se méni odhad rozptylu s rostouci délkou bloku. Ukazuje
se, ze v pripadé periodické fady, muze nespravna volba délky bloku vyrazné zkreslit odhady.
Délka bloku by méla odpovidat délce periody pripadné jejim nasobkum.

Zdroj dat: webova stranka http://sidc.oma.be/.
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Obrézek 6.1: Pocet slunénich skvrn v letech 1900 - 2006.
H H Odhady blokovou metodou v zavislosti na délce bloku H
l 4 5 6 7 8 9
nvar (X,) || 6480.053 5562.953 4577.344 4479.054 4192.805 3216.095
l 10 11 12 13 14 15
nvar (X,) || 3433.967 3635.143 3940.507 4827.763 5034.791 5973.273

Tabulka 6.1: Odhady rozptylu vybérového pruméru poctu Slunecnich skvrn v letech 1900 - 2006. P¥i metodé
sitovy bootstrap zvolen autoregresni model tFetiho faddu s parametry @; = 1.1423991, gy = —0.2545654 a

P53 = —0.3180392. Odhad pak nvar (X,,) = 2074.807.

Priameérné rocni teploty

Druhym datovym souborem jsou prumeérné rocni teploty namérené v prazském Klemen-
tinu od roku 1750 do soucasnosti.

Méme podeziezni na rist primérné roéni teploty. Rada znérornénd na obrézku 6.2 na-
znacuje, ze v minulém stoleti skutecné dochéazelo k rustu prumérné roéni teploty. Zvysovani
teploty neni linearni, zda se dokonce, ze strméjsi rust nastava zhruba okolo roku 1920. Po-
dobny problém je fesen v knize Davison a Hinkley (1997), piiklad 8.6.



6 Aplikace 58

10.0 105 11.0 115 12.0
|

i

Teplota (°C)
9.5
|
1
I
T =
7
/

9.0

8
|
———L_
\

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

7.0

rrrrrrrrrrrrrrrrorrrrrrrrrrrrrr T T T T T T T T T T T T T T T TT
1765 1780 1795 1810 1825 1840 1855 1870 1885 1900 1915 1930 1945 1960 1975 1990 2005

Rok

Obrézek 6.2: Prumérné rocni teploty naméfené v prazském Klementinu od roku 1770 do roku 2007
(prumeérnd teplota v roce 2007 doplnéna na zdkladé dat na strankdch ceského hydrometeorologického
dstavu). Pro zndzornéni trendu byl fadou prolozen kubicky spline. V grafu jsou ddle zndzornény sub-
jektivneé zvolené intervaly (1850 - 1920) a (1920 - 2007), pro které budeme testovat existenci monoténniho
trendu.

Na obrazku 6.3 je zobrazena struktura autokorelaci a parcidlnich autokorelaci pro casovy
usek fady 1920 - 2007, ze které vyplyva, ze fada by mohla byt popsana modelem klouzavych
souctu druhého tadu. To znamena, ze lze uzit metodu blokovy i sitovy bootstrap.

N&s model pro ¢asovy usek 1920 - 2007 muzeme zapsat jako

Xt:Trt—i—}/;g, tzl,...,n,

kde {Tr,} je trendové slozka a {Y;} staciondrni posloupnost. Casto se predpoklada napifklad
linedrni trend tvaru Tr; = a4+ (5t, odhadnou se koeficienty a na zakladé odhadnutych koefi-
cientu se uc¢ini statistické zaveéry. Pri konstrukei statistik je nutné mit na paméti, ze chyby
{Y;} jsou korelované. My bychom vsak radi testovali piitomnost obecného monoténniho
trendu, nebot pohledem na obrazek 6.2 nelze tvrdit, Ze se jednd o ryze linedrni trend.
V praci Brillinger (1989) je odvozen test na ovéfovani piitomnosti monoténniho trendu.
Testujme hypotézu HO proti alternativée H1, kde

HO: Tr; je konstantni,

H1: Tr; je rostouci.
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Obrazek 6.3: Autokorelogram (vlevo) a parcidlni autokorelogram. o(ry) respektive o(rpx) znaci odhad
smérodatné odchylky vybérové autokorelace (Bartlettova aproximace) respektive parcidlni vybérové auto-
korelace (Quenoueillova aproximace).

Definujme koeficienty

cj—[(j—n(l—j;l)yﬂ—[1(1—%)]1/2, j=1,m

a testovou statistiku vyrazem T,, = > 7 | ¢ X;. Rozdéleni testové statistiky je za nulové
hypotézy (konstantni trend) blizké normélnimu a vzhledem k symetrii koeficientu ¢; je
ET, = 0 za platnosti HO. Odhadnéme proto rozptyl statistiky 7;, a p-hodnoty. Za hypotézy
HO plati, ze T,, mé asymptoticky rozdéleni N (0, varT},,), proto lze p-hodnoty odhadnout
jako P(X > T,,), kde X ~ N(0,varT,). Vysledky jsou uvedeny v tabulce 6.2.

| | 1920-2007 \ 1850-1920 |
Blokovy Sitovy Blokovy Sitovy
var T, 2.078793 2.403175 1.127121 1.269317
P (X >1T,) | 0.001654528 0.005527345 | 0.036345764 0.055501208

Tabulka 6.2: Odhady rozptylu statistiky T}, a p-hodnoty testu. Pro blokovy bootstrap zvolena délka bloku
metodou zalozenou na tvorbé podvybéru (I = 6). V piipadé metody sitovy bootstrap navrzen model
druhého faddu s parametry p; = 0.3280688 a o = 0.2100961 pro data z let 1920-2007, pro prumérné
teploty v letech 1850-1920, pak model prvniho fddu s parametrem @; = —0.1183577.

Metodou sitovy bootstrap muzeme odhadnout celé rozdéleni statistiky 7,,. Z obrazku 6.4
vyplyva, ze statistika ma skuteéné symetrické rozdéleni blizké normalnimu. Pro srovnani
uved me, Ze percentilové p-hodnoty definované vztahem 1 — G*(7},) nabyvaji hodnot 0.0040
pro teploty z let 1920 - 2007 respektive 0.0512 pro pozorovani z obdobi 1850 - 1920.
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Na zakladeé vsech vysledku lze shodné prohlasit, ze na hladiné 1 % zamitame konstantni
trend prumeérnych teplot v letech 1920 - 2007 ve prospéch trendu rostouciho. Pro obdobi
1850 - 1920 jiz nelze ve shodé vSech metod ani na 5 % hladiné tvrdit, ze zamitame hypotézu
konstatniho trendu prumérnych teplot proti alternativé rostouciho trendu.

Data byla stazena z webové stranky http://zmeny-klima.ic.cz/, kde je autor stréanky
prevzal z knihy Vaclav Cilek, Jiti Svoboda, Zdenék Vasku: Velkd kniha o klimatu Zemi
koruny ceské.
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Obrazek 6.4: Rozdéleni statistiky na zédkladé fady z let 1920 - 2007 vlevo a z let 1850 - 1920 vpravo. Plnou
carou hustota normélniho rozdéleni s odhadnutym rozptylem, ¢arkované hodnoty statistik.

Financni casové rady

Zvazujeme-li vyhodnost investice, potiebujeme spolehlivé odhady budoucich hodnot.
Mé¢jme akciovy index a ptejme se, jak modelovat vyvoj ceny akcie a jak tento model pouzit
k predikci.

Pracujme s akciemi spoleénosti CEZ z obdobi 1.1.2007 - 11.2.2008. Dennf{ uzaviraci ceny
akeif byly stazeny z internetovych stranek spolecnosti CEZ
(http://www.cez.cz/edee/cs/akcie/akcie.jsf/).

Oznacme P, cenu akcie v case t, predpokladejme, ze dynamiku vyvoje ceny P, 1ze popsat
rovnici

Py — P =a(t,P)P, +o(t, )P, Z,

kde cleny a(t, P,) a o(t, P;) jsou nezndmé funkce a Z; nezavislé ndhodné veliciny s nulovou
stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem. Predpokldadejme, ze drift «(t, P;) je konstantni
a volatilita o(t, P,) je funkei ceny akcie.

Pro dalsf analyzu se uvazuji bud'to relativni zmény ceny Pt%t_Pt nebo logaritmy vynosu

P, o . o . . P
log }—*tl. Pouzivejme dale logaritmickou transformaci a ozna¢me X; = log }—*tl. Takto trans-

formavané ceny akcii se chovaji jako bily Sum, jak je vidét i na obrazku 6.6, avsak s tzv.
podminénou heteroskedasticitou. Tu Ize modelovat napt. pomoci GARCH modelu.
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Obrézek 6.5: Vyvoj ceny akcie spolecnosti CEZ od pocatku roku 2007 do 11.2.2008. Na pravém grafu pak
logaritmy vynosu.

Definice 9. Rekneme, ze proces {e;,t € Z} je GARCH(p, q) proces, plati-li
E [6t|ft—1] = O,

var [e|F_1] = otz,

q p
2 2
of = w+2 aiet_i—i-g Bioi_j,

i=1 j=1

kde F; = 0 {es, s < t}.

Proces {€?,t € Z} lze za jistych podminek reprezentovat jako ARMA proces, proto se
k identifikaci GARCH modelu vyuzivaji autokorelogramy a parcidlni autokorelogramy pro-
cesu {e?,t € Z}. Na obrazku 6.7 vidime, ze prvni ¢len odhadnuté autokorelacni a parcidln{
autokorelacni funkce v tomto novém procesu jiz vychézi vyznamny, coz svédcéi o podminéné
heteroskedasticite.

S ohledem na obrazek (6.7) volme k popisu procesu logaritmu vynosu {X;} model
GARCH(1,1). Proces {X;} popiseme modelem

Xy = p+e,
€& = 012y,
ol = wtae | +po |, t=1,...,269,
kde Z; jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s nulovou stiedni hodnotou a jed-
notkovym rozptylem. Zapsany model je mirné zobecnény GARCH model, kde chyby {¢}
se ve shodé s definici 9 #di GARCH(1,1) procesem, nebot
E [e|Fi1] = oEZ =0,

var [¢|Fi 1] = o/EZ} =o7
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Obrézek 6.6: Autokorelogram a parcidlni autokorelogram logaritmi vymosi akcif spolecnosti CEZ.
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Obrézek 6.7: Autokorelogram a parcidlni autokorelogram tady {Xf, t=1,.., 269}, kde X; jsou logaritmy
vymnost akeif spolecnosti CEZ.

a posledni rovnost také plati. Pomoci funkce garchFit v progamu R odhadneme neznamé
parametry metodou maximélni vérohodnoti. Dosadime odhadnuté parametry

X, = 0.001379 + ¢,
€ = UtZta
o? = 0.00005701 + 0.2957¢2_, +0.561502 ,, ¢

I
—_

.., 269.
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Plati, ze GARCH(1,1) proces je slabé stacionarni, je-li &« + 3 < 1. V nasem piipadé je
0.2957 + 0.5615 < 1, tedy jedna se o stacionarni proces. Popsané definice a vlastnosti byly
prevzaty z knihy Franke et al. (2004).

Predikéni intervaly pro budouci pozorovani

Ozna¢me n = 269 (délka rady). Konfiden¢ni intervaly o jeden krok dopfedu se konstruuji
dle vztahu
(1 —u(e/2)oni1, b+ u(a/2)om4)
kde 0,41 = /w + (X, — u)? + Bo2. V praxi se postupuje tak, Ze se nejprve dosadi odhady
a nasledné se rekurentné vypocte rozptyl. Na obrazku 6.8 je fada logaritmu vynosu akcii
spolecnosti CEZ s odhadnutymi 95% intervaly spolehlivosti pro pozorovéni o jeden krok
dopredu.
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Obrézek 6.8: Logaritmy vynosu a jejich 95% intervaly spolehlivosti o jeden krok dopfedu.

Naznacme, jak lze konstruovat asymptotické intervaly spolehlivosti pro vzdalenéjsi bu-
douci pozorovani. Jako odhad budoucich volatilit volme podminénou stiedni hodnotu

E [‘73+k|~7:n} = E [W + aeiﬂg—lziﬂcq + 6072L+k71|0%7 e Uiﬂ]

k—2
wla+B) +(a+p) o2,
=0

w

_ k=1 2 w
= —1—a—ﬁ+(a+ﬁ) (U”+1+—1—a—ﬂ>’ k> 1

Rekurentné vypoétené odhady rozptylu oznaéme &;°. Odhad intervalu spolehlivosti pro
budouci hodnotu X, je pak tvaru

(A — u(0/2)5m5m, B+ u(a/2)755) (6.)
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V tadé piipadu pozorujeme u rozdéleni logaritmu vynosu vyrazné zeSikmeni a tézké
chvosty. Normalitu testujme pomoci Shapiro Wilk testu, p-hodnota vychazi 0.0000007886.

S ohledem na vyraznou nenormalitu dat nelze predpokladat vyraznou kvalitu takto
konstruovanych intervali. Uvédomme si, Ze intervaly typu (6.1) jsou symetrické. Bootstra-
pové intervaly, které nepredpokladaji normalitu dat, proto slibuji spolehlivéjsi intervaly
pro budouci hodnoty.

Postup konstrukce bootstrapovych konfidenénich intervali je popsan v ¢lanku Pascual
et al. (2000). Zakladnim principem pouzitého bootstrapového odhadu intervalu spolehli-
vosti je tvorba bootstrapovych vybéru dle predpisu odhadnutého GARCH modelu, a to
generovanim z centrovanych odhadnutych rezidui. Predpokladame, ze kazdy takto ziskany
bootstrapovy vybér lze opét modelovat jako GARCH proces, odhadneme jeho parametry
a simulujeme budouci hodnoty opét pomoci puvodnich centrovanych odhadnutych rezidui.
Zapisme cely algoritmus pro GARCH model z definice 9.

Algoritmus 6 (Bootstrapové intervaly pro GARCH proces).
1. Odhadneme neznamé parametry modelu (, @, B) a rekurentné vypocteme odhad vola-
tilit ;.
2. Vypocteme rezidua Z = (% a definujeme centrovand rezidua Zt = Z — Z\t. Centrovanad
rezidua pouzijeme jako zdkladni populaci pro generovani bootstrapovych vybéri {Z}}.
3. Bootstrapovy GARCH proces generujeme rekurentné dle vztahi

* * *
¢ = 0,74/, t=1..n,
off = W+ ae” 1+5Jt L, t=2,..n,

kde o = 0% = — 3
4. Predpoklidame, Ze radu {et} lze modelovat jako GARCH proces stejného radu. Od-

hadneme jeho parametry (w Q ,ﬁ ).
5. Generujeme budouci hodnoty pomoci vztaha

e _ * _
€nps = n+8Zn+S, s=1,..k,
2*
Ophs = w* +Ozen+51+ﬁ* mes_1s S=1,..k,
* 2% __ 2 oy . _ w*
kde €, = € 4 O, = ﬁ* —— + Z /6 J (611—]—1 m

6. Kroky 3. - 5. opakuyeme B-krdt. Takto ziskame B bodovych predpovédi hodnoty €.
(1 — a)100% interval spolehlivosti konstruujeme jako

(6(5).i(-)

kde G, znaci empirickou distribucni funkci bootstrapovyjch predpovedi € .. Pozname-
nejme, Ze pomoci popsancho postupu lze konstruovat také intervaly spolehlovosti pro
budouci hodnoty volatilit.

Na obrazku 6.9 vidime srovnani bootstrapovych a asymptotickych intervalu spoleh-
lovosti. U 95% intervalu je vidét, Zze bootstrapové intervaly se rozsituji se vzdalenéjsimi
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Obrazek 6.9: Na grafech jsou postupné srovnany 95%, 90% a 80% intervaly spolehlivosti pro budouci hod-
noty. Krétce ¢arkované (modie) jsou vyznaceny asymptotické intervaly dlouze (Cervené) pak bootstapové.
Bootstrapové intervaly ziskany provedenim 2000 bootstrapovych vybéru.

pozorovani, jak bychom ocekavali, naopak asymptotické jsou témeér konstantni. V piipadé
intervalu s nomindlni kryci schopnosti 90 % pozorujeme, ze asymptotické intervaly jsou
zbytecné siroké. Vzhledem k nominalni hodnoté by teoreticky nemély v intervalu lezet 4
pozorovéani (celkem predikujeme interval pro 40 pozorovéni). V bootstrapovych intervalech
lezi 37 pozorovani, v asymptotickych pak 39, v piipadé 80 % intervalu je to 33 pro boot-
strapové a 36 pro asymptotické. Také se zd4, ze bootstrapové intervaly jsou mirné posunuté
smérem k nizsim hodnotam, coz je patrné zpusobeno vyrazné sikmym rozdélenim. Toto by
se dalo interpretovat tak, ze na financnich trzich se castéji objevuji vyraznéjsi vykyvy cen
smérem dolu nezli nahoru.

Charakteristiky primeérného vynosu

Pokud se zajimame o prumérny vynos, napi. zvazujeme-li dlouhodobou vyhodnost in-
vestice, lze také pouzit bootstrapovou metodu k odhadu rozptylu a intervalu spolehlivosti.
Protoze jsme ukazali, ze logaritmy vynosu v nasich prikladech jsou stacionarni, muzeme
k odhadu charakteristik napi. vynosnosti vyuzit metodu blokovy bootstrap. 100(1 — a)%
interval spolehlivosti je konstruovan dle predpisu

2

QR 2 E—
X, + F(a/2) %",Xn—{—F_l(l—a/Q) % ,

kde
(X = X0) (Xjin — X0)

a F'~Yje kvantilova funkce studentizovaného bootstrapového rozdélend.
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H H logaritmy vynosu akcii spol. CEZ H

X, 0.0008703944
nvar X, 0.0002965264

95% interval pro X, || (-0.001099910, 0.003028955)
99% interval pro X, | (-0.001673492, 0.003713116)

Tabulka 6.3: Odhady rozptylu a intervaly spolehlivosti pro vybérovy primér logaritmu vynosu akcif
spolecnosti CEZ. Konfiden¢ni intervaly odhadnuty metodou blokovy bootstrap s délkou bloku [ = 5 a
obdélnikovymi vdhami pro studentizaci. Pocet bootstrapovych vybéru zvolen N = 5000.

6.3 Implementace

Vsechny vypocty byly provedeny ve statistickém software R. Naprogramované procedury
metody nezavisly bootstrap lze nalézt zejména v knihovné bootstrap, metody bootstrap
pro zavisla data lze fesit funkcemi knihoven boot a tseries.

Pro ucely simulaci provedenych v této praci bylo nutné naprogramovat nékteré nové
procedury, piipadné jiz existujici prepsat s cilem urychleni doby vypoctu. Zvyseni rychlosti
vypoctu bylo docileno naprogramovanim casti algoritmu v jazyce Fortran. Jedna se o pro-
cedury na diagnostiku modelu stochastické regrese, vypocet bootstrapovych charakteristik
na zakladé metod sitovy a blokovy bootstrap a hledani optimalni délky bloku.

7 téchto byla vytvofena knihovna depboot, ve které jsou vSechny procedury opatieny
napoveédou a obohaceny nékolika piiklady pouziti. Knihovna byla dale doplnéna datovymi
soubory pouzitymi v aplika¢ni ¢asti.

Schémata uvedena v praci byla vytvorena v programu Ipe 6.0.

6.4 Obsah prilozeného CD a instalace knihovny

Kromé textu v elektronické podobé lze na prilozeném CD déle nalézt skripty k tvorbé vsech
grafu a tabulek. Tyto jsou setiidény podle kapitol, ke které nélezeji. Vsechny skripty jsou
spustitelné ve statistickém programu R (http://www.r-project.org/). V adresari Knihovna
jsou ulozeny zdrojové soubory potiebné k instalaci knihovny.

Instalace knihovny je provedena piikazem R CMD INSTALL depboot_1.0.tar.gz. Je vSak
nutné mit piikaz R CMD zprovoznén (problém nastdva pod Windows, pod Linuxem fun-
guje), navod lze nalézt kuptikladu na webové strance
http://www.murdoch-sutherland.com /Rtools/. Alternativou pod opera¢nim systémem Win-
dows je vyuzit soubor depboot_1.0.zip. Instalace pak probiha primo z prostredi R kliknutim
na Packages\Install package from local zip files. Nakonec je potieba zkopirovat
soubory fdbootstrap.dll a blockboot.dll do adresére libs nainstalované knihovny (obvykle je
to cesta C:\Program Files\R\R-2.6.0\library\depboot\1libs).



Zaver

Metodu bootstrap lze pouzit nejen jako alternativu klasickych asymptotickych metod,
ale také k odhadu charakteristik a konfidenc¢nich intervalu testovych statistik, pro které
asymptotické rozdéleni neni znamé. Navic lze tvrdit, ze vysledky ziskané metodou boot-
strap jsou obecné presnéjsi nezli klasické asymptotické. Fakt, ze vyse uvedend tvrzeni plati i
pro piipad zavislych pozorovani, je jednim z duvodu, pro¢ se metoda bootstrap tési velkému
zajmu statistiku a stéle vétsi oblibé pti aplikacich v praxi.

Dalsim pfinosem metody bootstrap je snadnd a primocara aplikace. Ovsem jak jsme
ukazali v pripadé blokovych metod, muze bezhlavy postup vést ke spatnym vysledkum.

Statistické zavéry v regresnich modelech lze tesit metodou frekvencéni bootstrap. Na za-
kladé simulac¢niho experimentu lze tuto metodu hodnotit jako spolehlivéjsi nezli metody
zalozené na asymptotickém rozdéleni.

V oblasti casovych fad proti sobé stoji dva bootstrapové pristupy, blokovy a sitovy.
Sitovy bootstrap tézi ze snazsi aplikace, blokové metody naopak z veétsi univerzalnosti.
Kvality odhadu pomoci téchto dvou metod se pro obecné stacionarni invertibilni procesy
vyrazné neodlisuji. K odchyleni vykonnosti dochazi pti prechodu k neinvertibilnim piipadné
az nestacionarnim procesum, kde blokové metody jasné dominuji. Na druhou stranu blo-
kové metody kriticky zaviseji na vhodné volbé délky bloku. Existuji postupy, jak vhodnou
podhodnocuji optimalni délku.

V prvnim prikladu, kde byla pouzita realna data, jsme demonstrovali nasledky neuvazené
aplikace. Nevhodnou volbou délky bloku jsme dospéli k témér dvojnasobnému nadhodno-
ceni roztpylu vybérového prumeéru. Pii testovani hypotézy rostoucich prumeérnych teplot
jsme ukazali, ze aplikace metody bootstrap je velmi snadnda. Je vSak vzdy nutné ovérit
platnost obecnych predpokladu. Pti reseni problému optiméalniho investovani jsme ukazali,
ze metodu lze uzit také k odhadu konfiden¢nich intervalu pro budouci pozorovani. Pozna-
menejme, ze vysledky ziskané metodou bootstrap spliovaly o¢ekavané vlastnosti vice nezli
vysledky asymptotické.

Nakonec upozornéme, ze metoda bootstrap neni univerzalni metodou k feSeni vsech
statistickych problému. Existuje mnoho pripadu, kdy metoda bootstrap selhava.

V préci byly samostatné odvozeny nékteré vlastnosti diskrétnich Fourierovych trans-
formaci. Prace poskytla uceleny prehled metod bootstrap pro zavisla data a porovnala je
z teoretického hlediska a také pomoci simulacni studie. Diskutované postupy jsou imple-
mentovany v jazyce R a jazyce Fortran.

Bylo by zajimavé vice prozkoumat vlastnosti metody frekvenéni bootstrap. Neméné
zajimavé by bylo studium moznosti aplikace metody bootstrap na heteroskedastické modely.
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A Dodatek

A.1 Odhady parametria v autoregresnich procesech
Odhad parametri metodou momentt v autoregresnim procesu radu p
Uvazujme autoregresni proces radu p tvaru
Xi=p1Xer+ .o+ Xip+ Yy, L EZ,

kde {Y;} ~ WN(0,0?). Uvedeme postup, jakym lze odhadnout nezndmé parametry ¢, ..., ©,,
02 a definujeme Akaikeho Informacni kritérium (postupujeme dle Praskova (2004b)).
Déle se uvazuje, ze proces { X;} je centrovany. Sestavi se rovnice

EXtXt — ngE Xt—lXt — ... SOPE Xt—pXt = E}/,th,
EXiXi n—oEXi 1 Xpp— . —pE X )Xoy = EYiXyy, k=1,..,p,

ze kterych se upravou odvodi tzv. Yule- Walkerovy rovnice

o1 R(1) + ...+ p,R(p) +0*> = R(0), (A1)
o Rk —1)+...+¢,R(k—p) = R(k), k=1,..p, (A.2)

kde jsme oznacili R(k) = E X, X; . Autokovarianéni funkci R(k) odhadneme vybérovym

protéjskem ]?z(k‘) = %Z::lk X;Xipx pro k = 0,...,p. Odhady autoregresnich parametru

D1, ..., Pp se ziskaji jako feSeni soustavy rovnic (A.2). Nakonec se pouzije rovnice (A.1)
k odhadu rozptylu bilého sumu

Odvozeni Akaikeho informac¢niho kritéria

Zname-li tad procesu, odhadneme pomoci momentové metody jeho parametry, jak jsme
ukazali. Rad procesu se obecné odhaduje minimalizaci informaénfho kritéria. Odvodime
tvar Akaikeho informacniho kritéria pro autoregresni modely.

Predpokladejme nyni navic, ze Y; jsou nezavislé ndhodné veliciny dané rozdélenim
N(0,0?%). Definujme dédle podminénou vérohodnostni funkci pro odhad parametru ¢(p) =
(1, s 0p)" a o%(p) vyrazem

L(e(p), 02(}?); X) = (2#02(101))(”7’)/2 exp {_%‘2 Z (Xe— 1 Xymy — oo — SOpti)Q} .

t=p+1
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Metodou momentu jsme odhadli parametry ¢(p) a o2(p) pro autoregresni model faddu p.
V praxi se tyto odhady dosadi do logaritmické podminéné vérohodnostni funkce a déle se
funkce aproximuje na tvar

n

U@(p).5(p): X) ~ —3 log (275°(p)) — 5.

Akaikeho informacni kritérium definujeme jako funkci vzhledem k radu procesu p
AIC(p;@(p),°(p)) = n (log (2m0%) +1) +2(p+ 1)

a jeji minimalizaci (vzhledem k p) ziskdme optimalni model.

A.2 Kumulanty

Méjme danu ndhodnou velicinu X, jeji charakteristickou funkci oznac¢me x. Plati, ze x(t) =
EeX prot € R.

Definice 10. J-ty kumulant x; ndhodné veliciny X je definovan jako koeficient ¢lenu <+ (zt)
v Taylorové rozvoji funkce log x(t) v bodé 0.

Kumulanty 1ze vyjadiit vzhledem k momentum. Z definice
log x(t) = kyit + %Iig(’it)2 +...+ %/{j(it)j +..., (A.3)
ale zaroven lze formélné psat
x(t) =1+ EXit + %E X2t +... + ‘EXJ (it)? +.... (A.4)

J:

)k+1LE

A protoze pro Tayloruv rozvoj logaritmu plati log(1 + z) = > 7, (-1 dosazenim

do (A.4) a srovnanim s (A.3) vidime, zZe

o e > 4B Xty )
Zjl —Z(—l)’M( p ) . (A.5)

k=1

Z rovnosti (A.5) lze porovnanim koeficientu u ¢lenu (it)? vyjadrit kumulanty vzhledem
k momentum, totiz ze

k1 = EX,

Ky = EX?—(EX)?=varX,

k3 = EX’-3EX’EX +2(EX)’=E(X —EX)?

Ky = EX*—4EX’EX —3(EX?)? + 12EX*(EX)? - 6(E X)*
= E(X —EX)*—3(var X)2

V pifpadé, Ze pracujeme s d-rozmérnym ndhodnym vektorem X = (Xi,..., Xy)7, je
charakteristickd funkce definovdna vyrazem x(t) = Ee'®X) ¢t € R?. Zavedeme vektorové
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indexovéni j = (ji, ..., ja)" (postupujeme dle Hall (1992), str. 242 - 244). Kumulanty zdviseji
na celém vektoru X, proto J-ty kumulant, kde i-td slozka vektoru X ma zastoupeni X/
oznac¢ime k;(X{'..X}"), J = ji1 + ...+ ja. Rozvoj (A.3) piechdzi ve vicerozmérném piipadé

V rozvo]j
o0

1 A S o
log x(8) = > —— s (X{" . X3 (itr)7" . (ita)
] It dar

ktery lze s vyuzitim vektorového indexovani zapsat jako
log x(t) = ﬁﬁj(lt) ,
3>0
kde sc¢itdme ptes nezaporné celociselné vektory s alespon jednou slozkou kladnou,
d d
s=1 s=1

S vyuzitim oznaceni u; = E (X7'...X)%) piepiseme rovnost (A.5) ve vicerozmérném pifpadeé
jako
k
1 L (Zj>0 GiHd (it) )
> Lty = Sy E2 )

§>0 k=1

Pro prvni ¢tyfi kumulanty plati vztahy

Fﬁl(Xs) = EX,,
ko( X Xy) = E (X:X;) — EX,E X, = cov (X, Xy),
Hs(XthXu) E (XthXu) —E (Xth) EX,—-E (XtXu) E X
—-E (X X,) EX; +2E X,E X;E X,,,
/€4(XthXuXv) = E (XthXuXv) —E (XthXu) EX,-E (XthXu) E X,
-E (X, X, X,)EX;, - E (X, X, X,) EX; - E (X, X}) E (X, X,)
“E (X,X,)E (X;X,) - E (X,X,)E (X,X,)
+2 [E X,E X;E (X, X,) + EX;EX,E (X;X,)]
+2 [EX.EX,E (X, X,) + EX;EX,E (X;X,)]
+2[EX;EX,E (X:X,) + EX, EX,E (X.X})]
—6E X,E X,E X, E X,

pro libovolné s, t,u,v =1, ...,n.
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Regresni modely

FDB SIEVE ASY
n \model 99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%

R1 98.80  94.90* 90.50 | 98.95% 9540  90.40* | 98.35  93.55  88.00
R2 098.30  93.80 87.80 | 99.25  95.55*% 90.80* | 98.90* 94.10  87.20
65 R3 93.85  90.25 8540 | 98.45% 94.25% 89.30 * | 93.70  85.90  79.20
R4 99.05* 95.80  90.80* | 99.20  95.70  91.15 98.75  94.65* 88.50
R5 08.75% 94.55  89.45 | 98.75% 95.25% 89.95% | 98.30  93.20  87.50
R6 97.60  93.45 8825 | 98.50% 94.60* 89.35* | 96.55  90.15  84.05
R1 99.15  94.85% 89.50* | 99.00% 94.55  89.30 98.70  93.60  88.15
R2 098.70  94.25  89.95* | 99.25* 95.30  91.10 99.3 95.00%  90.15
125 R3 95.30  90.65  85.65 | 98.20% 94.50* 88.60* | 95.35 87.10  80.75
R4 99.00* 95.40  90.10* | 99.00* 95.05* 90.20 98.80 94.05  88.90
R5 98.55  95.15% 90.60* | 99.00% 95.35  90.85 98.85  94.60  89.30
R6 98.55  93.15  87.60 | 98.75% 94.45% 88.55% | 97.25  90.65  84.90

Tabulka B.1: Prumérné kryti intervali spolehlivosti v zdvislosti na velikosti a typu procesu. Srovnani
dvou bootstrapovych a asymptotické metody. Provedeno 2 000 simulaci a pro kazdou generovano 2 000
bootstrapovych vybéru.

vychyleni smér. odchylka MSE
n [ model [ 1 [[navarg | FDB MBB SIEVE | FDB  MBB SIEVE | FDB MBB SIEVE
RI | 3 || L1l | —0.03 —0.06 —0.04 | 0.38 031 032 | 0.14 010  0.10
R2 | 9 || 839 | —015 —1.72 —326 | 825 527  3.75 | 6813 30.70  24.71
65 | R3 | 3 || 035 | —007 -007 —005 | 025 018 021 | 007 004 005
R4 | 4 || 275 | 010 -027 030 | 1.10 0.85 086 | 1.21 080  0.83
R5 | 5 || 466 | —030 -076 —1.10 | 292 202 183 | 859 465  4.54
R6 | 3 || 1.8 | —021 —050 —029 [ 093 059 074 | 091 059  0.64
RI | 6 || 112 | —0.05 -0.06 —0.05 | 029 024 023 | 0.08 006  0.06
R2 |18 || 10.69 | —0.38 —1.80 —3.25 | 863 6.08  4.65 | 7454 40.16  32.20
125 R3 | 6 || 026 | —004 -004 —003 | 016 012 014 | 0.03 002 002
R4 | 8 || 277 | —013 -021 —024 | 080 0.65 063 | 0.66 046  0.45
R5 |10 || 514 | —0.02 -048 —0.75 | 295 205 188 | 869 445  4.07
R6 | 6 || 174 | —018 —034 —022 | 0.70 046 055 | 052 033  0.35

Tabulka B.2: Kvalita aproximace rozptylu parametru § v modelu nekorelované stochastické regrese.
Srovnani tii bootstrapovych metod. Spravné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoci 10 000 simulaci.
Délka bloku volena metodou tvorby podvybéru. Vysledky ziskdny provedenim 2 000 simulaci a pro kazdou
generovano 500 bootstrapovych vybéru.

73



B Priloha 74

Srovnani algoritmi pro optimalni délku bloku

I l (1 2 3 4% 5% 6% 7F 8 9 10 11 12 13 14 15]

podvybéry |9 0 18 22 16 13 0 6 5 3 3 0 0 1 4
parametricka |9 25 30 27 &8 1 O O O O O O O O O

Tabulka B.3: Frekvence optimalni délky bloku odhadnuté na zakladé dvou odlisnych metod. Celkem prove-

deno 100 simulaci. Volba délky bloku pro rozptyl statistiky median(X). Data se f{d{ modelem D1. Optimdln{
délka, ziskand metodou MC m4 hodnotu (P! = 6.

I l [ 1 2% 3% 4% 5% 6* 7 8 9 10 11 12 13 14 15]
podvybéry [ 6 0 29 20 12 14 0 8 1 3 3 0 2 1 1
parametrickd |25 23 33 12 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabulka B.4: Frekvence optimélni délky bloku odhadnuté na zakladé dvou odlisnych metod. Celkem pro-

vedeno 100 simulaci. Volba délky bloku pro rozptyl statistiky X,. Data se iidi modelem D2. Optiméalni
délka ziskand metodou MC m4 hodnotu [Pt = 3.

10 11 12 13 14 15 |

5 5 3 4 2 2
o 0 0 0 0 O

5 6 7 8 9
podvybéry (19 22 0 16 7 6 4 5 0
parametricka | 44 47 9 0 0 0 0 0 O

Tabulka B.5: Frekvence optimalni délky bloku odhadnuté na zékladé dvou odlisnych metod. Celkem pro-

vedeno 100 simulaci. Volba délky bloku pro odhad distribuéni funkce statistiky X,,. Data se fidi modelem
D2. Optimalni délka ziskand metodou MC m4 hodnotu [°P¢ = 3.

I l (1 2 3 4 5 6 7F 8 9f 10f 11* 12% 13* 14 15]
podvybery [O 0 1 14 33 20 0 12 7 5 0 0 1 1 6
parametricka | 2 4 12 24 22 22 8 6 0 0 0 0 0 0 0

Tabulka B.6: Frekvence optimélni délky bloku odhadnuté na zakladé dvou odlisnych metod. Celkem pro-

vedeno 100 simulaci. Volba délky bloku pro rozptyl statistiky X,,. Data se iidi modelem D3. Optiméalni
délka ziskana metodou MC m4 hodnotu [°P! = 9.
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Srovnani metod blokovy a sitovy bootstrap - M A procesy

vychyleni smér. odchylka MSE
n | model | 1 [[nvarX, [ MBB SIEVE | MBB SIEVE | MBB SIEVE
CMA)L| 4| 57 [-156 —1.04 ] 152 312 [ 472 1081
C(MA)2 | 3 138 | —0.14 -0.07 | 035  0.64 | 0.14  0.42
65 | C(MA)3 | 4 1.63 | —0.06 —0.02 | 048 0.73 | 0.24  0.53
C(MA)4 | 3 140 | —0.16 —0.08 | 0.35  0.65 | 0.14  0.43
C(MA)5 | 5 175 | —017 -0.13 | 054  0.74 | 032  0.56
CMA)L| 8| 566 |—-087 —059 [ 1.61 2.66 | 3.35  7.40
C(MA)2 | 6 141 | —013 -0.09 | 035 054 | 0.14 0.1
125 | C(MA)3 | 8 1.66 | —0.08 —0.02 | 0.50 0.58 | 0.25  0.34
C(MA)4 | 6 141 | -014 -0.09 | 036 057 | 0.15  0.33
C(MA)5 | 10 | 1.63 | -0.07 001 | 052 056 | 0.28  0.32

Tabulka B.7: Kvalita odhadu rozptylu vybérového pruméru v. ARMA modelech. Srovnani metody blokovy
a sitovy bootstrap. Spravné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoci 5 000 simulaci. Délka bloku volena
metodou tvorby podvybéru, simulaci 2 000, bootstrapovych vybéra 500.

vychyleni smér. odchylka MSE
n | model [ 1 [nvarT, | MBB SIEVE | MBB SIEVE | MBB SIEVE
CMA)L| 5 | 703 [-074 —1.12 [ 351 328 |1286 11.97
C(MA)2 | 6 | 204 [—-0.02 —0.04 | 118 092 | 1.39  0.85
65 | C(MA)3 | 10 || 268 | —0.16 001 | 1.63 1.34 | 270  1.80
C(MA)4| 6 | 200 | 002 —0.01 | 1.13 089 | 1.28  0.80
C(MA)5 | 6 | 253 | 016 010 | 1.54 131 | 241 171
C(MA)L |10 735 [-0.85 —092 [ 329 297 |11.55  9.66
C(MA)2 |12 | 1.93 | 003 004 | 1.05 072 | 1.10  0.51
125 | C(MA)3 [ 20 || 2.60 | —0.16 007 | 1.55 1.08 | 242 116
C(MA)4 |12 | 1.93 | 005 004 | 1.07 072 | 1.14  0.53
C(MA)5 | 12 | 260 [-0.07 0.04 | 1.37 108 | 1.87 116

Tabulka B.8: Kvalita odhadu rozptylu medidanu. Srovnani metody blokovy a sitovy bootstrap. Spravné
hodnoty odhadnuty metodou MC pomoci 5 000 simulaci. Délka bloku volena metodou tvorby podvybéru,
simulaci 2 000, bootstrapovych vybéra 500.
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Srovnani metod blokovy a sitovy bootstrap - ARMA procesy

vychyleni smér. odchylka MSE
n | model [ 1 [nvarX,| MBB SIEVE | MBB SIEVE | MBB SIEVE
C(ARMA)L | 4 || 409 [ -1.25 —066 | 098  1.96 | 252  4.28
C(ARMA)2 | 6 || 2375 | —11.56 —7.21 | 578 1239 | 166.94 205.39
65 | CARMA)3 | 6 | 0.78 | —0.05 —0.07 | 027 032 | 0.07  0.11
C(ARMA)4 | 4 || 353 | —0.88 —048 | 090 182 | 159 355
C(ARMA)5 | 4 | 151 | —0.14 —0.01 | 043 075 | 021  0.56
C(ARMA)L | 8 || 420 | —096 —0.58 | 1.07 166 | 2.06  3.10
C(ARMA)2 | 12 || 2436 | —7.96 —4.11 | 7.58 13.05 | 120.77 187.28
125 | C(ARMA)3 | 12 || 078 | —0.06 —0.04 | 026 027 | 007  0.07
C(ARMA)4 | 8 || 363 | —0.66 —0.41 | 1.00 153 | 144 251
C(ARMA)5 | 8 | 151 | —0.09 —0.01 | 046 060 | 022  0.36

Tabulka B.9: Kvalita odhadu rozptylu vybérového pruméru v. ARMA modelech. Srovnani metody blokovy
a sitovy bootstrap. Spravné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoci 5 000 simulaci. Délka bloku volena

metodou tvorby podvybéru, simulaci 2 000, bootstrapovych vybéra 500.

vychyleni smér. odchylka MSE
n [ model |1 [[nvarT, | MBB SIEVE | MBB SIEVE | MBB SIEVE
C(ARMA)1 | 4 4.73 | —042 —0.25 | 235 227 5.71 5.23
C(ARMA)2 | 6 | 27.81 | —10.07 —8.65 | 11.56 13.52 | 234.91 257.70
65 | C(ARMA)3 | 6 1.35 0.13 0.03 | 0.87  0.60 0.77 0.36
C(ARMA)4 | 4 450 | =052 —0.60 | 2.10  2.02 4.69 4.43
C(ARMA)5 | 4 2.11 0.09 0.05 | 1.18  0.97 1.40 0.94
C(ARMA)1 | 8 499 | —039 —034 | 225 193 5.19 3.84
C(ARMA)2 | 12 || 2842 | —6.35 —5.10 | 13.02 12.68 | 209.80 186.88
125 | C(ARMA)3 | 12 || 1.38 0.03  —0.00 | 0.80  0.46 0.64 0.21
C(ARMA) | 8 4.24 | —0.09 —0.07 | 2.07  1.69 4.28 2.86
C(ARMA)5 | 8 223 | —0.04 —0.07 | 1.05  0.75 1.10 0.56

Tabulka B.10: Kvalita odhadu rozptylu medianu. Srovnani metody blokovy a sitovy bootstrap. Spravné
hodnoty odhadnuty metodou MC pomoci 5 000 simulaci. Délka bloku volena metodou tvorby podvybért,

simulaci 2 000, bootstrapovych vybéra 500.




B Priloha 77

Srovnani metod blokovy a sitovy bootstrap - neinvertibilni a heteroskedastické
procesy

vychyleni smér. odchylka MSE
n | model |1 [ nvarX, | MBB SIEVE | MBB SIEVE | MBB SIEVE
counti| 4| 397 |-071 —072 | 112 236 | 1.76  6.07
65 | C(OUT)2 | 4 | 747 | —1.08 —0.99 | 3.61 558 | 1419 32.09
coum)3 | 5 | 753 | —255 —1.12 | 208 420 |10.83 18.88
coumti| 8 | 405 |—-057 —056 | 1.11 215 | 156  4.94
125 | C(OUT)2 | 8 | 822 | —117 —086 | 329 500 |1222 2570
COUT)3 |10 | 7.69 | —174 —082 | 235 349 | 855 1287

Tabulka B.11: Kvalita odhadu rozptylu vybérového pruméru v modelech nespliujicich teoretické
predpoklady pro uspésné aplikace metod. Srovnani metody blokovy a sitovy bootstrap. Spravné hodnoty
odhadnuty metodou MC pomoci 5 000 simulaci. Délka bloku volena metodou tvorby podvybéru, simulaci
2 000, bootstrapovych vybéra 500.

vychyleni smér. odchylka MSE
n | model | 1 [ nvarX, | MBB SIEVE | MBB SIEVE | MBB SIEVE
ClOUT)L[ 4 | 514 [-023 —087 [ 263 230 | 697  6.06
65 | C(OUT)2 | 4 | 7.06 | —0.07 —0.23 | 478 491 |22.87 24.20
C(OUT)3 | 5 | 897 | —1.64 —152 | 421 455 | 2046 23.01
count| 8 | 514 |-014 —052 | 235 217 | 555  4.97
125 | C(OUT)2 | 8 | 7.09 | —021 —0.27 | 3.79  4.05 |14.44 16.46
C(OUT)3 |10 | 957 | —155 —1.76 | 417  3.62 | 19.73 16.18

Tabulka B.12: Kvalita odhadu rozptylu medidnu v modelech nesplnujicich teoretické predpoklady
pro uspésné aplikace metod. Srovnani metody blokovy a sitovy bootstrap. Spravné hodnoty odhadnuty
metodou MC pomoci 5 000 simulaci. Délka bloku volena metodou tvorby podvybéri, simulaci 2 000, bo-
otstrapovych vybéra 500.
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Srovnani metod blokovy a sitovy bootstrap - odhad celého rozdéleni

vychyleni smér. odchylka MSE
n ‘ model ‘ 1 H k3(T,) | MBB SIEVE | MBB SIEVE | MBB SIEVE
C(MA)2 4 0.447 | —0.047 —-0.032 | 0.133  0.128 | 0.020 0.017
C(MA)3 5 0.390 | 0.066 0.076 | 0.160  0.125 | 0.030  0.021
65 | C(ARMA)1 | 4 0.775 | —0.155 —0.087 | 0.180  0.227 | 0.056  0.059
C(ARMA)2 | 3 2.220 | —1.094 —0.439 | 0.324 1.098 | 1.301  1.398
C(ARMA)3 | 4 0.338 | —0.017 —0.032 | 0.113  0.092 | 0.013  0.010
C(MA)2 8 0.336 | —0.040 —0.032 | 0.131  0.089 | 0.019  0.009
C(MA)3 10 || 0.379 | —0.053 —0.041 | 0.146  0.086 | 0.024  0.009
125 | CCARMA)1 | 8 0.557 | —0.089 —0.063 | 0.148  0.128 | 0.030  0.020
C(ARMA)2 | 6 1.509 | —0.489 —0.203 | 0.278 0.573 | 0.316  0.370
C(ARMA)3 | 8 0.209 | 0.025 0.018 | 0.110  0.072 | 0.013  0.006

Tabulka B.13: Kvalita odhadu sikmosti odhadu T,, = eX» v ARMA modelech. Srovnén{ metody blokovy
a sitovy bootstrap. Spravné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoci 5 000 simulaci. Délka bloku volena
metodou tvorby podvybéri, simulaci 500, bootstrapovych vybéra 2000.

vychyleni smér. odchylka MSE
| k4(T) | MBB SIEVE | MBB SIEVE | MBB  SIEVE

C(MA)2 0.343 | —0.082 —0.016 | 0.270  0.275 | 0.079 0.076

1
4
C(MA)3 5 0.174 | 0.177 0.226 | 0.383 0.318 | 0.178 0.152
65 | C(ARMA)L | 4 1.316 | —0.623 —0.410 | 0.533  0.703 | 0.672 0.662
3
4
8

n ‘ model ‘

C(ARMA)2 9497 | =7.092 -1.397 | 1.761 17.618 | 53.393 312.331
C(ARMA)3 0.108 | 0.056 0.056 | 0.226  0.192 | 0.054 0.040
C(MA)2 0.249 | —0.107 —0.087 | 0.215 0.184 | 0.057 0.042
C(MA)3 10 | 0.374 | —=0.196 —0.171 | 0.263  0.205 | 0.107 0.071
125 | C(ARMA)1 | 8 0.555 | —0.183 —0.102 | 0.328 0.346 | 0.141 0.130
C(ARMA)2 | 6 3.916 | —1.942 —0.043 | 1.972 9.839 | 7.659  96.804
C(ARMA)3 | 8 0.025 0.050 0.062 | 0.163  0.157 | 0.029 0.028

Tabulka B.14: Kvalita odhadu Spicatosti odhadu T, = eX» v ARMA modelech. Srovnén{ metody blokovy
a sitovy bootstrap. Spravné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoci 5 000 simulaci. Délka bloku volena
metodou tvorby podvybéru, simulaci 500, bootstrapovych vybéra 2000.



