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Studijńı plán: Ekonometrie

2008



1

Poděkováńı
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Úvod 6
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4.3 Frekvenčńı bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Značeńı

X = {X1, ..., Xn} výběr náhodných veličin
X ∗ = {X∗

1 , ..., X
∗
n} bootstrapový výběr náhodných veličin

θ0 správná hodnota neznámého parametru θ
Tn = Tn(X1, ..., Xn) odhad neznámého parametru θ na základě výběru X
T ∗

n = Tn(X∗
1 , ..., X

∗
n) odhad neznámého parametru θ na základě bootstrapového

výběru X ∗ (hvězdička bude vždy značit bootstrapovou verzi)

P sdružená pravděpodobnostńı mı́ra výběru X
Rn = Rn(X1, ..., Xn; P) standardizovaný odhad parametru θ(P)

R̃n = R̃n(X1, ..., Xn; P) studentizovaný odhad parametru θ(P)
Gn distribučńı funkce náhodné veličiny Tn

Hn distribučńı funkce standardizované náhodné veličiny Tn

H̃n distribučńı funkce studentizované náhodné veličiny Tn

H−1
n (α) α kvantil náhodné veličiny s rozděleńım daným distribučńı

funkćı Hn

Φ distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı
φ hustota standardizovaného normálńıho rozděleńı
u(α) kritická hodnota standardizovaného normálńıho rozděleńı

na hladině α

Am×n matice m× n
In n rozměrná jednotková matice
AT transponovaná matice
A† hermitovsky sdružená (transponovaná a komplexně sdružená)

matice

P→ konvergence v pravděpodobnosti
D→ konvergence v distribuci
s.j→ konvergence skoro jistě

Pro reálnou posloupnost {xn, n ∈ Z} znač́ıme

xn = o(nk) je-li xn/n
k → 0, n→ ∞,

xn = O(nk) je-li lim supn→∞ |xn|/nk <∞.

Pokud je {Xn, n ∈ Z} posloupnost náhodných veličin pak

Xn = oP (nk) je-li Xn/n
k P→ 0, n→ ∞,

Xn = OP (nk) je-li (pro∀ǫ > 0) (∃M ∈ (0,∞)) takové, že
supn≥1 P

(
|Xn|/nk > M

)
< ǫ.
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Úvod

Výraz bootstrap v doslovném překladu znamená poutko u bot. Název pocháźı z jednoho
z př́ıběh̊u “Dobrodružstv́ı barona Münchhausena”, kde se baron pomalu utápěl v bahně a
zachránil se zatažeńım za poutka u svých bot, což by žádný tonoućı nikdy neučinil ke své
záchraně. Stejně tak metoda bootstrap se může jevit jako zdánlivě ned̊uvěryhodná.

Základńı principy metody bootstrap byly publikovány v článku Bootstrap Methods: Ano-
ther look at the jackknife roku 1979 Bradem Efronem. Tento článek vzbudil velký ohlas.
Metoda dokázala, že svou přesnost́ı předč́ı klasickou aproximaci normálńım rozděleńım. Po-
skytla odpovědi na chováńı statistik, pro které asymptotické rozděleńı nebylo známé. Mnoho
statistik̊u se proto zaměřilo na výzkum vlastnost́ı metody bootstrap a na jej́ı rozš́ı̌reńı
na př́ıpad závislých dat.

Metoda bootstrap patř́ı mezi takzvané poč́ıtačově intenzivńı metody pro statistickou
analýzu dat, neboli úspěšná aplikace obnáš́ı nutnost velkého množstv́ı výpočt̊u. S rozvojem
výpočetńı techniky je jej́ı užit́ı stále snažš́ı a s t́ım roste četnost využ́ıváńı metody bootstrap
v praxi.

Š́ı̌re aplikovatelnosti metody bootstrap se stále rozr̊ustá. V posledńıch letech se výzkum
soustřed́ı na zp̊usoby, jak aplikovat metodu na závislá data. Již bylo navrženo několik
možných př́ıstup̊u. Jednotlivé př́ıstupy jsou srovnávány pomoćı metod teorie pravděpo-
dobnosti a na simulovaných datech. Avšak v žádném př́ıpadě nelze zvolit jeden obecně
optimálńı př́ıstup.

Hlavńım ćılem práce je seznámit čtenáře s obecnými principy metod bootstrap pro závislá
data. Vysvětlit, za jakých okolnost́ı lze tyto metody aplikovat, a nakonec jednotlivé metody
mezi sebou srovnat z teoretického hlediska a také na základě simulačńı studie.

Práce je rozdělena do 6 kapitol. V 1. kapitole se čtenář seznámı́ se základńım principem
metody bootstrap. Nahlédne do teoretického pozad́ı metody a nauč́ı se, jak ji použ́ıvat
v praxi.

Ve 2. kapitole jsou popsány metody pro závislá data a nast́ıněny principy použit́ı.
V daľśıch kapitolách jsou pak podrobně studovány jednotlivé metody. Text je prokládán

relevantńımi př́ıklady, př́ıpadně simulacemi.
Nakonec v 5. kapitole jsou metody aplikovány na reálná data a pro srovnáńı je prove-

deno několik větš́ıch simulačńıch experiment̊u. Některé metody doposud nebyly vzájemně
srovnány.

Vyložené postupy byly implementovány v jazyce R s podp̊urnými procedurami naprogra-
movanými v jazyce Fortran a spolu s popisy shromážděny ve vytvořené knihovně. Knihovnu
a také reálná data použitá v posledńı kapitole lze nalézt na přiloženém CD.
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1 Princip a základńı teoretické
výsledky pro nezávislý bootstrap

V této kapitole si vysvětĺıme základńı principy metody bootstrap. Budeme se zabývat jej́ı
aplikaćı na nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny. Tato kapitola neńı pouze ilustrativńı,
nebot’ vše, co si vysvětĺıme, využijeme později.

1.1 Základńı princip metody bootstrap

Uvažujme náhodný výběr X = {X1, ..., Xn} daný pravděpodobnostńı mı́rou P. Jelikož jde
o nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny, v́ıme, že lze sdruženou mı́ru faktorizovat, tj.
lze psát P = PX1 ⊗· · ·⊗PXn , kde PXi

je pravděpodobnostńı mı́ra určuj́ıćı rozděleńı veličiny
Xi a ⊗ znač́ı součin měr. Namı́sto PXi

pracujme s distribučńı funkćı náhodné veličiny Xi,
označme ji F . Zaj́ımejme se o parametr θ, který je určen rozděleńım F , můžeme proto psát
θ = θ(F ). Pokud bychom znali rozděleńı F , mohli bychom správnou hodnotu parametru
źıskat př́ımým výpočtem, nebot’

θ0 =

∫
s(x)dF (x),

pro nějakou funkci s(·). Rozděleńı F však neznáme, proto na základě náhodného výběru
X hledáme veličinu Tn = Tn(X1, ..., Xn) pro odhad parametru θ, po které požadujeme
splněńı jistých vlastnost́ı. Určeńım bodového odhadu Tn z pozorovaných hodnot x1, ..., xn

však statistická práce zř́ıdka kdy konč́ı. Často se dále ptáme:

• Jaké má odhad Tn vychýleńı?

• Jaký je rozptyl odhadu Tn parametru θ?

• Jaký je interval spolehlivosti? Jaké jsou testové statistiky a kritické hodnoty pro tes-
továńı hypotéz?

Právě k zodpovězeńı těchto otázek lze už́ıt metodu bootstrap. Metoda bootstrap tedy slouž́ı
k odhadu statististických vlastnost́ı veličiny Tn nikoliv však k źıskáńı veličiny Tn samotné.

Základńı myšlenka neparametrické metody bootstrap pro nezávislá stejně rozdělená data
spoč́ıvá v nahrazeńı p̊uvodńı distribuce F empirickou distribučńı funkćı Fn, definovanou
na základě náhodného výběru vztahem

Fn(x) =
1

n

n∑

i=1

I[Xi≤x]. (1.1)

7
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Poznámka 1. Vı́me-li, že rozděleńı výběru X je dáno distribučńı funkćı F (β), kde β jsou
neznámé parametry, lze s výhodou použ́ıt metodu parametrický bootstrap, kdy odhadneme
parametry β a dále pracujeme s distribućı F (β̂). Śıla metody bootstrap spoč́ıvá v tom, že
jsme schopni odhadovat charakteristiky náhodné veličiny Tn, i když máme o distribuci F
minimum informaćı. Neparametrická metoda bootstrap totiž odhad charakteristik odhadu
řeš́ı bez jakékoliv znalosti rozděleńı p̊uvodńıho výběru.

Použijeme znalost empirické distribučńı funkce. Dosazeńım vid́ıme, že

θ(Fn) =

∫
s(x)dFn(x).

Nahradili jsme populačńı distribučńı funkci distribučńı funkćı empirickou. Tento postup
se nazývá plug-in princip. Hodnotu θ(Fn) nazveme bootstrapovou verźı parametru θ(F ).
Poznamenejme, že jde o náhodnou veličinu, nebot’ funkce Fn je podmı́něná náhodným
výběrem X .

Vlastnosti empirické distribučńı funkce

Mezi empirickou distribučńı funkćı a náhodným výběrem existuje vzájemně jednoznačný
vztah, to znamená, že přechodem k distribučńı funkci Fn neztráćıme o p̊uvodńım vzorku
žádnou informaci.

Vı́me, že obecným principem metody bootstrap je aproximace populačńı distribučńı
funkce F empirickou verźı Fn. O jak kvalitńı aproximaci se však jedná?

Zvoĺıme-li pevné x ∈ R, pak náhodné veličiny I[Xi≤x] vyskytuj́ıćı se ve vzorci (1.1) jsou
nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s alternativńım rozděleńım s parametrem F (x).
Proto má distribučńı funkce nFn(x) jako jejich součet binomické rozděleńı Bi(n, F (x)).
Neboli

EFn(x) = F (x), (1.2)

varFn(x) =
1

n
F (x)(1 − F (x)) → 0, n→ ∞. (1.3)

Vztahy (1.2) a (1.3) znamenaj́ı, že Fn(x) je konzistentńı odhad distribučńı funkce F , nebot’

z Čebyševovy nerovnosti plyne

P (|Fn(x) − F (x)| > ǫ) ≤ F (x)(1 − F (x))

nǫ2
→ 0, n→ ∞.

Aplikaćı silného zákona velkých č́ısel se dokáže, že dokonce

Fn(x)
s.j.→ F (x), n→ ∞. (1.4)

Dosavadńı úvahy byly provedeny pro pevné x. Dá se však ukázat, že uvedená vlastnost
(1.4) plat́ı stejnoměrně vzhledem k x.

Věta 1. (Glivenkova)

P

(
lim

n→∞
sup
x∈R

|Fn(x) − F (x)| → 0

)
= 1.
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D̊ukaz: Věta s citovaným d̊ukazem je uvedena v knize Anděl (2005), tvrzeńı 11.10.

Konstrukce bootstrapových odhad̊u

Naš́ım ćılem je odhadnout charakteristiky rozděleńı náhodné veličiny Tn, které jsou dány
distribućı F . Jde zejména o vychýleńı Bn = ETn−θ0 a rozptyl varTn. Pro vyhodnoceńı sta-
tistických závěr̊u potřebujeme znát rozděleńı standardizované statistiky Rn(X1, ..., Xn;F ).
Definujme

Hn(x) = P (Rn(X1, ..., Xn;F ) ≤ x) .

Všechny tyto charakteristiky lze odhadnout aplikaćı metody bootstrap. Opět nahrad́ıme
neznámou distribučńı funkci F známou empirickou distribučńı funkćı Fn. To znamená od-
hadovat hledané charakteristiky na bootstrapovém výběru X ∗ = {X∗

1 , ..., X
∗
n} se známým

rozděleńım určeným distribučńı funkćı Fn. Protože pracujeme s empirickou distribučńı
funkćı, plat́ı, že

P∗(X∗
i = Xi) =

1

n
, i = 1, ..., n

a pro náhodné veličiny X∗
1 , ..., X

∗
n

E ∗X∗
1 =

n∑

i=1

XiP
∗(X∗

1 = Xi) =
1

n

n∑

i=1

Xi = Xn, (1.5)

var ∗X∗
1 =

n∑

i=1

(Xi − E ∗X∗
i )2P∗(X∗

1 = Xi) =
1

n

n∑

i=1

(Xi −Xn)2. (1.6)

E ∗(·) respektive var ∗(·) znač́ı, že jde o podmı́něnou středńı hodnotu respektive podmı́něný
rozptyl, tzn. že plat́ı

E ∗(·) = E (·|X ), var ∗(·) = var (·|X ).

Definujme bootstrapový odhad T ∗
n = Tn(X∗

1 , ..., X
∗
n;Fn) parametru θ(Fn), bootstrapovou

verzi standardizované statistiky označme jako R∗
n = Rn(X∗

1 , ..., X
∗
n;Fn) a jej́ı distribučńı

funkci H∗
n.

Př́ıklad 1. Na základě pozorováńı X = {X1, ..., Xn} pocházej́ıćıch z rozděleńı s distribučńı
funkćı F s parametry (µ, σ2) chceme odhadnout parametr µ. Vhodným odhadem pro středńı
hodnotu je výběrový pr̊uměr Xn. Standardizovanou statistikou je výraz Rn =

√
n(Xn −

µ)/σ, kde µ = EX1.
Na základě p̊uvodńıho výběru X zkonstruujeme empirickou distribučńı funkci Fn. Přecho-

dem do bootstrapového světa se p̊uvodńı výběr X stává populaćı pro konstrukci bootstra-
pových výběr̊u X ∗. Protože již známe vzorce pro prvńı dva bootstrapové momenty ((1.5)
a (1.6)), plat́ı

E ∗X∗
1 = Xn, var ∗X∗

1 =
1

n

n∑

i=1

(Xi −Xn)2

a standardizovaná bootstrapová statistika má tedy tvar

R∗
n =

√
n(X

∗
n − E ∗X∗

1 )/var ∗X∗
1 =

√
n(X

∗
n −Xn)/sn,

kde jsme označili s2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi −Xn)2.
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Je-li např́ıklad s(x) = x (odhadujeme středńı hodnotu), lze rozptyl či jiné charakte-
ristiky vypoč́ıtat př́ımo z definice explicitńım vzorcem. V opačném př́ıpadě by stanoveńı
přesné hodnoty charakteristiky vyžadovalo provedeńı nn výběr̊u a pro každý je třeba určit
T ∗

n = Tn(X∗
1 , ..., X

∗
n|X ). Jelikož však odhad T ∗

n nezáviśı na pořad́ı výběru veličin X∗
1 , ..., X

∗
n,

lze bootstrapové výběry, které se shoduj́ı až na pořad́ı, považovat za ekvivalentńı. Takto
lze vytvořit

(
2n−1

n

)
výběr̊u (viz věta 4 v kapitole 2). Takový počet operaćı neńı většinou

proveditelný, proto se postupuje metodou Monte-Carlo.

Metoda Monte-Carlo

Principem metody Monte Carlo je mnohokrát (B-krát) vygenerovat bootstrapový výběr
X ∗ = {X∗

1 , ..., X
∗
n} z p̊uvodńı populace X = {X1, ..., Xn}. Aplikaćı metody Monte Carlo

źıskáme hodnoty T ∗
n,1, ..., T

∗
n,B a R∗

n,1, ..., R
∗
n,B. Odhad vychýleńı je pak dán vztahem

B̂∗
n =

1

B

B∑

i=1

T ∗
n,i − θ(Fn). (1.7)

Zaj́ımá-li nás rozptyl, užijeme vztahu

v̂ar∗T ∗
n =

1

B

B∑

i=1

(
T ∗

n,i −
1

B

B∑

j=1

T ∗
n,j

)2

. (1.8)

Chceme-li odhadnout distribučńı funkci Hn, můžeme využ́ıt verzi centrálńı limitńı věty
pro nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny. Avšak i v tomto př́ıpadě lze využ́ıt metodu
bootstrap. Bootstrapovým odhadem distribučńı funkce Hn nazveme funkci

Ĥ∗
n(x) =

1

B

B∑

i=1

I[R∗

n,i≤x]. (1.9)

Posledńım krokem je použ́ıt bootstrapové odhady charakteristik resp. rozděleńı jako
odhadu těchto na p̊uvodńım výběru X . Z čehož vyplývá zásadńı předpoklad při aplikaci
metody bootstrap, totiž, že vztah výběru bootstrapového ke skutečnému je analogický
vztahu skutečného výběru k populaci.

Ukázali jsme, že metoda bootstrap se použ́ıvá k odhadu charakteristik a rozděleńı
p̊uvodńıch odhad̊u. V následuj́ıćı části si odvod́ıme přesnost aproximace bootstrapovou dis-
tribučńı funkćı. Ukážeme si, že bootstrapový odhad distribučńı funkce ve většině př́ıpad̊u
předč́ı svou přesnost́ı klasickou normálńı aproximaci, což je jedna z jeho hlavńıch přednost́ı.

1.2 Asymptotické vlastnosti

V celé sekci budeme použ́ıvat následuj́ıćı distribučńı funkce a jejich bootstrapové protěǰsky:

Gn(x) = P(Tn ≤ x), G∗
n(x) = P∗(T ∗

n ≤ x),

Hn(x) = P
(√

nTn−θ
σ

≤ x
)
, H∗

n(x) = P∗
(√

nT ∗

n−Tn

σ∗
≤ x

)
,

H̃n(x) = P
(√

nTn−θ
σ̂

≤ x
)
, H̃∗

n(x) = P∗
(√

nT ∗

n−Tn

σ̂∗
≤ x

)
.
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REALITA BOOTSTRAP

F X = (X∗

1
, ..., X∗

n
)

θ̂ = Tn(X )

Fn X ∗

1
θ̂∗
1

= T ∗

n
(X ∗

1
)

θ̂∗
2

= T ∗

n
(X ∗

2
)

θ̂∗
B

= T ∗

n
(X ∗

B
)

X ∗

2

X ∗

B

FFF

Tn = Tn(X )

Tn = Tn(X )

Tn = Tn(X )

T ∗

n
= T ∗

n
(X ∗

1
)

T ∗

n
= T ∗

n
(X ∗

2
)

T ∗

n
= T ∗

n
(X ∗

B
)

X = (X1, ..., Xn) T ∗

n
= Tn(X ∗

1
)

T ∗

n
= Tn(X ∗

2
)

T ∗

n
= Tn(X ∗

B
)

X = {X1, ..., Xn}

Obrázek 1.1: Schéma principu metody bootstrap. V reálném světě máme k dispozici pouze jedinou hod-
notu odhadu Tn, ale v bootstrapovém protěǰsku můžeme na základě znalosti jediného výběru X1, ...,Xn

vygenerovat tolik bootstrapových odhad̊u T ∗

n , kolika jsme schopni. To nám umožňuje odhadovat charakte-
ristiky rozděleńı bootstrapového odhadu T ∗

n , tyto lze pak dále považovat za odhady charakteristik rozděleńı
p̊uvodńıho odhadu Tn (převzato z Efron a Tibshirani (1993)).

Berry-Essenova nerovnost

Jelikož při aplikaci metody bootstrap aproximujeme rozděleńı odhad̊u bootstrapovými
verzemi distribućı, žádáme, aby tato byla alespoň konzistentńım odhadem a pak se dále
ptáme, o jak přesný odhad se jedná. Necht’ Tn = Xn a zkoumejme, zda je např́ıklad dis-
tribučńı funkce H∗

n konzistentńım odhadem funkce Hn. Rychlost konvergence standardizo-
vaných statistik k normálńımu rozděleńı popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 2. (Berry-Essenova nerovnost) Bud’ n ∈ N a necht’ jsou dány centrované nezávislé
náhodné veličiny X1, . . . , Xn splňuj́ıćı

0 < S2
n =

n∑

i=1

varXi <∞.

Potom

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(

1

Sn

n∑

i=1

Xi < x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ ≤
C

S3
n

n∑

i=1

E |Xi|3 .

Ukázalo se, že nerovnost plat́ı s C = 0.7995.

D̊ukaz: Věta s citovaným d̊ukazem je uvedena v knize Lachout (2004), věta 18.2.

Označme µ = EX1 a σ2 = varX1. Dle věty plat́ı

sup
x∈R

|Hn(x) − Φ(x)| ≤ C

(
√
nσ)3

n∑

i=1

E |Xi − µ|3 =
C√
nσ3

E |X1 − µ|3 .

Je-li E |X1 − µ|3 < ∞, pak Hn(x) − Φ(x) = O(n−1/2) pro ∀x ∈ R. Analogicky lze větu
aplikovat na bootstrapový výběr, nebot’ se opět jedná o nezávislé stejně rozdělené náhodné
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veličiny, avšak s odlǐsným rozděleńım a vzhledem k p̊uvodńımu výběru X . Nakonec lze psát

sup
x∈R

|Hn(x) −H∗
n(x)| = sup

x∈R

|(Hn(x) − Φ(x)) − (H∗
n(x) − Φ(x))|

≤ C√
nσ3

E |X1 − µ|3 +
C√
nσ∗3 E

∣∣X∗
1 −Xn

∣∣3 ,

což je odhad stejného řádu jako při aproximaci normálńım rozděleńım. Řád konvergence
lze přesněji popsat pomoćı takzvaného Edgeworthova rozvoje.

Edgeworth̊uv rozvoj

V minulé sekci jsme se zmı́nili o vyšš́ı přesnosti bootstrapové aproximace rozděleńı v po-
rovnáńı s tradičńı aproximaćı normálńım rozděleńım. Abychom mohli porozumět tomuto
jevu z teoretické roviny, je nutné si vysvětlit základńı principy Edgeworthova rozvoje. Vy-
slov́ıme věty týkaj́ıćı se statistik typu hladké funkce pr̊uměru. Do této skupiny patř́ı kromě
výběrového pr̊uměru také např́ıklad výběrový rozptyl a zejména mnoho odhad̊u d̊uležitých
při práci se závislými daty, jakým je kupř́ıkladu korelace.

Pracujme s odhadem Tn = g(Zn) parametru θ = g(µ), kde g : Rd → R. Necht’ σ znač́ı
směrodatnou odchylku odhadu

√
nTn. Zabývejme se asymptotickými vlastnostmi standar-

dizované statistiky odhadu Tn.

Věta 3. Necht’ (Z1, ...,Zn) je náhodný výběr z absolutně spojitého d-rozměrného rozděleńı
s distribučńı funkćı F a charakteristickou funkćı χ, který splňuje

E ‖Z1‖4 <∞ a lim sup
‖t‖→∞

|χ(t)| < 1.

Necht’ dále funkce g(Zn) ∈ C4 v okoĺı EZ1, pak plat́ı

P

(√
n
g(Zn) − g(µ)

σ
≤ x

)
= Φ(x) + n−1/2p1(x)φ(x) + n−1p2(x)φ(x) + o(n−1), (1.10)

kde p1(x) a p2(x) jsou polynomy konečného stupně proměnné x, které jsou nezávislé na n.

D̊ukaz: Pro standardizovaný výběrový pr̊uměr odvozeno v (Hall (1992), str. 39-45), pro o-
becné statistiky tvaru hladkých funkćı výběrového pr̊uměru dokázáno v (Hall (1992), str.
52-67). Nerovnost lim supt→∞ |χ(t)| < 1 se nazývá Cramerova podmı́nka.

Poznámka 2. V předchoźı větě jsme přešli od našeho značeńı náhodného výběru X k d-
rozměrnému výběru {Z1, ...,Zn}. Chceme-li totiž odhadnout např́ıklad rozděleńı rozptylu
výběru {X1, ..., Xn}, definujeme Zi = (Xi, X

2
i ), pro i = 1, ..., n. Funkce g muśı být tvaru

g(x1, x2) = x2 − x2
1,

nebot’ pak

g(µ) = EX2
1 − (EX1)

2 = varX1, g(Zn) = X2
n −

(
Xn

)2
=

1

n

n∑

i=1

X2
i −

(
Xn

)2
= s2

n.
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Poznámka 3. Větu jsme vyslovili jen pro př́ıpad, kdy známe rozptyl odhadu Tn. Obdobné
výsledky plat́ı také pro studentizované statistiky (Hall (1992), kapitola 2).

Výraz na pravé straně rovnosti (1.10) nazveme Edgeworthovým rozvojem. Ze vztahu
(1.10) je také patrná rychlost konvergence standardizované statistiky k normálńımu rozděleńı,
a to ve shodě s Berry-Essenovou nerovnost́ı O(n−1/2). Obecně plat́ı, že funkce pj(x) je po-
lynom stupně 3j − 1, je lichá pro sudá j a sudá pro lichá, což má značné d̊usledky.

Př́ıklad 2. Odhadujme středńı hodnotu, přirozeným odhadem je výběrový pr̊uměr. Pracu-
jeme-li se standardizovanou statistikou, pak pro funkce p1(x) resp. p2(x) plat́ı

p1(x) = −1

6
κ3(x

2 − 1), (1.11)

p2(x) = −x
[

1

24
κ4(x

2 − 3) +
1

72
κ2

3(x
4 − 10x2 + 15)

]
, (1.12)

kde κ3 = E (X1 − EX1)
3 a κ4 = E (X1 − EX1)

4 − 3 [E (X1 − EX1)
2]

2
. Funkce p1(x) se

proto nazývá redukce šikmosti, funkce p2(x) pak redukce špičatosti. Hodnoty koeficient̊u
κi, i = 3, 4 jsou v tomto př́ıpadě shodné s hodnotami kumulant̊u.

Ve větě 3 jsme ukázali platnost a tvar Edgeworthova rozvoje pro odhady typu hladké
funkce pr̊uměru. Nyńı uvedeme vztah p̊uvodńıho rozděleńıHn k bootstrapovémuH∗

n pro tyto
odhady.

Uvažujme splněńı předpoklad̊u z věty 3 pro funkci g a také pro výběr {Z1, ...,Zn}, který
vznikne vhodnou transformaćı náhodného výběru X . Plat́ı

Hn(x) = P(Rn(X1, ..., Xn;F ) ≤ x) = Φ(x) + n−1/2p1(x)φ(x) + n−1p2(x)φ(x) + o(n−1),
(1.13)

a bootstrapovou verzi lze zapsat ve tvaru

H∗
n(x) = P(R∗

n(X∗
1 , ..., X

∗
n;Fn) ≤ x) = Φ(x) + n−1/2p̂1(x)φ(x) + n−1p̂2(x)φ(x) + oP (n−1).

(1.14)
Dále plat́ı

Hn(x) −H∗
n(x) = oP (n−1/2), ∀x.

Platnost tvrzeńı je zd̊uvodněna v Hall (1992), str. 83 - 84.
Jinými slovy, bootstrapová aproximace je výrazně přesněǰśı nežli klasická aproximace

normálńım rozděleńım. Ovšem toto zvýšeńı přesnosti plat́ı pouze, pracujeme-li se standar-
dizovanými statistikami, jelikož

Gn(x) −G∗
n(x) = Φ

(√
n
x− g(µ)

σ

)
− Φ

(√
n
x− g(Zn)

sn

)
+ oP (n−1/2).

a např. g(Zn)− g(µ) = OP (n−1/2). Daľśım zjǐstěńım je velká śıla bootstrapové aproximace
zejména v př́ıpadech, kdy rozděleńı vykazuje výraznou nesymetrii. Obdobné závěry lze
učinit i pro rozděleńı studentizovaných verźı statistik (Hall (1992), str. 83-84).

Chceme-li testovat hypotézy či konstruovat intervaly spolehlivosti, muśıme vhodně zvolit
kvantily. Klasickým zp̊usobem je opět už́ıt centrálńı limitńı větu a tedy použ́ıt kvantily
rozděleńı N(0, 1). Jinou možnost́ı je použ́ıt metodu bootstrap.
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1.3 Intervaly spolehlivosti

Ve statistice se v př́ıpadě konstrukce interval̊u spolehlivosti oṕıráme o tvrzeńı z teorie
pravděpodobnosti, konkrétně o centrálńı limitńı věty. Z předpoklad̊u o asymptotickém
chováńı konstruujeme pro obecné odhady Tn intervaly typu

(Tn − u(α/2)
σ̂√
n
, Tn + u(α/2)

σ̂√
n

), (1.15)

kde σ̂ je odhad směrodatné odchylky náhodné veličiny
√
nTn. Interval (1.15) pak nazýváme

100(1 − α) procentńım intervalem spolehlivosti pro odhad Tn. K samotné konstrukci ta-
kového intervalu je kromě znalosti CLV potřeba znát odhad směrodatné odchylky σ̂. V před-
choźı sekci jsme vysvětlili, jak lze tento problém elegantně obej́ıt aplikaćı metody boot-
strap. Dále jsme ukázali, že rozděleńı pivotńıch (nezávisej́ıćıch na neznámých parametrech)
statistik lze aplikaćı metody bootstrap aproximovat přesněji než s pomoćı normovaného
normálńıho rozděleńı. V této sekci obě tato zjǐstěńı využijeme ke konstrukci interval̊u spo-
lehlivosti.

Prvńı možnou ideou, jak vytvářet bootstrapové intervaly spolehlivosti, je použit́ı boot-
strapového odhadu funkce H̃∗

n. Tento postup vede na studentizované intervaly spolehlivosti,
intervaly se pak nazývaj́ı bootstrap-t intervaly.

Algoritmus 1 (Bootstrap-t intervaly).
1. Generujeme B výběr̊u X ∗

1 , ...,X ∗
B z p̊uvodńıho výběru X .

2. Pro každý výběr zkonstruujeme studentizovanou statistiku

R∗
n(b) =

√
n
T ∗

n(b) − Tn

σ̂∗(b)
.

3. Urč́ıme α-kvantily H̃∗−1
n (α) jako X(⌊Bα⌋), kde X(k) je k-tá pořádková statis-

tika výběru {R∗
n(b); 1 ≤ b ≤ B}.

4. 100(1 − α) procentńım intervalem spolehlivosti odhadu Tn je interval

(Tn + H̃∗−1
n (α/2)

σ̂√
n
, Tn + H̃∗−1

n (1 − α/2)
σ̂√
n

).

Algoritmus funguje, pokud jsme schopni odhadnout směrodatnou odchylku, v opačném
př́ıpadě je nutné před krokem 2 ještě aplikovat bootstrap na odhad charakteristiky σ̂∗.
Metoda bootstrap-t interval se pak stává př́ılǐs výpočetně náročnou. Proto byly navrženy
jiné metody pro konstrukci interval̊u spolehlivosti. Prvńı z nich je založena na odhadu
rozděleńı nestandardizované statistiky. Protože interval je odvozen př́ımo z kvantil̊u (per-
centil̊u) rozděleńı G nestandardizované statistiky dostal název percentilový interval.

Př́ıklad 3. Necht’ {X1, ..., X20} je náhodný výběr, kde X1 ∼ N(0, 1). Zabývejme se odhadem
statistiky eµ, kde µ = EX1. Správná hodnota našeho odhadu je e0. Jako odhad použijme
konzistentńı eXn . Pro odhad založený na CLV odhadněme hodnotu směrodatné odchylky
σ pomoćı metody bootstrap. Srovnejme nyńı vlastnosti následuj́ıćıch interval̊u, kde prvńı
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je percentilový a druhý pak interval založený na aproximaci normálńım rozděleńım.
(
G∗−1

n (α/2), G∗−1
n (1 − α/2)

)
, (1.16)

(
eXn − u(α)

σ̂∗
√
n
, eXn + u(α)

σ̂∗
√
n

)
. (1.17)

0.9982540.43 1.560.61 1.73 −0.8 −0.4 0.0 0.4 0.8

T ∗
n log(T ∗

n)

Obrázek 1.2: Vlevo je histogram rozděleńı statistiky Tn = eXn odhadnutý pomoćı 10 000 simulaćı. Vpravo
pak histogram rozděleńı statistiky log(Tn) = Xn. Čárkovaně jsou vyznačeny intervaly spolehlivosti dané
vztahem (1.17), tečkovaně pak percentilové bootstrapové intervaly tvaru (1.16) źıskané na základě 1 000
bootstrapových simulaćı pro jednu realizaci. Čerchovaně je označen pr̊uměr.

Ačkoliv mohou být intervaly vychýleny d̊usledkem odhadu na základě jediné simulace,
lze z obrázku 1.2 vyč́ıst, že v př́ıpadě, kdy se statistika ř́ıd́ı výrazně šikmým rozděleńım,
nedává klasický interval založený na CLV dobré výsledky. Velkou slabinu představuje jeho
symetričnost. Naopak percentilový interval t́ımto omezeńım netrṕı a tak odhaduje přesněji.
Aplikujeme-li na data normalizuj́ıćı transformaci (v tomto př́ıpadě logaritmus), pak per-
centilový i klasický dávaj́ı téměř shodné výsledky.

V př́ıkladu 3 jsme ukázali, na jaké statistiky lze aplikovat metodu percentilový interval,
která na rozd́ıl od bootstrap-t intervalu neńı tak početně náročná. Avšak tato metoda
nedává vždy uspokojivé výsledky. Problémem je, že takto vytvořené intervaly postrádaj́ı
informaci o p̊uvodńım odhadu Tn. Nav́ıc v́ıme, že bootstrapové nestudentizované rozděleńı
dosahuje přesnosti pouze OP (n−1/2). Je tedy nutné nějakým zp̊usobem do intervalu vnést
informaci o p̊uvodńım odhadu a směrodatné odchylce.

Byla proto navržena metoda BCa, která oba problémy řeš́ı pomoćı dvou přidaných
veličin bias-correction a acceleration. Bias correction z0 odstraňuje neshodu mezi mediánem
bootstrapovýcch odhad̊u a p̊uvodńım odhadem. Veličina acceleration a zachycuje hodnotu
směrodatné odchylky. Samotný BCα interval je konstruován pomoćı kvantil̊u rozděleńı
nestandardizované statistiky, a to jako interval

(G∗−1
n (α1), G

∗−1
n (α2)),
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kde

α1 = Φ

(
ẑ0 +

ẑ0 + uα/2

1 − â(ẑ0 + uα/2)

)
, α2 = Φ

(
ẑ0 +

ẑ0 + u1−α/2

1 − â(ẑ0 + u1−α/2)

)
.

Hlavńım pozitivem intervalu BCa je, že aniž bychom museli statistiku standardizovat (stu-
dentizovat), dosahujeme přesnosti O(n−1), která plat́ı jen pro standardizované (studenti-
zované) statistiky. Vı́ce o BCa intervalech a daľśıch metodách konstrukce bootstrapových
interval̊u lze nalézt v (Efron a Tibshirani (1993), str. 169 - 198, 321 - 334).

1.4 Volba počtu Monte Carlo simulaćı

Je d̊uležité si uvědomit, že všechny v předchoźıch sekćıch vyslovené teoretické vlastnosti
platily pro skutečné bootstrapové rozděleńı H∗

n. Toto rozděleńı obecně zcela přesně určit
nedokážeme, avšak umı́me ho libovolně přesně odhadnout pomoćı metody Monte Carlo
(MC) (viz výrazy (1.7), (1.8) a (1.9)).

Př́ıklad 4. Pokračujme v př́ıkladu 3 a studujme, jak se měńı bootstrapový odhad charak-
teristik nvar (eXn) a 95% kvantilu rozděleńı statistiky

√
neXn v závislosti na počtu boot-

strapových simulaćı.
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Obrázek 1.3: Vlevo jsou znázorněny bootstrapové odhady statistiky nvar (eXn), vpravo pak bootstrapové

odhady 95% kvantilu rozděleńı statistiky
√

neXn v závislosti na počtu bootstrapových simulaćı.

Na obrázku 1.3 je vidět, že vyšš́ı počet než 500 simulaćı pro rozptyl nevede k výraznému
zlepšeńı. V př́ıpadě odhadu kvantilu se zdá být 1 000 simulaćı minimálńı mez. Pro malý
počet simulaćı jsou bootstrapové odhady velmi nestabilńı. Na základě této malé simulačńı
studie bychom mohli soudit, že minimálńı počet simulaćı je zhruba 300 resp. 1 000 pro
odhady moment̊u resp. v př́ıpadě odhad̊u distribučńı funkce pro výběr o rozsahu 20.

Obecně plat́ı, že výsledná variabilita bootstrapových odhad̊u je složena jak z variability
dané p̊uvodńım výběrem tak následnou MC simulaćı. Je proto nutné zvolit B tak velké, aby
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variabilita zp̊usobená MC simulaćı hrála jen velmi malou roli. Dá se ukázat, že chceme-li
variabilitu zp̊usobenou MC simulaćı sńıžit na 10 % skutečné variability, pak pro odhad
rozptylu statistiky dané hladkou funkćı výběrového pr̊uměru je dle van Es a Putter (2006),
str. 17 - 20, nutné zhruba

B ≥ 20var (X1)

E (X1 − EX1)4 − var (X1)2
n

simulaćı. Počet simulaćı tedy záviśı na rozptylu a špičatosti náhodné veličiny X1. Do-
poručuje se zhruba 200 MC simulaćı. Odhadujeme-li charakteristiky založené na znalosti
distribučńı funkce, lze vycházet ze vztahu

sup
x∈R

∣∣∣Ĥ∗
n −H∗

n

∣∣∣ = ǫn +
√
B−1 log logB,

kde ǫn = supx∈R
|H∗

n −Hn| (Prášková (2004a), str. 11). Je-li tedy ǫn = Op(n
−1), voĺıme

B = n2 log n, pak
√
B−1 log logB = o(ǫn). Obecně se doporučuje alespoň 1 000 MC

simulaćı.



2 Přehled metod bootstrap pro
závislá data

V této kapitole vysvětĺıme, jak lze aplikovat metodu bootstrap na data, která vykazuj́ı
závislostńı strukturu. Pokud bychom na takováto data př́ımo aplikovali metodu bootstrap,
nemuseli bychom dostat ani konzistentńı výsledky, viz např. Lahiri (2003), str. 21 - 22.
Obecně lze ř́ıci, že aplikujeme-li př́ımo metodu bootstrap, poruš́ıme závislost mezi daty.
Proto byly navrženy metody, které závislost zohledňuj́ı. Tyto metody se lǐśı s ohledem
na typ závislosti př́ıpadně znalost modelu, kterým jsou data generována. Nicméně všechny
metody maj́ı jedno společné. Vždy je nutné se nějakým zp̊usobem (alespoň asymptoticky)
zbavit závislostńı struktury. Pokud se nám podař́ı źıskat (asymptoticky) nezávislá data
(bloky dat), pak se již lze opř́ıt o poznatky z předchoźı kapitoly.

2.1 Reziduálńı bootstrap

Nejpř́ımočařeǰśı z hlediska aplikace metody bootstrap je situace, kdy známe model, kterým
se data ř́ıd́ı. Předpokládejme, že se naše data ř́ıd́ı stacionárńım autoregresńım modelem
řádu p

Xt = ϕ1Xt−1 + . . .+ ϕpXt−p + ǫt, t ∈ Z. (2.1)

Standardńımi předpoklady jsou, že {ǫt, t ∈ Z} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny dané distribučńı funkćı F s konečným kladným druhým momentem σ2. Proces
chyb {ǫt, t ∈ Z} nezachycuje systematickou složku, to znamená, že E ǫ1 = 0. Chyby můžeme
odhadnout minimalizaćı ztrátové funkce, nejčastěji se použ́ıvá metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.
Pro správnost celé procedury potřebujeme konzistentńı odhad.

Uvažujme vektor n po sobě jdoućıch náhodných veličin X = (X1, ..., Xn)T , které se ř́ıd́ı
modelem (2.1). Odhadneme parametry modelu metodu nejmenš́ıch čtverc̊u a předpoklá-
dejme, že odhadnutá rezidua {ǫ̂t, t = p+ 1, ...n} se chovaj́ı jako nezávislé stejně rozdělené
náhodné veličiny, na které již lze aplikovat metodu bootstrap vysvětlenou v předchoźı ka-
pitole. Uvedeme celý algoritmus

Algoritmus 2 (Reziduálńı bootstrap).
1. Odhadneme neznámé parametry ϕ1, ..., ϕp a źıskáme odhad rezidúı

ǫ̂t = Xt − ϕ̂1Xt−1 − . . .− ϕ̂pXt−p, t = p+ 1, ..., n.

18
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2. Vypočteme empirickou distribučńı funkci Fn centrovaných rezidúı ǫ̃t = ǫ̂t−ǫ̂,
kde

ǫ̂ =
1

n− p

n∑

t=p+1

ǫ̂t.

3. Generujeme bootstrapové verze rezidúı ǫ̃p+1, ..., ǫ̃n pomoćı funkce Fn.
Označme je ǫ∗p+1, ..., ǫ

∗
n.

4. Konstruujeme bootstrapový výběr

X∗
t = ϕ̂1X

∗
t−1 + . . .+ ϕ̂pX

∗
t−p + ǫ∗t , t = p+ 1, ..., n.

Počátečńı hodnoty lze volit např́ıklad následovně: X∗
1−p = . . . = X∗

0 = 0.

Poznámka 4. Centrováńı je nutné, nebot’ odhadnutá rezidua musej́ı koṕırovat p̊uvodńı
strukturu. Ani bootstrapová rezidua nesměj́ı obsahovat systematickou chybu.

Ukázalo se, že pokud jsou chyby v modelu heteroskedastické, neńı uvedená metoda kon-
zistentńı. Pro takový př́ıpad byla odvozena metoda wild bootstrap. Celý algoritmus výpočtu
rezidúı je shodný s metodou reziduálńı bootstrap až na princip, jakým se źıskávaj́ı boot-
strapové verze rezidúı. Nový proces chyb je generován podle předpisu

ǫ∗t = ǫ̂tWt,

kde Wt jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1) a nezávislé na p̊uvodńım
vektoru (X1, ..., Xn)T .

Možnosti aplikace metody reziduálńı bootstrap se samozřejmě neomezuj́ı pouze na kau-
zálńı autoregresńı procesy. Lze je aplikovat i na obecněǰśı stacionárńı procesy, viz La-
hiri (2003), str. 206-220. Ovšem kritickým předpokladem těchto metod je znalost mo-
delu, kterým se data ř́ıd́ı. Byly proto navrženy daľśı př́ıstupy, které nejsou omezeny t́ımto
předpokladem. Jejich typickým představitelem jsou blokové metody.

2.2 Blokový bootstrap

Pokud nev́ıme, z jakého modelu data pocházej́ı, je samozřejmě možné se pokusit nalézt
vhodný model a na ten aplikovat př́ıslušnou metodu reziduálńı boostrap. Avšak je zat́ım
neznámou, zda odhadnutá rezidua takového modelu lze považovat za nezávislé stejně rozdě-
lené náhodné veličiny. Pro tyto př́ıpady byla odvozena metoda blokový bootstrap. Narozd́ıl
od klasické metody nezávislý bootstrap, která bootstrapové výběry tvoř́ı na základě jednot-
livých pozorováńı, metoda blokový bootstrap k tomuto využ́ıvá celé bloky dat. Důsledkem
toho pak blokové bootstrapové výběry částečně zachycuj́ı p̊uvodńı závislostńı strukturu.
Intuice ř́ıká, že délka bloku by měla odrážet śılu závislosti v datech. Správné určeńı délky
bloku l je zásadńım momentem při aplikaci blokového bootstrapu. Sekce 3.3 řeš́ı problém
určeńı vhodné délky bloku.

Obecným principem metody je rozdělit p̊uvodńı data na bloky B1, ...,Bk. Bootstrapový
výběr je pak tvořen náhodným výběrem z těchto blok̊u a jejich seřazeńım v pořad́ı, v jakém
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byly vybrány. V zásadě nejpouž́ıvaněǰśımi jsou dvě metody, a to Moving block bootstrap,
dále jen MBB, a Nonoverlapping block bootstrap, NBB. Aplikujeme-li metodu MBB, data
rozděĺıme na klouzavé bloky

B1, ...,Bn−l+1 = (X1, ..., Xl), (X2, ..., Xl+1), ..., (Xn−l+1, ..., Xn),

chceme-li použ́ıt metodu NBB, rozděĺıme data na nepřekrývaj́ıćı se bloky

B1, ...,Bb = (X1, ..., Xl), (Xl+1, ..., X2l), ..., (X(b−1)l+1, ..., Xbl),

kde b = ⌊n/l⌋. Bootstrapové verze p̊uvodńıho výběru se pak tvoř́ı náhodným výběrem
z blok̊u B1, ...,Bk. To pak např́ıklad pro metodu MBB znamená, že vektory délky l

(X∗
1 , ..., X

∗
l )T , ..., (X∗

(b−1)l+1, ..., X
∗
bl)

T

v bootstrapovém výběru {X1, ..., X
∗
bl} jsou podmı́něně nezávislé stejně rozdělené náhodné

vektory dané rozděleńım

P∗((X∗
1 , ..., X

∗
l )T = (Xi, ..., Xi+l−1)

T ) =
1

n− l + 1
, i = 1, ..., n− l + 1.

X1 X2 Xl Xl+1 XN Xn

B1

B2

BNY1

Y2

Yn−l+1

Xn−l+1

B1

B2

Bn−l+1

Obrázek 2.1: Grafické znázorněńı volby blok̊u při aplikaci metody MBB

X1 Xl Xl+1 X2l X(b−1)l+1 Xbl Xn

B1 B2 BbY1 Y2 Yb
B1 B2

Bb

Obrázek 2.2: Grafické znázorněńı volby blok̊u při aplikaci metody NBB. b je největš́ı př́ırozené č́ıslo vyho-
vuj́ıćı podmı́nce bl ≤ n.

Tedy i v situaci, že data vykazuj́ı neznámou závislostńı strukturu, jsme schopni genero-
vat jejich bootstrapové replikace. Opět generujeme B bootstrapových výběr̊u, pro každý od-
hadneme neznámou hodnotu statistiky T ∗

n = Tn(X∗
1 , ..., X

∗
n) (pokud neplat́ı bl = n, bude po-

sledńı blok v bootstrapovém výběru neúplný tak, aby velikost bootstrapového výběru byla
stále n). Pak již snadno odhadneme charakteristiky rozděleńı, př́ıpadně samotné rozděleńı
odhadu Tn.

Ještě než si uvedeme daľśı metodu, poznamenejme, že bootstrapové výběry zkonstruo-
vané na základě blokového bootstrapu nezachovávaj́ı závislost v bodech, kde se napojuj́ı jed-
notlivé bloky. Takto vzniklý nedostatek lze částečně napravit vhodným standardizováńım
(viz sekce 3.2).
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2.3 Bootstrap založený na tranformaci

Jak jsme již řekli, metody bootstrap pro závislá data spojuje společná idea, a to zbavit se
závislostńı struktury v datech. Představili jsme již metody, které jsou založeny na znalosti
modelu, kterým jsou data generována. Zabývali jsme se také metodami založenými na ge-
nerováńı celých blok̊u pozorováńı. V této kapitole si ukážeme, že závislostńı strukturu lze
potlačit i zcela jiným zp̊usobem.

Necht’ θ = θ(P) je parametr, který odhadujeme na základě náhodné veličiny Tn =
Tn(X ). Základńı myšlenkou je transformovat p̊uvodńı výběr tak, abychom vytvořili alespoň
asymptoticky nezávislá data Y = fn(X ). Máme-li data Y , pak, jelikož jde o (asymptoticky)
nezávislá data, neńı chybou aplikovat klasickou metodu nezávislý bootstrap. Pro úspěšnou
aplikaci je samozřejmě d̊uležité, abychom bud’ dokázali vyjádřit hledanou charakteristiku
resp. rozděleńı veličiny Tn vzhledem k veličinám Y , nebo byli schopni aplikovat zpětnou
inverzi.

My se budeme zabývat metodou založenou na Fourierově transformaci, kterou definu-
jeme jako

wx(λ) =
1√
n

n∑

j=1

Xje
−ijλ, λ ∈ [0, 2π).

Dá se ukázat, že za určitých podmı́nek lze zvolit frekvence {λk, k = 1, ...,m} pro m < n
pevné tak, že náhodné veličiny {w(λk), k = 1, ...,m} jsou asymptoticky nezávislé, byt’ byla
data v p̊uvodńım výběru závislá (viz kapitola 4).

2.4 Sieve bootstrap (Śıtový bootstrap)

Tato metoda zat́ım nemá pojmenováńı v českém jazyce, nazývejme ji śıtový bootstrap.
V sekci 2.1 jsme se věnovali bootstrapové metodě, kterou lze aplikovat na data ř́ıd́ıćı se
předem známým autoregresńım modelem. Nyńı jsme však v situaci, že model neznáme.
V takovém př́ıpadě lze neznámý správný model aproximovat jiným modelem. V praxi se
použ́ıvá aproximace pomoćı konečně rozměrné autoregresńı posloupnosti, jej́ıž řád voĺıme
minimalizaćı informačńıho kritéria, např. Akaikeho informačńıho kritéria (AIC).

Název sieve (śıtový) bootstrap, stejně jako u ostatńıch metod pro závislá data, vznikl
z postupu, jakým aproximujeme sdružené pravděpobnostńı rozděleńı P. Lze psát (dle Lahiri
(2003) str. 41-42)

Gn(B) = P(Tn ∈ B) = P ◦ T−1
n (B) (2.2)

pro B borelovsky měřitelnou. Idea metody spoč́ıvá v postupné aproximaci mı́ry P autore-
gresńımi posloupnostmi s rozděleńımi {Pk}k≥1 takovými, že Pk+1 je přesněǰśı než Pk.

V této souvislosti si uvědomme, že obecným principem metody bootstrap je odhad
rozděleńı P. V př́ıpadě blokových metod předem zvoĺıme pevnou strukturu aproximace
sdružené pravděpodobnosti P a následně odhadujeme jako empirické rozděleńı. Naopak
aplikujeme-li metodu śıtový bootstrap, voĺıme jako aproximaci nejlepš́ı z posloupnosti
pravděpodobnostńıch měr {Pk}k≥1, které jsou určeny autoregresńımi posloupnostmi. Odhad
je pak určen odhadem parametr̊u ve zvoleném modelu.
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typ dat metoda aproximace sdruženého rozděleńı P

nezávislá stejně rozdělená nezávislý bootstrap PX1 ⊗ PX2 ⊗ · · · ⊗ PXn

MBB PB1 ⊗ PB2 ⊗ · · · ⊗ PBn−l+1

závislá (stacionárńı) NBB PB1 ⊗ PB2 ⊗ · · · ⊗ PBb

TB PY1 ⊗ PY2 ⊗ · · · ⊗ PYn

SB {Pk}k≥1

Tabulka 2.1: Přehled volby bootstrapových rozděleńı v závislosti na typu dat. TB znač́ı metodu bootstrap
založenou na transformaci, SB pak śıtový bootstrap.

2.5 Metoda Subsampling

Jedná se o alternativu bootstrapových metod. V krátkosti si vysvětleme jej́ı základńı princip
a vztah k blokovým metodám.

Stejně jako v př́ıpadě metody MBB rozděĺıme p̊uvodńı výběr X na překrývaj́ıćı se bloky
B1, ...,Bn−l+1, každý délky l. Namı́sto generováńı b blok̊u s ćılem vytvořit bootstrapový
výběr velikosti n, tvoř́ıme podvýběry generováńım jediného bloku. T́ımto zp̊usobem lze
vytvořit pouhých n − l + 1 podvýběr̊u, to znamená, že jsme schopni přesně vypoč́ıtat
charakteristiku odhadu metodou subsampling, aniž bychom byli nuceni aplikovat výpočetně
náročnou metodu Monte Carlo.

Za odhad rozděleńı studentizované statistiky R̃n = (Tn − θ0)/sn lze vźıt

H̃∗
n(x) =

1

n− l + 1

n−l+1∑

i=1

I[ Tl,i−Tn

sl
≤x
], x ∈ R,

kde Tl,i = Tl(Bi) (Lahiri (2003), str. 37 - 40), je to tedy odhad založený na datech z bloku
Bi, a sl je vhodná normovaćı veličina. Obdobně lze definovat odhad vychýleńı a rozptylu.

Vid́ıme, že metoda subsampling je speciálńım př́ıpadem blokové metody MBB, zvoĺıme-
li b = 1. Hlavńımi výhodami jsou výpočetně snažš́ı aplikace a absence problémů s nor-
mováńım ve srovnáńı s blokovými metodami (v́ıce v daľśı kapitole), nebot’ při aplikaci
metody subsampling již nedocháźı ke spojováńı nesouvisej́ıćıch část́ı p̊uvodńıho výběru.
S t́ım také souviśı, že je vhodněǰśı k aplikaci na procesy vykazuj́ıćı velmi silnou závislost
nežli klasické blokové metody (Lahiri (2003), str. 244 - 257). Obecně však nelze od metody
očekávat př́ılǐs kvalitńı výsledky, nebot’ při aplikaci máme k dispozici pouhých n − l + 1
podvýběr̊u.

Počet bootstrapových výběr̊u

Věta 4. Necht’ (z1, ...,zk) je realizace náhodného výběru (Z1, ...,Zk), kde zi 6= zj pro i 6= j,
pak existuje (

k + b− 1

b

)

bootstrapových výběr̊u o velikosti b.
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D̊ukaz. V bootstrapových výběrech nezáviśı na pořad́ı. Jejich tvorbu lze přeformulovat jako
počet zp̊usob̊u, jakými je možné umı́stit b předmět̊u do k poĺı. Graficky můžeme znázornit
jeden bootstrapový výběr, kdy k = 8, b = 5 např́ıklad následovně

| | • | • •| | • | • |.

Toto rozložeńı znamená, že zastoupeńı prvk̊u p̊uvodńıho výběru ve výběru bootstrapovém
je {0, 0, 1, 2, 0, 1, 1, 0} (na i-tém mı́stě je vyjádřen počet prvk̊u zi v bootstrapovém výběru).
Plat́ı, že (k+ b− 1)! je počet všech možných permutaćı k+ b− 1 prvk̊u (předmět̊u a hranic
poĺı), ale protože jsou předměty nerozlǐsitelné (nezáviśı na pořad́ı výběru) a hranice poĺıček
samozřejmě také, vid́ıme, že počet bootstrapových výběr̊u je roven

(k + b− 1)!

b!(k − 1)!
.

Interpretaci kombinačńıho č́ısla lépe odpov́ıdá alternativńı definice problému, totiž výběr
b | z počtu (n+ k − 1) | a jejich nahrazeńı předměty •.

n \ l 2 4 8 16

32 9.9 × 1011 3.0 × 107 20475 153
(3.0 × 108) (6435) (35) (3)

64 1.3 × 1025 1.1 × 1016 4.4 × 109 2.7 × 105

(9.1 × 1017) (3.0 × 108) (6435) (35)
128 3.2 × 1051 1.9 × 1033 2.6 × 1020 8.4 × 1011

(1.2 × 1037) (9.2 × 1017) (3.0 × 108) (6435)
256 2.7 × 10104 7.9 × 1067 1.2 × 1042 1.0 × 1025

(2.9 × 1075) (1.2 × 1037) (9.2 × 1017) (3.0 × 108)

Tabulka 2.2: Počet bootstrapových výběr̊u v závislosti na velikosti výběru a délce bloku. Hodnoty jsou
uvedeny pro metodu MBB, v závorce pak pro metodu NBB. Dle věty 4 je počet roven

(
n−l+1+n/l−1

n/l

)

pro metodu MBB,
(
n/l+n/l−1

n/l

)
pak pro NBB.



3 Blokové metody

V předchoźı kapitole jsme představili obecně aplikovatelnou bootstrapovou metodu na zá-
vislá data, a to blokový bootstrap. Vysvětlili jsme jej́ı základńı princip. Byt’ se princip metody
zdá na prvńı pohled velmi jednoduchým, při aplikaci naráž́ıme na několik skrytých, avšak
napravitelných vad.

V následuj́ıćım nejprve vysvětĺıme, jak aplikovat metodu blokový bootstrap na statistiky
závisej́ıćı na v́ıcerozměrném marginálńım rozděleńı. Poté se zaměř́ıme na vlastnosti odhad̊u,
které se daj́ı zapsat jako hladké funkce pr̊uměru. Pro tyto odvod́ıme prvńı dva momenty,
které jsou nutné pro konstrukci standardizovaných statistik. Ukážeme, jaké následky může
mı́t nesprávná volba délky bloku. Uvedeme některé asymptotické výsledky, na základě
kterých odvod́ıme optimálńı délku bloku. Nakonec se zmı́ńıme o empirických metodách
na volbu vhodné délky bloku.

3.1 Vektorizovaný blokový bootstrap

Obecný postup metody blokový bootstrap uvedený v předchoźı kapitole lze aplikovat na mno-
ho odhad̊u, jakými jsou např. pr̊uměr nebo medián. Ovšem všechny tyto odhady spojuje to,
že jsou určeny pouze jednorozměrným marginálńım rozděleńım. Při analýze časových řad
nás však mnohem častěji zaj́ımaj́ı vlastnosti odhad̊u závisej́ıćıch na v́ıcerozměrném mar-
ginálńım rozděleńı, jako např́ıklad kovariance. Pro tyto př́ıpady je nutné náš algoritmus
mı́rně modifikovat.

Bude-li charakteristika θ záviset na p-dimenzionálńım marginálńım rozděleńı, definu-
jeme nejdř́ıve p-rozměrné vektory Y1, ...,Yn−p+1, kde Yi = (Xi, ..., Xi+p−1)

T . Nyńı chceme
zachytit závislostńı strukturu těchto nově vytvořených vektor̊u. Zkonstruujeme bloky
B1, ...,Bn−p−l+2, kde Bi = (Yi, ...,Yi+l−1). K źıskáńı bootstrapového výběru B∗

1, ...,B∗
k gene-

rujeme náhodně z kolekce blok̊u {Bi; 1 ≤ i ≤ n− p− l + 2}. Představenou metodu nazveme
vektorizovaný blokový bootstrap.

Př́ıklad 5. Představme si, že studujeme vlastnosti autokovariance řádu k. Výběrovou auto-
kovarianci definujeme vztahem

R(k) =
1

n

n−k∑

i=1

(Xi+k −Xn)(Xi −Xn).

Zřejmě statistikaR(k) záviśı na k+1-rozměrném marginálńım rozděleńı vektoru (X1, ..., Xn)T .
Je zřejmé, že pokud bychom př́ımo tvořili bloky a z nich pak generovali bootstrapový výběr,
dostaneme zkreslené výsledky. Ukažme to na jednoduchém př́ıkladu (převzato z Bühlmann

24
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(2002)). Necht’ náhodný vektor (X1, ..., X512)
T se ř́ıd́ı procesem

Xt = 0.7Xt−1 + ǫt, t ∈ Z,

kde {ǫt, t ∈ Z} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1). Od-
hadujme autokovarianci.

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

−4 −2 0 2 4

−
4

−
2

0
2

4

Původńı výběr Vektorizovaný bootstrap, p = 2 Naive bootstrap, p = 1

Obrázek 3.1: Levý scatterplot popisuje kovariančńı strukturu v p̊uvodńım výběru. Je sestaven z bod̊u
[Xi−1,Xi]. Uprostřed je stejný scatterplot pro náhodně zvolený bootstrapový výběr vytvořený pro p = 2,
v třet́ım grafu pak pro p = 1. Čárkovaně jsou vyznačeny subjektivně volené hranice na základě p̊uvodńıho
výběru.

Na obrázku 3.1 je vidět, že generujeme-li bloky př́ımo z výběru X , metoda selhává,
nebot’ statistiky vypočtené na základě takto vytvořené bootstrapových výběr̊u mohou být
silně ovlivněny nově vytvořenými odlehlými body (body nelež́ıćı v pásu).

3.2 Normováńı

Ač je v praxi nejčastěji využ́ıvána metoda MBB, má své nevýhody. Při této metodě
nejsou v bootstrapových výběrech zastoupeny pozorováńı rovnoměrně. Stejný problém
s sebou nese také metoda NBB, často se pozorováńı s indexem i ≥ bl + 1 nepouž́ıvaj́ı.
Pod́ıvejme se na následky tohoto nesymetrického zastoupeńı v př́ıpadě, že odhadujeme
středńı hodnotu. Poznamenejme, že analyzovat chováńı metod při odhadu středńı hod-
noty neńı př́ılǐs restriktivńı, nebot’ se ukazuje, že mnoho statistik lze zapsat jako hladké
funkce pr̊uměru. Patř́ı sem např́ıklad kovariance a korelace, které jsou zásadńı při analýze
časových řad. Pro větš́ı přehlednost definujme bootstrapovou verzi výběrového pr̊uměru
vztahem X

∗
m = m−1

∑m
i=1X

∗
i , kde m = l ⌊n/l⌋.

Abychom mohli odhadovat rozptyl, př́ıpadně celé rozděleńı, je zaprvé potřeba statistiku
centrovat. Je nasnadě zvolit pro centrováńı výběrový pr̊uměr p̊uvodńı populace, avšak výraz
X

∗
m −Xn má nenulové vychýleńı. Stejně opatrńı muśıme být i při studentizováńı.
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Věta 5. Necht’ X = {X1, ..., Xn} je výběr a X ∗ = {X∗
1 , ..., X

∗
n} jeho bootstrapový protěǰsek,

označme m = lb, kde l je délka bloku a b = ⌊n/l⌋. Jestlǐze jsme výběr X ∗ źıskali aplikaćı
metody MBB, plat́ı

µ∗
MBB = E ∗(X

∗
m) = (n− l + 1)−1

[
nXn − l−1

l−1∑

i=1

(l − i)(Xi +Xn−i+1)

]
,

σ2∗
MBB = var ∗(m1/2X

∗
m) = l(n− l + 1)−1

n−l+1∑

i=1

S2
i − l µ∗2

MBB

a pokud jsme bootstrapový výběr vytvořili metodou NBB, plat́ı

µ∗
NBB = E ∗(X

∗
m) = (bl)−1

[
nXn −

n∑

i=bl+1

Xi

]
,

σ2∗
NBB = var ∗(m1/2X

∗
m) = lb−1

b∑

i=1

S2
(i−1)l+1 − l µ∗2

NBB,

kde Si = l−1
∑i+l−1

j=i Xj.

D̊ukaz: Označme S∗
i = l−1

∑i+l−1
j=i X∗

j . A uvědomme si, že náhodné veličiny S∗
i jsou nezávislé

stejně rozdělené náhodné veličiny podmı́něně na výběru X .

µ∗
MBB = E ∗(X

∗
m) = E ∗

(
b−1

b∑

i=1

S∗
i

)
= E ∗ (S∗

1) = (n− l + 1)−1

n−l+1∑

i=1

Si

= (n− l + 1)−1

[
nXn − l−1

l−1∑

i=1

(l − i)(Xi +Xn−i+1)

]
,

σ2∗
MBB = mvar ∗

(
X

∗
m

)
= mvar ∗

(
b−1

b∑

i=1

S∗
i

)
= mb−1var ∗ (S∗

1)

= l
[
ES∗2

1 −
(
ES∗2

1

)2]
= l(n− l + 1)−1

n−l+1∑

i=1

S2
i − l µ∗2

MBB.

Pro metodu NBB, plat́ı

µ∗
NBB = E ∗(X

∗
m) = E ∗

(
b−1

b∑

i=1

S∗
i

)
= E ∗ (S∗

1) = b−1

b∑

i=1

S(i−1)l+1

= (bl)−1

[
nXn −

n∑

i=bl+1

Xi

]
,

σ2∗
NBB = mvar ∗

(
X

∗
m

)
= mvar ∗

(
b−1

b∑

i=1

S∗
i

)
= mb−1var ∗ (S∗

1)

= l
[
ES∗2

1 −
(
ES∗2

1

)2]
= lb−1

b∑

i=1

S2
(i−1)l+1 − l µ∗2

NBB.
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Důsledek 1. Při konstrukci bootstrapových statistik je nutné centrovat výrazem E ∗(T ∗
m).

Existuje ale i metoda, jak vytvářet bloky, při které se vyhneme nutnosti takto cent-
rovat a nerovnoměrného využ́ıváńı dat při generováńı bootstrapového výběru. S ohledem
na zp̊usob, jakým jsou bootstrapové výběry generovány, dostala název Circular Block Bo-
otstrap, dále jen CBB. Metoda je založena na “přepisu” dat do kružnice, jak je ukázáno
na obrázku 3.2. Přeṕı̌seme-li data do tohoto formátu, pak pro vytvořeńı bootstrapového
výběru stač́ı zvolit náhodně počátek bloku a do bloku pak kromě tohoto pozorováńı zahr-
nout ještě následuj́ıćıch l − 1 hodnot na kružnici.

X1 X2 Xn−1 Xn

Xn−1

Xn

X1

X2

Obrázek 3.2: Přepis p̊uvodńıho souboru dat pro aplikaci metody CBB.

Metoda CBB zaručuje, že pr̊uměr bootstrapového výběru bude roven pr̊uměru p̊uvodńıho
souboru a že data do bootstrapového výběru vstupuj́ı rovnoměrně. Ovšem je otázkou, zda-li
tvorbou blok̊u typu (Xj, ..., Xn, X1, ..., Xl−n+j−1) nepokaźıme p̊uvodńı závislostńı strukturu
dat.

Byt’ metoda CBB zaručuje vlastnost E ∗(X
∗
m) = Xn, již neplat́ı var ∗

(√
mX

∗
m

)
=

var
(√

nXn

)
. Při studentizovaci statistiky

√
m(X

∗
m−E ∗X

∗
m), která má tedy nulové vychýleńı,

nelze jednoduše použ́ıt výběrový ekvivalent

s2∗
n =

1

n

n∑

i=1

(
X∗

i −X
∗
n

)2

.

Pro přehlednost předpokládejme dále, že n = bl a zabývejme se rozptylem výběrového
pr̊uměru v bootstrapovém výběru źıskaném metodou NBB. Z věty 5 plyne, že je-li n = bl,
pak µ∗

NBB = E ∗X
∗
n = Xn a

σ2∗
NBB =

l

b

b∑

i=1

S2
(i−1)l+1 − l µ∗2

NBB =
1

bl

b∑

i=1

l∑

s=1

l∑

t=1

X(i−1)l+sX(i−1)l+t − lX
2

n

=
1

n

b∑

i=1

l∑

s=1

l∑

t=1

(X(i−1)l+s −Xn)(X(i−1)l+t −Xn). (3.1)

V knize Härdle et al. (2001), str. 10-11, je uvedeno, že s2∗
n − σ2∗

NBB = OP ((l/n)1/2). Jinými
slovy, aproximaćı studentizované statistiky bootstrapovým protěǰskem studentizovaným
veličinou

√
s2∗

n bychom źıskali méně přesné výsledky, než jaké poskytuje aproximace nor-
málńım rozděleńım. Vhodnou volbu studentizace ukážeme v daľśı sekci, na které naváže
věta shrnuj́ıćı výsledky asymptotické přesnosti aproximace bootstrapovým rozděleńım.
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3.3 Přesnost blokového bootstrapu a optimálńı délka

bloku

Pro správnou aplikaci metody blokový bootstrap, at’ už v jakémkoliv tvaru, je zásadńı otázka
volby vhodné délky bloku. Nesprávná volba může odhady výrazně vychýlit, př́ıpadně zvýšit
rozptyl. Pro optimálńı volbu neexistuje jednoduchý recept. Je ovlivněna v zásadě třemi fak-
tory, a to procesem, kterým byla data generována, statistikou, kterou studujeme, a nakonec
ćılovou charakteristikou (vychýleńı, rozptyl nebo odhad rozděleńı). Obvyklým pravidlem
pro volbu délky bloku je minimalizace středńı čtvercové chyby (MSE). Uved’me nyńı hlavńı

teoretické výsledky pro bootstrapový odhad vychýleńı (b̂iasTn), rozptylu (v̂arTn) a dis-

tribučńı funkce standardizované a studentizované statistiky (Ĥn) a (
̂̃
Hn) pro tř́ıdu odhad̊u

spadaj́ıćıch do množiny hladkých funkćı pr̊uměru.

Přesnost aproximace vychýleńı a rozptylu

Mějme {Z1, ...,Zn} n po sobě jdoućıch náhodných vektor̊u, které se ř́ıd́ı d-rozměrným
stacionárńım procesem {Zt, t ∈ Z}. Necht’ pro délku bloku l plat́ı l−1+n−1/2l = o(1) pro n→
∞. Za odhad parametru θ = g(µ) volme konzistentńı Tn = g(Zn) a ptejme se, jaké má
náš odhad Tn vychýleńı a rozptyl. Za platnosti obecných předpoklad̊u, kterými jsou omezeńı
na hladkost funkce g a konečnost absolutńıch moment̊u procesu {Zt}, pro odhady źıskané
metodou MBB plat́ı

MSE (b̂iasTn) = A2
1n

−2l−2 + g1(0)n−3l + o(n−2l−2 + n−3l), (3.2)

MSE (v̂arTn) = A2
2n

−2l−2 + g2(0)n−3l + o(n−2l−2 + n−3l), (3.3)

kde Ai jsou hodnoty závisej́ıćı na autokovariančńı funkci procesu {Zt} a gi(x) jsou nezáporné
reálné funkce pro i = 1, 2. Pokud bychom odhadovali s využit́ım metody NBB, pak vztahy
(3.2) a (3.3) opět plat́ı, pouze s nahrazeńım gi = 3gi/2 pro i = 1, 2.

Pro všechny nutné předpoklady tvrzeńı a d̊ukaz odkazujeme na knihu Lahiri (2003),
kapitola 5 (tvrzeńı 5.1).

Poznámka 5. Ve vzorćıch (3.2) a (3.3) je prvńı člen odvozen z vychýleńı, druhý je pak dán
rozptylem odhadované charakteristiky. Povšimněme si, že vychýleńı je pro metody MBB
a NBB shodné, zat́ımco rozptyl je 1.5 krát vyšš́ı pro metodu NBB. Výsledek odpov́ıdá
intuici, totiž že pokud povoĺıme blok̊um se překrývat, bude celková variabilita odhadu
menš́ı. Z tohoto d̊uvodu se dále zaměř́ıme jen na metodu MBB, která jak z teoretického
hlediska, tak na základě numerických výsledk̊u (Lahiri (2003), str. 115 - 118) dosahuje
přesněǰśıch výsledk̊u.

Poznámka 6. Vychýleńı neńı monotónńı funkćı délky bloku, přesněǰśım asymptotickým
rozvojem bychom zjistili, že jde ve skutečnosti o konvexńı funkci délky bloku (Hall (1992),
str. 564 - 568).

Vztahy (3.2) a (3.3) mohou sloužit k prvotńı představě o optimálńı volbě bloku pro od-
had vychýleńı a rozptylu. Minimálńı MSE řádu O(n−2−2/3) pro oba př́ıpady dosáhneme
volbou l ≈ n1/3. Přesná optimálńı délka bloku však záviśı na hodnotách neznámé auto-
kovariančńı funkce. Proto je nutné při volbě optimálńı délky bloku postupovat např́ıklad
na základě minimalizace MSE. Algoritmům určeným na volbu optimálńı délky bloku je
věnována sekce 3.4.
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Př́ıklad 6. Mějme autoregresńı posloupnost tvaru

Xt = 0, 6Xt−1 + ǫt, t = 1, ..., 125, (3.4)

kde ǫt jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s centrovaným χ2 rozděleńım o jed-
nom stupni volnosti. Zabývejme se vlastnostmi výběrového pr̊uměru, odhadujme charakte-
ristiku nvar (Xn).

Na obrázku 3.3 je vidět, že směrodatná odchylka je rostoućı funkćı délky bloku, vychýleńı
je konvexńı funkćı délky bloku. Ve středńı čtvercové chybě se odrážej́ı obě tyto vlastnosti
a dosahuje minima pro hodnotu l = 7. V tabulce 3.1 jsou pak vypsány odhady pro délky
bloku 1, ..., 15.
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Obrázek 3.3: Závislost vychýleńı, směrodatné odchylky (vlevo) a středńı čtvercové chyby (vpravo) na délce
bloku.

Nyńı se zaměř́ıme na přesnost aproximace standardizovanými a studentizovanými boot-
strapovými rozděleńımi. Stále pracujme s odhadem Tn = g(Zn). Vı́me, že bootstrapové
odhady centrujeme výrazem g(µ∗). Ukažme, jak postupovat při studentizaci p̊uvodńıch i
bootstrapových odhad̊u a definujme veličiny vyskytuj́ıćı se v tvrzeńı o přesnosti bootstra-
pové aproximace rozděleńı. Následuj́ıćı úvahy jsou provedeny dle Götze a Künsch (1996).
Označme Dg(x) gradient funkce g v bodě x ∈ Rd. Využijme Taylorova rozvoje odhadu Tn

Tn = g(Zn) ≈ g(µ) + Dg(µ)T (Zn − µ),

proto
√
n(Tn − g(µ)) ≈

√
nDg(µ)T (Zn − µ) =:

1√
n

n∑

i=1

Ui.

Z posledńıho výrazu a výrazu pro rozptyl výběrového pr̊uměru plyne, že lze psát

var
(√

n(Tn − g(µ)
)
≈

n∑

k=−n

(
1 − |k|

n

)
E (U0Uk) =: σ2

n.
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l odhad vychýleńı směr. odch. MSE
1 3.06337 −9.24913 1.14905 86.86664
2 4.71993 −7.59257 1.83658 61.02013
3 6.02679 −6.28571 2.50143 45.76728
4 7.13557 −5.17693 3.03196 35.99338
5 7.61822 −4.69428 3.50799 34.34230
6 8.20212 −4.11038 3.58604 29.75495
7 8.69394 −3.61856 3.97176 28.86887 *
8 8.72491 −3.58759 4.23049 30.76791
9 9.02988 −3.28262 4.82300 34.03687
10 9.15792 −3.15458 5.08745 35.83353
11 8.81463 −3.49787 4.91729 36.41481
12 9.55884 −2.75366 5.25498 35.19744
13 9.37976 −2.93274 5.02504 33.85192
14 9.38047 −2.93203 4.97582 33.35561
15 9.16551 −3.14699 5.26280 37.60057

Tabulka 3.1: Kvalita odhad̊u źıskaných metodou MBB v závislosti na délce bloku. Pro každou délku bloku
provedeno 500 simulaćı. Správná teoretická hodnota je 12.3125.

Za odhad σ2
n zvolme

s2
n =

l−1∑

k=0

wkĉov (U0, Uk) =
l−1∑

k=0

wk
1

n

n−l∑

j=1

ÛjÛj+k,

kde Ûj = Dg(Zn)T (Zj−Zn) a wk váhy. V podstatě to znamená, že namı́sto odhadu veličiny
σ2

n odhadujeme

τ 2
n =

l−1∑

k=0

wkE (U0Uk).

Vhodnou volbou vah wk źıskáme konzistentńı odhad. Dle Götze a Künsch (1996) je nutné,
aby váhy byly tvaru w0 = 1, wk = 2w(k/l) pro 0 < k < l, kde w znač́ı funkci s vlastnostmi

w : [0, 1) → [0, 1], w(0) = 1.

Ukazuje se, že asymptotická vzdálenost τ 2
n −σ2

n je minimálńı, a to O(n−1), při volbě w ≡ 1.
Pro úplnost uved’me výraz, jakým studentizovat bootstrapová rozděleńı

s2∗
m =

1

m

b∑

i=1

l∑

s=1

l∑

t=1

Û∗
(i−1)l+sÛ

∗
(i−1)l+t,

kde Û∗
j = Dg(Z

∗
m)T (Z∗

j −Z∗
m).
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Přesnost aproximace rozděleńı

Necht’ Rn resp. R̃n je normovaná resp. studentizovaná statistika odhadu Tn a R∗
n resp.

R̃∗
n jsou jejich bootstrapové protěǰsky źıskané aplikaćı blokové metody s pevnou délkou bloku

l. Pak za splněńı obecných předpoklad̊u plat́ı

sup
x∈R

|P∗(R∗
n ≤ x) − P(Rn ≤ x)| = OP (n−1l + n−1/2l−1), (3.5)

sup
x∈R

|P∗(R̃∗
n ≤ x) − P(R̃n ≤ x)| = OP (n−1+δl + n−1/2l−1 + |τ 2

n − σ2
n|) (3.6)

pro libovolné δ > 0.
Všechny nutné předpoklady tvrzeńı a d̊ukaz lze nalézt v knize Lahiri (2003), kapitola 6

(tvrzeńı 6.7 a 6.8) a článku Götze a Künsch (1996).
Výraz (3.5) je minimalizován při volbě l = n1/4, pro ńıž vycháźı aproximace řádu

OP (n−3/4). Poznamenejme, že jsme dosáhli zlepšeńı, nebot’ aproximace normálńım rozděle-
ńım je řádu O(n−1/2).

Ačkoliv jsme dosáhli zpřesněńı odhad̊u rozděleńı, maj́ı blokové metody velkou slabinu
a tou je nutnost standardizovat odhady. Pro nestandardizované resp. nestudentizované sta-
tistiky uvedené vlastnosti aproximace neplat́ı. Připomeňme, že studium asymptotických
vlastnost́ı blokových metod se omezuje jen na odhady, které lze zapsat jako hladké funkce
výběrového pr̊uměru.

Př́ıklad 7. Uvedli jsme teoretické asymptotické vlastnosti blokových metod. Pokračujme
nyńı v př́ıkladu 6, studujme studentizované a pouze centrované rozděleńı odhadu Tn = Xn.
Pravý histogram na obrázku 3.4 ukazuje, že bootstrapové odhady maj́ı menš́ı rozptyl než
odhady źıskané na základě p̊uvodńıho výběru. Tento rozd́ıl vzniká nezávislost́ı pozorováńı
v mı́stě navazováńı blok̊u. Je proto žádoućı odhady vhodně studentizovat. Na levém his-
togramu vid́ıme studentizované verze. Při pohledu na obrázek lze tvrdit, že bootstrapová
aproximace oproti symetrickému normálńımu rozděleńı zachycuje mı́rné zešikmeńı.

3.4 Empirická volba optimálńı délky bloku

V předešlé části jsme odvodili optimálńı délku bloku. Ta však záviśı na neznámé autoko-
variančńı funkci. Byly proto navrženy algoritmy, jak optimálńı délku bloku odhadnout.

Optimálńı délka tvorbou podvýběr̊u

Dle výraz̊u (3.2) a (3.3) plat́ı, že optimálńı délka bloku pro odhad vychýleńı či rozptylu
je řádu n−1/3, odhadujeme-li rozděleńı pak řádu n−1/4. S ohledem na tyto výsledky byla
navržena metoda, která hledá optimálńı délku bloku tvorbou podvýběr̊u, ve kterých urč́ı
optimálńı délku bloku a následně délku uprav́ı na celý výběr, publikováno v Hall et al.
(1995).
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Obrázek 3.4: Histogram studentizované statistiky R̃n =
√

n(Tn − ETn)/sn (pro studentizaci zvoleny
obdélńıkové váhy) na levém obrázku a centrované

√
n(Tn−ETn) na pravém a jejich aproximace normálńım

rozděleńım resp. metodou blokový bootstrap. Skutečné rozděleńı odhatnuto na základě 20 000 simulaćı,
počet bootstrapových simulaćı 5 000, l = 5, σ2 = 12.3125.

Algoritmus 3 (Volba délky bloku tvorbou podvýběr̊u).
1. Výběr X o n pozorováńıch rozděĺıme na překrývaj́ıćı se podvýběry o velikosti m,

označme S = {Xi, i = 1, ..., n−m+ 1}, kde Xi = {Xi, ..., Xi+m−1} (např. m = ⌊n/2⌋).
2. Odhadneme charakteristiku studované statistiky, označme ji ϕ(Tn), na základě blokové

metody s délkou bloku ln z výběru X .

3. Provedeme stejné odhady ϕ(T lm
mi) pro i = 1, ..., n−m+ 1 jako v bodě 2., tzn. pro každý

podvýběr z množiny S a s délkou bloku lm ∈ L, kde L znač́ı vhodnou množinu délek
blok̊u.

4. Definujme délku lopt
S jako

lopt
S = argmin

l∈L

n−m+1∑

i=1

(
ϕ(T l

mi) − ϕ(Tn)
)2
.

5. V závislosti na charakteristice, kterou studujeme, je optimálńı délka bloku v celém
výběru

lopt =
( n
m

)k

lopt
S ,

kde k = 1/3 pro vychýleńı a ropztyl a k = 1/4 pro odhady rozděleńı.

Celý algoritmus je možno iterovat, to znamená použ́ıt délku lopt jako počátečńı volbu
v kroku 2.

Př́ıklad 8. Připomeňme př́ıklad 6. Uvažujeme autoregresńı posloupnost tvaru

Xt = 0, 6Xt−1 + ǫt, t = 1, ..., 125, (3.7)
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kde ǫt jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s centrovaným χ2 rozděleńım o jed-
nom stupni volnosti. Zabýváme se vlastnostmi výběrového pr̊uměru, odhadujeme charak-
teristiku nvar (Xn).

V př́ıkladu 6 jsme odhadli optimálńı délku bloku pro proces tvaru (3.4). Aplikujme
na tento proces uvedený algoritmus na hledáńı vhodné délky bloku. Tabulka 3.2 ilustruje
kvalitu představené metody. Přibližně dvě třetiny odhadnutých délek bloku lež́ı v intervalu
[5, 9]. Varovná je zhruba třetina výsledk̊u v intervalu [2, 3] a nevýznamná změna zvýšeńım
počtu iteraćı.

l
# iteraćı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 4 27 0 34 0 21 0 11 3 0 0 0 0 0
2 0 14 24 0 24 0 18 0 17 3 0 0 0 0 0
3 0 17 17 0 34 0 10 0 18 4 0 0 0 0 0

Tabulka 3.2: Frekvence optimálńı délky bloku odhadnuté na základě metody založené na tvorbě podvýběr̊u.
Celkem provedeno 100 simulaćı, pro odhady charakteristik provedeno vždy 500 bootstrapových výběr̊u.

Optimálńı délka odhadem parametr̊u

O následuj́ıćı metodě se lze doč́ıst v knize Lahiri (2003), str. 185 - 197. Metoda př́ımo
vycháźı z asymptotických rozvoj̊u (3.2), (3.3) a (3.5) a je založena na odhadu parametr̊u
v těchto rozvoj́ıch.

V př́ıpadě odhadu vychýleńı a rozptylu lze vedoućı člen rozvoje středńı čtvercové chyby
zapsat ve tvaru

A2
in

−2l−2 + gin
−3l, i = 1, 2, (3.8)

kde Ai a gi jsou neznámé konstanty. Jedná se o ryze konvexńı funkci proměnné l. Výraz
(3.8) je proto minimalizován pro délku bloku l, splňuj́ıćı rovnici

−2A2
in

−2l−3 + gin
−3 = 0, i = 1, 2.

Středńı čtvercová chyba je minimálizována pro délku bloku

lopt
i =

(
2nA2

i

gi

) 1
3

, i = 1, 2.

Daľśımi úvahami lze dospět k výrazu pro optimálńı délku bloku v př́ıpadě odhadu standar-
dizované distribučńı funkce (Lahiri (2003), str. 180 - 182, 187), plat́ı

lopt
3 =

(
2nA2

3

2g3

) 1
4

.

Vid́ıme, že optimálńı délka bloku záviśı na neznámých parametrech Ai a gi. Odhady
těchto parametr̊u lze nalézt v knize Lahiri (2003), str. 187 - 192.
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Př́ıklad 9. Pokračujme dále v př́ıkladu 8. Srovnejme výkonnost parametrické metody hledáńı
délky bloku s metodou založenou na tvorbě podvýběr̊u. Z tabulky 3.3 plyne, že téměř 80 %
výsledných vhodných délek dle algoritmu lež́ı v intervalu [4, 7], ve kterém lež́ı optimálńı
délka (7) a MSE se od optimálńı nelǐśı významně. Pouze pětina výsledných délek lež́ı v in-
tervalu [2, 3], kde již MSE dosahuje významně vyšš́ıch hodnot.

Na základě výsledk̊u tohoto př́ıkladu lze tvrdit, že parametrická metoda dosahuje vy-
rovnaněǰśıch výsledk̊u (většina výsledných délek lež́ı v intervalu [4, 6]), pouze pětina dat
lež́ı v kritickém intervalu [1, 3] a nav́ıc jde o metodu výpočetně méně náročnou.

l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
frekvence 1 14 27 54 50 40 10 3 1 0 0 0 0 0 0

Tabulka 3.3: Frekvence optimálńı délky bloku odhadnuté na základě metody odhadu parametr̊u. Celkem
provedeno 200 simulaćı a pro každou provedeno 5 000 bootstrapových výběr̊u k źıskáńı konzistenstńıch
odhad̊u vychýleńı a rozptylu.

3.5 Stacionárńı bootstrap

V některých př́ıpadech požadujeme, aby nově vzniklý bootstrapový výběr zachovával staci-
onaritu. Poznamenejme, že ani jedna ze tř́ı dosud probraných blokových metod stacionaritu
nezachovává. Z tohoto d̊uvodu byla navržena nová metoda pro tvorbu blok̊u, stacionárńı
bootstrap.

Délka bloku i volba počátku bloku jsou nezávislé náhodné veličiny (samozřejmě nezávislé
také na p̊uvodńım výběru X ). Pro stacionárńı bootstrap je d̊uležité si data zapsat do kruž-
nice. Při konstrukci bloku v prvńı fázi se zvoĺı počátečńı index, generujeme náhodnou
veličinu P z rovnoměrného rozděleńı R(1, ..., n). Ve druhé fázi určujeme délku bloku, ta je
dána geometrickým rozděleńım s parametrem p, to znamená

P(D = l) = p(1 − p)l−1, j = 1, 2, ....

(Data máme uspořádána na kružnici). Nav́ıc jsou náhodné veličiny P a D vzájemně nezá-
vislé.

Konstrukce bootstrapového výběru se může na prvńı pohled zdát zbytečně složitá.
Avšak má dvě výhody. Zbavujeme se nutnosti volit délku bloku. A za druhé a předevš́ım,
takto zkonstruovaný bootstrapový výběr je stacionárńı. Stacionárńı bootstrap se neuž́ıvá
př́ılǐs často, nebot’ se ukázalo, že metody s pevnou délkou bloku dosahuj́ı lepš́ıch výsledk̊u
(Lahiri (2003), kap. 5).



4 Bootstrap založený na Fourierově
transformaci

4.1 Vlastnosti Fourierovy transformace

V následuj́ıćı části zavedeme potřebné definice a vyslov́ıme lemmata nutná k d̊ukazu věty
o asymptotickém chováńı diskrétńıch Fourierových transformaćı.

Definice 1. Fourierovu transformaci náhodného vektoru X = (X1, ..., Xn)T definujeme
vztahem

wx(λ) =
1√
n

n∑

j=1

Xje
−ijλ, λ ∈ [0, 2π). (4.1)

Pracujme s frekvencemi {λj, j = 0, ..., n− 1}, kde λj = 2πj/n. Př́ıslušné w(λj) budeme
nazývat diskrétńı Fourierovy transformace (DFT). Zavedeme následuj́ıćı značeńı:

wx,j = wx(λj), wx,−j = wx(−λj) = wx(λj),

kde index x znamená, že se jedná o DFT vzhledem k vektoru (X1, ..., Xn)T .

Definice 2. Skalárńı součin na prostoru Cn definujeme jako 〈u, v〉 =
∑n

j=1 ujvj.

Lemma 6. Necht’

ej =
1√
n

(
eiλj , ei2λj , ..., einλj

)T
,

kde λj = 2πj/n. Pak soubor vektor̊u {ej, j = 0, ..., n− 1} tvoř́ı ortonormálńı bázi v Cn.

D̊ukaz:

〈ej,ek〉 =
1

n

n∑

l=1

eil(λj−λk) =

{
1, j = k
1
n
ei(λj−λk) 1−ein(λj−λk)

1−ei(λj−λk) = 0, j 6= k.

Soubor {ej, j = 0, ..., n− 1} tvoř́ı n lineárně nezávislých vektor̊u, je to tedy báze prostoru
Cn.

Poznámka 7. Zřejmě lze psát wx,j = 〈X,ej〉.

35
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Důsledek 2. Plat́ı

Xt =
1√
n

n−1∑

j=0

wx,je
itλj , t = 1, ..., n, (4.2)

vektorově pak

X =
n−1∑

j=0

wx,jej.

D̊ukaz:

1√
n

n−1∑

j=0

wx,je
itλj =

1

n

n−1∑

j=0

n−1∑

k=0

Xke
−ikλjeitλj =

1

n

n−1∑

j=0

n−1∑

k=0

Xke
−iλj(k−t)

=
1

n

n−1∑

j=0

Xt = Xt

Vztah (4.2) nazveme inverzńı Fourierovou transformaćı. Vektor X jsme vyjádřili vzhle-
dem k bázi {ej}n−1

j=0 s koeficienty {wx,j}n−1
j=0 .

Definice 3. Posloupnost {Yt, t ∈ Z} nekorelovaných náhodných veličin s nulovou středńı
hodnotou a konečným kladným rozptylem σ2 nazveme b́ılý šum a budeme značit
{Yt} ∼ WN(0, σ2).

Ještě než vyslov́ıme větu, která odhaĺı asymptotické chováńı diskrétńıch Fourierových
transformaćı, uvedeme několik tvrzeńı, která jsou k jej́ımu d̊ukazu nezbytná.

Věta 7. Budǐz {Xt, t ∈ Z} lineárńı proces

Xt =
∞∑

j=−∞
ψjξt−j, t ∈ Z,

kde {ξt} ∼ WN(0, σ2). Necht’ dále
∑∞

j=−∞ |ψj| < ∞. Pak pro spektrálńı hustotu procesu
{Xt} plat́ı

f(λ) =
σ2

2π
ψ(e−iλ) =

σ2

2π

∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞
ψje

−ijλ

∣∣∣∣∣

2

.

D̊ukaz: viz Prášková (2004b), věta 5.6.

Definice 4. Komplexńı náhodnou veličinu definujeme jako X = ReX+ i ImX, kde ReX a
ImX jsou reálné náhodné veličiny. Řekneme, že X je komplexńı náhodná veličina s normál-
ńım rozděleńım s parametry µ a σ2, označme X ∼ NC(µ, σ2), je-li vektor (ReX, ImX)T

rozdělen jako (
ReX
ImX

)
∼ N2

((
Reµ
Imµ

)
,
1

2

(
σ2 0
0 σ2

))
.

Lemma 8 (Cramérova-Slutzkého věta). Necht’ {Xt}, {Yt} jsou posloupnosti náhodných
veličin a X náhodná veličina. Pak plat́ı implikace

Xt
D→ X, Yt

P→ 0 ⇒ Xt + Yt
D→ X, pro t→ ∞.



4 Bootstrap založený na Fourierově transformaci 37

D̊ukaz: viz Brockwell a Davis (1996), tvrzeńı 6.3.3.

Věta 9 (Variančńı matice Fourierových transformaćı). Necht’ ξ1, . . . , ξn jsou nekorelované
centrované náhodné veličiny s konečným kladným rozptylem σ2, definujme

α(λj) =

√
2

n

n∑

t=1

ξt cos(λjt),

β(λj) =

√
2

n

n∑

t=1

ξt sin(λjt).

Pak vektor g = (α(λ1), ..., α(λ⌊(n−1)/2⌋), β(λ1), ..., β(λ⌊(n−1)/2⌋))
T je vektor nekorelovaných

náhodných veličin se shodným rozptylem σ2.

D̊ukaz. Definujme matici G typu (n× (n− 2)) pro sudé n resp. (n× (n− 1)) pro n liché,
pro jej́ıž t-tý řádek plat́ı

Gt• =

(√
2

n
cos(λ1t), ...,

√
2

n
cos(λ⌊(n−1)/2⌋t),

√
2

n
sin(λ1t), ...,

√
2

n
sin(λ⌊(n−1)/2⌋t)

)
,

pak zřejmě g = GTξ, kde ξ = (ξ1, ..., ξn)T . Poč́ıtejme př́ımo

var g = EGTξξTG = GT E ξξTG = σ2GTG.

Zbývá ukázat, že sloupcové vektory matice G jsou ortonormálńı. Užijme vzorce

cos xt =
eixt + e−ixt

2
, sin xt =

eixt − e−ixt

2i

a uvědomme si, že

√
2

n

n∑

t=1

eit2πj/n =

{ √
2, j = 0√
2
n
ei2πj/n 1−ei2πj

1−ei2πj/n = 0, j ∈ Z \ {0} . (4.3)

Prvky gjk matice GTG lze zapsat jako

2

n

∑

t

cos(λjt) cos(λkt) =
2

n

∑

t

ei(λj+λk)t + ei(λj−λk)t + e−i(λj−λk)t + e−i(λj+λk)t

4
,

2

n

∑

t

cos(λjt) sin(λkt) =
2

n

∑

t

ei(λj+λk)t − ei(λj−λk)t + e−i(λj−λk)t − e−i(λj+λk)t

4i
,

2

n

∑

t

sin(λjt) sin(λkt) =
2

n

∑

t

ei(λj+λk)t − ei(λj−λk)t − e−i(λj−λk)t + e−i(λj+λk)t

−4
.

S ohledem na vlastnost (4.3) je vektor g skutečně vektorem nekorelovaných náhodných
veličin.
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Poznámka 8. Přidáme-li k matici G sloupce (en/2, je-li n sudé)

e0 =
1√
n
1, en/2 =

1√
n

(
cos(λn/2), ..., cos(nλn/2)

)T

źıskáme ortonormálńı bázi Rn.

Věta 10. Budǐz {Xt, t ∈ Z} lineárńı proces jako ve větě 7. Předpokládejme nav́ıc, že po-
sloupnost {ξt} je posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin. Necht’ opět∑∞

j=−∞ |ψj| < ∞. Uvažujme vektor n po sobě jdoućıch náhodných veličin (X1, ..., Xn)T ,
které se ř́ıd́ı procesem {Xt}. Pak:

cov (wx,j, wx,k) =

{
2πf(λj) + o(1) pro λj = λk,
o(1) pro λj 6= λk,

1 ≤ j, k ≤ n− 1.

Je-li nav́ıc ∞∑

j=−∞
|ψj||j|1/2 <∞, (4.4)

pak

cov (wx,j, wx,k) =

{
2πf(λj) +O(n−1) pro λj = λk,
O(n−1) pro λj 6= λk,

1 ≤ j, k ≤ n− 1.

kde f(λ) znač́ı spektrálńı hustotu.

D̊ukaz: Nejprve je nutné Fourierovy transformace vyjádřit vzhledem k náhodným veličinám
{ξt}, které jsou nezávislé a stejně rozdělené, a proto na ně lze aplikovat CLV.

wx(λ) =
1√
n

n∑

t=1

Xte
−itλ =

1√
n

∞∑

j=−∞
ψje

−ijλ

(
n∑

t=1

ξt−je
−i(t−j)λ

)

=
1√
n

∞∑

j=−∞
ψje

−ijλ

(
n−j∑

t=1−j

ξte
−itλ

)
=

∞∑

j=−∞
ψje

−ijλ 1√
n

(
n∑

t=1

ξte
−itλ

)

+
1√
n

∞∑

j=−∞
ψje

−ijλ

[
0∑

t=1−j

ξte
−itλ −

n∑

t=n−j+1

ξte
−itλ

]

=: ψ(e−iλ)wξ(λ) +
1√
n

∞∑

j=−∞
ψje

−ijλUnj =: ψ(e−iλ)wξ(λ) +Rn, (4.5)

kde ψ(e−iλ) znač́ı řadu
∑∞

j=−∞ ψje
−ijλ a wξ(λ) jsou diskrétńı Fourierovy transformace

náhodné posloupnosti {ξt}. Náhodné veličiny Unj jsou součty nekorelovaných náhodných
veličin s nulovou středńı hodnotou a konečným kladným rozptylem, proto

EUnj = 0,

E |Unj|2 ≤ 2σ2min(|j|, n),
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nebot’ se jedná o součet 2|j| pro j < n respektive 2n pro j ≥ n nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin. Člen Rn má zřejmě nulovou středńı hodnotu a rozptyl lze odhadnout
výrazem

E |Rn|2 = E

∣∣∣∣∣
1√
n

∞∑

j=−∞
ψje

−ijλUnj

∣∣∣∣∣

2

≤
(

1√
n

∞∑

j=−∞
|ψj|

(
E |Unj|2

)1/2

)2

≤ 2σ2

(
1√
n

∞∑

j=−∞
|ψj|min(|j|, n)1/2

)2

, (4.6)

vzhledem k Minkowského nerovnosti, ze které plyne že

E

∣∣∣∣∣
∑

i

Xi

∣∣∣∣∣

2

≤
[∑

i

(
E |Xi|2

)1/2

]2

.

Zvolme nyńı posloupnost m(n) závisej́ıćı na n s vlastnostmi m→ ∞ pro n→ ∞ a zároveň
m(n)

n
→ 0. Potom

1√
n

∞∑

j=−∞
|ψj|min(|j|, n)1/2 =

1√
n

∑

|j|≤m(n)

|ψj||j|1/2 +
∑

|j|>m(n)

|ψj|

≤
(
m(n)

n

)1/2 ∑

|j|≤m(n)

|ψj| +
∑

|j|>m(n)

|ψj|

a vzhledem k předpokládaným vlastnostem posloupnosti m(n) konverguje posledńı výraz

k nule pro n→ ∞. S použit́ım Čebyševovy nerovnosti takéRn
P→ 0 pro n→ ∞. Připomeňme,

že naše dosavadńı úvahy nezávisely na volbě frekvence λ. Z definice DFT plyne, že

cov (wξ,j, wξ,k) = Ewξ,jwξ,−k =
1

n

n∑

t=1

n∑

s=1

E ξtξse
−itλjeisλk

=
σ2

n

n∑

t=1

e−it(λj−λk),

což znamená, že

cov (wξ,j, wξ,k) =

{
σ2 pro λj = λk,
0 pro λj 6= λk,

1 ≤ j, k ≤ n− 1.

Z rozpisu (4.5) plyne, že

cov (wx,j, wx,k) = ψ(e−iλj)ψ(eiλk)cov (wξ,j, wξ,k) + Zn

= 2πf(λj)I[j=k] + Zn.

Pro zbytek Zn užit́ım Jensenovy a Schwarzovy nerovnosti plat́ı

|Zn| ≤ E
∣∣ψ(e−iλj)wξ,jRn

∣∣+ E
∣∣ψ(eiλj)wξ,−jRn

∣∣+ E |Rn|2

≤ 2|ψ(e−iλj)| [var (wξ,j)]
1/2 [E |Rn|2

]1/2
+ E |Rn|2 ≈ o(1),
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jelikož jsme ukázali, že E |Rn|2 → 0 pro n→ ∞. Plat́ı-li dále předpoklad (4.4), pak

E |Rn|2 ≤
K

n
, n→ ∞

pro nějaké K ∈ (0,∞) s ohledem na nerovnost (4.6). A tedy Zn ≈ O(n−1).

Věta 11. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 10 a je dáno m < n pevné. Pak pro frekvence
0 < λi1 < . . . < λim < π plat́ı

(wx(λi1), ..., wx(λim))T D→ (Zi1 , ..., Zim)T , n→ ∞,

kde Zj ∼ NC(0, 2πf(λj)). Nav́ıc vektor (Zi1 , ..., Zim)T je vektor nezávislých náhodných
veličin.

D̊ukaz: Využijme rozpisu z předchoźıho d̊ukazu. Definujme

Yt =
(√

2ξt cos(λi1t),
√

2ξt sin(λi1t), ...,
√

2ξt cos(λimt),
√

2ξt sin(λimt)
)T

, t = 1, ..., n

a ukažme pomoćı Feller-Lindebergovy verze centrálńı limitńı věty pro náhodné vektory
(Lachout (2004), str. 106 - 107), že

1√
n

n∑

t=1

Yt
D→ U , n→ ∞,

kde U ∼ N2m(0, σ2I2m). Vzhledem k vlastnostem náhodných veličin {ξt} a větě 9 plat́ı

EYt = 0, t = 1, ..., n,

var

(
1√
n

n∑

t=1

Yt

)
= σ2I2m.

Nakonec ověřme Feller-Lindebergovu podmı́nku

1

n

n∑

t=1

E ‖Yt‖2 I[‖Yt‖≥
√

nǫ] ≤ E
[
mξ2

1I[|mξ1|≥
√

nǫ]

]
→ 0, n→ ∞, (4.7)

nebot’ náhodná veličina ξ1 má konečný druhý moment. Z definice diskrétńıch Fourierových
transformaćı plat́ı

wξ,j =
1√
2n

n∑

t=1

(Yt,j − iYt,j+1).

Proto (
Rewξ,j

Imwξ,j

)
D→ N2

((
0
0

)
,
1

2

(
σ2 0
0 σ2

))
.

S ohledem na definici 4 zřejmě wξ,j
D→ NC (0, σ2) a nav́ıc (wξ,1, ..., wξ,m)T je vzhledem k dia-

gonalitě variančńı matice vektor nekorelovaných komplexńıch náhodných veličin. V př́ıpadě
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normálńıho rozděleńı to znamená, že jde také o nezávislé náhodné veličiny. V předchoźım
d̊ukazu jsme došli ke vztahu

wx(λ) = ψ(e−iλ)wξ(λ) +Rn,

kde E |Rn|2 → 0 pro n→ ∞. Dále plat́ı

var
[
ψ(e−iλj)wξ,j

]
= |ψ(e−iλj)|2σ2.

Aplikaćı Cramér-Slutzkého věty a věty 7 se dokáže, že

(wx,i1 , ..., wx,im)T D→ (Zi1 , ..., Zim)T ,

kde Zj ∼ NC(0, 2πf(λj)) a (Zi1 , ..., Zim)T je vektor nezávislých komplexńıch náhodných
veličin.

Poznámka 9. Nezávislost jsme dokázali pro frekvence 0 < λj < π, platnost věty lze rozš́ı̌rit
na frekvence 0 ≤ λj ≤ π, pro které

ωx,0
D→ Z(0) ∼ N(

√
nEX1, 2πf(λ0)), n→ ∞,

ωx,n/2
D→ Z(n/2) ∼ N(0, 2πf(λn/2)), n sudá, n→ ∞.

O daľśıch vlastnostech diskrétńıch Fourierových transformaćı se lze dočist v knize Brillinger
(1975).

Na základě diskrétńı Fourierovy transformace se nám podařilo eliminovat závislostńı
strukturu v datech a źıskat asymptoticky nezávislé náhodné veličiny. Na takto transfor-
mované náhodné veličiny můžeme aplikovat klasický nezávislý bootstrap. Tuto metodu
s ohledem na transformaci nazveme frekvenčńı bootstrap.

Asymptotických vlatnost́ı diskrétńıch Fourierových transformaćı a periodogramu se hojně
využ́ıvá, často je však nutné provést zpětnou transformaci z frekvenčńı domény zpět do časové.
Nyńı si ukážeme zp̊usob, jak aplikovat metodu frekvenčńı bootstrap na regresńı modely a
to bez nutnosti zpětné transformace.

4.2 Regresńı model ve frekvenčńı doméně

V této části se budeme zabývat modely nekorelované stochastické regrese tvaru

yt = α+ βTxt + et, t = 1, ..., n, (4.8)

kde {et} je slabě stacionárńı proces s vlastnostmi E et = 0, var et = σ2 > 0 pro t = 1, ..., n,
{xt} je slabě stacionárńı p-rozměrný proces s regulárńı variančńı matićı E

(
xtx

T
t

)
= Σ > 0

pro t = 1, ..., n a procesy {xt} a {ǫs} jsou vzájemně nekorelované pro t, s = 1, ..., n.
Př́ıkladem může být model, kde se regresory i chyby ř́ıd́ı kauzálńım autoregresńım pro-

cesem prvńıho řádu. Vedle těchto model̊u se pracuje i s procesy s tzv. dlouhou pamět́ı, které
jsou definovány ńıže.
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Procesy s dlouhou pamět́ı

Definice 5. Necht’ {Xt, t ∈ Z} je stacionárńı proces. Řekneme, že {Xt, t ∈ Z} je proces s
krátkou pamět́ı, plat́ı-li

∞∑

k=0

|Rx(k)| <∞,

kde Rx znač́ı autokovariančńı funkci procesu {Xt, t ∈ Z}, a pro jeho spektrálńı hustotu plat́ı

fx(λ) > 0, λ ∈ [0, 2π].

Př́ıklad 10. Př́ıkladem procesu s krátkou pamět́ı může být autoregresńı proces prvńıho řádu
{Xt} daný vztahem

Xt = ϕXt−1 + ǫt, t ∈ Z,

kde |ϕ| < 1 a {ǫt} ∼ WN(0, σ2
ǫ ). Potom je

Rx(k) =
σ2

ǫ

1 − ϕ2
ϕ|k|, k ∈ Z,

fx(λ) =
σ2

ǫ

2π

1

1 − 2ϕ cosλ+ ϕ2
, λ ∈ [0, 2π].

Odtud je vidět, že skutečně
∑∞

k=0 |Rx(k)| < ∞ a fx(λ) > 0, λ ∈ [0, 2π]. Podobně lze
ukázat, že obecné kauzálńı procesy ARMA jsou modely s krátkou pamět́ı.

Definice 6. Budiž {Xt, t ∈ Z} stacionárńı proces. Řekneme, že {Xt, t ∈ Z} je s dlouhou
pamět́ı, existuje-li d ∈ (0, 0.5) takové, že proces {Yt} definovaný vztahem

Yt = (1 −B)dXt

je proces s krátkou pamět́ı. B znač́ı operátor posunut́ı definovaný vztahem BXt = Xt−1.

Proces {Xt} lze źıskat aplikaćı nekonečného filtru (1−B)−d na proces {Yt}. Pro spektrálńı
hustoty proto plat́ı vztah

fx(λ) = |1 − e−iλ|−2dfy(λ).

A jelikož

|1 − e−iλ| =

√
(1 − cos(λ))2 + sin(λ)2 =

√
2 (1 − cos(λ))

a

lim
λ→0

√
2 (1 − cos(λ))

|λ| = 1,

pro chováńı spektrálńı hustoty u nuly plat́ı

fx(λ) = O(λ−2d).
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Odhad parametr̊u regresńıho modelu ve frekvenčńı doméně

V následuj́ıćım studujme vlastnosti odhadu metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (OLS) v mo-
delu nekorelované stochastické regrese ve frekvenčńı doméně. Zabýváme se vlastnostmi od-
hadu směrového koeficientu β, proto předpokládejme, že matice regresor̊u i vektor závisle
proměnných jsou centrované.

Definice 7. Regresńı model

yt = βTxt + et, t = 1, ..., n, (4.9)

nazveme modelem v časové doméně, model tvaru

wy,j = βTwx,j + we,j, j = 1, ..., n− 1, (4.10)

pak jeho protěǰskem v doméně frekvenčńı. Odhady metodou nejmenš́ıch čtverc̊u parametru
β označme jako β̂OLS v modelu (4.9) a v modelu (4.10) jako β̂FOLS. Je tedy

β̂OLS =
[
XTX

]−1 [
XTy

]
,

β̂FOLS =
(
W †

xWx

)−1 (
W †

xwy

)
=

(
n−1∑

j=1

wx,jw
†
x,j

)−1(n−1∑

j=1

wx,jwy,−j

)
,

kde Wx = (wx,1, ...,wx,n−1)
T .

Lemma 12. Je-li x ∈ Rn pak

wx,n−j = wx,j, j = 1, ..., ⌊n/2⌋ .

D̊ukaz: Z periodicity komplexńı funkce eiz a vlastnost́ı skalárńıho součinu plyne

wx,n−j = 〈x,en−j〉 = 〈x,ej〉 = 〈x,ej〉 = wx,j.

Pro úspěšnou aplikaci metody bootstrap je nutné zachovat tuto symetrii. Dále předchoźı
lemma poskytuje prostor ke sńıžeńı výpočetńı náročnosti. Můžeme totiž odhady poč́ıtat
pouze na základě prvńıch ⌊n/2⌋ diskrétńıch Fourierových transformaćı.

Důsledek 3. Uvažujme regresńı model tvaru (4.10). Pak pro odhad směrového koeficientu
plat́ı

β̂FOLS =




(n−1)/2∑

j=1

wx,jw
†
x,j



−1 
Re

(n−1)/2∑

j=1

wx,jw
†
y,j


 , pro n liché

=






(n−2)/2∑

j=1

2wx,jw
†
x,j +wx,n/2w

†
x,n/2





−1 
Re




(n−2)/2∑

j=1

2wx,jw
†
u,j +wx,n/2w

†
y,n/2




 ,

pro n sudé.
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V následuj́ıćı větě vyslov́ıme tvrzeńı o vztahu odhad̊u β̂FOLS a β̂OLS.

Věta 13. Uvažujme model nekorelované stochastické regrese tvaru (4.9) resp. (4.10). Plat́ı,
že

β̂FOLS = β̂OLS = β̂.

D̊ukaz: Připomeňme, že předpokládáme, že matice nezávislých proměnnýchX resp. vektor
závisle proměnných y jsou centrované. Centrováńı je nezbytné při odhadu (směrového)
parametru β. Definujme matici W = (e0, ...,en−1)

†. Dle lemmatu 6 řádky matice W tvoř́ı
ortonormálńı bázi v Cn, proto WW † = I a také W †W = I. Model (4.10) je transformaćı
modelu (4.9) tvaru (y a X jsou centrované, proto lze přidat řádek s frekvenćı 2π0/n)

Wy = WXβ +W e. (4.11)

Pro OLS odhad transformavaného modelu (4.11) plat́ı

β̂FOLS =
[
(WX)†(WX)

]−1 [
(WX)†(Wy)

]
=
[
XTW †WX

]−1 [
XTW †Wy

]

=
[
XTX

]−1 [
XTy

]
= β̂OLS.

V článku Hidalgo (2003) (věta 2.1) je dokázána asymptotická vlastnost

√
n
(
β̂ − β

)
D→ Np

(
0,Σ−1ΩΣ−1

)
, n→ ∞, (4.12)

kde Ω = 2π
∫ π

−π
fx(λ)fe(λ)dλ a fx, fe jsou spektrálńı hustoty proces̊u {xt}, {et}. Ta plat́ı

za složitých obecných předpoklad̊u, které však neomezuj́ı množinu model̊u nekorelované sto-
chastické regrese pouze na modely, jejichž chybové složky, př́ıpadně regresory, se ř́ıd́ı procesy
s krátkou pamět́ı. Předpoklady lze nalézt v práci Hidalgo (2003), str. 5 - 6.

Pohledem na asymptotickou variančńı matici lze soudit, že jednou z podmı́nek bude
zřejmě také konečnost integrálu

∫ π

−π
fx(λ)fe(λ)dλ. Integrál je konečný, je-li integrand ome-

zen výrazem O(λ−1+ǫ), λ → 0 pro nějaké ǫ > 0. Proto budou-li regresory i chyby procesy
s dlouhou pamět́ı, je nutné, aby de +dxj

< 1/2 pro j = 1, ..., p, kde de, resp. dxj
je parametr

d z definice 6 procesu chyb, resp. j-té složky procesu regresor̊u.

4.3 Frekvenčńı bootstrap

V předchoźı části jsme dokázali větu o asymptotické nezávislosti vektoru diskrétńıch Fou-
rierových transformaćı. Následně jsme definovali model ve frekvenčńı doméně a dokázali
shodu OLS odhadu s OLS odhadem v modelu v časové doméně.

Aplikujme nyńı dokázané vlastnosti na následuj́ıćı standardńı problém regresńı analýzy.
Uvažujme model nezávislé lineárńı regrese, chtěli bychom učinit statistické závěry o vek-
toru parametr̊u β odhadnutého OLS metodou. Popǐsme nyńı algoritmus frekvenčńıho bo-
otstrapu, publikováno v Hidalgo (2003). Poznamenejme, že y a sloupce matice X a tedy i
odhadnutá rezidua jsou stále centrované náhodné vektory.
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Algoritmus 4 (Frekvenčńı bootstrap (FDB)).
1. Odhadneme neznámé parametry β1, ..., βp a źıskáme odhad rezidúı

êt = yt − β̂1xt1 − ...− β̂pxtp, t = 1, ..., n.

2. Vypočteme Fourierovu transformaci {wê,j} odhadnutých rezidúı {êt}.
3. Definujeme

vê,j = wê,j/|wê,j|, j = 1, ..., ⌊n/2⌋
a z těchto vypočteme výběrový pr̊uměr a výběrový rozptyl

vê,j =
1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

vê,j, σ̂2
v =

1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

|vê,j − vê,j|2.

Nakonec definujeme standardizovaná rezidua

ṽê,j =
vê,j − vê,j

σ̂v

, j = 1, ..., ⌊n/2⌋ .

4. Standardizovaná rezidua {ṽê,j} pro j = 1, ..., ⌊n/2⌋ použijeme jako základńı populaci
pro generováńı bootstrapových replik:

P
[
ṽ∗ê,j = ṽê,j

]
=

1

⌊n/2⌋ .

5. Pomoćı generovaných bootstrapových rezidúı replikujeme regresńı model ve spektrálńı
doméně

w∗
y,j = β̂Twx,j + ṽ∗ê,j|wê,j|, j = 1, ..., ⌊n/2⌋ .

6. Odhadneme parametr β̂∗ v novém bootstrapovém regresńım modelu.

Abychom porozuměli smyslu standardizace prováděné v algoritmu frekvenčńıho boot-
strapu, vypočtěme prvńı dva momenty bootstrapového odhadu parametru β.

Věta 14.

E ∗β̂∗ = β̂

var ∗β̂∗ = v̂ar β̂ := Σ̂−1 1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

(
|wê,j|2wx,jw

†
x,j

)
Σ̂−1

D̊ukaz: Plat́ı: Σ̂ = 1
⌊n/2⌋W

†
x,rWx,r.

E ∗β̂∗ = E ∗


Σ̂−1Re


 1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

wx,jw
∗
y,−j





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= β̂ + Σ̂−1Re


 1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

wx,jE
∗ [ṽ∗ê,−j

]
|wê,j|


 = β̂,

var ∗β̂∗ = E ∗Σ̂−1 1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

wx,j ṽê,−j(wx,j ṽê,−j)
∗|wê,j|2Σ̂−1

= Σ̂−1 1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

(
|wê,j|2E ∗|ṽ∗ê,−j|2wx,jw

†
x,j

)
Σ̂−1

= Σ̂−1 1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

(
|wê,j|2wx,jw

†
x,j

)
Σ̂−1 1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

|ṽê,j|2

= Σ̂−1 1

⌊n/2⌋

⌊n/2⌋∑

j=1

(
|wê,j|2wx,jw

†
x,j

)
Σ̂−1 = v̂ar β̂,

kde v̂ar β̂ je konzistentńı odhad var β̂.

Dokázali jsme, že bootstrapový odhad je nestranný a jeho rozptyl konzistentně odhaduje
var β̂.

V práci Hidalgo (2003) (věta 2.2) je ukázáno, že i pro bootstrapový odhad β̂∗ plat́ı
za složitých obecných předpoklad̊u asymptotická normalita

P∗
(√

n
(
β̂∗ − β̂

)
≤ x

)
P→ Γ(x), n→ ∞ (4.13)

pro libovolné x ∈ Rp, kde Γ je distribučńı funkce náhodného vektoru s rozděleńım
Np (0,Σ−1ΩΣ−1).

Algoritmus 4 předpokládá, že diskrétńı Fourierovy transformace chyb we,1, ..., we,⌊n/2⌋
jsou asymptoticky nezávislé. Asymptotická vlastnost však plat́ı pouze pro konečný počet
DFT pevné délkym. Nav́ıc jsme ukázali platnost této vlastnosti (věta 11) pouze pro procesy
s krátkou pamět́ı. Byt’ obě tyto poznámky mohou naznačovat, že algoritmus selhává, bylo
dokázáno, že rozděleńı bootstrapového a p̊uvodńıho odhadu parametru β maj́ı za uvažo-
vaných podmı́nek shodná asymptotická rozděleńı.

Dosud jsme k źıskáńı statistických vlastnost́ı odhad̊u mohli už́ıt bud’to centrálńı limitńı
větu a silný zákon velkých č́ısel nebo aplikovat metodu blokový bootstrap. Ovšem me-
toda blokový bootstrap s sebou nese nutnost vhodné volby délky bloku. Právě představená
metoda nevyžaduje znalost daľśıho parametru.

Poznámka 10. Byla navržena alternativńı metoda frekvenčńıho bootstrapu, která se od před-
stavené se lǐśı v popsaném algoritmu v bodě 2. Při této metodě se jako populace pro bo-
otstrapové výběry použ́ıvaj́ı samotná standardizovaná odhadnutá rezidua, nikoliv standar-
dizované DFT odhadnutých rezidúı. Fourierova transformace je provedena až na bootstra-
pových výběrech (Hidalgo (2003)). Bylo dokázáno, že asymptotická rozděleńı takto źıskané
bootstrapové repliky parametru β a p̊uvodńıho odhadu parametru β jsou opět shodná. Si-
mulačńı experimenty v práci Hidalgo (2003) naznačuj́ı téměř shodnou výkonnost obou FDB
metod. My se soustřed́ıme na metodu popsanou algoritmem 4, nebot’ možnost generováńı
bootstrapových replik lze v tomto připadě lépe zd̊uvodnit.
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4.4 Aplikace metody frekvenčńı bootstrap

Pro ilustraci výkonnosti frekvenčńıho bootstrapu proved’me malou simulaci. Srovnejme
kryćı schopnosti interval̊u spolehlivosti vytvořených na základě metody frekvenčńı boot-
strap a asymptotického rozděleńı. Na základě metody frekvenčńı bootstrap jsme odvodili
dva typy interval̊u, a to studentizované dané vztahem

(
β̂ +

√
v̂ar β̂ H̃−1

n (α/2), β̂ +

√
v̂ar β̂ H̃−1

n (1 − α/2)

)

a percentilové (
G−1

n (α/2), G−1
n (1 − α/2)

)
.

Asymptotické intervaly jsou odvozeny z limitńıho rozděleńı, kde je rozptyl odhadován
výrazem v̂ar β̂ (viz výraz (4.12)). Studie je provedena na modelu nekorelované stochas-
tické regrese, kde jsou chyby i regresory modelovány jako autoregresńı proces prvńıho řádu
s nezávislými stejně rozdělenými inovacemi.

Metoda MBB rezid bude značit aplikaci metody blokový bootstrap na centrovaná od-
hadnutá rezidua a následnou konstrukci bootstrapové repliky. Naopak v př́ıpadě MBB pair
bude bloková metoda aplikována př́ımo na množinu pár̊u {(xi, yi)}n

i=1.
Uvědomme si, že aplikujeme-li blokovou metodu př́ımo na odhadnutá rezidua, obecně

neźıskáme ani nestranné odhady. Obrázek by mohl naznačovat, že aplikujeme-li metodu
blokový bootstrap na odhadnutá rezidua, maj́ı bootstrapové odhady menš́ı rozptyl.
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Obrázek 4.1: Bootstrapový odhad rozděleńı statitistiky
√

n(β̂ − β) jedné realizace jednoparametrického
regresńıho modelu, kde regresory i chyby jsou generovány jako AR(1) s autoregresńım koeficientem 0.3.
Skutečné rozděleńı odhadnuto na základě 20 000 simulaćı, l = 10.

Z tabulky 4.1 je jasně pr̊ukazná lepš́ı kryćı schopnost studentizovaných interval̊u. Naopak
percentilové intervaly vycházej́ı téměř ve všech př́ıpadech h̊uře než asymptotické protěǰsky.
Dále lze soudit, že kvalita interval̊u spolehlivosti je choulostivěǰśı na silnou závislost mezi
regresory než na závislost mezi chybami.

Simulaćı můžeme také srovnat vlastnosti odhadu moment̊u parametru β. Pracujme se
shodnými modely jako v předešlém a odhadujme rozptyl nvar β̂. K tomuto odhadu lze
př́ımo použ́ıt blokovou metodu.
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studentizované percentilové asymptotické

n βx βe 99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%

65 0.50 0.50 98.44 94.02 88.56 96.62 91.26 85.86 97.32 91.32 85.50
65 0.50 0.90 98.58 94.74 89.46 95.88 90.24 84.74 97.80 92.10 85.28
65 0.90 0.50 95.06 91.04 85.98 91.62 85.62 80.08 93.56 86.32 80.08
65 0.90 0.90 95.20 90.90 85.58 85.12 79.32 74.48 90.38 82.10 75.10

125 0.50 0.50 98.78 94.84 89.76 97.94 93.32 87.80 98.30 93.26 87.48
125 0.50 0.90 98.90 94.62 90.18 97.36 92.30 87.02 98.54 93.32 87.32
125 0.90 0.50 97.18 92.86 87.78 94.90 88.84 83.82 96.24 89.66 83.68
125 0.90 0.90 97.36 92.76 87.52 91.44 84.62 79.48 94.84 86.94 79.80

Tabulka 4.1: Pr̊uměrná kryćı schopnost interval̊u spolehlivosti v závislosti na velikosti a typu procesu.
Srovnáńı dvou bootstrapových a asymptotické metody. Pro každý model provedeno 5 000 simulaćı a
pro každou simulaci dále 2 000 bootstrapových výběr̊u.

vychýleńı směr. odchylka MSE

n βx βe var β̂ FDB MBBr MBBp FDB MBBr MBBp FDB MBBr MBBp
65 0.50 0.50 1.73 −0.18 −0.29 −0.40 0.74 0.58 0.85 0.57 0.42 0.89
65 0.50 0.90 7.57 −0.27 −1.67 −2.78 6.21 4.15 3.60 38.70 20.06 20.68
65 0.90 0.50 1.03 −0.19 −0.29 −0.20 0.66 0.46 0.58 0.48 0.30 0.37
65 0.90 0.90 8.21 −2.35 −4.20 −4.24 5.05 3.13 3.31 31.07 27.46 28.91
125 0.50 0.50 1.67 −0.08 −0.17 −0.23 0.58 0.40 0.69 0.34 0.19 0.53
125 0.50 0.90 8.85 −0.65 −1.71 −2.44 5.11 3.21 3.65 26.54 13.22 19.33
125 0.90 0.50 0.83 −0.10 −0.17 −0.13 0.45 0.29 0.40 0.22 0.11 0.18
125 0.90 0.90 8.58 −1.21 −3.78 −3.99 5.87 2.78 3.07 35.93 22.07 25.31

Tabulka 4.2: Vlastnosti odhadu nv̂ar β̂ v závislosti na velikosti a typu procesu. Srovnáńı frekvenčńıho boot-
strapu a blokových metod. Správné hodnoty odhadnuty na základě 2 000 simulaćı. K odhad̊um vlastnost́ı
bootstrapových metod pak použito 500 simulačńıch experiment̊u a pro každý 500 bootstrapových výběr̊u,
l = 10.

Z tabulky 4.2 lze vyč́ıst, že metoda frekvenčńı bootstrap jasně dominuje v minimalizaci
vychýleńı. Avšak odhady vykazuj́ı př́ılǐs vysokou variabilitu. Vyšš́ı variabilita může vzni-
kat také t́ım, že populace pro generováńı bootstrapových replik má rozsah pouze ⌊n/2⌋
pro frekvenčńı bootstrap, zat́ımco při MBB metodě je populace tvořena celkem n − l + 1
bloky. Celkově se metoda MBB rezid zdá být optimálńı z hlediska minimalizace středńı
čtvercové chyby a to pro celý pr̊uřez proces̊u uvažovaných v simulaci. Provedená simulace
ukazuje vysokou variabilitu odhadu regresńıho parametru, jsou-li chyby mezi sebou silně
korelované. Na korelaci regresor̊u variabilita př́ılǐs nezáviśı.
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Již v́ıme, že metoda śıtový bootstrap je založena na vhodné aproximaci výběru autoregresńı
posloupnost́ı. V následuj́ıćı kapitole poṕı̌seme podrobněji celý algoritmus metody śıtový
bootstrap, uvedeme některé asymptotické výsledky a provedeme srovnáńı s blokovými me-
todami.

5.1 Princip a základńı předpoklady

Necht’ X = (X1, ..., Xn)T znač́ı vektor n po sobě jdoućıch náhodných veličin, které se ř́ıd́ı
kauzálńım lineárńım procesem {Xt, t ∈ Z}. Tento lze zapsat jako

Xt = µ+
∞∑

j=0

ψjYt−j, t ∈ Z, (5.1)

kde Yt ∼ WN(0, σ2). Označme µ = EXt. Nyńı je nutné vektor X popsat (konečně
rozměrným) modelem a odhadnout jeho parametry.

Pokud bychom vycházeli př́ımo z reprezentace (5.1), museli bychom kromě řádu modelu
a parametr̊u {ψj} odhadovat také neznámý b́ılý šum {Yt}. Proto se přecháźı k proces̊um,
jejichž parametry lze odhadnout snáze, a to k reprezentaci autoregresńımi posloupnostmi.

Definujme operátor zpětného posunut́ı B : RZ → RZ, pro který plat́ı

BXt = Xt−1, BkXt = Bk−1 (BXt) = Xt−k, k ∈ Z.

Dále označme mocninnou řadu

ψ(z) =
∞∑

j=0

ψjz
j, ψ0 = 1, z ∈ C. (5.2)

Je-li řada (5.2) absolutně konvergentńı v uzavřeném jednotkovém kruhu, má smysl operátor
ψ(B) a řadu (5.1) lze zřejmě zapsat jako

Xt = µ+ ψ(B)Yt, t ∈ Z.

Autoregresńı reprezentace procesu {Xt, t ∈ Z} muśı být tvaru

Yt = ϕ(B) (Xt − µ) , t ∈ Z (5.3)

49
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pro nějaký operátor ϕ(B). Porovnáńım ale vid́ıme, že muśı platit ϕ(z) = (ψ(z))−1 pro |z| ≤
1. Řadu ϕ(z) rozepǐsme jako

ϕ(z) = 1 −
∞∑

j=1

ϕjz
j, z ∈ C,

což znamená, že jsme źıskali reprezentaci

Xt = µ+
∞∑

j=1

ϕj (Xt−j − µ) + Yt, t ∈ Z. (5.4)

Definice 8. Stacionárńı proces {Xt, t ∈ Z} definovaný vztahem

Xt = µ+ ψ(B)Yt, t ∈ Z,

kde Yt ∼ WN(0, 1) nazveme invertibilńım, pokud existuje řada ϕ(z) taková, že ϕ(z) < ∞
pro |z| ≤ 1 a

Yt = ϕ(B) (Xt − µ) , t ∈ Z.

Z předchoźıch úvah vyplývá, že k úspěšné aplikaci metody śıtový bootstrap nutně∑∞
j=0 |ψj| < ∞ a nav́ıc požadujeme, aby řada ψ(z) splňovala podmı́nku |ψ(z)| > 0 uvnitř

jednotkového kruhu. Jelikož nelze pracovat s autoregresńım procesem nekonečného řádu,
ale tento aproximujeme pouze autoregresńım procesem řádu konečného, je třeba některé
předpoklady dále ześılit.

Definujme filtraci Ft = σ {Ys, s ≤ t}. V článku Bühlmann (1997) jsou jako obecné nutné
předpoklady úspěšné aplikace metody uvedeny následuj́ıćı.

P1) {Yt, t ∈ Z} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny, EY1 = 0 a E |Y1|s < ∞
pro nějaké s ≥ 4.

P2) Řada |ψ(z)| > 0 pro |z| ≤ 1,
∑∞

j=0 j
r|ψj| <∞ pro nějaké r ∈ N.

Prvńı část předpokladu P2 zaručuje invertibilitu procesu, jeho druhá část pak omezuje
tř́ıdu proces̊u na procesy se slabou závislost́ı. Předpoklad splňuj́ı např́ıklad modely typu
ARMA(p, q). Z teoretického hlediska (stejně jako v př́ıpadě délky bloku) je nutné, aby
p = p(n) → ∞ pro n→ ∞ a zároveň p(n) = o(n).

Stěžejńı pro přesnost metody je vhodná volba řádu modelu. Ukazuje se, že lze s výhodou
použ́ıt Akaikeho informačńı kritérium (AIC). Kritérium lze obecně zapsat jako

AIC(θ̂) = −2ℓ(θ̂) + 2(p+ 1), (5.5)

kde ℓ(θ̂) je logaritmická věrohodnostńı funkce, do které jsou dosazeny maximálně věrohodné
odhady, a p+1 je počet parametr̊u modelu. Tyto odhady neznáme, proto se v praxi postu-
puje tak, že se do věrohodnostńı funkce dosazuj́ı odhady źıskané např. metodou moment̊u
(v́ıce viz dodatek). Obecně informačńı kritéria voĺı optimálńı model jako kompromis mezi
počtem parametr̊u a přesnost́ı aproximace. Z výrazu (5.5) je vidět, jak kritérium AIC pe-
nalizuje počet parametr̊u.
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Algoritmus 5 (Śıtový bootstrap).
1. Aproximujeme výběr X autoregresńım modelem řádu p. Řád p voĺıme na základě in-

formačńıho (např. AIC) kritéria a odhadneme parametry µ a ϕ1, ..., ϕp, které lze od-
hadnout metodou Yule-Walkerových rovnic, př́ıpadně OLS metodou.

2. Źıskáme odhad rezidúı

Ŷt = Xt −Xn −
p∑

j=1

ϕ̂j

(
Xt−j −Xn

)
, t = p+ 1, ..., n.

3. Centrujeme rezidua Ỹt = Ŷt − Ŷ , t = 1, ..., n− p, kde Ŷ = 1
n−p

∑n
t=p+1 Ŷt.

4. Centrovaná rezidua použijeme jako základńı populaci pro generováńı bootstrapových
rezidúı {Y ∗

t , t ≥ 1} tak, že

P
(
Y ∗

t = Ỹt

)
=

1

n− p
, t ≥ 1.

5. Zvoĺıme počátečńı hodnoty X∗
1−p, ..., X

∗
0 jako Xn a konstruujeme bootstrapovou řadu

X∗
t −Xn =

p∑

j=1

ϕ̂j

(
X∗

t−j −Xn

)
+ Y ∗

t , t ≥ 1,

než dosáhneme stacionarity. Za bootstrapový výběr voĺıme stacionárńı úsek.

5.2 Asymptotické vlastnosti

Následuj́ıćı dvě věty shrnuj́ı základńı vlastnosti asymptotického chováńı bootstrapového
odhadu rozptylu a distribučńı funkce výběrového pr̊uměru.

Věta 15. Necht’ plat́ı předpoklady P1 a P2 s r = 1, necht’ dále p(n) = o
(
[n/ log(n)]1/(2r+2)

)
.

Potom
var ∗(

√
nX

∗
n) − var (

√
nXn) = oP (1), n→ ∞.

Jestlǐze nav́ıc
∑

t1,t2,t3
|κ4(X0, Xt1 , Xt2 , Xt3)| < ∞, kde κ4(X0, Xt1 , Xt2 , Xt3) znač́ı čtvrtý

kumulant veličin X0, Xt1 , Xt2 a Xt3, a plat́ı-li předpoklad P2 s r ≥ 1, pak

var ∗(
√
nX

∗
n) − var (

√
nXn) = OP ((p/n)1/2) +OP (p−r), n→ ∞. (5.6)

D̊ukaz: viz Bühlmann (1997), str. 136 - 141.

Z předchoźı věty plyne, že přesnost odhadu záviśı na śıle závislosti v p̊uvodńım procesu.
Teoreticky to znamená následuj́ıćı. Necht’ existuje δ > 0 takové, že pro libovolné κ ∈ (δ, 1/2)
existuje r

r ∈
(

1

2κ
− 1,∞

)
, r ∈ N
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splňuj́ıćı předpoklad P2. Pak volbou p(n) = Cn1/(2r+2) log(n)−1/(2r+2)−1, kde C ∈ (0,∞), a
dosazeńım r do výrazu pro p(n)

(p/n)1/2 ≈ n−1/2+κ, p−r ≈ n−1/2+κ, κ ∈ (δ, 1/2)

Proto vzhledem k výrazu (5.6) plat́ı pro κ ∈ (δ, 1/2)

var ∗(
√
nX

∗
n) − var (

√
nXn) = OP (n−1/2+κ), n→ ∞.

Nyńı se zaměř́ıme na aproximaci rozděleńı centrované statistiky.

Věta 16. Necht’ plat́ı předpoklady P1 a P2 s r = 1, necht’ dále p(n) = o
(
[n/ log(n)]1/4

)
.

Jestlǐze
√
n(Xn − µ)

D→ N

(
0,

∞∑

k=−∞
R(k)

)
, n→ ∞,

pak

sup
x∈R

∣∣∣P∗
(√

n(X
∗
n −Xn) ≤ x

)
− P

(√
n(Xn − µ) ≤ x

)∣∣∣ = oP (1), n→ ∞.

D̊ukaz: viz Bühlmann (1997), str. 136 - 143.

Vid́ıme, že metoda konzistentně odhaduje distribučńı funkci centrovaného výběrového
pr̊uměru. Stejně jako tomu bylo v př́ıpadě blokových metod, lze platnost věty za do-
datečných předpoklad̊u rozš́ı̌rit na centrované statistiky typu hladkých funkćı výběrového
pr̊uměru.

Srovnáńı s metodou blokový bootstrap

Při aplikaci blokové metody je nejprve nutné vhodně určit délku bloku. Přesnost boot-
strapových odhad̊u pak na této volbě velmi silně záviśı. Uvedli jsme algoritmy pomoćı nichž
lze vhodnou délku odhadnout, avšak, jak se ukázalo v př́ıkladu, metody ne vždy funguj́ı
zcela podle očekáváńı. V př́ıpadě metody śıtový bootstrap je nejprve nutné odhadnout řád
autoregresńıho procesu, ale přesnost metody nezáviśı na řádu modelu tak silně.

Pokud se nám při aplikaci blokové metody podař́ı vhodně určit délku bloku, dosáhneme
při odhadu rozptylu nejvýše přesnosti řáduOP (n−1/3), nezávisle na śıle závislosti v p̊uvodńım
výběru. Naproti tomu rychlost aproximace metody śıtový bootstrap souviśı s touto závislost́ı,
jak je ukázáno v diskusi za větou 15. Nav́ıc jde pro velkou množinu proces̊u o přesněǰśı apro-
ximaci. Bylo provedeno několik simulačńıch experiment̊u s ćılem srovnat metodu blokový,
śıtový a frekvenčńı bootstrap, př́ıpadně také s asymptotickými metodami, viz kapitola 6.



6 Aplikace

6.1 Simulace

Numerické výsledky simulaćı jsou uvedeny v př́ıloze.

Regresńı modely

Simulace byla provedena pro regresńı modely R1 - R6, kde se vektor regresor̊u x a
vektor chyb e ř́ıd́ı následuj́ıćımi stacionárńımi procesy.

Ve všech modelech jsou regresory generovány jako autoregresńı proces prvńıho řádu

Xt = ϕ1Xt−1 + Yt,

kde ϕ1 = 0.95 pro model R3, ϕ1 = 0.2 pro zbylé. {Yt} jsou nezávislé stejně rozdělené
náhodné veličiny, Y1 ∼ N(0, 1) pro R1 - R5. V modelu R6 jsou náhodné veličiny Yt mode-
lovány procesem s dlouhou pamět́ı FARIMA(0, d, 0), modelem

Yt = (1 −B)−dǫt, t ∈ Z,

kde {ǫt} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1) a d = 0.4.
Chyby jsou pro modely R1 - R3 generovány jako autoregresńı posloupnosti prvńıho řádu

s parametrem ϕ1 = 0.95 pro model R2 a ϕ1 = 0.2 pro zbylé. V př́ıpadě model̊u R4 - R6
pak jako ARMA(1, 1) posloupnosti

Xt = 0.2Xt−1 + ψ1Yt−1 + Yt, t ∈ Z,

kde ψ1 = 0.9 a Yt jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1)
pro model R4. Pro modely R5 a R6 ψ1 = 0.5 a Yt se ř́ıd́ı FARIMA(0, d, 0) procesem
s parametrem d = 0.45 resp. d = 0.05 pro model R6.

Tabulka (B.1) shrnuje kryćı schopnosti studentizovaných bootstrapových interval̊u a in-
terval̊u asymptotických pro modely R1 - R6. V modelu R1, kde regresory i chyby vykazuj́ı
slabou závislost, výkonnost metod śıtový i frekvenčńı bootstrap mı́rně převyšuje asympto-
tický př́ıstup. V ostatńıch př́ıpadech je lepš́ı kryćı schopnost již znatelněǰśı. Zvýš́ıme-li śılu
závislosti v procesu chyb, intervaly spolehlivosti konstruované metodou śıtový bootstrap
pokrývaj́ı správnou hodnotu s pravděpodobnost́ı vyšš́ı než jakou je nominálńı hodnota.
Naopak frekvenčńı bootstrap poskytuje kratš́ı intervaly.

Tabulka dále naznačuje náchylnost metody frekvenčńı bootstrap na závislost mezi regre-
sory. Avšak stále udržuje kryćı schopnost interval̊u lépe než klasická aproximace normálńım
rozděleńım. Toto zjǐstěńı je ve shodě se simulaćı provedenou v kapitole 4 a také s výsledky

53
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publikovanými v článku Hidalgo (2003). V modelu R4, kde jsou chyby generovány jako
ARMA proces, metoda śıtový bootstrap mı́rně ztráćı na metodu frekvenčńı bootstrap.
Je překvapuj́ıćı, jak dobrých výsledk̊u dosahuje metoda śıtový bootstrap v modelech, kde
jsou regresory a chyby generovány procesem s dlouhou pamět́ı. V těchto mı́rně převyšuje
metodu frekvenčńı bootstrap a výrazně asymptotický př́ıstup. Zvýšeńı počtu pozorováńı
nevede k výrazným změnám ve výkonosti interval̊u.

Prvńım pohledem na tabulku (B.2) vid́ıme, že metoda frekvenčńı bootstrap zaostává
v měř́ıtku středńı čtvercové chyby za metodami blokový i śıtový bootstrap. Metoda frek-
venčńı bootstrap minimalizuje vychýleńı, jehož výrazné zlepšeńı oproti ostatńım metodám
můžeme vidět u model̊u, kde jsou chyby silně závislé (zejména v modelech R2 a R5). Avšak
odhady maj́ı velmi vysokou variabilitu, což odpov́ıdá výsledk̊um źıskaným v kapitole 4.
V modelech R1 a R2 dosahuje metoda śıtový bootstrap nejlepš́ıch výsledk̊u. Je však nutné
brát tento výsledek s rezervou, nebot’ v těchto modelech jsou chyby generovány jako au-
toregresńı posloupnosti prvńıho řádu. Zaj́ımavěǰśı je srovnáńı pro komplexněǰśı modely.
Ukazuje se, že metody blokový a śıtový bootstrap dávaj́ı srovnatelné výsledky z hlediska
minimalizace středńı čtvercové chyby. Uvědomme si, že simulaci provád́ıme pro optimálńı
délku bloku, která je určena minimalizaćı středńı čtvercové chyby.

Srovnáńı algoritmů pro optimálńı délku bloku

Již v kapitole 3 jsme srovnali výkonnost obou představených algoritmů. Studujme vlast-
nosti algoritmů pro nelineárńı statistiku, pro jiné typy proces̊u a nakonec pro odhad celé
distribučńı funkce. Definujme modely

D1 : Xt = 0.6Xt−1 + Yt, t = 1, ..., 125,

D2 : Xt =

√
2

2
(Yt + Yt−1) , t = 1, ..., 100,

D3 : Xt = 0.3Xt−1 + 0.2Xt−2 + 0.7Yt−1 + Yt, t = 1, ..., 125,

kde {Yt} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s centrovaným χ2 rozděleńım
o jednom stupni volnosti pro modely D1 a D2 a s rozděleńım N(0, 1) pro model D3. Model
D1 je uveden pro srovnáńı s př́ıkladem v textu, kde jsme studovali rozptyl výběrového
pr̊uměru. Model D2 ilustruje chováńı algoritmů pro procesy s odlǐsnou autokovariančńı
funkćı, zvolen také pro srovnáńı s výsledky v praćıch Hall (1992) a Lahiri (2003). Nakonec
model D3 je představitelem komplexněǰśıho modelu. Výsledky jsou shrnuty v tabulkách
(B.3), (B.4), (B.5) a (B.6). Hvězdičkami jsou označeny délky blok̊u, pro které neńı středńı
čtvercová chyba výrazně odlǐsná od minimálńı (v tabulce (3.1) bychom mohli volit délky 6,
7 a 8).

Tabulka (B.3) ukazuje, že i pro nelineárńı statistiky, dávaj́ı metody výsledky bĺızké op-
timu. Zdá se, že parametrická metoda mı́rně podhodnocuje optimálńı délku, naopak metoda
založená na minimalizaci MSE je nestabilńı. Generujeme-li data modelem D2, pak median
navržených délek pro odhad rozptylu algoritmem MSE nabývá hodnoty 3, což se ukázalo
být jako optimálńı délka. Tento model byl použit v práci Hall (1992) a také v Lahiri (2003)
s velikost́ı vzorku 125 namı́sto 100 pozorováńı. Výsledky odpov́ıdaj́ı uvedeným v Lahiri
(2003). Nakonec pozorujeme výrazně podhodnocené délky blok̊u pro model D3 a to při
aplikaci obou metod.
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Srovnáńı metod blokový a śıtový bootstrap

Provedeme 4 sady simulaćı a to postupně pro modely klouzavých součt̊u, ARMA(1,
1) modely a nakonec pro modely vymykaj́ıćı se množině, pro které je dokázána platnost
z teoretického hlediska. Ve čtvrté části srovnáme kvalitu aproximace celé distribučńı funkce.

Modely klouzavých součt̊u

V prvńı části srovnejme kvality bootstrapových odhad̊u v následuj́ıćıch invertibilńıch
modelech klouzavých součt̊u.

C(MA)1 : Xt = 0.95Yt−1 + Yt,

C(MA)2,C(MA)4 : Xt =
30∑

j=1

ϕjYt−j + Yt, ϕj = (−1)j+1 1

j + 1
,

C(MA)3,C(MA)5 : Xt =
30∑

j=1

ϕjYt−j + Yt, ϕj = (−1)j+1 1

(j + 1)2
,

kde {Yt} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny, Y1 ∼ N(0, 1) pro modely C(MA)1,
C(MA)2 a C(MA)4 a Y1 má centrované χ2 rozděleńı o jednom stupni volnosti pro modely
C(MA)3 a C(MA)5.

Odhadujeme-li rozptyl výběrového pr̊uměru, metoda śıtový bootstrap dominuje v mi-
nimálizaci vychýleńı, které s rostoućı velikost́ı vzorku klesá rychleji než v př́ıpadě blokové
metody. Blokové metody lze pokládat v tomto př́ıpadě za kvalitněǰśı z hlediska minimali-
zace středńı čtvercové chyby. Přesně opačně je tomu v př́ıpadě odhadu rozptylu mediánu.
Je překvapivé, že metoda śıtový bootstrap dosahuje lepš́ıho výsledku pro model C(MA)1.

ARMA(1,1) modely

Ve druhé části pak studujme chováńı ve stacionárńıch a invertibilńıch ARMA(1, 1)
modelech.

C(ARMA)1 : Xt = 0.3Xt−1 + 0.4Yt−1 + Yt,

C(ARMA)2 : Xt = 0.7Xt−1 + 0.5Yt−1 + Yt,

C(ARMA)3 : Xt = −0.7Xt−1 + 0.5Yt−1 + Yt,

C(ARMA)4 : Xt = 0.2Xt−1 + 0.5Yt−1 + Yt,

C(ARMA)5 : Xt = −0.2Xt−1 + 0.5Yt−1 + Yt,

kde {Yt} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny, Y1 ∼ N(0, 1).
Opět pozorujeme stejnou tendenci minimalizace MSE ve srovnáńı kvality odhadu roz-

ptylu robustńı statistiky a výběrového pr̊uměru. Pro modely C(ARMA)3 a C(ARMA)5 je
autokovariančńı funkce periodická, viz Prášková (2004b), str. 69. Pro tyto dle Bühlmann
(2002), str. 133 - 134, jsou autoregresńı aproximace velmi spolehlivé. Proto pro tyto procesy
dosahuje odhad metodou śıtový bootstrap výrazně lepš́ıch výsledk̊u nežli odhad blokovou
metodou. Výsledky simulace odpov́ıdaj́ı těm z článku Bühlmann (2002).
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Neinvertibilńı a heteroskedastické modely

Nakonec se zabývejme modely, pro něž věty o asymptotickém chováńı neplat́ı, př́ıpadně
z teoretického hlediska nedávaj́ı konzistentńı odhady. Prvńımi budou neinvertibilńı modely,
dále pak nestacionárńı model.

C(OUT)1,C(OUT)2 : Xt = Yt−1 + Yt,

C(OUT)3 : Xt = 0.5Xt−1 + 0.4Yt−1 + Yt,

kde {Yt} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım N(0, 1) pro model
C(OUT)1 respektive s χ2 rozděleńım o jednom stupni volnosti pro model C(OUT)2. V mo-
delu C(OUT)3 jsou chyby heteroskedastické s rozděleńım N(0, σ2

t ), kde σ2
t = 1 + 1

2
(−1)t.

Celkově pozorujeme větš́ı odolnost metody blokový bootstrap proti nesplněńı předpo-
klad̊u.

Odhad celého rozděleńı

Posledńı simulace se zaměřuje na odhad celé distribučńı funkce. Jednou možnost́ı je od-
hadnout skutečné rozděleńı jednotlivých statistik a na základě jedné realizace pak zkoumat
aproximaci bootstrapovými rozděleńımi. Avšak tato rozděleńı mohou být značně vychýlená
d̊usledkem jediné realizace. Jinou možnost́ı je srovnávat zachováńı nominálńı kryćı schop-
nost́ı interval̊u spolehlivosti. Protože jsme však již detailně studovali kvalitu odhadu roz-
ptylu, srovnejme kvalitu odhadu daľśıch charakteristik rozděleńı, a to šikmosti a špičatosti.
Poznamenejme, že právě v odhadu šikmosti obecně docháźı ke zlomu mezi kvalitou aproxi-
mace normálńım rozděleńım a rozděleńım bootstrapovým. Abychom mohli tyto charakteris-
tiky lépe porovnat, pracujme s výrazně šikmým rozděleńım statistiky Tn = eXn respektive

Tn = emed(X).
V př́ıpadě šikmosti metoda śıtový bootstrap dominuje pro modely klouzavých součt̊u, to

je pro modely s velmi slabou závislost́ı. Pro ostatńı jsou pak výsledky srovnatelné. Podobné
výsledky vid́ıme také v tabulce B.14. V modelu C(ARMA)2 však metoda śıtový bootstrap
dosahuje horš́ıch výsledk̊u, které jsou zp̊usobeny velkým rozptylem.

6.2 Reálná data

V této části ukážeme, jak lze některé metody bootstrap pro závislá data uplatnit v prak-
tických př́ıkladech. Prvńım bude rozbor časové řady udávaj́ıćı počet skvrn na slunečńım
povrchu.

Slunečńı skvrny

Již od 17. stolet́ı se sleduje počet skvrn na povrchu Slunce. Tento počet vykazuje periodi-
citu s periodou okolo 11 let. Pokud bychom chtěli učinit závěry o středńı hodnotě, př́ıpadně
charakteristice, kterou lze zapsat jako hladkou funkci středńı hodnoty, potřebujeme zejména
odhad rozptylu.
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Aplikujme postupně metody blokový a śıtový bootstrap k odhadu rozptylu výběrového
pr̊uměru. V tabulce 6.1 je vidět, jak se měńı odhad rozptylu s rostoućı délkou bloku. Ukazuje
se, že v př́ıpadě periodické řady, může nesprávná volba délky bloku výrazně zkreslit odhady.
Délka bloku by měla odpov́ıdat délce periody př́ıpadně jej́ım násobk̊um.

Zdroj dat: webová stránka http://sidc.oma.be/.
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Obrázek 6.1: Počet slunčńıch skvrn v letech 1900 - 2006.

Odhady blokovou metodou v závislosti na délce bloku

l 4 5 6 7 8 9
nv̂ar (Xn) 6480.053 5562.953 4577.344 4479.054 4192.805 3216.095

l 10 11 12 13 14 15
nv̂ar (Xn) 3433.967 3635.143 3940.507 4827.763 5034.791 5973.273

Tabulka 6.1: Odhady rozptylu výběrového pr̊uměru počtu Slunečńıch skvrn v letech 1900 - 2006. Při metodě
śıtový bootstrap zvolen autoregresńı model třet́ıho řádu s parametry ϕ̂1 = 1.1423991, ϕ̂2 = −0.2545654 a
ϕ̂3 = −0.3180392. Odhad pak nv̂ar (Xn) = 2074.807.

Pr̊uměrné ročńı teploty

Druhým datovým souborem jsou pr̊uměrné ročńı teploty naměřené v pražském Klemen-
tinu od roku 1750 do současnosti.

Máme podezřezńı na r̊ust pr̊uměrné ročńı teploty. Řada znárorněná na obrázku 6.2 na-
značuje, že v minulém stolet́ı skutečně docházelo k r̊ustu pr̊uměrné ročńı teploty. Zvyšováńı
teploty neńı lineárńı, zdá se dokonce, že strměǰśı r̊ust nastává zhruba okolo roku 1920. Po-
dobný problém je řešen v knize Davison a Hinkley (1997), př́ıklad 8.6.
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Obrázek 6.2: Pr̊uměrné ročńı teploty naměřené v pražském Klementinu od roku 1770 do roku 2007
(pr̊uměrná teplota v roce 2007 doplněna na základě dat na stránkách českého hydrometeorologického
ústavu). Pro znázorněńı trendu byl řadou proložen kubický spline. V grafu jsou dále znázorněny sub-
jektivně zvolené intervaly (1850 - 1920) a (1920 - 2007), pro které budeme testovat existenci monotónńıho
trendu.

Na obrázku 6.3 je zobrazena struktura autokorelaćı a parciálńıch autokorelaćı pro časový
úsek řady 1920 - 2007, ze které vyplývá, že řada by mohla být popsána modelem klouzavých
součt̊u druhého řádu. To znamená, že lze už́ıt metodu blokový i śıtový bootstrap.

Náš model pro časový úsek 1920 - 2007 můžeme zapsat jako

Xt = Trt + Yt, t = 1, ..., n,

kde {Trt} je trendová složka a {Yt} stacionárńı posloupnost. Často se předpokládá např́ıklad
lineárńı trend tvaru Trt = α+βt, odhadnou se koeficienty a na základě odhadnutých koefi-
cient̊u se učińı statistické závěry. Při konstrukci statistik je nutné mı́t na paměti, že chyby
{Yt} jsou korelované. My bychom však rádi testovali př́ıtomnost obecného monotónńıho
trendu, nebot’ pohledem na obrázek 6.2 nelze tvrdit, že se jedná o ryze lineárńı trend.
V práci Brillinger (1989) je odvozen test na ověřováńı př́ıtomnosti monotónńıho trendu.
Testujme hypotézu H0 proti alternativě H1, kde

H0 : Trt je konstantńı,

H1 : Trt je rostoućı.
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Obrázek 6.3: Autokorelogram (vlevo) a parciálńı autokorelogram. σ(rk) respektive σ(rkk) znač́ı odhad
směrodatné odchylky výběrové autokorelace (Bartlettova aproximace) respektive parciálńı výběrové auto-
korelace (Quenoueillova aproximace).

Definujme koeficienty

cj =

[
(j − 1)

(
1 − j − 1

n

)]1/2

−
[
j

(
1 − j

n

)]1/2

, j = 1, ..., n

a testovou statistiku výrazem Tn =
∑n

t=1 ctXt. Rozděleńı testové statistiky je za nulové
hypotézy (konstantńı trend) bĺızké normálńımu a vzhledem k symetrii koeficient̊u cj je
ETn = 0 za platnosti H0. Odhadněme proto rozptyl statistiky Tn a p-hodnoty. Za hypotézy
H0 plat́ı, že Tn má asymptoticky rozděleńı N(0, varTn), proto lze p-hodnoty odhadnout
jako P(X > Tn), kde X ∼ N(0, v̂arTn). Výsledky jsou uvedeny v tabulce 6.2.

1920-2007 1850-1920

Blokový Śıtový Blokový Śıtový
v̂arTn 2.078793 2.403175 1.127121 1.269317

P (X > Tn) 0.001654528 0.005527345 0.036345764 0.055501208

Tabulka 6.2: Odhady rozptylu statistiky Tn a p-hodnoty testu. Pro blokový bootstrap zvolena délka bloku
metodou založenou na tvorbě podvýběr̊u (l = 6). V př́ıpadě metody śıtový bootstrap navržen model
druhého řádu s parametry ϕ̂1 = 0.3280688 a ϕ̂2 = 0.2100961 pro data z let 1920-2007, pro pr̊uměrné
teploty v letech 1850-1920, pak model prvńıho řádu s parametrem ϕ̂1 = −0.1183577.

Metodou śıtový bootstrap můžeme odhadnout celé rozděleńı statistiky Tn. Z obrázku 6.4
vyplývá, že statistika má skutečně symetrické rozděleńı bĺızké normálńımu. Pro srovnáńı
uved’me, že percentilové p-hodnoty definované vztahem 1−G∗(Tn) nabývaj́ı hodnot 0.0040
pro teploty z let 1920 - 2007 respektive 0.0512 pro pozorováńı z obdob́ı 1850 - 1920.
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Na základě všech výsledk̊u lze shodně prohlásit, že na hladině 1 % zamı́táme konstantńı
trend pr̊uměrných teplot v letech 1920 - 2007 ve prospěch trendu rostoućıho. Pro obdob́ı
1850 - 1920 již nelze ve shodě všech metod ani na 5 % hladině tvrdit, že zamı́táme hypotézu
konstatńıho trendu pr̊uměrných teplot proti alternativě rostoućıho trendu.

Data byla stažena z webové stránky http://zmeny-klima.ic.cz/, kde je autor stránky
převzal z knihy Václav Ćılek, Jǐŕı Svoboda, Zdeněk Vašk̊u: Velká kniha o klimatu Zemı́
koruny české.
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Obrázek 6.4: Rozděleńı statistiky na základě řady z let 1920 - 2007 vlevo a z let 1850 - 1920 vpravo. Plnou
čarou hustota normálńıho rozděleńı s odhadnutým rozptylem, čárkovaně hodnoty statistik.

Finančńı časové řady

Zvažujeme-li výhodnost investice, potřebujeme spolehlivé odhady budoućıch hodnot.
Mějme akciový index a ptejme se, jak modelovat vývoj ceny akcie a jak tento model použ́ıt
k predikci.

Pracujme s akciemi společnosti ČEZ z obdob́ı 1.1.2007 - 11.2.2008. Denńı uzav́ıraćı ceny
akcíı byly staženy z internetových stránek společnosti ČEZ
(http://www.cez.cz/edee/cs/akcie/akcie.jsf/).

Označme Pt cenu akcie v čase t, předpokládejme, že dynamiku vývoje ceny Pt lze popsat
rovnićı

Pt+1 − Pt = α(t, Pt)Pt + σ(t, Pt)PtZt,

kde členy α(t, Pt) a σ(t, Pt) jsou neznámé funkce a Zt nezávislé náhodné veličiny s nulovou
středńı hodnotou a jednotkovým rozptylem. Předpokládejme, že drift α(t, Pt) je konstantńı
a volatilita σ(t, Pt) je funkćı ceny akcie.

Pro daľśı analýzu se uvažuj́ı bud’to relativńı změny ceny Pt+1−Pt

Pt
nebo logaritmy výnos̊u

log Pt+1

Pt
. Použ́ıvejme dále logaritmickou transformaci a označme Xt = log Pt+1

Pt
. Takto trans-

formavané ceny akcíı se chovaj́ı jako b́ılý šum, jak je vidět i na obrázku 6.6, avšak s tzv.
podmı́něnou heteroskedasticitou. Tu lze modelovat např. pomoćı GARCH modelu.
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Obrázek 6.5: Vývoj ceny akcie společnosti ČEZ od počátku roku 2007 do 11.2.2008. Na pravém grafu pak
logaritmy výnos̊u.

Definice 9. Řekneme, že proces {ǫt, t ∈ Z} je GARCH(p, q) proces, plat́ı-li

E [ǫt|Ft−1] = 0,

var [ǫt|Ft−1] = σ2
t ,

σ2
t = ω +

q∑

i=1

αiǫt−i +

p∑

j=1

βjσ
2
t−j,

kde Ft = σ {ǫs, s ≤ t}.
Proces {ǫ2t , t ∈ Z} lze za jistých podmı́nek reprezentovat jako ARMA proces, proto se

k identifikaci GARCH modelu využ́ıvaj́ı autokorelogramy a parciálńı autokorelogramy pro-
cesu {ǫ2t , t ∈ Z}. Na obrázku 6.7 vid́ıme, že prvńı člen odhadnuté autokorelačńı a parciálńı
autokorelačńı funkce v tomto novém procesu již vycháźı významný, což svědč́ı o podmı́něné
heteroskedasticitě.

S ohledem na obrázek (6.7) volme k popisu procesu logaritmů výnos̊u {Xt} model
GARCH(1,1). Proces {Xt} poṕı̌seme modelem

Xt = µ+ ǫt,

ǫt = σtZt,

σ2
t = ω + αǫ2t−1 + βσ2

t−1, t = 1, ..., 269,

kde Zt jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s nulovou středńı hodnotou a jed-
notkovým rozptylem. Zapsaný model je mı́rně zobecněný GARCH model, kde chyby {ǫt}
se ve shodě s definićı 9 ř́ıd́ı GARCH(1,1) procesem, nebot’

E [ǫt|Ft−1] = σtEZt = 0,

var [ǫt|Ft−1] = σ2
t EZ

2
t = σ2

t
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Obrázek 6.6: Autokorelogram a parciálńı autokorelogram logaritmů výnos̊u akcíı společnosti ČEZ.
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Obrázek 6.7: Autokorelogram a parciálńı autokorelogram řady
{
X2

t , t = 1, ..., 269
}
, kde Xt jsou logaritmy

výnos̊u akcíı společnosti ČEZ.

a posledńı rovnost také plat́ı. Pomoćı funkce garchFit v progamu R odhadneme neznámé
parametry metodou maximálńı věrohodnoti. Dosad́ıme odhadnuté parametry

Xt = 0.001379 + ǫt,

ǫt = σtZt,

σ2
t = 0.00005701 + 0.2957ǫ2t−1 + 0.5615σ2

t−1, t = 1, ..., 269.
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Plat́ı, že GARCH(1,1) proces je slabě stacionárńı, je-li α + β < 1. V našem př́ıpadě je
0.2957 + 0.5615 < 1, tedy jedná se o stacionárńı proces. Popsané definice a vlastnosti byly
převzaty z knihy Franke et al. (2004).

Predikčńı intervaly pro budoućı pozorováńı

Označme n = 269 (délka řady). Konfidenčńı intervaly o jeden krok dopředu se konstruuj́ı
dle vztahu

(µ− u(α/2)σn+1, µ+ u(α/2)σn+1) ,

kde σn+1 =
√
ω + α(Xn − µ)2 + βσ2

n. V praxi se postupuje tak, že se nejprve dosad́ı odhady
a následně se rekurentně vypočte rozptyl. Na obrázku 6.8 je řada logaritmů výnos̊u akcíı
společnosti ČEZ s odhadnutými 95% intervaly spolehlivosti pro pozorováńı o jeden krok
dopředu.
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Obrázek 6.8: Logaritmy výnos̊u a jejich 95% intervaly spolehlivosti o jeden krok dopředu.

Naznačme, jak lze konstruovat asymptotické intervaly spolehlivosti pro vzdáleněǰśı bu-
doućı pozorováńı. Jako odhad budoućıch volatilit volme podmı́něnou středńı hodnotu

E
[
σ2

n+k|Fn

]
= E

[
ω + αǫ2n+k−1Z

2
n+k−1 + βσ2

n+k−1|σ2
1, ..., σ

2
n+1

]

= . . . =
k−2∑

j=0

ω (α+ β)j + (α+ β)k−1 σ2
n+1

=
ω

1 − α− β
+ (α+ β)k−1

(
σ2

n+1 +
ω

1 − α− β

)
, k ≥ 1.

Rekurentně vypočtené odhady rozptylu označme σ̂t
2. Odhad intervalu spolehlivosti pro

budoućı hodnotu Xn+k je pak tvaru
(
µ̂− u(α/2)σ̂n+k, µ̂+ u(α/2)σ̂n+k

)
. (6.1)
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V řadě př́ıpad̊u pozorujeme u rozděleńı logaritmů výnos̊u výrazné zešikmeńı a těžké
chvosty. Normalitu testujme pomoćı Shapiro Wilk testu, p-hodnota vycháźı 0.0000007886.

S ohledem na výraznou nenormalitu dat nelze předpokládat výraznou kvalitu takto
konstruovaných interval̊u. Uvědomme si, že intervaly typu (6.1) jsou symetrické. Bootstra-
pové intervaly, které nepředpokládaj́ı normalitu dat, proto slibuj́ı spolehlivěǰśı intervaly
pro budoućı hodnoty.

Postup konstrukce bootstrapových konfidenčńıch interval̊u je popsán v článku Pascual
et al. (2000). Základńım principem použitého bootstrapového odhadu interval̊u spolehli-
vosti je tvorba bootstrapových výběr̊u dle předpisu odhadnutého GARCH modelu, a to
generováńım z centrovaných odhadnutých rezidúı. Předpokládáme, že každý takto źıskaný
bootstrapový výběr lze opět modelovat jako GARCH proces, odhadneme jeho parametry
a simulujeme budoućı hodnoty opět pomoćı p̊uvodńıch centrovaných odhadnutých rezidúı.
Zapǐsme celý algoritmus pro GARCH model z definice 9.

Algoritmus 6 (Bootstrapové intervaly pro GARCH proces).

1. Odhadneme neznámé parametry modelu (ω̂, α̂, β̂) a rekurentně vypočteme odhad vola-
tilit σ̂t.

2. Vypočteme rezidua Ẑt = ǫt

σ̂t
a definujeme centrovaná rezidua Z̃t = Ẑt− Ẑt. Centrovaná

rezidua použijeme jako základńı populaci pro generováńı bootstrapových výběr̊u {Z∗
t }.

3. Bootstrapový GARCH proces generujeme rekurentně dle vztah̊u

ǫ∗t = σ∗
tZ

∗
t , t = 1, ..., n,

σ2∗
t = ω̂ + α̂ǫ∗2t−1 + β̂σ2∗

t−1, t = 2, ..., n,

kde σ2∗
1 = σ̂2

1 = ω̂

1−α̂−β̂
.

4. Předpokládáme, že řadu {ǫ∗t} lze modelovat jako GARCH proces stejného řádu. Od-

hadneme jeho parametry (ω̂∗, α̂∗, β̂∗).
5. Generujeme budoućı hodnoty pomoćı vztah̊u

ǫ∗n+s = σ∗
n+sZ

∗
n+s, s = 1, ..., k,

σ2∗
n+s = ω̂∗ + α̂∗ǫ∗2n+s−1 + β̂∗σ2∗

n+s−1, s = 1, ..., k,

kde ǫ∗n = ǫn a σ2∗
n = ω̂∗

1−α̂∗−β̂∗

+ α̂∗∑n−2
j=0 β̂

∗j
(
ǫn−j−1 − ω̂∗

1−α̂∗−β̂∗

)
.

6. Kroky 3. - 5. opakujeme B-krát. Takto źıskáme B bodových předpověd́ı hodnoty ǫn+k.
(1 − α)100% interval spolehlivosti konstruujeme jako

(
G∗

n

(α
2

)
, G∗

n

(
1 − α

2

))
,

kde Gn znač́ı empirickou distribučńı funkci bootstrapových předpověd́ı ǫ∗n+k. Pozname-
nejme, že pomoćı popsaného postupu lze konstruovat také intervaly spolehlovosti pro
budoućı hodnoty volatilit.

Na obrázku 6.9 vid́ıme srovnáńı bootstrapových a asymptotických interval̊u spoleh-
lovosti. U 95% intervalu je vidět, že bootstrapové intervaly se rozšǐruj́ı se vzdáleněǰśımi
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Obrázek 6.9: Na grafech jsou postupně srovnány 95%, 90% a 80% intervaly spolehlivosti pro budoućı hod-
noty. Krátce čárkovaně (modře) jsou vyznačeny asymptotické intervaly dlouze (červeně) pak bootstapové.
Bootstrapové intervaly źıskány provedeńım 2000 bootstrapových výběr̊u.

pozorováńı, jak bychom očekávali, naopak asymptotické jsou téměř konstantńı. V př́ıpadě
interval̊u s nominálńı kryćı schopnost́ı 90 % pozorujeme, že asymptotické intervaly jsou
zbytečně široké. Vzhledem k nominálńı hodnotě by teoreticky neměly v intervalu ležet 4
pozorováńı (celkem predikujeme interval pro 40 pozorováńı). V bootstrapových intervalech
lež́ı 37 pozorováńı, v asymptotických pak 39, v př́ıpadě 80 % interval̊u je to 33 pro boot-
strapové a 36 pro asymptotické. Také se zdá, že bootstrapové intervaly jsou mı́rně posunuté
směrem k nižš́ım hodnotám, což je patrně zp̊usobeno výrazně šikmým rozděleńım. Toto by
se dalo interpretovat tak, že na finančńıch trźıch se častěji objevuj́ı výrazněǰśı výkyvy cen
směrem dol̊u nežli nahoru.

Charakteristiky pr̊uměrného výnosu

Pokud se zaj́ımáme o pr̊uměrný výnos, např. zvažujeme-li dlouhodobou výhodnost in-
vestice, lze také použ́ıt bootstrapovou metodu k odhadu rozptylu a interval̊u spolehlivosti.
Protože jsme ukázali, že logaritmy výnos̊u v našich př́ıkladech jsou stacionárńı, můžeme
k odhadu charakteristik např. výnosnosti využ́ıt metodu blokový bootstrap. 100(1 − α)%
interval spolehlivosti je konstruován dle předpisu

(
Xn + F−1(α/2)

√
s2

n

n
,Xn + F−1(1 − α/2)

√
s2

n

n

)
,

kde

s2
n =

l−1∑

k=0

1

n

n−l∑

j=1

(
Xj −Xn

) (
Xj+k −Xn

)

a F−1je kvantilová funkce studentizovaného bootstrapového rozděleńı.
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logaritmy výnos̊u akcíı spol. ČEZ

Xn 0.0008703944
nv̂arXn 0.0002965264

95% interval pro Xn (-0.001099910, 0.003028955)
99% interval pro Xn (-0.001673492, 0.003713116)

Tabulka 6.3: Odhady rozptylu a intervaly spolehlivosti pro výběrový pr̊uměr logaritmů výnos̊u akcíı
společnosti ČEZ. Konfidenčńı intervaly odhadnuty metodou blokový bootstrap s délkou bloku l = 5 a
obdélńıkovými váhami pro studentizaci. Počet bootstrapových výběr̊u zvolen N = 5000.

6.3 Implementace

Všechny výpočty byly provedeny ve statistickém software R. Naprogramované procedury
metody nezávislý bootstrap lze nalézt zejména v knihovně bootstrap, metody bootstrap
pro závislá data lze řešit funkcemi knihoven boot a tseries.

Pro účely simulaćı provedených v této práci bylo nutné naprogramovat některé nové
procedury, př́ıpadně již existuj́ıćı přepsat s ćılem urychleńı doby výpočtu. Zvýšeńı rychlosti
výpočtu bylo doćıleno naprogramováńım část́ı algoritmů v jazyce Fortran. Jedná se o pro-
cedury na diagnostiku modelu stochastické regrese, výpočet bootstrapových charakteristik
na základě metod śıtový a blokový bootstrap a hledáńı optimálńı délky bloku.

Z těchto byla vytvořena knihovna depboot, ve které jsou všechny procedury opatřeny
nápovědou a obohaceny několika př́ıklady použit́ı. Knihovna byla dále doplněna datovými
soubory použitými v aplikačńı části.

Schémata uvedená v práci byla vytvořena v programu Ipe 6.0.

6.4 Obsah přiloženého CD a instalace knihovny

Kromě textu v elektronické podobě lze na přiloženém CD dále nalézt skripty k tvorbě všech
graf̊u a tabulek. Tyto jsou setř́ıděny podle kapitol, ke které náležej́ı. Všechny skripty jsou
spustitelné ve statistickém programu R (http://www.r-project.org/). V adresáři Knihovna

jsou uloženy zdrojové soubory potřebné k instalaci knihovny.
Instalace knihovny je provedena př́ıkazem R CMD INSTALL depboot 1.0.tar.gz. Je však

nutné mı́t př́ıkaz R CMD zprovozněn (problém nastává pod Windows, pod Linuxem fun-
guje), návod lze nalézt kupř́ıkladu na webové stránce
http://www.murdoch-sutherland.com/Rtools/. Alternativou pod operačńım systémem Win-
dows je využ́ıt soubor depboot 1.0.zip. Instalace pak prob́ıhá př́ımo z prostřed́ı R kliknut́ım
na Packages\Install package from local zip files. Nakonec je potřeba zkoṕırovat
soubory fdbootstrap.dll a blockboot.dll do adresáře libs nainstalované knihovny (obvykle je
to cesta C:\Program Files\R\R-2.6.0\library\depboot\libs).



Závěr

Metodu bootstrap lze použ́ıt nejen jako alternativu klasických asymptotických metod,
ale také k odhadu charakteristik a konfidenčńıch interval̊u testových statistik, pro které
asymptotické rozděleńı neńı známé. Nav́ıc lze tvrdit, že výsledky źıskané metodou boot-
strap jsou obecně přesněǰśı nežli klasické asymptotické. Fakt, že výše uvedená tvrzeńı plat́ı i
pro př́ıpad závislých pozorováńı, je jedńım z d̊uvod̊u, proč se metoda bootstrap těš́ı velkému
zájmu statistik̊u a stále větš́ı oblibě při aplikaćıch v praxi.

Daľśım př́ınosem metody bootstrap je snadná a př́ımočará aplikace. Ovšem jak jsme
ukázali v př́ıpadě blokových metod, může bezhlavý postup vést ke špatným výsledk̊um.

Statistické závěry v regresńıch modelech lze řešit metodou frekvenčńı bootstrap. Na zá-
kladě simulačńıho experimentu lze tuto metodu hodnotit jako spolehlivěǰśı nežli metody
založené na asymptotickém rozděleńı.

V oblasti časových řad proti sobě stoj́ı dva bootstrapové př́ıstupy, blokový a śıtový.
Śıtový bootstrap těž́ı ze snažš́ı aplikace, blokové metody naopak z větš́ı univerzálnosti.
Kvality odhad̊u pomoćı těchto dvou metod se pro obecné stacionárńı invertibilńı procesy
výrazně neodlǐsuj́ı. K odchýleńı výkonnosti docháźı při přechodu k neinvertibilńım př́ıpadně
až nestacionárńım proces̊um, kde blokové metody jasně dominuj́ı. Na druhou stranu blo-
kové metody kriticky závisej́ı na vhodné volbě délky bloku. Existuj́ı postupy, jak vhodnou
délku bloku odhadnout. Tyto postupy jsou výpočetně velmi náročné a pro složitěǰśı modely
podhodnocuj́ı optimálńı délku.

V prvńım př́ıkladu, kde byla použita reálná data, jsme demonstrovali následky neuvážené
aplikace. Nevhodnou volbou délky bloku jsme dospěli k téměř dvojnásobnému nadhodno-
ceńı roztpylu výběrového pr̊uměru. Při testováńı hypotézy rostoućıch pr̊uměrných teplot
jsme ukázali, že aplikace metody bootstrap je velmi snadná. Je však vždy nutné ověřit
platnost obecných předpoklad̊u. Při řešeńı problému optimálńıho investováńı jsme ukázali,
že metodu lze už́ıt také k odhadu konfidenčńıch interval̊u pro budoućı pozorováńı. Pozna-
menejme, že výsledky źıskané metodou bootstrap splňovaly očekávané vlastnosti v́ıce nežli
výsledky asymptotické.

Nakonec upozorněme, že metoda bootstrap neńı univerzálńı metodou k řešeńı všech
statistických problémů. Existuje mnoho př́ıpad̊u, kdy metoda bootstrap selhává.

V práci byly samostatně odvozeny některé vlastnosti diskrétńıch Fourierových trans-
formaćı. Práce poskytla ucelený přehled metod bootstrap pro závislá data a porovnala je
z teoretického hlediska a také pomoćı simulačńı studie. Diskutované postupy jsou imple-
mentovány v jazyce R a jazyce Fortran.

Bylo by zaj́ımavé v́ıce prozkoumat vlastnosti metody frekvenčńı bootstrap. Neméně
zaj́ımavé by bylo studium možnost́ı aplikace metody bootstrap na heteroskedastické modely.
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A Dodatek

A.1 Odhady parametr̊u v autoregresńıch procesech

Odhad parametr̊u metodou moment̊u v autoregresńım procesu řádu p

Uvažujme autoregresńı proces řádu p tvaru

Xt = ϕ1Xt−1 + . . .+ ϕpXt−p + Yt, t ∈ Z,

kde {Yt} ∼ WN(0, σ2). Uvedeme postup, jakým lze odhadnout neznámé parametry ϕ1, ..., ϕp,
σ2 a definujeme Akaikeho Informačńı kritérium (postupujeme dle Prášková (2004b)).

Dále se uvažuje, že proces {Xt} je centrovaný. Sestav́ı se rovnice

EXtXt − ϕ1EXt−1Xt − . . .− ϕpEXt−pXt = EYtXt,

EXtXt−k − ϕ1EXt−1Xt−k − . . .− ϕpEXt−pXt−k = EYtXt−k, k = 1, ..., p,

ze kterých se úpravou odvod́ı tzv. Yule-Walkerovy rovnice

ϕ1R(1) + . . .+ ϕpR(p) + σ2 = R(0), (A.1)

ϕ1R(k − 1) + . . .+ ϕpR(k − p) = R(k), k = 1, ..., p, (A.2)

kde jsme označili R(k) = EXtXt−k. Autokovariančńı funkci R(k) odhadneme výběrovým

protěǰskem R̂(k) = 1
n

∑n−k
t=1 XtXt+k pro k = 0, ..., p. Odhady autoregresńıch parametr̊u

ϕ̂1, ..., ϕ̂p se źıskaj́ı jako řešeńı soustavy rovnic (A.2). Nakonec se použije rovnice (A.1)
k odhadu rozptylu b́ılého šumu

σ̂2 = R̂(0) − ϕ̂1R̂(1) − . . .− ϕ̂pR̂(p).

Odvozeńı Akaikeho informačńıho kritéria

Známe-li řád procesu, odhadneme pomoćı momentové metody jeho parametry, jak jsme
ukázali. Řád procesu se obecně odhaduje minimalizaćı informačńıho kritéria. Odvod́ıme
tvar Akaikeho informačńıho kritéria pro autoregresńı modely.

Předpokládejme nyńı nav́ıc, že Yt jsou nezávislé náhodné veličiny dané rozděleńım
N(0, σ2). Definujme dále podmı́něnou věrohodnostńı funkci pro odhad parametr̊u ϕ(p) =
(ϕ1, ..., ϕp)

T a σ2(p) výrazem

L(ϕ(p), σ2(p);X) =
1

(2πσ2(p))(n−p)/2
exp

{
− 1

2σ2

n∑

t=p+1

(Xt − ϕ1Xt−1 − . . .− ϕpXt−p)
2

}
.
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Metodou moment̊u jsme odhadli parametry ϕ(p) a σ2(p) pro autoregresńı model řádu p.
V praxi se tyto odhady dosad́ı do logaritmické podmı́něné věrohodnostńı funkce a dále se
funkce aproximuje na tvar

l(ϕ̂(p), σ̂2(p);X) ≈ −n
2

log
(
2πσ̂2(p)

)
− n

2
.

Akaikeho informačńı kritérium definujeme jako funkci vzhledem k řádu procesu p

AIC(p; ϕ̂(p), σ̂2(p)) = n
(
log
(
2πσ̂2

)
+ 1
)

+ 2 (p+ 1)

a jej́ı minimalizaćı (vzhledem k p) źıskáme optimálńı model.

A.2 Kumulanty

Mějme dánu náhodnou veličinu X, jej́ı charakteristickou funkci označme χ. Plat́ı, že χ(t) =
E eitX pro t ∈ R.

Definice 10. J-tý kumulant κj náhodné veličiny X je definován jako koeficient členu 1
j!
(it)j

v Taylorově rozvoji funkce logχ(t) v bodě 0.

Kumulanty lze vyjádřit vzhledem k moment̊um. Z definice

logχ(t) = κ1it+
1

2
κ2(it)

2 + . . .+
1

j!
κj(it)

j + . . . , (A.3)

ale zároveň lze formálně psát

χ(t) = 1 + EXit+
1

2
EX2(it)2 + . . .+

1

j!
EXj(it)j + . . . . (A.4)

A protože pro Taylor̊uv rozvoj logaritmu plat́ı log(1 + x) =
∑∞

k=1(−1)k+1 xk

k
, dosazeńım

do (A.4) a srovnáńım s (A.3) vid́ıme, že

∞∑

j=1

1

j!
κj(it)

j =
∞∑

k=1

(−1)k+1

(∑∞
j=1

1
j!
EXj(it)j

)k

k
. (A.5)

Z rovnosti (A.5) lze porovnáńım koeficient̊u u člen̊u (it)j vyjádřit kumulanty vzhledem
k moment̊um, totiž že

κ1 = EX,

κ2 = EX2 − (EX)2 = varX,

κ3 = EX3 − 3EX2EX + 2(EX)3 = E (X − EX)3,

κ4 = EX4 − 4EX3EX − 3(EX2)2 + 12EX2(EX)2 − 6(EX)4

= E (X − EX)4 − 3(varX)2.

V př́ıpadě, že pracujeme s d-rozměrným náhodným vektorem X = (X1, ..., Xd)
T , je

charakteristická funkce definována výrazem χ(t) = E ei〈t,X〉, t ∈ Rd. Zavedeme vektorové
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indexováńı j = (j1, ..., jd)
T (postupujeme dle Hall (1992), str. 242 - 244). Kumulanty závisej́ı

na celém vektoru X, proto J-tý kumulant, kde i-tá složka vektoru X má zastoupeńı Xji

i

označ́ıme κJ(Xj1
1 ...X

jd

d ), J = j1 + ...+ jd. Rozvoj (A.3) přecháźı ve v́ıcerozměrném př́ıpadě
v rozvoj

logχ(t) =
∞∑

J=1

1

j1!...jd!
κJ(Xj1

1 ...X
jd

d )(it1)
j1 ...(itd)

jd ,

který lze s využit́ım vektorového indexováńı zapsat jako

logχ(t) =
∑

j>0

1

j!
κj(it)

j,

kde sč́ıtáme přes nezáporné celoč́ıselné vektory s alespoň jednou složkou kladnou,

κj = κJ(Xj1
1 ...X

jd

d ), j! =
d∏

s=1

js!, (it)j =
d∏

s=1

(its)
js .

S využit́ım označeńı µj = E (Xj1
1 ...X

jd

d ) přeṕı̌seme rovnost (A.5) ve v́ıcerozměrném př́ıpadě
jako

∑

j>0

1

j!
κj(it)

j =
∞∑

k=1

(−1)k+1

(∑
j>0

1
j!
µj(it)

j
)k

k
.

Pro prvńı čtyři kumulanty plat́ı vztahy

κ1(Xs) = EXs,

κ2(XsXt) = E (XsXt) − EXsEXt = cov (Xs, Xt),

κ3(XsXtXu) = E (XsXtXu) − E (XsXt) EXu − E (XtXu) EXs

−E (XsXu) EXt + 2EXsEXtEXu,

κ4(XsXtXuXv) = E (XsXtXuXv) − E (XsXtXu) EXv − E (XsXtXv) EXu

−E (XsXuXv) EXt − E (XtXuXv) EXs − E (XsXt) E (XuXv)

−E (XsXu) E (XtXv) − E (XsXv) E (XtXu)

+2 [EXsEXtE (XuXv) + EXsEXuE (XtXv)]

+2 [EXsEXvE (XtXu) + EXtEXuE (XsXv)]

+2 [EXtEXvE (XsXu) + EXuEXvE (XsXt)]

−6EXsEXtEXuEXv,

pro libovolné s, t, u, v = 1, ..., n.
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Regresńı modely

FDB SIEVE ASY
n model 99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%

R1 98.80 94.90* 90.50 98.95* 95.40 90.40* 98.35 93.55 88.00
R2 98.30 93.80 87.80 99.25 95.55* 90.80* 98.90* 94.10 87.20

65 R3 93.85 90.25 85.40 98.45* 94.25* 89.30 * 93.70 85.90 79.20
R4 99.05* 95.80 90.80* 99.20 95.70 91.15 98.75 94.65* 88.50
R5 98.75* 94.55 89.45 98.75* 95.25* 89.95* 98.30 93.20 87.50
R6 97.60 93.45 88.25 98.50* 94.60* 89.35* 96.55 90.15 84.05
R1 99.15 94.85* 89.50* 99.00* 94.55 89.30 98.70 93.60 88.15
R2 98.70 94.25 89.95* 99.25* 95.30 91.10 99.3 95.00* 90.15

125 R3 95.30 90.65 85.65 98.20* 94.50* 88.60* 95.35 87.10 80.75
R4 99.00* 95.40 90.10* 99.00* 95.05* 90.20 98.80 94.05 88.90
R5 98.55 95.15* 90.60* 99.00* 95.35 90.85 98.85 94.60 89.30
R6 98.55 93.15 87.60 98.75* 94.45* 88.55* 97.25 90.65 84.90

Tabulka B.1: Pr̊uměrné kryt́ı interval̊u spolehlivosti v závislosti na velikosti a typu procesu. Srovnáńı
dvou bootstrapových a asymptotické metody. Provedeno 2 000 simulaćı a pro každou generováno 2 000
bootstrapových výběr̊u.

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l nvar β̂ FDB MBB SIEVE FDB MBB SIEVE FDB MBB SIEVE

R1 3 1.11 −0.03 −0.06 −0.04 0.38 0.31 0.32 0.14 0.10 0.10
R2 9 8.39 −0.15 −1.72 −3.26 8.25 5.27 3.75 68.13 30.70 24.71

65 R3 3 0.35 −0.07 −0.07 −0.05 0.25 0.18 0.21 0.07 0.04 0.05
R4 4 2.75 −0.10 −0.27 −0.30 1.10 0.85 0.86 1.21 0.80 0.83
R5 5 4.66 −0.30 −0.76 −1.10 2.92 2.02 1.83 8.59 4.65 4.54
R6 3 1.85 −0.21 −0.50 −0.29 0.93 0.59 0.74 0.91 0.59 0.64
R1 6 1.12 −0.05 −0.06 −0.05 0.29 0.24 0.23 0.08 0.06 0.06
R2 18 10.69 −0.38 −1.80 −3.25 8.63 6.08 4.65 74.54 40.16 32.20

125 R3 6 0.26 −0.04 −0.04 −0.03 0.16 0.12 0.14 0.03 0.02 0.02
R4 8 2.77 −0.13 −0.21 −0.24 0.80 0.65 0.63 0.66 0.46 0.45
R5 10 5.14 −0.02 −0.48 −0.75 2.95 2.05 1.88 8.69 4.45 4.07
R6 6 1.74 −0.18 −0.34 −0.22 0.70 0.46 0.55 0.52 0.33 0.35

Tabulka B.2: Kvalita aproximace rozptylu parametru β v modelu nekorelované stochastické regrese.
Srovnáńı tř́ı bootstrapových metod. Správné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoćı 10 000 simulaćı.
Délka bloku volena metodou tvorby podvýběr̊u. Výsledky źıskány provedeńım 2 000 simulaćı a pro každou
generováno 500 bootstrapových výběr̊u.
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Srovnáńı algoritmů pro optimálńı délku bloku

l 1 2 3 4* 5* 6* 7* 8 9 10 11 12 13 14 15

podvýběry 9 0 18 22 16 13 0 6 5 3 3 0 0 1 4
parametrická 9 25 30 27 8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabulka B.3: Frekvence optimálńı délky bloku odhadnuté na základě dvou odlǐsných metod. Celkem prove-
deno 100 simulaćı. Volba délky bloku pro rozptyl statistiky median(X ). Data se ř́ıd́ı modelem D1. Optimálńı
délka źıskaná metodou MC má hodnotu lopt = 6.

l 1 2* 3* 4* 5* 6* 7 8 9 10 11 12 13 14 15

podvýběry 6 0 29 20 12 14 0 8 1 3 3 0 2 1 1
parametrická 25 23 33 12 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabulka B.4: Frekvence optimálńı délky bloku odhadnuté na základě dvou odlǐsných metod. Celkem pro-
vedeno 100 simulaćı. Volba délky bloku pro rozptyl statistiky Xn. Data se ř́ıd́ı modelem D2. Optimálńı
délka źıskaná metodou MC má hodnotu lopt = 3.

l 1 2* 3* 4* 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

podvýběry 19 22 0 16 7 6 4 5 0 5 5 3 4 2 2
parametrická 44 47 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabulka B.5: Frekvence optimálńı délky bloku odhadnuté na základě dvou odlǐsných metod. Celkem pro-
vedeno 100 simulaćı. Volba délky bloku pro odhad distribučńı funkce statistiky Xn. Data se ř́ıd́ı modelem
D2. Optimálńı délka źıskaná metodou MC má hodnotu lopt = 3.

l 1 2 3 4 5 6 7* 8* 9* 10* 11* 12* 13* 14 15

podvýběry 0 0 1 14 33 20 0 12 7 5 0 0 1 1 6
parametrická 2 4 12 24 22 22 8 6 0 0 0 0 0 0 0

Tabulka B.6: Frekvence optimálńı délky bloku odhadnuté na základě dvou odlǐsných metod. Celkem pro-
vedeno 100 simulaćı. Volba délky bloku pro rozptyl statistiky Xn. Data se ř́ıd́ı modelem D3. Optimálńı
délka źıskaná metodou MC má hodnotu lopt = 9.
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Srovnáńı metod blokový a śıtový bootstrap - MA procesy

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l nvarXn MBB SIEVE MBB SIEVE MBB SIEVE

C(MA)1 4 5.76 −1.56 −1.04 1.52 3.12 4.72 10.81
C(MA)2 3 1.38 −0.14 −0.07 0.35 0.64 0.14 0.42

65 C(MA)3 4 1.63 −0.06 −0.02 0.48 0.73 0.24 0.53
C(MA)4 3 1.40 −0.16 −0.08 0.35 0.65 0.14 0.43
C(MA)5 5 1.75 −0.17 −0.13 0.54 0.74 0.32 0.56

C(MA)1 8 5.66 −0.87 −0.59 1.61 2.66 3.35 7.40
C(MA)2 6 1.41 −0.13 −0.09 0.35 0.54 0.14 0.31

125 C(MA)3 8 1.66 −0.08 −0.02 0.50 0.58 0.25 0.34
C(MA)4 6 1.41 −0.14 −0.09 0.36 0.57 0.15 0.33
C(MA)5 10 1.63 −0.07 0.01 0.52 0.56 0.28 0.32

Tabulka B.7: Kvalita odhadu rozptylu výběrového pr̊uměru v ARMA modelech. Srovnáńı metody blokový
a śıtový bootstrap. Správné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoćı 5 000 simulaćı. Délka bloku volena
metodou tvorby podvýběr̊u, simulaćı 2 000, bootstrapových výběr̊u 500.

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l nvarTn MBB SIEVE MBB SIEVE MBB SIEVE

C(MA)1 5 7.03 −0.74 −1.12 3.51 3.28 12.86 11.97
C(MA)2 6 2.04 −0.02 −0.04 1.18 0.92 1.39 0.85

65 C(MA)3 10 2.68 −0.16 0.01 1.63 1.34 2.70 1.80
C(MA)4 6 2.00 0.02 −0.01 1.13 0.89 1.28 0.80
C(MA)5 6 2.53 0.16 0.10 1.54 1.31 2.41 1.71

C(MA)1 10 7.35 −0.85 −0.92 3.29 2.97 11.55 9.66
C(MA)2 12 1.93 0.03 0.04 1.05 0.72 1.10 0.51

125 C(MA)3 20 2.60 −0.16 0.07 1.55 1.08 2.42 1.16
C(MA)4 12 1.93 0.05 0.04 1.07 0.72 1.14 0.53
C(MA)5 12 2.60 −0.07 0.04 1.37 1.08 1.87 1.16

Tabulka B.8: Kvalita odhadu rozptylu mediánu. Srovnáńı metody blokový a śıtový bootstrap. Správné
hodnoty odhadnuty metodou MC pomoćı 5 000 simulaćı. Délka bloku volena metodou tvorby podvýběr̊u,
simulaćı 2 000, bootstrapových výběr̊u 500.
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Srovnáńı metod blokový a śıtový bootstrap - ARMA procesy

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l nvarXn MBB SIEVE MBB SIEVE MBB SIEVE

C(ARMA)1 4 4.09 −1.25 −0.66 0.98 1.96 2.52 4.28
C(ARMA)2 6 23.75 −11.56 −7.21 5.78 12.39 166.94 205.39

65 C(ARMA)3 6 0.78 −0.05 −0.07 0.27 0.32 0.07 0.11
C(ARMA)4 4 3.53 −0.88 −0.48 0.90 1.82 1.59 3.55
C(ARMA)5 4 1.51 −0.14 −0.01 0.43 0.75 0.21 0.56

C(ARMA)1 8 4.20 −0.96 −0.58 1.07 1.66 2.06 3.10
C(ARMA)2 12 24.36 −7.96 −4.11 7.58 13.05 120.77 187.28

125 C(ARMA)3 12 0.78 −0.06 −0.04 0.26 0.27 0.07 0.07
C(ARMA)4 8 3.63 −0.66 −0.41 1.00 1.53 1.44 2.51
C(ARMA)5 8 1.51 −0.09 −0.01 0.46 0.60 0.22 0.36

Tabulka B.9: Kvalita odhadu rozptylu výběrového pr̊uměru v ARMA modelech. Srovnáńı metody blokový
a śıtový bootstrap. Správné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoćı 5 000 simulaćı. Délka bloku volena
metodou tvorby podvýběr̊u, simulaćı 2 000, bootstrapových výběr̊u 500.

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l nvarTn MBB SIEVE MBB SIEVE MBB SIEVE

C(ARMA)1 4 4.73 −0.42 −0.25 2.35 2.27 5.71 5.23
C(ARMA)2 6 27.81 −10.07 −8.65 11.56 13.52 234.91 257.70

65 C(ARMA)3 6 1.35 0.13 0.03 0.87 0.60 0.77 0.36
C(ARMA)4 4 4.50 −0.52 −0.60 2.10 2.02 4.69 4.43
C(ARMA)5 4 2.11 0.09 0.05 1.18 0.97 1.40 0.94

C(ARMA)1 8 4.99 −0.39 −0.34 2.25 1.93 5.19 3.84
C(ARMA)2 12 28.42 −6.35 −5.10 13.02 12.68 209.80 186.88

125 C(ARMA)3 12 1.38 0.03 −0.00 0.80 0.46 0.64 0.21
C(ARMA)4 8 4.24 −0.09 −0.07 2.07 1.69 4.28 2.86
C(ARMA)5 8 2.23 −0.04 −0.07 1.05 0.75 1.10 0.56

Tabulka B.10: Kvalita odhadu rozptylu mediánu. Srovnáńı metody blokový a śıtový bootstrap. Správné
hodnoty odhadnuty metodou MC pomoćı 5 000 simulaćı. Délka bloku volena metodou tvorby podvýběr̊u,
simulaćı 2 000, bootstrapových výběr̊u 500.
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Srovnáńı metod blokový a śıtový bootstrap - neinvertibilńı a heteroskedastické
procesy

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l nvarXn MBB SIEVE MBB SIEVE MBB SIEVE

C(OUT)1 4 3.97 −0.71 −0.72 1.12 2.36 1.76 6.07
65 C(OUT)2 4 7.47 −1.08 −0.99 3.61 5.58 14.19 32.09

C(OUT)3 5 7.53 −2.55 −1.12 2.08 4.20 10.83 18.88

C(OUT)1 8 4.05 −0.57 −0.56 1.11 2.15 1.56 4.94
125 C(OUT)2 8 8.22 −1.17 −0.86 3.29 5.00 12.22 25.70

C(OUT)3 10 7.69 −1.74 −0.82 2.35 3.49 8.55 12.87

Tabulka B.11: Kvalita odhadu rozptylu výběrového pr̊uměru v modelech nesplňuj́ıćıch teoretické
předpoklady pro úspěšné aplikace metod. Srovnáńı metody blokový a śıtový bootstrap. Správné hodnoty
odhadnuty metodou MC pomoćı 5 000 simulaćı. Délka bloku volena metodou tvorby podvýběr̊u, simulaćı
2 000, bootstrapových výběr̊u 500.

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l nvarXn MBB SIEVE MBB SIEVE MBB SIEVE

C(OUT)1 4 5.14 −0.23 −0.87 2.63 2.30 6.97 6.06
65 C(OUT)2 4 7.06 −0.07 −0.23 4.78 4.91 22.87 24.20

C(OUT)3 5 8.97 −1.64 −1.52 4.21 4.55 20.46 23.01

C(OUT)1 8 5.14 −0.14 −0.52 2.35 2.17 5.55 4.97
125 C(OUT)2 8 7.09 −0.21 −0.27 3.79 4.05 14.44 16.46

C(OUT)3 10 9.57 −1.55 −1.76 4.17 3.62 19.73 16.18

Tabulka B.12: Kvalita odhadu rozptylu mediánu v modelech nesplňuj́ıćıch teoretické předpoklady
pro úspěšné aplikace metod. Srovnáńı metody blokový a śıtový bootstrap. Správné hodnoty odhadnuty
metodou MC pomoćı 5 000 simulaćı. Délka bloku volena metodou tvorby podvýběr̊u, simulaćı 2 000, bo-
otstrapových výběr̊u 500.
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Srovnáńı metod blokový a śıtový bootstrap - odhad celého rozděleńı

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l κ3(Tn) MBB SIEVE MBB SIEVE MBB SIEVE

C(MA)2 4 0.447 −0.047 −0.032 0.133 0.128 0.020 0.017
C(MA)3 5 0.390 0.066 0.076 0.160 0.125 0.030 0.021

65 C(ARMA)1 4 0.775 −0.155 −0.087 0.180 0.227 0.056 0.059
C(ARMA)2 3 2.220 −1.094 −0.439 0.324 1.098 1.301 1.398
C(ARMA)3 4 0.338 −0.017 −0.032 0.113 0.092 0.013 0.010

C(MA)2 8 0.336 −0.040 −0.032 0.131 0.089 0.019 0.009
C(MA)3 10 0.379 −0.053 −0.041 0.146 0.086 0.024 0.009

125 C(ARMA)1 8 0.557 −0.089 −0.063 0.148 0.128 0.030 0.020
C(ARMA)2 6 1.509 −0.489 −0.203 0.278 0.573 0.316 0.370
C(ARMA)3 8 0.209 0.025 0.018 0.110 0.072 0.013 0.006

Tabulka B.13: Kvalita odhadu šikmosti odhadu Tn = eXn v ARMA modelech. Srovnáńı metody blokový
a śıtový bootstrap. Správné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoćı 5 000 simulaćı. Délka bloku volena
metodou tvorby podvýběr̊u, simulaćı 500, bootstrapových výběr̊u 2000.

vychýleńı směr. odchylka MSE

n model l κ4(Tn) MBB SIEVE MBB SIEVE MBB SIEVE

C(MA)2 4 0.343 −0.082 −0.016 0.270 0.275 0.079 0.076
C(MA)3 5 0.174 0.177 0.226 0.383 0.318 0.178 0.152

65 C(ARMA)1 4 1.316 −0.623 −0.410 0.533 0.703 0.672 0.662
C(ARMA)2 3 9.497 −7.092 −1.397 1.761 17.618 53.393 312.331
C(ARMA)3 4 0.108 0.056 0.056 0.226 0.192 0.054 0.040

C(MA)2 8 0.249 −0.107 −0.087 0.215 0.184 0.057 0.042
C(MA)3 10 0.374 −0.196 −0.171 0.263 0.205 0.107 0.071

125 C(ARMA)1 8 0.555 −0.183 −0.102 0.328 0.346 0.141 0.130
C(ARMA)2 6 3.916 −1.942 −0.043 1.972 9.839 7.659 96.804
C(ARMA)3 8 0.025 0.050 0.062 0.163 0.157 0.029 0.028

Tabulka B.14: Kvalita odhadu špičatosti odhadu Tn = eXn v ARMA modelech. Srovnáńı metody blokový
a śıtový bootstrap. Správné hodnoty odhadnuty metodou MC pomoćı 5 000 simulaćı. Délka bloku volena
metodou tvorby podvýběr̊u, simulaćı 500, bootstrapových výběr̊u 2000.


