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Uvod

V soucasném svété se setkavame se statistikou, jejimi disledky a aplikacemi
prakticky kazdy den, at uz pfi studiu, v zaméstnani, pri ¢teni denniho tisku, pri
volbé hypotéky nebo pii vybirani dovolené. Statistika ndm poméha pochopit nej-
riznéjsi vztahy obklopujici nas napfi¢ védnimi obory. Nejcastéji je spojovana
s matematikou, fyzikou, informatikou a ekonomii. Neméné ji vyuzivaji i humanit-
ni obory jako je psychologie a sociologie. Statistika je naprosto nepostradatelnou
soucasti nasi spolec¢nosti a bude tomu tak i v budoucnu.

Tato bakalarska prace se zaméruje na metody, kterymi lze odhadnout parame-
try pravdépodobnostnich rozdéleni. Metody pouzité v této praci se aplikuji pro
odhadovani parametri nahodnych veli¢in a vektori v Siroké skale realnych statis-
tickych, ekonomickych, geografickych, pojistovnickych a dalsich uloh & problém.

Prvni kapitola popisuje zakladni pojmy z pravdépodobnosti a statistiky, jako
jsou nahodné veli¢iny, zédkladni druhy pravdépodobnostnich rozdéleni. Podrob-
néji definuje rozdéleni, ktera budou pouzivana v dalsich kapitolach, pomoci jejich
hustoty nebo pravdépodobnostni funkce i s jejich zakladnimi momenty. Klicovymi
pojmy matematické statistiky jsou nahodny vybér, parametricky model, bodovy
odhad parametru a jeho vlastnosti, které jsou ve statistické ¢asti této kapitoly.
Definice pojmii ¢erpame hlavné z literatury [I] a [7].

Ve druhé kapitole bakalarské prace se zamérime na teoretické odvozeni vypoctia
bodovych odhadii metodami, které jsou pouzivané pro odhadovini bodovych
parametri v parametrickych modelech. K odhadu parametri budeme pouzivat
metodu maximéalni vérohodnosti (maximum-likelihood estimation) a metodu mo-
menti (method of moments). Pro obé metody sepiSeme piedpoklady pro jejich
pouziti a podrobny postup vypoctu. Vysvétlime zde vybérové a teoretické momen-
ty ndhodnych veli¢in, vérohodnostni funkci a zptusob nalezeni maximalné véro-
hodného odhadu.

Po vysvétleni teoretické a popisné stranky dané oblasti se ve tieti kapitole
vénujeme vypoctu odhadi bodovych parametri ndhodného vybéru spojitych
pravdépodobnostnich rozdéleni. Dale je zde uveden postup ovéreni zakladnich
vlastnosti jednotlivych odhadi a jejich nasledné srovnani. Ve vypoétech pozado-
vanych odhadu uvazujeme pouze ndhodné vybéry o rozsahu n, jejichz ndhodné
veli¢iny maji spojité rozdéleni (normalni, gamma, logaritmicko-normélni, expo-
nencialni a spojité rozdéleni).

Ctvrta kapitola je vénované diskrétnim pravdépodobnostnim rozdélenim, pres-
néji geometrickému rozdéleni, Poissonovu rozdéleni a binomickému rozdéleni. Pro
tato rozdéleni odhadneme jejich parametry metodou momentti a metodou maxi-
méalni vérohodnosti a ovérime vlastnosti téchto odhadi.

V paté kapitole uvadime piehled vsech odhadt parametri spojitych a diskrét-
nich ndhodnych véetné jejich vlastnosti, které v bakalarské praci po¢itame. Mimo



jiné jsou zde tabulky, kde je pro kazdé rozdéleni uvedené v této préaci srovnani
obou odhadii s doplnénim vlastnosti téchto odhadi.



1. Zakladni pojmy

V této kapitole uvedeme nékteré pojmy z pravdépodobnosti a statistiky, které
budeme pouzivat v dalsich ¢astech bakalarské prace. Vysvétlime si zde, co je
nahodna veli¢ina, jak se popisuje jeji rozdéleni, uvedeme nékteré druhy pravdépo-
dobnostnich rozdéleni, a to jak spojitych, tak i diskrétnich nahodnych veli¢in
a k nim jejich dva hlavni momenty. Ze statistiky si definujeme pojmy nahodny
vybér, parametricky model, vybérovy prostor, bodovy odhad, vlastnosti bodového
odhadu a dalsi.

Predpokladédme, Ze ¢tenaf je jiz sezndmen se zakladnimi pojmy z matematic-
ké analyzy a absolvoval zakladni kurz pravdépodobnosti a matematické statis-
tiky. Definované pojmy a tvrzeni v této kapitole jsou ¢tenafri zndmé, umi s nimi
pracovat, pouzivat je a rozumi jim. Pokud by ¢tenari této prace nebyly zcela
srozumitelné pojmy, které jsou pouzivany v definicich a tvrzenich jako pojem o-
algebra, vybérovy prostor, méfitelné zobrazeni, konvergence nebo gama funkce,
doporu¢ujeme prostudovat literaturu [1] a [7]. Zaroven je tato literatura vhodna
i pro rozsifeni pojmi a pohledu do hlubsich problému statistiky. P¥i definovani
vychéazime pritom ze zdroju: [I], [2], [4], [6] a [7]. Citace je uvadéna za odstavcem,
ktery je citovany. Kde citace neni, je autorc¢ina volna interpretace.

1.1 Pravdépodobnost

Neni-li vysledek néjakého pokusu nebo déje jednoznacéné urcen podminkami,
za nichz se odehrava, mtuzeme ruzné mozné vysledky povazovat za elementarni
jevy. Oznacujeme je symbolem w s pripadnymi indexy. Mnozinu vSech elemen-
tarnich jevi oznacujeme {2 a nazyvame ji prostor elementarnich jevi. Vétsinou
se nezajimame o jednotlivé elementarni jevy, ale i ur¢ité jejich mnoziny [IJ.

Pravdépodobnostni prostor

Trojice (£2,.A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor, kde € je prostor ele-
mentéarnich jeva, A je o-algebra a P je pravdépodobnost [I].

Nahodna veli¢ina

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2, A, P). Méfitelné zobrazeni
X (A P) = (X,B), kde X je néjakd mnoZina a B né&jaka o-algebra na
X, nazveme néhodnou veli¢inou. Mnozinu X nazyvame vybérovy prostor [4].
V préci budeme uvazovat pouze realné nahodné veli¢iny, tedy za vybérovy prostor
budeme dosazovat mnozinu redlnych ¢isel R. Uvazujeme tedy ndhodnou veli¢inu

X :(2,4,P) = (R, B).



Rozdéleni nahodné veli¢iny

Rozdélenim nahodné veliciny X : (2, 4) — (X, B) rozumime indukovanou
pravdépodobnostni miru Px na (X, B) definovanou vztahem

Px(B)=P({weQ : X (w) € B}) = P(X"X(B)), BeB.

Pravdépodobnostni prostor (£2,.4,P) se pro danou nahodnou veli¢inu transfor-
muje na pravdépodobnostni prostor (X', B, Px) [4].

Distribuc¢ni funkce

Funkci Fx : R — R definovanou vztahem Fy (z) = P[X < z| nazyvame dist-
ribu¢ni funkei nahodné veli¢iny X. Distribu¢ni funkce Fx jednoznacné charak-
terizuje rozdéleni X, viz [4].

Druhy nahodnych veli¢in

Nahodné veli¢iny délime na razné druhy. V matematické statistice maji nej-
dilezitéjsi uplatnéni nasledujici dva typy rozdéleni.

e Distribu¢ni funkce F' je funkce skoktu. V tomto pripadé fikdme, ze jde
o diskrétni rozdéleni. Pfipomenme, Ze bodu nespojitosti muze byt nejvys
spocetné mnoho, a tak miizeme oznacit x1, s, . . .. Necht py je velikost skoku
funkce F' v bodé xy. Plati p, = P{X = x;}.

e Existuje takova funkce f(x), ze plati Fix (x) = / fx (t) dt. Pak jde o spo-
jité rozdéleni. Protoze F' je neklesajici, musi plajcit f(z)>0.
Vlastnosti diskrétnich a spojitych rozdéleni jsou podrobnéji popsané v [1], odkud

jsme také citovali. Funkci fx(x) jednozna¢né urcuje rozdéleni ndhodné veli¢iny
a nazyva se hustotou nahodné veli¢iny X a dale ji v textu budeme znacit f (x).

Momenty nidhodné veli¢iny

Ve statistice se ¢asto pouzivaji integraly ndhodnych veli¢in. Pouziva se pro né
symbol E. Rikame, Ze

EX:LXWM&WL

je stfedni hodnota nahodné veli¢iny X, pokud uvedeny integral existuje. Pro-
toze obvykle byva znama jenom distribuc¢ni funkce, vétsinou se provadi konkrétni
vypocet podle vzorce

EX—/R:UdFX (x).

Je-li a néjaka konstanta, pak Ea = a [1]. Tuto vlastnost stfedni hodnoty, budeme
pouzivat pti dokazovani vlastnosti odhadt bodovych odhadi a to predevsim u nes-
trannosti. V praci stfedni hodnotu znacime p' nebo EX.



Rozptyl VarX nahodné veliciny X je jeji druhy centralni moment. Je defi-
novan nésledujicim vzorcem VarX = E (X — EX)? [4] a budeme ho znaéit podle
potfeby o2 nebo VarX.

Pravdépodobnostni rozdéleni

V préci se zaméfujeme pouze na nahodné veli¢iny se spojitym nebo diskrét-
nim rozdélenim (spojité nebo diskrétni nahodné veli¢iny). Nyni si nékteré definu-
jeme pomoci jejich hustot, ¢i pravdépodobnostnich funkci. U kazdého rozdéleni se
pokusime ¢tenafi priblizit, co si pod timto rozdélenim predstavit nebo jaké jevy
mohou reprezentovat toto rozdéleni.

Spojita rozdéleni
Nyni si zadefinujeme néktera spojitd rozdéleni se kterymi budeme pozdéji
pracovat. Definice spojitych rozdéleni jsme cerpali z [I].

Spojité rovnomérné rozdéleni

Necht (i — h, h + p) je koneény nedegerovany interval. Rovnomérné rozdéleni
R(p — h, h 4+ ) mé hustotu

1
f(a:):%, propu—h<x<pu+h,

a plati pro néj p/ = p, 02 = % Interpretace tohoto rozdéleni je jednoduché, jed-

notkova pravdépodobnost na intervalu (1 — h, h + @) je rovnomérné rozprostiena.
Gama rozdéleni

Necht a > 0, p > 0. Gama rozdéleni Ga(a, p) ma hustotu

P
a 1

fl@) = e

, x>0

a plati, Ze stfedni hodnota je 4/ = £ a rozptyl 0* = L. Gama rozdéleni se pouZiva
v teorii spolehlivosti.
Exponencialni rozdéleni

Necht A > 0 je parametr. Exponencialni rozdéleni, které znac¢ime Ex(\) ma
hustotu

1
flz) = 3 eXP [—g] , x> 0.
M4 stfedni hodnotu 4 = X a rozptyl o? = A2. Exponencialni funkci v textu

znac¢ime bud exp [z] nebo e”. Exponencialni rozdéleni Ex()) je specialni piipad
gama rozdéleni Ga(a, p), kde za parametry dosadime a = % ap=1.



Normalni rozdéleni

Necht p € R, 0 > 0 jsou dané¢ konstanty (parametry). Norméalni rozdélen{
je urceno hustotou

o2mo 202

F(2) = ——exp [—ﬂ]

a oznacuje se symbolem N(yu, 0?) a plati, Ze st¥edni hodnota je u, a rozptyl o2. To-
to rozdéleni hraje hlavni roli ve statistice, nebot za ur¢itych okolnosti aproximuje
celou fadu diskrétnich i spojitych rozdéleni. Nahodné chyby (chyby méfeni, které
jsou zpusobené velkym poc¢tem neznamych) jsou nejbéznéjsim typem normalné
rozdélenych ndhodnych veli¢in.

Logaritmicko-normalni rozdéleni

Necht 1 € R a 0% > 0 jsou dané parametry. Hustota logaritmicko-normalniho
rozdéleni LN(u, 0?) je definovana

1

2rox

(Inz — p)

2
fx(z) = 52 ] , prox > 0.

exp [—
. 02 2
Dale plati, Ze stfedni hodnota je ¢/ = e#T7 a rozptyl 02 = <e" — 1> e2hto?,

Diskrétni rozdéleni

Diskrétni rozdéleni definujeme z literatury [I] a [7].

Geometrické rozdéleni

Geometrické rozdéleni Ge(p) ma ndhodna velic¢ina X, ktera je dana jako pocet
pokust, které musime provést, aby nastal nahodny jev A, kde P (A) =p, 0 <
< p < 1. Ndhodna veli¢ina X majici geometrické rozdéleni ma pravdépodobnostni
funkci p, které je definovana vztahem

P(X=k=p(1l-p""' keN
Pro zékladni ¢iselné charakteristiky plati, Ze stfedni hodnota je u/ = % a rozptyl
2 _ 1

o’ = (% - 1), viz literatura [I]. Nahodna veli¢ina X, kterd ma geometrické

rozdéleni udava pocet netspéchu pred prvnim tspéchem.

Binomické rozdéleni

Binomické rozdéleni Bi(m, p) ma pravdépodobnostni funkci

)pk(l—p)mx, r=0,1,...,m

a stfedn{ hodnota je y/ = mp a rozptyl 02 = mp (1 — p) definice je z [7]. Nahodnou
veli¢inu X, kterda ma binomické rozdéleni Bi(m,p) si muZzeme predstavit jako
udavajici pocet zdart v m pokusech.



Poissonovo rozdéleni

Predpokladejme, zZe veli¢ina X nabyva pouze hodnot 0,1,..., a to s pravdeé-
podobnostmi

xT

P(X:x):—'exp_”\, r=0,1,...,
x!

kde A > 0 je dané ¢&islo. Pak fikdme, ze X ma Poissonovo rozdéleni Po(\)
s parametrem \. Plati, 7e stiedni hodnota je ' = X\ a rozptyl o = X, viz [1].
Jako priklad Poissonova rozdéleni si miizeme uvést pocet listi na stromech nebo
pocet havarii za ¢asovou jednotku.

1.2 Statistika
Nahodny vybér

Posloupnost X1, X, ..., X, nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
s distribu¢ni funkei Fy se nazyva nahodny vybér z rozdéleni Fy [4]. Vybér porizu-
jeme proto, abychom se dozvédéli vice o souboru dat, se kterymi budeme pracovat.
Budeme se sousttedit na situaci, kdy budeme znat rozdéleni souboru az na jeden
nebo vice parametru (napf. vime, Ze méame nahodné rozdélené nahodné veli¢iny,
ale nezname jejich stfedni hodnotu pfipadné i rozptyl).

Model a parametr

Distribu¢ni funkci Fy nezname. Checeme pouzit pozorovéni Xi,..., X, k to-
mu, abychom se o ni néco potrebného dozvédéli. O distribuéni funkci Fy vsak
predpoklddame, ze patii do néjaké mnoziny rozdéleni F, které rikdme model pro
data Xq,...,X,.

To, co se chceme o rozdéleni Fj dozvédét, nazyvame parametr. Vzdy se jedna
o néjakou konstantu, kterou bychom umeéli zjistit, kdybychom znali Fj. Obecné
tedy parametr budeme zapisovat 8y = t (Fp), kde ¢ je néjaky funkcional. Obvykle
je 8p € R* pro k > 1 vice o modelech v literatuie [4].

Parametricky model

Mnozina F je mnozina vSech rozdéleni s hustotami tvaru f (z; @) nebo pravdeé-
podobnostnimi funkcemi p (x;80) pro @ € © C R* kde f(-;-) resp. p(+;-) je
znama funkce a 6 je neznama konstanta (napf. vSechna exponencialni, normalni,
geometrickd rozdéleni). Tyto modely nazyvame parametrické. Parametry, které
chceme odhadovat, jsou funkce slozek 6. Definice parametrického modelu je z
[4], kde je parametricky model uvadén pouze pro rozdéleni s hustotami. Tato
definice je rozsitena, jak na rozdéleni definované pomoci hustoty, tak na rozdéleni
definované pomoci pravdépodobnostnich funkci.

Bodovy odhad a jeho vlastnosti

Méame data X, X5 ..., X,, model F a parametr @ =t (F) pro F' € F, ktery
chceme v daném modelu odhadnout. Oznatme X = (Xi,...,X,)" (véechna da-

9



ta sestavena do jednoho vektoru). Necht Fy € F je skuteéné rozdéleni nahod-
né veliciny X; a 6y = t(Fp) je skuteénd hodnota hledaného parametru. Odha-
dem paremetru 6y = t(Fy) € R* rozumime libovolnou méfitelnou funkei dat

~

0,=T,(X)=T,(Xq,...,X,) z [4.

Jinymi slovy nam tato definice fiké, ze pro kazdou novou realizaci vybéru ob-
drzime jiny bodovy odhad. Bodovy odhad nebyva pocetné naro¢ny a obvykle ho
pouzivame v pripadé, je-li rozsah vybérového souboru vzhledem k rozsahu za-
kladniho souboru dostatecné velky.

Vlastnosti bodového odhadu @ vypovidaji o vhodnosti pouzité statistiky k od-
hadu hodnoty parametru 8. Dobry bodovy odhad musi splhovat urcité vlastnos-
ti: nestrannost (nevychylenost, nezkleslenost), konzistenci, vydatnost (eficience)
a dostatecnost.

Nestrannost

Odhad 6,, = T, (X)) nazveme nestrannym odhadem (unbiased estimator)
parametru @y, pravé kdyz EO, = 0, pro kazdé n, viz [4]. Jinak feceno, bodovy
odhad parametru @ je nestranny, jestlize jeho stfedni hodnota se rovné tomuto
parametru. Nestrannost 7iké, Ze odhad je v praméru” (rozumime pies vSechny
mozné vybéry) presny.

Slabsi formou nestrannosti je asymptotickd nestrannost. Rekneme, Ze odhad
je asymptoticky nestranny, pokud lim E8,, = 6,.

n—oo

Konzistence

Odhad 6, = T, (X) nazveme konzistentnim odhadem (consistent estimator)
parametru 6y, pravé kdyz 0., L 0, pro kazdé n — oo [4]. Znackou Lt chapeme
konvergenci v pravdépodobnosti k nahodné veli¢ing, ktera je definovana néasle-
dovné: X, A x pro n — oo

lim [|| X,, — X ||> €] = 0 pro Ve > 0.
n—oo

Definice konzistence nam tika, ze odhad je konzistentni, pokud se s rostoucim
rozsahem vybéru zpresiuje. Konzistence je asymptotickd vlastnost, ktera nic
neriké o kvalité odhadu pfi konecném n.

Postacujici podminky pro ovéreni konzistence odhadu 0 definujme nésledovné.

~2 ~
Necht E6 < oo pro kazdé prirozené n. Plati-li 8 je nestranny odhad nebo ale-
sponn asymptoticky nestanny odhad parametru @ a lim Var @ = 0. Pak 0 je

n—oo
konzistentnim odhadem parametru 8. Dikaz tohoto tvrzeni je uveden v [IJ.

Vydatnost

Vydatny odhad (efficient estimator) je takovy odhad 5, ktery mé nejmensi
rozptyl ze vSech nestrannych odhadu 6; parametru @, tedy Var 8 < Var 0;, kde
i=1,...,1, kde [ je pocet nestrannych odhadu parametru 6, viz literatura [2].

10



Dostatec¢nost
Odhad je dostatec¢ny, pokud obsahuje veskerou informaci o sledovaném para-

metru, kterou vybérovy soubor poskytuje [2].

Vlastnosti vydatnost a dostatecnost v této praci nebudeme ovérovat u bodo-
vych odhadii parametri. Tyto vlastnosti se ovéruji, pokud méme vice odhadi
a porovnavame mezi nimi.

11



2. Metody bodového odhadu
v parametrickych modelech

Tato kapitola je teoretickym tivodem k metodam, kterymi odhadujeme bodové
odhady. Nejprve si predstavime a podrobné popiSeme tlohu, kterou fesime, pokud
odhadujeme bodovy odhad. Déle v podkapitolach 2.2.1 a 2.2.2 si sepiSeme postupy
obou metod, kterymi provadime bodové odhady. Tato kapitola by méla slouzit
k tomu, pokud student nebo TeSitel dostane rozdéleni, u kterého ma odhadnout
bodovy odhad, tak by mél byt schopen spocitat bodovy odhad parametrii daného
rozdéleni obéma metodami.

Text je v této kapitole volné prevzat, kde je explicitni citace, tak je uvedena za
citovanym odstavcem. Metodologie momentové metody je autor¢ina interpretace,
pouze prvni odstavec je citovan. Podkapitola 2.2.2 je volné prevzata z literatury
[4] a [7], citované zde jsou vzorce a zakladni pojmy metody. Autor¢ina prace v té-
to kapitole je sumarizace pojmu a vzorcu do srozumitelné podoby pro pochopeni
pocitani téchto metod. Dalsi autor¢in pfinos je rozsifeni obou metod i pro diskrét-
ni ndhodné veli¢iny, které se v dané literatuie nevyskytuje.

2.1 Bodové odhady parametri

Na zakladé hodnot ndhodného vybéru z rozdéleni urcitého typu odhadujeme
parametry tohoto rozdéleni, tak aby co nejlépe odpovidaly hodnotdm nahod-
ného vybéru. Formulujeme tudiz tlohu, ve které hledame odhady neznamych
parametri rozdéleni.

Formulace tlohy

Predpokladame, ze je ddn nahodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni s husto-
tou f (x,0) nebo pravdépodobnostni funkei p (z,0), kde 8 = (64, ... ,Qm)T jsou
parametry rozdéleni. Na zakladé hodnot nadhodného vybéru odhadujeme paramet-
ry rozdéleni. Odhad provadime pomoci vhodné zvolené funkce nahodného vybéru.
O takové tloze mluvime jako o bodovém odhadu parametri.

2.2 Metody hledani bodovych odhadt

Pro konstrukci bodovych odhadii se nejcastéji pouzivaji dvé metody, a to
metoda maximalni vérohodnosti (maximum likelihood method) a momentova
metoda (method of moments), jinak nazyvana metoda momentii.

U obou metod predpokladame, ze nahodné veli¢iny jsou spojité nebo diskrét-
ni, a budeme uvazovat parametricky model, kde mame nahodny vybér X =
= (X1,...,X,) zrozdéleni s hustotou f (z; @) ¢ pravdépodobnostni funkei p (z, 6),
kde tvar funkce f (-;-) nebo p (+;-) je znamy a 0 je neznamy (vektorovy) parametr,

12



jenz lezi v parametrickém prostoru © C R™, m > 1. Pro spojité nahodné veli¢iny
pracujeme tedy s modelem

F = {rozdéleni s hustotou f (z;0), 8 € © CR™},
pro diskrétni nahodné veli¢iny s modelem
F = {rozdéleni s pravdépodobnostni funkei p (z;0), 6 € © C R™}.

P1i definici modelu jsme vychazeli z [4].

2.2.1 Momentova metoda

Metoda je zalozena na porovnani vybérovych momenti s odpovidajicimi teo-
retickymi momenty predpokladaného rozdéleni pravdépodobnosti. Pro porovnani
si 1ze zvolit jakékoliv momenty. V praxi se ale nejvice pouzivaji, tyto tii prvni,
druhy poc¢ateéni moment a druhy centralni moment, které porovnévime s odpovi-
dajicimi vybérovymi momenty. Vyuzivame faktu, Ze mame k dispozici konzisten-
tni odhady momentti, coz jsou vybérové momenty, a Ze momenty rozdéleni X,
obvykle umime vyjadrit jako funkce neznamych parametri [4].

Metodologie

Méjme nédhodny vybér X = (Xi,...,X,) o rozsahu n z rozdéleni ze tfidy
hustot {f (z;0) : 8 € © C R™}, ¢ tiidy pravdépodobnostnich funkei
{p(z;0): 6 € © CR™} a hleddme odhad parametru @ = (0y,...,0,,)7 € © C
CR™.

Pro odhad jednorozmérného parametru staci predpoklédat, Ze existuje prvnich
m > 1 teoretickych pocatecnich momenti, které jsou pro spojitou ndhodnou
proménnou definovany

u;:E(Xk), k=1,...,m.

Pocateéni moment prvniho fadu p) je roven stfedni hodnoté rozdéleni EX. Pokud
odhadujeme parametry porovnénim centralnich momenti, musime pridat dalsi
predpoklad a to existenci prvnich m > 1 teoretickych centralnich momentii. Cen-
tralni moment k-tého radu je definovan

e =E(X —EX)" k=1,...,m.

Teoreticky centralni moment druhého radu je roven rozptylu rozdéleni VarX. Je
zfejmé, ze momenty jsou funkcemi 6, piSeme proto pj, = uj. (0) a pr = g (0).

Pro porovnéni s teoretickymi momenty potfebujeme vybérové momenty. Oznac¢me
Mj, k-ty pocatecni vybérovy moment



I .
Prvni poc¢ateéni vybérovy moment M| = — Z X; = X, nazyvame vybérovy pri-
n
i=1
mér nékdy téz aritmeticky primeér. Vybérovy centralni moment M k-tého fadu

je definovan

=1

Druhy vybérovy centralni moment M, = %Z?:l (XZ» — Xn)k je oznacovan jako
empiricky rozptyl. Momentovou metodou chceme odhadnout parametr
0 =(0y,...,0,)" tak, ze budeme Fesit soustavu rovnic

A]\j]/C = u%(el,...,ﬁm),kzl,...,m,
Mk = Mk<01,...,9m),k’:1,...,m. (21)

Resenfm soustavy (51, e ,é\k)T nazveme momentovy odhad parametru 6, ziejmeé
0, = 0, (Mi,...,M!), i=1,...,m. K odhadu je tfeba ziskat tolik rovnic, kolik
odhadujeme neznamych parametrua rozdéleni. Nestaci-li m rovnic k jednoznac¢né-
mu TeSeni soustavy , pridame dalsi rovnice pro k=m+1,m+2,...

Vyhodou momentové metody je jeji jednoduchost. Nevyhodou je casto nizka
eficience (velky rozptyl) vyslednych odhadu. Tyto odhady se nékdy pouzivaji
napf. jako pocatecni aproximace pro jiné odhadovaci metody.

2.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti je obecna metoda pro konstrukci bodovych
odhadii parametri. Pouzivame ji pro odhad parametrii, které urcuji rozdéleni,
napi. stfedni hodnota a rozptyl norméalniho rozdéleni, pravdépodobnost nas-
toupeni jevu alternativniho rozdéleni apod. Princip metody maximélni vérohod-
nosti spoc¢iva v tom, ze za odhad nezndmého parametru vezmeme tu jeho hodnotu,
ve které tzv. vérohodnostni funkce nabyva svého maxima, viz literatura [6]. Vzor-
ce pro metodu maximéalni vérohodnosti a postup vypoctu jsou volné interpreto-
vané z [4] a [7], kde je dand metoda ukazana pouze pro spojité ndhodné veli¢iny.

Metodologie

Predpokladejme, ze ndhodny vybér byl porizen z rozdéleni, které je charakteri-
zovano hustotou f (z; @) nebo pravdépodobnostni funkei p (x; @). SdruZzena husto-
ta nahodného vybéru X = (Xi,..., X,,) je vzhledem k predpokladané nezavislosti
déna predpisem

flen,m,. o 20;0) = f(2:0) =[] f(2:6)
i=1
a sdruzena pravdépodobnostni funkce je

i=1

14



nebot slozky nahodného vybéru jsou nezavislé ndhodné veli¢iny.

Pokud vysetfujeme sdruzenou hustotu f (x; @) jako funkci @ pro pevné x , nazy-
vame ji vérohodnostni funkci a zna¢ime ji symbolem L (0), tedy misto x piSeme
ve funkci X

n

L0) =[] £ (x::0).

=1

Analogicky v piipadé diskrétniho rozdéleni ndhodného vybéru charakterizovaného
sdruzenou pravdépodobnostni funkei p (x;0), definujeme vérohodnostni funkei
jako

L) =] p(x:6).
i=1
Zpravidla je technicky vyhodnéjsi a pti praktickych vypoctech se misto vérohod-
nostni funkce pracuje s pfirozenym logaritmem vérohodnostni funkce. Logarit-
micka vérohodnostni funkce je

[(0) =L (0) =3 Inf (X,:0).

[(0)=InL(0) = Zn:lnp(Xi;H),

pficemz tam, kde je f (z) = 0 nebo p (z) = 0, definujeme [ (0) = —oo.

Vérohodnostni funkce nebo logaritmické vérohodnostni funkce je funkef nezné-
mého parametru @, proto je nyni nasim tikolem najit 0 tak, aby se maximalizovala
hodnota vérohodnostni funkce. Vyjadieno vzorcem dostavame

6= L(9) = 1(9).

argmax L (9) = argmax(6)
Tento odhad nazyvidme maximalné vérohodny odhad parametru € (maximum
likelihood estimator). Tedy maximalné vérohodny odhad @ parametru 0 je takovy
bod z ©, ktery maximalizuje (pfes vSechny € € © ) sdruzenou hustotu ¢i sdruze-
nou pravdépodobnostni funkci spo¢itanou v pozorovanych hodnotach X, ..., X,,.

Funkei L (8) s proménnou 6 = (6, ..., Hm)T se snazime maximalizovat, a pro-
to ji budeme postupné derivovat podle jednotlivych slozek, jimiz rozumime 6;,
kde 7 =1,...,m. Tyto vyrazy upravime a polozime rovny nule a feSime vzniklé
rovnice. Tento postup muzeme vyjadrit matematicky a oznacit ho jako systémem
vérohodnostnich rovnic, ktery je pro spojité i diskrétni nahodné veli¢iny

L ()

— = =1,...,m.
80] 07 .] ’ 7m

Reseni této soustavy se obvykle hleda numericky. ReSeni v8ak nemusi existovat
a ne kazdé reSeni je maximalné vérohodny odhad.
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Odhad jednorozmeérného parametru

Pro lepsi pochopeni metody maximalni vérohodnosti si ukazeme jeji princip na
jednorozmérném parametru 0. Funkce L(#) proménnné 6 se pii pevném x nazyva
vérohodnostni funkce. Pro odhad parametru 6 feSime rovnici

0L ()
00
Posledni podkapitola ndm zhruba 1ika, Ze klasicky postup hledani maxima funkce

L(6) pomoci derivace vede s pravdépodobnosti blizici se jedné k maximalné véro-
hodnému odhadu [1].

= 0.
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3. Bodové odhady pro riizna spojita
rozdeéleni

V této casti bakalaiské préce se zaméfime na nékterd spojita pravdépodob-
nostni rozdéleni a odhadneme jejich parametry. Nejprve momentovou metodou
a nasledné metodou maximalni vérohodnosti, pokud tak lze ucinit. Pfitom budeme
postupovat podle metodologie z druhé kapitoly této prace. Metody si nejdiive
ukédZzeme na normalnim rozdéleni, u kterého lze pouzit k odhadu jeho parametra
obé metody. Ovéiime nestrannost a konzistenci u odhadi. RozepiSeme podrob-
né postup vypoctu odhadi i postup ovérovani vlastnosti téchto odhadi. U dalsich
rozdéleni budeme vypocet zkracovat a vlastnosti budeme zapisovat, postup ovéreni
téchto vlastnosti je nad ramec této prace a vétsinou se u néj pouzivaji slozité
tvrzeni. V8echny odvozeni a vypocty jsou praci autorky. Necislujeme vSechny
vzorce, pouze ty na, které se v praci odvoldvame, ¢inime tak z duvodu vétsi
prehlednosti.

3.1 Normalni rozdéleni

3.1.1 Momentova metoda

Je dan nadhodny vybér X, ..., X,, pochazejici z norméalniho rozdéleni. Hustota
normélniho rozdéleni je tvaru

2mo 202

! [ (:v—u)2] :
flx) = exp |[———=——|, kde p e R, 07 > 0.

Momentovou metodou odhadneme parametry i a 0. U tohoto rozdéleni vime,
ze parametr y je stfedni hodnota, tj. poc¢atecni (teoreticky) moment prvniho fadu
a parametr o2 znadi rozptyl, tedy teoreticky centralni moment druhého radu.
Vyjadreno matematicky poc¢atec¢ni moment prvniho fadu norméalniho rozdéleni je

2
ph (s 0%) =
a centralni moment druhého fadu normalniho rozdéleni je

2 (ﬂ? 0-2) = 0-2

7, druhé kapitoly vime, Ze prvni pocatecni vybérovy moment
1 n
M| = - z; X, =X,
1=

a druhy centralni vybérovy moment



Porovnénim odpovidajicich momentt, dostavame soustavu rovnic

My = iy (p,0%)
My = pia (p1,0%) .

Dosadime za momenty a fesime soustavu rovnic

Xn =1,
1 « SN2
ﬁ;(xi—xn) =0’

Odhad parametru @ = (1, 0?) momentovou metodou je

3.1.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Uvazujme opét nahodny vybér o rozsahu n, tedy mame nezavislé, stejné
rozdélené ndhodné veliciny pochézejici z norméalntho rozdéleni N(u, 0?), v némz
budeme odhadovat oba neznimé parametry j a o?. Hustota normélniho rozdéleni
je

1 [ (x_ﬂ)2] 2
flx) = exp | —————1|, kde p € R, 0 > 0.

2mo 202

Sdruzena hustota je ve tvaru

n

| (x; — 1)
2 2 )
T1, L9y T Uy O *” i by O :II exp ——————.
f( 1,42 ) : 1f( 2 ) 1 /—2 p 202

Vérohodnostni funkce je definovana

L(:u70-2) = :l_llf(Xinu’Uz)’

(2

po dosazeni

2mo

Lip,0%) = [T 7= exp | -8,
i=1
Logaritmicka vérohodnostni funkce je definovana jako

l(n,0%) =In L(p,0?),

po dosazeni dostavame

I(1,0%) =1n (H —— exp [— (X;Uf)?) :
i=1
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Z vlastnosti logaritmii vime, Ze logaritmus soucinu je soucet logaritmiu jednotlivych
¢initel, upravime si logaritmickou vérohodnostni funkei na co nejjednodussi tvar
tedy

[(p,0%) = Z <1n (27?02)_% - %) =

n 2 1 - )
= —§lna —nln\/ZW—ﬁ;(Xl—,u) .

Tuto vérohodnostni funkci s proménnymi p a o2 chceme maximalizovat, proto
ji budeme derivovat nejprve podle y a poté podle proménné o2. Je potieba si
uvédomit, Ze druhd parcialni derivace je podle 0. Derivovanim dostdvame

ol (1, 0?) 1 < 1 &

i = 32 2 (=2) (Xi —p) = ;;(Xi — K
ol (i, 0?) n 1 R 9
e R =D DIl

i=1
Obé upravené derivace si polozime rovny nule a vyjadiime si z nich odhady

parametrtt p a o2. Z prvni rovnice Upravami ziskdme odhad stiedni hodnoty
1 normalniho rozdéleni

n

1 ~
@Z(Xi—ﬂ) =0
i=1

=1
_ 1 .
i = E;Xi:Xn. (3.1)

Z druhé rovnice Gpravami a dosazenim odhadu (3.1)) ziskame odhad rozptylu o?
normalniho rozdéleni

n 1 1 ~\ 2
et (Xi— =0
232+2(’7\4Z( M)

22 1

2/\4
d (Xi—p)? = oz

i=1
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Metodou maximalni vérohodnoti dostdvame odhady parametrt p a o2

ﬁ:X'm

~2 ln 7, 2
52 = n;(xz X))

Obéma metodami jsme dostali stejné odhady. Nyni se zamérime na vlastnosti
téchto odhadii.

3.1.3 Vlastnosti odhada

Z prvni kapitoly vime, Ze bodové odhady maji své vlastnosti. Jak jiz jsme
zminili, v této praci budeme vénovat pozornost zejména ovérovani nestrannosti
a konzistenci. Tyto vlastnosti si nejdiive ovéifime u odhadu stfedni hodnoty, ktery

n
. ~ s 1 o PR
jeroven u =X, = — E X, a nazyva se vybérovy prameér.
n
i=1

Nestrannost

Pri zjistovani této vlastnosti, spoc¢itame stfedni hodnotu odhadu fz, a tim
ovéiime, zda je odhad nestranny ¢i nikoliv. VyuZzijeme pfitom vlastnost stfedni
hodnoty E(a +bX) =a+bEX,V a, b€ R.

_ 1 — 1 — 1
EXn:E — Xz = — EXz:_ —
(z) LS B0 = L=

plati, Ze stfedni hodnota odhadu se rovna stfedni hodnoté rozdéleni, a tedy
vybérovy prameér je nestrannym odhadem stfedni hodnoty.

Konzistence

Tato vlastnost se ovéruje pomoci zéakona velkych ¢isel, a to nejlépe pomoci
Chincinova slabého zakona velkych ¢isel, ktery definujme v nasledujici vété. Necht
méame X1, ..., X, posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
s EX; = ¢ < 00, kde ¢ je konstanta, potom X, Ry [4]. Dukaz tohoto tvrzeni lze
nalézt [1].

V naSem piipadé mame nahodny vybér z normalniho rozdéleni, coz zarucuje
stejné rozdélené nadhodné veli¢iny, jehoz prvky maji stfedni hodnotu rovno néjaké
konstanté p, tim mame splnény predpoklady Chinc¢inova slabého zékona velkych
¢isel. Tedy vybérovy prumér je konzistentnim odhadem stfedni hodnoty.

Dostate¢nost a vydatnost

Vybérovy prumér je dostate¢nym i vydatnym odhadem stifedni hodnoty, viz
literatura [2].
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Nésledné urcéeme vlastnosti empirického odhadu rozptylu, ktery nam vysel

Nestrannost

Vypocet provadime za pomoci vlastnosti stfedni hodnoty, které jsme vyuzili
pii ovérovani nestrannosti vybérového pruméru a déle faktu, Ze se jedné o nezavis-
1¢ ndhodné velic¢iny.

A 1 < - Ly ¢, + X
F5 = E E;(Xi—Xn)Q):E<EZ(X3—2X1‘X”+X5)>:

=1
1 It o =g
= E ;;XE—ZE;XZ-X”—FE;XZ):

1 & - n -
= E —§ X2 -2X24+ X2 =
nzl 7 Tb+n ?’L)

= E %ixf-Xﬁ):E%iXE—EXEL:
=1 i=1

2
1 = 1 e nezavislost
_ 2 ) _ 2~ Y. y.
- EX?- F (E XZ> —EX? - E <§ S X,)g) vi
=1

i=1 j=1

1 n
— EXE—E (ZEXf—l—n(n—l);f) —
=1

1 -1
— BX?—-EX? -T2 -
n n
_ n_lEXf—n_l/f:n_loz.
n n n

Vidime, 7e Eo? # o2, tedy empiricky vybérovy rozptyl neni nestrannym odha-
dem rozptylu. Dalsi zptisob ovéfeni této vlastnosti je za pomoci triku (pfi¢teni
a odecteni ).

EG? = E (%ﬁ: (X —Xn)2) —
(Xi — M)2

o3 (B )-

n

1 n - 2 nezavislost
S ) DI

n n

1 2 -1
= Zno’-— gz_r a2,

n n n

i timto zptisobem vypoctu jsme zjistili, Ze empiricky vybérovy rozptyl neni ne-
strannym odhadem parametru o?.
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Ovéiime jests asymptotickou nestrannost odhadu 2

lim Ec;2 = lim —— 102 = o2,

n—00 n—oo N

Dochézime k zavéru, ze odhad rozptylu o? je asymptoticky nestranny.

Konzistence

Jednoduchych vypoctem ovérime, ze empiricky odhad rozptylu je konzistent-
nim odhadem

N I oo P
02:—5 X2 — X2 o2
i=1

n -

3.2 Gama rozdéleni

3.2.1 Momentova metoda

Je dan vybér Xy,..., X, pochézejici z gama rozdéleni, jak jiz vime z prvni
kapitoly gama rozdéleni Ga(a, p), které ma parametry a > 0, p > 0, ma hustotu
danou vzorcem

e Pl 1 >0, (3.2)
stfedni hodnota je p} = £ a rozptyl 0® = 5 z [1].

Vypocet momentovych odhadt provedeme v nésledujicich krocich, kde nebude
porovnavat druhy centralni moment s empirickym rozptylem, ale druhy centralni
moment s vybérovym rozptylem S2 = ﬁ S (XZ- — )_(n)2, nazyvan vypocteny
rozptyl. Cinfme z divodu jednodussich vypocti a lepsich vysledki. Tedy pro
prvni pocatec¢ni moment a druhy centralni moment gama rozdéleni plati

p
/ — —
ph (a,p) = o

D
po (a,p) = ot

Prvni poc¢atecni vybérovy moment a druhy centralni vybérovy moment jsou tvaru

M, = lZXZ-:X”,

M, = S (X - X)) =52 (3.3)

Resime soustavu rovnic

X_ :Z—9
n a[?
2o D

S’I’L_ ?.



Nejdfive si spo¢itame odhad parametru a

Xo_ 5 _;
Sy B
néasledné odhad parametru p
e =X, X7

Metodou momentii dostdavame pro parametr 6 = (a,p) odhady

K

T
X2

P

3.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Odhadneme parametry a a p gama rozdéleni metodou maximélni vérohod-

nosti. Hustota gama rozdéleni je jiz uvedena v (3.2)). Rovnou piSeme sdruzenou
hustotu

T T'(p)

Maximalné vérohodné odhady parametrii a a p dostaneme pomoci vérohodnostni
funkce

o p—1
fzy, 29, ... xy;a,p) = e Wigh™",

—.

(2

n

a’  _x pe
L(a,p):HF< )e X xrt,
i1 p

1=

Pro jeji logaritmus dostaneme vyjadient

TPy op
l(a,p) = 111(' | F(p)e XixP 1) =
i=1

= Z (plna —InT (p)+ (p — 1) In X; — aX;).

=1

Derivaci dostavame

Map) MOT
—8p = Z (lna— I p) +1nXi)

i=1

= n(lna —¢(p)) +ZIHX“
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kde ¥ (p) nazyvame digama funkei. Prvni derivace poloZzime rovnu nule a vyjadiime

si z ni odhad parametru a

ng—;)g =0
Py
7 = a2’
a= 7
X,

Derivaci podle parametru p taktéz polozime rovnu nule a upravime si ji

n(lna — ¢ (p)) + ZlnXi
i=1

—Ina+ ¢ (p)

1 n

Nyni si rovnici (3.4) zlogaritmujeme. Dostavame tak

—lna=hX, —

Rovnost (3.6) dosadime do ({3.5), dostavame

_ ~ 1
InX, —Inp+1(p) = -

Inp

Zn: In X,L
=1

(3.4)

(3.6)

Na jednu stranu si dame prvky, které obsahuji odhadnuty parametr p a rovnost

si upravime

Inp—4(p) =

_ 1<
mX,— =) InX; =
n n;n

_ 1 n
= InX, — -1 X | =

X,
= In

V H?:l Xi'

Pokud bychom chtéli védét presnou hodnotu odhadu p, tak bychom vyuZili néjaky

program, ktery by odhad dopocital numericky.

Vlastnosti odhadd gama rozdéleni

Kazdou metodou nam vysly jiné odhady. U metody maximéalni vérohodnosti
vysly odhady, které se musi softwarem dopocitat, proto ovérime, jaké vlastnosti
maji odhady odhadnuté pomoci metody momenti. Ovéreni nestrannosti odhadu
a i odhadu p je velice rozsahlé a je nad ramec této prace. Vypocet se stava ze
slozitych vypocta a lze se k nému pomoci [1] dopracovat. NapiSeme tedy tyto

vlastnosti bez ovéreni s odkazem na literaturu.
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Nestrannost

Odhad parametru a

a=

:CB|§<‘

je nestrannym odhadem parametru a [IJ.

Konzistence

7, vlastnosti vybérového primeéru, vybérového rozptylu a se splnénim pod-
. . . oy - ~ P . . . ,
minek zakona velkych ¢isel dostavame @ — a, jedné se o konzistentni odhad.

Nestrannost
Stredni hodnota odhadu s
=g
se rovna '
Bp — 1+ np7
n

¢ili odhad p neni nestranny [1]. Ovérime tedy asymptotickou nestrannost

1
lim Bp = lim — 2 —

n—00 n—o0 n

Pp-

Tedy odhad parametru p metodou momenti je asymptoticky nestranny.

Konzistence

Plati p Rt p, a tedy tento odhad je konzistentnim odhadem parametru p.

3.3 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Momentova metoda

Logaritmicko-normalni rozdéleni je prikladem, kdy se nepouziva k vypoctu
parametri momentova metoda. Toto rozdéleni nemé omezené momenty, a tedy
neni zarucen jednozna¢né vzajemny vztah mezi posloupnosti momenti a husto-
tou rozdéleni. Pfesto vypocitame tyto odhady i pomoci metody momentti, kde
porovname teoretické a vybérové momenty logaritmicko-norméalniho rozdéleni.
Dostaneme vzorce pro odhady téchto parametri, ale bude se jednat pouze o for-
méalni vypocet rovnic, jejichz feseni nemusi odpovidat skutec¢nosti.

Logaritmicko-normalni rozdéleni LN(yu, 0?) se dvéma parametry pu € R

a 02 > 0, které ma nahodné velicina X jejiz transformace In X ma normalni

rozdéleni N(u, 0?). Pro jeji hustotu dostaneme vyjadreni ve tvaru

1 (Inz — p)?

= exp |—
V2rox P [ 202
25
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Poc¢ateéni moment prvniho fadu a centralni moment druhého fadu tohoto rozdéleni
je

o2
ph (1,0%) = exp [u+ 3] ,
2 (u, 02) = (exp [02} — 1) exp [2u + 02} .

Vybérovy primér a empiricky rozptyl jsou

M — %ZX _ X,
i=1

1 2
M, = ﬁizl(xi—xn).

Dostavame na porovnénim rovnice, ve kterych pro zjednoduseni a zkraceni vzorcta
nebudeme vyjadifovat hodnoty M| a M,

2

X, = exp {/H%] = Mj,

1 Z (XZ- — Xn)2 = (exp [02] — 1) exp [2u + 02} = M. (3.7)
Prvni rovnici zlogaritmuji a vyjadiim si z ni p

2
InM;, = u+ %
/ 02
pw = InM|— OR (3.8)
Druhou rovnici ze soustavy (3.7)) si také zlogaritmuji a dosadim za 2u + o2 vyraz
21n M| dostavame tak
InMy = In
InM, = In

exp [02} — 1) +2u + o?
exp [0?] — 1) +2In M| (3.9)

o~~~

postupné si z (3.9) vyjadiim o>

exp [In My]exp[-2In M{] = exp [0?] — 1
M, 9
+1 = exp|o
() Pl

o> = In ((]%2 + 1) (3.10)

Pro vyjadieni odhadu parametru g dosadime (3.10) do prvni zlogaritmované
rovnice (3.8]), ¢ili dostavame

In M = ulln< M —|—1)

2 (M})?
1 M,
= InM —Zln + 1)
. 173 (<M1>2
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Pro ndhodny vybér o rozsahu n, jehoz ndhodné veli¢iny maji logaritmicko-normélni
rozdéleni, dostavame metodou momentii odhady pro jeho parametry

Metoda maximalni vérohodnosti

Nyni mame za tkol ur¢it odhad parametri ndhodné veliciny X, ktera ma
logaritmicko-normalni rozdéleni s neznamymi parametry 1 € R a 02 > 0, pomoci
metody maximélni vérohodnosti. Rovnou napiSeme sdruzenou hustotu

H" 1 (Inx; — p)?
N 2 _= —_— ——1/
f@ @ @i o) ey V2o, P [ 202 '

Vérohodnostni funkce

n n o 2
L) = T 7 e [~ 25022

Dostavame se k logaritmické vérohodnostni funkci, kterou mame definovanou
I(p,0%) =In L(p,0%)

(1, 0%) = In (E[ m;aXiexp {—WD ,

postupné upravujeme

n

9 1 InX; — 2
(p,0%) = ;(lnm—kln(exp [%1))—

n

= Z (—ln\/%—lna—lnXi—M> =

: 202
=1
n

_ _n N, % 1 2
= —5h@2n) - 5o —izllnXi—FZ(lnXi—u).

=1

Soustavu vérohodnostnich rovnic derivujeme podle parametrt p a o?

ol (1, 0%) 1< 1 <
P N o X — ) (=) = =S (In X, —
on 5,2 ;:1 (InXi —p) (=1) = — ;Zl(n i — )
al(:u70-2> n 1 . 2
Oo? T 92 + 204 (In X = )™

=1

Derivace polozime rovno nule a vyjadifme si z nich odhady parametri p a o2

27



i=1

a pro odhad ¢? dostavame

n

n 1 N2
“ o oz 2 (nXi—p)7 =0
=1
- N2 n 26'\4
D nXi=@)* = 5T

i=1

n

> (InX;—p)? = ns’
i=1
» - 1y

= =) (nX;—p)
=1

n -

Metodou maximalni vérohodnosti jsme dostali tyto odhady
1 il X
= - n Ay,
8 N

n

1
~2 ~\ 2
__§ In X, — )
o nil(n n)

Vlastnosti odhadi vypocitané metodou maximalni vérohodnosti

Oveifme jaké vlastnosti méa odhad i spocteny metodou maximalni vérohod-
nosti.

Nestrannost

R 1 < 1 & 1
E(p)=E (ﬁZlnXZ) = EZE(lnXi) = L=
=1 =1

tedy odhad j1 je nestrannym odhadem parametru .
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Konzistence

Tuto vlastnost ovéfujeme za pomoci Chincinova slabého zakona velkych cisel.
Jeho predpoklady mame splnény, jelikoz méame nahodny vybér z rozdéleni, které
maé stfedni hodnotu rovnou néjaké konstanté a tedy odhad fi je konzistentnim
odhadem parametru pu.

3.4 Exponencialni rozdéleni

3.4.1 Momentova metoda

Exponencialni rozdéleni Ex()), kde A > 0 ma hustotu definovanou

1
flx) = 3 &P [—;] , >0,
stfedni hodnota i/ = A. Metodou momentii budeme odhadovat parametr A.

Odhad parametru A ziskdme z porovnéani prvniho pocate¢niho momentu s prvnim
1< .
vybérovym momentem M| =y, kde M| = — E X; = X,,. Odhadem parametru
n
i=1

A je vybérovy priumér o
A= X,.

3.4.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Vérohodnostni funkce je rovna

a jeji logaritmicka vérohodnostni funkce je rovna

1) = ln@%exp{_ﬂ):
_ i(—lm)\—é)ﬁ):—nln)\—ii)@

i=1 =1

Odtud dostavame vérohodnostni rovnici

Derivaci polozime rovnu nule a ipravami dostavaime maximélné vérohodny odhad
parametru A
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3.4.3 Vlastnosti odhadua

Obéma metodami nam vysly stejné odhady. Odhad stfedni hodnoty je vybérovy
prumér, jehoZ vlastnosti jsme jiz ovérili v ¢asti (3.1.3) a vime, Ze tento odhad je
nestranny a konzistentni.

3.5 Rovnomérné rozdéleni

3.5.1 Momentovad metoda

U této metody si mizeme zvolit, jaké teoretické momenty budeme porovnévat
s vybérovymi momenty. Tedy u tohoto rozdéleni nebude porovnavat druhy cen-
tralni moment s empirickym rozptylem, ale vyuzijeme druhy vybérovy moment
M, ktery nam usnadni vypocet.

Rovnomeérné rozdéleni je definované na intervalu (u — h, h + ) a mé hustotu
danou vyrazem

1
f(x):%, w—h<z<p+h.

Prvni a druhy teoreticky pocatec¢ni moment je

:ull (/vL7 h) = M
, 1
Ha () = o+ =
Prvni a druhy vybérovy moment je
/ IRS ¢
M1 = - Xz = Xn7
n
i=1
My, — X zn:XZ
2 n 4 )

Porovnénim prvniho momentu s vybérovym primérem a druhého momentu s dru-
hym vybérovym momentem ziskdme odhady parametri p a h. Budeme tedy vy-
chazet z nasledujici soustavy rovnic

My = 1

My = py(uh).



Dosadime a dostavame odhad parametru p
,zZ = Xna

a s vyuzitim odhadu i1 vypocitame odhad pro parametr h
1 YoXP = @t
n ! 3
I 2
Z X2 = (X)) +—
n ; ! ( ) 3

o (%ZXZ _ (Xn)2>

3.5.2 Metoda maximalni vérohodnosti

U této metody nejprve budeme uvazovat rovnomérné rozdéleni na intervalu
(0,h), kde h > 0 a odhadneme neznamy parametr h. Hustota je

1
flz) = E’ kde0 < x < h.

Sdruzena hustota
f(xl,:vg,...,xn;h):gﬁ, kde 0<z; <h (i=1,...,n)

Vérohodnostni funkce je

=1 1
L(,u,h):HE:ﬁ:h_", pro0<z;<h (i=1,...,n).

1=1

Vidime, Ze maximélné vérohodny odhad A musi mit hodnotu pro kterou plati
h < x; prot = 1,...,n a kterd maximalizuje ,%n pres vSechny mozné hodnoty.
Funkce h™" je klesajici funkci proménné h na intervalu (0, c0). Tedy odhad bude
nejmensi mozna hodnota h pro kterou plati, ze h < x; pro i = 1,...,n. Tedy

hodnota h = max(zy,...,x,), a tedy maximalné vérohodny odhad h je
E:maX{Xi; 1 <i<n}.

Podrobnéji miizeme tento vysledek jesté zduvodnit takto: 0 < x,, < h, proto

1 1 1
— <= =
hr = af pn

Nyni uvazujme rovnomérné rozdéleni na intervalu (u — h, u + h), kde h > 0
a opét odhadneme neznamy parametr h. Provedeme opét stejnou tivahu jako vyse.
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Neékteré jiz ziejmé fakta budeme vynechavat. Vérohodnostni funkce pro nahodny
vybér Xi, ..., X, z rovhomérného rozdéleni je rovna

n

1 1
L) =157 = G

i=1

jeji logaritmus je roven
1
[(u,h) =1
(/"L7 ) n (Qh)n

Protoze funkce [ (p,h) = —nln(2h) je klesajici. Vérohodnostni funkce L(u,h)
nabyva své maximalni hodnoty pro minimalni hodnotu parametru hA. Maximéalné
vérohodny odhad parametru h je roven

= —nln(2h).

~ 1
b= (max{X;; 1 <i<n}p—min{X; 1<i<n}).

Maximéalné vérohodny odhad parametru g dostaneme tak, ze spocitame kla-
sicky primeér. Parametr p je stfedni hodnota a jeji maximalné vérohodny odhad
je

1
fi =g (max {X;; 1<i <n}+min{X;; 1<i<n}),

pro dikaz, ze se jednd o maximalné vérohodny odhad nemame matematicky
aparat. Za pomoci literatury [I] a hlubsiho poznéni statistiky se nejedna o tézky
dikaz.

Momentovou metodou i metodou maximélni vérohodnoti jsme ziskali odlis-
né odhady a nelze s urc¢itosti rici, které z obou metod je lepsi pro pocitani odhadi
parametri spojitého rovnomérného rozdéleni.

3.5.3 Vlastnosti odhada

U odhadu spoctené metodou maximélni vérohodnosti jsme obdrzeli odhad
i1, ktery je nestranny odhad a u odhadu parametru h ovéfime nestrannost. Ovéreni

provedeme pomocnym tvrzenim, které zni: odhad % neni nestranny, ¢ili E (ﬁ) =+

h.
Dtikaz tohoto tvreni provedeme sporem, tedy predpokladame, ze E (h) = h.

Spocitame si

B (72) :E<3 (%ix&- (Xn)2)> = ”;1022 ";lh?

Nyni si spoc¢itame rozptyl odhadu h
> ~ ~ —1 1
Var (h) —E <h2> _(E (h>)2 Gt TS S
n

n

jelikoz h > 0, vychazi rozptyl zéporné cislo a to je spor s definici rozptylu.
Dochéazim tedy ke sporu v dukazu tvrzeni. Ovérili jsme, Ze odhad h parametru h
neni nestrannym odhadem. Ovéfime jesté asymptotickou nestrannost

lim Eh = h.

n—oo

tedy odhad h je asymptoticky nestranny a oba odhady jsou konzistentni, viz [3].
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4. Bodové odhady pro rtizna
diskrétni rozdéleni

Tato kapitola se vénuje odhadim parametri diskrétnich pravdépodobnos-
tnich rozdéleni. Podobné jako ve treti kapitole odhadneme parametry momen-
tovou metodou a metodou maximalni vérohodnosti. Ovétreni vlastnosti odhadi je
vétsinou s odvolanim na predchozi vypocty, které byly provedeny v této bakalarské
praci ve tieti kapitole. Spocitdme odhady parametri geometrického rozdélent,
Poissonova rozdéleni, binomického rozdéleni.

4.1 Geometrické rozdéleni

4.1.1 Momentova metoda

Nahodné veli¢ina X ma geometrické rozdéleni definované pravdépodobnostni
funkci

P(X=z2)=p(l-p)" ", zeN
Pro zékladni ¢iselné charakteristiky plati, Ze stfedni hodnota je pu’ = % a rozptyl

jeo?=1(1_1) Jeli X1, Xs,..., X, nahodny vybér z geometrického rozdélen,
p\p

tak metodou momentti porovndvame pouze vybérovy prumér a stfedni hodnotu
geometrického rozdéleni, protoze pro geometrické rozdéleni odhadujeme jeden
parametr p. Matematicky vyjadieno

My = pii,
dosadime za u) = ]19 aza M{ =1%" X, = X,. Porovninim téchto momenti
dostaneme odhad parametru p, ktery je

1

p:)—(—n-

4.1.2 Metoda maximalni vérohodnosti
Rovnou piseme vérohodnostni funkci a maximélné vérohodny odhad spocitame
z této vérohodnostni funkce, ktera je

n

Lp)=]]p(1-p) """ kde X; €N,

i=1

Logaritmicka vérohodnostni funkce je rovna

n

[(p) = In (Hp(l —p)Xi1> = Z (1np+ In (1 —p)Xi”) _

n

= Z(lnp—l—(Xi—l)ln(l—p)) =nlnp + (iXi—n> In (1 - p),

i=1 =1
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tudiZz vérohodnostni rovnice

Derivaci polozime rovnu nule, abychom mohli najit maximélné vérohodny odhad
parametru p

SIS
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n n L
?:1 Xi Xa
4.1.3 Vlastnosti odhadua

Metodou momenti i metodou maximéalni vérohodnosti nam vysel stejny odhad
parametru p, a to prevracend hodnota vybérového pruméru. Odhad je nestranny
a konzistentnim odhadem st¥edni hodnoty, viz literatura [1].

4.2 Poissonovo rozdéleni

4.2.1 Momentova metoda

Predpokladejme, Ze veli¢ina X nabyvé pouze hodnot 0,1, ..., atos pravdépodob-
nostmi
AT
P(X:x)——'e , t=0,1,...,
x!

kde A > 0 je dané ¢&islo. Pak fikdme, ze X ma Poissonovo rozdéleni Po(\)
s parametrem . Plati, Zze stfedni hodnota Poissonova rozdéleni je /' = A. Aby-
chom ziskali odhad parametru A, porovnéame stfedni hodnotu s vybérovym primeé-
rem ) = M. Po dosazeni odhadem parametru A je odhad

=X,

4.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Vérohodnostni funkce pro Poissonovo rozdéleni je rovna

n )\Xz‘ N
L) =]]5¢
=1

X;!
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a jeji logaritmus je roven

=1

< n /\X 6A> N Xn: (In XY —In(X3!) = A) =

n

Derivaci polozime rovnu nule a dostaneme maximélné vérohodny odhad parametru

A, ktery je roven

4.2.3 Vlastnosti odhadua

Obéma metodami ndm vysly stejné odhady parametru A. Odhad stfedni hod-
noty je vybérovy prumér, jehoz vlastnosti jsme jiz ovérili ve treti kapitole u vlast-
nosti odhadu normélniho rozdéleni a vime, Ze tento odhad je nestranny a konzis-

tentni.
4.3 Binomické rozdéleni

4.3.1 Momentova metoda
Binomické rozdéleni Bi(m,p) je definované pravdépodobnostni funkei, ktera

je
coymy

P(X=ux)= (Z‘)pm—p)m% r=0,1,.

stfedni hodnota binomického rozdéleni je p/ = mp a rozptyl je 02 = mp (1 — p)

Metodou momentt porovname M| = puf, tedy

Xn = mp,

odtud dostaneme odhad parametru p
X 1 <
p= "= — X;.
b= T am @21
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4.3.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Vérohodnostni funkce binomického rozdéleni je rovna

Fnp)= ﬁ (;?)px (1—p)"

i=1

Logaritmicka vérohodnostni funkce je

L(m,p) = m(fi(g)ﬁgu—pﬁh&>:
~ I (f[ (;’;)) —l—lnpzn:Xi—l—ln(l—p)zn:(m—Xi) _

=1 =1

— I (ﬁ (;?)) —i—lnpzn:Xi—i—ln(l—p) <mn—ZZ;:Xi> .

i=1

Protoze je

ﬁﬁ“%@zﬁg“%@z—w

mé veérohodnostni funkce maximum ve stacionarnim bodé. Pro néj dostaneme
vérohodnostni rovnici

ol (m,p) >, Xi _mn— > i X
dp p l—p

Zderivovanou a upravenou logaritmickou vérohodnostni funkeci polozime rovnu
nule a vyjadiime si maximalné vérohodny odhad parametru p

Z:’Lzl Xi - mn — Z?:l X,

= = 0
D 1-p
Z?:l Xi _ mn-— 2?21 X;
P 1-p

ZXi—ﬁZXi = ﬁm”—ﬁZXi
i=1 i=1 j
zn:Xi = pmn
i=1
P = ! inzﬁ.

4.3.3 Vlastnosti odhadua

Obéma metodami nam vysly stejné odhady parametru p. U odhadu p ovéiime
nestrannost, spoc¢itame stfedni hodnotu tohoto odhadu
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X, EX,
Ep = E—:—E< ZX) " =y

tedy odhad parametru p je nestranny. Ovéiime konzistenci tohoto odhadu po-
moci postacujicich podminek pro ovéreni konzistence, které jsme napsali v prvni
kapitole. Pfipometime si ho a postupujme v ovéfovani podminek. Necht E@Q < 00
pro kazdé pirirozené n. Plati-li € je nestranny odhad nebo alespon asymptoticky

nestanny odhad parametru 6 a lim Var 8 = 0. Pak 6 je konzistentnim odha-
n—oo

dem parametru @. Mame odhad parametru p, ktery je nestranny a Ep < oo,
spocitejme rozptyl tohoto odhadu. Vyuzijeme pfitom vlastnost rozptylu, ktera je
Var(aX) = a*VarX, kde a je konstanta, viz literatura [4]. Diikaz této vlastnosti
lze nalézt v [1].

. X, 1 1 — 1 1 p(1—p
Var(p) = Var(—) = — Var (— ZXZ) - ﬁﬁ”mp(l —p) = ( )7

spoc¢itame limitu
lim Var(p) = lim ————= =
n—o00 n—o00 mn

Tedy po splnéni postacujicich podminek pro ovéreni konzistence, dochazime k zavéru,
ze odhad p je konzistentni.
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5. Prehled bodovych odhadi

Tato kapitola bude shrnutim vSech odhadi parametri, které jsme spocitali. V
tabulkach bude vzdy urcité rozdéleni a pro néj uvedeny odhady metodou momen-
t1, kterou budeme znacit MM a metodu maximalni vérohodnosti oznac¢ime jako
MMV. U téch odhadu u kterych jsme ovérili nestrannost uvedeme tuto vlastnost
v tabulce. Vsechny odhady, ktera jsem spocitali jsou konzistentni.

Spojita rozdéleni

U normalniho rozdéleneni ndm vysly obéma metodami stejné odhady pro oba
parametry. Odhad i se nazyva vybérovy priimér a odhad 2 je empiricky rozptyl.

’ Rozdéleni ‘ MM ‘ MMV ‘ Nestrannost ‘
N(p, %) =X, =X, ano
o 1o . L, 1 _
N(M,O’2) O'QZE;(XZ'—Xn)2 O—QZE;(XZ_Xn)z ne

Tabulka A: Normalni rozdéleni.

Pro gama rozdéleni nam vysly rozdilné odhady a navic pro vypocet odhadi
parametri a a p metodou maximélni vérohodnosti potfebujeme software, ktery
by nam numericky dopocital hodnoty téchto odhadi. Tedy pro gama rozdéleni je
vhodnéjsi pouziti momentové metody.

’ Rozdéleni \ MM \ Nestrannost \ MMV ‘
. X, D
Ga(a,p) |a= 5 ano a= X
Ga(a,p) | D= 5] ne Inp—1(p)=In il X

Tabulka B: Gama rozdéleni.

U logaritmicko-normélniho rozdéleni nam vysly rtzné odhady parametri p
a 0% a pro toto rozdéleni je lepsi pouziti metody maximalni vérohodnosti. Pro
parametr p dava metoda maximalni vérohodnosti nestranny odhad, ale odhad

parametru o2 nenf nestranny.

| Rozdélent | MM \ MMV
1 M, 1
LN Nl pg=In(M)—=-In(1 = — X;
~ My 1”
LN(u, 0?) 52 =1In (1 + M) EZ:: (In X; —

Tabulka C: Logaritmicko-normélni rozdéleni.
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Pro exponenciélni rozdéleni jsme odhadovali parametr A a u obou metod nam
vysel vybérovy priumér. Tedy ob& metody jsou stejné vhodné pro vypocet tohoto

odhadu.

] Rozdéleni \ MM \ Nestrannost \ MMV \ Nestrannost ‘
’ Ex(\) ‘)\:Xn‘ ano ‘)\:Xn‘ ano ‘

Tabulka D: Exponencidlni rozdéleni.

Momentovou metodou ndm pro rovnomérné rozdéleni vysly odhad i, ktery je
nestranny a odhad h nenf nestranny. U odhadi metodou maximalni vérohodnosti
musi pro X; platit 1 <i < n.

Rozddlen | MM | NNV |
R(p, h) Q- X, B = % max {X;} — min {X,})

| 2

Tabulka E: Rovnomérné rozdéleni.

=)
I

R(p, h)

Yoz <Xn)2> = 5 (max {X.} — min {X.})

S|

Diskrétni rozdéleni

U geometrického rozdéleni odhad parametru p vysla prevracena hodnota vybé-
rovového priaméru.

’ Rozdéleni \ MM \ Nestrannost \ MMV \ Nestrannost ‘

~ 1 N 1
Ge(p) D= < ano D= < ano

Tabulka F: Geometrické rozdéleni.
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Poissonovo rozdéleni ma parametr A a odhad tohoto parametru je vybérovy
primér, ktery vysel obéma metodami.

’ Rozdéleni \ MM \ Nestrannost \ MMV \ Nestrannost ‘
’ Po()\) ‘)\:Xn‘ ano ‘)\:Xn‘ ano ‘

Tabulka G: Poissonovo rozdéleni.

Pro parametr binomického rozdéléni dava metoda momenti i metoda ma-
ximélni vérohodnosti stejny vysledek.

’ Rozdéleni \ MM \ Nestrannost \ MMV \ Nestrannost ‘

: X, X,
Bi(m,p) |p=— ano p=— ano
m m

Tabulka H: Binomické rozdéleni.
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Zaver

V prvni kapitole jsme se seznamili s tim, co jsou to rozdéleni, jak mohou
vypadat nékteré jejich hustoty, a zadefinovali jsme si zdkladni pojmy tykajici se
bodového odhadu. V dalsi kapitole jsme si predstavili, jak lze odhadovat parame-
try spojitych distribuci. Ukazali jsme, Ze lze pro bodovy odhad pouzit momen-
tovou metodu nebo metodu maximalni vérohodnosti. V tieti kapitole jsme spoci-
tali odhady parametri spojitych rozdéleni pomoci dvou diive zminénych metod
a zjistili jsme, Ze i pres velkou pocetni naro¢nost metody maximélni vérohod-
nosti existuje efektivni feSeni odhadovani parametri v podobé metody momen-
ti. Ctvrta kapitola zahrnuje totéz jako treti kapitola, pouze s tim rozdilem, ze
se vénujeme diskrétnim ndhodnym veli¢cinam. Pata kapitola je prehledem spoci-
tanych odhadi.

Pro zakladni rozdéleni davaji obé metody skoro vzdy shodné vysledky, vyjim-
kou je gama rozdéleni, logaritmicko-normalni rozdéleni a rovnomérné rozdéleni.
Nelze jednoznacné rozhodnout, kterd z metod poskytuje lepsi vysledky. Rozhodo-
vani provadime podle dané situace, nejcastéji rozhoduje jednoduchost ziskanych
vzorciu. Metoda momentii zohlediiuje vSechna data z vybéru a volime ji v pii-
padech, kdy je soustava vérohodnostnich rovnic obtizné fesitelna.

Informace, dostupné v této bakalaiské praci, 1ze vyuzit pii rozhodovani, kte-
rou metodu pro bodovy odhad pouzit, nebot u zminénych metod je postup vypoc-
tu a zakladni princip. Bude zélezet jen na rozhodnuti odhadujiciho pracovnika,
kterou metodu pouzije a ktera spliiuje dané pozadavky.

7, této prace vyplyvaji poznatky o tom, Ze je nutné aby student nebo pra-
covnik, ktery bude pracovat s daty a provadét odhad, mél zakladni predstavu
o pravdépodobnostnim rozdéleni dat, o prikladu nebo o analyze, kterou bude fesit
a ovladé problematiku daného oboru. Pokud tomu tak nebude a obtiznost projek-
tu bude odhadovat fadné nepoucena osoba, miize to vést ke Spatnym vysledktim
a nesplnitelnym odhadtm.

Téma této bakalaiské prace pro mne bylo velkou vyzvou, nebot jsem o proble-
matice odhadovani bodovych parametri slysSela, ale doposud jsem je nikde ne-
nalezla spoc¢itané odhady, abych se seznamila s funk¢énosti metod. Poznani metod
je pro mé velkym pfinosem, pfedev§sim vhodnost jejich pouziti. Metoda maximal-
ni vérohodnosti mne oslovila pfedevsim svou jednoduchosti a pomérné presnymi
vysledky.
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