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z hlediska poctu zptsobenych pojistnych udélosti, a to na zékladé tidaju, které jsou
obsazeny v pojistnych smlouvach. Na poc¢atku se blize vénuje teorii zobecnénych line-
arnich modelu, které maji v oblasti pojistovnictvi Siroké spektrum vyuziti. V druhé
kapitole je predstaven zakladni model poissonovské regrese a déle také nékteré veri-
fikacni metody. Specialné je zde uveden devian¢éni a Waldiv test, ale také vysledky
platné pro rezidua. Tteti kapitola obsahuje informace o alternativnich ptistupech
k modelovani ¢etnosti pojistnych udélosti a v zavéru je popsdna metoda GEE, kte-
rou lze aplikovat, mé-li uzivatel k dispozici panelova data. Nakonec jsou v numerické
studii na konkrétnim piikladé ilustrovany popsané techniky, pricemz jako néstroj byl
vyuzit statisticky software SAS.
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Abstract: The present work investigates techniques of insurence ratemaking accor-
ding to the claims counts of policyholders on the basis of information contained in
policies. At the beginning, we provide a closer examination of the theory of genera-
lized linear models, which have wide range of applications in the field of actuarial
modeling. The second chapter presents the basic Poisson regression model as well as
some particular verification methods. Specifically, deviance and Wald test could be
found here and furthermore also important results for residuals. The third chapter
contains information on alternative approaches to modeling the claim frequencies
and at the end the GEE method, that can be applied in case of panel data, is de-
scribed. The numerical study based on real insurace data in last part of this diploma
thesis illustrate’s previously described techniques which were obtained with the help
of statistical software SAS.
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Uvod

Moderni techniky v oblasti pojistovnictvi vyuzivaji pro odhad rizikovosti klienta
udaju obsazenych v pojistné smlouvé. Pihodny matematicky nastroj pro tyto tucely
tvoli tzv. zobecnéné linearni modely. Ty umoznuji identifikovat, jaky maji vybrané
ukazatele vliv na rizikovost, ktera je zde vyjadiena odhadem stredni hodnoty po-
¢tu pojistnych udalosti v urcitém obdobi. Ziskané vysledky pak mohou dale hrat
dilezitou roli pfi stanoveni vyse pojistného.

V prvni kapitole se budeme zabyvat obecnou teorii, ktera predstavuje nadstavbu
klasické linearni regrese, a jejiz znalost je pro porozumeéni textu fundamentalni. Navic
zdejsi vyklad predpokladé, Ze ¢tenar absolvoval alespon néjaky ze zakladnich kurzi
statistiky. V pfiloze A jsou pro tplnost uvedeny poznatky tykajici se standardni
teorie maximalni vérohodnosti, které by téz mély byt apriorné znamy.

Nésledujici dvé kapitoly se blize vénuji modelovani ¢etnosti pojistnych udalosti.
Ptedevsim je zde predstaven zékladni pristup zaloZzeny na poissonovské regresi. Déle
jsou také uvedeny i jeho mozné alternativy, které 1ze vyuzit, pokud neni splnén ele-
mentarni pozadavek rovnosti stfedni hodnoty a rozptylu. Zavéreéné sekce tieti kapi-
toly obsahuje informace o metodé GEE, kterd umoznuje uzivateli vychazet
z panelovych dat, nebot nevyzaduje predpoklad nezavislosti.

Nakonec posledni ¢tvrta kapitola nazvand numerickd studie ilustruje techniky
pro identifikaci vhodného modelu na zakladé vystupt ziskanych pomoci statistic-
kého softwaru SAS, pfi¢emz je vychéazeno z realnych dat poskytnutych pojistovnou
Kooperativa. Na zavér je pak porovnano nékolik modelta z hlediska jejich predikéni
schopnosti.

7 dostupné literatury pravdépodobné nejlépe pokryva v této praci uvedené po-
znatky kniha [5], kterou bych ¢tenafi se zajmem o danou problematiku doporuéil na
prvnim misté. Prvni kapitola byla sestavena zejména na zakladé [9] a [8] a ve zbytku
jsem primarné erpal z [4].



Kapitola 1

Zaklady teorie zobecnénych
linearnich modeli

7 pohledu historie matematiky je teorie zobecnénych linearnich modelti pomérné
novodobou zalezitosti. Poprvé byla prezentovana v ¢lanku Generalized Linear Mo-
dels z roku 1972 a ukazala, jak sjednotit a navic také dale prirozené rozsitit do
té doby znadmé pristupy k vyvafeni regresnich modelti pomoci linearni, logistické
nebo poissonovské regrese. V soucasnosti nachazi mnohé uplatnéni zejména v ob-
lasti pojistovnictvi, biologie, ekonomie a mediciny, ale muzeme se setkat i s aplikacemi
v dalsich védnich oborech.

Témeér veskeré odhadové a verifikacni techniky jsou zde zalozeny na zavérech
teorie maximalni vérohodnosti. Proto jsou v piiloze zopakovany zékladni poznatky,
se kterymi by mél byt ¢tenar obeznamen. V piipadé potieby hlubsiho porozumeéni
doporu¢uji ¢tenari nahlédnout nejprve do [1|, kde je dan& problematika popsana
podrobnéji véetné patficnych dikazi, a odkud také bylo ¢erpano. Obséhleji nez [1]
se poté zabyva teorii odhadu kniha [12], v niZ je moZno dohledat dopliujici informace.

1.1 Hustota exponencialniho typu

Jednim ze zakladnich pojmu teorie zobecnénych linedrnich modeld je rozdéleni ex-
ponencialniho typu, jez nahrazuje funkci normalniho rozdéleni v linearni regresi. Jde
o velmi obecny pojem, diky kterému lze modelovat chovéani stfedni hodnoty jak spo-
jitych tak diskrétnich nahodnych veli¢in ¢i obecnéji vektori. Nasledujici kapitola se
zabyva pouze jednorozmérnym piipadem, zobecnéni je popsano v dizertaéni praci
[8]. V této kapitole bylo také ¢erpano z [9).

Ttida rozdéleni exponenciadlniho typu zahrnuje Sirokou skalu rozdéleni, mezi néz
patfi napiiklad normalni, Poissonovo, gama, alternativni, geometrické ¢ inverzni
Gaussovo. Zname-li apriorné hodnotu nékterych parametri rozdéleni, pak do vyctu
dle [3] (str. 21) mizeme také pridat Weibullovo, binomické, negativné binomické
nebo Paretovo rozdéleni, obecné vSak toto provést nelze.

Definice 1.1. }?ekneme, Ze redlnd nahodnd velicina Y md rozdéleni exponencidlniho
typu, existuji-li borelovské funkceb: © — R, ¢ : RxRT x RT — R takové, Ze hustotu



Y wzhledem k néjaké o-koneéné mive u lze pro néjaké 0 € © C R, p € RT aw € R
zapsat ve tvary

f(y; 0, ¢,w) = exp (wy@—Tf)(Q) + c(y, go,u?)) (1.1.1)

a systém

60— b(o
{exp (@%—i—c(y,gp,uﬁ)) :96@CR,¢€R+,1I)€R+}

obsahuje hustoty redlnych ndhodnijch velicin vzhledem k p. Parametr 6 nazgyvdme
kanonickym a o disperznim. Argument w nazgvdme vahou. O hustotdch ndhodnijch
velicin s rozdélenim exponencidlniho typu mluvime jako o hustotdch exponencidlniho
typu a jejich zdpisu ve tvaru (1.1.1) Fikdme kanonicky.

Tvrzeni 1.2. Necht mé& nahodnéa veli¢ina Y rozdéleni exponencialniho typu s hus-
totou v kanonickém tvaru a funkce b je dvakrat spojité diferencovatelna na © (tj.
b € C?*(0)), kde O je neprazdna oteviena podmnozina R. Potom momentova vytvo-
fujici funkce My (t) = Ee?¥ je dvakrat diferencovatelna v bodé nula a navic plati:

EY =§(0),  varY = 2b"(6). (1.1.2)

w

Diikaz. 7 otevienosti mnoziny © plyne existence € > 0 takového, ze pro okoli w =
(0 —e,0+¢) bodu ¢ plati w C ©. Pro ¢, ktera spliuji podminku £ -6 € w, mizeme
provést nasledujici tpravy:

EeY = /_Z exp (W% J:jzb— b0) + c(y, so,u?)) du(y)

- (b (t2 +0) — b(@)) |

p/w

/_Z exp (W% i egg Grd) +c(y, ¢, w)) du(y)

-~

1

S/

(b(tg +0) — b(o)
= exp

o/ ) = Mr(@).

Momentova vytvorujici funkce je ziejmé diky predpokladu b € C*(©) pro viechna
te (—5%, 5%) konecné a i dvakrat diferencovatelné. Zderivovanim vytvorujici funkce
dostavame:

My (t) = My@V (tp/wd+0),
My (t) = My ()Y (te/w+ 60) + My (t)V (te/w + 6).



Momenty nahodné veli¢iny Y spoc¢itame na zakladé vlastnosti momentové vytvorujici
funkce (viz [5] odstavec 2.3.1), tj

EY = M(0)=1¥(0).

EY? = M(0)=[v'(0)

+
varY = EY?2— (EY)? = 2p"(8).
w

Tvrzeni 1.3. Mé&jme systém hustot exponencidlnich typt

60— b0
F={f(y;0):0 €0} = {exp (wyTw +c(y,go,w)) 0 e @},
kde parametry ¢, @ jsou spole¢né pro vSechny hustoty systému. Necht mnozina © C

R je neprazdny otevieny interval, b € C?(0) a b"(0) > 0 pro viechna 6 € ©. Pak

e F je regularni systém hustot s Fisherovou informaci Z(6) = gb” (0) pro vSechna
0 € © (viz definice (A.1)),

e funkce b/(f) na © s oborem hodnot {¥'(0) : § € ©} je prosta.

Diikaz. Ovéfime postupné predpoklady definice regularity (viz body 1-6 v (A.1)).
Bod 1 () # © C R, © je oteviena mnozina) je splnén trivialng, 2 (M = {y : f(y;0) >
0} nezavisi na 6) plyne z definice hustoty exponencialniho typu, ktera je kladna pro

v8echna 0 € ©, tj. M = R. Derivace f'(y;0) = % existuje pro vSechna y € R

diky diferencovatelnosti b(#) a nezavislosti funkce ¢ na 6 (tj. plati také 3). Vyuzitim
tvrzeni (1.2) pii integraci f'(y;6) dostavame:

/“ Py 0)duly /f F(u:0) (v — 0/(0))duty)
-—5/:yﬂ%emmw—;vwx[ £ (:0)du(y) =
b (6) ’ ) 1

(tj. plati 4, [}, f'(y,0)du(y) = 0 pro vSechna § € ©). Obdobny vysledek plati takeé
pro /() = 240

| o) =-—/ (0

80// /!
_ TPy~ Dy o,
2 ol0) ¢<)

Diky f”(y,0) = 0 plati nasledujici rovnost (viz dikaz véty (A.4)) :
/ / : 00 aZln ;9
| o =~ [ TR o)

(9)

ISz

—wmﬁ@—vw»—ﬂ%mwwmmw




Nakonec tpravou ziskdvame pro Fisherovu informaci Z(0) vyjadieni

76) =~ [~ P sty yautn) = - [ (- Zv®) s 0)ntn

—00 [e.9]

W
= —0"(0).
S0

Tim méame dokdzanu regularitu hustoty f(y;0) (tj. plati také 5,6 (Z(0) existuje
a je kladna)), nebot b”(0) je kladné pro vSechna 6 € O. Fisherova informace je
rovna %b”(Q).

Druhé ¢ast tvrzeni je pfimym dusledkem toho, Ze funkce 0" je kladné na otevie-
ném intervalu ©, a proto je b’ rostouci a zaroven tedy prosté na ©. O

Povsimnéme si, jakym zptisobem pak zéavisi rozptyl na stfedni hodnoté,

BY = u=¥(6) = (¥)"'(n) = 6.

varY = £/(9) = £V () = V() = b ((6) 7 (). (1.1.3)

A7 na konstantu ¢/ je rozptyl urcen stfedni hodnotou a funkei V', kterou nazyvame
rozptylovou funkei.

1.1.1 Priklady hustot exponencialnich typt

Ukazme jakym zptusobem lze v nékolika pripadech prevést hustotu do kanonického
tvaru, spoc¢téme rozptylovou funkci a ovéfme, Ze rozptyly a stfedni hodnoty ziskané
na zakladé (1.1.2) odpovidaji ndm znamym vysledkim. NiZze uvedené piiklady byly
odvozeny na zékladé poznatki uvedenych v sekei 3.4 knihy [15].

1. Normalni rozdéleni, Y ~ N(u, 0?)

1 _w-w? yu — p?/2 P
. 2y — \/
f(y’ M, 0 ) - \/We 207 = exp 0.2 o 202 - lOg( 271—0-21
c(y,p,0)
6 — b0
= exp (@Dy—() + ey, @, w))
¥
e Volba parametrii: O=p, =0 w=1,00)= %
e Stfedni hodnota: EY =V(0)=0=pu
e Rozptyl: varY = @b’ (0) = ¢ = o?
e Rozptylova funkce: Vip) =1



2. Poissonovo rozdéleni, Y ~ Po(\)

fy; N) :)\—Te_’\:exp(ylog)\—)\— logy!), y € Ng, A >0
y! —=
(y,p,0)
e Volba parametri: O=log\ p=1w=1,0b0) =¢e
e Stiedni hodnota: EY =b(0) =¢e’ =\
e Rozptyl: varY = pb"(0) = A
e Rozptylova funkce: V(p) =n
3. Gama rozdéleni, Y ~ I'(a,p)
. — a” p—1_—ap
f(y,a,p)—@y e, y>0,ap>0

f(yia,p) = exp(—ay+ (p— 1)logy + ploga — logI'(p))

y(=5) +log?

= exp | ———5— +pllogp) + (p — 1)logy — log I'(p)
v (ysp.)
e Volba parametri: 0=—2¢= le, w =1, b(#) = —log (—0)
e Sti¥edni hodnota: EY =b(0) = —% =E
e Rozptyl: varY = pb"(0) = 5
e Rozptylova funkce: V() = p?

Pozndmka. Uvédomme si, Ze ¢(y, @, W) existuje nejen pro kladna y, nybrz pro
kazdé y € R. Je-li A Lebesguevovou mirou na (R, By), pak piislusna hustota
exponencialniho typu existuje vzhledem k o-kone¢né mive spliujici pu(B) =
A(BNRY) pro kazdé B € By.

4. Alternativni rozdéleni, Y ~ Alt(p)

flysp) = p’(1—=p)"",  ye{0,1}
= exp(ylogp + (1 —y)log (1 —p))
= exp (ylog L log (1 — p))
L=p

e Volba parametru: 0 =log{&, p=1w=1b(0)=log(1+ e?)
o Stredni hodnota: EY =V/(0) = 1% =p
e Rozptyl: varY = pb”(0) = p — p? = p(1 — p)
e Rozptylova funkce: Vip) = p(l —p)



5. Negativné binomické pfi znamém pevném parametru a > 0, Y ~ NB(a, \)

o fa+y—1 A\ [/ a \*
= ("N () () vemaso

+y—1 A1 A
= exp (log (a z ) + ylog (acj— e 5) — alog (1 + E))
A A 1 +y—1
= exp | ylog (&C:_—)\) — alog (1 + a) + ylog (5) + log (a 3; )

.

c(y,p,)

e Volba parametri: 0 = log(a‘ﬂ;\/\), p=1,%=1,b(0) = alog(1+ ai’;if()e))

e Strednf hodnota: ~ EY =¥(f) = a-=29_ — )

a—exp(0)
e Rozptyl: varY = b (0) = (a‘fs}’:&(g))y = Ao = ML+ 2)

e Rozptylova funkce:  V(p) = p+ 142

1.2 Formulace modelu

Podobné jako u linearni regrese, také ve zobecnénych linedrnich modelech (gene-
ralized linear models) vystupuji nezéavislé nahodné veli¢iny oznacované zpravidla
Y1, ..., Y, jako vysvétlované proménné (v literatuie téZ nazyvané odezvy, regresandy
¢i zéavisle proménné) s realizaci yy, . .., y, a vektory vysvétlujicich proménnych (re-
gresort, kovariat, prediktort ¢i nezéavisle proménnych) xi,...,X,, o nichz budeme
piedpokladat, ze maji délku p. Ucelem modelu je co nejlépe vystihnout vliv vysvét-
lujicich proménnych na proménnou vysvétlovanou.

Existuji dvé mozné formulace zobecnéného linedrniho modelu v zavislosti na tom,
zda budeme povazovat regresory za ndhodné vektory nebo vektory konstant. Odha-
dové a verifika¢ni techniky byvaji v obou ptipadech identické a proto volba formulace
nemé z praktického hlediska zasadni vyznam.

1. Regresory jako vektory konstant

Model tvori tii elementarni stavebni komponenty:

1. Vysvétlované proménné Y7, ..., Y, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim
exponencialniho typu. Hustota Y; mé tvar

i0; — b(0; N .
f(y’u eia P, wl) = exp (mly—() + C(yiv ¢7w1)> pro v = 17 N 2 (121)
¥
pricemz hodnoty parametri 61, ..., 0, pochazeji z otevieného intervalu © C R,
b € C*O), v (0) > 0 pro viechna 6 € O, p > 0 je spole¢nym disperznim
parametrem vSech hustot a w; > 0 je apriorné znamé vaha.

7



2. Parametr 6; zavisi na x; prostfednictvim linearntho prediktoru n;, pro ktery
plati
=% B, (1.2.2)

kde vektor B8 € B C R? obsahuje p nezndmych hodnot parametri a p < n.

3. Existuje funkce g : u(0) — R, kde pu(©) = {b/(0) : 0 € O}, takova, ze g €
CH(u(©)) a g'(1) # 0, pro viechna p € u(0), a pro kterou

ni = g(ps),
kde u; = EY;. Tato funkce se nazyva linkova.

Tato formulace se z duvodu jednoduchosti zapisu, interpretace a pozdéjsi prace s mo-
delem v literatute vyskytuje ¢astéji a i my se ji v této praci budeme drzet, nebude-li
vyslovné feceno jinak. Nahodny vektor Y = (Y1,...,Y,,)T Fidici se zobecnénym line-
arnfm modelem s linkovou funkei g a matici planu (design matrix) X = (x1,...,x,)7
budeme strucné zapisovat symbolem Y ~ GLM(f,g,X). Poznamenejme, Ze pro
pouziti maximalné vérohodnych odhadi je nutné teorii uvedenou v piiloze A déle
roz§ifit, aby platila také pro nestejné rozdélené nahodné veli¢iny (viz véta 1.6).

2. Regresory jako nidhodné vektory

Oznacme p-rozmérné ndhodné vektory regresori X, ..., X,,. Tato formulace se oproti
predeslé lisi predevSsim v prvnim bodé, predpokladame totiz, Ze celé vektory
(Y1, XD (Y, XI)T jsou nezavislé a navic stejné rozdélené. Hustotu (1.2.1) maji
tentokrate nahodné veliciny (Y;|X; = x;) a p; z bodu 3 poté chédpeme jako podmi-
nénou stiedni hodnotu E (Y;|X; = x;), zbytek se nijak nelisi. Obdobné i ostatni
charakteristiky zavisle proménné chapeme vzdy podminéné. V tomto piipadé jiz lze
odhadnout model pomoci ,standardni” teorie maximalni vérohodnosti.!

Ukazme nyni pro¢ jsou odhady dle obou formulaci shodné. Predpokladejme, ze
Y aw,...,Ww, jsou apriorné znamé hodnoty, pricemz v praxi je ¢asto nejprve tieba
¢ vhodnym zpiisobem odhadnout. Hustotu f (Yi,XZT)TQ/i’ x;; 0, ¢, W;) ndhodného vek-
toru (V;, X7)T miizeme zapsat jako sou¢in podminéné hustoty f(v;|x:;6;, ¢, @;) od-
povidajici (1.2.1) a hustoty nahodného vektoru regresoru fx,(x;). Vérohodnostni
funkce ¢ mé poté tvar

UB) = Iy fry, xryr (Yi, Xi5 05, 0, w) = IE f (i[53 03, 0, 01) fx, (%)

a logaritmické vérohodnostni funkce

In((8) = L(B) = Y _logf(yilxi; 0i 0, i) + ) log fx, ().
P i=1

'Pro korektni pouZiti teorie je nutné definice a véty uvedené v pifloze A modifikovat pro po-
sloupnosti ndhodnych vektori.



Zderivovanim dle 3 dostéavame

Z 75108 (4/xi5 0, 0. 01).

To znamena, ze vérohodnostni rovnice jsou pro oba typy formulaci identické, a proto
také odhady parametru 3.

Zobecnény linearni model lze ekvivalentné popsat pomoci ¢tyfech moznych typi
parametrizace:

/6 = (517"'7BP)T7
0 = (61,....0,)",
n = (7717"'77771) )

r = (,ula-'-aun) .

Vztahy mezi nimi jsou dany definici modelu a ndzorné je popisuje nasledujici schéma:

- (sz
0

n=xIg =g () b=
——
B = n Iz

m = g() i = b'(0)

Parametrizaci B fikame hlavni. Hustotu vysvétlované proménné Y; budeme vzhledem
k riznym parametrizacim struéné zapisovat ve tvarech: f(v;; 3), f(vi;0:), f(yi;m:) ¢

f(Zh%/M)-

114
S

1.3 Odhad parametru 3

Vyjadieme nejprve pomoci fetizkového pravidla tvar skérového vektoru
U(B) =Y, Ui(B), kde
l 98 0,  om om 0B

s 0i(pe) = (V)7 (wa), pa(mi) = g7 (), mi(B) = x; B, tvoii piispévek i-tého pozorovani
k celkové hodnoté U(B). Upravami dostavame

MIOG0) iy, gy = v )

(1.3.1)

00, 2
a 7 91 17 891 i 1
B = pe) =V = T - e (s
oni (i) , Opi(n;) 1
Ol g() on; 9 (1) ( )
375‘(5)
ni(B) _ o <
o ni(8)
95,



pricemz ve (1.3.2) a (1.3.3) byla uzita véta o derivaci inverzni funkce. Existenci
parcialni derivace

Opi Vi) 0((0) 7 (1))
zarucuje predpoklad b” > 0, ze kterého také vyplyva, Ze b je rostouci funkce na ©.
Spojitosti ¥’ na intervalu © implikuje, Ze mnozina u(0) = {V/(0) : € O} je interval
(Darbouxova vlastnost), a proto parcialni derivace

Opi(n;) _ 1
om; g'(:)

existuje diky predpokladim g € C'(1u(©)), ¢'(1) # 0 pro pu € u(©), z kterych plyne
ryzi monotonie funkce g na p(©). Vyjadieni ma tedy tvar

X;

DB = S W= gt

Oznacéme

1
o) = GO R

predpis funkce w, kterou zfejmé muzeme takto definovat na celém p(©). Skorovy
vektor je pak roven

= _Ui(B) wa )9 (1) (Yi = p1i)x. (1.3.4)
=1

Poznamenejme, ze z predpokladu p; = EY; zfejmé plyne

—E Zn:Ui(ﬂ) = Zn:EUz‘(ﬂ) =

Odhad @ parametru 3 je kofenem soustavy rovnic U (B) = 0. Tj., pro B je

sz Hz HJZ Y lul) X 07

kde f1; = g7 (x! B).

Definice 1.4. Linkovou funkci g nazjvame kanonickd prdve tehdy, kdyz je inverzni

funkei V', tj. g = (V)1

Existence kanonické linkové funkce je zarucena diky tvrzeni 1.3. Jestlize je g
kanonick4 linkova funkce, pak plati:

V'(0:) =i A glus) = ) () = 0 = g(w),
(b/)_l(ﬂi) =0; N V0)=V(w) =9(m)=

V(Mz‘)'
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Implikace na druhém fadku plyne z véty o derivaci inverzni funkce. Vyuzitim téchto
vztaht dojde ke znaénému zjednoduseni vyjadreni skorového vektoru, nebot prejde

v
1 n

== wi(Y; — u)x
¥ =1

Parametr 3 se pak odhadne feSenim rovnice > . w;(Y; — fi;)x; = 0, tj., pro 3 plati

Z QI)IY;XI = Z ?IJZ'[J/Z‘XI Z wzg 1 Tﬁ (136)
i=1 i=1
Ekvivalentné lze také uzit maticovy zapis
X"WY = X"W,

kde X = (x1,...,%,)7T je matice typu nxp, W = diag (i, . . . ,,) diagonalni matice
vah, Y = (Y1,....Y )T a o= (fug, ..., )"

1.4 Numerické resSeni vérohodnostnich rovnic

Obecné neni pro zobecnéné linearni modely k dispozici jednoduché explicitni feSeni
vérohodnostnich rovnic, a proto software uziva numerické algoritmy. Standardné se
v literatufe muzeme setkat s metodou iterativnich vazenych nejmensich ¢tvercta
(IWLS, iterated weighted least squares) a Newtonovym—Raphsonovym algoritmem.
Ve skutecnosti jsou oba tyto pristupy zaloZeny na stejném principu a navic pii volbé
odpovidajicich poc¢ateénich hodnot a kanonické linkové funkce jejich iterace splyvaji.

Newton—Raphsontiv algoritmus I

Nejprve se pro k = 0 zvoli vhodné pocatecéni hodnota B(O) a poté opakujeme nasle-
dujici dva kroky, dokud neni splnéno kritérium konvergence || 8% — B¢=1 ||< ¢.

1. Spotteme odhad skérové funkce U (B%®)) (viz (1.3.4)) a vybérovou informacni
matici F,,(8®) = nF(B8®) (viz (A.3.1)) na zaklads 3%,

2. Novy odhad parametru ur¢ime dle vyjadieni
B(Hl) _ B(k) _ [Fn(lg(k))]—lU(B(k))
a hodnotu k navysime o 1.

Jako pocatecni hodnota B3© = (Bfo), . ,@(LO))T se napiiklad nékdy uziva vektor se

slozkami
. 1 < .
O =g =S v]ap?=0,=2...p
n 1




Nyni ukdZeme, pro¢ maji kanonické linkové funkce vysadni postaveni v ramci zobec-
nénych linearnich modelu, pricemz vyuzijeme vyjadieni vybérové informadni matice.
Poté jesté pred popisem samotného pribéhu metody iterativnich vazenych nejmen-
sich ¢tvercti plynné navazeme odvozenim jejiho principu, z ¢ehoz bude nakonec pa-
trna souvislost s Newton-Raphsonovym algoritmem.

Existuje-li Fisherova informa¢ni matice Z,(3), pak lze zapsat ve tvaru (viz
(A.1.6)):

Z,(B) =varU(B) = Var—Zw w(p)g' (1) (Y — p3)x;

1 -
= S 2 ) )P (Y = )T

_ i - ﬁ’? I, 2X‘£ s
v 2 Vz(ﬂi)[g’(ui)]4[9 ()i 2V ()

1 n
==Y ww(p)xx] . (1.4.1)
¥ =1

P1i upravach bylo vyuzito predpokladu nezévislosti mezi vysvétlovanymi promeén-
nymi.

Predpokladejme nyni, Ze ¢’ a w jsou diferencovatelné na p(0). Z definice vybérové
informaé¢ni matice F'(3) (viz (A.3.1)), Fetizkového pravidla a vztaht pro U(3) v sekci
(1.3) dostavame:

B 0*Inf(Y;; B) L~ (OUi(B)  OU(B)
_"Z 038" _"Z %T __n;( opy 0By )

1 Z wiw(#z‘)g (Mi)(Y; — [4;) 8%(77@‘)}{0771‘(5)
n = Opi on; " 0BT
1 1 T

= [0 (i) () (Vs = o) - ()" (i) (Vi = p) = w0 ) ()] i

)

n

- 9”(#7:)} T
= — wWw( )X X, — — w; ;) +w(; Y, — pi)xix; . (1.4.2
o 2 ) w}@ o)+ i TS 05— e (142

-~

Jn(B)

Jelikoz je EY; = p; a tedy také E J,(B) = 0, ma stfedni hodnota vybérové
informac¢ni matice tvar:

Vyuzitim (1.4.1) za predpokladu existence Z,(3) dostavame:
R
1.(B) = EnF(B) = 2 Z Wiw (i) XX
i=1
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V praxi pfedstavuje nF’ (B) odhad informac¢ni matice Z,(3), kde 3 je korenem véro-
hodnostnich rovnic, ale na rozdil od Z,,(3) nemusi nutné spliiovat podminku pozitivni
definitnosti.

Povsimnéme si, ze predpoklady zobecnéného linearniho modelu vyzaduji, aby
funkce V' a [¢']? byly kladné, a proto je takeé

w(p;)) = —————=>0proi=1,...,n.

V(pi)lg' (ri))?

Z toho dale vyplyva pozitivni semidefinitnost matice }0 S waw(p;)x;x!, nebot pro
libovolny p-rozmérny vektor ¢ € R” mame

1 - 1 n
CT (; Z wzw(ul)xz}{?> C = ; Z wiw(/ubi)CTXiXZTC _
=1 i=1

1 n
— > ww()(x; ¢)* > 0,
¥ =1

Navic plati také nasledujici ekvivalentni vyroky:
1 n n
(— Zﬁ;iw(,ui)(x;fpc)Q = 0) & (2:()(1%)2 = 0) & (xfc=0proi=1,...,n)
Yo i=1

< Xe = 0.

To znamené, Ze matice %0 o waw(p;)x;xE je pozitivng definitni prave tehdy, kdyz
sloupce X = (xy,...,X,)7 jsou linedrné nezavislé.

Jei Y ~ GLM(f,9,X) ax!3 € g(u(®)) = {g(t/()) : 6 € O} pro viechna i =
1...,na B € B, pak jiz lze relativné snadno na zakladé vySe zminénych tvah ukazat,
ze linearni nezéavislost sloupcii matice X je postacujici podminkou pro to, aby hustota
nahodného vektoru Y pochézela z regularniho systému hustot {[]', f(v:;8); 8 €
B} s Fisherovou informaéni matici Z,(8) = éZ?:l wyw(p;)xx? (viz disledek 3.9
prace [8]). Tato podminka ovSem nezarucuje existenci vybérové Fisherovy informaéni
matice, pro jejiz vyjadieni jsme potiebovali, aby funkce ¢’ a w byly diferencovatelné.

Predpokladejme nyni, Ze g je kanonickd linkova funkce. Z definice 1.4 a vztahu
(1.3.5) dostavame:

0(0) = () ) ) = = o ) = — ) o ) )
W) = s = V) > ) = V(). (1.43)

pa)lg' ()2
Cést vyrazu J,(8) (viz (1.4.2)) uvedena v hranaté zavorce poté prejde v
(o V(o)
w//vbz'—i‘w,uig('ul)zvlﬂi—FV/M (— =) =0,

a proto se také J,(B) rovna 0 a F(3) = w—ln Sor wiw () xixt

Na zakladé vyse uvedenych poznatki jsem sestavil nasledujici vétu.
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Véta 1.5. Necht Y ~ GLM(f,g,X), X md linedrné nezdvislé sloupce, b je trikrdt
diferencovatelnd na © a g je kanonickd linkovd funkce. Necht navic By je skutecnd
hodnota parametru B3 a pochdzi z otevieného konvexniho parametrického prostoru
B C RP, pricem? pro vSechna i = 1,....n a B € B plati x'B € g(u(0)) =
{g(t'(0)) : 0 € O}. Pak, existuje-li pro realizaci Y FeSeni soustavy vérohodnost-
nich rovnic U(B) = 0 , je uréeno jednoznacné a je mazximdlné vérohodnym odhadem
parametru B3y.

Diikaz. Jelikoz g je kanonicka linkova funkce, zaruc¢uje predpoklad existence tietich
derivaci b diferencovatelnost funkei ¢" a w. Z (1.4.3) a (1.1.3) plyne

W) = V() = B (@) 0] =0 (07 00) i

pro vSechna p € u(0), nebot v’ je kladnou funkei na ©. Obdobné muzeme vyjadrit
také derivace funkce g ve v8ech bodech p(©). Upravami dostavame

1

g (p) = [(b,)_l(ﬂ)]lzm,
1 0 ()

1 2
! ui N\ —1
0 = () ¥ @0 gy = .
b ((0") 1 (1)) ( HWWWM (o (1))’
7 diferencovatelnosti ¢’ a w plyne existence vybérové Fisherovy informac¢ni matice

(viz (1.4.2)). Diky kanonické linkové funkci, predpokladu x7 3 € g(u(0)) a nezévis-
losti sloupct X je

O2nf(Y;; 1~ _
-2 T —;zw ) o
=1

:_sz Tﬁ Xz

pro v8echna 3 € B rovna pozitivné definitni Fisherové informaé¢ni matici Z,(8).
Spojitost w a b’ implikuje spojitost funkce 8 +— w (¥ (x}3)) na B. To znamené, ze
druhé parcialni derivace
0*L
0,00s
logaritmické vérohodnostni funkce L jsou spojité na B pro vSechna r,s = 1,...p,
nebot plati

PL(B) P Inf(Yi;B) PInf(Y;; B)
95,00, 05,08, Z 03,08, ——sz

xirxis-

Dle véty 1.74 textu [11] je pak logaritmicka vérohodnostni funkce ryze konkavni
na konvexni mnoziné, a proto se v kazdém feSeni soustavy vérohodnostnich rovnic
nachézi lokalni maximum, které je jednozna¢né urcenym globalnim maximem (viz
[11] véta 1.66)). O
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Vratme se zpét k metodé iterativnich vazenych nejmensich ¢tverci. Abychom
ukéazali souvislost s Newtonovym-Raphsonovym algoritmem, vyjdéme z rovnice

B=B—[F(B)]'UB),

kde B je maximalné vérohodny odhad B pro realizaci Y, tj. U (B) =0, a fi; =
g (x!'B). Vybérovou Fisherovu matici F,,(3) nahradime

Z.(8) = é > (i) xix] (1.4.4)
=1

a vynasobime ji zleva obé strany rovnice. Tim dostdvame

Z.(B)B =T.(8)B+ U(B),
a tedy
é Y aw(p)xx{B = é > dw(j)xix] B + é > aw(fi)g (1) (Vi = fu)xi
i=1 i=1 =1

(Z Gaw(fu)xx])B = Y ww(fi)x; [x{ B+ g () (Y = 1)) -

~
i=1

Z;
Posledni rovnici mizeme zapsat piehlednéji pomoci maticového zapisu
(X"WX)3 = X"WZ,

kde W = diag(iw(fiy), . .., waw(fi)) je diagonalni matice nxn aZ = (Zy, ..., Z,)"
n-rozmérny vektor, ktery byva nazyvan linearizovana odezva. Zpétnym vyjadienim
ﬁ dostavame:

B =X"WX) 'X"WZ.

Metoda iterativnich vazenych nejmensich étvercd (IWLS) I

1. Vezmeme pocatecni odhad f1(® =Y a hodnotu k nastavime na 0.

2. Spocteme

WO = diag(dw(@?), ... duw(a®)),

n

Z" = g+ g (Y - ) proi=1,...n,
a prejdeme k bodu 3.
3. Zapoc¢neme iteraci vyjadienim
B+ — (XTWRX)IXTWHEZE) (1.4.5)

kde Z® = (Z®) . ZIT Pokud je splnéno kritérium konvergence || B¢+ —
B ||< e, pak algoritmus konéi, jinak pokra¢ujeme bodem 4.
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4. Dopoéteme ,ugkﬂ) = ¢ Y(xTB* D) pro i = 1,...n, navysime hodnotu k o 1

a prejdeme k bodu 2.

7 vyse uvedenych poznatkl plyne, Ze pro kanonickou linkovou funkci jsou obé
vySe uvedené numerické metody (IWLS, Newton-Raphson) ekvivalentni ve smyslu
identi¢nosti iteraci, a to v disledku rovnosti vybérové informac¢ni matice F,(3)
a Z,(8). Prubéh algoritmii se ovSem zasluhou riiznych pocateénich hodnot miize
lisit.

Povsimnéme si, ze (1.4.5) odpovidé vzorci ve vazené linearni regresi. V kazdé
iteraci se vlastné stanovi novy odhad parametru 3 pomoci vazené metody nejmensich
¢tverct s linearizovanou odezvou, matici planu X a pfislusnymi hodnotami vah.
Odtud také pochazi samotny nézev. Existence této interpretace je velice vyhodna,
jelikoz jsou znamé velmi efektivni numerické algoritmy pro vypocet aktualizované
hodnoty 3. Navic pro poc¢atecni odhad nutné nepotiebujeme znat hodnotu B(O), ale
sta¢i nam 19, coz je také vyhodné.

1.5 Asymptotické vlastnosti GLM

V této sekci bylo Cerpdno predevsim z dizertacni price [8] , ale také z ¢lanku [6].
Clanek diskutuje ruzné varianty piredpokladi pro splnéni asymptotické normality
a konzistence maximéalné vérohodného odhadu, a to jak pti nahodnych tak nenadhod-

Vel viv s

V nésledujici vété bude By znacit skute¢nou hodnotu parametru 3 € B C RP
a Bn = Bn(Y) nédhodny vektor, ktery je pro realizaci Y roven maximalné véro-
hodnému odhadu, pokud existuje. Fisherovu informac¢ni matici Z,(8) muZzeme ze
spektralniho rozkladu vyjadrit jako

Z,(8) = CAC" = CA'*CTCA*C" = I,/*(B)L,/*(B),

kde C je matice s ortonormélnimi vlastnimi vektory Z,,(3) ve sloupcich, A diagonélni
matice vlastnich ¢isel a A'/? diagonalni matice odmocnin vlastnich &sel. Pro 8 € B
a libovolné 6 > 0 oznacme

O(8) = {B:| Z,/*(Bo) (B — Bo) || < 6}

Symbol || - || zde chédpeme jako euklidovskou normu vektoru. Nakonec polozme

V.(8) = I, Y*(Bo)Z.(B) T, *(Bo).

V nadchazejici vété budeme pracovat s nasledujicimi vyroky:

(P1). g je kanonicka linkova funkce.

(P2). limy, 0o A\min(Zn(Bo)) = 00 , kde A\pin(Z,.(Bo)) je nejmensi vlastni ¢islo Z,,(By)-
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(P3). Pro kazdé § > 0 existuje n; a ¢ > 0 takové, ze pro viechna n > n; a 3 € O(4)
je matice Z,(3) — ¢Z,(Bp) pozitivné semidefinitni.

(P4). Pro matici V,.(8) = T, *(80)Z.(8)Tn "/*(Bo) a kazdé § > 0 plati
lim,, comaxgeo(s) | Va(B) —Z, [|= 0,

pticemz symbol || - || zde chapeme jako normu matice kompatibilni (souhlas-
nou) s Euklidovskou normou.

(P5). Posloupnost {x2}°, lezi celd v kompaktni mnoziné X takové, ze x’ 3 € © pro
kazdé B € B ax! € X.

(P6). limn_,oo)\mm(zzlzl(%)QxiXiT) = 00, kde )\mm(zzl:l(%fxix?) je nejmensi vlastni
¢islo 2?21(%)2XiXiT~

Véta 1.6. Necht Y ~ GLM(f,g,X), X md linedrné nezdvislé sloupce, b je trikrdt
spojité diferencovatelnd (b € C*(©)) a B C R? je oteviend konvexni mnoZina. Necht
navic pro kazdé 3 € B plati xI' B € g(1(©)),i = 1,...,n, kde g(u(0)) = {g(V'(9)) :
f € ©}.

(1) Jsou-li splnény predpoklady (P1),(P2) a (P3), pak existuje posloupnost ndhod-
nyjch vektori {3,}2, takovd, Ze

(Z1). ,én je asymptoticky Tesenim vérohodnostnich rovnic, tj.,
lim,, oo P{U(B,) = 0} = 1,
(Z2). B, je zdrover konzistentnim odhadem Bo, tj.

limy, oo P{|| Bn — Bo ||< £} = 1.

(2)  Pokud plati (P1),(P2) a (P4), miZeme k zdvérim (Z1) a (Z2) pridat

(73). {B,} je asymptoticky normdlni,tj.

Z22(80) (B — Bo) > N(0, 1,),
kde I, je jednotkovd matice rddu p.

(Z4). Skorovy vektor U(By) je také asymptoticky normdlni pii n — 0o, tj.

I12(B0)U (Bo) <5 N(0,1,).

(3)  Vyroky (P1), (P5) a (P6) také implikuji (Z1), (Z2), (Z3) a (Z4).
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Diikaz. Viz dizertaéni prace (8], véty 3.15, 3.16 a dusledek 3.19, pfipadné je také
mozno nahlédnout do ¢lanku [6]. O

Podminka (P6) je nutna a postacujici pro konzistenci odhadu v klasické linearni re-
gresi. Pfi pevné hodnoté poc¢tu regresorti nebyva v praxi s jejim splnénim (dle [13]
podsekee 6.2.4) jakykoli problém. Predpoklad (P3) lze interpretovat jako pozadavek,
aby nedochézelo na okoli skute¢né hodnoty parametru ke ztraté informace, a (P4)
jako pozadavek dostate¢né spojitosti Fisherovy informac¢ni matice. Oba tyto pfedpo-
klady lze modifikovat i pro ptipady s libovolnou linkovou funkei (viz [6] str. 360-361).
Nakonec (P5), ktery vyzaduje, aby regresory pochézely z kompaktniho prostoru, lze
snadno ovérit. Modifikaci predpokladi pro linkové funkce, které nejsou kanonické,
lze také nalézt v [8] (str. 48, poznamka 3.22).

Poznamka. Budeme-li se v dalsi kapitolach zminovat o asymptotickych vlastnostech,
implicitné predpokladame splnéni predpokladi této véty.
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Kapitola 2

Aplikace a verifikace

V nasledujici kapitolach bylo primarné ¢erpano z [4]. Blize se zde zaméfime na mode-
lovani po¢tu pojistnych udalosti vzniklych v souvislosti s danou pojistnou smlouvou
za dané obdobi. Odhad cetnosti skod tvoii jednu ze zésadnich slozek pro stano-
veni pojistného. Pojistny matematik se snazi predevsim co nejlépe vycislit mnozstvi
prostiedkt odpovidajicich o¢ekavané vysi vSech skod, kterou oznacujeme jako netto
pojistné. Standardné se predpoklada, Ze jednotlivé vyse skod jsou vzajemné nezavislé
a stejné rozdélené a zaroven nezavisi na svém poctu, proto byva celkova vyse skod
vznikld na dané smlouvé modelovana pomoci vhodného slozeného rozdéleni. Netto
pojistné poté jednoduse odpovida soucinu stfedni hodnoty vyse a stfedni hodnoty
poctu skod.

Zakladni metodou pro posouzeni rizikovosti pojistné smlouvy je odhad oceka-
vané skodni frekvence, tj. po¢tu pojistnych udalosti v pripadé, kdy by smlouva byla
v platnosti po celé sledované obdobi odpovidajici zpravidla jednomu roku. Pro po-
jisténi odpovédnosti z provozu motorovych vozidel probihé odhad oc¢ekavané skodni
frekvence obvykle ve dvou fazich.

Prvni fazi se budeme podrobnéji vénovat po zbytek této prace. Mohli bychom
ji nazvat apriorni, jelikoz je zaloZena pouze na pfedem znamych tudajich uvede-
nych v pojistné smlouveé. Takovymto tidajim rikame rizikové charakteristiky smlouvy
a muze mezi né patfit napiiklad veék pojistnika, pohlavi, povolani, zdvihovy objem
motoru vozidla, velikost bydlisté pojisténého, rodinny stav ¢i frekvence placeni pojist-
ného. Pithodnym nastrojem pro tuto fazi jsou pravé zobecnéné linearni modely, které
zahrnuji informace o rizikovych charakteristikach prostfednictvim nezavisle promén-
nych.

V druhé aposteriorni fazi se odhad skodni frekvence upravuje na zakladé histo-
rického skodnfho pribéhu nebo zohlednénim postaveni pojisténého v ramci systému
bonus-malus. Pojistovny pouzivaji systém k motivaci fidi¢u, aby jezdili s co nejmen-
Stm poc¢tem nehod. Zodpovédni fidici jezdici bez nehody jsou v ramci zebiicku posou-
vani do kategorii s vySsi slevou na pojistném, jsou ocenéni bonusem. Naopak 1idici,
ktefi zptsobi nehodu, jsou penalizovani tzv. malusem, tj. jsou posunuti opac¢nym
smérem a naopak plati vyssi pojistné. Podrobnéji se touto problematikou zabyva
kniha [4] v kapitole 4.
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2.1 Aplikace GLM v pojistovnictvi

2.1.1 Poissonovska regrese

V minulosti jiz vzniklo vice zdafilych pokusi o pouziti riznych pravdépodobnost-
nich modelt pro odhad frekvenci pojistnych udalosti. Obecné se vSechny opiraji
o predpoklad, Ze pocet skod zptusobenych pojisténym béhem sledovaného obdobi se
ridi Poissonovym rozdéleni, které si proto drzi prominentni postaveni v této oblasti.

Zakladnim nejjednodussim pouzivanym zobecnénym linearnim modelem je tzv.
poissonovska regrese. Nahodné velicina N; reprezentuje pocet Skod nastalych na
smlouvé i, ktera je v platnosti po dobu d; ve sledovaném obdobi, které zpravidla
odpovida jednomu roku. Informace obsazené v rizikovych charakteristiky budou re-
prezentovany pomoci p — 1 nezavisle proménnych vektorem (x;, . . . ,$ip_1)T. Na mo-
del jsou kladeny nasledujici tii zdkladni pozadavky:

1. Ptedpis pro stfedni hodnotu méa tvar

p—1
E]\/vz :dzexp(ﬁg—i—Zﬂjx”), 1= 1,2,...7717 (211)
j=1
kde 8 = (5o, 1, - - -5 ﬂp,l)T odpovida vektoru nezndmych regresnich koeficientu

délky p, které mame za cil odhadnout, a n poc¢tu smluv.

2. Vysvétlované proménné Ny, ..., N, jsou vzajemné nezavislé.
3. Nahodné veli¢iny Ny, ..., N, maji navic Poissonovo rozdéleni, tj.
p—1
N; ~ PO(dieXp(ﬂo‘f‘Zﬁinj))v 1=1,2,... n.
j=1

V souladu se zna¢enim v predchozi kapitole je N; ~ Po(d;exp(x!3)), kde x! =
(1,21, ..,xip—1). Parametr B, nazyvame intercept a bez ohledu na jeho vyskyt bu-
deme v modelu nadéle konzistentné predpokladat pravé p neznamych regresnich ko-
eficientii. Poznamenejme, Ze obecnéji miizeme vyskyt pojistnych udalosti na smlouvé
© pokladat za realizaci homogenniho Poissonova procesu, nebot E N; je soucinem
stiedn{ hodnoty (ro¢ni) skodni frekvence exp(x; 3) a doby d;.

2.1.2 Expozice v riziku

Dobu d; nazyvame expozice v riziku. Prirozené vétsina smluv zistava v platnosti
po celé sledované obdobi jednoho roku a méa tedy expozici rovnu jedné. Ve zbylych
piipadech je d; < 1, coz nastava nejen, pokud dojde ke zruSeni ¢i vzniku smlouvy
v prubéhu sledovaného roku, ale také v pripadé, kdy se zméni hodnota nékterého
z regresoru. 7 hlediska modelu mizeme chépat jakoukoli takovou zménu jako zanik
staré a vznik nové smlouvy. PovSimnéme si, zZe poté povazujeme Skodni pribéhy
pojisténého v raznych obdobich za nezéavislé, coz urcité neni realistické. Problém
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korelovanosti dat lze vyresit uzitim tzv. GEE metody, o které bude blize pojednano
v zavéru pristi kapitoly.

Diilezitym ¢asto pouzivanym pojmem je offset. PovS§imnéme si, ze vySe uvedeny
vyraz (2.1.1) lze také zapsat ve tvaru

p—1 p—1
E N; = diexp(fo + Z Bjxi;) = exp(Ind; + By + Z Biwi),
j=1 =t

kde se v exponentu navic vyskytuje hodnota Ind;. Tuto hodnotu oznac¢ujeme an-
glickym terminem offset. Aniz by doslo k zasadnim zménédm v poznatcich uvede-
nych v predchozi kapitole, muzeme symbol n; = log E N; (viz (1.2.2)) také definovat
jako soucet linearntho prediktoru a offsetu, tj. n; = Ind; + 5y + Zf: Bjxi;. Existuje
ovSem jesté dalsi moznost, jak zaradit do modelu informaci o expozicich. Pracujeme-li
s ro¢nimi $kodnimi frekvencemi (E N;/d;,i = 1,...,n) jakozto nezéavisle promén-
nymi, pak lze d; chapat jako apriorni vahu (prior weight) w; ve vyjadreni (1.2.1),
tj. di = w;. Z (1.3.6) plyne, Ze odhad regresnich koeficientu je v obou ptipadech
identicky. V dalsich Gvahach budeme predpokladat, ze vahy wy, ..., w, jsou rovny
jedné a expozice jsou zaclenény do modelu pomoci offsetu.

2.1.3 Interpretace modelu

Ve vyse uvedené formulaci modelu byla pro vazbu mezi stfedni hodnotou poc¢tu skod
a linearnim prediktorem pouzita logaritmicka linkova funkce, kterd je zaroven pro
Poissonovo rozdéleni linkem kanonickym (viz podsekce 1.1.1). To poskytuje odhadu
kromé piithodnych statistickych vlastnosti také velmi rozumnou a pfimocarou inter-
pretaci vlivu nezavisle proménné na ocekavanou skodni frekvenci, a proto se v praxi
pracuje vyhradné s touto vazbou.

Rizikové charakteristiky, které maji charakter spojitych ¢i ordinalnich promén-
nych byvaji obvykle kategorizovany.! Diivodem je, Ze zpravidla apriorné neznime
vhodné transformace téchto proménnych, jez by odpovidaly funkénimu predpisu mo-
delu. Problém se navic komplikuje, uvédomime-li si, ze zavislostni struktura muze
byti pomérné komplikovana a ptridanim ¢i odebranim nékterého z regresort se vliv
ostatnich muze zménit, a tedy ptivodné pouzité transformace nemusi byt viibec smys-
luplné.

Priiklad. Vysvétleme na jednoduchém piikladé, jak mize kategorizace a nasledna
interpretace vypadat. Méjme k dispozici portfolio smluv povinného ruceni a zaroven
informace o tfech rizikovych charakteristikach, kterymi jsou: zdvihovy objem motoru,
veék pojistnika a pohlavi. Ty do modelu zahrneme pomoci dummy proménnych 2

1Ordinalni proménné nabyvaji koneéné mnoha hodnot a lze je usporadat na zakladé kvalitativni
charakteristiky, kterou vystihuji.
2Tj. proménnych nabyvajici pouze hodnot 0 nebo 1.
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{1 pokud je objem motoru mensf nez 1400[cm?]
0

Ty = )
jinak
1 pokud je objem motoru 1400 az 2000[cm?]
X - )
? 0 jinak
1 pokud je objem motoru vétsi nez 2000[cm?]
T = )
’ 0 jinak

Y

1 pokud je fidi¢ vozidla muz
Tig =
0 jinak
{1 pokud je vé€k mensi nez 26 let
Tij5 = )
0

jinak

1 pokud je veék 26 az 30 let
Tig = 9
0 jinak
{1 pokud je vék vyssi nez 60 let
TiT = .

0 jinak

Ridi¢i mezi 31 a 60 lety tvori referen¢ni skupinu pro rizikovou charakteristiku vék
a obdobné je tomu u Zen v ramci pohlavi. Pov§imnéme si, Ze do modelu nebyl zahrnut
intercept. Vztah pro ocekavanou skodni frekvenci (E N;)/d; by pak mél tvar:

exp(bixia + -+ - + Brair) = H exp(ﬁj).

Jlzij=1

Hodnoty exp(51), exp(/2) a exp(f3) jsou ofekavanymi skodnimi frekvencemi skupiny
referen¢nich kategorii (tj. zen ve véku 31 az 60 let) pro rizné objemy motoriu ¢i
obecnéji tarifni skupiny. Smlouvy povinného ruceni totiz byvaji v pojistovnéch za-
razovany do tarifnich skupin pravé na zakladé objemu, typu vozidla ¢i sily motoru.
Pojem by nemél byt zaménovan s terminem tarifni tfida, kterou urcuje teprve cely
vektor (zi1,...,zi7)T. Pro j = 4,...,7, urtuji vyjadieni (exp(8;) — 1) - 100, o kolik
procent se zvysi (resp. snizi) Skodni frekvence vlivem j-té proménné vici referenéni
kategorii. Napiiklad odhad (5 interpretujeme nasledovné: Mladi fidic¢i (resp. ridicky)
jsou ve v8ech tarifnich skupinéch rizikovéjsi o (exp(f5) — 1) - 100% nez muzi (resp.
zeny) ve véku 31 az 60 let.

Poznamka. Situace je vlastné velmi podobna jako v pripadé klasického linedrniho
modelu, az na fakt, ze diky logaritmickému linku se zméni aditivni vliv jednotlivych
nezavisle proménnych na multiplikativni. Pro iplnost poznamenejme, Ze zarfazenim
interceptu do modelu neziskdme nic jiného neZz jinou interpretaci, navic je pfitom
nutné vytradit jeden z regresoru identifikujicich tarifni skupinu, ktera se stane novou
referencni kategorii.
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Casto se stava, Ze rizikové charakteristiky mezi sebou vzajemné interagujf a nelze
je do modelu zahrnout oddélené. Typickym ptikladem miize byt pravé vék a pohlavi
(viz 4], sekce 2.2, obr. 2.7). Mladi idi¢i vykazuji vyrazné vyssi Skodni frekvence nez
mladé tidicky, naopak ale muzi ve stfednim véku vykazuji spise nizsi frekvence nez
zeny ve stejném véku. Do modelu jsou poté zahrnuty dummy proménné pro kazdou
kombinaci kategorii interagujicich proménnych s vyjimkou kombinace referen¢nich
kategorii. Ve vyse uvedeném pripadé by tak vznikly nové binarni regresory identi-
fikujici nasledujici skupiny: muzi 18-24, muzi 25-30, muzi 31-60, muzi nad 60, zeny
18-24, zeny 25-30, Zeny nad 60. Na zeny ve véku 31-60 let by tak zbyla referenc¢ni
kategorie a vysledny model by obsahoval deset dummy proménnych.

2.1.4 Interpretace vérohodnostnich rovnic

Necht k; oznacuje pocet nahldsenych pojistnych udalosti na smlouvé i. Vérohod-
nostni funkce pro tato pozorovani méa tvar

kde

p—1

)\i :diexp(50+2ﬁj:vij), 1= 17...,71.
j=1

Logaritmické vérohodnostni funkce je dana predpisem

n

L(B) =n((B) =) (~Ink!+ kln X — \),

=1

a pro prislusné vérohodnostni rovnice plati:

0 - 0 0 -
3510 =2 ((gginn) ~ gh) = -2 =0
> k=) N (2.1.2)
=1 =1

0 = 0 0 =

=1

=1 =1

coz zaroven odpovida (1.3.6) pii w; = 1,7 = 1,...,n. Prvni rovnice nam fika, Ze
soucet odhadu stfednich hodnot poctit skod Y | A; je roven celkovému pozorova-
2 v n ~ . ~ P . . . , , .
nému poctu » " | k;. To ziejmé plati pouze, vyskytuje-li se v linearnim prediktoru
intercept. Podobnou interpretaci mé i druha rovnice, pokud jsou regresory dummy
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proménné. Napiiklad ve vySe uvedeném piikladé (bez interakce) by pro j = 4 vztah

presel v

d k=) A

muzi muzt
tj. soucet vyrovnanych hodnot tykajicich se muzi je roven celkovému poctu pojist-
nych udalosti zptisobenych muzi.

2.2 Verifikace

V této sekci budou predstaveny nékteré verifika¢ni techniky urc¢ené pro model poisso-
novské regrese, pri¢emz nize uvedené poznatky povétsinou vychazeji z vysledku plat-
nych i v §irsim kontextu zobecnénych linearnich modela (viz napt. [9] sekce 5.8 a [5]
sekce 3.3). Vice obecné pristupy (viz sekce 3.1) nékdy vyzaduji nahrazeni disperzniho
parametru jeho odhadem, a proto budeme v nékterych nize uvedenych vyjadirenich
ponechavat disperzni parametr, i kdyz je ve skutecnosti dle klasické poissonovské
regrese roven jedné. Pfipomenme, Ze nadéle predpokladame vahy wq, ..., w, rovny
jedné.

Na konci pfilohy A jsou popsany tfi testy na zékladé kterych lze rozhodnout,
zda dand podmnozina skupiny regresort urcujicich podmodel nedokaze vysvétlit
nezavisle proménnou stejné kvalitné jako celéd skupina, tj. nulovd hypotéza odpo-
vidé4 platnosti podmodelu. Test pomérem vérohodnosti, skorovy i Walduv se uzivaji
i v pfipadé zobecnénych linearnich modeli. Ukazme si nyni podrobnéji jak vypadaji
intervaly spolehlivosti a testy vyznamnosti parametri.

2.2.1 Intervaly spolehlivosti a testy hypotéz

Bézné byva v literature zabyvajici se modelovanim ¢etnosti pojistnych udalosti po-
moci regresnich metod na prvnim misté zminovana Waldova testova statistika (viz
(A.3.2)). Divod jeji casté aplikace pro konstrukce intervalii spolehlivosti a testovani
hypotéz se skryva v jeji nizké citlivosti na spravnou specifikaci modelu. Software
obvykle vyzaduje pro testovani nulovosti parametri zadani tzv. matice hypotézy,
oznacme ji C, a ovéruje, zda plati hypotéza CB = 0, pficemz predpokladame, ze C
je matice plné hodnosti typu k x p. Jelikoz maximalné vérohodny odhad B ma (dle
véty 1.6) pro velka n pfiblizné norméalni rozdéleni, tj. B~N (B,Z.1), plati pro Cp
(za nulové hypotézy) vztah

CB ~ N(0,CZ;'C"), (2.2.1)
kde Z,, = iZL Wiw () XX, = 1XTWX (viz (1.4.4)). Z toho dale plyne, ze Wal-
dova statistika

= (CH)"(pC(XTWX)~'C")(CB) =~ xi. (2.2.2)

m4 priblizné x: rozdéleni, kde k oznacuje pocet fadkt matice C, jez odpovidaji
jednotlivym omezenim,W = diag(ww(fi1), . . ., waw(fi,)). Specidlné v pifpadé pois-
sonovskeé regrese je o =1, T, = >0 \ix;x] a W = diag(\i, ..., \,). Toto vyjadreni
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kromé testovani vyznamnosti skupin regresori umoznuje také napiiklad ovérit rov-
nosti dvojic parametrii. Poznamenejme jesté, ze v nasledujici kapitole (sekce 3.1) je
naznaceno, jak modifikovat tento pristup pro piipad, kdy si nejsme jisti splnénim
nékterym ze zakladnich pozadavka kladenych na model.

Napiiklad hypotézu ; = 0 ovéifme volbou C jakozto radkového vektoru, ktery
obsahuje jedinou nenulovou slozku na pozici j, jez je rovna jedné. VySe uvedeny
vyraz (2.2.2) prejde v

32 52
BB Y2, (2.2.3)

~2
©@U; g%
J /Bj

~

kde v; je j-tym diagonalni prvkem matice (X"WX)™!, & % odhad rozptylu B; (tj. 5-
J
ty diagonalni prvek Z-!) a ¢ disperzni parametr. Nulovost parametru zamitdme pii
W > X311 o kde x7,_, je (1 — ) kvantil rozdéleni x3. Hypotézu §; = f3; otestujeme
volbou
C=(0,...0,_1,0,...0,_1 ,0,...,0).
1 J

Interval spolehlivosti pro f; lze snadno zkonstruovat s vyuzitim (2.2.1). Na hla-

diné spolehlivosti 1 — « jej mizeme zapsat ve tvaru

|:ﬁj — Uq/2 &Ejaﬁj + ua/21/&§j:| 5

kde uq /2 je (o/2)-100%-ni kvantil normalniho rozdéleni. Pokud plati B~ N(B,IY),
pak XZTB ~ N(x!'B,xI'T'x;), z ¢ehoz dostavame diky ryzf monotonii exponencialni
funkce pro skodni frekvenci interval spolehlivosti tvaru

{exp (xlTﬁ - ua/Q\/XiTInlxi) , exp (XZTB + Uqa/21/ xfInlxi)} .

Samoziejmé v praxi se (3 nahrazuje B a Z, odhadem > , S\ixixgp nebo pripadné
jinym robustnéjsim odhadem (viz nasledujici kapitola sekce 3.1).

Pokud neni divod pochybovat o zvoleném rozdéleni pro zobecnény linearni mo-
del, doporucuje se (dle [9]) z divodu vétsi sily pouzit pro verifikaci test pomérem
vérohodnosti. Nevhodnost poissonovské regrese se typicky projevi v odhadu disperz-
niho parametru, ktery by mél byt priblizné roven jedné a o némz bude jesté déle
pojednano (viz sekce 3.1). Necht mé vektor 3 = (B, ..., Bp-1)" po vhodném preu-
sporadéani svych slozek tvar

(%)
Bey )’

kde B je délky ¢ (0 < ¢ < p), pak test nulovosti parametrt vypada nasledovné:

Hy :B2) = 0, tj. plati podmodel,
Hy By # 0, tj. plati model. (2.2.4)
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Necht jsou By a 31 po fadé maximalné vérohodnymi odhady v podmodelu (tj. za
platnosti Hy) a modelu, pak mé testova statistika

2(L(B1) — L(Bo)] (2.2.5)

za nulové hypotézy (dle [4] podsekee 2.3.12) asymptoticky x;_, rozdéleni. Z ¢ehoz
tpravou dostavame asymptoticky (1 — a) - 100% interval spolehlivosti pro kazdé

B, =0,...,p—1, jako mnozinu tvaru

A 1
{ﬁj : Lﬂj > L(/Bl) - §Xilfa}7
kde Lg, je hodnota logaritmické vérohodnostni funkce spoctend na zdkladé maxi-
méalné vérohodného odhadu pri pevném 3;, tj. dle piedchoziho znaceni v podmodelu

sBe =pFjaqg=p—1

2.2.2 Deviance

2 kde A = (M., AT Je

snadné ovefit, ze £(A) nabyvé svého maxima pii A = k = (ky, ..., kn)7. Proto véro-
hodnostni funkce dosahuje své nejvyssi hodnoty prave, kdyz odhady stfednich hodnot
pocti Skodnych udalosti (vyrovnané hodnoty 5\1) jsou rovny svym pozorovanym hod-
notam k;. Toto je charakteristické pro tzv. saturovany model, jez obsahuje shodny
pocet parametri a pozorovani.

Necht 3 je maximalng vérohodny odhad regresnich koeficienti a X = (Ay, ..., A,)7
= (diexp(xTB), ..., dpexp(xZ3)). Deviance D(k, B) je definovéna jako dvojnésobek
rozdilu logaritmickych vérohodnostnich funkei saturovaného a soucasného modelu,
tj.

Mé&jme vérohodnostni funkei £(A) = []7 exp (—\;)

=n

D(k,fB) = —mn% — 2110 — L(V)
n k; n R S\kl
= 2In (H exp (—k;) kz'> —2ln (Hexp(—)\z) ki')

kde ylny = 0 pro y = 0 dle konvence. Jde tedy o jakousi odchylku ¢i vzdalenost sou-
casného modelu od nejlepsi mozné ,dosazitelné hranice, kterou predstavuje model
saturovany.

Test pomérem vérohodnosti se také nékdy nazyva deviancni. Deviance mé totiz
tizkou souvislost s jeho testovou statistikou, nebot ta pfesné odpovida rozdilu devi-
anci. Pro dvojici (model, podmodel) specifikovanou vyse (viz (2.2.4)) plati:

~ ~ A ~

D(k, Bo) = D(k, B1) = 2[L(k) — L(Bo)] — 2[L(k) — L(B1)] = 2[L(B1) — L(Bo)].
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Poznamenejme, ze deviance D(k, 3y) nema obecnd X;_, rozdéleni. Asymptoticke
vlastnosti maximalné vérohodného odhadu se totiz neuplatni, jelikoz se zvysujicim
poctem pozorovani roste zaroven mnozstvi parametri.

Pri verifikaci také nékdy pracujeme s modelem zkonstruovanym na zakladé dat se-
skupenych dle tarifnich tiid, o nichz budeme déle predpokladat, Ze jsou jednoznacné
urceny hodnotami linedrntho prediktoru. Odhad 3 ziistava i v takovém piipadé iden-
ticky, ale dojde k posunu vérohodnostni funkce, diky kterému ziska deviance priblizné
x? rozdéleni.

Necht s1,. .., s, oznac¢uji ¢ moznych hodnot linearniho prediktoru (¢ < oo), ktery
pro i-tou smlouvu nabyvé score;. Definujme

d.j: Z dz a k’.j: Z k‘z projzl,...,q

i|scorej=s; i|score;=s;

Soucty d.; a ke; jsou charakteristikami j-té tarifni tiidy, majici vyznam celkové
expozice a celkového poétu skod. Upravou vérohodnostni funkce dostavame:

(B) = H [T exp( 2

7j=1 z\scorel—s]

= konst--Hexp(— D Mi)(exp (s)deg)™

i|score;=s;

= konst. - Hexp —exp (s;) Z d;)(exp (s;)dej)"*

j=1 i|score;=s;
g (exp (s;)da; )"
= konst. - HeXp (—exp (s;)ds;) kj . . (2.2.6)
j=1 0
)

Vyjadieni lsegrup(3) je zfejmé vérohodnostni funkei modelu se seskupenymi daty.
Ukéazali jsme tedy, ze (3) & lseskup(B) se liSi pouze o nasobek konstantou, coz je
zaroven divod, pro¢ jsou odhady B v obou piipadech identické. Odhad Fisherovy
informacni matice ztustava také stejny, nebot plati:

Z X;X; d eXp IBTXz Z seskup seskup)Td.]eXp (BTXj»eSkuP),

kde x2°*? je vektor regresorit odpovidajici j-té tarifni tifdé, tj. xmk”p

¥ = x;, pokud
1-t4 smlouva spadé do j-té tarifni t¥idy. Deviance ma asymptotlcky qup pii de; — 00
pro vSechna j = 1,..., ¢, kde g oznacuje pocet tarifnich t¥id a p fixni pocet regresnich

koeficientu (blize viz kniha [4] podsekce 2.3.11 nebo ¢lanek [14]).

2.2.3 Rezidua

Rezidua lze v souvislosti se zobecnénymi linearnimi modely vyuzit k posouzeni kva-
lity modelu, detekci odlehlych pozorovani a ovéfeni predpokladu o rozptylu. V li-
teratufe se muzeme setkat s tfemi typy rezidui. Jsou to: Pearsonova, Anscombova
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a devian¢i. Hned na pocatek poznamenejme, ze v piripadé modeli ¢etnosti pojist-
nych udalosti nejsou rezidua tak uzite¢nym néastrojem jako v klasické linearni regresi,
nebot, jak je poznamenano v uvodu ¢lanku [14], obecné nemaji asymptoticky pii
n — oo normalni rozdéleni. VSechna vyse uvedena rezidua ovSem ziskavaji priblizné
normalni rozdéleni, pracujeme-li s modelem seskupenych dat. Upozornéme, ze by se
v kazdé z tarifnich tfid mél vyskytovat dostateéné vysoky pocet smluv (blize viz
¢lanek [14]).
Devian¢ni rezidua jsou v ptipadé poissonovské regrese definovany nasledovné:

riD = \/ﬁsign (N; — j\i)\/Niln& — (N = 5‘Z>

7

Zdroj [9] doporucuje pracovat priméarné se standardizovanymi devian¢nimi rezidui

D
#Ds — U
! SD;’

kde SD; = /1 — h;; a hy; je i-ty diagonalni prvek matice W%X(XTWX)_IXTW%.
Hodnoty hy; (leverage) se bézné pouzivaji k identifikaci odlehlych pozorovani. Pozo-
rovani i povazujeme za odlehlé, je-1i splnéno kritérium h;; > 2p/(n — 2p). Pti katego-
rizaci proménnych odpada obvykle nutnost ovétfovat toto kritérium. Sec¢tenim vSech
(rP)? dostavame devianci D(k, A), jde tedy o jakési prispévky smluv k D(k, A). Po
seskupeni dat maji standardizovana devianc¢ni rezidua za platnosti modelu poisso-
novské regrese pfiblizné standardizované normalni rozdéleni. Pro grafické znazornéni
pak lze vyuzit napiiklad histogramu a k verifikaci normality nékterého ze znamych
testi (napf. Shapiriv—Wilktuv, Kolmogortiv—Smirnoviv ¢ Jarqueiv—Bertuv). Kniha
[13] (kapitola 2.4) uvadi, Ze l1ze alternativné pracovat s Anscombovymi rezidui, jelikoZ
nabyvaji témér identickych hodnot jako rezidua deviané¢ni.

K trochu jinym tuceltim slouzi Pearsonova rezidua, definované pro poissonovskou
regresi vztahem: )

Ai

Pokud skutecné pro odezvy N; zobecnéného linearniho modelu plati NV; ~ Po(\;),
pak Var N; = \; a Pearsonova x? statistika

X =3y
i=1

po vydéleni n — p konverguje v pravdépodobnosti pii n — oo k hodnoté disperzniho
parametru ¢, tj. k jedné. Tato statistika je dulezita predevsim v piipadech, kdy neni
splnén néktery ze zakladnich predpokladi poissonovského modelu, jak bude patrné
z poznatki uvedenych v piisti kapitole. Vydélenim ¥ pomoci vySe zminéného vyrazu
SD; = +/1 — h;; dostavame standardizovanou formu Pearsonovych rezidui majici dle
[9] priblizné jednotkovy rozptyl. Lze je také interpretovat jako vhodné normované
rozdily poc¢tli Skodnych udalosti a odhadu jejich stfedni hodnoty. Jelikoz plati
EMN: —AM)N; =) . 1

= _EPyP

VOXin/ o\ o Y
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povazuji za nejvhodnéjsi pro odhad korelaci mezi zavisle proménnymi v ramci GEE
metody, o které bude jesté blize pojednéano.

2.2.4 Informacni kritéria

P1i porovnavani vice modelt je rozumné podobné jako v pripadé klasické linearni
regrese zkontrolovat také hodnoty nékterého z informacnich kritérii. Mezi riznymi
modely sestavenymi na zakladé stejnych dat indikuji nizsi hodnoty téchto kritérii
vyssi kvalitu. Uvedme si nyni nékolik konkrétnich prikladi:

1. Akaikeho informac¢ni kritérium AIC:

AIC = —2L(B) + 2p.

2. Akaikeho informaéni kritérium AICC:

AICC = —2L(B) + 2p— .
n—p—1

3. kritérium BIC:

~

BIC = —-2L(B) + pln (n).

V praxi se obvykle (dle [15] sekce 4.19, str. 63) preferuji kritéria AIC a AICC, které
mirnéji penalizuji vysoky pocet parametri, nez BIC. Rozdil mezi AIC a AICC je
pri vysokém poctu pozorovani n pouze nepatrny.
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Kapitola 3

Modifikace zakladniho modelu
poissonovské regrese

Tato kapitola byla sepsana zejména na zakladé kapitoly 2 knihy [4].

3.1 Zobecnéni modelu poissonovské regrese

Nyni pojedndme o asymptotickych vlastnostech maximalné vérohodného odhadu,
neni-li splnén néktery ze zékladnich pozadavki. Na pocatek poznamenejme, ze ko-
rektni formulace vét by navic vyzadovaly splnéni tzv. podminek regularity (viz ¢lanek
[17]). V této sekei bylo priméarné ¢erpano z podsekce 3.5.2 knihy [4]. Jednou z moz-
nosti, jak zobecnit model poissonovské regrese, je nahradit predpoklad o rozdéleni
(pozadavek 3 ve formulaci modelu) pouze podminkou Var N; = pX; (A; = EN;) pro
rozptyl, kde ¢ je disperzni parametr. Je-li navic ¢ > 1, pak mluvime o modelu nad-
priumérné disperze. V literatufe se pro né ¢asto uziva oznaceni ODP (overdisperzion).
Odhad B parametru B probiha naprosto identicky, nebot zistava dle [5] (podsekce
3.5.2) stéale konzistentni a asymptoticky eficientni. Pfi dostate¢né vysokém poctu
pozorovani n ma B priblizné normalni rozdéleni, tj., plati:

BB~ N L"), (3.1.1)

kde Z,, = >, \;x;x! . Pii aplikacich se dle [13] (podsekce 9.2.3, str. 328) ¢ obvykle
odhaduje Pearsonovou x? statistikou vydélenou n — p, tj. vyrazem X?/(n — p).

Dalsi moznosti, jak zobecnit oba vyse zminéné modely, je plné vypustit pozadavek
3 ve formulaci modelu, ale samoziejmé predpis pro stfedni hodnotu musi byt nutné
vzdy platny. I v takovém pifpadé zistavéa totiz 3 stale konzistentni. To vysvétluje,
proc je poissonovska regrese tak uzitecna: Maximalné vérohodny odhad poskytuje
pri dostatecném poctu pozorovani rozumné hodnoty bez ohledu na to, zda skutec¢né
rozdéleni je ¢i neni Poissonovo a dokonce ani nemusi byt exponencialniho typu (viz
podsekee 3.5.2 knihy [4]).

Neni-li splnén predpoklad o rozdéleni, nelze uzivat testy pomérem vérohodnosti,
ale je mozno aplikovat Waldovy testy, nahradime-li inverzi Fisherovy informacni
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matice robustnim odhadem X5, ktery v sobé implicitné obsahuje empiricky odhad

rozptylu.! Pro dostatecné velké n je varianéni matice 3 piiblizné rovna

I
kde . .
Z, = inxdeieXp xI'B)aJ = inxiTVar N;.
i=1 =1

V praxi se pak prirozené X5 nahrazuje odhadem
S,=1, JT; (3.1.2)

kde . .
j'—n = Zszzﬂj\l a j = ZXZX?(S\Z — ]{Zi)Q,
i=1 =1

pricemz i o= d;exp (Xf,é) Poznamenejme, ze v.ODP modelu, kde var IV; je rovna
¢\, prejde robustni odhad varian¢ni matice 3 v ¢Z. !, nebot

Y =T, IL,' =T, 'L, T," = T, ".

V obou pripadech mé ,é — 3 stale pii dostatecném poctu pozorovani priblizné nor-
malni rozdéleni s nulovou stfednf hodnotou a rozptylem % 5 (viz podsekee 3.5.2 knihy

[4])-

3.2 Nadprimérna disperze (overdispersion)

V vétsiné pripadi odhad disperzniho parametru ¢ prevysSuje vyraznéji hodnotu
jedna, coz indikuje, Ze rozptyl nezévisle proménnych prekracuje jejich stfedni hod-
notu. Tomuto jevu fikdime nadprimérna disperze (overdispersion). Casto se také pro-
jevuje tim, ze rozptyl souctu poctu pojistnych udalosti v ramci tarifni t¥idy prevysuje
stfedni hodnotu. Nabizi se dvé moznosti jeho zdivodnéni. Tou prvni je nedostatecna
homogenita tarifnich t¥id a druhou pozitivni korelace mezi nezéavisle proménnymi.
Zohlednénim téchto vlivi pii odhadech se budeme zabyvat po zbytek této kapitoly.
Oba vyvolavaji umélé snizeni velikosti odhadti smérodatnych odchylek parametra
a zaroven v dusledku také P-hodnot. Poissonovské regrese méa tendenci produkovat
modely s vétsim mnozstvim proménnych, nez je ve skutec¢nosti tieba.

3.2.1 Modelovani heterogenity

Pro ucely nasledujicitho vykladu budeme povazovat regresory za nahodné veli¢iny,
pricemz stéle predpoklddame nezavislost odezev N;. Mnoho nezavisle proménnych je

!Termin robustni zde vyjadiuje fakt, Ze neni vyzadovano, aby odezvy mély Poissonovo rozdéleni.
V literatufe se pro robustni odhad také nékdy pouziva oznaceni sandwichovy.
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apriorné nepozorovatelnych jako napfiklad agresivita fidic¢e ¢i pocet ujetych kilome-
tri za rok a jiné zase nelze zohlednit z diivodii ekonomickych, pravnich ¢ moralnich.?
Necht Z; oznacuje vektor nezohlednitelnych charakteristik piislusejicich ke smlouvé
1, které ovliviuji skodni frekvenci. Ptirozené slozky ndhodného vektoru Z; mohou byt
korelovany s regresory. Abychom brali v ivahu také tyto korelace, mizeme slozky

Z; = (Zan, ..., Zidgimz,) pro kazdé i = 1,...,n vyjadiit pomoci linearni regrese ve
tvaru
p—1
Ziy =00+ > OXuw +ey,  j=1,...,dim(Z),
k=1

Linearni prediktor tak prejde v

p—1 dim(Z;) p—1 dim(Z;) p—1
Bo+ Y BiXii+ > viZiy = Bo+ Y BiXii+ > wldo+ Y 0kXik+€;)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1 k=1
p—1
= Po+ Z BiXij + €
=1

pro vhodné 8 = (50, . ,Bp_l)T a &. Odhad B tak ma v sobé implicitné zahrnut
kromé pfimého vlivu nezavisle proménnych také jejich korelace se slozkami Z;.

Nyni jiz muzeme formulovat tzv. smiSeny Poissontiv model, podle kterého maji
N; Poissonovo rozdéleni tvaru

p—1

j=1

kde nahodné veli¢iny €; jsou vzajemné nezéavislé a zaroven nezévislé na X; pro
it =1,...,n, nebot predstavuji rezidualni vliv nezohlednitelnych charakteristik. Ta-
rifn{ t¥idy pak oznac¢ujeme jako heterogenni, jelikoz v nich existuji ruzni 1idici, jejichz
skodni frekvence se sice Tidi Poissonovym rozdélenim, ale s riznymi stfednimi hod-
notami liSicimi se v zavislosti na ¢;.

Odhad B se nejcastéji provadi podobné jako v pripadé zobecnénych linearnich
modeli také pomoci metody maximalni vérohodnosti. V souladu s doposud uziva-
nym znaenim (\; = d;exp(fo + Zf;i Bjxi;)) je stfedni hodnota poc¢tu pojistnych
udalosti na smlouvé ¢ s apriorné znamymi hodnotami regresord i, ..., T;j—1 nyni
nové ndhodnou veli¢inou \;0;, kde ©; = exp (€;) ma za cil modelovat fluktuace okolo
stfedni hodnoty \; = diexp(ég + Z?;} Bjxij), a proto pozadujeme, aby pro stfedni
hodnotu ©; platilo: EQ; = 1, pro i = 1,...,n. Rikdme pak, ze N; pochazeji ze smi-
Seného (mixed) Poissonova rozdéleni a nadéle budeme pro tuto skute¢nost pouzivat
nésledujici symbolicky zéapis:

2Napf. dle smérnic Evropské unie se nesmi ve vyslednych sazebnicich rozlisovat pohlavi.
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Rozptyl N; pak zrejmé prekracuje stfedni hodnotu, nebot pii E©; = 1 plati:

var N; = E (var (N;|0;)) + var (E (N;]|6;)) = \; + Avar (6;) > \;. (3.2.1)
Ai©; PRCY

Jako rozdéleni ndhodné veli¢iny ©; se nejcastéji voli Gama piipadné log-normalni ¢i
inverzni Gaussovo (viz zavér sekce 3.4 knihy [5]).

V praxi jsou odhady skodnich frekvenci v druhé aposteriorni fazi (viz zacatek
kapitoly (2)) korigovany pomoci Bayesovskych metod v zavislosti na postaveni fi-
di¢i v rdmci systému bonus-malus, které by mélo z velké ¢asti reflektovat pravé vliv
& (viz kapitola 4 knihy [4]). Poznamenejme, ze dle [4] (pfedmluva, str. xix) je zna-
lost dostatecné dlouhého historického skodniho priubéhu klienta pojistovny cennéjsi
z hlediska schopnosti vysvétlit nezavisle proménnou, nez informace o jakékoli apriorni
rizikové charakteristice.

3.2.2 Detekce nadprimérné disperze

Prirozené pro ziskani hrubé predstavy o tom, jakou rozptylovou funkci ve zobecnéném
lineaArnim modelu zvolit, je rozumné graficky znazornit empirické odhady rozptyli
vii¢i empirickym stfednim hodnotéch v jednotlivych tarifnich tiidach. Mé&jme stejné
jako vyse (podsekce 2.2.2) tarifni t¥idy 1,...,q a necht smlouva i spada do tarifni
tiidy j pravé tehdy, kdyz plati score; = s;. Pro tarifni tiidu j, oznac¢me

e = Zi|scorei:s]' ki a £2 Zi|score¢:sj (kl o dimJ)Z =1 q
’ Ei|score¢:s]' dl ’ Zi|scorei23j dl ’ T
kde k; je stejné jako vySe pocet pojistnych udalosti na smlouvé ¢ a d; prislusna expo-
zice v riziku. Podezfeni na vyskyt nadprimérné disperze vznika, pokud v podstatné
vétsiné pripadi o 0 prevysuje ;. Jestlize dvojice [m;, & ] vykazuji v grafu priblizné
line4rni trend se smérnici 1, pak je pravdépodobné Vhodne uzit poissonovskou re-
gresi, vyssi velikost smérnice nebo piiblizny kvadraticky trend indikuje ODP model
nebo smiSeny Poissoniiv model.
Samoziejmé grafické znézornéni je pouze orienta¢ni. Chceme-li skutecéné prokazat
vyskyt nadprimérné disperze, je tieba zkonstruovat vhodny statisticky test. Dle
(3.2.1) ma rozptylova funkce tvar

var (N;) = A\ + 7AZ,

kde 7 = var (0;). Mizeme testovat hypotézu Hy : 7 = 0, ktera odpovida poissonovské
regresi, proti alternativé H; : 7 > 0. Testova statistika

2 i (ki = X,-)2 — ki)

\/Zzl k_)‘ \/Zzl

mé za platnosti nulové hypotézy dle [4] (podsekce 2.4.6) asymptoticky standardizo-
vané normalni rozdéleni.
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3.3 Negativné binomicky regresni model

V predeslé sekci jsme se seznédmili s moznosti, jak se vyporadat s nadprimérnou
disperzi prostfednictvim zavedeni nezavislych nahodnych veli¢in ©4,...,0, mode-
lujicich heterogenitu, o kterych budeme dale navic predpokladat, Ze jsou stejné rozdé-
lené. Dle této koncepce maji pocty skod N; Poissonovo rozdéleni pouze za podminky,
kdy zname kromé rizikovych charakteristik také realizaci ©;, tj.

Do podminky nyni nebyl zahrnut vektor X;, nebot x;1,. .., z;,—1 automaticky pova-
zujeme za apriorné znamé konstanty. Hodnota 6 vystihuje rizikovost smlouvy v ramci
tarifni t¥idy, naptiklad 6 < 1 indikuje spiSe nizsi riziko ve srovnéani s prumérem. Po
zbytek této sekce se budeme zabyvat pravdépodobné nejbéznéji se v literatute vy-
skytujicim pfipadem, kdy O, ..., 0, maji gama rozdéleni. Ukazeme ze, ve vysledku
tak ziskdme negativné binomicky regresni model.

Necht hustota nahodné veli¢iny ©; je tvaru:

aP
- T(p)
kde a a p jsou kladné parametry, pak E©; = p/a a var©; = p/a® (viz (1.1.1)). Pro
splnéni pozadavku E©; = 1, je nutné, aby si parametry a a p byly rovny. V této
chvili jiz mizeme odvodit pravdépodobnostni rozdéleni N;. Postupnymi tpravami
dostavame

fo.(0) 0" texp (—ah), 6; € RT,

PN = k] = /OOO PIN: = ks]©: = 0] fo (6)d0

[e§) . 6)\)k2 a®

= 6_9’\’( . 0% texp (—ab)db
/0 BT P
a® \ki o

_ 7 ek’i—l—a—l —(/\i—l—a)Hde
F(a)kz' /0 c
a®\¥i D(k; + a)
C(a)k;! (N + a)kite

o a+k2—1 )\z i a “

7 posledniho vyjadreni je jiz patrné, ze N; maji negativné binomické rozdéleni
NB(a, \;) definované v podsekei 1.1.1.

Negativné binomické rozdéleni neni obecné rozdélenim exponencidlniho typu, ale
stava se jim, zname-li hodnotu parametru a. Teprve pak je mozné mluvit o zobec-
néném linearnim modelu. Poznamenejme, Ze tvar rozptylové funkce byl odvozeny
v podsekci 1.1.1 a plné koresponduje s vysledkem pro smisené Poissonovo rozdéleni
pii var ©; = 1/a. Pravé prevracenou hodnotu 1/a, v literatufe nejc¢astéji oznacova-
nou k, nazyvame disperzni parametr negativné binomického rozdéleni a jeho odhad
byva obvykle uveden ve vystupech pti pouziti nékterého ze softwarovych balikii. Na
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skutecné hodnoté disperzniho parametru ¢ rozptyl nijak nezévisi, nebot ta je vzdy
rovna jedné, proto k jakymsi zptusobem nahrazuje funkci .
Odhad & parametru  lze ziskat pomoci momentové metody, nebot plati:

N — \
VarNi:Ai+mA?:>n:%,

S0 (ki — diexp (x7'B))? — ki)

o1
K = - = = s
a > imi (diexp (x]8))?
kde B je konzistentni odhad 3 spoc¢teny na zékladé poissonovské regrese. Takovyto
odhad muZze byt nepfesny a v praxi se spiSe pouziva pouze pro urceni pocatecni
hodnoty iteracniho algoritmu, ktery fesi soustavu vérohodnostnich rovnic

—L(B,a) = 0,
5B
0
—L(B,a) = 0.
2 1p.a)
Poté, co ziskame koten 3 = (B(], . Bp,l, a) této soustavy, muzeme testovat hypotézy
o parametrech fy,...,B8,—1,a pomoci Waldova testu, jak je ilustrovano

v knize [4] (podsekece 2.5.2), tj. (2.2.2) piejde v
W = (CB)"(CZ,'C")"(CP) =~ xi,
kde Z, je odhadem pifslusné Fisherovy informacni matice. Alternativné lze vyuzit
devian¢niho testu (blize viz [4] podsekce 2.4.6).
JelikoZ negativné binomické rozdéleni prechazi pii a — oo (resp. K — 0+)

v Poissonovo, 1ze podle [15] (sekce 6.2, str. 91) sestavit nasledujici statisticky test:

Hy : k =0, plati Poissonuiv model,

H, : k > 0, plati negativné binomicky model,
kde diperzni parametr x je tentokrat povazovan za nezaporny. Platnost H; mtuzeme
ovérit na zékladé modifikované formy devian¢niho testu. Ozna¢me Ly a Lp hodnoty

prislusnych globalnich maxim logaritmickych vérohodnostnich funkci v negativné
binomickém a Poissonové modelu. Testova statistika

2[Lys — Ly (3.3.1)

za platnosti Hy nabyva hodnoty 0 s pravdépodobnosti 1/2 a se zbylou pravdépodob-
nost{ odpovid4a hodnoté nadhodné veli¢iny s x? rozdélenim. Hypotézu Hy zamitame
na hladiné o, pokud testova statistika piekroci x7, o4, tj- (1 — 2c) kvantil rozdéleni
X

Poukazme jesté na jeden z interpretacnich rozdila vici Poissonové modelu. Vé-
rohodnostni funkce méa tvar:

U(B;a) = ﬁ(H;]Z_l) (aiixl-)ki (afk)

S ¢ RGN R ()]
B Hk' (a—i—)\i) (@+2)7 [(a)




kde \; = d;exp(x! 3). Logaritmovanim dostavame:

B u AP a \* T(a+ k)
“)_;log (k:' <a+/\,~) (a+2)7F T (a) )

Soustava rovnic %L(B, a), pak ma vyjadreni

n

a8 =2 (hgglionn) —aggtios(a-+00) —hgplos(a+ ) )

i=1

Oproti vérohodnostnim rovnicim pro piipad Poissonova rozdéleni (viz 2.1.3) doglo

k nahrazeni \; vyrazem \; Zif\“’ Ctenar dobie obeznameny s Biihlmannovym mo-
delem (viz napf. [4] kapitola 3) by si mohl pov§imnout, ze E [0;|N; = k;]| = Zif\’

Hustota nahodného vektoru (N;, ©;) je rovna

ON)Fi ac
=y ]{]l 9 = 79/\7;( -
fvio (ki, 0) k! T(a)

konst. - gFita—le=(Aita)d

0" texp (—ab) =

Pii daném N; = k; prejde hustota ©; dle Bayesovy véty v
0k¢+a7167()\¢+a)9
[ oo (ntaeds

(a + A )a+ Zek +a—1 —()\ +a)9
I'(a+ k)

foiNi=k,) (01ki) =

coz neni nic jiného nez hustota rozdéleni I'(a + k;, a + A;), které méa stfedni hodnotu

rovnu praveé
a+ ]{31

a—+ )\1 '
Oproti vérohodnostnim rovnicim v Poissonové modelu tak dojde k obohaceni stfedni
hodnoty A; o informaci obsazenou v poc¢tu skod k;.

3.4 Panelova data

Nékdy je rozumné rozsitit datovy vzorek o dalsi sledovana obdobi. To muze byt
velmi uzitecné, pokud doslo v daném roce k néjakému mirnému vykyvu v odhadu
3, zpusobeném napiiklad dlouhym zimnim obdobim. Doposud uvedené modely vy-
chéazely z predpokladu nezavislosti, ktery v tomto pfipadé jiz neni realny vzhledem
k vyskytu stejnych smluv v riznych casovych obdobich, a proto je potieba doposud
predstavené pristupy patficné upravit.
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Nadéale predpokladejme, ze portfolio tvoii n smluv, nyni ovSsem sledovanych bé-
hem T} ¢asovych obdobi. Necht N;; oznacuje pocet pojistnych udalosti vzniklych na
smlouvé ¢ v obdobi ¢, kde ¢« = 1,...,n, t = 1,...,T;, a dy jsou prislusné expozice
v riziku. Data tak ziskavaji panelovou strukturu. Nezavislost 1ze nyni predpokladat
mezi celymi ndhodnymi vektory Ny = (Nyy, ..., Nip)T, ... N, = (Npy,y .., Noz,) T
ale ne mezi jejich slozkami. Pocet smluv n dosahuje obvykle velikosti desetitisicti
az miliont, kdezto T;,7 = 1,...,n se pohybuji zpravidla v fadu jednotek. Déle se
budeme zabyvat zobecnénim poissonovské regrese v piipadé, kdy méame k dipozici
takovato panelova data.

Pred odhadnutim modelu pro panelova data je rozumné vzdy zhodnotit vysledky
poissonovské regrese rok po roce a zjistit tak, zda dané regresory zustavaji stabilné
vyznamné po vSechna casova obdobi. Ty nestabilni pak mizeme z modelu vyloucit.
V nékterych pripadech je patrny ve vyvoji odhadu koeficienti jakysi trend, poté lze
casto vylepsit kvalitu modelu zahrnutim proménné zohlednujici ¢as.

3.4.1 Detekce zavislosti

O tom, ze opravdu existuje mezi slozkami jednotlivych néhodnych vektoru
Ny,..., N, jista zavislost, se lze orientac¢né presvédcit zarazenim tzv. zpozdéné hod-
noty vysvétlované proménné mezi regresory. Konkrétné bychom mohli napiiklad vy-
tvofit model poissonovské regrese, v némz by N;; byla vysvétlovana pomoci vektoru
x;; obsahujicim informaci o rizikovych charakteristikach a navic zpozdéné hodnoty
N;;_1. Identifikaci proménné N;;_; jako vyznamné mizeme povazovat za prokizani
zavislosti mezi odezvami.

Vyse uvedeny postup lze také mirné modifikovat. Necht B je odhad vektoru
regresnich koeficienti 3 pomoci poissonovské regrese, kde plati

E Ny = dyexp(x58), i=1,...,nt=1,...,T;.

Odhad B zustava konzistentni, i kdyz jsou nezavislé pouze nédhodné vektory
Ny, ..., N,, ale ne jejich slozky. Proto jiz sta¢i pro identifikaci toho, zda je zpoz-
déna hodnota N;; 1 vyznamné, vyuzit zjednoduseného modelu s predpisem

ENy = diteXp(Xﬁﬁ)eXp(ﬁo + BlNitfl)a

kde offset tentokrate tvori soucet Ind; + XZ;B a odhadovanymi parametry jsou BO

aﬁl.

3.4.2 GEE metoda odhadu parametri

Zobecnéné rovnice odhadu neboli GEE (general estimating equations) jsou vhodnym
nastrojem pravé v piipadé, kdy mame k dispozici panelova data. Metoda GEE vy-
chazi z velké Césti z poznatkl platnych pro tzv. mnohorozmérné zobecnéné linearni
modely. Veskeré poznatky uvedené v kapitole 2 lze totiz rozsitit i pro pripad mno-
horozmérného rozdéleni exponencialniho typu. Nezévisle proménné se tak stanou
nahodnymi vektory, jejichz slozky nemusi byt nezavislé. V pripadé zajmu doporucuji
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¢tenari nahlédnout do dizertacni préace [8], kde jsou zaklady teorie podrobné popsany
véetné dikazi. V této sekci pouze poukazeme na souvislosti, podobnosti a odlisnosti
vadi klasickému jednorozmérnému zobecnénému linearnimu modelu (pro korektnéjsi
popis viz [10]).

Vyjdéme ze zakladniho modelu poissonovské regrese s nezavislymi vysvétlovanymi
proménnymi. Vérohodnostni rovnice pak maji nasledujici tvar (viz (2.1.3)):

n Ti

Z Z(kn — E Ny )xi = zn:X;‘F(IlZ —EN;) =0, (3.4.1)

i=1 t=1

kde X; = (x;1,...,%;;)T je matice typu T; x p obsahujici informaci o rizikovych
charakteristikach a n; = (k;, ..., /fz'T,-)T realizace ndhodného vektoru N;. Varianéni
matice N; je diky nezavislosti diagonélni, oznac¢me ji

A 0 - 0
A 0 Ao -+ O
0O 0 - A\p
JelikoZ derivovanim dostévame
5 MLTAH )\ﬂxg
WE N; = , : = : . = A X,
FaT T Nt X,

mizeme matici A; zakomponovat do vyjadieni (3.4.1). Tim piejdeme k zapisu

n T
> (%E NZ-) A7'(n, —EN;) = 0.

=1

Nahrazenim A; skute¢nou varian¢éni matici N; (v néasledujicim vyrazu je oznacena
V) ziskdme soustavu vérohodnostnich rovnic

n a T
> (WE NZ-> Vi, —EN;) =0

=1

v mnohorozmérném zobecnéném linedrnim modelu. Tento vysledek odpovida zobec-
néni (1.3.4) a obdobné vyplyva z fetizkového pravidla (pro dikaz viz [8] véta 3.7).
Problémem ale stéle zlistava, ze V; neni apriorné znama a je ji nutné nahradit vhod-
nym odhadem. Predpoklddejme nyni, Ze plati
1/2 1/2

V, = pA’Ri(a)A)?, (3.4.2)
kde R;(a) se nazyva pracovni (working) korelacni matice a jeji tvar zavisi pouze
na parametru o, ¢ je disperzni parametr, jehoz tucelem je zohlednit piipadnou
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nadprimérnou disperzi. Uzivatel musi jesté pred zahdjeni metody GEE specifiko-
vat strukturu R;(a). Je-li R;(ex) skutecnou korela¢ni matici N;, pak plati také
var N; = V. Za predpokladu nezavislosti (tj. R;(a) = Ir;) se vztah (3.4.2) zjedno-
dusi na V; = pA;, coz odpovida pii ¢ > 1 modelu ODP.
Zakladem metody GEE je odhadnout regresni koeficienty pomoci reseni soustavy
rovnic .
an (ix) Vi — ) =0 (3.4.3)
2 \gpr) Vi T A =0 -
kde A; = EN;. Bez ohledu na volbu R;(a) zustava odhad 3 jakozto kotfen kofen
rovnice (3.4.3) vzdy konzistentni, ale pfesto mize v praxi dojit vhodnym vybérem

pracovni korela¢ni matice k vyraznému zpiesnéni. Uvedme si nyni podrobnéji, jaky
mé metoda GEE prubéh (prevzato z [16] str. 1987):

Metoda GEE I

1. Spoc¢teme odhad B parametru 3 pomoci poissonovské regrese za predpokladu
nezavislosti. Poté zapoc¢ne iteracni proces. Hodnotu k oznacujici poradi iterace
nastavime na 0.

2. Navysi se hodnota k o jedna a na zakladé Pearsonovych rezidui se stanovy od-
had a'® parametru « uréujici pracovni korelacni matici R;(c) (viz pozndmka
nize a pristi podsekce).

3. Dopocita se odhad varianéni matice V; = (pA;/QRi(a)A;/Q pomoci vztahu

Vi) = A (AR (@) A,

(2 7 K3 K

kde A" = (dyyexp(x5 8%, .. , diexp(xt, BW)T, A;(AM) je maticovou funke
odpovidajici diag()\glf), e )\E?), a ¢® je odhad disperzniho parametru na zé-

kladé Pearsonovy x? statistiky vychézejici z 3% (viz poznamka nize).

4. Aktualizuje se vektor regresnich koeficientii pomoci vztahu

i <i)\(k))TV1()\(k)> (i)\w))
8,@T i % i 86T 7

i=1

ﬁ(kﬂ) — ﬁ(k)+

kde

0y (N0 3®) vt ®y g A
u(eY) = ( (552) Vi) A >>,

PAM (PR (™) A (AP).

7

Vi) = A

5. Pokud neni dosazeno kritéria konvergence | %) — B ~1) || < ¢, opakujeme
znovu body 2 az 5.



Pozndmky k metodé GEE
Ad 2) Jelikoz Pearsonova rezidua

Nis — it
maji priblizné nulovou stfedni hodnotu a rozptyl ¢, plati také pro korelace
priblizné

T =

1 1
corr (Ny, Nys) = corr (rh, 1) = —cov (rh,, rf)) = —E rbr?
¥

it) ' is it) ' is 187

kde ¢ je odhad disperzniho parametru pomoci Pearsonovy x? statistiky, tj.

Sy ZZ )

=1 t=1

Ad 3) Matice p®R;(a®) jsou typu T; x T; a obsahuji odhad E75r?. na pozici (¢, s),
prot =1...,T;as = 1,...,T; (blize viz nasledujici podsekce). Proto neni
ve skutecnosti nutné dopocitavat o®) | pokud oviem neni korelaéni matice
Ri(a) = R, apriorné pevné zvolena, poté dojde v bodé 2 pouze k navySeni
k.

3.4.3 Mozné volby struktury pracovni korela¢ni matice

Diky pracovni korela¢ni matici jsou v modelu zohlednény zavislosti mezi vysvét-
lovanymi proménnymi. Pokud je R;(a), jednotkovou matici fadu T;, pak metoda
GEE odpovida odhadu v klasické poissonovské regresi zminéné v kapitole 3 vyuzi-
vajici predpokladu nezavislosti. Nyni ukazi nékteré dalsi mozné volby R;(c) véetné
odhadu parametru a a navic vzdy uvedu také anglicky termin pro nazev dané struk-
tury matice (pfi¢emz bylo ¢erpano z [16] str. 1985-1986).

1. Pasové korelace fadu m (m-dependance), t;.

1 s=0
cort (Nig, Nigrs) =< as s=1,....,m

0 s>m,
1 o as -+ a, 0 - 0
a1 o
ay ap 1 o0

Ri(a) = @m |
Qm
0 Qo
631

0O -+ 0 ap -+ a a 1
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pro viechna i = 1,...,n. Odhad sloZek parametru a = (ay, ..., )7 vypada
nasledovné:

n T;—s

1
dszg-(211 P ZZzthsa s=1,....,m.

zltl

2. Stejné korelace (exchangeable), tj

1 s=
Ccorr (Nit; st) =
as S Ft,
1 « «
a 1
Rz(a) = ) )
a
« a 1
pro v8echna i = 1,...,n. Odhad parametru a vypada nasledovné:
R 1
& = < Z > i
('0 ,1; =1 t<s
R )
i — - .
, 2
=1
3. Ruzné korelace (unstructured), t
1 § =
cort (Nyy, Nis) = s 8 >t
g S <t,
1 012 13 t Qi
a2 1 Q23
Ri(a) = | a1z ags 1 ar,—21, |,
: QT 1T,
o, o Qo1 QT 1T, 1
pro vSechna ¢ = 1,...,n. Odhad slozek parametru
_ T
a = (0612, 00T, 003, ., QT (3, 7aTi—17Ti)

vypada nasledovné:
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4. Autoregrese prvniho fadu (AR1), tj.
cort (N, Nipys) = o, s=0,1,...,T; — t,

1 a o ali-1
o 1 :
Ri(a) = o a1 a? )
: Q@
ali—1 o’ «a 1
pro vSechna i = 1,...,n. Odhad parametru o vypada nasledovné:
) 11
O = T Z Z Tf‘;&rf,wu
SO p =1 t<T;—1
K = (T; — 1).

i=1

Pozndmka. Poznamenejme, Ze v nékteré statistické programy umoznuji také predem
specifikovat vlastni fixni pracovni korela¢ni matici nezavislou na parametru c.

3.4.4 Testovani vyznamnosti parametri

Hned na pocatek poznamenejme, ze metoda GEE neni zalozena plné na teorii ma-
ximalni vérohodnosti, a proto nelze jednoduse aplikovat néktery z vyse zminénych
testi. Specialné nelze uzivat devian¢ni testy. Pokud je spravné specifikovin pred-
pis pro stfedni hodnotu vysvétlované proménné a zaroven také pracovni korela¢ni
matice, pak lze konzistentné odhadnout varian¢ni matici B vyrazem

"D T B -
71 (—EN) A\ (—EN)) ,
GEE (; 8,6T 8ﬁT

kde Zgrg odpovida Fisherové informacni matici v mnohorozmérném zobecnéném
linedrnim modelu, nebot plati

n T
Iepp = varU(B) = var (Z (%E NZ) VN, — ENJ) .
i=1

(i v mnohorozmérném piipadé plati obdoba (A.1.6), viz véta 1.5 prace [8]). Oviem
varian¢ni matice 3 lze odhadnout také robustné pomoci vyjadieni

Loppderrlopp,
kde .
Joep = zn: iE N; | V;lvar (N;,)V;* iE N;
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Termin robustni vyjadiuje fakt, Ze neni nutné, aby struktura korela¢ni matice byla
spravné zvolena, a presto odhad varian¢éni matice, ktery byva bézné oznacovan také
jako sandwichovy, zistava konzistentni (dle [4], str. 104). Pfi vypoctu se pak var N;
nahradi
VaI‘ANi = (Nz — Ei\IZ)(].\IZ — ENZ)T

a zbytek se odhadne na zakladé GEE metody. Asymptoticky ma p¥i splnéni relativné
slabych predpokladit (blize viz lanek [10]) odhad B rozdéleni N, (0, Z5k p JoreTlons),
a proto lze uzit podobnym zptisobem jako v podsekci (2.2.1) Waldovy testy. Alter-
nativou je modifikovana forma skorového testu pro GEE. Ten je zaloZzen na faktu,
ze za platnosti nulové hypotézy C3 = 0 (C je matice plné hodnosti typu k X p) ma
statistika (dle [16] str. 1993)

U(B)TI(_;;;ECT(CI&{JEJGEEzééECT)_lCZ@]EE(NB)

piiblizné X% rozdéleni, kde B je odhad pomoci metody GEE a k pocet radki matice
C.
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Kapitola 4

Numericka studie na realnych datech

Ucelem této studie bude aplikovat techniky uvedené v piedchozich kapitolach na
realnd data prostfednictvim statistického softwaru SAS, ktery poskytuje uzivateli
moznost vyuzit procedury GENMOD, jez slouzi zejména pro praci se zobecnénymi
linedrnimi modely. V piiloze B jsou uvedeny nékteré diilezité ¢asti zdrojového kodu.
Data byla poskytnuta pojistovnou Kooperativa a tykaji se smluv povinného ruceni
osobnich automobili s pocatkem platnosti ¢ datem prolongace (prodlouZeni plat-
nosti smlouvy) v obdobi let 2008-2011. Kromé poc¢ti pojistnych udéalosti a prislus-
nych expozic v riziku obsahuji také hodnoty ¢tyfech rizikovych charakteristik. Témito
charakteristikami jsou:

ts tarifni skupina (dle objemu motoru),
reg pocet obyvatel v misté bydlisté pojistnika,
sv stari vozidla,

vek vék pojisténého.

Jelikoz nejsem opravnén prezentovat zpusob kategorizace jednotlivych rizikovych
charakteristik, ztustanou tyto informace ¢tenaii zatajeny. Navic odhady regresnich
koeficienti a smérodatnych odchylek v nize uvedenych tabulkich jsou vynéasobeny
nahodnou konstantou z intervalu (0,2). Tato uprava totiz neovlivni hodnoty Wal-
dovych statistik a prislusnych P-hodnot. Poznamenejme jesté, Ze interpretace vyse
jednotlivych regresnich koeficientti byla jiz v podsekci 2.1.3 popséna a nyni se zamé-
fime predevs$im na ilustraci verifika¢nich metod.

V této kapitole budeme pracovat se dvéma datovymi soubory. Soubor A obsahuje
informace o smlouvéch s poc¢atkem platnosti ¢i datem prolongace v roce 2010 a soubor
B v letech 2008-2010. Pro odhad modelu poissonovké regrese a negativné binomického
modelu vyuzijeme soubor A. Pro aplikaci GEE metody pak budeme vychazet ze
souboru B. Jednotlivé expozice smluv budou do modeli zafazeny prostiednictvim
offsetu.

Nejprve se na zdakladé odhadi ODP modelt pokusime identifikovat regresory,
které vyznamné ovliviuji zavisle proménnou. Pro tuto skupinu regresori poté od-
hadneme a verifikujeme model poissonovské regrese, negativné binomicky, ale také
i model pro panelova data popsany v sekci 3.4. Na zavér této kapitoly porovname
jejich predikéni schopnost pro rok 2011.
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4.1 Identifikace regresorii

Mé¢jme hodnoty rizikovych charakteristik kategorizovany zptsobem uvedenym v prv-
nich dvou sloupcich tabulky 4.1. Zbytek tabulky obsahuje informace tykajici se od-
hadu vychoziho ODP modelu. Odhady smérodatnych odchylek ve ¢tvrtém sloupci
jsou odmocninou sou¢inu odhadu ¢ = X?/(n — p) disperzniho parametru a pifslus-
ného diagonalniho prvku matice Z;' = (320, Aix;x?) ! (viz (3.1.1)). SAS provede
tuto upravu pri nastaveni volby Scale=Pearson v ramci procedury GENMOD. Hod-
noty Waldovych testovych testovych statistik pak odpovidaji druhé mocniné podilu
odhadu parametru a smérodatné odchylky (viz (2.2.3)). P-hodnota zde udavéa prav-
dépodobnost, Ze realizace nahodné veli¢iny s rozdélenim y? bude vétsi nez Waldova
testova statistika.

rizikové ' odhad odhad Waldova
charakteristika kategorie regresnich  smérodatné testova P-hodnota
koeficienti  odchylky statistika
intercept 0 0
ts 1 -3,3256 0,1244 714,31 <0,0001
ts 2 -3,1617 0,1257 632,31 <0,0001
ts 3 -3,0387 0,1258 583,34 <0,0001
ts 4 -2,9131 0,1313 492,36 <0,0001
reg 1 0,2903 0,0182 254,46 <0,0001
reg 2 0,1628 0,0187 75,87 <0,0001
reg 3 0 0
SV 0 0,0598 0,1475 0,16 0,6852
sV 1 0,7556 0,1254 36,29 <0,0001
SV 2 0,7956 0,1249 40,53 <0,0001
SV 3 0 0
vek 1 0,5155 0,0495 108,56 <0,0001
vek 2 0,2175 0,0235 85,70 <0,0001
vek 3 0,0421 0,0176 5,72 0,0168
vek 4 0 0

Tabulka 4.1: Odhad vychoziho ODP modelu.

Velikost odhadu disperzniho parametru se vyraznéji odlisSuje od 1, priblizné je
rovna 1,5, coz indikuje, Ze neni rozumné pouzivat devian¢ni testy. Pouze jedina
z P-hodnot v tabulce 4.1 je vétsi nez 0,05. To mtzeme interpretovat tak, ze slou¢enim
kategorie O rizikové charakteristiky staii vozidla s referencéni kategorii 3 dostaneme
podmodel, jehoz platnost Walduv test nezamita. Zakladni informace o odhadu pod-
modelu pak dale shrnuje tabulka 4.2, pficemz nova kategorie vznikla slouc¢enim je
zde oznacena jako 0.

V podmodelu jiz jsou vSechny nezévisle proménné vyznamné na hladiné 0,05.
Zlepseni kvality indikuje kritérium AIC, které pokleslo z hodnoty 115443,3 na 115441.,6.
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odhad odhad Waldova

ZLZ:;ZEeriS tika kategorie regresnich  smérodatné testova P-hodnota
koeficienti  odchylky statistika

intercept 0 0

ts 1 -2,5302 0,0185 18766,70 <0,0001

ts 2 -2,3661 0,0156 22937,22 <0,0001

ts 3 -2,2431 0,0165 18570,75 <0,0001

ts 4 -2,1175 0,0426 2467,99 <0,0001

reg 1 0,2903 0,0182 254,60 <0,0001

reg 2 0,1628 0,0187 75,89 <0,0001

reg 3 0 0

sV 0 -0,7537 0,0682 122,16 <0,0001

sV 1 -0,0400 0,0162 6,19 0,0135

sV 2 0 0

vek 1 0,5155 0,0495 108,52 <0,0001

vek 2 0,2176 0,0235 85,71 <0,0001

vek 3 0,0421 0,0176 5,72 0,0168

vek 4 0 0

Tabulka 4.2: Odhad podmodelu se zohlednénim nadprimérné disperze.

Procedura GENMOD vzdy generuje pro uzivatele tabulku kritérii pro posouzeni kva-
lity modelu, jejiz soucasti jsou mimo jiné napiiklad informaé¢ni kritéria AIC, AICC,
BIC nebo odhad disperzntho parametru ¢ = X?/(n — p). Rovnost dvojice regres-
nich koeficientu prislusejicich jedné rizikové charakteristice lze otestovat jednodusSe
zménou referen¢ni kategorie. Procedura GENMOD umoziuje nastavit libovolnou
referenc¢ni kategorii pomoci pfikazu ref uvedeném v zavorce za nazvem rizikové cha-
rakteristiky. Vyzkousel jsem nastaveni vSech moznych referen¢nich skupin rizikovych
charakteristik, ale P-hodnoty Waldovych testi pro jednotlivé parametry byly vzdy
mensi nez 0,05. GENMOD také poskytuje moznost vyuzit volby contrast, ktera
vyzaduje specifikaci matice hypotézy, a test pak pfesné odpovida popisu v podsekci
2.2.1.

Presnéjsi predstavu o vysi rozptylu odhadu regresnich koeficientu a tedy také
P-hodnot Waldovych testi l1ze ziskat vypocétem robustniho odhadu varianéni matice
(viz (3.1.2)). Robustni odhady se uplatni pouzitim piikazu repeated, ktery slouzi
pro aktivaci GEE metody. Pokud navic nastavime parametr type=Ind (indepen-
dent), povazuji se odezvy za nezavislé. Nevyhodou ale je, Ze v takovém piipadé mize
nékdy vypocet trvat vyrazné delsi dobu. Shrnuti idaji souvisejicich s robustnim
odhadem uvadi tabulka 4.3. Testovou statistiku v patém sloupci uvadi zaroven ve
svych vystupech SAS pii uvedeni piikazu repeated a je pouze pomérem odhadu
regresniho koeficientu a jeho smérodatné odchylky. V pristi sekci se o GEE metodé
jesté blize zminim.
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odhad odhad

ZLZ:;ZEeriS tika kategorie regrespicho smérodatné E:ZE?;?ka P-hodnota
koeficienti  odchylky

intercept 0 0

ts 1 -2,5302 0,0154 -164,65 <0,0001

ts 2 -2,3661 0,0131 -180,75 <0,0001

ts 3 -2,2431 0,0137 -164,00 <0,0001

ts 4 -2,1175 0,0361 -58,67 <0,0001

reg 1 0,2903 0,0151 19,24 <0,0001

reg 2 0,1628 0,0155 10,51 <0,0001

reg 3 0 0

sV 0 -0,7537 0,0579 -13,02 <0,0001

sV 1 -0,0400 0,0134 -3,00 0,0028

SV 2 0 0

vek 1 0,5155 0,0408 12,64 <0,0001

vek 2 0,2176 0,0195 11,16 <0,0001

vek 3 0,0421 0,0146 2,89 0,0039

vek 4 0 0

Tabulka 4.3: Poissoniiv model s tpravou smérodatnych odchylek na zakladé robust-

niho odhadu.

4.2 Odhad, verifikace a porovnani modeli

4.2.1 Poissoniliv a negativné binomicky model

Pracujme nyni s kategorizaci rizikovych charakteristik ziskanou v predeslé sekei (viz
napf. tabulka 4.3). Shrnuti zakladnich udaju tykajicich se odhadu modelu poisso-
novské regrese je uvedeno v tabulce 4.4. PovSimnéme si, Zze doslo k poklesu od-
hada smérodatnych odchylek ve srovnéni s predchozimi modely (viz tabulky 4.3,4.2)
a v disledku také zvyseni Waldovych statistik a snizeni P-hodnot.

Nejprve se pokusme ovérit, zda model poissonovské regrese odpovida napozo-
rovanym hodnotdm. Seskupime-li data dle tarifnich tiid, pak odhad regresnich ko-
eficientti ale i smérodatnych odchylek ziistava stéle stejny (viz tabulka 4.5). Tato
skutecnost vyplyva z poznatki uvedenych v zavéru sekce 2.2.2. Tvar histogramu
(obrazek 4.2.1) standardizovanych devian¢nich rezidui ptiblizné pfipominéa hustotu
normélniho rozdéleni a navic Shapiruv-Wilkuv test, jehoz P-hodnota je rovna 0,48,
nezamita normalitu standardizovanych rezidui na hladiné 0,05.' To indikuje vysokou
kvalitu modelu.

Na obrazku 4.2.2 jsou znazornény dvojice [1n;, 65 (viz 3.2.2). Piiblizné v Sedesati
procentech pripadi presahuje odhad rozptylu 5?- odhad stfedni hodnoty m;. Obréazek
napovida, ze by naSe data mohla odpovidat modelu poissonovské regrese. Ovsem
odhad ¢ pomoci Pearsonovy x? statistiky, ktery mé konvergovat v pravdépodobnosti
za platnosti modelu k hodnoté 1, je ptiblizné roven 1, 5. To na druhou stranu indikuje

'Hodnota testové statistiky Shapirova-Wilkova testu je 0,99.
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odhad odhad Waldova

ZLZ:;ZEeriS tika kategorie regresnich  smérodatné testova P-hodnota
koeficienti  odchylky statistika
intercept 0 0
ts 1 -2,5302 0,0150 28327,18 <0,0001
ts 2 -2,3661 0,0127 34622,33 <0,0001
ts 3 -2,2431 0,0134 28031,41 <0,0001
ts 4 -2,1175 0,0347 3725,28 <0,0001
reg 1 0,2903 0,0148 384,31 <0,0001
reg 2 0,1628 0,0152 114,55 <0,0001
reg 3 0 0
sV 0 -0,7537 0,0555 184,39 <0,0001
sV 1 -0,0400 0,0132 9,22 0,0024
sV 2 0 0
vek 1 0,5155 0,0402 163,81 <0,0001
vek 2 0,2176 0,0191 129,38 <0,0001
vek 3 0,0421 0,0143 8,64 0,0033
vek 4 0 0
Tabulka 4.4: Odhad modelu poissonovské regrese.
ikov odhad odhad Waldova
ZLZ;IZE?eriS tika kategorie regresnich  smérodatné testova P-hodnota
koeficienti  odchylky statistika
intercept 0 0
ts 1 -2,5302 0,0150 28327,18 <0,0001
ts 2 -2,3661 0,0127 34622,33 <0,0001
ts 3 -2,2431 0,0134 28031,41 <0,0001
ts 4 -2,1175 0,0347 3725,28 <0,0001
reg 1 0,2903 0,0148 384,31 <0,0001
reg 2 0,1628 0,0152 114,55 <0,0001
reg 3 0 0
sV 0 -0,7537 0,0555 184,39 <0,0001
sV 1 -0,0400 0,0132 9,22 0,0024
SV 2 0 0
vek 1 0,5155 0,0402 163,81 <0,0001
vek 2 0,2176 0,0191 129,38 <0,0001
vek 3 0,0421 0,0143 8,64 0,0033
vek 4 0 0

Tabulka 4.5: Odhad modelu poissonovské regrese na zakladé seskupenych dat dle
tarifnich trid.
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Obrazek 4.2.1: Histogram standardizovanych devianénich rezidui. Cervenou ¢arou je
znézornén tvar hustoty standardizovaného normalniho rozdéleni.
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Obréazek 4.2.2: Porovnani odhadi stfednich hodnot a rozptyla v tarifnich t¥idach.

Cervenou barvu mé piimka se smérnici rovnou jedné a zelenou je znazornén priblizny
kvadraticky trend.
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vyskyt nadprimérné disperze, coz zaroven potvrzuje test uvedeny v podsekci 3.2.2,
ktery zamita rovnost stfedni hodnoty a rozptylu. Jeho testova statistika je rovna 7,14
a P-hodnota ptiblizné 0. Domnivam se, ze velmi nizkd P-hodnota je zde disledkem
velké sily testu pii fadové statisicich pozorovani. Tento vysledek napovida, ze by
nase data mohla lépe odpovidat negativné binomickému modelu. Poznamenejme ale,
ze pokud by ve skute¢nosti pozorovani pochézela z negativné binomického modelu
nebo obecnéji smiseného Poissonova modelu, pak by trend znézornény v obrazku
4.2.2 zelenou barvou mél vykazovat spiSe konvexni pribéh.

Prejdéme nyni k negativné binomickému modelu. Maximalné vérohodny odhad &
disperzniho parametru negativné binomického rozdéleni k = 1/a je roven 1,27. Jak je
vidét z tabulky 4.6, oproti Poissonové modelu doslo pouze k velmi mirnému zvétseni
odhadu smérodatnych odchylek, ale odhad regresnich koeficientu zustal priblizné
stejny. Opét Waldovy testy zamitaji nulovost jednotlivych regresorti na hladiné 0,05.

Testova statistika

2[Lyg — Lp]

modifikovaného devianéniho testu (viz (3.3.1)) nabyva hodnoty 197, 1, coz odpovida
P-hodnoté mensi nez 0,0001, a proto zamitdme na hladiné 0,05 nulovou hypotézu
o platnosti Poissonova modelu ve prospéch negativné binomického. Konkrétni vyse
logaritmickych vérohodnostnich funkei jsou Lyg = —57611,23 a Lp = —57709, 78.

rizikova . odhad odhad Waldova
charakteristika kategorie regresnich  smérodatné testova P-hodnota
koeficienti  odchylky statistika
intercept 0 0
ts 1 -2,5280 0,0153 27303,05 <0,0001
ts 2 -2,3629 0,0130 33166,75 <0,0001
ts 3 -2,2390 0,0137 26685,90 <0,0001
ts 4 -2,1131 0,0357 3501,87 <0,0001
reg 1 0,2907 0,0152 365,98 <0,0001
reg 2 0,1634 0,0156 110,34 <0,0001
reg 3 0 0
sV 0 -0,7560 0,0559 182,90 <0,0001
sV 1 -0,0405 0,0135 9,05 0,0026
SV 2 0 0
vek 1 0,5237 0,0418 156,69 <0,0001
vek 2 0,2187 0,0196 124,00 <0,0001
vek 3 0,0425 0,0146 8,43 0,0037
vek 4 0 0

Tabulka 4.6: Odhad negativné binomického modelu.

4.2.2 Metoda GEE a porovnani predikénich schopnosti

Nez prejdeme k praci s datovym souborem B, zkusme nejprve detekovat pomoci
technik v podsekci 3.4.1, zda viibec néjaké zavislosti mezi odezvami existuji. Pii za-
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Fazeni zpozdéné hodnoty zéavisle proménné mezi regresory Waldiv test nezamita jeji
vyznamnost, jelikoz prislusné P-hodnota je mensi nez 0,0001, coz miizeme povazovat
za indikaci existence zavislosti mezi odezvami.

Vychazejme nyni z datového souboru B. Pro aplikaci metody GEE pomoci pro-
cedury GENMOD je nutné uvést piikaz repeated a uzivatel mé na vybér z nékolika
struktur pracovni korela¢ni matice. Tu specifikujeme pomoci nastaveni vhodného
parametru volby type. Na vybér jsou nasledujici ¢tyfi moznosti:

type=MDEP(m) pésové korelace fadu m (m-dependance),
type=EXCH stejné korelace (exchangeable),
type=UNSTR ruzné korelace (unstructured),
type=AR(1) autoregrese prvniho fadu (AR1).

Jelikoz si nyni nejsme jisti, kterou ze struktur vyuzit, pfedpokladejme rizné korelace
mezi proménnymi a nastavme type=UNSTR. Tabulka 4.7 je casti vystupu ziskaného
uzitim GEE metody na datovy soubor B (2008-2010) pii volbé type=UNSTR. Odhady
smérodatnych odchylek odpovidaji odmocninam diagonalnich prvku robustni vari-
ancni matice ﬁ (viz sekce 3.4.4). Testové statistiky v patém sloupci jsou pomérem
odhadi regresnich koeficientii a smérodatnych odchylek. P-hodnoty udavaji pravdé-
podobnost, Ze ndhodna veli¢ina s normovanym normélnim rozdéleni bude v absolutni
hodnoté vétsi nez absolutni hodnota testové statistiky.

Necht )\gred, j=1,...,n" jsou predikce stiedni hodnoty po¢tt pojistnych uda-
losti pro rok 2011 a k; jsou skute¢né napozorované hodnoty jejich poc¢ti. Pro po-

npred

d o .
Iy (k= X)? soucet ctvercit

odchylek predikce od skuteéné hodnoty a Abs, = Z?:d k; — /\§T6d| soucet abso-
lutnich odchylek. V tabulce 4.8 jsou porovnény predikéni schopnosti jednotlivych
modeli pro rok 2011 na zékladé téchto charakteristik (hodnoty jsou zde sefazeny od
nejmensi po nejvétsi). Jak je vidét, hodnoty SS, jsou ve vSech pripadech piiblizné
stejné. Mirné rozdily se projevi teprve porovnanim hodnot Abs.. Jako nejpfesnéjsi
se 7 tohoto pohledu jevi Poissontiv model, srovnatelné jsou pak hodnoty modeli pro
panelovi daty s tim, Ze jako nejvhodnéjsi se jevi korelacni struktura exchangeable
(stejné korelace), a nakonec nejnizsi kvalitu z tohoto pohledu vykazuje negativné

binomicky model.

rovnani vyuzijeme dvou kritérii. Ozna¢me SS, = )
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C e odhad odhad i
rizikova kategorie regresnich  smérodatné testova P-hodnota
charakteristika .. statistika

koeficienti  odchylky

intercept 0 0
ts 1 -2,5308 0,0092 -275,04 <0,0001
ts 2 -2,3487 0,0081 -289,45 <0,0001
ts 3 -2,2388 0,0086 -259.66 <0,0001
ts 4 -2,1082 0,0226 -93,15 <0,0001
reg 1 0,2796 0,0091 30,78 <0,0001
reg 2 0,1610 0,0096 17,04 <0,0001
reg 3 0 0
SV 0 -0,6505 0,0337 -19,32 <0,0001
SV 1 -0,0671 0,0081 -8,32 <0,0001
SV 2 0 0
vek 1 0,5367 0,0197 27,23 <0,0001
vek p 0,2128 0,0111 19,09 <0,0001
vek 3 0,0487 0,0089 5,47 <0,0001
vek 4 0 0

Tabulka 4.7: Odhad na zékladé GEE metody.

| SS. | Abs. |
Poissontiv model 25858.,84 | 13601,47
GEE- stejné korelace (exchangeable) 25860,25 | 13602,02
GEE- ruzné korelace (unstructured) 25864,73 | 13602,04
GEE- pasové korelace fadu 2 (2-dependance) | 25865,51 | 13602,08
GEE- autoregrese fadu 1 (AR(1)) 25869,06 | 13602,10
GEE- pasové korelace fadu 1 (1-dependance) | 25869,16 | 13602,10
Negativné binomicky model 25931,75 | 13602,38

Tabulka 4.8: Porovnéani predikénich schopnosti.
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Zaveér

Zrekapitulujme si klicové prvky této prace. V ivodu byly odvozeny zékladni vlast-
nosti hustot exponencialniho typu, nacez bylo plynné navézano formulaci zobecné-
ného linearni modelu. Déle jsme vénovali pozornost aplikaci teorie maximalni véro-
hodnosti, specialné byl odvozen explicitni tvar skorového vektoru a Fisherovy infor-
macni matice a navic byla také predstavena numericka metoda iterativnich nejmen-
Sich ¢tverci. V zavéru prvni kapitoly byla formulovana véta tykajici se asymptotic-
kych vlastnosti.

Na pocatku druhé kapitoly jsme predstavili poissonovskou regresi jako specialni
pripad zobecnéného linearniho modelu v souvislosti s jeji moZznou aplikaci v pojistov-
nictvi. Ukézali jsme, jakym zptisobem lze zohlednit expozice v riziku a interpretovat
odhady parametrii a vérohodnostnich rovnic. Ve zbylych sekcich byly uvedeny né-
které testy pro identifikaci vyznamnych regresorti a poté také mozné vyuziti rezidui
pri verifikaci modelu.

Tteti kapitola byla vénovana alternativam poissonovské regrese. Na pocatku jsme
se zabyvali diskuzi predpokladii nutnych pro to, aby byly zachovany asymptotické
vlastnosti odhadu. Bylo zde poznamenano, ze ritzné rizikovost pojistnych smluv
muze zpusobit zvysSeni rozptylu v tarifnich tfidach a nasledné byl predstaven model
negativné binomicky, ktery je schopen tuto skutec¢nost reflektovat. Na zavér byla
popsana GEE metoda, kterou lze aplikovat na panelova data, nebot na rozdil od
vyse zminénych piistupt nevyzaduje nezéavislost odezev.

Nakonec byla provedena numericka studie na zakladé portfolia smluv povinného
ruceni osobnich automobilti. Prezentovali jsme zde vysledky ziskané pomoci statis-
tického softwaru SAS. Na zékladé skupiny regresori, které byly identifikovany jako
vyznamné, bylo sestaveno nékolik modeli. Ty jsme pak porovnali z hlediska pre-
dikéni schopnosti a jako nejkvalitnéjsi se ukézal byt model poissonovské regrese.
7 odhadtu pomoci GEE metody bylo nejlepsiho vysledku dosazeno pii volbé struk-
tury stejnych korelaci mezi zavisle proménnymi.
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Priloha A

Metoda maximalni vérohodnosti

Formulace niZe uvedenych definic a vét byla pfevzata z [1], pficemz nékteré doplitujici
poznatky byly ¢erpany z [12] a [8].

A.1 Zakladni definice a véty

Definice A.1. Necht ndhodngj vektor Y = (Y1, ..., Y,)T md hustotou f(y, @), kde 0 je
prukem parametrického prostoru ©. Pri fitované hodnoté'y se funkce f(y,0) = £(0)
nazyvd veérohodnostni funkce a funkce Inf(y,0) = L(0) logaritmickd vérohodnostni
funkce. Hodnota 0 parametru 0, kterd mazximalizuje vérohodnostni funkci f(y,0) pro
realizaci nahodného vektoru Y =y, se nazgvd maximdlné vérohodny odhad parametru

0.

Poznamka. Déle se budeme zabyvat zejména piipady, kdy jsou ndhodné velic¢iny
Y1, ..., Y, nezavislé, a tedy hustota ndhodného vektoru Y je souc¢inem marginalnich
hustot. V tomto piipadé je vyhodné hledat hodnotu 0 pomoci funkce L(6). Je-li
© C R™, pak soustavu rovnic

OL(0)
20,

=0, 1=1,...,m,

pomoci niz hledame 0, budeme nazyvat soustavou vérohodnostnich rovnic.

Definice A.2. Necht ndhodny vektor’Y = (Y, ... Y )T md hustotu f(y, @) vzhledem
k néjaké o-konecné mire . Rekneme, Ze systém takovychto hustot F = {f(y,0) :
0 € ©} je requldarni, jsou-li splnény ndsledugjici predpoklady:

1. 8 € O, kde © je neprdzdnd oteviend mnozina v R™.

2. Mnozina M =y : f(y,0) > 0} nezdvisi na 6 .

3. Pro skoro vsechna 'y € M wvzhledem k p a pro vSechna i = 1,...,m existuji
. £ e - / — af(y79)
parcidlni derivace fi(y,0) = =55~

4. Pro kazdé i a pro vsechna @ € © plati [, fl(y,0)du(y) = 0.
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5. Pro kazdou dvogici (i, j) existuje koneény’ integral

/f f2 y, )f(y,O)dM(Y)-

6. Matice T,,(0) = (Z;;(0))7"—, je pozitivné definitni pro kaZdé 6 € ©.

Matice Z,(0) se nazyvd Fisherova informacni matice. Hustota f(y, @) pochazejici
z requldrniho systému hustot se pro strucnost oznacuje jako requldrni.

Pfedpoklad 4 1ze interpretovat jako pozadavek na zdménnost integralu a derivace,

jelikoz [, f(y,0)du(y) = 1. Vzorec pro Z;;(0) je také mozné chépat jako integral
funkce g
}; (A.1.1)

dle miry s hustotou f vzhledem k . Aniz by doslo ke zméné hodnoty Z;;(0), muzeme
funkei (A.1.1) na doplikku mnoziny M libovolné dodefinovat a jako integraéni obor
vzit cely prostor R™. Vyuzitim véty o pfenosu integrace lze Z;;(0) vyjadiit ve tvaru
stfedni hodnoty, tj.

C[AY,0)f(Y,0)]  _ [dnf(Y,0)dlnf(Y,0)
i(0) = E 12(Y,0) }_ { 00, 90,

(A.1.2)

Je-li'Y = (Y7, ..., Y,,)T vektor nezévislych stejné rozdélenych veli¢in, pak plati Z,,(6) =
nZ,(0) (viz [1] véta 7.20). Déle v textu budeme pro zjednoduseni uzivat symbol Z(8)
namisto Z;(0).

Definice A.3. M¢jme ndhodny vektor Y = (Y1, ..., Y, s requldrni hustotou f(y, ),
kde @ = (04, ...,0,)" € © C R™. Pak m-rozmérny ndhodnyj vektor

onf(Y.0) _ (alnf(Y,a) 8lnf(Y,9>)T

U=U(0) = (U1(0),....Un(0))" = ——2 00, T 0,

se nazyvd skorovy vektor.

Véta A.4. Necht je systém hustot { f(y,0),0 € O} requldrni. Predpokldidejme navic,
Ze pro skoro vSechnay € M ={y : f(y,0) > 0} (vzhledem k u) ezistuji derivace

1" 32f<y7 0) .
i = "7 =1,...
fl] (y7 0) 80189] ’ Z?] ) 7m7
a Ze pro vSechna @ € © plati
[ o =0 gt (A13)
M
Pak plati
9In f(y, 0 o
Z;;(0) = —/ f—@)f(y, 0)du(y), i,j=1...,m. (A.1.4)
v 00,00,
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Diikaz. Derivovanim dostaneme vztah

Oinf _ fif - fifi 15 i

= Al.
00,00, f? f 127 ( 2
ktery plati pro skoro vSechna x € M. Vyuzitim (A.1.3) a (A.1.5) dostavame
fif;
Z;;(0) :/ (—;) fdu
m\ S
g 0?In f 0?n f
_ Jij _ - _
= [, G 1= [, G, ) == [, (G ) 7
[

Shrnutim dosavadnich poznatkt miizeme ziskat hned nékolik moznych vyjadieni
Fisherovy informa¢ni matice. Pfi splnéni predpokladi véty A.4 totiz pro slozky Z,(6)
ziejmé plati:

iy, 0)fi(y.0)  _9%Inf(y,0)  _ 0U(0)
LO=E e T aeen, e

Nékdy se téZz pouziva maticové znaceni:

7,(0) = —E {859(5)} =E {%(?T@} |

Dalsi mozné vyjadreni plyne z (A.1.2) a z podminky 4 v definici (A.2):
7,(0) = E[U(0)U(0)"] = var U(0). (A.1.6)

Poznamenejme, Ze zaroven z podminky 4 v definici systému reguléarnich hustot (viz
(A.2)) diky vyjadieni

(y, 0 Oln f(Y,0
[ v oauty) By —p LD
také plyne
EU(0) =0.

A.2 Vlastnosti maximalné vérohodnych odhadi

Dtvodem hojného uzivani maximalné vérohodnych odhadi je predevsim jejich cho-
vani v pripadé dostatecného velkého datového vzorku. Bohuzel takovéto odhady
nejsou obecné nestranné a zpravidla nelze Tici, pfi jakém poctu pozorovani je jiz
mozné se spolehnout na jejich asymptotické vlastnosti. V pojistovnictvi se ovSem
pracuje témér vyhradné s rozsahlymi datovymi soubory, proto se s takovymto pro-
blémem setkame pouze velmi ziidka. Zjednodusené lze tici, Ze odhady metodou ma-
ximalni vérohodnosti maji nasledujici vlastnosti:
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e Konzistence

e Asymptotickd normalita

v

V této je sekci blize vysvétlen vyznam téchto vlastnosti a jsou zde uvedeny postacujici
predpoklady pro jejich platnost.

A.2.1 Konzistence a asymptotickd normalita

Véta A.5. Méjme ddn reguldarni systém hustot {f(y,0),0 € O} s Fisherovou infor-
macni matici (0). Necht jsou navic splnény ndsledujict predpoklady.

1. Parametricky prostor © C R™ obsahuje otevreny interval w, v néemz se nachdzi
skutecnd hodnota parametru @ = @q.

2. Ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y,)T, tvoii nezdvislé a stejné rozdélené veliciny
s hustotou f(y, @) vzhledem k néjaké o-koneéné mire .

3. Mnozina M = {y : f(y,0) > 0} nezdvisi na 6.

4. Necht 61,605 € ©. Pak f(y,01) = f(y,02) skoro jisté vzhledem k p prdavé tehdy,
kdyzv 01 = 02.

5. Derwace % existuje pro skoro vsechna y, pro vsechna @ € w a pro vsechna
i,j,k=1,....,m

6. Pro vsechna 0 € w plati

/ fii(y,0)du(y) = 0, i,j=1,...,m.
M

7. Proviechnai,j, k =1,...,m existuji funkce M;;,(y) > 0 takové, Ze Egy M, (Y) <
3%Inf(y,0)

00 a | 90:00,; 00,

) |1< Muk( ) pro vsechna 8 € w a skoro viechna y € M.

Pak md maximdalné vérohodny odhad ndsledugjici vlastnosti:

(i) Pokud n — oo, pak pro kaZdé € > 0 existuje s pravdeépodobnosti bliZici se jedné
takové Fesent 6, soustavy vérohodnostnich rovnic, e || 6, — g ||< €.

(ii) Pron — oo plati

%U(eo) 4 N(0, [Z(60))).

(111) Luistuje-li pro kaZdé dostatecné velké n_a pro kaZdou hodnotu Y takovy kofen
6., systému veérohodnostnich rovnic, Ze 6., je konzistentnim odhadem parametru
00; pak

V(6 — 60) = N(0,[Z7(65))). (A.2.1)
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Diikaz. Podrobné je dukaz véty proveden v knize [12] v kapitole 6.5 (Theorem 5.1).
]

Pozndmka. Vétu lze formulovat i pro pripad nezavislych stejné rozdélenych vektor,
aniz by bylo nutné zasadné ménit jeji predpoklady (viz [9]). Existuji ovSem i silnéjsi
zobecnéni véty, které navic nevyzaduji, aby skuteéna hustota Y; méla tvar f(y,0)
pro né&jaké @ € © (viz [17]). Jiné formulace zase nepfedpokladaji nezavislé a stejné
rozdélené nadhodné veli¢iny. Tato zobecnéni byla vyvinuta pro tcely zobecnénych
linearnich modelu (viz véta (1.6)) a jejich rozsifeni, ale také napiiklad ¢asovych rad,
jejich presné formulace lze vyhledat v odbornych ¢lancich (napt. [2, 6, 7]).

A.2.2 Eficience

Asymptoticka eficience

Véta A.6. Méjme requldrni systém hustot {f(y,80),0 € © C R™}. Necht T(Y) =
T = (Ty,...,Tn)T je nestrannyj odhad @ takovy, e ET? < oo pro kazdéi=1,...,m
a pro kazdé @ C ©. Ddle necht plati

of(y,0 o
[ 10y =55 ig=1m
M J

pak dostdvame
var T — Z,'(0) > 0.

Diikaz. Dikaz je uveden v [1] (véta 7.31). O

Véta pouze ukazuje, jakym zplisobem je mozné zdola omezit velikost rozptylu.
Nestranné odhady, které maji rozptyl roven inverzni hodnoté Fisherovy informacni
matice Z (), nazyvame eficientni a fikame, ze dosahuji tzv. dolnf Raovy-Cramerovy
meze.

Navic lze predchozi vétu déle zobecnit pro tfidu asymptoticky nestrannych od-
hadi. Rozlisit kvalitu konzistentnich odhadu lze na zakladé asymptotické hodnoty
v/nvar T. Za predpokladu asymptotické normality /nT existuje také pro matici
limy,_oeoy/nvar T jista dolni mez, kterd je rovna hodnote Z=1(8). Z vlastnosti (iii)
uvedené ve vété (A.5) plyne, Ze maximalné vérohodné odhady jsou asymptoticky efi-
cientni, tj. nejlepsi ve smyslu neexistence asymptoticky normalniho konzistentniho
odhadu T, pro ktery by platilo lim,, ;../nvar T < I‘l(B). Korektné je problematika
asymptoticky eficientnich odhadu popséana v kapitole 6 knihy [12].

A.3 Testovani hypotéz

Jednim z aspekti kvalitntho modelu je kromé schopnosti vysvétlit zavislost sledované
veli¢iny na regresorech také jeho jednoduchost a snadné interpretovatelnost. Mezi
dvéma modely s priblizné stejnymi vlastnostmi obvykle preferujeme ten s mensim
poctem nezavisle proménnych. Pro identifikaci toho, zda dana skupinka proménnych
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vyznamné napomaha vysvétleni zavislosti slouzi rtuzné statistické testy vychézejici
z vlastnosti maximalné vérohodnych odhadi, pripadné se prihlizi k hodnotdm in-
formacnich ¢i jinych kritérii. V této sekci jsou blize popsany piiklady takovychto
statistickych testu.

Véta A.7. Necht je matice T(0) spojitd v bodé g a I, konzistentni odhad (),
prin — oo . Pak za predpokladii uvedengch ve véte A.5 maji statistiky:

LE(80) = 2[L(6n) — L(6p))

W(6o) = n(6y —90) w(6r, — 6o)

LM(8)) = [U(00)]"Z, 7 [U(60)]

asymptoticky 2, rozdélent.
Diikaz. Viz 1] poznamka 8.17. O

Na zékladé véty A.7 muzeme testovat hypotézu Hy : @ = Oy proti alternativé
H,y : 0 # 0y. Testy zalozené na LR(6y), W(60y), LM (6g) se po fadé nazyvaji: test
pomeérem vérohodnosti (likelihood ratio), Walduav test a skorovy test (Lagrange mul-
tiplier). Skorovému testu se také nékdy ¥ika Ratv nebo méné ¢asto test zalozeny na
Lagrangerovych multiplikatorech. Nulovou hypotézu vSech tii vyse zminénych testi
zamitame, prekro¢i-li testové statistika kritickou hodnotu x2, (1—a), tj., [(1—a)100]%
kvantil.

Oznacime

Fi(0) = (-“gg—gi‘”) P(e) = %Z F(0) (A3.1)

Z (A.1.4) plyne, ze EF;(6y) = Z(6g), a proto je také ziejmé EF(0g) = Z(0o)
a F(6o) 4 Z(6o), tj., F(Bp) je nestrannym a konzistentnim odhadem Z(6p). Z
tohoto divodu se F(0) nazyvéa vybérovou Fisherovou informacni matici.

Lemma A.8. Méjme reguléarni matici
WARRNAY)
T =
( Iy Io
se ¢tvercovymi bloky Z;; a Zyy. Dale oznacme

T2 = 111—1122521221

Too1 = Tog— InZ;' Tho.
Pak . . .
71 _ ( fn.z B —111.2?112122 ) '
—Zo1 Lol Ty
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Pro dalsi potieby této sekce predpokladejme, Ze m-rozmérny vektor parametri
ma tvar

0:(0(1))}k m>2,1<k<m.
0(2) }m—k;

Nasim cilem je testovat hypotézu Hy : 6(1y = 0 1)0 proti alternativé H; : 61y # 6(1)0.
Nejcastéji je 6(1y0 = 0, nebot pak nulova hypotéza odpovida platnosti podmodelu
s m — k parametry a alternativa platnosti plného modelu obsahujiciho m parametr.

Déle polozme
Ui(0) \ }k
00 = ( 12(6) ) =,

[ Tu(0) Ti2(0) \ }k
Z(6) = ( T:1(8) Tn(6) )}m K,

kde Z;1(0) je ¢tvercova matice typu k x k. Maximélné vérohodny odhad za platnosti
hypotézy Hy : 01y = 6(1)0 oznacme

én = < 0~(1)0 ) 5
02)0

a standardni odhad odpovidajici alternativée

0, — ( O ) |
02)n

Véta A.9. Necht jsou splnény piedpoklady véty (A.5) a matice Z(0) je spojitd

'~

v bodé Og odpovidajicimu skutecné hodnoté parametru. Necht navic Ii1.0, je kon-
zistentni odhad Ti1 2(60), pak za platnosti hypotézy Hy : 01y = O(1y0 maji statistiky

LM = U@ el (U0,
W* = n(@aym — 0y0) Zir2n(B1yn — O(1yo) (A.3.2)
LR* = 2[L(6,)— L(6,)] (A.3.3)
asymptoticky X3 rozdélen.
Diikaz. Viz [1] véta 8.25. O

Pozndmka. Jako i’ll,gn se nejcastéji voli vybérova Fisherovaﬁ informac¢ni matice (viz
A.3.1). Tvar F(0,,) se uziva v piipadé Waldova testu a F'(0,) pokud jde o skorovy
test. Asymptoticky maji vSechny uvedené testy stejnou silu, avSak predevsim pro

mensi po¢ty pozorovani preferujeme z dle [9] obvykle test pomérem vérohodnosti.
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Priloha B
Vybrané casti zdrojového kédu

V nadchéazejicich zdrojovych kodech bylo uzito néasledujiciho znaceni:

selekce_2010_vyb  nazev datového souboru A (2010),
selekce_2008_2010 nézev datového soubor B (2008-2010),

ts tarifni skupina (dle objemu motoru),

reg pocet obyvatel v misté bydlisté pojistnika,

sv stari vozidla,

vek vék pojisténého,

ppuM pocet pojistnych udalosti nepfesahujicich 500 000 K¢.,
logd offset (logaritmus expozice v riziku),

smlo_pk kli¢ jednoznac¢né urcujici smlouvu.

Poissonuv model

ods output ParameterEstimates=work.estimates;
proc genmod data=selekce_2010_vyb;

class ppuM ts reg sv vek;
model ppuM = ts reg sv vek /
noint

dist=poisson

offset= logd

link=log

typel type3;

output out = Residuals_pois
pred = Pred
STDRESDEV = stdresdev;

quit;
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ODP model

ods output ParameterEstimates=work.estimates_0DP;
proc genmod data=selekce_2010_vyb;

class ppuM ts reg sv vek;

model ppuM = ts reg sv vek /

noint

dist=poisson

offset= logd

SCALE=PEARSON

link=log
typel type3;
quit;

Robustni odhad rozptylu

proc genmod data=selekce_2010_vyb;
class ppuM ts reg sv vek smlo_pk;
model ppuM = ts reg sv vek /
noint
dist=poisson
offset= logd
link=log
typel type3;
repeated subject=smlo_pk / type=ind;
quit;

Negativné binomicky model

ods output ParameterEstimates=work.estimates_negbin;
proc genmod data=selekce_2010_vyb;

class ppuM ts reg sv vek;

model ppuM = ts reg sv vek /

noint

dist=negbin

offset= logd

link=log
typel type3;
quit;
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GEE metoda

ods output GEEEmpPEst =work.estimates_GEE;
proc genmod data=selekce_2008_2010;

class ppuM ts reg sv vek smlo_pk;

model ppuM = ts reg sv vek /

noint

dist=poisson

offset= logd

link=log

typel type3;

repeated subject=smlo_pk / type=UNSTR covb corrw;
quit;
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Seznam pouzitych zkratek

No mnozina nezapornych celych ¢isel
R o mnozina realnych ¢isel
R realny n-rozmérny euklidovsky prostor
R {reR:z >0}
p-rozmérny vektor X ........... ... .. p-rozmérny sloupcovy vektor x
matice CT ... ... transponovana matice C
C > 0 C je pozitivné definitni.

w, -+ 0
diag(W, .oy Wy) oo diagonalni matice

0 - w,
15| euklidovsk4 norma vektoru x
O norma ¢tvercové matice souhlasna

(compatible) s euklidovskou normou

Tj., je-li C typu p x p a x vektor délky p, pak plati || Cx ||<||C || - || x ||
beC™O) .o Funkce b je n-kréat spojité diferencovatelna na ©.
O, derivace skalarni funkce f podle
vektorového parametru 6.

T
Tj. jorli 0 = (01, .. 0,)7, pak 25 = (GF, - 25 ) = (floe o o)

(%—fr ............................................ derivace skalarni funkce f podle
vektorového parametru 67
Tj. je-li 67 = (0y,...,0,,), pak anT = (%,...,ﬁ) =(fl,..., fl).
g’TUT .......................................... derivace vektorové funkce U podle
vektorového parametru 67
Tj. je-li U = (Uy,...,U,)" a 8T = (6y,...,0,,), pak

oU 06T 90, 96rm

aar : = : :

06 OUn Wn . OUn

26T 90, 90m
S radoveé mensi nez
N Néhodny vektor (resp. veli¢ina) méa rozdéleni
R e Néhodny vektor (resp. veli¢ina) mé priblizné rozdéleni
P . )
e PP konvergence v pravdépodobnosti
d e
S konvergence v distibuci
X x? rozdéleni o n stupnich volnosti
Np(p,2) oo p-rozmérné normalni rozdélni se stiedni
hodnotou p a rozptylovou matici 3
Adim(Z) .o pocet slozek ndhodného vektoru Z
EY avarY ........ stfedni hodnota a rozptylova matice nadhodného vektoru Y
corr (N;y Nj) oo korelace mezi ndhodnymi veli¢inami N; a N;

Tvary hustot zndmych rozdélni uzitych v této praci, jsou uvedeny v podsekei 1.1.1.
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