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Bc. Ružena Nistorová
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1.1 Spotová úroková sadzba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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5.1 Teória k LMM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Úvod

V 70. a 80. rokoch minulého storočia sa v plnej miere rozvinul trh s úrokovými
derivátmi. Podnetom k obchodovaniu s úrokovými inštrumentmi bola zvyšujúca
sa volatilita úrokových sadzieb. Na trhu sa začali objavovat’ rozličné úrokové
deriváty, ktorých cena závisela a aj dnes záviśı od pohybu úrokových sadzieb.
To podnietilo nielen obchodńıkov, ale i radu ekonómov a matematikov k úvahám
o budúcom vývoji úrokových sadzieb. Od tohto obdobia vzniklo mnoho modelov
popisujúcich stochastický vývoj úrokových sadzieb.

Prvou skupina modelov, ktoré sa zaoberajú problematikou modelovania okam-
žitej úrokovej miery, sú jednofaktorové modely. Medzi ne patŕı napŕıklad Vaš́ıčkov
model a Hull-Whiteov model. Ked’že výnosová krivka modelovaná pomocou jed-
nofaktorových modelov nemuśı sṕlňat’ niektoré z hlavných požiadaviek na úrokovú
sadzbu, bolo potrebné vyvinút’ zložiteǰsie modely, ktoré budú vo väčšom súlade
s trhom.

Pridańım d’aľsieho zdroja neistoty sa vyznačujú dvojfaktorové modely, ku
ktorým patŕı model Brennana a Schwartza, alebo konvergenčný model.

V roku 1997 bol predstavený LIBOR tržný model, ktorý bol ako prvý v súlade
s dovtedy zauž́ıvanými vzt’ahmi na oceňovanie niektorých úrokových derivátov.
LIBOR tržný model predpovedá vývoj množiny forwardových sadzieb na základe
znalost́ı okamžitej volatility forwardových sadzieb a korelácíı medzi forwardovými
sadzbami. LIBOR tržný model a jeho využitie pri oceňovańı úrokových derivátov
je hlavnou témou tejto práce.

V prvej kapitole sú zhrnuté základné pojmy, ktoré sa využ́ıvajú v oblasti
úrokových sadzieb.

Druhá kapitola je zhrnut́ım základných poznatkov o úrokových derivátoch.
Zameriava sa hlavne na úrokové deriváty, ktoré sa v d’aľśıch kapitolách oceňujú.

V tretej kapitole je možné nájst’ dáta z trhu, ktoré sa použ́ıvajú v d’aľśıch
kapitolách.

Štvrtá kapitola je venovaná modelovaniu okamžitej spotovej sadzby pomocou
jednofaktorových modelov. V tejto kapitole je pribĺıžená teória Hull-Whiteovho
modelu, aplikácia na reálne dáta, kalibrácia modelu a oceňovanie capletov a flo-
orletov s využit́ım Hull-Whiteovho modelu.

V piatej kapitole je charakterizovaná dynamika vývoja forwardovej úrokovej
sadzby pomocou LIBOR tržného modelu a spôsoby oceňovania úrokových de-
rivátov s využit́ım tohto modelu. Oṕısaná teória je aplikovaná na reálnych dátach,
čo zahrňuje kalibráciu tohoto modelu na tržné volatility a modelovanie forwardo-
vej úrokovej sadzby.

Posledná kapitola je venovaná oceneniu capu, flooru a swapca využit́ım oboch
oṕısaných modelov a Blackovej formuly.

K analýze dát bol využitý štatistický software R [8], aj všetky obrázky boli
vytvorené pomocou tohoto nástroja. Na priloženom CD sa nachádza zdrojový
kód s výpočtami.
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1. Základné pojmy

1.1 Spotová úroková sadzba

V tejto kapitole si pribĺıžime pojmy, ktoré sa často spomı́najú v teórii úrokových
sadzieb a ktoré sa budú v d’aľsom texte využ́ıvat’.

Dôležitá je defińıcia diskontného faktoru D(t, T ) medzi časmi t a T . Je to
hodnota v čase t rovná jednotkovej čiastke vyplatenej v čase T a je daný vzt’ahom

D(t, T ) = exp

− T∫
t

r(s) ds

 , (1.1)

kde r(t) je okamžitá úroková sadzba v čase t, nazývaná často aj krátkodobá
spotová sadzba. kde r(t) je okamžitá úroková sadzba v čase t, nazývaná často aj
krátkodobá spotová sadzba.

S diskontným faktorom úzko súviśı cena bezkupónového dlhopisu. Bezkupóno-
vý dlhopis je kontrakt, ktorý garantuje držitel’ovi v čase splatnosti T vyplatit’ jed-
notkovú čiastku. Cena tohto dlhopisu v čase t je označovaná P (t, T ) . Je zrejmé,
že P (T, T ) = 1 pre všetky T . Čas medzi t a T v rokoch budeme d’alej značit’

τ(t, T ). Ak by bola okamžitá úroková miera r(t) deterministickou veličinou, tak
by bol i diskontný faktor D deterministický, a platilo by D(t, T ) = P (t, T ) pre
každú dvojicu (t, T ). Ked’že okamžitá úroková miera r(t) je náhodná veličina, bu-
de i diskontný faktor náhodnou veličinou závislou na budúcom vývoji okamžitej
úrokovej sadzby r(t) v obdob́ı medzi t a T . Potom môže byt’ P (t, T ) vyjadrené
ako stredná hodnota diskontného faktoru D(t, T ) podmienená informáciami do-
stupnými v čase t

P (t, T ) = Et

exp

− T∫
t

r(s)ds

 . (1.2)

Spotová úroková miera pre jednoduché úročenie so začiatkom v čase t a so splat-
nost’ou v T sa označuje L(t, T ) a je to konštantná sadzba, s ktorou investor źıska
v čase splatnosti T jednotkovú čiastku, ak mal v čase t čiastku P (t, T ). To zna-
mená, že

P (t, T )(1 + τ(t, T )L(t, T )) = 1, (1.3)

odkial’ dostávame vzt’ah pre jednoducho úročenú spotovú úrokovú sadzbu

L(t, T ) =
1− P (t, T )

τ(t, T )P (t, T )
. (1.4)

Spotová sadzba Y (t, T ) pre zložené úročenie v čase t so splatnost’ou v čase T
je konštantná sadzba, ktorou investor z hodnoty P (t, T ) źıska za obdobie τ(t, T )
jednotkovú čiastku, pokial’ źıskanú hodnotu každý rok počas doby splatnosti opät’

reinvestuje, tj.
P (t, T )(1 + Y (t, T ))τ(t,T ) = 1, (1.5)

z čoho vyplýva

Y (t, T ) =
1

[P (t, T )]1/τ(t,T )
− 1. (1.6)
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Spotová sadzba pre spojité úročenie R(t, T ) v čase t a splatnost’ou v T je
konštantná sadzba, ktorou investor z hodnoty P (t, T ) źıska za obdobie τ(t, T ),
jednotkovú čiastku, pokial’ źıskanú hodnotu neustále reinvestuje, tj.

P (t, T )eR(t,T )·τ(t,T ) = 1, (1.7)

z čoho vyplýva

R(t, T ) = − lnP (t, T )

τ(t, T )
. (1.8)

Pre okamžitú úrokovú mieru platia vzt’ahy

r(t) = lim
T→t+

R(t, T ) = lim
T→t+

L(t, T ) = lim
T→t+

Y (t, T ). (1.9)

Základná krivka, ktorú môžme źıskat’ z trhu, je spotová výnosová krivka bez-
kupónového dlhopisu k času t. Táto krivka je grafom funkcie

T →
{
L(t, T ) t < T ≤ t+ 1 (rokov);
Y (t, T ) T > t+ 1 (rokov)

(1.10)

a často sa nazýva aj časová štruktúra úrokových sadzieb v čase t.
Pŕıkladom sadzby jednoduchého úročenia je napŕıklad LIBOR úroková sa-

dzba. Tržná LIBOR (London Interbank Offered Rate) úroková sadzba je taká
sadzba, za ktorú si banky na Londýnskom medzibankovom trhu požičiavajú fi-
nančné prostriedky od iných bank. LIBOR je Britskou bankovou asociáciou denne
fixovaný a poč́ıta sa z filtrovaného priemeru úrokov pôžičiek poskytovaných naj-
bonitneǰśımi bankami sveta. LIBOR úroková miera je zvyčajne naviazaná na cenu
bezkupónového dlhopisu s Actual/360 dňovou konvenciou na určenie τ(t, T ).

Vo Európe sa použ́ıvajú aj iné podobné úrokové miery napŕıklad EURIBOR
(The Euro Interbank Offered Rate), alebo v Českej republike PRIBOR (Prague
Interbank Offered Rate).

1.2 Forwardová úroková sadzba

Jeden zo základných prostriedkov, ktorý hrá hlavnú úlohu pri oceňovańı úrokových
derivátov, je forwardová úroková sadzba. Forwardová sadzba je charakterizo-
vaná troma časovými okamžikmi, a to časom t, v ktorom je forwardová sadzba
uvažovaná, čas T , kedy sadzba začne platit’, a doba jej splatnosti S, pre ktoré
plat́ı t ≤ T < S. Forwardová sadzba je sadzba, ktorá môže byt’ dnes zafixo-
vaná pre obchod, ktorý sa bude odohrávat’ v budúcnosti. Forwardovú sadzbu
môžme najlepšie charakterizovat’ pomocou FRA (forward rate agrement) kon-
traktu. FRA je dohoda o budúcej úrokovej miere, ktorá umožňuje jej majitel’ovi
zaistit’ sa do budúcnosti voči pohybom úrokových mier. Vo FRA, podobne ako
pre forwardovú úrokovú mieru, rozlǐsujeme tri časové okamžiky: dátum uzavretia
t, čas T a dobu splatnosti S. V rámci tejto dohody plat́ı kupujúci FRA (dlhá
poźıcia) predávajúcemu (krátka poźıcia) k dátumu splatnosti FRA realizačnu sa-
dzbu K a obdrž́ı tržný úrok L(T, S) za obdob́ı medzi T a S z istiny s nominálnou
hodnotou N . Kupujúci FRA kontraktu sa jeho uzavret́ım zaist́ı voči vzostupu
úrokových mier a predávajúci voči ich poklesu. Výplatná funkcia z kontraktu
v čase S je preto

Nτ(T, S)(K − L(T, S)).
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Označme P (t, T ) cenu bezkupónového dlhopisu v čase t se splatnost’ou v T . V čase
uzavretia t je výplata takéhoto kontraktu [1], str. 11

FRA(t, T, S, τ(T, S), N,K) = N [P (t, S)τ(T, S)K − P (t, T ) + P (t, S)]. (1.11)

Existuje jediné K, pre ktoré bude kontrakt v čase t spravodlivý, čiže jeho
hodnota bude v čase t rovná 0. Úrokovej miere, ktorú z rovnice FRA=0 dostane-
me, budeme hovorit’ forwardová úroková miera v čase t na obdobie medzi T a S
a označ́ıme ju F (t, T, S). V pŕıpade jednoduchého úročenia je možné F (t, T, S)
vyjadrit’ ako

F (t, T, S) =
1

τ(T, S)

(
P (t, T )

P (t, S)
− 1

)
. (1.12)

Ak sa doba splatnosti S bude bĺıžit’ k času T , dostaneme okamžitú forwardovú
úrokovú sadzbu f(t, T )

f(t, T ) = lim
S→T+

F (t, T, S) = −∂ lnP (t, T )

∂T
. (1.13)

Forwardová sadzba F (t, T, S) môže byt’ chápaná ako odhad budúcej spotovej
sadzby L(T, S), ktorá je v čase T náhodná. Podobne to plat́ı i pre okamžitú for-
wardovú sadzbu f(t, T ), ktorú je možno chápat’ ako očakávanú hodnotu okamžitej
spotovej úrokovej sadzby r(T ).
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2. Úrokové deriváty

Finančné deriváty patria medzi termı́nované obchody, čo znamená, že čas uzavre-
tia a plnenia obchodu sú dva rôzne časové okamžiky. V čase uzavretia obchodu sa
medzi dvoma stranami kontraktu, kupujúcim a predávajúcim, pevne stanovené
parametre obchodu. Dohodnú sa na finančnom inštrumente obchodu, množstve
a kapacite obchodu. Urč́ı sa, ktorý účastńıkov bude mat’ právo predat’ a kto kúpit’,
za akú cenu a kedy v budúcnosti obchod prebehne.

Medzi hlavné trhy derivátov, na ktorých sa obchoduje s tržným rizikom patria
burzy a OTC (over-the-counter) trhy. Vd’aka derivátom je možné jednoducho
oddelit’ tržné riziko od podkladového akt́ıva. Preto je jedným z hlavných využit́ı
derivátov zaistenie.

Úrokové deriváty sú finančné inštrumenty, ktorých cena záviśı na výške určitej
úrokovej miery. Sú to kontrakty na budúci nákup, či predaj úrokových sadzieb.
Medzi rozš́ırené úrokové deriváty patria forwardy, swapy, swapce, capy a floory.
Základom ich ohodnocovania je znalost’ dynamiky úrokovej miery.

Táto práca je zameraná na ocenenie úrokových opcíı, ako napr. cap, floor a
swapec. Charakteristiky rôznych derivátov je možné nájst’ v [2], v tejto kapitole
zhrniem len nevyhnutné poznatky o niektorých úrokových derivátoch.

2.1 Swap

Označme množinu časov T := {Tα, ..., Tβ} a množinu časových obdob́ı medzi nimi
τ := {τα+1, ..., τβ}. Doba τi bude obdobie medzi časmi Ti−1 a Ti.

Swap je dohoda medzi dvoma stranami o periodickej výmene budúcich platieb
z podkladového akt́ıva s nominálnou hodnotou N , ktoré začnú v budúcnosti.
V každom časovom okamžiku Ti z vopred stanovenej množiny časov {Tα+1, ..., Tβ}
plat́ı jedna strana čiastku NτiK, ktorá odpovedá úroku z podkladového akt́ıva
za obdobie τi medzi časmi Ti−1 a Ti pri vopred pevne stanovenej realizačnej
sadzbe K. Zatial’ čo prij́ıma od protistrany čiastku NτiL(Ti−1, Ti), ktorá odpovedá
úrokom z podkladového akt́ıva pri spotovej úrokovej miere L(Ti−1, Ti), nazývanej
referenčná sadzba v čase Ti−1 s dobou splatnosti Ti.

Diskontovaná výplata v čase t < Tα tej strany swapového obchodu, ktorá plat́ı
pevnú sadzbu (PFS - payer forward swap) je

β∑
i=α+1

D(t, Ti)Nτi(L(Ti−1, Ti)−K).

Zatial’ čo diskontovaná výplata strany prij́ımajúcej pevnú sadzbu (RFS - receiver
forward swap) v čase t < Tα je

β∑
i=α+1

D(t, Ti)Nτi(K − L(Ti−1, Ti)).

Ak si swap predstav́ım ako portfólio FRA kontraktov, ktorých výplaty urč́ıme
zo vzt’ahu (1.11), bude výplata swapu pre stranu prij́ımajúcu pevnú sadzbu rovná

RFS(t,T, τ, N,K) =
β∑

i=α+1

FRA(t, Ti−1, Ti, τ(Ti−1, Ti), N,K) =
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= N
β∑

i=α+1

τiP (t, Ti)(K − F (t, Ti−1, Ti)) (2.1)

= −NP (t, Tα) +NP (t, Tβ) +N
β∑

i=α+1

τiKP (t, Ti)

Podobne sa urč́ı aj výplata, ktorú bude mat’ swap pre stranu, ktorá prij́ıma pevnú
sadzbu a plat́ı pohyblivú sadzbu.

Forwardová swapová sadzba Sα,β(t) v čase t pre časy T a časové obdob́ı τ je
úroková miera K fixnej strany, ktorá zaruč́ı, aby bol kontrakt v čase t spravodlivý,
to znamená RFS(t,T, τ, N,K) = 0. L’ahko teda zist́ıme, že

Sα,β(t) =
P (t, Tα)− P (t, Tβ)

β∑
i=α+1

τiP (t, Ti)

. (2.2)

Teraz podeĺıme čitatel’a i menovatel’a vo vzt’ahu (2.2) výrazom P (t, Tα) a využit́ım
vzt’ahu (1.12) dostanem

Sα,β(t) =

1−
β∏

j=α+1

1
1+τjFj(t)

β∑
i=α+1

τi
i∏

j=α+1

1
1+τjFj(t)

=
1− FP (t, Tα, Tβ)
β∑

i=α+1
τiFP (t, Tα, Ti)

, (2.3)

pričom

FP (t, Tα, Tk) =
k∏

j=α+1

P (t, Tj)

P (t, Tj−1)
=

k∏
j=α+1

1

1 + τjFj(t)
pre ∀k > α + 1, (2.4)

kde Fj(t) = F (t, Tj−1, Tj).

2.2 Capy a floory

Capy a floory patria medzi hlavné úrokové deriváty na trhu. Tieto kontrakty
môžeme vńımat’ ako swap, ktorého platby prebehnú len za situácie priaznivej pre
držitel’a. To znamená, že držitel’ takéhoto derivátu platby len prij́ıma, ale nikdy
neplat́ı. Držitel’ capu prij́ıma kladnú čast’ rozdielu tržnej úrokovej miery a refe-
renčnej sadzby a držitel’ flooru opačný rozdiel, pokial’ je kladný. Diskontovaná
výplata capu v čase t je daná vzt’ahom

β∑
i=α+1

D(t, Ti)Nτi(L(Ti−1, Ti)−K)+. (2.5)

Analogicky diskontovaná výplata flooru je

β∑
i=α+1

D(t, Ti)Nτi(K − L(Ti−1, Ti))
+. (2.6)

Diskontovanú výplatu capu a flooru je možné rozdelit’ na súčet podkladových
capletov a floorletov, z ktorých každý záviśı na osobitej budúcej spotovej úrokovej
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miere. Ti−1-caplet je kontrakt, ktorý vypláca v čase Ti rozdiel, medzi spotovou
úrokovou mierou L(Ti−1, Ti) a pevnou sadzbou K, ak je tento rozdiel kladný.
V opačnom pŕıpade k platbe nedochádza. Podobne Ti−1-floorlet je kontrakt, ktorý
vypláca v čase Ti kladnú čast’ rozdielu medzi pevnou sadzbou K a spotovou
úrokovou mierov L(Ti−1, Ti).

Bezrizikovú cenu capu a flooru je možné vńımat’ ako strednú hodnotu diskon-
tovanej výplaty. Podl’a [1], str.17 sa capy v praxi oceňujú pomocou sumy Blackovej
formule v čase t

CapBlack(t, ω, τ,N, σα,β) = N
β∑

i=α+1

P (t, T )τiBl(K,F (t, Ti−1, Ti), υi, 1),(2.7)

Bl(K,F, υ, ω) = FωΦ(ωd1(K,F, υ))−KωΦ(ωd2(K,F, υ)),

d1(K,F, υ) =
ln (F/K) + υ2/2

υ
,

d2(K,F, υ) =
ln (F/K)− υ2/2

υ
,

υi = σα,β
√
Ti−1,

kde Φ je distribučná funkcia normálneho rozdelenia so strednou hodnotou 0
a rozptylom 1. Za σα,β dosad́ıme volatilitu odvodenú z trhu. Podobným vzt’ahom
je možné určit’ i hodnotu flooru

FloorBlack(t, ω, τ,N, σα,β) = N
β∑

i=α+1

P (t, T )τiBl(K,F (t, Ti−1, Ti), υi,−1). (2.8)

Cap s platbami v časoch Tα+1. . . . , Tβ je at-the-money ak plat́ı K = Sα,β,
in-the-money pre K < Sα,β a out-of-money v pŕıpade ak K > Sα,β. Pre floor to
plat́ı naopak.

2.3 Swapce

Ďaľśı urokovým derivátom je opcia na swap, alebo swapec. Existujú dve hlavné
verzie swapcov, platiaci a prij́ımajúci.

Európsky platiaci swapec dáva jeho majitel’ovi právo, nie však povinnost’,
vo vopred stanovenej dobe splatnosti swapca uzavriet’ swap, v ktorom bude platit’

protistrane fixnú hodnotu. Doba splatnosti swapca je zhodná s časom Tα. Dĺžka
podkladového swapu Tβ −Tα sa obvykle nazýva tenor swapca. Súbor výplatných
dńı swapu se často označuje tenorovou štruktúrou swapca.

Ked’ vezmeme do úvahy hodnotu podkladového swapu v čase Tα, ktorý je tiež
časom splatnosti swapca, môžeme určit’ diskontovanú výplatu swapca pomocou
vzt’ahu

ND(t, Tα)

 β∑
i=α+1

τiP (Tα, Ti)(F (Tα, Ti−1, Ti)−K)

+

. (2.9)

Diskontovanú výplatu zo swapca, na rozdiel od diskontovanej výplaty capu a flo-
oru nie je možné rozdelit’ na viac sč́ıtancov. V tom taktiež spoč́ıva najväčš́ı rozdiel
medzi nimi. U capu (flooru) môžeme zaobchádzat’ s každým capletom (floorletom)
jednotlivo, určit’ jeho diskontovanú výplatu a tieto potom zložit’ dohromady a tak
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dostat’ diskontovanú výplatu celej opcie. To isté so swapom nieje možné urobit’,
pretože suma je v kladnej časti a nie mimo nej ako u capu (flooru). Tiež plat́ı β∑
i=α+1

τiP (Tα, Ti)(F (Tα, Ti−1, Ti)−K)

+

≤
β∑

i=α+1

P (Tα, Ti)τi(F (Tα, Ti−1, Ti)−K)+,

(2.10)
z čoho jednoznačne vyplýva, že platiaca opcia na swap má stále nižšiu diskonto-
vanú výplatu než má cap s rovnakými parametrami.

Swapec na podkladový swap s platbami v časoch Tα+1. . . . , Tβ je at-the-money
ak plat́ı K = Sα,β. Swapec na PFS podkladový swap je in-in the-money pre
K < Sα,β a out-of-money v pŕıpade, ak K > Sα,β. U swapca s RFS podkladovým
swapom je to naopak.

V praxi sa swapce oceňujú pomocou Blackovej formule [1],str. 20. Podl’a nej
cena platiaceho swapca v čase t bude

PSBlack(t, ω, τ,N,K, σα,β) = NBl(K,Sα,β(t), σα,β,
√
Tα, 1)

β∑
i=α+1

τiP (t, Ti),

(2.11)
kde σα,β je parameter volatility kotovaný na trhu, ale rôzny od σα,β pre cap
(floor). Podobná formula sa použ́ıva na oceňovanie prij́ımajúceho swapca, ktorý
dáva majitel’ovi právo uzavriet’ v čase Tα swap, v ktorom bude prij́ımat’ fixńı
platby v časoch T

RSBlack(0, ω, τ,N,K, σα,β) = NBl(K,Sα,β(0), σα,β
√
Tα,−1)

β∑
i=α+1

τiP (0, Ti).

(2.12)
V d’aľśıch kapitolách ukážeme, že capy, floory a swapce je možné oceňovat’ aj

inými spôsobmi.
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3. Tržné dáta

Z trhu je možné źıskat’ výnosy bezkupónového dlhopisu, implikované capletové
a swapcové volatility. Implikovaná capletová volatilita, je volatilita, z ktorej po
dosadeńı do Blackovej formuly (2.7) źıskame tržnú cenu capu a po dosadeńı do
(2.8) tržnú cenu flooru. Podobne pomocou swapcovej implikovanej volatility do-
sadenej do (2.11) a (2.12) vieme určit’ trhovú cenu swapca. Všetky dáta využ́ıvané
v tejto diplomovej práci poskytla agentúra Reuters a vzt’ahujú sa k 30.6.2012.

3.1 Spotová výnosová krivka

Základnými dátami pre moju diplomovú prácu sú výnosy bezkupónových dlho-
pisov s rôznymi dobami splatnosti uvedené v tabul’ke 3.1. Po preložeńı týchto
hodnôt splajnom źıskame spotovú výnosovú krivku (obrázok 3.1) definovanú
vzt’ahom (1.10). Z takejto spotovej krivky vieme pomocou vzt’ahu (1.12), do kto-
rého dosad́ıme vyjadrenie ceny bezkupónového dlhopisu z rovnice (1.3), źıskat’

ročnú forwardovú krivku. Na obrázku 3.2 je takto źıskaná ročná forwardová krivka
k 30.6.2012. Ak čas 30.12.2012 budeme chápat’ ako čas 0, hovoŕıme o forwardovej
sadzbe F (0, T, T + 1).

0 5 10 15 20 25 30
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Obr. 3.1: EUR spotová výnosová krivka bezkupónového dlhopisu pozorovaná
na trhu k 30.6.2012.
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Tabul’ka 3.1: Výnos bezkupónového dlhopisu pre rôzne doby splatnosti(Mat.-
maturity) k 30.6.2012 pre EUR v percentách (D-deň, T-týždeň, M-mesiac, R-
rok).

Mat. Výnos Mat. Výnos Mat. Výnos Mat. Výnos
1 D 0.2720 9 M 1.0775 9 R 1.9145 20 R 2.3722
1 T 0.3053 10 M 1.1256 10 R 2.0363 21 R 2.3694
2 T 0.3244 11 M 1.1716 11 R 2.1252 22 R 2.3669
1 M 0.3671 1 R 1.2144 12 R 2.2161 23 R 2.3646
2 M 0.4709 2 R 0.8961 13 R 2.2630 24 R 2.3622
3 M 0.6486 3 R 0.9666 14 R 2.3109 25 R 2.3602
4 M 0.7466 4 R 1.1341 15 R 2.3598 26 R 2.3584
5 M 0.8377 5 R 1.3294 16 R 2.3614 27 R 2.3568
6 M 0.9297 6 R 1.5009 17 R 2.3635 28 R 2.3550
7 M 0.9786 7 R 1.6741 18 R 2.3660 29 R 2.3536
8 M 1.0291 8 R 1.7934 19 R 2.3689 30 R 2.3522

Tabul’ka 3.2: Capletové volatility k 30.6.2012 pre at-the-money caplet a rôzne
maturity capletu udávaná v percentách.

Mat. Volatilita Mat. Volatilita Mat. Volatilita
1 R 86.30 11 R 41.20 21 R 37.90
2 R 83.40 12 R 40.20 22 R 38.10
3 R 58.30 13 R 39.60 23 R 38.20
4 R 55.50 14 R 39.00 24 R 38.40
5 R 51.70 15 R 38.40 25 R 38.50
6 R 48.60 16 R 38.30 26 R 38.70
7 R 46.40 17 R 38.20 27 R 38.80
8 R 44.70 18 R 38.00 28 R 39.00
9 R 43.40 19 R 37.90 29 R 39.10
10 R 42.10 20 R 37.80 30 R 39.30

3.2 Implikovaná capletová volatilita

Pri kalibrácíı modelov na tržné dáta využijeme implikované capletové a swapcové
volatility odpozorované z trhu (tabul’ka 3.2 a tabul’ka 3.3).

Ked’že capletovské volatility sú kótované pre cap na polročnú forwardovú
sadzbu, a my chceme ocenit’ deriváty na ročnú forwardovú sadzbu, muśıme najprv
zistit’ hodnoty implikovaných capletových volatiĺıt pre cap na ročnú sadzbu.

Zvoĺıme si tri časove okamžiky 0 < S < T < U vzdialené od seba šest’

mesiacov. Uvažujeme dva polročné caplety s maturitou v S a T . Pre t < S si
označ́ıme tri forwardové miery

F1(t) := F (t, S, T ), F2(t) := F (t, T, U), F (t) := F (t, S, U). (3.1)

Prvé dve sadzby F1(t) a F2(t), sú polročné forwardové sadzby a tretia F (t) je
ročná forwardová sadzba v ktorej sú obsiahnuté obe predošle sadzby.

Závislost’ ročnej forwardovej sadzby F (t) od polročných sadzieb F1(t) a F2(t)
je možné odvodit’ pomocou defińıcie forwardových sadzieb (1.13)

F1(t) =
1

0.5

[
P (t, S)

P (t, T )
− 1

]
, F2(t) =

1

0.5

[
P (t, T )

P (t, U)
− 1

]
(3.2)
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Obr. 3.2: Ročná EUR forwardová výnosová krivka pre jednoduché úročenie
źıskaná zo spotovej výnosovej krivky bezkupónového dlhopisu znázornenej
na obrázku 3.1.

a

F (t) =
1

1

[
P (t, S

P (t, U)
− 1

]
=
P (t, S)

P (t, T )

P (t, T )

P (t, U)
− 1. (3.3)

Úpravami vyššie uvedených vzt’ahov dospejeme k ročnej forwardovej sadzbe F (t)
vyjadrenej pomocou dvoch polročných forwardových sadzieb F1(t) a F2(t) násle-
dovne

F (t) =
F1(t) + F2(t)

2
+
F1(t)F2(t)

4
. (3.4)

Ročnú capletovú volatilitu je možné źıskat’ približným vzt’ahom [1], str.257

υ2 ≈ u2
1(0)υ2

S−caplet + u2
2(0)υ2

T−caplet + 2ρu1(0)u2(0)υS−capletυT−caplet, (3.5)

kde

u1(0) :=
1

F (t)

(
F1(t)

2
+
F1(t)F2(t)

4

)

u2(0) :=
1

F (t)

(
F2(t)

2
+
F1(t)F2(t)

4

)
,

υS−caplet je volatilita S-tého capletu a ρ označuje koreláciu medzi F1(t) a F2(t).
Najčasteǰsie sa za túto hodnotu dosadzuje 1. Preto budeme aj my použ́ıvat’ ρ = 1.

Z obrázka 3.3 je vidiet’, že medzi capletovou volatilitou na 6M, ktorú sme
źıskala z trhu a capletovou volatilitou na 1R sadzbu spoč́ıtanou pomocou vzt’ahu
(3.5) je len minimálny rozdiel.

V d’aľsom texte budeme za tržnú capletovú volatilitu považovat’ υ2 napoč́ıtanú
pomocou vzt’ahu (3.5).
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Obr. 3.3: Capletová volatilita pre cap na 6M źıskaná z trhu a volatilita capletu
na 1R sadzbu spoč́ıtaná pomocou vzt’ahu (3.5).

3.3 Implikovaná swapcová volatilita

Pri výpočtoch budeme použ́ıvat’ implikované swapcové volatility pre at-the-money
swapce s trvańım od 1 do 10 rokov s výplatnými obdobiami vzdialenými jeden
rok (tabul’ka 3.3 a obrázok 3.4).
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Tabul’ka 3.3: Swapcové volatility pre swap s jednotlivými dobami refixu vzdia-
lenými jeden rok k 30.6.2012 udávané v percentách.

Doba trvania podkladového swapu
Maturita swapca 1 R 2 R 3 R 4 R 5 R 6 R 7 R 8 R 9 R 10 R

1 R 71.20 50.00 46.90 46.00 45.40 43.50 42.50 41.70 41.40 40.80
2 R 66.20 47.70 43.70 41.80 41.10 39.80 39.10 38.40 37.90 37.50
3 R 53.30 41.80 39.30 38.10 37.50 36.60 35.90 35.20 34.80 34.40
4 R 42.20 36.80 35.50 34.80 34.40 33.70 33.10 32.70 32.40 32.20
5 R 36.90 34.00 33.10 32.50 31.90 31.40 31.10 30.90 30.90 31.00
6 R 34.60 32.30 31.60 31.20 30.80 30.60 30.40 30.40 30.60 30.70
7 R 32.20 30.60 30.10 29.90 29.80 29.70 29.80 29.90 30.20 30.50
8 R 29.90 28.80 28.60 28.60 28.70 28.90 29.10 29.50 29.90 30.20
9 R 27.50 27.10 27.10 27.30 27.70 28.00 28.50 29.00 29.50 30.00
10 R 25.20 25.40 25.60 26.00 26.60 27.20 27.80 28.50 29.20 29.70
11 R 25.20 25.40 25.60 26.00 26.60 27.20 27.80 28.50 29.20 29.70
12 R 25.20 25.40 25.60 26.00 26.60 27.20 27.80 28.50 29.20 29.70

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
30 R 25.20 25.40 25.60 26.00 26.60 27.20 27.80 28.50 29.20 29.70
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Obr. 3.4: Časová štruktúra swapcovej volatility kotovanej trhom na podkladový
swap s ročnou forwardovou sadzbou k 30. 6. 2012.
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4. Modelovanie okamžitej
úrokovej sadzby

Jedným zo spôsobov, ako oceňovat’ úrokové deriváty, je modelovat’ okamžitú
úrokovú sadzbu r(t). Z okamžitej úrokovej sadzby r(t) v čase t, je pomocou vzt’ahu
(1.2) vyjadrená cena bezkupónového dlhopisu a pomocou tejto ceny diskonto-
vaná výplata rôznych derivátov. Zo vzt’ahu (1.2) plynie, že pri známom rozdeleńı

e−
∫ T
t
r(s)ds, pre vybrané T , podmienené na dostupných informáciach v čase t, je

možné určit’ cenu bezkupónového dlhopisu P (t, T ) a z nej rôzne úrokové mie-
ry, tak ako to bolo naznačené v kapitole 1. Takže spotová krivka v l’ubovol’nom
budúcom čase t je jednoznačne charakterizovaná rozdeleńım okamžitej úrokovej
sadzby r(t).

Pri modelovańı okamžitej úrokovej sadzby rozlǐsujeme dve skupiny modelov,
a to jednofaktorové a mnohofaktorové modely v závislosti na počtu zdrojov ne-
istoty.

Jednofaktorové modely pracujú iba s jedným zdrojom neistoty a ich rovnicu
je možné zaṕısat’ v obecnom tvare pomocou stochastickej diferenciálnej rovnice

dr(t) = µ(t, r(t))dt+ σ(t, r(t))dZ(t). (4.1)

Jedná sa o súčet deterministickej a stochastickej zložky, pričom náhodnost’ je
reprezentovaná Brownovým pohybom Z(t). Výraz µ(t, r(t)) sa nazýva driftový
koeficient a výraz σ(t, r(t)) je difúzny koeficient.

Konkrétny model by mal splňovat’ aspoň niektoré l’ahko pozorovatel’né vlast-
nosti úrokových sadzieb, ako je napŕıklad nezápornost’ r(t) a tiež by mal zahrňovat’

očakávania trhu. Jedným z d’aľśıch požiadavok je návratnost’ r(t) k určitej rov-
novážnej hodnote, alebo k hodnote závislej na čase. Tento požiadavok je splnený
u procesov, ktoré pracujú s tzv. návratnost’ou ku stredu (meaning reversion).
Medzi takéto patŕı napr. Vaš́ıčkov model, alebo Hull-Whiteov model.

Modely, v ktorých je výnosová krivka vstupom, se nazývajú exogénne. Na-
opak, modely, u ktorých návrat prebieha len k jednej hodnote (v rovnici nie je
zohl’adnená forwardová krivka) nezávislej na čase, sa nazývajú endogénne.

4.1 Hull-Whiteov model

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ Hull-Whiteovým modelom [3]. Dynamiku
Hull-Whiteovho (HW) modelu popisuje rovnica

dr(t) = (ϑ(t)− kr(t))dt+ σdZ(t), r(0) = r0, k > 0, σ > 0. (4.2)

Jedná sa o model, v ktorom rovnovážnu hodnotu reprezentuje časovo závislý
parameter ϑ(t) a parameter k (obyčajne má hodnoty medzi 0.01-0.3) popisuje
rýchlost’ návratnosti k rovnovážnej hodnote. Ked’že sa v stochastickom sč́ıtanci
nevyskytuje r(t), znač́ı parameter σ absolútnu volatilitu okamžitej úrokovej sa-
dzby. Vzhl’adom k tomu, že rovnovážna hodnota ϑ(t) záviśı na čase, jedná sa
o časovo nehomogénny model.

14



V HW modeli je hodnota parametru ϑ(t) nastavená tak, aby výsledná závislost’

okamžitej úrokovej miery bola v súhlase s aktuálnou spotovou krivkou známou
z trhu. To je dosiahnuté zvoleńım

ϑ(t) =
∂fM(0, t)

∂t
+ kfM(0, t) +

σ2

2k
(1− e−2kt), (4.3)

pričom fM(0, t) je tržná okamžitá forwardová úroková miera zadefinovaná vzt’ahom
(1.13). Ked’že HW model využ́ıva tržnú spotovú krivku, je tento model exogénny
na rozdiel od napr. Vaš́ıčkovho modelu.

Dosadeńım za ϑ(t) môžeme rovnicu (4.2) preṕısat’ do tvaru

r(t+ dt)− r(t) = (fM(0, t+ dt)− fM(0, t))− k(r(t)− fM(0, t))dt+

+
σ2

2k
(1− e−2kt)dt+ σ(Z(t+ dt)− Z(t)), (4.4)

z ktorého je vidiet’, aké členy prispievajú k zmene r(t) so zväčšujúcim sa časom t.
Prvý sč́ıtanec rovnice (4.4) odpovedá vývoji forwardovej sadzby. Druhý sč́ıta-

nec zaručuje to, aby sa spotová sadzba r(t) vrátila k forwardovej sadzbe fM(0, t),
pričom rýchlost’ návratu je vyjadrená koeficientom k. Preto HW model splňuje
podmienku návratnosti ku stredu. Tret́ı sč́ıtanec môže byt’, kvôli kvadrátu vola-
tility σ, oproti ostatným sč́ıtancom malý, ale tiež dáva určitý pŕıspevok k zmene
r(t), a to vždy kladný. Štvrtý sč́ıtanec tvoŕı náhodnú zložku s normálnym roz-
deleńım. Takže HW model drž́ı modelovanú okamžitú spotovú sadzbu v bĺızkosti
okamžitej forwardovej sadzby źıskanej z dát.

Rovnicu (4.2) je možné následovne analyticky vyriešit’

d(r(u)e−k(t−u)) = dr(u)e−k(t−u) + r(u)ke−k(t−u)du.

Základnú rovnicu HW modelu vynásob́ıme veličinou e−k(t−u)

dr(u)e−k(t−u) = e−k(t−u)(ϑ(t)− kr(u))du+ σe−k(t−u)dZ(u).

Dosadeńım druhej rovnice do prvej dostaneme

d(r(u)e−k(t−u)) = e−k(t−u)ϑ(t)du+ σe−k(t−u)dZ(u).

Po integrácii v intervale 0 až t dostávame rovnicu pre r(t)

r(t) = r(0)e−kt + γ(t)− fM(0, t)e−k(t) + σ

t∫
0

e−k(t−u)dZ(u), (4.5)

kde

γ(t) = fM(0, t) +
σ2

2k2
(1− e−2kt).

Preto má r(t) normálne rozdelenie so strednou hodnotou a rozptylom v tvare

E r(t) = r(0)e−γ(t) + γ(t)− γ(0)e−γ(t) (4.6)

Var r(t) =
σ2

2k

[
1− e−2kt

]
.
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Z rozdelenia náhodnej veličiny r(t) plynie, že existuje pravdepodobnost’, že okamžitá
úroková miera r(t) bude záporná. Táto pravdepodobnost’ je daná vzt’ahom

P{r(t) < 0} = Φ

− γ(t)√
σ2

2k
[1− e−2kt]

 , (4.7)

kde Φ znač́ı distribučnú funkciu normovaného normálneho rozdelenia. Takáto
pravdepodobnost’ je v praxi väčšinou ńızka, ale pri malej sadzbe fM(0, t) v určitom
čase t môže byt’ nezanedbatel’ná.

4.1.1 Cena dlhopisov

K určeniu ceny dlhopisu je možné využit’ tri spôsoby:

1. Priame odvodenie z rovnice (1.2).

2. Riešeńım Black-Scholes-Mertonovej parciálnej diferenciálnej rovnice

∂P

∂t
+

1

2
σ2∂

2P

∂r2
+ µ

∂P

∂r
− rP = 0 (4.8)

P (T, T ) = 1.

3. Využit́ım af́ınnej časovej štruktúry.

V pŕıpade modelovania úrokovej sadzby pomocou HW modelu je k určeniu ceny
dlhopisov výhodné použit’ 3. spôsob, ktorý teraz bližšie pribĺıžime.

Model má podl’a defińıcie afinnú časovú štruktúru, ak plat́ı

P (t, T ) = eA(t,T )−B(t,T )r(t) (4.9)

Pokial’ majú koeficienty v obecnej rovnici jednofaktorového modelu (4.1) tvar

µ(t, r) = α(t)r + β(t)

σ(t, r) =
√
χ(t)r + δ(t),

a α(t), β(t), χ(t), δ(t) sú deterministické funkcie, potom je možné dokázat’, že
takáto funkcia má afinnú časovú štruktúru.

Ak do (4.8) dosad́ıme vyjadrenie P (t, T ), z (4.9), a ak spoj́ıme členy s rovna-
kou mocninou u r(t) dostaneme nasledujúcu sústavu obyčajných diferenciálnych
rovńıc

dB

dt
+ αB − 1

2
χB2 = −1, (4.10)

B(T, T ) = 0,

dA

dt
− βB +

1

2
δB2 = 0,

A(T, T ) = 0.

Z týchto rovńıc źıskame vzt’ah pre A(t, T ) a B(t, T ) a z nich po dosadeńı do (4.9)
dostaneme P (t, T ).
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Z rovnice (4.2) je vidiet’, že HW model má afinnú časovú štruktúru s týmito
koeficientmi

α(t) = −k, β(t) = ϑ(t), χ(t) = 0, δ(t) = σ2.

Vyriešeńım diferenciálnej rovnice (4.10) je možné źıskat’ cenu dlhopisu v čase t

P (t, T ) = eA(t,T )−B(t,T )r(t) (4.11)

B(t, T ) =
1

k

[
1− e−k(T−t)

]
A(t, T ) = log

[
PM(0, T )

PM(0, t)

]
+ B(t, T )fM(0, t)− σ2

4k
(1− e−2kt)B(t, T )2.

Ceny modelovaných dlhopisov prostredńıctvom tržnej ceny dlhopisu PM(0, T )
a úrokovej miery fM(0, T ) priamo závisia na aktuálnej výnosovej krivke. Pre t = 0
máme

P (0, T ) = PM(0, T )exp{B(0, T )f(0, 0)−B(0, T )r(0)} = PM(0, T ), (4.12)

takže odvodenie ceny bezkupónového dlhopisu P (0, T ) je korektné.

4.1.2 Oceňovanie úrokových derivátov s využit́ım HW mo-
delu

Cenu capu a flooru odvod́ıme pomocou ceny európskych opcíı. Cap odpovedá
portfóliu európskych PUT opcíı na dlhopis a naopak floor je možné vńımat’ ako
súbor európskych CALL opcíı na dlhopis. Z tohoto dôvodu budeme pri oceňovańı
capu a flooru vychádzat’ zo vzt’ahov na oceňovanie CALL a PUT opcie.

Cena európskej CALL opcie v čase uzavretia t a splatnosti T na bezkupónový
dlhopis s dobou splatnosti S a realizačnou cenou X sa v HW modeli riadi vzt’ahom
[1], str. 67

ZBC(t, T, S,X) = N(P (t, S)Φ(h)−XP (t, T )Φ(h− σp)), (4.13)

kde

σp = σ

√
1− e−2k(T−t)

2k
B(T, S),

h =
1

σp
log

P (t, S)

P (t, T )X
+
σp
2

a Φ označuje distribučnú funkciu štandardizovaného normálneho rozdelenia.
Podobný vzt’ah na určenie ceny európskej PUT opcie s rovnakými paramet-

rami bude v tvare

ZBP(t, T, S,X) = N(XP (t, T )Φ(−h+ σp)− P (t, S)Φ(−h)). (4.14)

Odvod́ıme cenu PUT opcie (flooru) v čase t s realizáciou v čase Tα na sadzby
s rovnakými tenormi τ a realizačnou sadzbouK, ktorú sme bližšie charakterizovali
v Kapitole 2.2. Diskontovanú výplatu z takejto opcie popisuje vzt’ah

Payofffloor =
β∑

i=α+1

1

1 + L(Ti−1, Ti)τ
max (τ (K − L(Ti−1, Ti), 0)) . (4.15)
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Cenu takejto opcie budeme značit’ Floor(N, t,T, K) a odvod́ıme ju z ceny portfólia
CALL opcíı so splatnost’ami v časoch Ti pre i = α+ 1, ..., β na dlhopisy so splat-
nost’ami v Ti + τ s jednotkovou nominálnou hodnotou. Ich výplatnú funkciu bu-
deme upravovat’ až pokial’ nedôjdeme k tvaru výplatnej funkcii flooru.

PayoffZBC = N
β∑

i=α+1

max

(
1

1 + L(Ti−1, Ti)τ
−X, 0

)

= N
β∑

i=α+1

1

1 + L(Ti−1, Ti)τ
max (1−X − L(Ti−1, Ti)Xτ, 0)

= N
β∑

i=α+1

1

1 + L(Ti−1, Ti)τ
Xmax

((
1−X
τX

− L(Ti−1, Ti)
)
τ, 0

)

= NXPayofffloor

(
t, ω,

1−X
τX

)
.

Výraz 1−X
τX

muśı byt’ rovný K. Odkial’ plynie, že X = 1
1+Kτ

. Cena flooru v HW
modeli je teda

FloorHW(t,T, N,K) =
β∑

i=α+1

(1 + τK)ZBC
(
t, Ti−1, Ti,

1

1 + τK

)
= (4.16)

=
β∑

i=α+1

[(1 +Kτ)P (t, Ti)Φ(hi)− P (t, Ti−1)Φ(hi − σpi)] ,

(4.17)

kde hi a σpi sú h a σp zo vzt’ahu (4.13) s pŕıslušnými časmi Ti.
Podobným spôsobom môžme źıskat’ aj vzt’ah na vypoč́ıtanie ceny capu, ktorý

má tvar

CapHW(t,T, N,K) =
β∑

i=α+1

(1 + τK)ZBP
(
t, Ti−1, Ti,

1

1 + τK

)
(4.18)

=
β∑

i=α+1

[P (t, Ti−1)Φ(−hi + σpi)− (1 +Kτ)P (t, Ti)Φ(−hi)] .

(4.19)

Uvažujme d’alej európsku opciu s realizačnou sadzbouK a splatnost’ou v čase T ,
uṕısanú na dlhopis, ktorý po splatnosti opcie vypláca n kupónov. Výplatný čas
označ́ım ako Ti, kde Ti > T a ci bude hodnota i-tej výplaty po čase T . Nech
T := {T1, · · · , Tn} a c := {c1, · · · , cn}. Ako r∗ označ́ıme spotovú úrokovú sadzbu
v čase T , pre ktorú je cena kupónového dlhopisu rovná realizačnej cene opcie.
Kupónový dlhopis je možné chápat’ ako portfólio bezkupónových dlhopisov, pre-
to Ki budú ceny jednotlivých čiastkových dlhopisov s maturitami Ti pri spotovej
miere r∗. Potom cena takejto opcie v čase t < T bude

CBO(t, T,T, c,K) =
n∑
i=1

ciZBO(t, T, Ti, Ki), (4.20)

kde ZBO(t, T, Ti, Ki) označuje cenu jednotlivých čiastkových opcíı na dlhopisy.
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S využit́ım vzt’ahu (4.20) je možné ocenit’ i swapec, stač́ı si ho len predstavit’

ako opciu na kupónový dlhopis.
Budeme uvažovat’ platiaci swapec s pevnou sadzbou K, splatnost’ou v T a no-

minálnou hodnotou N , ktorý dáva držitel’ovi právo, nie však povinnost’, v čase
Tα = T uzavriet’ swap s platbami v časoch T = {Tα+1, · · · , Tβ}. Časové intervaly
medzi Ti−1 a Ti budú označené τi a i = α + 1, · · · , β. Hodnoty výplat ci = Xiτi
pre i = α + 1, · · · , β − 1. Výplatná hodnota cβ = 1 + Xβτβ. Pre spotovú sadzbu
r∗ v čase T plat́ı

β∑
i=α+1

ciA(T, Ti)e
−B(T,Ti)r

∗
= 1. (4.21)

Cena platiaceho swapca v čase t < T je potom

PSHW(t, T,T, N,X) = N
β∑

i=α+1

ciZBP(t, T, Ti, Xi), (4.22)

kde Xi := A(T, Ti)exp(−B(T, Ti)r
∗). Analogicky je možné určit’ cenu pŕıslušného

swapca na swap prij́ımajúci pevnú sadzbu

RSHW(t, T,T, N,X) = N
β∑

i=α+1

ciZBC(t, T, Ti, Xi). (4.23)

Pomocou HW modelu je teda možné źıskat’ explicitné rovnice na ocenenie
capu, flooru a swapca, čo u iných modelov nemuśı byt’ možné. Pri určeńı ceny
swapca je však potrebné hl’adat’ koreň r∗ rovnice (4.21).

4.2 Aplikácia HW modelu na reálne dáta

4.2.1 Simulovanie sadzieb

Teóriu z kapitoly 4.1 aplikujeme na dáta, ktoré poskytla agentúra Reuters. Vstu-
pom je eurová spotová krivka na obrázku 3.1 z 30.6.2012. Tento dátum budem
označovat’ ako čas 0.

Zo spotovej krivky źıskame okamžitú forwardovú krivku fM(0, T ). Vychádzame
zo vzt’ahu (1.13) odkial’ je možné dostat’ približný vzt’ah

fM(0, T ) ≈ FM(0, T, T + ∆T ), (4.24)

pričom za ∆T si zvoĺıme jeden deň.
Podobne pomocou vzorca (1.9) je možné źıskat’ približnú počiatočnú hodnotu

okamžitej úrokovej sadzby r0

r0 = r(0) ≈ RM(0,∆T ), (4.25)

kde RM(0, T ) je tržná spotová sadzba pre spojité úročenie.
Pomocou rovnice HW modelu (4.2) simulujeme vývoj okamžitej úrokovej mie-

ry r(t). Na začiatok si pre ilustráciu simulovania sadzieb zvoĺıme l’ubovol’né hod-
noty parametrov k a σ, napr. k = 0.2 a σ = 0.001. Na obrázku 4.1 sú znázornené
simulácie okamžitej úrokovej miery r(t) vytvorené pomocou HW modelu spolu
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s okamžitou forwardovou krivkou zo súčastnosti. Je vidiet’, že simulácie koṕırujú
vývoj forwardovej krivky z trhu, ako to je zrejmé i z rovnice (4.4). Povšimnime
si, že v okoĺı 2 rokov sú niektoré simulované sadzby r(t) < 0, čo je spôsobené
tvarom a hodnotami forwardovej krivky v tomto obdob́ı. Nenulová pravdepodob-
nost’ výskytu záporných simulovaých sadzieb je jednou z negat́ıvnych vlastnost́ı
HW modelu. Priemer simulácíı splýva s okamžitou forwardovou krivkou z trhu,
čo súhlasi s rovnicou (4.6), z ktorej vyplýva, že pre male časy je stredná hodnota
r(t) rovná približne fM(0, t).

Podobne na obrázku 4.2 je vynesená ročná forwardová krivka z trhu F (0, T, T+
1) v porovnańı s ročnými spotovými krivkami L(T, T + 1) źıskanými zo simulácíı
r(t) pomocou vzorcov (4.11) a následne (1.4).
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simulácie okamžitej spotovej krivky r(t)
aritm. priemer simulácií

k =  0.2
σ   =  0.001

Obr. 4.1: Okamžitá forwardová krivka z trhu, 100 simulácíı okamžitej spotovej
úrokovej miery pomocou HW modelu a ich aritmetický priemer.

4.2.2 Ocenenie capletu a floorletu

Ako je vidiet’ zo vzt’ahu (2.5) a (2.6) diskontované výplaty capu a flooru je možno
rozdelit’ na súčty jednotlivých capletov a floorletov. Ocenenie capu a flooru teda
spoč́ıva v oceneńı týchto čiastkových produktov.

Na obrázku 4.3 je porovnanie ceny capletu a floorletu v závislosti na čase
refixu pre realizačnú sadzbu K = 2.5 % s dobou trvania 1 roka. Tvar pŕıslušných
kriviek je možné dobre kvalitat́ıvne vysvetlit’ pomocou tvaru ročnej forwardovej
krivky z trhu na obrázku 4.2, ktorá slúži ako predpoved’ spotovej sadzby. Ked’

je táto predpoved’ menšia ako realizačná sadzba K (napr. v časoch od 0 do ∼ 5
rokov) tak, je cena capletu zanedbatel’ne malá a cena floorletu koṕıruje opačný
vývoj forwardovej sadzby. Teda keby ozajstná spotová sadzba bola taká, aká
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Obr. 4.2: Ročná forwardová krivka z trhu, 100 simulácíı ročnej spotovej úrokovej
miery pomocou HW modelu a použit́ım vzorca (4.11) a ich aritmetický priemer.

vyplýva z predpovede, tak bude diskontovaná výplata capletu nulová a diskon-
tovaná výplata floorletu nezanedbatel’ná, čo odpovedá aj ich oceneniu. Podobné
vysvetlenie má vývoj cien pre časy > 5 rokov.
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Obr. 4.3: Porovnanie ceny floorletu a capletu na 1R sadzbu s realizačnou sadzbou
2.5 % v závislosti na čase refixu. Krivky boli źıskané z HW modelu pomocou
explicitných vzorcov (4.17) a (4.19).

Na obrázku 4.4 je porovnanie ceny capletu a floorletu v závislosti na reali-
začnej sadzbe pre čas refixu T = 2 roky s dobou trvania 1 rok. Opät’ existuje
kvalitat́ıvne vysvetlenie tvarov týchto kriviek porovnańım s ročnou forwardovou
krivkou z trhu na obrázku 4.2. Z tohoto obrázku je vidiet’, že forwardová sadzba
F (0, 2, 3) ≈ 0.6 %, čo môže slúžit’ ako predpoved’ ročnej spotovej sadzby v čase
2 roky. Preto ceny capletu a floorletu sa na úrovni 0.6 % približne rovnajú. Cena
floorletu zač́ına od tejto úrovne vzrastat’ a cena capletu klesá približovańım sa
k tejto úrovni.

V pŕıpade všeobecného modelu popisujúceho dynamiku okamžitej spotovej
krivky, z ktorého sa nedá explicitne vyjadrit’ cena capletu a floorletu je potrebné
pri ich oceňovańı postupovat’ metódou Monte Carlo. Simuláciu okamžitej spotovej
krivky je potrebné previest’ vel’akrát a pre každú simuláciu je treba zistit’ diskon-
tovanú výplatu capletu alebo floorletu pomocou definičných vzt’ahov (2.5) a (2.6).
Na konci je potrebné spoč́ıtat’ priemer diskontovaných výplat, ktorý poslúži ako
odhad strednej hodnoty diskontovaných výplat. Tak je možné zistit’ bezrizikovú
cenu capletu alebo floorletu. To je možné urobit’ aj pre HW model a porovnat’

s výsledkom z explicitného vzorca.
Na obrázku 4.5 sú znázornené tieto dva odlǐsné postupy ocenenia floorletu

pomocou HW modelu. Je vidiet’, že Monte Carlo postup, ktorý využ́ıva 100 si-
mulácíı forwardovej krivky dáva približne rovnaký výsledok ako explicitný vzorec
(2.6).

Krivky na obrázku 4.3 a 4.4 závisia na parametroch σ a k. Na obrázku 4.6
je znázornená závislost’ týchto cien na parametru σ. Je vidiet’, že ceny stúpajú
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Obr. 4.4: Porovnanie ceny floorletu a capletu na 1R sadzbu s refixom v čase 2 roky
v závislosti na realizačnej sadzbe K. Krivky boli źıskané z HW modelu pomocou
explicitných vzorcov (4.17) a (4.19).

s volatilitou σ, ako sa to očakáva od modelu. Na obrázku 4.7 je možné pozoro-
vat’ cenu v závislosti na hodnotách parametra k. Ked’že so stúpajúcim k budú
simulácie bližšie pôvodnej forwardovej krivke, muśı cena s rastúcim k klesat’. Ak
chceme cenu derivátov čo najviac pribĺıžit’ skutočnosti, je potrebné parametre k
a σ čo najviac prispôsobit’ situácíı na trhu, ako si to ukážeme v d’aľsej kapitole.
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Obr. 4.5: Cena floorletu, 100 simulovaných diskontovaných výplat floorletu na
1R sadzbu s realizačnou sadzbou 2.5 % v závislosti na čase refixu a ich priemer.
Cena bola zistená použit́ım explicitného vzorca (4.17) odvodeného z HW modelu.
Diskontované výplaty boli zistené pomocou vzorca (2.6), pričom jednotlivé členy
vo vzorci boli źıskané HW simuláciou.
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Obr. 4.6: Závislost’ ceny capletu a floorletu na 1R sadzbu na volatilite σ.
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Obr. 4.7: Závislost’ ceny capletu a floorletu na 1R sadzbu na hodnote parametra
k.

4.2.3 Kalibrácia HW modelu

Zistenie vhodných hodnôt parametrov σ a k sa volá kalibrácia HW modelu. Ka-
librácia se rob́ı porovnańım zistených cien capletu a floorletu s tržnými hodnota-
mi. Je možné pripravit’ súčet sHW štvorcov rozdielov tržnej ceny a ceny źıskanej
z HW modelu. Súčet sHW bude závisiet’ na parametroch σ a k. Optimálne hodnoty
týchto parametrov sa źıskajú minimalizovańım tohto súčtu vzhl’adom k paramet-
rom σ a k

sHW =
β∑

i=α+1

(
CapBlack(0, {Ti−1, Ti}, N, 1, σi−1,i)− CapHW(0, {Ti−1, Ti}, k, σ)

)2
+

+
(
FloorBlack(0, {Ti−1, Ti}, N, 1, σi−1,i)− FloorHW(0, {Ti−1, Ti}, k, σ)

)2
,(4.26)

kde za parameter σα,i dosad́ıme pŕıslušné implikovanú capletovú volatilitu pre
ročnú forwardovú sadzbu charakterizivanú v predošlej kapitole.

Na začiatku si zvoĺıme počiatočné hodnoty parametrov napr. k = 0.1 a σ =
0.005. Vzhl’adom k požiadavkám nezápornosti k a σ je možné k súčtu sHW pri-
poč́ıtat’ penalizačné členy

p1 = Q ·max(0,−k), (4.27)

p2 = Q ·max(0,−σ),

kde nezáporná konštanta Q je rovná napr. 1000.
Pri minimalizácíı bola v software R použila metódu Nelder-Mead [6] obsia-

hnutú vo funkcii optim z baĺıčka stats. Minimalizačný algoritmus úspešne do-
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konvergoval k hodnote minima 0.1366 s hodnotami parametrov v minime zobra-
zenými v tabul’ke 4.1.

Minimalizáciou sHW +p1 +p2 sme źıskala optimálne hodnoty parametov k a σ
(tabul’ka 4.1). Správnost’ kalibrácie je možné overit’ napŕıklad porovnańım cien

Tabul’ka 4.1: Hodnoty parametrov HW modelu k a σ źıskané kalibráciou.
Parameter k σ

Opt. hodnota 0.0596 0.0132

capletu a floorletu spoč́ıtaných pomocou Blackových formúl a pomocou expli-
citných vzorcov HW modelu, ako tomu je na obrázku 4.8. Tu je vidiet’, že ceny
capletu a floorletu napoč́ıtané týmito dvoma metódami sú vel’mi podobné z čoho
môžme konštatovat’, že kalibrácia sa podarila.
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σ   =  0.013
K =  2.5  %

Obr. 4.8: Porovnanie ceny capletu a floorletu spoč́ıtanej pomocou Blackových for-
muly (2.7) a (2.8) a explicitných vzorcov pre HW model (4.17) a (4.19) s využit́ım
optimálnych hodnôt parametrov k a σ.

S využit́ım nájdených optimálnych hodnôt parametrov sme si opät’ nasimulo-
vali vývoj ročnej forwardovej sadzby (obrázok 4.9).

Pri porovnańı s obrázkom 4.2 je vidiet’, že vplyvom vyššej hodnoty volatili-
ty σ a nižšej hodnoty parametra k sú simulácie ovel’a viac vzdialené od forwar-
dovej krivky. Malá hodnota k a tret́ı sč́ıtanec rovnice (4.4) zapŕıčinili to, že so
zvyšujúcim sa časom sa aritmetický priemer simulácíı postupne vzd’al’uje od for-
wadovej krivky. Aj z rovnice (4.6) je vidiet’, že pri vel’kej hodnote σ a malom
k nebude platit’ rovnost’ r(t) ≈ fM(0, t) a so zvyšujúcim sa časom bude tento
rozdiel väčš́ı.
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Niektoré simulácie prechádza do záporných hodnôt. Záporná forwardová sa-
dzba, ale v teóríı úrokových sadzieb nemá zmysel. Táto vlastnost’ je preto hlavnou
nevýhodou HW modelu.
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simulácie spotovej krivky L(T,T + 1) 
aritm. priemer simulácií

k = 0.06
σ   =  0.013

Obr. 4.9: 200 simulácíı 1R forwardovej sadzby pomocou HW modelu s kalibro-
vanými hodnotami parametrov.

Aj napriek záporným simuláciám forwardových sadzieb, je možné model použit’

na oceňovanie capletov a floorletov. Hodnotu capu a flooru ocenených HW mo-
delom pri kalibrovaných hodnotách parametrov k a σ je možné vidiet’ na obrázku
4.10. Pri porovnańı s obrázkom 4.3 je vidiet’, že cena floorletu i capletu sa vplyvom
väčšej hodnoty volatility zvýšila.
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Obr. 4.10: Porovnanie ceny floorletu a capletu na 1R sadzbu s realizačnou sadzbou
2.5 % v závislosti na čase refixu. Krivky boli źıskané z HW modelu pomocou
explicitných vzorcov (4.17) a (4.19) do ktorých boli dosadené parametre k a σ
źıskané z kalibrácie.

V kapitole 6 oceńıme capy a floory a źıskané ceny porovnáme s inými oceňovaćımi
nástrojmi.
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5. LIBOR tržný model

V tejto kapitole si pribĺıžime jeden z nástrojov na modelovanie úrokových mier,
a to LIBOR tržný model. V d’aľsom texte ho budeme značit’ skratkou LMM z an-
glického LIBOR Market Model. Často sa mu hovoŕı aj Brace-Gatarek-Musielov
(BGM) model podl’a autorov článku [4], v ktorom bol tento model v roku 1997
oficiálne predstavený.

U jeho priaznivcov je obl’́ubený hlavne kvôli zhode medzi modelom a zauž́ıva-
nými vzt’ahmi na oceňovanie capu a flooru, ako je Blackova formula. Pred zave-
deńım tržného modelu neboli žiadne vzorce na určenie úrokových sadzieb kom-
patibilné s Blackovou formulou pre cap a floor. Tieto vzorce boli založené na
napodobňovańı Black-Scholesovho modelu pre opcie na akcie a nepresných pred-
pokladoch o rozdeleńı úrokových sadzieb. Predstavenie LMM poskytlo nové od-
vodenie Blackovej formuly založené na presnej dynamike forwardových úrokových
sadzieb.

Pred zavedeńım LMM modelu boli jediným nástrojom na simulovanie úro-
kových sadzieb modely predpovedajúce okamžitú úrokovú sadzbu. Tieto modely
sa ešte stále využ́ıvajú v mnohých aplikáciách. Prinćıp ich fungovania i jeden
z modelov, Hull-Whiteov model, bol pribĺıžený v kapitole 4.

5.1 Teória k LMM

Nech čas t = 0 znač́ı súčasnost’. Uvažujme množinu časových okamžikov T :=
{T0, ..., TM} s dvojicami dôb splatnosti (Ti−1, Ti). Označme τi ako čast’ roka pŕıslu-
šnú k páru (Ti−1, Ti) pre i > 0 a τ0 je čas od uzavretia dohody po čas T0 a položme
T−1 := 0, potom Ti bude v rokoch označovat’ dobu od času 0.

Uvažujme všeobecnú forwardovú mieru Fk(t) ≡ F (t, Tk−1, Tk), k = 1, ...,M ,
ktorá je vyjadrená do času Tk−1, kedy sa zhoduje so spotovou mierou Fk(Tk−1) =
L(Tk−1, Tk).

Predpokladajme, že forwardová miera Fk se bude vyv́ıjat’ v čase podl’a vzt’ahu

dFk(t) = σk(t)Fk(t)dZ
k(t), t ≤ Tk−1, (5.1)

kde Zk(t) je M -dimenzionálny vektor Brownovho pohybu s kovarianciou ρ = ρi,j,
i, j = 1, ...,M , pre ktorú plat́ı

dZk(t)dZk(t)T = ρdt,

a kde σk(t) je horizontálny M -dimenzionálny vektor volatility forwardovej miery
Fk(t). Každý vektor σj(t) má na j-tom mieste jedinú nenulovú zložkou σj(t).
Preto môžme rovnicu (5.1) preṕısat’ do tvaru

dFk(t) = σk(t)Fk(t)dZ
k
k (t), t ≤ Tk−1, (5.2)

kde Zk
k (t) je k-tou zložkou vektoru Brownovho pohybu Zk a ide teda o štandardný

Brownov pohyb. Pokial’ bude z kontextu zrejmé, rovnicu (5.2) budeme ṕısat’ iba
v tvare

dFk(t) = σk(t)Fk(t)dZk(t), t ≤ Tk−1. (5.3)
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Proces oṕısaný vzt’ahom (5.3) nemá drift. Po pridańı predpokladu na neexis-
tenciu arbitráže je potrebné pridat’ do rovnice (5.3) člen, ktorý predstavuje drift.
Tak je možné źıskat’ vzt’ah [1], str. 203, pomocou ktorého je možné simulovat’

forwardové sadzby

dFk(t) = σk(t)Fk(t)
k∑

j=α+1

ρk,jτjσk(t)Fj(t)

1 + τjFj(t)
dt+ σk(t)Fk(t)dZk(t), (5.4)

kde ρk,j je korelácia medzi forwardovými sadzbami Fk(t) a Fj(t), pre k = α +
1, . . . , β.

5.1.1 Okamžitá volatilita forwardovej úrokovej miery

Pre okamžitú volatilitu σk(t) je nutné zaviest’ niektoré zo zjednodušujúcich pred-
pokladov. Od vhodnej vol’by predpokladov bude závisiet’ kvalita źıskaného mode-
lu.

Budeme predpokladat’, že okamžitá volatilita forwardovej úrokové miery σk(t)
je po častiach spojitá funkcia. Presneǰsie, okamžitá volatilita σk(t) je po častiach
konštantná na každom z intervalov Tm−2 < t < Tm−1 s dobou splatnosti Tm−1 pre
časy t < Tk−1. Podl’a tohto predpokladu môžeme okamžitú volatilitu usporiadat’

do tabul’ky:

Tabul’ka 5.1: Okamžité volatility.
Čas: t ∈ (0, T0] (T0, T1] (T1, T2] · · · (TM−2, TM−1]

Fwd miera F1(t) σ1,1 - - · · · -
F2(t) σ2,1 σ2,2 - · · · -

...
...

...
... · · · ...

FM(t) σM,1 σM,2 σM,3 · · · σM,M

V [1] môžeme nájst’ viac tvarov a predpokladov pre okamžitou volatilitu. My
se zameriame na zredukovanie počtu parametrov v tabul’ke 5.1. Môžme predpo-
kladat’, že volatilita záviśı len od času do splatnosti Tk − Tβ(t)−1 forwardových
sadzieb, kde β(t) = k+ 1 pre Tk−1 < t ≤ Tk, a nie od času t a doby splatnosti Tk
jednotlivo. V takomto pŕıpade dostávame

σk(t) = σk,β(t) =: ηk−(β(t)−1). (5.5)

Toto vyjadrenie volatility nás vedie k tabul’ke 5.2.

Tabul’ka 5.2: Aplikácia vzt’ahu (5.5) na tvar okamžitej volatility forwardových
sadzieb.

Čas: t ∈ (0, T0] (T0, T1] (T1, T2] · · · (TM−2, TM−1]

Fwd miera F1(t) η1 - - · · · -
F2(t) η2 η1 - · · · -

...
...

...
... · · · ...

FM(t) ηM ηM−1 ηM−2 · · · η1
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V tejto práci budeme predpokladat’, že pre okamžité volatility z tabul’ky 5.1
v každom čase t plat́ı

σk(t) = σk,β(t) = Φkψk−(β(t)−1), (5.6)

kde β(t) = k + 1 pro Tk−1 < t < Tk. Takéto vyjadrenie vedie k tabul’ke 5.3.

Tabul’ka 5.3: Aplikácia predpokladov (5.6) na tvar okamžitej volatility forwar-
dových sadzieb.

Čas: t ∈ (0, T0] (T0, T1] (T1, T2] · · · (TM−2, TM−1]

Fwd miera F1(t) Φ1ψ1 - - · · · -
F2(t) Φ2ψ2 Φ2ψ1 - · · · -

...
...

...
... · · · ...

FM(t) ΦMψM ΦMψM−1 ΦMψM−2 · · · ΦMψ1

Stredná hodnota kvadrátu forwardovej sadzby odpovedá strednej hodnote
kvadrátu capletu υ2

i−caplet na obdobie 0 až Ti−1. Preto je možné vyjadrit’ vola-
tilitu capletu υi−caplet pomocou okamžitej volatility σi,j

υ2
i−caplet =

1

Ti−1

Ti−1∫
0

σ2
i,β(t)dt =

1

Ti−1

i∑
j=1

τj−2,j−1σ
2
i,j, (5.7)

kde τi,j = Tj − Ti. Volatility capletov υi−caplet sa dajú źıskat’ z trhu.

5.1.2 Ocenenie capu a flooru pomocou LMM

Capy a floory sme charakterizovali v kapitole 2.2. Tam sme uviedli, že diskonto-
vaná výplata z capu v čase 0 so začiatkom v Tα a výplatnými dňami Tα+1, . . . , Tβ
je daná vzt’ahom (2.5).

Hodnota takéhoto capu bude rovná očakávanej hodnote diskontovaných prichá-
dzajúcich platieb

E


β∑

i=α+1

τiD(0, Ti) (Fi(Ti−1)−K)+

 =
β∑

i=α+1

τiP (0, Ti)E
i
[
(Fi(Ti−1)−K)+

]
.

(5.8)
Funkcia diskontovaných výplat (2.5) prešla do súčtu jednotlivých výplatných fun-
kcíı (Fi(Ti−1) −K)+ združených s Ti−1-capletom. Cena takéhoto capletu k času
0 bude potom daná vzt’ahom

τiP (0, Ti)E
i(Fi(Ti−1)−K)+. (5.9)

Ako je vidiet’ zo vzt’ahu (2.5), vo výplatnej funkcii capu bude vystupovat’ vždy
len jedna forwardová sadzba, preto korelácia medzi jednotlivými forwardovými
sadzbami nebude mat’ vplyv na diskontovanú výplatu capu. Proces Fi je martingál
a vyv́ıja sa podl’a vzt’ahu

dFi(t) = σi(t)Fi(t)dZi(t), t ≤ Ti. (5.10)
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Ked’že Fi má logaritmicko-normálne rozdelenie, je možné priamo spoč́ıtat’ strednú
hodnotu

Ei
[
(Fi(Ti−1)−K)+

]
, (5.11)

ako Black-Scholesovu cenu pre CALL opciu na akciu s časom realizácie Ti−1, rea-
lizačnou cenou K, cenou v čase splatnosti Fi a okamžitou volatilitou σi(t). Takto
dostávame ekvivalenciu medzi LMM a Blackovou formulou pre diskontovanú cenu
Ti−1-capletu

CplLMM
i (t, Ti−1, Ti, K) = ClpBlack(t, Ti−1, Ti, K, υi) (5.12)

= P (t, Ti)τiBl(K,Fi(t), υi),

Bl(K,Fi(t), υi) = Ei
[
(Fi(Ti−1)−K)+

]
,

= Fi(t)Φ(d1(K,Fi(t), υi))−KΦ(d2(K,Fi(t), υi)),

d1(K,Fi(t), υi) =
lnFi(t)/K + υ2

i /2

υi
,

d2(K,Fi(t), υi) =
lnFi(t)/K − υ2

i /2

υi
,

(5.13)

kde υ2
i je okamžitý rozptyl nedelený časom, na rozdiel od υT 2

i−1−capletu, ktorý bude
vždy štandardizovaný časom

υ2
i = Ti−1υ

2
Ti−1−caplet,

υ2
Ti−1−caplet :=

1

Ti−1

Ti−1∫
0

σ2
i,β(t)dt.

Veličina υTi−1−capletu sa nazýva Ti−1-volatilita capletu a je vyjadrená ako druhá
odmocnina rozptylu forwardovej sadzby Fi(t), pre t ∈ [0, Ti−1). Táto volatilita je
známa a môžme ju źıskat’ z trhu.

Hodnotu capu potom urč́ıme jednoducho ako súčet cez všetky jeho caplety

V cap =
β∑

i=α+1

CplLFM
i . (5.14)

Podobne sa dá ukázat’, že ceny floorletu źıskané Blackovou formulou (2.8)
a priamym výpočtom v LMM sú zhodné a súčtom všetkých floorletov źıskame
hodnotu flooru V floor.

5.1.3 Korelácia forwardových sadzieb

Okamžitá korelácia je vyjadreńım závislosti medzi zmenou rôznych forwardových
sadzieb. Korelácie medzi jednotlivými forwardovými sadzbami je možné usporia-
dat’ do korelačnej matice do korelačnej matice ρ. Korelačńı matice dimenzie M
môže mat’ všeobecne M(M − 1)/2 parametrov. Ak bude počet forwardových sa-
dzieb M vel’ký, môžeme dostat’ vel’ký počet parametrov. Preto se v následujúcej
časti pokúsime počet parametrov čo najviac zńıžit’.

Ked’že ρ je korelačná matica, muśı byt’ symetrická a pozit́ıvne semidefinitná,
je ju možné preṕısat’ do tvaru

ρ = PHP T ,
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kde P je ortogonálna matice, PP T = IM a H je diagonálna matica, ktorej prvky
sú vlastnými č́ıslami matice ρ. IM je jednotková maticu s hodnost’ou M .

Zavedieme diagonálnu maticu Λ ktorá obsahuje druhé odmocniny vlastných
č́ısel matice ρ. Po definovańı matice A := PΛ, dostávame

AAT = ρ, ATA = H.

Ďalej je možné nahradit’ rozklad ρ = AAT maticou B s rozmermi M × n, takou,
že BBT je korelačná matica s hodnost’ou n, kde n << M . Nahrad́ıme pôvodnú
zložku dZ vo vzt’ahu (5.3) členom BdW (t), pričom W je n-rozmerný Brownov
pohyb. Tak namiesto

dZdZT = ρdt

dostaneme
BdW (BdW )T = BdWdW TBT = BBTdt.

Odtial’máme novú korelačnú maticu ρB = BBT s hodnost’ou n a rovnakú hodnost’

má teraz i náhodná zložka v rovnici pre forwardovú úrokovú mieru. Nakoniec je
ešte potrebné zistit’ vhodné parametre matice B tak, aby ρB splňovala podmienky
korelačnej matice.

Rebonato navrhol nasledujúcu formulu pre i-ty riadok matice B

bi,1 = cos θi,1

bi,k = cos θi,k sin θi,1 · · · sin θi,k−1, 1 < k < n, (5.15)

bi,n = sin θi,1 · · · sin θi,n−1,

pre i = 1, . . . ,M . Pre takúto maticu B bude ρB symetrická, pozit́ıvne semidefi-
nitná s jedničkami na diagonále, a teda pre l’ubovol’né hodnoty parametrov θi,j
splňuje vlastnosti korelačnej matice. Počet parametrov v tomto pŕıpade bude už
len M × (n− 1). V pŕıpade, že n = 2 bude matice B vyzerat’ nasledovne

B =


cos θ1 sin θ1

cos θ2 sin θ2
...

...
cos θM sin θM


a elementy korelačńı matice ρB budú tvaru

ρBi,j = cos (θi − θj), (5.16)

a teda korelačná matica bude parametrizovaná M parametrami.

5.1.4 Ocenenie swapca pomocou LMM

Všeobecne je diskontovanú cenu swapca možné poč́ıtat’ ako strednú hodnotu
výplaty

P (0, Tα)Eα

(Sα,β(Tα)−K)+
β∑

i=α+1

τiP (Tα, Ti)

 . (5.17)

Zo vzt’ahu (2.3) je vidiet’, že swapová sadzba Sα,β záviśı na zloženom rozdeleńı
náhodných forwardových sadzieb

Fα+1(Tα), Fα+2(Tα), . . . , Fβ(Tα). (5.18)
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Preto bude pri oceňovańı swapcov zohrávat’ dôležitú úlohu korelácia medzi jed-
notlivými forwardovými sadzbami charakterizovaná v kapitole 5.1.3. Ked’že cenu
swapca nie je možné pomocou LMM explicitne vyjadrit’ použijeme na jeho oce-
nenie metódu Monte Carlo, na základe ktorej je potrebné urobit’ vel’a simulácíı
forwardových sadzieb (5.18). Potom pre každú simuláciu spoč́ıtat’ diskontovanú
výplatu swapca

P (0, Tα)(Sα,β(Tα)−K)+
β∑

i=α+1

τiP (Tα, Ti), (5.19)

kde Sα,β je možné źıskat’ z rovnice (2.3).
Cena swapca je potom daná ako aritmetický priemer diskontovaných výplat

napoč́ıtaných pomocou vel’kého počtu simulácíı.
Forwardové sadzby (5.18) je možné simulovat’ pomocou vzt’ahu (5.4). Túto

rovnicu nie je možné analyticky vyriešit’, ale je možné odvodit’ rekurentný vzt’ah
pre jeho zdiskretizovanú formu. Použit́ım Itovho lemmatu dostaneme

d lnFk(t) = σk(t)
k∑

j=α+1

ρk,jτjσj(t)Fj(t)

1 + τjFj(t)
dt− σk(t)

2

2
dt+ σk(t)dZk(t). (5.20)

Výhodou tohto vyjadrenia je, že jeho difúzny koeficient je deterministický. Vol’bou
malého ∆t je možné dostat’ približný diskretizovaný tvar predchádzajúcej rovnice

lnFk(t+ ∆t) = lnFk(t) + σk(t)
k∑

j=α+1

ρk,jτjσj(t)Fj(t)

1 + τjFj(t)
∆t−

− σk(t)
2

2
∆t+ σk(t)(Zk(t+ ∆t)− Zk(t)), (5.21)

kde (Zk(t + ∆t) − Zk(t)) má mnohorozmerné normálne rozdelenie
√

∆tN (0, ρ).
Po úprave a aplikácii predpokladu (5.6) na tvar okamžitej volatility forwardových
sadzieb je možné vyjadrit’ vzt’ah (5.21) v tvare

Fk(t+ ∆t) = Fk(t)exp

 k∑
j=α+1

cos (θk − θj)τjΦjΦkψj−αψk−α(t)Fj(t)

1 + τjFj(t)
∆t

 ·
exp

[
−

Φ2
kψ

2
k−α

2
∆t+ Φkψk−α

√
∆tεk

]
, (5.22)

kde εk je k-ta zložka vektoru ε, ktorý má mnohorozmerné normálne rozdelenie
N (0, ρ). Vzt’ah (5.22) popisuje zmenu forwardovej sadzby Fk(t) v čase a je ho
možné využit’ na simuláciu forwardových sadzieb.

5.1.5 Kalibrácia LMM

Pred samotnou simuláciou, je potrebné zistit’ hodnoty parametrov θi, ψi a Φi pre
i = 1, ...,M , kde M je doba na ktorú budeme chciet’ simulovat’ vývoj forwardových
sadzieb, tak, aby bol model čo najviac v súlade s trhom. Tomuto postupu sa hovoŕı
kalibrácia modelu na trhové dáta.
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Najskôr si uprav́ıme vzt’ah (5.7) do tvaru

Φi =

√√√√√√ υ2
i−capletTi

i∑
j=1

(Tj−1 − Tj−2)ψ2
i−j+1

, (5.23)

pomocou ktorého źıskame z tržných capletových volatilit υi−caplet a známych pa-
rametrov ψi a θi pre i = 1, . . . ,M .

Na kalibráciu použijeme Rebonatov vzt’ah (5.27) [1], str. 248 na výpočet swap-
covej volatility swapca s podkladovým swapom zač́ınajúcom v čase Tα a splatnom
v čase Tβ

(υLMM
α,β )2 =

1

Tα

β∑
i,j=α+1

wi(0)wj(0)Fi(0)Fj(0)ρi,j
Sα,β(0)2

Tα∫
0

σi(t)σj(t)dt, (5.24)

kde swapová sadzba Sα,β bude daná lineárnou kombináciou forwardových sadzieb
Fi(t)

Sα,β(t) =
β∑

i=α+1

wi(t)Fi(t),

kde

wi(t) = wi(Fα+1(t), Fα+2(t), . . . , Fβ(t)) =
τiFP(t, Tα, Ti)∑β

k=α+1 τkFP(t, Tα, Tk)

=
τi
∏i
j=α+1

1
1+τjFj(t)∑β

k=α+1 τk
∏k
j=α+1

1
1+τjFj(t)

. (5.25)

Rebonatov vzt’ah (5.24) je pribliznýcm vzt’ahom na určenie volatility z LMM.
Predpokladáme, že volatilita forwardovej sadzby je v tvare (5.6), preto môžme

integrál vo vzt’ahu (5.24) preṕısat’ do tvaru

Tα∫
0

σi(t)σj(t)dt =

Tα∫
0

σi,β(t)σi,β(t) = ΦiΦj

α∑
h=0

ψi−hψj−h. (5.26)

Ak dosad́ıme do Rebonatovho vzorca (5.24) vyššie uvedený zjednodušený tvar
integrálu a namiesto korelačnej matice ρ dosad́ıme jej odhad ρB môžeme vzt’ah
pre (υLMM

α,β )2 preṕısat’ do tvaru

(υLMM
α,β )2 =

1

Tα

β∑
i,j=α+1

wi(0)wj(0)Fi(0)Fj(0)ρBi,j
Sα,β(0)2

ΦiΦj

α∑
h=0

ψi−hψj−h. (5.27)

Tento vzt’ah je na kalibráciu vhodný hlavne preto, lebo obsahuje všetky dostupné
vstupné parametre a jeho výstupom je druhá mocnina swapcovej volatility υLMM

α,β .
Takto spoč́ıtanú hodnotu swapcovej volatility je možné porovnat’ so swapcovou
volatilitou źıskanou z trhu υMARKET

α,β .
Prinćıpom kalibrácie bude nastavit’ vstupné parametre θ1, . . . , θM a ψ1, . . . , ψM

tak aby bola hodnota swapcovej volatility υLMM
α,β čo najbližšie k tržnej volati-

lite υMARKET
α,β pre všetky možné dvojicen α, β. Pre tento účel využijeme súčet

kvadrátov odchyliek

sLMM =
∑

β−α>1

(
υLMM
α,β − υMARKET

α,β

)2
, (5.28)
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ktorého minimalizáciou dosiahneme kalibráciu modelu na tržné dáta. Minimali-
zuje sa vzhl’adom k parametrom θi a ψi. Pri určeńı minimálneho súčtu sme vyne-
chali volatility swapcov s d́lžkou podkladového swapu 1 rok, lebo tieto volatility
sú korelované s capletovými volatilitami.

Parametre ψi slúžia k určeniu okamžitých volatiĺıt forwardových sadzieb podl’a
vzt’ahu (5.6). Ked’že parametre Φi sú kladné, tak musia byt’ i všetky parametra
ψi kladne, inak by bola výsledná volatilita záporná. Z tohto dôvodu si k súčtu
sLMM pridáme penalizačný člen

p1 = Q
M∑
i=1

max (−ψi, 0) , (5.29)

kde Q je nejaké vel’ké kladné č́ıslo napr. 1010.
Od korelačnej matice sa očakáva, že susedné forwardové miery budú kladne

korelované, tj. ρi,i−1 > 0. Chceme teda, aby platilo

− π/2 < θi − θi−1 < π/2. (5.30)

Preto k súčtu (5.28) pridáme d’aľśı penalizačný člen

p2 = Q
M∑
i=2

max(|θi − θi−1| − π/2, 0), (5.31)

kde zvoĺıme Q= 1010.
K overeniu správnosti kalibrácie je možné napoč́ıtat’ relat́ıvnu chybu v per-

centách

εα,β = 100
υMARKET
α,β − υLMM

α,β

υMARKET
α,β

. (5.32)

Pri správnej kalibrácíı by chyby mali byt’ v absolutnej hodnote malé, ideálne
bĺızke 0.

5.2 Aplikácia LMM na tržných dátach

5.2.1 Kalibrácia LMM

LMM model budeme kalibrovat’ s využit́ım ročnej forwardovej krivky (obrázok
3.2), ročných implikovaných capletových volatilitách (obrázok 3.3) a impliko-
vaných volatilitách swapca (obrázok 3.4 a tabul’ka 3.3) k 30.6.2012.

Aby sme využili všetky data źıskane z trhu polož́ıme M = 29. Pred počiatkom
kalibrácie je potrebné zvolit’ počiatočné hodnoty vstupných parametrov, napr.
θ1 = θ2 = ... = θ29 = π/2 a ψ1 = ψ2 = ... = ψ29 = 1.

Jeden kalibračný krok sa skladá z nasledujúcich bodov

• Zo zvolených hodnôt parametrov ψ1, ..., ψ29 a tržných capletových volatilit
υi,caplet urč́ıme pomocou vzt’ahu (5.23) parametre Φ1, ...,Φ29.

• Pomocou vzt’ahu (5.27) urč́ıme všetky možné swapcové volatility υLMM
α,β ,

ktoré sú dostupné na trhu, okrem volatility swapca s podkladovým swapom
d́lžky jeden rok.
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Tabul’ka 5.4: Hodnoty parametrov modelu LMM. Parametre θ a ψ sa źıskali ka-
libráciou. Parameter Φ sa źıskal pomocou vzt’ahu (5.23).

Index θ Φ[%] ψ
1 -0.07 812.06 0.09
2 -0.10 973.48 0.04
3 0.13 845.27 0.05
4 0.31 653.40 0.07
5 0.43 534.57 0.08
6 0.73 473.62 0.09
7 1.05 385.91 0.13
8 1.30 297.08 0.18
9 1.49 220.57 0.24
10 1.57 164.83 0.31
11 1.71 133.77 0.40
12 1.90 110.00 0.49
13 2.04 89.26 0.64
14 1.96 72.14 0.82
15 1.91 58.12 1.05
16 1.91 46.74 1.35
17 1.92 37.55 1.73
18 1.92 30.12 2.22
19 1.92 24.14 2.85
20 1.92 19.32 3.65
21 1.92 15.45 4.67
22 1.92 12.34 5.99
23 1.92 9.84 7.68
24 1.92 7.83 9.88
25 1.92 6.24 12.64
26 1.92 4.96 16.21
27 1.92 3.94 20.86
28 1.92 3.12 26.91
29 1.92 2.52 32.78

• Z tržných swapcových volatilit υMARKET
α,β i napoč́ıtaných hodnôt swapcových

volatiĺıt υLMM
α,β vypoč́ıtame pomocou vzt’ahu (5.28) súčet sLMM, ku ktorému

pripoč́ıtame penalizačné členy (5.29) a (5.31).

Celá kalibrácia spoč́ıva v opakovańı vyššie oṕısaného kalibračného kroku až
po dobu kým nebude sLMM najmenšie možné s ohl’adom k parametrom θ1, ..., θ29

a ψ1, ..., ψ29.
Pri určeńı minimálneho sLMM boli v softwary R využ́ıvané minimalizačné

metódy Nelder-Mead [6] a BFGS [7] obsiahnutú vo funkcii optim z baĺıčka stats
s rôznymi hodnotami vstupných parametrov.

Pre vel’ké množstvo optimalizovaných parametrov (až 58), boli najskôr zistené
optimálne hodnoty parametrov potrebných k simulácii forwardovej krivky pre
prvých desat’ rokov, tj. θ1, ..., θ10, ψ1, ..., ψ10. Tieto hodnoty boli následne použité
ako počiatočné hodnoty prvých 20 parametrov pri hl’adańı parametrov potrebných
k simulácii forwardovej krovky na 29 rokov. Ostatných 38 počiatočných hodnôt
bolo volených l’ubovol’ne. Je potrebné zdôraznit’, že výsledok minimalizácie zaviśı
na vol’be počiatočných hodnôt parametrov.

Pri takom vysokom počte optimalizovaných parametrov je pomerne zložité
nájst’ minimálnu hodnotu súčtu sLMM. K najlepšiemu výsledku, minimálnej hod-
note sLMM + p1 + p2 = 67.2 a hodnotám optimalizovaných parametrov zobra-
zených v tabul’ke 5.4, viedla minimalizačná metóda BFGS. Tento výsledok bol
dosiahnutý pri počiatočných hodnotách parametrov ψi = 2 a parametre θi boli
zvolené náhodne z rovnomerného rozdelenia na intervale (0, π/2) pre i = 1, ..., 29.

V tabul’ky 5.4 je vidiet’, že všetky nájdené parametre ψi sú tak, ako sme chceli,

37



Tabul’ka 5.5: Relat́ıvne odchýlky (v percentách) kalibrovaných swapcových vola-
tiĺıt od tržných volatiĺıt spoč́ıtané pomocou vzt’ahu (5.32).

Tenor podkladového swapu
Maturita swapca 2R 3R 4R 5R 6R 7R 8R 9R 10R

1R 0.44 0.69 1.06 0.96 0.38 -0.55 -1.08 -0.44 -0.67
2R -1.11 -0.17 -1.59 -0.07 -0.07 0.56 0.81 0.88 0.82
3R -0.47 -0.98 -1.18 0.05 0.52 0.82 0.26 -0.01 -0.05
4R -0.44 -0.72 -0.51 0.68 0.79 0.27 -0.33 -0.45 -0.37
5R 0.26 0.01 0.11 0.05 -0.26 -0.82 -0.93 -0.53 -1.27
6R -0.42 -0.17 0.36 0.55 0.08 0.07 0.20 -0.50 -1.25
7R -0.56 -0.07 0.76 0.62 0.60 0.72 -0.06 -0.51 -1.11
8R 0.05 1.07 1.08 1.34 1.51 0.81 0.50 0.39 -0.01
9R 1.39 0.83 0.92 1.37 0.91 0.77 0.94 1.23 1.06
10R -0.71 -1.25 -1.12 -1.04 -0.57 -0.13 0.66 1.43 1.54
11R -0.34 -1.10 -1.75 -1.13 -0.56 -0.01 0.89 1.77 2.06
12R -0.75 -1.98 -1.95 -1.22 -0.54 0.11 1.11 2.15 2.52
13R -0.85 -1.49 -1.49 -0.75 -0.03 0.68 1.80 2.89 3.30
14R -0.60 -1.38 -1.38 -0.59 0.19 1.03 2.21 3.34 3.81
15R -0.76 -1.53 -1.46 -0.60 0.33 1.22 2.45 3.64 4.16
16R -0.69 -1.36 -1.21 -0.21 0.77 1.72 2.99 4.23 4.79
17R -0.61 -1.21 -0.92 0.13 1.15 2.15 3.46 4.74 5.35
18R -0.55 -1.02 -0.69 0.40 1.47 2.51 3.87 5.19 5.83
19R -0.44 -0.88 -0.51 0.63 1.74 2.82 4.22 5.58 6.25
20R -0.42 -0.81 -0.38 0.80 1.95 3.08 4.52 5.90 6.62
21R -0.36 -0.70 -0.23 1.00 2.20 3.37 4.84 6.26 NA
22R -0.31 -0.60 -0.08 1.19 2.43 3.63 5.13 NA NA
23R -0.27 -0.51 0.05 1.36 2.63 3.87 NA NA NA
24R -0.22 -0.42 0.18 1.52 2.83 NA NA NA NA
25R -0.18 -0.34 0.29 1.67 NA NA NA NA NA
26R -0.15 -0.27 0.40 NA NA NA NA NA NA
27R -0.11 -0.20 NA NA NA NA NA NA NA
28R -0.07 NA NA NA NA NA NA NA NA

kladné a parametre θi splňujú podmienku (5.30).
Chyby zobrazené v tabul’ke 5.5 sú vzhl’adom k počtu fitovaných parametrov

relat́ıvne malé, najväčšia chyba dosahuje hodnotu 6.62%. To nasvedčuje tomu, že
minimalizácia prebehla úspešne.

V tabul’kách 5.6 a 5.7 sú znázornené korelácie medzi jednotlivými forwar-
dovými sadzbami. U niektorých dvoj́ıc sadzieb sme dostali zápornú koreláciu.
Očakáva sa, že hodnoty korelácie medzi susednými sadzbami budú kladné a bĺızke
jedničke, čo je vo väčšine pŕıpadoch splnené. Tým sa potvrdila správna vol’ba hod-
noty parametra ρ = 1 v kapitole 3, ktorý sme využili pri určeńı ročnej capletovej
volatility a popisoval koreláciu medzi dvoma susednými forwardovými sadzba-
mi. Od určitého indexu sa korelácie medzi sadzbami stavajú konštantné a od
istého času sú korelácie rovné jedničke, čo je možné vysvetlit’ malými hodnotami
okamžitej volatility týchto forwardových sadzieb.

Hodnoty okamžitých volatiĺıt forwardových sadzieb z tabul’ky 5.3 sú pri známych
hodnotách parametrov Φi a ψi zobrazené v tabul’kách 5.8 a 5.9. Je vidiet’, že
pre každú Fk(t) nastalo to, že že volatilita v čase (Tk−2, Tk−1] je väčšia ako v
predchádzajúcich časoch. Zanedbańım týchto posledných časových okamžikov vo-
latilata forwardových sadzieb vždy klesá.

Je t’ažké posúdit’ či sa kalibrácia podarila. Napriek vel’kému počtu parametrov
je nájdené minimum pre sLMM+p1+p2 pomerne malé čo svedč́ı o pomerne dobrej
zhode medzi nájdenými a trhovými volatilitami. Neprirodzený nárast okamžitých
volatiĺıt v posledných časových intervaloch a jednotkové korelácie medzi F12 až
F29 správnost’ kalibrácie mierne spochybňujú.
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ý
ch

sa
d
zi

eb
F

1
(t

)
až
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5.2.2 Určenie ceny swapca

Na rozdiel od HW modelu, ktorý modeluje okamžitú úrokovú sadzbu je LMM
založený na modelovańı forwardovej sadzby. Tento model predpokladá, že for-
wardová sadzba Fk(t) v čase t < Tk−1 na obdobie medzi Tk−1 a Tk sa vyv́ıja
podle Brownovho pohybu vzt’ahom (5.4).
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Obr. 5.1: Forwardová krivka z trhu, 200 simulácíı forwardovej sadzby určenej k
oceňovaniu swapca a ich aritmetický priemer. Simulácie forwardovej sadzby sú
źıskané pomocou vzt’ahu vzt’ahu (5.22)

Na obrázku 5.1 je znázornená forwardová krivka F (0, T, T + 1) z trhu v čase
0 v porovnańı so simuláciami krivky F (T, T, T + 1) = L(T, T + 1) źıskanej pomo-
cou vzt’ahu (5.22). Pomocou vzt’ahu (5.22) sme simulovali množinu forwardových
sadzieb {F1(t), F2(t), ..., F29(t)} pre všetky dostupné časy t, pričom za ∆t sme
zvolili 1 mesiac. Môže byt’ zauj́ımavé pozorovat’ forwardové sadzby v budúcom
čase T a čase 0, ako je to na obrázku 5.1.

Všimnime si že simulácie sa pohybujú v okoĺı forwardovej krivky, ale aritme-
tický priemer simulácíı L(T, T + 1) nie je zhodný s forwardovou krivkou źıskanou
z trhu FM(0, T, T + 1) a s pribúdajúcim časom sa od nej čoraz viac vzd’al’uje.
Toto chovanie sa dá očakávat’ už zo samotného vzt’ahu (5.22) a hodnôt minimali-
zovaných parametrov. Pri normalite dat a 200 simuláciach už môžme aritmetický
priemer simulácii forwardovej krivky prehlásit’ za dostatočne vierohodný odhad
jej strednej hodnoty. Ak by mal byt’ priemer simulácíı na forwardovej krivke,
musela by byt’ stredná hodnota výrazu exp[...] vo vzt’ahu (5.22) rovná jednej.
Pozrime sa preto na tento vzt’ah bližšie.
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Rozdel’me si hranatú zátvorku zo vzt’ahu (5.22) na dve časti a označme

A =
k∑

j=α+1

cos (θk − θj)τjΦjΦkψj−αψk−α(t)Fj(t)

1 + τjFj(t)
∆t−

Φ2
kψ

2
k−α

2
∆t, (5.33)

B = Φkψk−α
√

∆t. (5.34)

Vzt’ah (5.22) môžme preṕısat’ do tvaru

Fk(t+ ∆t)

Fk(t)
= eAeBε, (5.35)

kde A a B sú deterministické veličiny a ε ∼ N(0, 1), ktorý znázorňuje zmenu
forwardovej sadzby Fk(t) za čas ∆t. Preto bude stredná hodnota forwardovej
sadzby vyzerat’ následovne

EFk(t+ ∆t) = Fk(t)e
AEeBε = Fk(t)e

AeB2/2. (5.36)

Posledná rovnost’ zo vzt’ahu (5.36) plat́ı preto, lebo ak ε ∼ N(0, 1), potom eBε ∼
LN(eB2/2, (eB2 − 1)eB2

) . Výraz eAeB2/2 nemuśı byt’ rovný 1 a preto ani stredná
hodnota forwardových sadzieb nemuśı byt’ rovná forwardovej sadzbe z trhu.

Táto technika umožňuje generovat’ len po sebe nasledujúce ročné forwardové
sadzby F (t, T, T + 1) pre T ∈ {0, 1, 2, ...}.

Metódou Monte Carlo z kapitoly 5.1.4 oceńıme swapec na podkladový swap
na dobu 5 rokov pri realizačnej sadzbe stanovenej na K = 2.5%.

Pomocou vzt’ahu (5.22) nasimulujeme 200 simulácíı forwardovej krivky. Zo
simulovanej forwardovej sadzby spoč́ıtame pomocou vzorca (2.3) swapovú sadzu.
Tú následne dosad́ıme do vzt’ahu (5.19) a urč́ıme diskontovanú výplatu swapca
pre každú simuláciu množiny forwardových sadzieb zvlášt’.

Na obrázkoch 5.2 a 5.3 sú znázornené diskontované výplaty platiaceho a
prij́ımajúceho swapca pre všetkých 200 simulácíı forwardových kriviek a ich arit-
metický priemer. Vysoká volatilita spôsobila vysokú variabilitu sadzieb a to má
za dôsledok vel’kú variabilitu diskontovaných výplat. Aritmetický priemer diskon-
tovaných výplat dáva pomerne rozumné hodnoty. U platiaceho i prij́ımajúceho
swapca sa priemerná hodnota diskontovaných výplat pohybuje v intervale od 0%
do 6%. Na intervaloch, kde u platiaceho swapca diskontovaná výplata rastie, tam
u prij́ımajúceho klesá a naopak. Toto chovanie sa dá očakávat’, pretože tieto dva
kontrakty sú dve strany jedného obchodu.
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Obr. 5.2: Diskontované výplaty platiaceho swapca na swap s d́lžkou 5 rokov,
realizačnou sadzbou 2.5% v závislosti na jeho maturite. Diskontované výplaty
sú určené z 200 simulovaných množ́ın forwardových sadzieb. Zelenými bodmi je
znázornený aritmetický priemer diskontovaných výplat.
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Obr. 5.3: Diskontované výplaty prij́ımajúceho swapca na swap s d́lžkou 5 rokov,
realizačnou sadzbou 2.5% v závislosti na jeho maturite. Diskontované výplaty
sú určené z 200 simulovaných množ́ın forwardových sadzieb. Zelenými bodmi je
znázornený aritmetický priemer diskontovaných výplat.
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6. Porovnanie oceňovania
pomocou HW a LMM modelu

V tejto kapitole porovnáme predstavené metódy oceňovania na rôznych úrokových
derivátoch.

6.1 Porovnanie cien capu a flooru

V kapitole 5.1.2 je ukázané, že cena capu, a podobne aj flooru, napoč́ıtana po-
mocou LMM bude zhodná s cenou z Blackovej formuly. Preto sú na obrázku 6.1
znázorné len ceny capov a floorov źıskane z HW modelu pomocou vzt’ahov (4.17)
a (4.19) a z LMM modelu pomocou vzt’ahov (5.14) a jeho ekvivalentu pre floor.

Oceńıme capy a floory na dobu 5 rokov a realizačnú sadzbu 2.5% s rôznymi do-
bami do uplatnenia. Cenu budeme udávat’ v percentách z hodnoty podkladového
akt́ıva.

Je vidiet’, že ceny capu a flooru źıskané pomocou HW modelu a LMM majú
podobný tvar. Rozdiel medzi nimi je śıce pri kratšej dobe prvého refixu väčš́ı
miestami vyšš́ı než 1%, no so zväčšujúcou sa dobou do prvého refixu sa rozdiel
stáva malý miestami zanedbatel’ný.

Dobrá zhoda medzi zobrazovanými technikami ocenenia sa dala očakávat’.
Dôvodom je, že HW model bol kalibrovaný na tržné dáta pomocou cien capletov
a floorletov źıskaných z Blackovej formuly na ocenenie capu a flooru zloženého len
z jedného capletu a floorletu. Rozdiel medzi cenou capu a flooru z HW modelu
a cenou z Blackovej formuly z obrázka 4.8 sa rovná súčtu rozdielov cien capletu
a floorletu spoč́ıtaných týmito dvoma spôsobmi a znázornených na obrázku 4.8.
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Obr. 6.1: Porovnanie cien capu a flooru na dobu 5 rokov pomocou HW mode-
lu a LMM vyjadrených v percentách z hodnoty podkladového akt́ıva určených
v závislosti na dobe prvého refixu.

6.2 Porovnanie cien swapca

Na obrázkoch 6.3 a 6.4 sú znázornené ceny platiaceho a prij́ımajúceho swapca
źıskané pomocou Blackovej formuly, HW modelu a LMM. Cenu swapca sme z HW
modelu źıskali pomocou vzt’ahov (4.22) a (4.23). Predtým bolo potrebné zistit’ r∗

ako koreň rovnice (4.21). Táto rovnica má určite 1 koreň, pretože funkcia na jej
l’avej strane je klesajúca. Na riešenie rovnice (4.21) je v softwary R možné využit’

funkciu nleqslv z baĺıčka nleqslv.
Je zrejmé, že pri oceneńı platiaceho swapca i prij́ımajúceho swapca sme už

nedospeli k takej zhode cien źıskaných rôznymi modelmi, ako tomu bolo u capu
a flooru.

Ceny swapca sú poč́ıtane pri realizačnej sadzbe 2.5%. Ak sa pozrieme na
swapovú sadzbu pre 5 ročný swap (obrázok 6.2) spoč́ıtanú z trhovej forwardo-
vej krivky vid́ıme že hodnota 2.5% nastáva približne v čase 4 roky. Pri pohl’ade
na porovnaniam cien na obrázkoch 6.3 a 6.4 si môžme všimnút’, že cena platia-
ceho swapca sa približne rovná cene prij́ımajúceho swapca s maturitou 4 roky
na podkladový swap s d́lžkou 5 rokov a to pre všetky tri spôsoby ocenenia. U
Blackovej formuly a HW modelu je táto zhoda daná priamo tvarom vzt’ahov
pomocou ktorých swapce oceňujeme. U Blackovej formuly to sú vzt’ahy (2.11)
a (2.12) a u HW modelu vzt’ahy (4.17) a (4.19).

Ked’ sa zameriame na porovnanie ceny z Blackovej formuly a HW modelu
vid́ıme, že tvar týchto kriviek je dost’ podobný, no ich rozdiel je väčš́ı než rozdiel
cien capu (flooru) určený rovnakými metódami na obrázku 6.1. Dôvod tejto nez-
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Obr. 6.2: Swapová sadzba pre swap na dobu 5 rokov v závislosti na čase prvého
refixu. Sadzba bola určená pomocou vzt’ahu (2.3) z tržnej forwardovej sadzby.

hody je v tom, že pri kalibrácíı HW modelu na tržné dáta neboli využ́ıvané ceny
swapca, ale len ceny capu a flooru.

Pri pohl’ade na ceny swapov źıskané z LMM je badat’ určité odlǐsnosti od cien
swapu z HW modelu a Blackovej formuly (obrázok 6.3 a 6.4). Pre swapce s te-
norom do 15 rokov je cena platiaceho swapca určená pomocou LMM podobná
cene z Blackovej formuly. Medzi cenami prij́ımajúceho swapca s tenormi v tomto
obdob́ı, je už väčš́ı rozdiel, no tvar kriviek zostáva podobný.

Cena swapca nebola poč́ıtaná pomocou explicitného vzorca, lebo takýto vzo-
rec pre swapce u LMM modelu neexistuje. K určeniu ceny bolo treba LMM kalib-
rovat’ na tržné implikované swapcové a capletové volatility, ktoré majú za súčasnej
situácie na trhu pomerne vysoké hodnoty. Tento fakt ovplyvnil cenu platiaceho
swapca (obrázok 6.3) tak, že pri swapcoch s tenorom nad 15 rokov cena oproti zo-
stávajúcim dvom modelom prudko vzrastá a naopak, cena prij́ımajúceho swapca
na obrázku 6.4 je vel’mi ńızka. Toto chovanie môžme odôvodnit’ tým, že zatial’ čo
HW model pracuje s konštantnou volatilitou u LMM hodnota okamžitej volatility
forwardových sadzieb záviśı na čase, pričom je spočiatku vysoká a s pribúdajúcim
časom klesá.
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Obr. 6.3: Porovnanie ceny platiaceho swapca na dobu 5 rokov, pri realizačnej
sadzbe 2.5% určenej pomocou Blackovej formuly, HW modelu a LMM, vyjad-
rených v percentách z hodnoty podkladového akt́ıva v závislosti na čase prvého
refixu. U LMM sú spoč́ıtané iba body pre časy 0, 1, 2, ... roky, a následne spojené
úsečkami.
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Obr. 6.4: Porovnanie ceny prij́ımajúceho swapca na dobu 5 rokov, s realizačnou
sadzbou 2.5% určenej pomocou Blackovej formuly, HW modelu a LMM, vyjad-
rených v percentách z hodnoty podkladového akt́ıva v závislosti na čase prvého
refixu. U LMM sú spoč́ıtané iba body pre časy 0, 1, 2, ... roky, a následne spojené
úsečkami.
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Záver

Úrokové deriváty nachádzajú v dnešnej dobe tri spôsoby využitia a to zaistenie
rizika, špekulácia a cenová arbitráž. V každej z týchto oblasti zohráva ocenenie
derivátov významnú úlohu pri d’aľsom rozhodovańı. V tejto práci sme si pred-
stavili tri rôzne spôsoby ocenenia finančných derivátov Blackovu formulu, Hull
Whiteov model a LIBOR tržný model.

Blackova formula sa už desat’ročia využ́ıva na oceňovanie nielen úrokových
derivátov. Jej výhodou je, že pozostáva z pomerne jednoduchého vzorca, ktorý
k svojmu prevedeniu nepotrebuje zložite systémy a dlhé hodiny výpočtov. V praxi
ale často nefunguje. Dôvodom je malé zohl’adnenie aktuálnej situácie na trhu
a predpoklad o konštantnej volatilite.

Hull-Whiteov model vychádza z aktuálneho tvaru forwardovej krivky, č́ım zo-
hl’adňuje situáciu na trhu. Pracuje však s konštantnou hodnotou absolutnej vola-
tility úrokovej sadzby. Nevýhodou je, že okamžitá úroková sadzba r(t) generovaná
týmto modelom má normálne rozdelenie. Preto existuje pravdepodobnost’, že si-
mulované sadzby budú záporné. Takéto sadzby, ale na finančnom trhu, nemajú
žiaden význam. Napriek tomu sa pri oceňovańı capu, flooru a swapcov dosiahol
dobrý súhlas s Blackovou formulou.

LIBOR tržný model, je pomerne mladý nástroj na simulovanie budúceho
vývoja forwardovej sadzby a oceňovanie derivátov. Jeho vstupom je spotová kriv-
ka a model dobre zohl’adňuje implikované trhové volatility. Z tohto dôvodu je
dobre prispôsobený aktuálnym trhovým podmienkam.

My sme pomocou tohto modelu oceňovali capy, floory a swapce, lebo sme
chceli výsledok z tohto modelu porovnat’ s inými metódami oceňovania. V sku-
točnosti sa capletová a swapcová volatilita využ́ıva len na kalibráciu modelu. Ked’

už sú hodnoty parametrov modelu v súlade s trhom, nasimuluje sa budúci vývoj
forwardovej sadzby. Tá má bohaté využitie najme pri oceňovańı exotických fi-
nančných derivátov. Pre tieto finančné inštrumenty neexistujú explicitné vzorce
na určenie ceny. Ich cenu je preto potrebné źıskat’ metódou Monte Carlo.

LIBOR tržný model umožňuje generovat’ len ročné forwardové sadzby. Ďaľśım
predmetom skúmania by mohla byt’ technika Brownovho premostenia, ktorá umož-
ňuje z ročných sadzieb źıskat’ sadzby i na kratšie časové obdobie.

Pri neistej trhovej situácíı, ked’ sú implikované volatility forwardových sadzieb
vysoké, môže nastat’, že simulácie forwardovej sadzby budú mat’ vel’ký rozp-
tyl. To nastalo aj v našom pŕıpade pri oceňovańı swapca. V takejto situácíı je
na zvážeńı obchodńıka, či bude takémuto výsledku dôverovat’, alebo využije iný
model.

Nemôžme jednoznačne povedat’, ktorý z týchto troch nástrojov na ocenenie
úrokových derivátov je ten najvhodneǰśı. Ako sme uviedli, všetky modely majú
svoje výhody i nevýhody a zálež́ı len na použ́ıvatel’ovi, jeho stratégii a postoju
k riziku, ktorý model využije.

50



Zoznam použitých skratiek

T množina časových okamžikov

υi−caplet implikovaná volatlita i-teho capletu

r∗ spotová úroková sadzba pre ktorú je cena kupónového dlhopisu rovná re-
alizačnej cene opcie

Sα,β(t) forwardová swapová sadzba v čase t

W (t) n-dimenzionálny Brownov pohyb

Λ diagonálna matica, ktorej prvky sú druhé mocniny vlastných č́ısel matice ρ

CapBlack cena capu určená pomocou Blackovej formuly

CapHW cena capu určená pomocou HW modelom

CplLMM
i cena i-teho capletu určená pomocou LMM modelu

FloorBlack cena flooru určená pomocou Blackovej formuly

FloorHW cena flooru určená pomocou HW modelom

FRA dohoda o forwardovom obchode, forwardový kontrakt

FRA(t, T, τ(T, S), N,K) forwardový kontrakt uzavretý v čase t, so splatnost’ou
v čase T , na spotovú sadzbu, L(T, S), realizačnú sadzbu K a hodnotou
podkladového akt́ıva N

HW model Hull-Whiteov model

LMM LIBOR tržný model

PFS(t,T, τ, N,K) výplata platiaceho swapu (majitel’plat́ı pevnú sadzbu a prij́ıma
pohyblivú) uzavretého v čase t na realizačnú sadzbu K pri nominálnej hod-
note podkladového akt́ıva N . Platby budu prebiehat’ v časoch T, medzi
ktorými sú časové intervaly d́lžky τ

PSHW cena platiaceho swapca určená pomocou HW modelu

PSBlack Cena platiaceho swapca určená pomocou Blackovej formuly

RFS(t,T, τ, N,K) výplata prij́ımajúceho swapu (majitel’ prij́ıma pevnú sadzbu
a plat́ı pohyblivú) uzavretého v čase t na realizačnú sadzbu K pri no-
minálnej hodnote podkladového akt́ıva N . Platby budu prebiehat’ v časoch
T, medzi ktorými sú časové intervaly d́lžky τ

RSHW cena platiaceho swapca určená pomocou HW modelu

RSBlack Cena prij́ımajúceho swapca určená pomocou Blackovej formuly

ZBC(t, T, S,X) Cena európskej CALL opcie v čase uzavretia t a splatnosti T
na bezkupónový dlhopis s dobou splatnosti S a realizačnou cenou X
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ZBP(t, T, S,X) Cena európskej PUT opcie v čase uzavretia t a splatnosti T
na bezkupónový dlhopis s dobou splatnosti S a realizačnou cenou X

Φ distribučná funkcia normovaného normálneho rozdelenia

Φi parameter LMM

ψi parameter LMM

ρ korelačná matica forwardových sadzieb

ρk,j korelácia medzi forwardovými sadzbami Fk(t) a Fj(t)

σ absolutná volatilita okamžitej úrokovej sadzby

σi = σi,β(t) okamžitá volatilita forwardovej sadzby Fi(t) pre t ∈ (Tβ(t)−2,β(t)−1]

τ množina časových obdob́ı

τ(t, T ) čas medzi t a T v rokoch

τi doba medzi mčasmi Ti−1 a Ti v rokoch

θi parameter LMM

υLMM
α,β swapcová volatilita určená pomocou Rebonatovho vzt’ahu

υMARKET
α,β tržná implikovaná swapcová volatilita

εα,β relat́ıvna chyba

ϑ(t) rovnovážna hodnota okamžitej úrokovej sadzby v HW modely

D(t, T ) diskontný faktor medzi časmi t a T

F (t, T, S) forwardowá úroková sadzba určená v čase t na obdobie medzi T a S

f(t, T, S) okamžitá forwardová úroková sadzba určená v čase t pre čas T

FM(0, T, S) tržná forwardová sadzba v čase 0 na čas od T do S

fM(0, t) okamžitá trhová forwardová úroková sadzba v čase 0 pre čas t

Fk(t) forwardová sadzba v čase t na obdobie medzi Tk−1 a Tk

H diagonálna matica, ktorej prvky sú vlastnými č́ıslami matice ρ

IM jenotková matica s hodnost’ou M

K realizačná sadzba

k rýchlost’ návratnosti k rovnovážnej hodnote ϑ(t) u HW modelu

L(t, T ) spotová úroková miera pre jednoduché úročenie so začiatkom v čase t a
splatnost’ou v čase T
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LN(µ, σ) logaritmicko-normálne rozdelenie so strednou hodnotou µ a rozptylom
σ

N nominálna hodnota

N(µ, σ) normálne rozdelenie so strednou hodnotou µ a rozptylom σ

P (t, T ) cena bezkupónového dlhopisu v čase t so splatnost’ou v čase T

PM(0, T ) tržná cena bezkupónového dlhopisu v čase 0 so splatnost’ou v T

r(t) okamžitá úroková sadzba v čase t

R(t, T ) spotová sadzba pre spojité úročenie v čase t so splatnost’ou v čase T

RM(0, T ) tržná spotová sadzba pre spojité úročenia od času 0 do čase T

X realizačná cena

Y (t, T ) spotová sadzba pre zložené úročenie v čase t so splatnost’ou v čase T

Z(t) Brownov pohyb
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