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Uvod

Nasledkom nedéavnej financénej krizy a pretrvavajucej dlhovej krizy sa zvysila cit-
livost finanénych subjektov k riziku a klesli vynosy na finan¢nych trhoch. Spolo-
¢nosti si uvedomili, Ze nielen aktiva, ale aj zavizky spolo¢nosti musia byt podrob-
nejsie sledované a riadené. Aj penzijné fondy a Zivotné poistovne by mali sledovat
nové trendy a projekcie tykajice sa timrtnosti, pretoZze tieto zmeny mozu mat
podstatny vplyv na ich zavizky.

Ocenovanie produktov zivotného a déchodkového poistenia prebieha na za-
klade stucasnych ocakavani o vyvoji tmrtnosti. Avsak priemerna doba zivota za
posledné desatrocia vyrazne vzrastla a stale sa meni. Désledkom toho je dlh$ia
doba vyplacania penzii a ich zvySena ocakavana sticasna hodnota. Nie vzdy vsak
umrtnost klesd, v niektorych socidlnych skupindch a $tatoch posledné roky do-
konca mierne rastie. Zmenou ocakavanej imrtnosti sa poistovne a penzijné fondy
vystavuju riziku, Ze ich zavizky z tychto produktov mozu vyrazne prekrocit oca-
kavanu uroven pri poklese timrtnosti v pripade déchodkovych produktov, alebo
pri zvyseni imrtnosti v pripade produktov zahrnujicich aj riziko smrti.

Pri poklese timrtnosti hovorime o riziku dlhovekosti a opacne, pri zvyseni
umrtnosti o riziku umrtnosti. Riziko dlhovekosti sa tyka predovsetkym produk-
tov penzijnych fondov, pri ktorych uz malé zvysSenie ocakavaneho veku dozitia
znamend velké zvySenie o¢akavanych vydavkov na penzie, ktoré sa vyplacaju do-
zivotne. Treba upozornit, Ze sa to tyka predovsSetkych sikkromnych spolocnosti a
stikromného penzijného poistenia, pretoze v Ceskej republike a na Slovensku je
zatial vii¢Sina starobnych dochodkov financovand priebeznym Statnym systémom.

Predpovedanie tmrtnosti je problém zndmy uz pred desafrociami, ale az v
poslednych rokoch sa tato oblast vyraznejsie rozvija, okrem iného aj pod tla-
kom novych regulatérnych poziadaviek Solvency II, ktoré kladu zvyseny doéraz na
zahrnutie tohoto rizika do riziko-managementu poistovni.

Riziko dlhovekosti nie je diverzifikovatelné, na rozdiel od tradi¢ného pomnatia
rizika tmrtnosti, ked sa timrtnost pohybuje okolo pevne danych tmrtnostnych
tabuliek. V tom pripade je mozné riziko odhadntut pomocou zékona velkych ¢isel.
Vicsie portfolia maju lepsie vlastnosti, tzv. pooling. Pri zmene imrtnosti celého
portfélia to mozné nie je, pretoze jednotlivé poistky nie st nezavislé vzhladom na
umrtnost. K lepSiemu pochopeniu pojmu riziko dlhovekosti a aké dalSie rizika st
s nim spojené sluzi kapitola [2]

K minimalizécii rizika dlhovekosti sit potrebné ¢o najpresnejsie odhady tmrt-
nosti do budicnosti. Preto je dolezité venovat naleziti pozornost vyberu vhod-
ného postupu na modelovanie imrtnosti. Prehlad pristupov a modelov vhodnych
na predpovedanie tmrtnosti ndjdeme v kapitole [3] Medzi tieto metédy patri aj
Lee-Carterov (LC) a Cairns-Blake-Dowdov model (CBD), na ktoré sa v tejto
praci zamerame. Ich detailny popis najdeme v kapitole [4]

Iny sposob minimalizovania rizika je preniest toto riziko na investorov (vid
sekcia , napr. pomocou hedgingu. AvSak zatial sa tento spOsob nepouZiva
vo vicSej miere, pretoze neexistuje rozvinuty likvidny kapitalovy trh s cennymi
papiermi zameranymi na tuto formu rizika. Nezaujem investorov o tuto formu
investovania je spdsobeny aj tym, Ze riziko dlhovekosti je fazké kvantifikovat a
investori nemaji dostatok informécii. Pre tcely ulahcenia kvantifikicie tohoto



rizika a nasledného rozvoja kapitalovych trhov s produktmi zameranymi na dlho-
vekost boli vyvinuté niektoré produkty, ktoré si podrobnejsie popiSeme v kapitole
[l

V poslednej kapitole vyuzijeme nastroj LifeMetrics na data o imrtnosti na
Slovensku k vypoctu budtcich tmrtnostnych mier. Tieto spoc¢itame pomocou via-
cerych modelov a nasledne spocitame hodnotu sticasnej anuity, pre stochastické
modely aj intervaly spolahlivosti a poukézeme na désledky, ktoré z toho plynt.

Tato praca si nekladie za ciel podat uplny prehlad o vSetkych modeloch a
pristupoch tykajucich sa dlhovekosti. Zamerame sa len na vybrané stochastické
modely, preskiimame dostupné nastroje na zvladanie rizika dlhovekosti a ukazeme
na konkrétnych datach dopad roznych scenarov na zavizky, ktorych sa tyka riziko
dlhovekosti.



1. Zakladné pojmy

Na zadiatok si uvedieme niektoré potrebné pojmy a vztahy, ktoré pouzivame v
tejto praci. Zavedieme si model nahodnej dizky Zivota, popiSeme aké velic¢iny
najdeme v imrtnostnych tabulkich a na konci tejto kapitoly si vysvetlime pojem
anuita a uvedieme niektoré zékladné typy. Vychddzame pritom z literattary [1] a

2.

1.1 Demograficky model

Oznac¢me T, zostavajucu dobu zivota jedinca, ktory je nazive vo veku z. Distri-
buéné funkcia ndhodnej veli¢iny T, je F(t) = P(T, < t) a jej hustotu oznac¢ime
ako f,(t), kde t > 0. Ttto distribu¢nt funkciu oznacme:

kde t > 0. Pre t = 1 oznacujeme len g,.
+q. vyjadruje pravdepodobnost, Ze sa osoba vo veku x nedozije veku x + t.
Doplnkova pravdepodobnost

e =1 — 1qp = P(T, > t)

vyjadruje pravdepodobnost, Ze sa osoba vo veku z dozije veku x + t. Predpo-

klad pouzivany v zivotnom poisteni je, Ze rozdelenie T, pre s > 0 je zhodné s

podmienenym rozdelenim veli¢iny 7, — s za podmienky 7, > s. Potom plati:
P(5<Tx§3+t) t+sqg:_ sqx

P(Loys S0) = P(T =5 SUT, > 8) = —p ot = B (L)

Dalej definujeme stredni dobu Zivota osoby vo veku x:
é. = ET, = /0 T ifa(tyr,
funkciu preZitia (survival function):
S(t) = P(Ty > t)
a intenzitu umrtnosti (force of mortality) vo veku :

P(T, <h .
,uleimi( =0 _ 1l

h—04 h —hi)OJr h ' (12>

Dosadenim vztahu (1.1)) do (1.2) mézeme vyjadrit intenzitu tmrtnosti pomo-
cou rozdelenia T):

. F.(t+h)—F.(t) 1 OF,(t) 1
-1 L= .
Hatt = 050, h Pa ot 1— Fy(1)
0 0



Z toho vyjadrime vztah:

t x4+t
Pz = €XP (—/0 JT. ds) = exp (—/ Ly dy) ) (1.3)

Centralnu mieru tmrtnosti definujeme vzfahom:

o Sz + W pgyudu  S(x) — S(z+1)
TS ude i S wdu

(1.4)

Ak chceme popisat rozdelenie T, narazime na problém, Ze k dispozicii mame
umrtnostna tabulku len pre celoéiselné veky. K tomu je potrebné vyuzit jeden z
troch predpokladov tykajucich sa timrtnosti:

1. linearita funkcie ,q, pre u € (0, 1), teda g, = u - qx,

2. konsStantna intenzita Gmrtnosti, t.j. fz4u = f@) Pre * € No,u € (0,1), a
H(z) 0znacuje hodnotu odhadnutt z pozorovani tmrtnosti.

3. linearita funkcie 1_,q,1, pre v € (0,1), teda 1_y@pry = (1 — ) - q,, tzv.
Balducciho predpoklad.

Uvedomme si, Ze za platnosti 2. predpokladu zo vztahu (1.4)) dostaneme:

My = Ha), (1.5)

a z rovnosti ((1.3)) dostaneme pre t € (0, 1) vzfah

tPz = €XP (_tu(x)) = (px)t (16)

1.2 Umrtnostné tabulky a ich konstrukcia

Umrtnostna tabulka (UT) popisuje vymieranie hypotetickej generéacie stcasne
narodenych jedincov s pociatoénym rozsahom oznacovanym ly. UT mozeme ¢lenit
na:

e periodické (prierezové) timrtnostné tabulky,
e kohortné timrtnostné tabulky.

Periodické UT vychadzaji z dekrementnjch skiisenosti populécie za kratke ¢aso-
vé obdobie, vic¢sinou jeden rok. Ked hovorime len o ”amrtnostnych tabulkach”,
vid§inou mame namysli periodické UT. Kohortné UT predstavuji zdznam vy-
mierania generacie suc¢asne narodenych jedincov, k ich konstrukeii je potreba mat
k dispozicii idaje za dlhé casové obdobie.

Popisme si funkcie, ktoré sa v tabulke vyskytuju:

e ¢, pravdepodobnost tmrtia vo veku z,

e [, tabulkovy pocet dozivajucich sa veku xz. Hodnota [, sa nazyva koren
umrtnostnej tabulky, najcastejsie ma hodnotu 100 000. Je to hypoteticky
pocet jedincov z korena [y, ktori sa doziju veku x,



e d, tabulkovy pocet zomrelych vo veku x,

e [, tabulkovy pocet zijucich, celkova doba prezité tabulkovou generaciou vo
veku x,

e T, celkové doba prezitd tabulkovou generaciou vo veku vyssom ako x.

Medzi tymito veli¢inami platia nasledujice vztahy:
Pz = - Q) (17)

lﬂc-i-l = lxpac )

kde p, je pravdepodobnost, Ze sa jedinec vo veku = dozije veku z + 1. Dalej
dz = lz - l:):Jrla

Lm = lirl + azdza

kde a, je priemerna cast roku, ktoru prezije jedinec, ak v tom roku zomrie. Naj-
castejsie sa pouziva hodnota % Dalej plati:

T, =1Ly+ Loty +...+ Ly,

kde symbol w oznac¢uje najvyssi vek, ktorého sa doziva jedinec podla UT, t.j. vek,
pre ktory plati [, = 0 pre x > w. Dolezitl tlohu mé tabulkovd miera umrtnosti

Zékladom pre tvorbu timrtnostnej tabulky je odhad pravdepodobnosti timrtia
¢ z dostupnych dat. Cesky statisticky trad ju odhaduje z rovnosti:

G =1 —exp(—m,). (1.8)

Tato rovnost dostaneme dosadenim [1.5] do [1.6] a vyuzitim Ostatné hodnoty
v UT sa odvodzuji z tejto hodnoty pouzitim vyssie uvedenych vztahov.
Umrtnostn mieru m, poéitame pre realnu populdcu zo vztahu:

My = —— (1.9)

kde D, oznacuje pocet skutoc¢ne zomrelych vo veku x v danom roku a F,
je tzv. centrdlna expozicia umrtnosti populacie vo veku z. V tomto pripade sa
m, nazyva aj vekovo-$pecifickd miera umrtnosti. E, oznacuje velkost populacie
exponovanej k riziku smrti, t01 je mozné vypocitat na zaklade odhadov stredného
stavu populacie v danom roku.

Vyslednd krivka pre ¢, by intuitivne mala byt hladké, preto sa tieto hodnoty
eSte vyrovnavaji pomocou réznych metdd, ich prehlad opét najdeme v praci [1J.



1.3 Anuity

Vyrazom anuita, po slovensky déchodok, sa oznacuje postupnost platieb v pra-
videlnych intervaloch. V Zivotnom poisteni je potrebné zaviest termin Zivotny

dochodok:

Definicia 1 ([2]): Zivotny déchodok (#ivotnd anuita) je postupnost spldtok v pra-
videlnyjch ¢asovich intervaloch, ktoré sa uskutocénia, pokial je poisteny naZive.

Ak mé zivotny déchodok dopredu uréentt dobu, dokedy najviac sa bude vyplacat,
nazyva sa docasny.

Uvedme si tu len najjednoduchsie priklady znacenia pouZivanych v déchod-
kovom poisteni a potrebnych v tejto praci:

e ocakavanu sucasni hodnotu predlehotnej zivotnej anuity vo vyske 1 vo veku

xr oznacCujeme d, a vypocitame:

oo
ay = Z dk+1 kPz Qz+k;
k=0

kde dgz; je sic¢asna hodnota predlehotnej (istej) anuity na k rokov. pp, a g i«
st pravdepodobnosti prezitia, resp. timrtia ziskané pomocou tmrtnostnych
tabuliek.

e Ocakavanu sucasnit hodnotu polehotnej docasnej zivotnej anuity vo vyske
1 vo veku z, oznacujeme a, a vyjadrime ako:

Oy = Gz — 1,

e ocakavanu sucasnui hodnotu predlehotnej docasnej Zivotnej anuity na n ro-
kov vo vyske 1 vo veku x, oznaCujeme G, a vypocitame:

n—1
Azm = Z U551 kP2 Qo+k + Qi nPas (1.10)
k=0

e ocakavanu sucasni hodnotu polehotnej docasnej zivotnej anuity na n rokov
vo vyske 1 vo veku x, oznacujeme a,y a jej hodnota sa da vyjadrit:

Agm = Qgml — 1



2. Riziko a jeho zaistenie

Prvym krokom pri zvlddani akéhokolvek rizika je pochopenie jeho podstaty a pri-
¢in jeho vzniku. AZ potom je mozné prijat efektivne opatrenie na jeho zmiernenie.
V tejto kapitole si vysvetlime ako rozumiet riziko dlhovekosti, a aké st moznosti
ho preniest na iné subjekty. Vychadzame z literatary [1] a [3].

Penzijné fondy, alebo déchodkové produkty poistovne budi profitovat, ak dl-
hovekost klesne a budu stracat, ak dlhovekost bude rast. Naproti tomu pri port-
féliu zloZzenom z poistiek na riziko smrti poistitel profituje z narastu dlhovekosti,
teda ak Iudia 7iju dlhsie. Z toho mozeme povedat, Ze ak poistitel poskytuje siucas-
ne produkty v oblasti dochodkového biznisu a poistenia smrti, je vlastne zaisteny
proti pohybom timrtnosti svojho portfélia. Takato forma zaistenia sa nazyva pri-
rodzeny hedging. Otazna je efektivita tohoto zaistenia. Pri postudeni efektivity je
potrebné ohodnotit dopady na portfélio pri réznych variantach vyvoja tmrtnosti.

2.1 Dopad rizika dlhovekosti na hodnotu port-
folia

Zakladna uloha riziko-managementu je ohodnotenie dopadov hlavnych riziko-
vych faktorov na expoziciu. Konkrétne pri portféliu penzijného fondu to znamena
ohodnotenie citlivosti cash-flow a jeho stic¢asnej hodnoty na zmeny v tmrtnosti.
Potrebné je zacat so ziskanim roznych scendrov pre vyvoj timrtnosti v budicnos-
ti. Tieto je mozné ziskat napr. pomocou stochastickych tmrtnostnych modelov,
ktoré st popisané v kapitolach [3] a4 Tieto scendre vyvoja treba nasledne apliko-
vat na velkost zavizkov a tak urc¢ime riziko pre cash-flow ako aj pre ocakavani
hodnotu expozicie.

Pri stanoveni o¢akavanej ceny produktu alebo obchodu, ktora zavisi na budua-
cich pravdepodobnostiach prezitia alebo tmrtia je potrebné vyuzif trochu upra-
vené vztahy oproti vztahom v sekeii [I.3] Napriklad o¢akdvana suc¢asni hodnotu
jednoduchej dozivotnej anuity vysky 1, ktora bude vyplacana od najblizsieho roku
vypocitame podla vztahu:

00 i—1

Ayt = Z DFiq H(l - (]:c+j(t +J)) )

i=1 §=0

kde DF};4; oznacuje diskontny faktor z ¢asu ¢+ naspét do ¢asu t a ¢, (t) oznacuje
pravdepodobnost timrtia v budicom case t.

Pri spominanom prirodzenom hedgingu narast zavizkov v tomto type anuity
je kompenzovany poklesom pri poisteniach na riziko smrti. Zékladny vztah pre
vypocet ocakavanej sucasnej hodnoty poistenia pre pripad smrti, vyplacajiceho
hodnotu 1 v pripade nastania timrtia do n rokov je:

n—1

Avgm = DF,1110:(t) + Y | DF i1 Gasi(t + 1) H — Qi (T + 7)) |-

=1 j=0

Budice pravdepodobnosti umrtia ¢, (t) dostaneme vyuzitim niektorych postupov
na modelovanie budicich Gmrtnosti, ktoré si spominané v kapitolach [3] a [4]

9



2.2 Typy rizika

Aby dokézal penzijny fond alebo poistoviia pokryt budice zévizky voci svojim
poistnikom, musia si udrzovat portfélio aktiv, ktoré dalej investuji, aby im gene-
rovalo vynosy. Su teda vystaveny rizikdm na strane aktiv rovnako ako na strane
zaviazkov. Na strane aktiv to st investicné rizika, ako napr. equity risk, riziko
urokovych mier, kreditné riziko. Na strane zavizkov to je predovsetkym riziko
dlhovekosti a trokovych mier, ale aj riziko inflacie, ak st anuity viazané na in-
flaciu. Pri spravnom ohodnoteni celkového rizika by mal model zahriiovat vSetky
tieto rizikové faktory. Naproti inym typom rizik tykajacich sa zavizkov, ako riziko
urokovych mier a inflacie, je riziko dlhovekosti trendové riziko.
V dalSom texte si uvedieme viaceré typy rizika a niektoré aj popiSeme.

Finan¢né a demografické rizika

Je vhodné rozlisovat medzi financngmi rizikami a demografickymi rizikami.

Financné rizika spocivaji na pohyboch v cenach aktiv, ktoré st obchodované
na finanénych trhoch. Sem patri napr. kreditné riziko, riziko trokovych mier,
inflacie a ostatné investi¢né rizika. Tieto rizika si zname uz davno a je dostupné
mnozstvo historickych dét, pomocou ktorych je mozné ich ohodnotit.

Demografické rizikéa st naproti tomu spojené s podkladovou populéciou port-
folia, ako uz velakrat spominané riziko dlhovekosti a imrtnosti. Potom sem patri
napr. riziko predc¢asného odchodu do déchodku alebo tzv. lump sum election risk,
¢o znamend moznost zvolit si hotovost namiesto dozivotnej anuity. Riziko spociva
v tom, Ze tito moznost si vybert prave jedinci s nizSou o¢akéavanou dobou Zivota
a anuitu bud poberaf prave ti, u ktorych sa oc¢akava nadpriemerna doba dozitia.

Medzi demografické rizika patri aj populacné riziko, ¢o je riziko spojené s vy-
berom populacie do portfélia. Bezne pouzivané timrtnostné tabulky st zaloZené
vicsinou na narodnych populécidch. Populacia v portféliu vsak méze byt dost od-
lisné od narodnej, ¢o sa tyka prislusnosti k réznym socio-ekonomickym skupinam,
alebo regiéonom a z toho plynu aj rozdiely v timrtnosti.

Riziko a buduci vyvoj imrtnosti

Spravne urcenie budiceho vyvoja timrtnosti je spojené s nasledovnymi rizikami,
ktoré si vsak nebudeme podrobnejsie rozpisovat:

e riziko volatility - rdzne populacie vykazuja réznu volatilitu imrtnosti, meni
sa tiez s vekom

e sample risk - Statistickd neistota, malé populacie mdézu maf ini timrtnost
ako narodny priemer, s velkostou portfélia riziko klesa

o riziko prudkého ndrastu umrtnosti - v pripade epidémie alebo prirodnej
katastrofy nastane prudky narast timrtnosti

e trendové riziko - dlhodobé riziko, predpovedané imrtonosti sa mozu vyvijat
znacne odlisne od realizovanych tmrtnosti.
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Modelové a parametrické riziko

Vyber spravneho modelu je velmi ddlezity. Pri jeho vybere treba zohladiiovat za
akym tcelom potrebujeme predpovedat pravdepodobnosti timrtia. Penzijné fon-
dy, ktoré nas v tejto préaci zaujimaji najviac, nemusia zahriiovat riziko prudkého
narastu umrtnosti, ale trendové riziko zohrava v tomto pripade dolezita tlohu.
Riziko spojené s vyberom modelu nazyvame modelové riziko.

Aj pri vybere spravneho modelu je stale riziko, ze pri jeho kalibracii pouzijeme
nespravnu mnozinu dat, ¢im mozeme dostat odlisné parametre, ¢o sa prejavi na
ocakavanych budicich mierach timrtnosti. Tento typ rizika nazyvame paramet-
ricke riziko.

2.3 Transfer rizika

Z ddévodov spomenutych uz v tvode, a to nové regulatérne poziadavky Solven-
moznostou pre transfer a zaistenie (hedging) rizika dlhovekosti su kapitalové trhy.
Uvedme si najvyznamnejsie subjekty na kapitdlovych trhoch s rizikom dlhovekos-
ti:

e Penzijné fondy maju vysoka expoziciu voci riziku dlhovekosti. Na rozdiel
od poistovni nemaju Ziadnu formu prirodzeného hedgingu vo svojich z&-
vézkoch. Je pre nich velmi dolezité, aby mali k dispozicii najnovsie data o
zmenéch dlhovekosti a mohli spravne ohodnotit hodnotu potrebnych rezerv.
Transfer rizika na kapitalové trhy je pre nich moznost, ako si zaistit vysku
svojich zavizkov.

e Banky napomahaju transferu rizika timrtnosti obchodovanim s produktmi
zameranymi na dlhovekost. Pri ocefiovani produktov, ako napr. swapov a
forwardov na riziko dlhovekosti sa banky spoliehaji na dostupnost Gmr-
tnostnych dat aj v budtcnosti.

e Poistovatelia poskytujuci zivotné anuity maju riziko dlhovekosti tiez vo svo-
jich zavizkoch. Podla IFRS standardov a Solvency II, podobne ako penzijné
fondy, budii musiet reportovat riziko dlhovekosti podobne ako iné rizika. K
tomu opiéit potrebuju spolahlivé predpovede budiceho vyvoja timrtnosti.

e Typicki investori do dlhovekosti st zaistovne. AvSak pri zjednodusSeni a jas-
nejsich pravidlach na trhoch s rizikom timrtnosti maji zaujem o tuto formu
aj ini investori, ako napr. hedgové fondy, Investment-Linked-Securities fon-
dy a dalsi. Hlavna vyhoda je miniméalna koreldcia s inymi triedami aktiv a
atraktivne vymnosy.

Na kapitalovych trhoch je moznost investovat napr. do sekuritizovanych cennych
papierov spojenych s produktmi poistenia, tzv. Insurance Linked Securities(ILS).
Tento trh je dnes uz dobre rozvinuty, avsak jeho ¢iasto¢ny ttlm nastal po financ¢nej
krize, ako pri vSetkych sekuritizovanych produktoch. Pre nasu pracu podstatne-
jSou moznostou investovania si produkty viazané na nejaky index. V principe
existuju 2 druhy fina¢nych produktov na transfer rizika dlhovekosti zaloZzeného
na indexoch:
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e index-linked swapy a forwardy,
e index-linked dlhopisy.

V dalsom texte si v skratke povieme ¢o je zaistenie a spomenieme niektoré pokusy
o transfer rizika, nasledne si povieme nieco o efektivite hedgingu a ku koncu sa
budeme venovat ¢- a s-forwardu, ktoré su typické priklady na produkty zaloZe-

.....

dlhovekosti, ale aj inych finanénych aktiv.

2.3.1 Hedging

Zaistenie, ¢asto sa pouZiva aj anglicky pojem hedging, znamené vstupit do opac-
nej expozicie v riziku, ako je portfélio. Pri zmene hodnoty podkladového aktiva
sa straty a vynosy na portféliu do urcitej miery vyrovnaji. Pred vstupom do
takejto expozicie sa vyzaduje ohodnotenie prinosov znizenia rizika a nakladov
na hedging pre portfélio, ktoré chceme zaistit. Ako vyhody hedgingu mozeme
spomenut nizsie kapitalové poziadavky, nizsie riziko insolvencie, alebo uvolnenie
Néklady hedgingu sa delia na priame a ndklady prileZitosti. Priame st napr.
naklady na swap, naklady prilezitosti st dané hodnotou potencialneho zisku, ak
by sa podkladové aktivum vhodne vyvijalo.

2.3.2 Doterajsie sktisenosti so zaistenim rizika timrtnosti
a dlhovekosti

Pre investorov do tychto typov rizika je k dispozicii len mélo typov produktov. Co
sa tyka rizika imrtnosti, k najrozsirenejsim patria tzv. cat-bonds, ¢o si dlhopisy
na katastrofické riziko spojené s vysokou tumrtnostou, ako napr. chripkova epi-
démia. Vydévali ich vi¢Sinou poistovne. Zoznam takychto dlhopisov, ktoré boli
obchodované na trhu od roku 2003 do 2007 je mozné najst v tabulke na obr.
¢. [2.1] Pri riziku dlhovekosti boli pokusy preniest ho na investorov menej ¢asté
a neuspes$né. Moznu Struktiru dlhopisov vztahujicich sa na dlhovekost navrhli
prvykrat vo svojej praci [4] Blake a Burrows. Pokus vydat dlhopis na timrtnost
uskutocnila v roku 2004 aj Eurdpska investicna banka. Tento sa vSak stretol s
nezadujmom investorov kvoli nevyhodnej struktire, nizkym vynosom ako aj kvoli
nedostatoénym schopnostiam rozoznat a ohodnotit riziko s investiciou spojené.

Dalgia moznost st trhy so zivotnymi poistkami(life settlements market). Tieto
existuju v niektorych zapadnych krajinach uz dlhti dobu. Ide o transakcie, kde
jednotlivec nemé zaujem o dany typ poistky, a namiesto zrusenia a prijatia od-
kupného ju preda investorom za sumu prevysujiucu odkupné. V poslednych rokoch
pred krizou sa zacali tieto poistky pomocou sekuritizacie posuvat dalej na dal$ich
investorov, ale tato Strukttira bola dost neprehladna. S nastupom finan¢nej krizy
sa tento vyvoj pribrzdil.

Podla vyvoja na trhu so Zivotnymi poistkami sa da oc¢akavat, Ze riziko dlho-
vekosti je atraktivna forma investicie pre naroc¢nejsich investorov, ktori hladaja
investiéné moznosti nekorelované s inymi aktivami. Je len otazkou casu, kedy
bude aj riziko dlhovekosti plyntice z produktov poistovni a penzijnych fondov
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lssue Issuer Sze lssue date  Temor Aftachment Exhaustion Investor cpn Rating Underlying Population

US (70%), UK (15%), France (7.5%), ltaly

Vita Capital | SwissRe  §400mm  Dec 2003 Iy 130% 1509 L + 135bps A+iA3 (5%), Switzerland (2.5%)
Vita Capital Il SwissRe
Class B $62mm  Apr 2005 yr 120% 125% L +90bps AlAa] . _
Class C mm A2 Sy M 0% Lol AR oo (LTI Oean 3%
Class D §100mm  Apr 2005 Syr 110% 115% L+190bps  BBBBaa2
Tartan Capital ~ ScottishRe
Class A §7%mm  May2006  3yr 115% 120% L + 1%bps AAAAEa i
Class B §80mm  May2006  3yr 110% 115% L+300bps BBE/Baal
Osiris Capital HAxa
Class B1 €100mm  MNov2006  dyr 114% 119% E + 20bps AAAAaEa
Class B2 50mm  Nov2006  dyr 114% 119% E +120bps A-AT France (60%), Japan (25%), and US (15%)
Class C §150mm  Mov2006  dyr 110% 114% L+28%ps BBBBaal
Class D §100mm  MNov2006  dyr 106% 110% L + 500bps BB+/Bal
Vita Capital lll SwizzRe
Class 18 $90mm  Jan 2007  dyr 120% 125% L+ 110bps A
Class 28 $50mm  Jan 2007 Syr 120% 125% L+ 112bps A
Class 38 €30mm  Jan 2007  dyr 120% 125% E+110bps A
Class 4A §100mm  Jan 2007 Ayr 125% 145% L+21bps ARA )
Class 54 Sl00nm Jen207 S 1% US%  Ledbps A 0 CLDNLUKCTIM) Oatin (TSN
Class 58 $50mm  Jan 2007 yr 120% 125% L+21bps AAA
Class BA €55mm  Jan 2007  dyr 125% 145% E+ 21bps AAK
Class 6B €55mm  Jan 2007 Ayr 120% 125% E+ 22bps ARA
Class TA €100mm  Jan 2007 Syr 125% 145% E + 80bps AA-

Source: Bloomberg, Vita, Tartan and Osins Offenng Circulars, Investor Presentations. L atest Bloomberg dafa used for rating verfication
L= Libar, E = Euribar

Obr. 2.1: Zoznam dlhopisov k riziku tmrtnosti, tzv. cat-bonds, a niektoré ich
vlastnosti
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dostupné investorom. Ti vSak najprv potrebuju spolo¢na platformu, na zaklade
ktorej buda schopni ohodnotit riziko a vynosy takychto investicii.

2.3.3 Efektivny hedging

Na ohodnotenie prinosov hedgingu je potrebné poznat jeho efektivitu. To zahrnuje
analyzu rizikovych charakteristik expozicie, ktori chceme zaistit a podkladové-
ho aktiva, na ktoré sa hedging vztahuje. Formalne efektivita hedgingu méze byt
definovana ako miera, do akej sa zmeny hodnoty podkladovej expozicie vzhla-
dom k uvazovanému riziku vyrovnaju so zmenami v hodnote pouzitého néastroja
hedgingu.

Pri hodnoteni efektivity sa ¢asto odvolava na perfekiny hedging. To je zaiste-
nie, ktoré dokonale eliminuje dosah rizika na zaistené portfélio pocas doby zaiste-
nia. Teda zmeny v hodnote nastroja hedgingu sa tiplne vyrovnaji so zmenami v
zaistenom portféliu vzhladom k uvazovanému riziku. V skutoc¢nosti takmer ziadne
nastroje hedgingu nespliiajt tieto kritéria, ale mozu byt blizko tohto ciela.

Pri zhodnoteni efektivity hedgu sa musime najprv rozhodnut, vzhladom k aké-
mu riziku budeme efektivitu hedgu merat a akt mieru chceme pouzit na meranie
rizika. Casto sa ako miera rizika pouziva rozptyl alebo volatilita.

Ozna¢me si U hodnotu podkladového aktiva, a H nech reprezentuje hodnotu
nastroja hedgingu. Potom hodnota portfélia P pozostavajiceho z ich kombinacie

je danéa vztahom
P=U+h-H, (2.1)

kde h je tzv. hedge ratio, ktoré udava mnozstvo, hodnotu nastroja zaistenia,
ktoré je potrebné na zaistenie jednotky podkladového aktiva. Pre trhy, kde sa
hedging bezne vyuZiva existuje mnozstvo $tudii, ako spravne spocitat optimélne
hedge ratio. Cielom pri hedgingu je, aby sa hodnota portfélia P, v naSom pripade
zavizkov poistovni, menila minimélne.

Ako miera efektivity hedgingu sa pouziva

R=1— MR(P)/MR(U),

kde MR sme oznacili mieru rizika. Ako sme uz uviedli, najCastejsie sa vyuziva
rozptyl alebo volatilita. Ak je hedge perfektny, R dosahuje hodnotu 0.

Optimalizovanie hodnoty R je mozné vhodnou volbou hedge ratio. Ak sa
pouzije ako miera rizika volatilita za istych dopliujicich predpokladov je mozné
ukéazat, ze optimélne hedge ratio (ozn. h*) je dané ako:

h* = —pP- (O'U/O'H), (22)

kde oy a oy su volatility hedgu, respektive podkladového aktiva a p je ich vza-
jomné korelacia.
Pri vyuziti optimalneho hedge ratio zavisi efektivita len na korelacii medzi

expoziciou a hedgom
R =1—4/1—-p%

Pric¢iny neefektivnosti hedgu vyplyvaju z rozdielov medzi populéaciou portfélia
a referencnou populédciou nastroja hedgingu. Tou moze byt napr. populacia, na
ktorej je zaloZeny LifeMetrics index (pozri kapitolu [5). Ttto neefektivnost je moz-
né zmiernit opatrnou konstrukciou hedgu a pravidelnym znovu nastavenim jeho

14



parametrov. Stale vSak zostane urcité riziko, tzv. basis risk, ktoré zahrnuje statis-
ticku vyberova odchylku pri mensich populaciach a rozne rizikové charakteristiky
narodnej verzus podkladovej populacie. Statistickd chyba nie je problémom pri
la¢né riziko, o ktorom sme pisali v sekcii [2.1] Tieto rozdiely mozu aj nemusia byt
podstatné, zavisi to vzdy od Specifickych vlastnosti populéacie ako aj od vlastnosti
hedgu. V sprievodnom dokumente ku Lifemetrics [3] st na konkrétnych prikladoch
porovnané rozdiely medzi niektorymi populéciami ziskanymi z portfélia poistovni
a narodnych populacii podla Lifemetric indexu.

Z vyssie uvedeného vidiet, Ze prispdsobenim parametrov hedgu presne na na-
Su populéciu je mozné docielit vyssiu efektivitu hedgingu a vyhnut sa napr. ba-
sis riziku. Ale vznika tu podstatnd nevyhoda, a to likvidita takéhoto nastroja
hedgingu. Pri nizkej likvidite rastie aj jeho cena. Naproti tomu pri Standardi-
zovanych hedgoch st doba splatnosti, podkladova populacia a dalSie parametre
casto odlisné od nasej populécie, typicky su zalozené na narodnej populécii. To
sposobuje neefektivitu hedgingu. Vyhodou je vysoka likvidita, nizka cena, kratsia
doba splatnosti (tym sa znizuje kreditné riziko druhej strany v kontrakte). Vzdy
je potrebné ohodnotif velkost basis rizika a prinos prisposobenia hedgu na nase
portfélio. Podla toho sa hlad4 vhodny konsenzus medzi likviditou a prisposobenim
hedgu.

2.3.4 q- forward

Tento typ forwardu, oznacovany aj ako imrtnostny forward, je financény derivat
ktory moze byt pouzity, ak chceme vstipit do pozicie voéi riziku Gmrtnosti. A
kedZe riziko dlhovekosti je len inverzné voci riziku timrtnosti, moze byt vyuzity
aj na zaistenie proti tomuto riziku. Oznacenie ¢-forward odkazuje na pravdepo-
dobnost tmrtia ¢,, od ktorej priamo zavisi expozicia forwardu. Prvykrat sa tento
nastroj hedgingu rizika dlhovekosti a timrtnosti spomina v praci [5].

Organizdcia LLMA na svojich strankach (pozri dalej kapitolu [5]) zverejnila
template pre pouzitie v transakcidch a aj sibor v programe Excel pouZitelny ako
pomoc pri ohodnocovani tohto forwardu ([6]).

Definicia

g-forward je dohoda medzi dvoma subjektmi o budicej vymene hodnoty (istiny)
prisluchajicej realizovanej imrtnostnej miere v dany budici ¢as (floating leg) a
fixnej hodnoty podla timrtnostnej miery dohodnutej na zac¢iatku kontraktu (fixed
leg).

Floating leg forwardu odkazuje na budicu a teda neistii timrtnostnii mieru
danej populacie urcent nejakym indexom. Prave na tento tcel je vhodny napr.
Lifemetrics index alebo indexy Xpect, ktoré si popiSeme v kapitole [5], pretoze je
obecne akceptovany a pravidla jeho vypoctu st pevne stanovené. Fixed leg je
pevna miera, ktoru si jedna strana v kontrakte Zela dostat vymenou za zaplate-
nie hodnoty podla budicej realizovanej miery timrtnosti. Toky tychto platieb st
nacrtnuté na obrazku ¢. 2.2

Inak moZeme g-forward popisat ako bezkupénovy fixed-for-floating tmrtnost-
ny swap, ktory spociva len v jednej vymene platby v dobe splatnosti. Predajca
ochrany pred dlhovekostou je platca fixnej ¢iastky, kym kupujtci ochrany pred
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q-forward flows

Notional x mealized Aggregate Mortality Rate

Lﬂnue‘fity ———————————

Protection Buyer Langmaty

Protection Seller

(Floating Rate (Fixed Rate Payer)

Payer) <

Notional x Fixed Aggregate Mortality Rate

Obr. 2.2: Cash-flow prislachajici g-forwardu ([5])

dlhovekostou je platca plavajicej Giastky. Takyto forward sa moze uskutocénit
napr. medzi penzijnym fondom alebo déchodkovou poistoviiou (kupca ochrany
pred dlhovekostou) a Zivotnou poistoviiou (predajca ochrany pred dlhovekostou).
Ak je realizovana umrtnostna miera nizsia ako ocakavana, potom kupec ochrany
pred dlhovekostou dostane platbu, ktord mu kompenzuje straty na strane jeho
zévizkov.

Fixnd miera pri platbe je dohodnuta na zaciatku, je to vlastne odhad bu-
dicej hodnoty indexu zvysSeny alebo znizeny o néklady na vstup do transakcie
a upraveny o rizikovi prémiu pre investora preberajiceho riziko. Pri ocenovani
takéhoto kontraktu sa oceni kazdé vetva (floating a fix leg) zvlast, ich rozdiel
je cena forwardu. Na zaciatku platnosti kontraktu je ocakavana miera amrtnosti
rovna tej ¢o zafixujeme a tym padom cena kontraktu je rovna 0. Podrobnejsie
popisuje princip ocenovania publikicia vydana LLMA ([7]).

Pretoze g-forward umoziiuje vzajomné vynulovanie pohladévok, v dobe splat-
nosti 7' sa uskutocnuje len jedna platba vysky P:

P =istina x [(]realizovana (T) — Gfiz (T)] :

V pripade, ak je P kladné, kupec ochrany plati tuto ¢iastku a opacne.

2.3.5 s- forward

Tento typ forwardu je v zdsade velmi podobny v predoslej sekcii opisanému g-
forwardu. Prvykrat bol popisany o ¢osi skor ako g-forward, v préci [§]. s-forward
je dohoda medzi dvoma subjektmi o budtcej vymene hodnoty (istiny) prislicha-
jucej realizovanej pravdepodobnosti prezitia nazyvanej aj survival rate a fixnej
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hodnoty dohodnutej na zaciatku kontraktu. Oznacenie s- pochadza prave zo slova
survival.
Survival rate, teda pravdepodobnost prezitia na n rokov spocitame ako:

n—1

nPx = 1:[(1 - Qeri(t + Z))?

kde q,4(t +7) je jednoroéné pravdepodobnost tmrtia vo veku x + i v ¢ase t + i,
a podobne ako predtym sa znova ur¢i podla hodnot dopredu stanoveného typu
indexu, napr. uz spominaného Lifemetric a Xpect indexu. Pri odhade ceny kon-
traktu, je znova potrebny vlastny odhad budiicej imrtnosti. Na zaklade ocakavani
0 vyvoji tmrtnosti zaujme subjekt prislusni poziciu v tomto forwarde.
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3. Modely pouzivané k
predpovedaniu mortality

3.1 Zakladné delenie

Skisenosti z poslednych desafroci jasne ukazuj, Ze tmrtnost sa v ¢ase meni, preto
je vhodné pristupovat k modelovaniu amrtnosti dynamicky. To znamené, Ze napr.
ocakavana doba zivota vo veku x, oznacovana €, v nedynamickom kontexte, bude
odteraz reprezentovana é,(t) ako funkcia kalendarneho roku ¢ a pod.

Neexistuje jednoznac¢na hierarchia a delenie medzi réznymi metédami a mo-
delmi pouzivanymi na predpovedanie timrtnosti. Jeden z moznych pohladov je
nasledujuci:

Prva hlavna skupinu pristupov k predpovedaniu timrtnosti tvoria modely za-
lozené na extrapoldacii, co znamena odvodenie budicich pravdepodobnosti timrti
na zaklade dat z minulosti. Teda sa pritom predpoklada, ze trend v datach pozo-
rovany v minulosti bude pokracovat aj v budiicnosti. Pri takomto predpovedani
si v8ak treba daf pozor, pretoze nemusi brat do Gvahy rézne biologické faktory,
pokroky v medicine, alebo zmeny zivotného stylu. Takéto zmeny nebyvaja vy-
znamné v kratSom casovom horizonte, preto modely zalozené na extrapolacii su
vhodnejsie na kratkodobé predpovede. Napriek tomu sa pouzivaju aj pri dlhodo-
bych predpovediach (Lee-Carterov model). Tieto modely patria medzi najcastejsie
pouzivané.

Druhé hlavnéd skupina spociva v tom, Ze sa tmrtnost rozdeli podla pric¢iny
umrtia a predpovedaji sa miery tmrtnosti zvlast. Tieto modely sa nazyvaja
vysvetlujiice alebo pricinné. Vyhodu moze znamenat lepSie porozumenie pri¢indm
zmien v tmrtnosti. Vyznamny problém spociva v tom, ze medzi jednotlivymi
pri¢inami tmrtia existuji vzajomné vzfahy, ktoré je tazké presne identifikovaf,
napriek tomu sa bezne pouziva predpoklad nezavislosti. Velkd nevyhoda je aj
nespolahlivost rozdelenych dat oproti agregovanym datam, alebo problém urcit
pri¢inu smrti u starsich ITudi. Z uvedenych pri¢in mnohi analytici radSej pouzivaja
predpovedanie len pomocou agregovanej miery tmrtnosti, teda tieto modely sa
velmi nevyuzivaju.

Existuja aj iné pristupy k modelovaniu, ich stru¢ny popis s pripadnymi odkaz-
mi na dalsiu literatiru je mozné néjst v [3]. V dalSom texte sa budeme venovat
len extrapolativnym modelom. Poznatky uvedené dalej vychadzaju z knihy [IJ,
v ktorej je mozné najst podrobnejsie informécie s pripadnymi odkazmi na préce
inych autorov.

Extrapolativne modely st bud stochastické alebo deterministické. Zakladny
rozdiel je v tom, Ze pri stochastickom pristupe k modelovaniu sa pozerame na
pozorované hodnoty ako na realizdcie ndhodnych premennych, kym v determi-
nistickom pristupe povazujeme pozorované hodnoty za pevne dané ¢isla. Vyhoda
stochastického pristupu je v tom, Ze dokdzeme urcit nielen bodové odhady, ale aj
intervaly spolahlivosti pre budtcu tmrtnost. Nevyhoda je, Ze ¢asto potrebujeme
vhodné statistické predpoklady.
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Znacenie

Ak v dalSom texte hovorime o pozorovaniach Gmrtnosti pre dant populéciu, tak
tieto pozostavaji z pozorovani pre rozne veky, ktoré mozeme zahrnit do mnoziny
X = {zy,25...,2,}. Kazdd pozorovana veli¢ina zahriiuje aj ¢as pozorovania,
ktory je z mnoziny T = {t1,t,...,t,}.

V pripade, ak sa jedna o odhady parametrov, oznac¢ujeme ich ji,, i; a pod.

3.2 Redukc¢né faktory

Vztah medzi pravdepodobnostou tmrtia v ¢ase t vo¢i pravdepodobnosti tmrtia
v danom case t vo veku x mozeme vyjadrit:

kde t >t Veli¢inu R, (t —t) nazyvame redukcny faktor. Pokial miera imrtnosti v
Case klesa, redukény faktor by mal byt mensi ako 1. Ak chceme vztah zjednodusit,
mozeme predpokladaf nezavislost na veku x, tzn.:

R.(t—1) = R(t —1). (3.2)

Redukéné faktory predstavuja pristup k projekcii imrtnosti zalozeny na matema-
tickej formule, iny mozny pristup je grafickd metdda. V oboch, z matematického
hladiska zakladnych pristupoch k modelovaniu, deterministickom aj stochastic-
kom, sa stretneme s vyuzitim redukénych faktorov.

3.3 Deterministické modely

Uvazujeme predpoklad, Ze hodnoty pozorované v minulosti (v mnoZine rokov
T) moézu byt preloZzené nejakym trendom, najcastejSie pomocou exponencialne;
funkcie, a tento trend bude pokracovat aj v budticnosti. Potom sta¢i extrapolovat
tento trend do budiicnosti, aby sme dostali Zzelané odhady. Ddlezita je predovset-
kym volba mnoziny T. V pripadoch, ked méame k dispozicii pozorovania hlboko
do minulosti, nemusi byt vhodné ich zahrnit vSetky, ale obmedzif sa na kratsi
Casovy usek. Efekt pozorovani ddvno v minulosti by mal mat na predpoved len
maly vplyv, avSak pri ich zahrnuti do mnoziny T sa médZe stat, Ze budice hodnoty
ovplyvnia vyrazne.

3.3.1 Exponencialna formula

Velmi casto sa pouziva jednoduchy pristup, ktory predpoklada budici vyvoj
logaritmu pravdepodobnosti timrtia ¢, ako linearny. To znamend, ze pre h =
1,2,...,n — 1 existuje hodnota ¢, pre ktoru plati:

In qu(thsr) —In qu(tn) = —0z(th+1 — tn), (3.3)
teda (trr)
M ~ — _
qx(th) NeXP( 6$(th+1 th))? (34)



po oznaceni r, = exp(—0d,):

Ge(thin) o inin, (3.5)
qx (th)

K vypocétu vyrovnanych hodnét §,(t) je potrebné urcit parameter r,, napr.
pomocou metédy najmensich stvorcov. Casto sa pritom uplatiiuje obmedzenie

Vztah (3.5) naznacuje pouZitie extrapolativneho vztahu. Polozime ¢ = t,,
potom

4:(t) = a (E)Ti_t'
Podla vztahu (3.1) vidime, Ze redukény faktor sa d4 vyjadrit ako

Ro(t—1) =" = exp(=du(t — 1)), (3.6)

kde t > t,. Existuju a v praxi sa aj pouzivaju rézne zovSeobecnenia exponen-
cialnej formule, ktoré v nieCom vylepsuju vlastnosti zakladného modelu. Priklady
pouzitia je v pripade zdujmu mozné najst v [1]. Tieto pristupy zastupuju tzv.
horizontdlny pristup, lebo spocivaji na analyze tmrtnostného profilu v case.

3.3.2 1Iné projekcéné formule

Niekedy je vhodné pouzit exponenciilnu funkciu na iné funkcie ako pravdepodob-

nost timrtia, alebo ich transformécie, ako je napr. Sanca ¢,(t) = %‘ Formula
G (t)
In = + Bit (3.7)
Pa(t)

sa pouziva, ak pozorované zlepsenie imrtnosti naznacuje linearny priebeh loga-
ritmu Sance. To mozeme vyjadrit nasledovne:

eXpaz+5zt
p(t) = ————. 3.8
Nasledujuca formula reprezentuje linearnu extrapolacni metédu:
(1) = oy + Bat, (3.9)

kde 3, < 0 v pripade poklesu timrtnosti. Bezne sa vsak nepouziva, kvoli zjavne;j
nevyhode, Ze pre velké t je predpovedand zapornéd tmrtnost.

3.3.3 Zakony umrtnosti

Ak uvazujeme niektory zo zakonov tmrtnosti, je mozné vekovo-Specificka inten-
zitu tmrtnosti vyjadrit ako funkciu zévisli na niekolkych parametroch, ¢im sa
vyrazne redukuje dimenzia pri odhade.

Uvazujeme napr. pravidlo popisujtce intenzitu timrtnosti v dynamickom kon-
texte:

pa(t) = p(, a(t), B(1), . . ) (3.10)
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Pozorované data tvoria mnozinu

(Mr(t))xexﬂjET = (M£<t1)7 :ux(t2>7 s 7:U’3U(tn))x€X (311>
Pre kazdy kalendarny rok ¢, € X odhadnime parametre modelu
:ux(th) = (,0(-1',0(}”5]1,...) (312)

napr. metodou najmensich Stvorcov, alebo metédou maximalnej vierohodnosti.
Dostaneme tak mnozinu odhadnutych parametrov, v ktorej pomocou vhodnej
matematickej formuly urc¢ime parametre ako funkciu casu:

a1, Q.. 0 = o)

Blaﬁ%--'aﬁn :>ﬁ(t)

Projekcia tymto spésobom predstavuje vertikdlny pristup k predpovedi tmrtnosti,
lebo parametre st odhadované postupne pre kazdy rok zvlast. V pripade diago-
ndlneho pristupu parametre budu zavisiet na roku narodenia kohorty 7, inak
postupujeme podobne.

Ako priklad si mozeme uviest Gompertz-Makehamov zdkon timrtnosti, ktory
pri vertikdlnom pristupe definujeme ako:

pa(t) = A(t) + B(t)e(t)", (3.13)
kde t je kalendarny rok.

3.4 Stochastické modely

Stochasticky pristup berie do ivahy ndhodnost tmrtnosti. To znamena predo-
vsetkym:
e pozorované miery umrtnosti s vystupy nahodnjch premennych reprezen-
tujicich minuld tmrtnost,

e predpovedané miery umrtnosti si odhady nahodnych premennych repre-
zentujucich budicu tmrtnost.

Vysledok projekcie timrtnosti zahrnuje bodové a intervalové odhady budtcich
mier imrtnosti, pripadne inych demografickych ukazovatelov.

3.4.1 Age-period modely

Sem patria modely, ktoré pri ukazovateloch imrtnosti bert do iivahy len vek a c¢as
(age-period), na ktoré sa vztahuje prislusné veli¢ina tmrtnosti. Najvyznamne;jsi
v tejto skupine je urcite Lee-Carterov model, ktory predpoklada, ze intenzitu
umrtnosti je moZzné zapisat v tvare:

In 1. (t) = ay + Boke. (3.14)
Dal3i viznamny model je Cairns-Blake-Dowdov model v tvare:
@) _ 1
In—=- = : 3.15
npx 0 Ki + ki x (3.15)

Podrobny popis tychto modelov vratane moznosti odhadu parametrov uvedieme
v kapitole [4l
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3.4.2 Age-period-cohort modely

Tieto modely zahriuja oproti predchadzajicim modelom naviac kohortny efekt,
teda rok kedy boli uvazovani jedinci narodeni. Modely zahriiujtce vek, periddu aj
kohortny efekt oznacujeme v skratke A PC modely. Ak si oznac¢ime ¢ rok narodenia
kohorty, plati vztah:

c=1—ux,

kde t je cas, ku ktorému sa vzfahuje tmrtnost a = je vek osoby. Je dobré si
uvedomit, ze periodické efekty zahrnuju siucasné faktory ovplyviiujice tmrtnost,
ako napr. stav zdravotnictva v krajine. Naproti tomu, kohortny efekt zahrnuje
historické faktory, napr. generacie ovplyvnené I. alebo II. svetovou vojnou maja
vys$Siu tumrtnost.

Problém pri implementacii projekénych modelov zahrnujticich kohortny efekt
je potreba dat hlboko do minulosti, ktoré st len zriedka pristupné.

Medzi APC modely patri ¢asto pouzivany zovseobecneny Lee-Carterov model,
ktory vo svojej praci [9] navrhli Renshaw a Haberman. Model sa vyjadruje v
nasledovnej forme:

log . (t) = o, + Béo) Ly + ,6:5,1)/@, (3.16)

ktora méa na rozdiel od modelu (3.14) naviac ¢len ¢;_, vyjadrujaci kohortny efekt
v dynamickom zmysle, ktory je zavisly na roku narodenia. Velkost vplyvu tohto
kohortného efektu sa odlisuje podla veku ¢lenom 3. Podrobnejsi popis najdeme
opét v kapitole [4]

ZjednodusSenie tohto modelu je Currie Age-Period-Cohort Model, navrhnuty
v [10]. Predpoklada, ze vekovy, periodicky a kohortny efekt ovplyviiujia tumrtnost
nezavisle. Moze byt vyjadreny vo forme:

log piz () = vy + Ly—y + K. (3.17)

3.4.3 P-spliny

Spliny su funkcie definované po ¢astiach polynémmi. Ked vsetky tieto polynémy
maju stupen najviac r, hovorime, Ze spline je stupria r. Je mozné ukazaf, Ze
pre dany interval a danych m uzlov splinu, mnozina splinov stupna r vytvara
vektorovy priestor s dimenziou d = m + r + 1. Kazdy spline z tohto priestoru
je mozné vyjadrit ako linedrnu kombinaciu prvkov bazy priestoru. Ak ma takyto
vektorovy priestor dimenziu d, pocet prvkov bazy bude tiez rovny d. Pre dant
bazu st koeficienty linearnej kombinécie urcené jednoznacne. Ddlezity je vsSak
vyber takejto bazy, ¢o je zakladny krok v procese vyrovnavania pomocou splinov.

Uvedme si priklad: pozadujeme, aby spline bol ”¢o najblizsie” k danym déatam:

(1:17 Zl)a (1'2, 22)7 CII) (Inv Zn)v

kde z; oznacuje veky a z; prisluSnt mieru amrtnosti. Ako mieru kvality odhadu
mozeme zvolif sucet Stvorcov rezidui:

Zi: [s(zn) — 2],

kde funcia s oznacuje spline, ktory chceme odhadnit. Tento je mozné vyjadrit ako
linearnu kombinaciu prvkov bazy by, bs, . .., by a teda nasa tloha je minimalizovat
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funkciu

2
n d

Gy, Y20 -5 7a) = D [( ’yjbj> —zh] .
h=1 7=1

Pri minimalizacii takejto funkcie mézu v praxi nastat rézne vypoctové problémy.
Vypoctovi naroc¢nost je ale mozné redukovat vyberom vhodnej bazy, konkrétne
takej zlozenej z tzv. B-splinov.

Vratme sa k vyrovnévaniu tmrtnosti pomocou P-splinov. Zakladom je 2-
rozmernd metdda vyrovnavania zalozené na B-splinoch zavedenych v [11]. Formal-
nu definiciu B-splinu a jeho presnejsi popis a vyuzitie je mozné najst napr. v [12].
Idea pouzitia jednorozmernych B-splinov spoc¢iva vo vybere bazy tak, aby kazdy
spline v nej bol nulovy mimo urcitého intervalu. Dvojrozmernu verziu jednoroz-

mernych B-splinov dostaneme vynasobenim prislusnych prvkov jednorozmerného
pripadu. Model bude:

log po(t) = > 6;;B; (1), (3.18)
i\j
kde B;j(x,t) = B;(z) - Bj(t) a kde B, j(x,t) a 6;; st parametre odhadnutelné
z dat, B;, B, st prislusné jednorozmerné spliny. B-spliny mozu poskytnaf velmi
dobry odhad, avsak na tkor hladkosti vyslednej krivky.
Metéda P-splinov sa snazi prekonaf prave tento problém, zavedenim penali-
zovanej vierohodnostnej funkcie. Pre Lee-Carterov model ma takato funkcia tvar:

kde A\, \; st vahy odhadnuté z dat a P,(0), P,(0) st penalizacné funkcie. Typicka
volba pre kvadratické penaliza¢né funkcie je

Po(0) = (0;; — 201 + 0;_2)°, (3.20)
4,7
P0)=> (0i; —20; ;-1 + 0; ;)" (3.21)

irj

Népad pouzit P-spliny nie len na vyrovnavanie imrtnostnych dét, ale aj na
predpovedanie navrhli prvy krat CMIB (Continuous Mortality Investigation Bu-
reau) v roku 2005. Vdaka tomu sa vo Velkej Britéanii P-Spline model tesi velke;
oblube. CMIB ho totiz implementovali do volne pristupného softwaru. Tento soft-
ware bezi na baze R, umoziiuje aj odhad parametrov a predpoved Lee-Carterovho
modelu, ale s obmedzenymi $pecifikaciami pri predpovedani ¢asovych radov po-
mocou ARIMA modelu. Detailnejsi pohlad na model vSak ukazal, Ze sa skoér hodi
na vyrovnavanie historickych dat ako na projekcie do budicna, vid [13].
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4. Stochastické modely a ich
vzajomné porovnanie

V tejto kapitole si spomenieme niektoré vyznamnejsie modely, ktoré patria k
stochastickym modelom. Zamerame sa hlavne na Lee-Carterov a Cairns-Blake-
Dowdov model a rozsireny Lee-Carterov model (niekedy nazjvany Renshaw-
Habermanov model). Nacértneme ich vyhody a nevyhody a ukéZeme moznosti
ako pomocou tychto modelov predpovedat budiicu tmrtnost. Vysvetlime aj spo-
sob ako je mozné ziskat intervaly spolahlivosti. Tato kapitola vychadza z prac [1]
a [3].

4.1 Lee-Carterov model

V roku 1992 navrhli Ronald D. Lee a Lawrence R. Carter v praci [14] extrapolativ-
na dlhodobé predpovede agregovanych veli¢in tmrtnosti, ako napr. ocakavana
doba zivota. Vdaka tomu nasiel model svoju oblubu u aktuarov zaujimajuicich
sa 0 vypocty zivotnych anuit a rezerv. Model nie je uréeny na spolahlivii pro-
jekciu tmrtnostnych mier pre konkrétne veky. Pre konkrétne veky, alebo aj ak
nas zaujimaji zmeny v kratSom cCasovom tuseku, je vhodné pouzit iny model.
Lee-Carterov model patri dnes k najcastejSie pouzivanym modelom, dockal sa
mnohych rozsireni a tprav ([15]), aj od samotného autora ([16]).

Lee—Carterovéd metodolégia sa ukéazala ako elegentné a efektivne rieSenie na
predpovedanie demografickych ukazovatelov, vratane imrtnosti. Ziskala si Siroké
uznanie, o com svedci aj fakt, ze je pouzivana ako benchmarkova metéda ame-
rickym Statistickym tradom (US Bureau of the Census).

V tejto kapitole uvazujme predpoklad konstantnej intenzity timrtnosti v ramci
roku, teda

st +6) = () (a1)
pre 0 < &,& < 1lat >0,z > 0. Za platnosti [4.1] plati (porovnaj s (1.5))):
Ha(t) = ma(t). (4.2)

Model Lee-Cartera pouziva logaritmus intenzity imrtnosti, pre ktory predpokla-
da:
In :uz(t) = Oy + ﬁx’{t- (43)

Parametry mozeme interpretovat nasledovne:

a, je vekovo Specificky parameter nezavisly na case, udava priemerni troven
umrtnosti,

B opisuje citlivost miery tmrtnosti m,(t) podla veku na zmenu parametru r,
k¢ sa jediny meni v priebehu Casu, predstavuje Groven timrtnosti v case t.

Pri aplikécii modelu sa najprv odhadnt parametre ay, 3., k; najcastejsie po-
mocou dalej opisanych metdd- metddy najmensich $tvorcov alebo metddy ma-
ximalnej vierohodnosti. Dostaneme odhady &, Bx, k¢ a dalej pri predpovedi do
budtcnosti modelujeme hodnoty parametru x; ako ¢asovy rad.
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Pre predpovede zac¢inajuce rokom t,, pre t > ¢, plati:
M () = exp(du + Bukie) = Malt) exp |Be(ky — fir,)] -

Uvedomme si, ze miera tmrtnosti m,(t) je pre t > t,, modelovana ako ndhodny
proces spocivajici na nidhodnom procese k;, z ktorého méZzeme spocitat inter-
valy spolahlivosti aj pre predpovedané hodnoty m,(t). Cely postup si podrobne
popiseme v dalsom texte.

Parametre modelu nie je mozné uréit jednoznacne, preto je vhodné uvazovat
ur¢ité obmedzenia. Volba vhodnych obmedzeni je subjektivna zélezitost, najcas-
tejsie sa v literattre pouzivaju obmedzenia (pouzivané aj samotnymi autormi LC
modelu):

tn
Zﬁlt = 0,

t=t1

Yo Be=1, (4.4)
=1
ktoré budeme vyuzivat aj my. Dolezité je, Ze volba obmedzeni nemé vplyv na
kvalitu modelu.

4.1.1 Metdéda najmensich Stvorcov

Na odhad parametrov modelu existuje niekolko sposobov, ¢asto pouzivany je
odhad metddou najmensich Stvorcov, ktory navrhuju Lee a Carter v [14].
Uvazujme Statisticky model:

In m(t) = ag + Bek + €:(t) (4.5)

pre pozorované veky x € X a prislusné roky pozorovani ¢t € T. Tu je 7, (t) sku-
tocne pozorovana miera imrtnosti a ex (t) je ndhodné veli¢ina s nulovou strednou
hodnotou a konstantnym rozptylom o2, ktord zahrituje ostatné vplyvy nezahrnu-
té v modeli.

Préwe predpoklad homoskedasticity, teda konétantného rozptylu pre vSetky veky
tyl. Ak vSak pouzivame data, kde bola miera tmrtnosti 1, (t) vo vysokych ve-
koch dosiahnuté extrapolaciou, predpoklad homoskedasticity mézeme povazovat
za splneny. Ak sa naviac pri predpovedi zamerame len na vyssi vek (napr. 60 a
viac), tak rozdiely v rozptyle s naozaj zanedbatelné. Uvedomme si, Ze model
(4.5) nie je klasicky regresny model, pretoZe na jeho pravej strane nie su ziadne
pozorovatelné veli¢iny.

Funkcia, ktorti chceme minimalizovat ma tvar:

Ops(a, B, k) = 5, 34y, (In 1ha(t) — o — Bukie)” (4.6)
Najprv odhadneme parameter a,: polozme %O LS rovné 0 a dalej upravujme
tn

t=t1

S i) - s = 53k (48)

t=t1 t=t1 t=t1
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VyuZijeme obmedzenie (4.4)

ZlnmJU = (t, —t1 + Da,

t=t1

a dostaneme odhad

Oy = In my(t 4.9
tn —t1+1tzt:1 (4.9)

Pri uréeni odhadu parametrov (, a k; pouzivaju Lee a Carter v praci [14]
postup pomocou metédy Singular Value Decomposition (SVD).

Singular value decomposition

Uvedme si nasledovnt vetu vo variante, v ktorej uvazujeme len realne ¢isla. V
nasom pripade sa o variantu s komplexnymi ¢islami nemusime zaujimat.

Veta 1 Nech M je redlna m x n matica s hodnostou r. Potom existuje rozklad
M=UxvV" (4.10)

kde U je m xm ortogondlna matica, 3 je m X n diagondlna matica s nezdpornymsi
cislami na diagonale a 'V je ortogondlna n xn matica. Diagondlne zlozky matice 3
sa nazyvaju singuldrne hodnoty matice M. Pocet nenulovych singuldrnych hodnot,
r, je rovny hodnosti matice M. Stlpce matice U (resp. V) nazjvame lavé (resp.
pravé) singuldrne vektory. Plati, Ze

o lavé singuldrne vektory M si vlastné vektory matice MMT,
o pravé singuldrne vektory M si vlastné vektory matice MT M,

e nenulove singularne hodnoty matice M su odmocniny z nenulovych vlast-
ngjch hodnot matic MM7T a MTM.

Dokaz je mozné najst napr. v praci ([17]).

Zvycajne sa diagondlne zlozky matice X zoradia podla velkosti, v takom pri-
pade je matica ur¢end jednoznacne. Maticu M je mozné aproximovat pomocou h
najvicsich hodnot

h
M=UsV" =Y o) (4.11)

kde o; oznacujeme diagonalne zlozky matice . Vektory u; a v; oznacuja pravé,
resp. Tavé singularne vektory matice M.

Vrafme sa k odhadu parametrov. Aplikujme SVD rozklad na maticu centro-
vanych logaritmov miery tmrtnosti Z = (In 1, (t) — &), x T PoZadované

odhady Bl, a A; minimalizuja:
OLS(/87 Ii) = xr= £E1 Zt =t1 ( ( ) - ﬁiﬂlit)2 (4]‘2)
RieSenie ziskame SVD rozkladom matice Z. Zavedme $tvorcovii maticu Z*Z s

rozmermi (¢, —t; + 1) X (t, — t; + 1), ozna¢me u; vlastny vektor prislichajici
jej najviicej vlastnej hodnote \;. Ekvivalentne zavedme maticu ZZ” a jej vlastny
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vektor v;. Najlepsia aproximacia matice Z v zmysle metédy najmensich stvorcov
s vyuzitim len prvej najvicsej hodnoty je:

~ T T
27" =+ \iviu;.
7 toho mézeme odvodif zéver:

G = % a (4.13)

k= )\1?)111, (414)

kde sme v oznacili stcet po zlozkach vektoru vy, predpokladame v # 0. B , Tesp.
k oznacuje odhadnuty vektor parametrov (Bw)x <X Tesp. (At), -

Povodny Lee-Carterov model zahrnuje len prvi zlozku singularneho rozkladu
matice Z. V principe je mozné zahrnif aj viac zloziek SVD rozkladu. Uplnj model
ma tvar:

In e (t) = a, + 3 VR, (4.15)
j=1

kde r je hodnost matice Z a ﬁg[g],m,[fj] dostaneme ekvivalentne ako 1”’

pomocou zvysnych vlastnych hodnot a vektorov matice Z.

Niektori autori sktsali pouzit vyssi rad ako 1, napr. v praci [18] testuju autori
zahrnutie druhého radu do modelu, ale nepodarilo sa im ukazat, Ze by sa zlepgila
kvalitu modelu.

Alternativou k odhadu pomocou SVD rozkladu je Newton-Raphsonova meto-
da, vid [1].

Ako sme uz vySSie naznadili, teraz ked mame odhad vSetkych parametrov,
je mozné odhadnut parametre &; znova. Dovod je v moznom vzniku velkych
nepresnosti pri pouzivani logaritmu miery amrtnosti. Ako bolo navrhnuté v praci
[16], nemal by byt ziadny rozdiel medzi skutoénym poctom tmrti v danom roku
a ofakévanym poctom podla modelu. Preto novoodhadnuté hodnoty &; musia
vt € T splitat rovnost:

Z Dy = Z Eu eXP(dx + B:p"ft) (416>
T=x1 T=x1

kde E,; je centralna expozicia umrtnosti, teda velkost populécie Celiacej riziku
smrti vo veku x v Case t, D, je poCet mrtvych vo veku z a v case t, rovnako
ako v sekcii . Rovnica (4.16)) nemé explicitné rieSenie, je potrebné postupovat
numericky, napr. pomocou Newton-Raphsonovho algoritmu.

Parametre odhadnuté jednotlivymi metédami nespliiaji obmedzenia na jed-
nozna¢nost ([4.4). Preto nahradime:

0y + PR — g, (4.17)
(K —R)Pe +— Ky, (4.18)
Be/Be + fa, (4.19)

kde % je priemer pévodnych k; a 3, je sucet péovodnych S,.

27



4.1.2 Metéda maximalnej vierohodnosti

Ind moznost odhadu parametrov je pomocou metody mazimdlnej vierohodnosti,
¢o je vlastne alternativny model k Lee-Carterovmu modelu navrhnuty v praci
[18]. Predpokladajme platnost rovnosti ([4.I). Pri takomto odhade musime mat
k dispozicii po¢ty tmrti D,; a k tomu zodpovedajice expozicie v riziku F,;.
Pri tejto metéde predpokladame, ze D,; méa Poissonovo rozdelenie so strednou
hodnotu Epu,(t) = Euexp(a, + Beki), ktord zodpovedd tomu, ze plati Lee-
Carterov model . To zapiseme ako:

Dy ~ Po(Ey exp(ay + Brkt)). (4.20)
MobzZeme si zostavit vierohodnostnt funkciu:

L(, 8, K| Dy, Eyy) = 127, T, (Eut exp(az+Baki)) Pat exp(— Bppelar+im))

=1 Dyt!

a nasledne logaritmicko-vierohodnostna funkciu, ktora je vyhodnejsia z vypo-
¢tového hladiska:

E(Oz, Ba /{|Da:t7 Ea:t) = iﬁfl Ziltl (Dact(aa: + /Bx/{t) - Eact eXP(Oéa: + Bx’it)) + C,

kde ¢ oznacuje ¢leny nezavislé na parametroch. Pozadovany odhad parametrov
dostaneme maximalizaciou logaritmickej funkcie podla parametrov. V tomto pri-
pade nie je potrebné narozdiel od predoslej metédy upravovat parametre r;, pre-
toze pouzivame priamo pocty umrti. Odhady sa este upravia podobne ako pri
predoslej metéde odhadu parametrov, aby spliiali obmedzenia (4.4)).

4.2 Cairns Blake-Dowdov model

Model navrhnuty v [19] je stochasticky model navrhnuty na modelovanie mor-
tality prioritne vo vyssich vekoch. VyuZiva relativnu jednoduchost (t.j. takmer
linearitu logaritmu ¢, (¢)) krivky tmrtnosti vo vyssich vekoch. Patri medzi mo-
dely s dvoma faktormi, pouziva priamo pravdepodobnosti tmrtia ¢, (¢) namiesto
miery umrtnosti m,(t). Model méZzeme definovat ako:

qx(t)
Pa(t)
Podstatny rozdiel oproti modelu Lee-Carter popisanému v predoslej kapitole je,
ze CBD model méa dva casové rady /@[311, K?]. Tieto ovplyvinuju rézne veky roz-
nym spdsobom, ¢o znamené nekorelovanost imrtnostnych mier v rdéznych vekoch
v priebehu casu. Lee-Carterov model naznacuje presny opak, teda dokonala ko-
relaciu. Preto vyhoda CBD modelu oproti Lee-Carterovmu modelu sa zvysuje
s dlzkou dét, ktoré pouzivame pri kalibracii modelu. Na odhad parametrov je
mozné znovu pouzit metodu najmensich Stvorcov. Konkrétne, majme regresny
model:
¢ (1)

Pa(t)
kde €,(t) st chybové ¢leny, ktoré st nezavislé, identicky rozdelené rozdelené s
normélnym rozdelenim so strednou hodnotou 0 a s konstantnym rozptylom o2.
Funkcia, ktort minimalizujeme ma tvar:

In =k 4+ kP, (4.21)

In =k + 5Pz 4 e, (1), (4.22)

Oy(k) = X bm (ln

4z
=1 -

p

¢ 1] 2 )2
- =it

) Ky — Ry
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Uvedomme si, ze v tomto pripade je dvojica (/i,[fl], /<;,[52]) odhadovana pre kazdé

t zvlast, na rozdiel od Lee-Carterovho modelu(4.6). Opét existuju aj iné spo-
soby odhadu parametrov, ktoré tu neuvadzame, podobne ako to bolo pri Lee-
Carterovom modeli.

4.3 Porovnanie Lee-Carterovho a Cairns-Blake-
Dowdovho modelu

Vymenujme si hlavné klady a zapory oboch doteraz spomenutych modelov, po-

dobne ako je to na webovej stranke http://cbdmodel.com/ od autorov CBD mo-

delu.
Klady Lee-Carterovho modelu:

e robustnost

e jednoduchy model s jedinym faktorom vyjadrujicim dynamiku tmrtnosti
v Case

e dobry fit cez siroku skalu vekov

Zapory Lee-Carterovho modelu:

e nedostatoéna hladkost vo vekovom parametre o, (Specidlne v malych po-
puléciach)

e neumoznuje zahrnit zlepSenia imrtnosti v roznych vekoch v réznych ¢asoch

e vekovy parameter o, ovplyviuje trend aj neistotu v danom veku, a preto
to vedie k moznému podceneniu neistoty v pozorovanej imrtnosti, zvlast
vo vysokych vekoch

e umrtnostné miery v ramci roznych vekov s perfektne korelované, lebo je
to jednofaktorovy model

Klady Cairns-Blake-Dowdovho modelu:

e zakladd sa na pozorovani, Ze logaritmus tmrtnostnych mier je priblizne
linedrny pri vekoch nad 40

e pouziva 2 periodické parametre zachytavajtce trendové zlepSenia timrtnosti
(intercept, level term) a réznu dynamiku pri roznych vekoch (slope term)

robustnost

jednoduché vekové parametry

moznost fahko zahrnit neistotu v parametroch

Zapory Cairns-Blake-Dowdovho modelu:

e dobry odhad pri vic¢som rozsahu vstupnych dat, avsak vSeobecne nie taky
dobry ako LC: LC lepsie zachytava nelinearitu v imrtnostnych krivkach pri
nizsich vekoch.
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4.4 Dalsie aspekty modelov

V predoslych sekciach sme si ukézali, ako by bolo mozné prist k odhadu paramet-
rov modelu. Skor ako sa pokusime urcif predpovede timrtnosti do budicnosti, je
vhodné sa zamyslief nad nasledujicimi problémami:

Vyhladzovanie. Projekéné tmrtnostné tabulky, ktoré pouzivaju aktuari pri
predpovedani, by nemali vykazovat Ziadne nepravidelnosti. Preto sa pouzivaju
rozne pristupy, vdaka ktorym napr. vysledné hodnoty pravdepodobnosti timrtia
vzdy s vysSim vekom rasti.

Napr. Lee-Carterov model umoziiuje velku flexibilitu v parametroch a.
Parametre «,, st hladké, pretoze s pocitané ako priemer. Parametre x; su Casto
dost nepravidelné, ale ich predpovedou ziskame hladky ¢asovy rad. Preto zostava
len vyhladif ., aby sme dostali projekéné tabulky s imrtnostou, ktord nebude
vykazovat Ziadne nezelané vykyvy. Je to mozné napriklad pouZitim upravene;
verzie funkcie -tzv. penalizovanou metédou najmensich stvorcov, ktora bude
urcitym sposobom penalizovat velké vykyvy v parametroch S3,. Alebo je mozné
vyuzit jednodimenzionalne P-spliny. Podrobnejsi popis aj s odkazmi na dalSiu
literattru je mozné najst v [I].

Optimalna kalibra¢na doba. Dalsi délezity krok je zvolenie spravneho roz-
sahu dat, na zdklade ktorych budeme robif projekcie periodickych parametrov
K¢. Je uz intuitivne jasné, ze data hlboko do minulosti by nemali mat na buda-
cnost ziadny vplyv. Viacero autorov sa zaoberalo touto otdzkou a navrhli rézne
postupy, prehlad ktorych znovu nédjdeme v praci [1J.

Rezidua. Vsetky modely st zalozené na regresii, preto ich kvalitu je vhod-
né zhodnotif aj pomocou rezidui. Nedostatok ndhodnosti indukuje systematickt
chybu, ako napr. nezahrnutie kohortného efektu. V pripade odhadu metédou naj-
mensich Stvorcov, je vhodné pozriet sa na Pearsonove rezidud, ktoré su pre LC
model tvaru:

&t
Tet = - (I)m ~ - > (423)
\/(wm—ml)(tn—trﬁ-l) Z$:$1 Zt:tl (El’(t))
kde &,(t) = In i, (t) — diy — Boie. Pre CBD model maju tvar:
"
() , (4.24)

Tat = 1 T tn ~
\/(sz—:c1—1)(tn—t1+1) Zz:xl Zt:tl (Ex(t))2

kde €,(t) = In 228 — &Y — &2, Ak nenajdeme Fadny vzor vo funkcii rezidui
(x,t) —> ry, znamena to, ze model spravne zachycuje trendy vo vyvoji timrtnos-

ti.

4.4.1 Modelovanie casovej zlozky modelov

Dolezitym aspektom v oboch modeloch je modelovanie ¢asovej zlozky k;, resp.
HE”,H?), ktora povazujeme za nahodny proces. Na predpovedanie sa vyuziva

Box-Jenkinsonova metodoldgia v ramci modelov ARIMA.

30



Casovy rad {r;} je mozné popisat ARIMA (p,d,q) modelom, ak:
Vi = 01 Vi%i 1+ .o+ 0V + &+ 0161+ 0 g (4.25)

kde ¢, # 0, ¢, # 0 a & je Gausovsky biely Sum s rozptylom ag > (. Parameter d
urcuje diferenciu radu. V pripade, Ze je ¢asovy rad stacionarny, tak d = 0. Ddle-
7ité je spravne zvolit parametre p, d, ¢ modelu. K tomu sa pouzivaju standardné
techniky popisané napr. v [20].

Modelovanie Casovej zlozky Lee-Carterovho modelu

Lee a Carter vo svojej povodnej praci [14] navrhuja pouZzitie modelu ARIMA(0,1,0).
Lee a Carter nepredpisuju tento model pre vSetky situacie, napriek tomu je vy-
hodny v mnohych situaciach. Takyto model je ndhodna prechadzka s driftom, v
nasledujicom tvare:

K = Ke1 +d+ &, (4.26)

kde &, st nezavislé a normdlne rozdelené so strednou hodnotou 0 a rozptylom o2,

d je drift. Plati:

K
Rtk = K, +kd+ Y &g (4.27)

J=1

Bodova predpoved ¢asového indexu teda je
/':”uthrk =E [/ﬁtn+k|l€tl, ey /itn] = Rt, + kd, (428)

¢o znamenad, ze budice hodnoty lezia na priamke so smernicou d. Podmieneny
rozptyl je:
Var [K/tn-i-k‘|l{/t17 Ce ,/{tn] = k:0'27 (429)

z ¢oho zase vidief ako rastie chyba s dlzkou predpovede.

Hoci sa teraz snazime o vyrovnanie hodnét parametrov, buduci vekovy profil
umrtnosti sa Casom stava menej vyrovnany, "kostrbaty”. Poukazal na to Girosi
v préaci [21]. To je dovod k tomu, Ze Lee-Carterov model sa pouZiva castejSie na
predpovedanie agregovanych ukazovatelov, ¢o sme si uZz spominali pri zavedeni
LC modelu.

Vdaka pouzitému modelu st k; —k;_; nezavislé s rozdelenim N(d, 0?). Odhady
parametrov d a o2 pomocou metédy maximalnej vierohodnosti st:

d= "t " (4.30)
tn — t1
1 & N2
~92 A ~
= — R —d) . 4.31
o PE— t:Zt2 (/‘ft Kt—1 ) ( )

Modelovanie ¢asovej zlozky CBD modelu

V tomto pripade mdZeme zopakovat to isté ako v predoslom pripade, zvlast pre
obe casové zlozky mﬁ” , mﬁg). To vsSak nestadi, tieto vysledky by sme mali doplnit
. , . s ) oM @) . ,
aj o analyzu dvojrozmerného ¢asového radu k; = (k; ', k). Viac o analyze

viacrozmernych ¢asovych radov je mozné najst v ucebnici [20]. V tejto praci si
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uvedme odhady len pre jednoduchy pripad dvojrozmernej ndhodnej prechadzky.
V takom pripade dynamiku radu x; modZeme popisat:

Ky = k) = i +di+ g
i = K+ dy+ &7,

kde dy, dy st drifty, & = (¢, &) sit nezavislé dvojice s dvojrozmernym normal-
nym rozdelenim V¢ € T' so strednou hodnotou 0 a rozptylovou maticou

2
0'1 J12
Z — 2 .
012 0'2

Odhad parametrov driftu dostaneme ako

L= B TR g (4.32)
t, —t1
Marginalny rozptyl x; odhadneme ako:
1 o i i 5 .
52 = SR R —d)? i=1,2 (4.33)
th =l t=to
a kovarianciu odhadneme ako:

X 1 tn—1tp,—1 X . R A A .

G1g = Yo N R - & —d) (R - AP - dy). (4.34)

4.4.2 Predikcéné intervaly

DoterajSie projekcie imrtnosti ndm toho nepovedali vela o neistote spojenej s
predpovedou. K tomu je vhodné vyuzit intervaly spolahlivosti pre budice Gmr-
tnostné miery. V tejto kapitole prejedndme urcenie tychto intervalov v ramci
Lee-Carterovho modelu, v principe je mozné rozsirit postup aj na CBD model.

Urd¢it predikéné intervaly analyticky je zlozité, az nemozné. Je to sposobené
roznymi zdrojmi neistoty pri predpovedi. Konkrétne:

e nepresnost v odhade parametrov o, ., k; pri fitovani modelu
e neistota v ARIMA projekcii budicich hodnét x;.

Ak chceme uréit intervaly spolahlivosti pre niektoré funkcie ako o¢akdvand doba
zivota €,(t), pridava to dalsie komplikacie spojené s uréenim intervalu spolahli-
vosti.

Ak by sme uvazovali dlhsi ¢asovy horizont predpovede, viac ako 10-25 rokov,
potom podla préace [I4] chyba spojend s predpovedou k; vyrazne dominuje inym
typom chyby, ktoré moéZzeme zanedbat. Predikéné intervaly zaloZené len na r; vSak
vyrazne podcenuju chybu predpovede v kratSom casovom tuseku. Aby sme ziskali
lepsi odhad chyby predpovede, je potrebné zahrntat oba zdroje neistoty.

V podobnych pripadoch sa vyuzivaja metody bootstrap. Ich podstata spociva
v opakovanom vybere z povodnych dat, ¢im dostaneme mnozinu dat, na zaklade
ktorej dokazeme urcit variabilitu povodnych.
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Odhad pomocou bootstrapu

Procedtra bootstrap nam poskytne B vyberov naSich parametrov, ozna¢me ich
a’ B kb kde b = 1,..., B. Mozeme ich dostat viacerymi sposobmi, napr. me-
tédami Monte Carlo, Poissonovym bootstapom alebo rezidualnym bootstrapom.
Podrobnejsi popis s odkazmi na dalSiu literattru najdeme opét v praci [1J.

Na zéklade povodnych parametrov k; uré¢ime parametre p, d, ¢ modelu ARI-
MA. S pouZitim bootstrapovych vyberov x? uréime pre konkrétne b projekciu
¢asového radu k¥ pre t > t,, ale s pouzitim povodnych parametrov p,d,q. Tym
sme dostali B realizacii o?, 8%, k¥ a projektované x?. Na zaklade nich mézeme
spoc¢itat B réznych scendrov pre vyvoj umrtnosti. Pomocou tychto scenérov je
mozné spocitat dalSie imrtnostné funkcie podla ndsho zaujmu, ako napr. kohort-
ni oc¢akavant dobu Zivota ef (t).

Ak pozname é°(t) pre b = 1,..., B a konkrétny vek x a ¢as t, udava nam to
empirické rozdelenie &/ (t), na zdklade ktorého uréime interval spolahlivosti pre
tato veli¢inu. Takyto interval spolahlivosti uz zahfna vSetky druhy chyb, ktoré
uvazujeme.

Intervaly spolahlivosti mozeme vykreslit do tzv. ”fan charts” | kde st jednotlivé
trovne spolahlivosti vyznacené farebne s roznymi $kalami, po ktorych sa menia

farby. V praktickej casti tejto prace sa nachadzaju aj tieto grafy.

4.5 Rozsirenie Lee-Carterovho modelu o kohort-
ny efekt

V tejto kapitole si zavedieme model zahnajici aj kohortny efekt. Najprv je ale
vhodné vysvetlit, ¢o kohortny efekt vlastne znamena.

4.5.1 Kohortny efekt a jeho pric¢iny

Struc¢ne sme si o kohortnom efekte povedali uz v kapitole [3| pri stochastickych
modeloch. Venujme sa teraz tomuto pojmu podrobnejsie.

Kohortou oznacujeme skupinu 0s6b urceni nejakymi konkrétnymi demogra-
fickymi udalostami v rovnakom ¢asovom intervale, napr. kohorta deti narodenych
v roku 1997, kohorta zien, ktoré uzavreli manzelstvo v roku 2004 a pod.

Kohortngm efektom rozumieme konkrétny raz skupiny oséb ohranic¢enej ¢asom
a danou demografickou vlastnostou, ktorou je pre tucely tejto prace rok narodenia.

Pozorovanie tmrtnosti v narodnych populaciach prinieslo zaujimavé vysledky.
Nielenze sa timrtnost ¢asom znizuje, ale existuji generédcie Iudi, u ktorych je
to vyraznejSie ako v inych generacidch. V dalSom texte budeme pod pojmom
kohortny efekt rozumiet prave takéto zniZenie.

Pri¢iny vzniku kohortného efektu je vhodné ilustrovat na pripade Velkej Bri-
tanie. V tejto krajine je kohortny efekt velmi vyrazny, ¢o potvrdzuju reporty
Government Actuary s Department [22, 23] 24]. Tyka sa to hlavne generécii na-
rodenych medzi rokmi 1925 az 1945, ktoré vykazuju vyrazne lepSie zlepsenia tmr-
tnosti ako predoslé, ale aj ako nasledujiice generacie.

Vyznamnym faktorom v zivote tychto generacii je vypuknutie druhej svetove;j
vojny. StarsSie generacie zazili vojnu v aktivnom veku, kym jedinci narodeni po
roku 1925 sa vojny uz priamo nezucastnili.
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Strava v povojnovej Britanii mohla mat na zdravie a vyvoj jedincov zo ski-
mananej kohorty tiez pozitivny prinos. Potraviny boli sice zvic¢sa na pridel, ale
podla prace [25] bola spotreba zeleniny a ryb vyssia ako pocas 90-tych rokov.
Naopak spotreba misa a syrov bola nizsia. Podla réznych vyskumov bola strava
ovela zdravsia.

Socialne zmeny v spolo¢nosti maju tiez podiel na vzniku kohortného efek-
tu, napr. bolo zavedené bezplatné stredoskolské vzdelanie a verejne financovany
systém zdravotnej starostlivosti.

Néavyk fajéenia ma na zlepSeni timrtnosti urcite nespochybniteni tlohu. Podla
préace [20] priemernd spotreba cigariet muzov rastla od roku 1900 az do roku 1940,
nasledujtcich 20 rokov zostala konstantna, v 60-tych a 80-tych rokoch klesala a
odvtedy ma skor stabilny trend. Pri Zenach st tieto trendy podobné, akurat menej
vyrazné. Pocas vojny boli cigarety zadarmo distribuované medzi vojakmi a az po
vojne zacali vyskumy zaoberajice sa dopadom fajcenia na zdravie. Teda generacie
narodené v 20-tych rokoch fajcili pocas vojny a este dlho po nej, kym sa dostali
do pozornosti zdravotné dopady fajcenia. Naproti tomu generacie narodené v 40-
tych rokoch dosiahli dospelost v ¢ase, ked uz boli zdravotné désledky vSeobecne
zname a diskutované.

Iné vedné odbory, ako napr. epidemioldgia, socioldgia a ekonémia mdzu mat
pre kohortny efekt aj iné vysvetlenia. Tomu sa ale nebudeme dalej venovat.

4.5.2 Struktiura rozsireného Lee-Carterovho modelu

V kapitole 1.5.2 sme tento model uz spomenuli a uviedli jeho mozné vyjadrenie
. Podla autorov je v odbornej literattre nazyvany aj Renshaw- Habermanov
model. Nasledujtce ¢asti popisujice tento model st spracované podla prace [9].

Podobne ako pri Lee-Carterovom modeli (4.3)) oznac¢ime D,; ndhodnt veli¢i-
nu vyjadrujicu pocet umrti v populacii vo veku x a case t. K dispozicii mame
dvojrozmerné pole (D, Eyt), kde D,; je aktudlny pocet tmrti a E,; prislusna
expozicia, teda pocet jedincov. Udaje méame k dispozicii pre roky z mnoziny T a
pre veky = € X. Definujeme esSte rok kohorty z =t — x.

Struktira Lee-Carterovho modelu je navrhnuta tak, aby zachytavala
vekovo-periodické efekty. Pomocou ¢lena a, zahfna hlavny vekovy efekt, prieme-
rom Gmrtnosti cez ¢as (vid (4.9)) a bilinedrnym ¢lenom S, x; zachytava vekovo-
specificky periodicky trend.

Tento model mozeme pomocou redukénych faktorov, ktoré boli uvedené v
kapitole [3.2] prepisat do nasledovnej formy:

f12(t) = exp(a, + In Ry(1)), (4.35)

kde Specidlne tmrtnostny redukény faktor (RF) je definovany podla Lee-
Carterovho modelu:

LC :In R,(t) = Bk (4.36)
Nésledne prisposobime obmedzenia (4.4) tak, Ze:
InR,(t,) =0, V. (4.37)

ZovSeobecnime teraz tato struktiru modelu, aby zahfnala naviac aj kohortny
efekt. V tomto pripade ma RF tvar:

M :In Ry(t) = B9, + BVk,. (4.38)
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Extra ¢len 5{°)1,_, reprezentuje kohortny efekt.
Takato struktira modelu v sebe zahriiuje aj iné modely:

Lee-Carter age-period model S{?) = 0,
Age-Cohort(AC) model B =0,

alebo verzie kde jeden alebo oba parametre 3Y) =1, j = 1,2 v pripadoch,
ak vekova Specifikicia ¢lenov pre periodicky a kohortny efekt nie je povazovana
za dolezitu.

Takouto formuléciou sme rozélenili intenzitu amrtnosti

f12(t) = exp(a) Ry (t) (4.39)

na sudin statickej zlozky exp(«, ) zahriiujicej len vekovy efekt a dynamického
redukéného faktoru R,(t) zahriiujuceho vekovo-Specificky periodicky a kohortny
efekt.

4.5.3 Odhad parametrov modelu

Pri odhade parametrov L-C modelu sme pouzivali metédu najmensich Stvorcov
a singularny rozklad. Sustredme sa teraz na metédu maximalnej vierohodnosti,
podobne ako v kapitole [4.1.2]

Modelujeme teda pocet tmrti D,; ako nahodnu veli¢inu s Poisonovym roz-
delenim. Priame modelovanie poctu timrti je uzito¢né v praktickych aplikaciach,
napr. ked potrebujeme simulovat budici tok platieb Zivotnej anuity alebo pen-
zijného portfolia. Toto mozeme formalizovat pomocou zobecnenych linedrnych
modelov a Specifikovanim prvych dvoch momentov odozvy Y, kde:

E(Yy) = Eups(t) = Eyexp(ag)Re(t) (4.41)
Var(YV) = 6B(Ya) (4.42)

so skalovacim parametrom ¢, rozptylovou funkciou V(E(Y,;)) = E(Y,:) a apri-
ornymi vdhami w,; = 1 (alebo 0 ak hodnota nie je k dispozicii). Potom nelinedrny
prediktor v,; je definovany nasledovne:

(In E(Yy) =)var = In By + o + In R (1) (4.43)

Na samotné fitovanie takéhoto modelu navrhli Renshaw a Haberman pouzitie
dvoch alternativnych itera¢nych procedir. Pre ich obsiahlost tu podrobne;jsi popis
nebudeme uvéadzat, ten je mozné najst v praci [9].

Podobne ako pri originalnom LC modeli je potrebné doplnit obmedzenia,
aby bol model urcéeny jednoznacne:

.80 =1 ¥, 80 =1 abud s, _,, =0 alebo x; = 0.

Tento model ma v = m (n — 3) — 2(n — 2) stuptiov volnosti.
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Projekcia imrtnostnych mier

Projektované timrtostné miery

My (t, +5) = mz(tn)Rx(tn +5),s>0 (4.44)

st spocitané so zhodou podla poslednej dostupnej tmrtnostnej miery m,(t,). V
tomto pripade oznacujeme

~

Rﬂc(tn +5) = exp {Bio)(ztn—x-&-s — lty—a) + /Bgl)(’%tn-i-s - ’%tn)}u s >0, (4.45)
reduk¢ny faktor, pre ktory plati

£1_I>% Ry(t,+s)=1. (4.46)
Tento redukény faktor RF' je zalozeny na odhadoch parametrov Bg),iz,l%gi) a
predpovedi ¢asovych radov

{ZZ Lz €[ty — xy bty — 11 } — {Ltn_x1+s 15> O} (4.47)
{foiteltt) ) — {hars>0} (4.48)

kde v RF je

; ) lp—ays, ak0<s<ax—14
t — - .
nors by, —ors, ak s>x—mxg

.....

cii. V pripade publikovanych aplikacii k LC modelu to bola vicSinou nahodna
prechadzka (ARIMA (0,1,0) proces). Pomocou tejto projekcie dostaneme aj in-
tervaly spolahlivosti, avSak tieto nezahfniaju parametrické riziko. Pre ten pripad
je potrebné ich konstruovat pomocou metdd bootstrap, podobne ako v kapitole
4.4.2]

Pri posudzovani kvality odhadu je vhodné pozriet sa na Standardizované re-
zidua

w:pt(yzt - gmL)

; (4.49)

Y

Tot = Sign(y:ct - gxt)\l

kde .
qg _ Zx,t{wwt(yxt — Yot) }

14

ktoré by samozrejme mali mat nepravidelni Strukttru.
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5. Nastroje na meranie a
hodnotenie rizika

5.1 LLMA

Vo februari 2010 vznikla neziskova organizacia Life and Longevity Markets As-
sociation (LLMA), ktorej ciefom je podporit likviditu na trhoch v oblasti rizika
dlhovekosti a timrtnosti. LLMA svojou pracou ulahéuje porozumenie povahy ri-
zika dlhovekosti, podporuje vyvoj standardov, metéd a benchmarkov, ktoré by
napomohli vybudovat likviditny trh podobny tomu, aky existuje pre Insurance
Linked Securities a iné velké trendové rizika ako napr. trokové miery a inflacia.
Planuje sa aj vytvorenie Standardizovaného ocerovacieho modelu pre dlhovekost.
Clenom tejto asociacie je okrem inych aj J.P. Morgan. Podrobnejsie informécie o
asociacii je mozné najst na ich webovej stranke www.llma.org.

5.2 LifeMetrics

Investi¢néa banka J.P. Morgan vyvinula a v roku 2007 prvykrat zverejnila nastroj
LifeMetrics uréeny pre penzijné fondy, poistovne, zaistovne a investorov. Stru-
¢ne povedané, LM je sada nastrojov na zvladanie a meranie rizika timrtnosti a
dlhovekosti. Pozostava z 3 hlavnych komponentov:

e LifeMetrics Index: data na zhodnotenie sti¢asnej a historickej arovne tmrt-
nosti a dlhovekosti

e LifeMetrics Framework: sada podkladovych nastrojov, metéd a algoritmov
na meranie a zvladdanie rizika dlhovekosti a amrtnosti

e LifeMetrics Software: software na predpovedanie budicich mier tmrtnosti

Spolu umoziiuju standardizované meranie rizika, ktoré je mozné vyuzit v repor-
toch spolo¢nosti, napr. investor dokdze kvantifikovat potencidlny dopad rizika
dlhovekosti na jeho rizikovy profil. LM poskytuje aj ”priemernd” hodnotu, tzv.
benchmark, podla ktorej hodnotit efektivitu hedgingu, alebo poistovne mozu LM
pouzit pri merani, do akej miery sa v ich portféliu zivotného poistenia vyrovna
riziko imrtnosti s rizikom dlhovekosti.

5.2.1 LifeMetrics Index

V aprili 2011 preniesol J.P. Morgan vsetky prava a dusevné vlastnictvo spojené
s LifeMetrics Index na LLMA, ktora bude pokracovat vo vyvoji a v publikovani
novych dat. V marci 2012 oznadmila LLMA zavedenie svojho vlastného indexu
(Longevity indez). Tento sa vSak prakticky neodliSuje od indexu dovtedy vyda-
vaného J.P.Morgan. Index bude pouzivany ako globalna referencia pri transferi
rizika dlhovekosti od subjektov, ktoré sa chct tohto rizika zbavit, na investorov.
Index je niedo ako robustnd hodnota, benchmark, podla ktorej je mozné neza-
visle odhadntf cenu kontraktu medzi subjektmi. Vysledné hodnoty indexu s
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publikované roc¢ne a st kalkulované nezavislym agentom podla hrubych dat vy-
danych prislusnymi narodnymi tradmi. Na spravnost postupu, ktory musi byt
v stlade s dokumentaciou, dohliada poradenska komisia zlozenéd z vyznamnych
konzultantov, akademikov a Iudi z praxe.

Index je publikovany v stcasnosti pre 4 krajiny:

e Anglicko a Wales,
e Nemecko,
e Holandsko,
e Spojené Staty americké.
Zahrnuje v sebe:
e hrubt (crude) centralnu mieru amrtnosti m,,
e vyrovnané pravdepodobnosti timrtia q,,
e ocCakavanu dobu zivota vo veku x e,,.

Pre dany rok su vSetky zlozky indexu rozdelené podla veku a pohlavia. Uvedme si
len, ze oc¢akavana doba zivota e, je poc¢itand na zéklade Gmrtnosti pre prislusny
rok, neuvazuja sa predpovedané miery tmrtnosti. Dalsie podrobnosti k indexu,
odkial presne pochadzaju data a ako sa vypocitali vysledné hodnoty je mozné
najst v dokumente [27]. St¢asné a historické hodnoty indexu najdeme na webovej
stranke LLMA.

5.2.2 LifeMetrics Framework

Ucelom tejto stcasti LifeMetrics je zabezpeéif pomoc pri hodnoteni a aplikicii
umrtnostnych dat a pri vyvoji vhodného risk managementu. Délezité je upozor-
nit, Ze LM Framework nie je obmedzeny na aplikaciu dat z LM Index, ale rovnako
sa mozu vyuzit data pochddzajice z inych zdrojov, napr. priamo od poistovni. Po-
zostéava z nastrojov a metéd na meranie rizika dlhovekosti/tmrtnosti spdsobom,
ktory by mohol byt aplikovany konzistentne v mnozstve situacii a produktov, a na
rozne populacie. Vdaka tomu sa investori mozu zamerat na konkrétne investicné
stratégie, zalozené na Specidlnych popula¢nych alebo socio-ekonomickych skupi-
nach. Pouzitie LM Framework napomoze subjektu, ktory sa nim riadi, aby lepsie
ohodnotil a optimalizoval rozhodnutia tykajice sa risk managementu, konkrétne

e hedging
e prenos rizika
e zvySenie expozicie v riziku.

Pre poistovne a zaistovne moze doplnif ich existujice néstroje a tak podporit
rozhodnutie spojené s rastom nového biznisu, risk managementom alebo preroz-
delenim kapitalu. Investorom zase asistuje pri ich investi¢nych rozhodnutiach.
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5.2.3 LifeMetrics Software

Posledna ¢ast LM je software. Ulah¢uje tvorbu, kalibraciu a implementéciu mo-
delov pre analyzu a predpovedanie imrtnosnych mier. Software je zadarmo pri-
stupny na stranke J.P. Morgan.

Software zahrnuje nasledovné stochastické modely:

1. Lee-Carter model (1992)

2. Renshaw-Haberman model (2006)

3. Currie Age-Period-Cohort model (2006)

4. Cairns, Blake and Dowd model (2006)

5. Rozsirenia k modelu Cairns, Blake a Dowd [13]

Citatela mozeme odkéazaf na pracu [13] pre detailnt diskusiu vSetkych vyssie
uvedenych modelov a ich kvantitativne porovnanie. Pri vybere modelu sa ne-
staci riadif len kvalitou samotného odhadu, ale treba zvazit aj cel predpovede
a dynamiku v timrtnostnych mierach. Rovnako treba porovnavat aj robustnost,
trasparentnost a stcasne jednoduchost.

Vsetky funkcie softwaru st naprogramované v Statistickom programe R. V
ramci LM je poskytovany aj strucny névod ako pracovat s tymto softwarom [2§].

Software umoziiuje predpovedat vyvoj timrtnosti len pre Lee-Carterov a CBD
model. Nevyhoda je, Ze pri predpovedi pri oboch modeloch nezahtiia paramet-
rické riziko, ale pocita len s rizikom pri predpovedi casovej zlozky modelu. Tt
predpovedd v oboch pripadoch ako ndhodnu prechadzku, teda najjednoduchsi
pripad. Pre ostatné modely umoznuje len ich kalibraciu. Ako vstupné udaje je
potrebné mat k dispozicii pocty tmrti a centralnu expoziciu v riziku ¢lenené po-
dla jednotlivych rokov a vekov. Pre vypocet pravdepodobnosti timrtia sa pouziva
vztah (1.8).

V zdrojovom kéde R st zakladom dve funkcie, funkcia urcena na kalibraciu
podla dostupnych dat: fit70z kde x = 1...8 udéva ¢islo modelu a druhé funkcia
pre simulaciu buducich hodnét sim2001 pre LC model, resp. sim2005 pre CBD
model. Do funkcii je potrebné doplnif vhodné parametre. Vystupom st jednotlivé
pravdepodobnosti imrtia, vektor s pouzitymi rokmi a vekmi, pole Standardizova-
nych rezidui a iné. Pravdepodobnosti timrtia a preZzitia sa spocitaju z dat podla
vztahu (1.§)). Detailnejsie informdcie je mozné najst v navode [28], ale pre tplné
porozumenie je potrebné nastudovat si prislusny R kéd.

5.3 Xpect

Tento produkt vyvinula Nemeckéa burza (Deutsche Borse AG) za podobnym uce-
lom ako uz spominany LifeMetrics, aby podporila trhy pri ocenovani a naslednom
obchodovani s produktmi zameranymi na dlhovekost. Podpora spociva v poskyto-
vani podkladovych déat, na zaklade ktorych je mozné lepsie ohodnotit cenu trans-
akcil. Ciel sady Xpect je poskytnit neutralny, transparentny a aktuélny trzny
standard pre tmrnostné data. Xpect sa snazi vymazat bariéry medzi vSetkymi
ucastnikmi trhu, tykajice sa asynchronnej informacie o timrtnosti a dlhovekosti.
Sada Xpect zahfiia 3 rozne produkty:
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e Xpect data,
e Xpect indexy,
e Xpect forwardové krivky.

Vsetky data st dostupné pre Nemecko, Holandsko a Anglicko a Wales.

V stcastnosti je Xpect jediny index dlhovekosti, s ktorym je mozné priamo ob-
chodovat. Deutsche Borse a TullettPrebon odstartovali v juni 2010 obchodovanie
so SWAP-mi zameranymi na dlhovekost na platforméach Bloomberg a Thomson-
Reuters.

Podrobnosti o sade Xpect, ako sa pocitaji hodnoty a odkial pochadzaja
zdrojové tdaje a pod., je mozné ndjst na webovej stranke projektu www.zpect-
index.com.

5.3.1 Xpect data

Téato sucast produktov Xpect poskytuje mesacne aktualizované generacné timrt-
nostné tabulky. Tieto v sebe obsahuji kompletné tidaje o ocakévanej strednej
dlzke Zivota €, a pravdepodobnostiach tmrtia ¢, pre kazdy vek a rok narodenia
prislusnej kohorty ¢lenené podla pohlavia.

Tieto tabulky st rozsirené do vysokych vekov, az po vek 110 pomocou Gom-
pertzovej funkcie. Aby zachytili aj vyvoj imrtnosti pre mladsie kohorty, bert do
uvahy aj zmeny v umrtnosti v priebehu casu. Tieto zmeny st modelované po-
mocou Lee-Carterovho modelu (vid sekcia na zaklade udajov za poslednych
30 rokov pre jednotlivé narodné populacie. To je dalsi dokaz vysokého uznania
tohoto modelu.

5.3.2 Xpect indexy

Xpect kohort index reprezentuje normalizovany pocet jedincov dozivajucich sa
veku x (I,) pre prislusni kohortna skupinu. Rovnako ako pri imrtnostnych tabu-
Ikach, aj tu je I, definované ako aktualny vekovo-Specificky pocet prezivajucich
z korena tabulky 100 000. Index je ¢leneny podla jednotlivych krajin, pohlavia a
kohortnej skupiny, co st vdésinou 5-ro¢né casové intervaly.

Poznamenajme, ze [, zahfna kumulované pravdepodobnosti tmrtia v kazdom
c¢asovom okamihu a teda reprezentuje celkové riziko imrtnosti na zaklade tmr-
tnostnej skusenosti populacie. Znamena to, ze Xpect Cohort indexy nepredstavu-
jua budiice modelované pravdepodobnosti iimrtia, a tym je eliminované modelové
riziko.

Xpect Customized Indices zahtnaju naviac individudlne parametre populacie
portfolia a redukuju tym basis risk. Nevyhodou je nizsia likvidita, a tym aj vyssia
cena takéhoto hedgingu.

Xpect indexy umoznuju kvotaciu standardizovanych finan¢énych derivatov, ako
napr. swapy alebo forwardy podobné trokovym swapom.

5.3.3 Xpect forwardové krivky

Xpect krivky predstavuji modelovany priebeh Xpect indexu az pokial definovana
podkladové kohorta dosiahne nulu. Vychadzaji z Xpect timrtnostnych tabuliek,
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z ¢oho plynie, ze budtce hodnoty st spoc¢itané pomocou Lee-Carterovho modelu.
Ako aj predoslé produkty aj krivky st preratiivané mesacne na zaklade aktual-
nych dat a poskytované pre vseky skupiny ako Xpect indexy.

Ak by sa budtica tmrtnost vyvijala presne podla modelovanych ocakévani,
vyvoj Xpect indexu by kopiroval forwardova krivku.

Kazda neocakavana zmena umrtnosti zmeni forwardova krivku. Tato zmena
predstavuje zmenu v zévizkoch tykajicich sa imrtnosti. Investori budi simulovat
takéto posuny na zaklade ich vlastnych ocakavani vyvoja budtcich amrtnostnych
mier. Analyzou forwardovych kriviek za posledné roky sa ziska cit pre vyvoj
trendu v zmenach umrtnosti. Simulované Xpect forwardové krivky podporuja
trh pri ocenovani swapov a inych produktov zaloZzenych na Xpect indexe.

5.4 Zhrnutie

Keby sme mali ohodnotit prinos spominanych nastrojov, musime uviest nasledu-
juce: LifeMetrics Framework sice popisuje rézne modely, zaujemca sa dozvie vela
aj o povahe rizika dlhovekosti, ale pre hlbsie pochopenie modelov ich popis nestaci,
a uz vobec nie pre samostatny odhad parametrov a naslednych predpovedi. Co sa
tyka LM Indexu v podstate sa ni¢im nelisi od bezne dostupnych tamrtnostnych
tabuliek. Nijak neodliSuje jednotlivé kohorty a demografické skupiny. Z tohto
pohladu je vyhodnejsi Xpect index, pretoZze udéva hodnoty pre rdzne kohorty, a
to je pre penzijné fondy a investorov dolezité, lebo tak dokazu lepsie odhadnut
umrtnost podla skladby ich portfélia.

Ak by sme chceli pomocou Xpect forwardovych kriviek alebo LM softwaru
ocenit niektoré derivaty, je dobré vedief aj priblizny interval spolahlivosti pre ich
cenu. Xpect forwardové krivky ale neposkytuji odhady intervalu spolahlivosti,
napriek tomu, Ze st ratané podla stochastického LC modelu. TieZ sa mi nepodarilo
najst, z akého ¢asového radu vychadza predpoved pre tieto indexy. To sice priamo
nepotrebujeme, ale vzdy je to dobré vedief pre porovnanie s inymi modelmi.

Co sa tyka LM softwaru, ako sme si uz uviedli, zahf1ia len neistotu v odhade
¢asového radu modelu, a to moze riziko vyrazne podcenit. Ale ziskame aspon
nejaké intervaly spolahlivosti (hoci bez uvazovania parametrického rizika) pre
budiice pravdepodobnosti timrtia. Nepresnosti mozu plynat aj z obmedzujiceho
predpokladu pouzitia ARIMA(0,1,0) modelu, bez moznosti volby. Dalsia nevy-
hoda je, Ze umoznuje pri kalibracii zahrnit len veky do 89. roku Zivota a pri
Lee-Carterovom modeli to je zaroven aj horna hranica predpovede. Teda ak po-
trebujeme predpoved pre vyssie veky, musime vyuzit dalsie metédy a postupy na
odhad pravdepodobnosti tmrtia vo vysokych vekoch. LM Software obsahuje uzi-
vatelské prostredie v Exceli, ktoré je graficky prijatelné pre beznych pouzivatelov
a nepredpoklada znalosti statistického programu R. Toto grafické prostredie sa
mi v8ak nepodarilo spustit ani na novej, ani na starsej verzii MS Excelu a bolo
potrebné vyuzit zdrojovy kéd v R-ku. K nemu je vSak potrebné napisat vlastny
kéd, ktorym spocitame hodnoty a vykreslime grafy podla ndsho zaujmu. Tento
je mozné najst v elektronickej prilohe tejto prace.
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6. Riziko dlhovekosti na
konkrétnych datach

V tejto kapitole ohodnotime dopad rizika tmrtnosti na hodnotu zivotnych anu-
it pre rozne veky. Konkrétne to znamena vypocet oCakavanej sucasnej hodnoty
zivotnej anuity na zaklade kohortnych timrtnostnych tabuliek, ziskanych projek-
ciou umrtnosti pomocou modelov Lee-Cartera a Cairns-Blake-Dowda. Projekcie
vypocitame vyuzitim softwaru LifeMetrics, opisaného v predchadzajtcej kapitole.
Hodnoty takto spocitanej zivotnej anuity porovname s jej hodnotou ziskanou na
zéklade sticasnych timrtnostnych tabuliek.

Aby sme sa vyhli komplikovanym vypoc¢tom a sustredili sa len na dopad dl-
hovekosti samotnej na hodnotu zavizkov, neuvazujeme iné typy rizika a predpo-
kladdme konstantnt trokov mieru 3 %. V dalsom texte sa budeme zaoberat len
muzskou populéciou, vypocty pre zensku populaciu su ekvivalentné, hodnoty a
grafy pre zeny je mozné najst v prilohe k elektronickej verzii tejto prace. V tejto
prilohe najdeme aj vSetky zdrojové tidaje z ktorych vychadzame, vSetky stcas-
ti LifeMetrics vratane zdrojového kédu v R-ku, nas zdrojovy kéd, amrtnostné
tabulky pre Slovensko a v tabulkdch v Exceli prehlad vypocitanych hodnot.

6.1 Zdrojové udaje

Data, ktoré pouzivame pri zhodnoteni rizika timrtnosti, cerpame z internetovych
stranok projektu Human Mortality Database ([29]). Databaza projektu obsahuje
detailné informéacie o populécii, po¢te narodeni a timrti pre 37 krajin sveta.

Udaje st k dispozicii v povodnej verzii, tzv. "raw data”, a v upravenej verzii,
kde st doplnené pripadné chybajtce tdaje, a dopoc¢itané dalSie idaje, ako napr.
umrtnostné miery, kohortné imrtnostné tabulky a pod.

My budeme pouzivat uz upravené dita. Vsetky st ¢lenené podla jednotlivych
krajin, pohlavia, veku a roku, z ktorého idaje pochadzaju. V tejto praci budeme
vyuzivat data pre Slovensku republiku. Tieto data st k dispozicii od roku 1950
aZ po rok 2009 a veky 0 az 110. Konkrétne vyuzivame pocty umrti a velkost
populécie exponovanej k riziku smrti (vid popis imrtnostnych tabuliek v kapitole
1). Podrobnejsie informécie o datach a metodike ich Gpravy je mozné najst na
strankach tohto projektu.

6.2 Pohlad na vyvoj imrtnosti v minulosti

Pozrime sa najprv na to, ako nase data vyzeraju. To ndm moZze napomdct pri
rozhodovani, tdaje z ktorych rokov zahrnif do analyzy a vedie to k lepSiemu
pochopeniu vysledkov predpovedi. Na obrazku ¢. je zretelny samozrejmy fakt,
ze s vyssim vekom umrtnosti vyrazne stiipaji. Za povsimnutie ale stoji aj to, Ze vo
vyssich vekoch je rozdiel v imrtnosti medzi rokmi, z ktorych tdaje pochadzaju,
je u starsich osob, kym u mladsich sa Gmrtnost znizila len minimélne. Najvacsi
rozdiel je pri poslednych dostupnych tdajoch z roku 2009. Novsie data poukazuja
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Obr. 6.1: Umrtnosti muzskej populacie pre data SR, vietky veky

na niz§iu amrtnost. Ak sa pozrieme len na veky 1- 50 (obr. ¢. , mozeme aj
tu pozorovat tuto skutocnost. Neocakdvany graf dostaneme, ak si vykreslime
tdaje len pre vybrané veky v zavislosti od rokov (obr. ¢. . Na tomto grafe
nevidiet vyrazny pokles imrtnosti, ¢o je v kontraste s nasimi o¢akavaniami. Ur¢ity
pokles je ale mozné vysledovat pri vyssich vekoch, ak sa pozrieme hlavne na
udaje od roku 1990, ktory sa v nasich zemepisnych sirkach spaja s vyznamnymi
spolocenskymi zmenami.

6.3 Kalibracia modelov

Zalezi len na nés, aké roky a veky si vyberieme pre dalSiu analyzu a kalibraciu
modelov. Existuju aj rozne postupy ako urcit vstupné déta, ale tieto postupy nie
su celkom zarucené a prinasaju pochybné vysledky. My sme sa rozhodli pouzit
na kalibraciu modelov len udaje za poslednych 30 dostupnych rokov, teda od
roku 1980 vratane. Rozhodli sme sa tak, pretoze starsie idaje nepovazujeme za
dostatoc¢ne vypovedajice o buducich hodnotach timrtnosti. Aby sme ziskali lepsi
prehlad o vyvoji parametrov, budeme pri kalibrécii vyuzivat veky 1 az 89. Nulty
rok sme vynechali, pretoze vysokym poctom tmrti sposoboval pri niektorych
modeloch vicsie nepravidelnosti v parametroch a po vek 89, lebo LM Software
neumozinuje zahrnutie vyssich vekov.

6.3.1 Lee-Carterov model

Pouzitim softwaru LifeMetrics v programe R na nase udaje dostaneme odhady
pre parametre modelov. Pozrime sa najprv na model Lee-Carter, obr. ¢. [6.4) a

¢. 6.5
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Obr. 6.5: Rezidua Lee-Carterovho modelu

Odhadnuté parametre spliajt nase o¢akavania, uvedené aj v kapitole IA—_L| Kon-
krétne parameter « charakterizuje priemerna troven tmrtnosti a s vekom rastie,
zachytava aj nahly narast amrtnosti okolo 20-teho roku zivota, ktory je znamy
aj z inych krajin. Parameter x je do roku 1990 na priblizne rovnakej trovni a
po tomto roku klesa takmer linedrne. Pri parametroch 3 st hodnoty pre nizsie
veky znacne nepravidelné, viac hladké st az vo vyssich vekoch. To naznacuje, ze
vhodnejsie by bolo kalibrovat modely len pre vyssie veky, hlavne v pripade, ak
je cielom predpoved len pre vyssie veky a nezaujimaju nas budice hodnoty timr-
tnosti v nizsich vekoch. V reziduach je vSak mozné pozorovat vyrazny kohortny
efekt, priblizne pre generacie narodené medzi rokmi 1916-1920. To je vcelku zau-
jimavé zistenie, pretoze ako sme uviedli v sekcii o kohortnom efekte , ten
je v zapadnych krajinach typicky skor pre neskorSie generacie. Pre pritommnost
kohortného efektu sa moze zdat tento model nevhodny, ale ked sa na vec pozrie-
me z pohladu, Ze pre mladsie generécie ni¢ nenaznacuje pritomnosti kohortného
efektu, a predpoved do budtcnosti chceme len pre mladsie kohorty, tak je tento
model tplne v poriadku.

6.3.2 Cairns-Blake-Dowdov model

Odhadnuté parametre tohto modelu je mozné vidiet na obr.¢. a graf rezidui
néjdeme v elektronickej prilohe prace. Parameter x!!l zahriiuje periodicky efekt
a klesa od roku 1990, rovnako ako pri LC modeli. Parameter s zahfiia roznu
dynamiku zmeny tmrtnosti. Rastie od roku 1990, ¢o je v stlade s tym, Ze imrtnost
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Obr. 6.6: Odhadnuté parametre Cairns-Blake-Dowdovho modelu
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sa od tohto roku znizuje. Co sa tyka rezidui, graf znovu naznacuje pritomnost
kohortného efektu pre generacie narodené medzi 1916-1920. Podobne ako sme
zdovodnili v predoslom pripade, tento model je mozné pouzif na modelovanie
budtcich hodnot.

6.3.3 Renshaw-Habermanov model

Odhadnuté parametre a rezidua tohto modelu si mozeme prezrief na obrazkoch

Odhad parametrov RH model
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Obr. 6.7: Odhadnuté parametre Renshaw-Habermanovho modelu

Pri pohlade na rezidud tohto modelu nevidiet Ziadne néznaky kohortného
efektu, rezidué s dostatocne rovnomerne rozdelené. Presne to by mal tento model
spliiat, za tym Géelom mé aj o kohortny parameter v naviac. Z tohto pohladu sa
aj tento model zda vhodny na predpovedanie budtcich hodnét. O parametroch
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Obr. 6.9: Odhadnuté rezidua Renshaw-Habermanovho modelu

x mozeme konstatovat to isté ako pri predoslych modeloch, a to Ze klesi az od
roku 1990.

Pozrime sa eSte na obr. ¢. kde st vykreslené vyrovnané hodnoty pre
vsetky 3 modely a pévodné data pre rok 2009. Vsetky modely odhaduji pévodné
data velmi dobre, malé rozdiely st pozorovatelné len pri vyssich vekoch.

6.4 Predpovede a ocakavana hodnota Zivotnej
anuity

Pri predpovedi LM Software spocita simulacie pre ¢asovii radu x do budticnosti na
zéklade odhadnutych hodnét tohto parametru pomocou modelu ARIMA(0,1,0).
Z tychto hodndét pomocou ostatnych odhadnutych parametrov urcéi budice prav-
depodobnosti timrtia. Vysledkom predpovedi je n scenarov, ktoré urcuji empi-
rické rozdelenie pravdepodobnosti tmrtia.

Na obr. ¢. st vykreslené tzv. fan charts (vid sekcia pre pravde-
podobnosti prezitia 60-roénych muzov. Na prvy pohlad je zrejmé, Ze LC model
oc¢akavané hodnoty st takmer identické, ¢o je mozné vidiet na obr. ¢. [6.12] kde
st modrou vyznacené predpovede podla CBD modelu, zelenou podla LC modelu.
Graf zobrazuje ocakavani hodnotu pravdepodobnosti tmrtia pre veky 50, 60, 70,
80. Na tomto grafe mozeme vidief, Ze najviacsi pokles tmrtnosti je pri veku 80,
kym pri nizsich vekoch klesd imrtnost len pozvolna. To je v zhode s pozorovania-
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Obr. 6.10: Vyrovnané miery tmrtnosti z roku 2009 v porovnani s pévodnymi
datami
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Vyvoj pravdepodobnosti umrtnosti podla LC modelu, vek 60
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Obr. 6.11: Porovnanie fan charts pre budtce pravdepodobnosti imrtia pre LC a
CBD model
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Vyvoj ocakavanej pravdepodobnosti umrtia, LC a CBD
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Obr. 6.12: Oc¢akavané pravdepodobnosti tmrtia pre veky 50, 60, 70, 80 pomocou
LC (zelend) a CBD modelu (modra)
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mi minulych dat. Pri veku 80 dokonca LC model ocakava vyraznejsi pokles ako
CBD, pri ostatnych vekoch je pokles takmer rovnaky pre oba modely.

Ak chceme urcit a vykreslit intervaly spolahlivosti na danej hladine spolah-
livosti, nevystacime si s funkciami ponikanymi v LM softwari a je potrebné vy-
tvorit vlastny zdrojovy kéd v programe R zalozeny na tychto funkciach. To je
dalsi dovod na kriticky pohlad na tento software, ako sme uz uviedli v predogle;j
kapitole. Na obr. ¢. st vykreslené vyrovnané pravdepodobnosti timrtia spolu
s o¢akavanou hodnotou v budicnosti a 90%-nym intervalom spolahlivosti pre LC
a CBD model vo veku 60 rokov.

Ocakavané hodnoty a int. spolahlivosti vo veku 60

0.025

0.020
l

0.015
l

| I | I I I I
1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040
roky

Obr. 6.13: Vyrovnané a ocakdvané pravdepodobnosti tmrtia a 90 %-ny IS pre
LC model(zelend) a pre CBD model (modra) pre muzov vo veku 60

KedZe pre LC model je mozné zo softwaru LM ziskat predpovede len po 89.
rok zivota, pozrime sa na oCakavani sicasni hodnotu polehotnej anuity vo vyske
1 vypladcantu najblizsich 30 rokov od 20-teho, 40-teho, 50-teho a 60-teho roku
zivota muza (vzorec (1.10)).

Diskontovanim n jednotlivych simulovanych scendrov tiirokovou mierou 3% do-
staneme pre kazdu simulaciu stic¢asni hodnotu. Dostaneme tak n hodnét, ktoré
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urc¢uju empirické pravdepodobnostné rozdelenie sticasnej hodnoty anuity. Pocet
simulécii n bol pri nasich vypoctoch 10000. V tabulke |6.1| je mozné najst ocakéa-
vané sucasné hodnoty anuit a k tomu 5% a 95%-né kvantily pre jednotlivé veky
a modely. Tieto samotné hodnoty pre nas nemaji vyznam, kym si ich neporov-
name s hodnotami vypoé¢itanymi na zaklade UT. Toto porovnanie, zaloZené na
tabulkach pre Slovenskiu republiku z roku 2009, sa nachédza v tabulke ¢.
Najvhodnejsie je porovnat priamo priemer (teda ocakévanti hodnotu), ale netre-
ba zabudat, Ze s predpovedou podla stochastickych modelov je spojené neistota,
ktoré sa odraza v $irke intervalu spolahlivosti.

Lee-Carterov model

| vek | 20 | 40 | 50 | 60 |
dolny kvantil | 19,26522 | 17,60846 | 15,35717 | 12,11421
horny kvantil | 19,34716 | 17,95971 | 15,86672 | 12,70774
priemer 19,30834 | 17,7876 [ 15,61333 | 12,40916
Cairns-Blake-Dowdov model
| vek | 20 | 40 | 50 | 60
dolny kvantil [ 19,22718 | 17,65458 [ 15,49655 | 12,06835
horny kvantil | 19,33169 | 17,99959 | 16,07345 | 12,8681
priemer 19,28225 | 17,83291 [ 15,79302 | 12,46818

Tabulka 6.1: Kvantily a ocakéavané hodnoty pre LC a CBD model a rozne veky

| Vek | 20 | 40 [ 50 | 60 |
Stc¢asna hodnota podla UT 18,8654 | 17,2833 | 15,1666 | 12,0709
LC, rozdiel oproti priemeru 235% | 2,92% | 2,95% | 2,80%
CBD, rozdiel oproti priemeru | 2,21% | 3,18% | 4,13% | 3,29%
LC, rozdiel oproti 5%kvan. 2,12% | 1,88% | 1,26% | 0,36%
LC, rozdiel oproti 95%kvan. 2,55% 3,91% | 4,62% 5,28%
CBD, rozdiel oproti 5%kvan. 1,92% | 2,15% | 2,18% | -0,02%
CBD, rozdiel oproti 95%kvan. | 2,47% | 4,14% 5,98% 6,60%

Tabulka 6.2: St¢asna hodnota podla UT a percentuélne porovnanie s hodnotami
pre LC a CBD model

Na prvy pohlad vidiet, Ze hodnoty anuity po¢itanej podla UT st vidy nizsie,
dokonca az na 1 pripad nizsie aj ako 5%-ny kvantil. Rozdiel vyjadreny v percen-
tach nie je na prvy pohlad taky vyrazny. Nedd sa jednoznac¢ne povedat, Ze vo
vyssich vekoch je rozdiel medzi priemernou hodnotou predpovede a UT vidsi, ¢o
by sa zhodovalo s rychlej$im poklesom timrtnosti vo vyssich vekoch. Tento vztah
veku a rozdielu je ale mozné jasne vidiet pri hornom kvantile. Za zmienku stoja aj
vysoké hodnoty rozdielu pri 95%-nom kvantile, vo veku 60 pri oboch modeloch.

Pre lepsiu ilustraciu vyznamnosti rozdielu v iimrtnosti, pozrime sa na abso-
litne hodnoty rozdielov ocakavanej hodnoty z projekcii a hodnoty spocitanej z
UT (tabulka ¢. . V tejto tabulke sme uvazovali vysku roc¢nej penzie 100 000
a pocet poistencov v danej skupine 10000. Ocakavané navysenie sticasnej hod-
noty zaviazkov na vyplatu anuit sa aj pri malej percentualnej zmene pohybuje v
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| vek \ 20 \ 40 \ 50 \ 60 |
navysenie podla LC 442.907.559 | 504.311.172 | 446.703.828 | 338.255.952
navysenie podla CBD | 416.817.559 | 549.621.172 | 626.393.828 | 397.275.952

Tabulka 6.3: Potrebné navysSenie rezervy podla rozdielu ocakévanej hodnoty z

projekcii a z UT

stovkach miliénov. Pre lepsiu predstavu o rozdeleni sticasnej hodnoty uvadzame
v tabulke aj histogramy pre oba modely a jednotlivé veky.
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Tabulka 6.4: Histogramy rozloZenia suc¢asnej hodnoty anuity pre LC a CBD model

v roznych vekoch

Pri pohlade na vysledky, je zretelné, Ze riziko dlhovekosti nie je vhodné podce-
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novat, pretoZze ma vyrazny vplyv na zvySenie sucasnej hodnoty zéavizkov. UZ pri
malych zmenéach v Gimrtnosti nastavaju velké rozdiely v absolitnej hodnote bu-
ducich zavazkov, resp. v jej sicasnej hodnote. Tieto st predovsetkym pri vyssich
vekoch. Neistota v predpovedi sa odraza v intervaloch spolahlivosti. Pri hornom
kvantile je riziko imrtnosti ovela vyraznejSie ako pri priemernych ocakavanych
hodnotach. Dolezité je pripomentt, Ze sme uvazovali len vyplatu do¢asnej anuity.
Ak by sme uvazovali dozivotni anuitu, rozdiely by boli vyrazne vyssie. Vzajomné
rozdiely medzi oboma modelmi st pomerne malé, z oboch dostaneme podobné
predpovede.

Ak by poistoviia alebo penzijny fond chceli kupit za Gc¢elom zaistenia niektory
z finan¢nych derivatov, napr. g-forward, ocenia ho na zaklade odhadov zaloze-
nych na tychto modeloch. Takéto budice odhady mozu vyuzit aj pri ocenovani
potrebnych poistnych rezerv.

Tieto institucie maju c¢asto k dispozicii aj vlastné udaje pre svoju Specific-
kt populéciu, na zéklade ktorych odhaduju aj budtce tmrtnosti. Ked sme si
prezreli grafy pre vyvoj imrtnosti na Slovensku v minulosti, dalo by sa konstato-
vat, ze tmrtnost populacie nezaznamenéva také prudké zmeny. V mnohych inych

.....

predpovede a ohodnotenie ocakavanych zaviazkov.
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Z.aver

Ako sme sa dozvedeli v tejto praci, existuje mnozstvo pristupov a modelov, ktoré
je mozné navrhnuf na projektovanie timrtnosti. Pritom existuje eSte mnozstvo
metdd, ktoré tato praca nezahrna. Vyber pouzitej metddy zavisi na datach, ich
spolahlivosti a éelu projektovania budtcej tmrtnosti. Zial vo vSeobecnosti nie
je mozné povazovat Ziadny pristup za ”spravny”. Preto dva rézne aktuédrske timy
mozu prist k roznym vysledkom na zaklade tych istych dat. To tiez prispieva k
dovodom, preco je riziko dlhovekosti v poistovniach podcenované a jeho ohodno-
teniu sa nevenuje patri¢na pozornost.

V teoretickej ¢asti prace sme si vysvetlili riziko dlhovekosti a pojmy s nim st-
visiace. Zamerali sme sa na vysvetlenie jednotlivych pristupov k predpovedaniu
umrtnosti, hlavne pomocou stochastickych projekénych modelov. Nacrtli sme si
aj ich vyhody a nevyhody. Prestudovali a popisali sme si aj produkty LifeMet-
rics a Xpect, ktoré napomahaji pri ohodnoteni rizika dlhovekosti. Vysvetlili sme
ako ich vyuzif nie len pri vypocte rezerv, ale aj pri prenose rizika na kapitalové
trhy. Vtedy tieto produkty poskytuju vhodny benchmark a poméhaji ohodnotit
primerant cenu produktov k tomu uréenych. NajdélezitejSou castou prace bolo
aplikovanie ziskanych poznatkov na konkrétne data.

Pri aplikacii sme sa zamerali na data pre Slovenskt republiku. Zo ziskanych
projekcii sme spocitali mozné stcasné hodnoty anuity, intervaly spolahlivosti a
pozreli sme sa nato, o kolko by bolo potrebné navysit dochodkové rezervy, ak by
sa poistovne alebo penzijné fondy riadili tymito modelmi, resp. o kolko sa zvysi
ocakavana hodnota zavizkov. Vo vSetkych pripadoch st predpovedané hodnoty
vysSie a vypocet rezerv podla stcasnych timrtnostnych tabuliek nedostato¢ny.

Percentuélne zmeny vo vyvoji imrtnosti vSak neboli velké a je otdzne, ¢i stoji
zato, pouzivat stochastické modely a ¢i by sme neprisli k podobnym vysledkom
pouzitim omnoho jednoduchsich modelov, ako napr. exponencidlnej formule. Na
otazku, nakolko je ¢isto matematicky pohlad na timrtnost postacujtci, bez za-
hrnutia sociologického, medicinskeho alebo iného pristupu, nie je v nasich silach
odpovedat. Pri redlnych vypoctoch netreba zabudaft, Ze velk(i mieru neistoty zo-
hrava aj irokova miera, ktord ma vyznamny podiel na sticasnej hodnote anuity.
A v porovnani s tymito rizikami sa zmeny v sucasnej hodnote par percent javia
nevyznamneé.
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