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todou, která dává po částech polynomiálńı, ale nespojitou aproximaci.
Pro vizualizaci chceme použ́ıt komerčńı software Tecplot, který však
umožňuje vizualizovat pouze spojitou, po částech lineárńı funkci. Ćılem
této práce je vytvořit vhodný interface mezi výstupem nespojité Galer-
kinovy metody a vstupem programu Tecplot, což znamená navrhnout a
posléze implementovat algoritmy, které aproximuj́ı nespojitou, po částech
polynomiálńı funkci novou spojitou a po částech lineárńı funkćı. Na závěr
se věnujeme tvorbě softwarových prostředk̊u, které použit́ım zmı́něných
algoritmů umožńı automaticky generovat animace numerického řešeńı.
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Abstract: In the present work we deal with the vizualization of numeri-
cal solutions of partial differential equations obtained by discontinuous
Galerkin finite element method, which gives a discontinuous piecewise
polynomial approximation. For the vizualization we would like to use
commercial software Tecplot, which enables to display only continuous
piecewise linear function. The aim of this work is to create interface bet-
ween the output of the discontinuous Galerkin finite element method
and the input of the Tecplot. Therefore we propose and implement algo-
rithms, which approximate discontinuous piecewise polynomial function
by the function, which is continuous and piecewise linear. In the end of
this work we turn to create software products, which could automatically
generate animations of numerical solutions, with the aid of mentioned al-
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Kapitola 1

Mechanika tekutin

Studium prouděńı kapalin a plyn̊u nacháźı uplatněńı v mnoha rozma-
nitých oblastech vědy i techniky jako je např. letectv́ı a aeronautika,
automobilový pr̊umysl, stroj́ırenstv́ı (konstrukce turb́ın a kompresor̊u),
chemický a potravinářský pr̊umysl (mı́sićı zař́ızeńı, prouděńı chemicky
reaguj́ıćıch tekutin), medićına (prouděńı krve v cévách), biologie, me-
teorologie, hydrologie, oceánografie či ochrana životńıho prostřed́ı. Ke
zkoumáńı prouděńı je možné využ́ıt dva př́ıstupy. Jednak pomoćı experi-
ment̊u, které sice přinášej́ı realistický obraz skutečného prouděńı, ovšem
jejich uskutečněńı je často nákladné a zároveň časově náročné. Druhou
možnost́ı je použit́ı matematických model̊u. Většina z nich umožňuje
převést úlohu na řešeńı soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic vy-
jadřuj́ıćıch základńı fyzikálńı zákony zachováńı hmoty, hybnosti, mo-
mentu hybnosti a energie. Poč́ıtačová dynamika tekutin (známá pod
zkratkou CFD = Computational Fluid Dynamics) se zabývá numerickým
řešeńım takových soustav. Ćılem tohoto oboru je vytvořeńı poč́ıtačové
simulace prouděńı, źıskané na základě aplikace vhodných numerických
metod a výpočtových algoritmů, která bude srovnatelná s výsledky ex-
periment̊u.

Tato práce se zabývá závěrečnou fáźı tohoto procesu, kterou je vizua-
lizace řešeńı. V posledńı době se při řešeńı soustav diferenciálńıch rovnic
popisuj́ıćıch prouděńı použ́ıvaj́ı metody vyšš́ıho řádu, uved’me např́ıklad
ADGFEM (Adaptive Discontinuous Galerkin Finite Element Method), v
současnosti vyv́ıjený na Katedře numerické matematiky, viz [1], [2], [3].
Touto metodou se źıská po částech polynomiálńı aproximace. Většina
dnes dostupného softwaru ovšem umožňuje vizualizovat pouze funkce po
částech konstantńı nebo spojité a po částech lineárńı, jako v př́ıpadě ko-
merčńıho softwaru TECPLOT, jehož licenci zakoupila matematická sekce
na MFF. Ćılem této práce je tedy vytvořit interface mezi výsledky ne-
spojité Galerkinovy metody a vstupem programu Tecplot. To znamená
navrhnout, a následně implementovat vhodný algoritmus, který aproxi-
muje nespojitou po částech polynomiálńı funkci takovou funkćı, která je
spojitá a po částech lineárńı. Výstupem vytvořeného programu je soubor
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př́ımo zpracovatelný programem Tecplot.
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Kapitola 2

Popis vstupńıch dat

V této části se podrobněji seznámı́me s podobou výsledk̊u nespojité Ga-
lerkinovy metody a uvedeme formát vstupńıch dat.

Necht’ Ω ⊂ R2 je oblast, která je rozdělena na uzavřené trojúhelńıky
{Ki}, přičemž plat́ı:

Ko
i ∩ Ko

j = ∅ , i 6= j

Množinu všech {Ki}, pokrývaj́ıćıch Ω, nazýváme triangulaćı. V našem
př́ıpadě pracujeme pouze s konformńımi triangulacemi, které splňuj́ı násle-
duj́ıćı podmı́nku:

Ki ∩ Kj =











∅
1 bod
celá hrana

, i 6= j

Triangulace, která neńı konformńı, se nazývá nekonformńı.
Jeden ze dvou soubor̊u, který náš program obdrž́ı na vstup, bude

specifikovat triangulaci {Ki}. To znamená, že v něm budou zapsány
souřadnice uzlových bod̊u triangulace a dále jejich trojice, definuj́ıćı jed-
notlivé trojúhelńıky. Numerické řešeńı, źıskané pomoćı nespojité Galer-
kinovy metody, patř́ı do prostoru Sh nespojitých po částech polynomiál-
ńıch funkćı:

Sh = {vh, vh|Ki
∈ Pk(Ki), ∀Ki}

kde Pk(Ki) označuje prostor polynomů nejvýše k-tého stupně na ele-
mentu Ki.

Každý polynom definovaný na daném elementu je v naš́ı úloze určen
svými funkčńımi hodnotami na následuj́ıćı množině uzl̊u:

{x =
3

∑

i=1

λiai , λj ∈ {0,
1

k
, . . . ,

k − 1

k
, 1}, j ∈ {1, 2, 3},

3
∑

i=1

λi = 1}

kde a1, a2, a3 jsou vrcholy daného trojúhelńıku.
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Obrázek 2.1: Uzly definuj́ıćı polynomiálńı funkci

Počet uzl̊u pro dané k je:

d(k) =
(k + 1)(k + 2)

2

Funkce z prostoru Sh je tedy jednoznačně určena svými hodnotami v
d(k) bodech pro každý trojúhelńık. Na obrázku 2.1 jsou znázorněny tři
př́ıpady k = 1, 2, 3, na které se v naš́ı práci omeźıme. Element, na kterém
je definován polynom stupně i, budeme nadále označovat pi. Polynom
prvńıho stupně je určen třemi body ve vrcholech elementu. V př́ıpadě p2

známe nav́ıc hodnoty ve středech hran. Podobně u p3, kde je známa též
hodnota v těžǐsti trojúhelńıku.

Funkčńı hodnoty definuj́ıćı numerické řešeńı jsou dány samostatným
vstupńım souborem. V rámci této práce se věnujeme aplikaćım z nume-
rické simulace stlačitelného prouděńı, které je popsáno čtyřmi veličinami:
hustota, hybnost (∈ R2) a energie. Uved’me př́ıklad části tohoto souboru:

2 1.016 1.013 1.020 1.015 1.016 1.018

2 0.953 0.964 0.940 0.958 0.954 0.945

2 0.026 0.000 0.002 0.010 0.001 0.014

2 7.797 7.777 7.823 7.789 7.798 7.813

1 1.017 1.013 1.019

1 0.953 0.965 0.939

1 0.026 0.001 0.002

1 7.805 7.779 7.817

3 0.975 0.971 0.977 0.974 0.973 0.973 0.975 0.976 0.976 0.975

3 1.062 1.075 1.066 1.065 1.071 1.070 1.065 1.061 1.062 1.066

3 0.040 0.057 0.056 0.045 0.050 0.057 0.057 0.061 0.045 0.051

3 7.483 7.463 7.497 7.477 7.470 7.475 7.486 7.491 7.486 7.481
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Čtveřice řádk̊u odpov́ıdá jednomu z element̊u. Každý ze čtyř řádk̊u
př́ısluš́ı jedné z veličin. Na začátku každého řádku je uvedeno celé č́ıslo
nabývaj́ıćı hodnot 1, 2, nebo 3, které určuje stupeň polynomu na daném
elementu. Dále již následuj́ı funkčńı hodnoty v takovém pořad́ı, jak je
uvedeno na obrázku 2.1. V úloze předpokládáme, že na daném elementu
je stupeň polynomu stejný pro všechny veličiny.
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Kapitola 3

Řešeńı úlohy

V předchoźı kapitole jsme popsali všechna vstupńı data, můžeme tedy
přikročit k samotnému řešeńı úlohy. Naš́ım ćılem bude vytvořit soubor,
ve kterém bude popsána nová triangulace, a dále právě jedna hodnota
aproximace v každém uzlu této triangulace. Tecplot tyto data vizualizuje
jako spojitou a na každém trojúhelńıku lineárńı funkci.

3.1 Triangulace

Aby byla maximálně využita všechna vstupńı data, je potřeba vhodným
zp̊usobem zjemnit zadanou śıt’. V př́ıpadě p2 a p3 máme totiž k dispo-
zici řešeńı nejen v uzlových bodech, ale i v ostatńıch bodech na hranách
śıtě, eventuálně uvnitř elementu. Právě v těchto bodech budeme cht́ıt
rozšǐrovat p̊uvodńı triangulaci.

Pokud neznáme hodnoty nikde mimo uzlové body, což je př́ıpad poly-
nomiálńı aproximace řádu jedna, nemá velký smysl p̊uvodńı triangulaci
nějak měnit. Tato aproximace je totiž po částech lineárńı a naš́ım ćılem je
taktéž po částech lineárńı aproximace, ale nav́ıc spojitá. Je proto nutné
určit právě jednu hodnotu v každém uzlu. Poč́ıtáńım hodnot v uzlech
výsledné triangulace se budeme zabývat v př́ı̌st́ı podkapitole.

Uvažujme nyńı polynomiálńı aproximaci vyšš́ıho řádu než jedna. Ten-
tokrát budeme zjemňovat zadanou triangulaci. Prvńı fáze děleńı element̊u
je zachycena na obrázku 3.1. Trojúhelńık typu p2 a p3 se rozděĺı na v́ıce
element̊u podle schématu na obrázku. Pokud provedeme toto dělěńı pro
všechny patřičné trojúhelńıky a jestliže se stupně polynomů zadaných na
elementech této triangulace budou lǐsit, źıskáme nekonformńı triangulaci.
Naš́ım ćılem je ovšem vytvořit konformńı triangulaci, což znamená, že je
nutné provést dodatečná děleńı. Nyńı probereme základńı př́ıpady, které
mohou nastat.

Pokud vedle sebe budou ležet elementy stejného typu, neńı třeba
provádět daľśı děleńı, nebot’ výsledná triangulace bude konformńı.

Uvažujme tentokrát element typu p2 a jeho sousedńı element typu
p1. Abychom źıskali konformńı triangulaci, element p1 se rozděĺı na dva
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p2

p3

Obrázek 3.1: Vnitřńı dělěńı trojúhelńıku

trojúhelńıky. Podobně se řeš́ı soused p3 , jak je patrné z obrázku 3.2. Je
na něm vidět, že element p1 se může dělit popsaným zp̊usobem v́ıcekrát.
Pokud by element p1 měl tři sousedy typu p3 , rozděĺı se na sedm ele-
ment̊u, jak je vidět na obrázku 3.3.

Zbývá situace, kdy spolu soused́ı elementy typu p2 a p3. Děleńı trojú-
helńık̊u potom prob́ıhá opět podobným zp̊usobem. Hanging node, což
je bod, který lež́ı uvnitř hrany jednoho trojúhelńıku a současně je vr-
cholem jiného trojúhelńıku, je propojen hranou s protěǰśım bodem. Pro
názornost je uveden obrázek 3.4 zachycuj́ıćı př́ıpad, kde lež́ı p2 mezi
dvěma p3.

3.2 Hodnoty aproximace

Nyńı už známe podobu prvńı části výstupńıho souboru, zbývá ted’ ještě
určit hodnoty naš́ı aproximace v uzlech nové triangulace. Z polynomiálńı
aproximace známe hodnoty v d(k) bodech na daném trojúhelńıku, který
je typu pk . Z předchoźı podkapitoly plyne, že sjednoceńı těchto bod̊u jed-
noznačně odpov́ıdá právě všem uzl̊um nové triangulace. Abychom źıskali
pro každý uzel jednu hodnotu, spoč́ıtáme vhodný pr̊uměr hodnot za-
daných v tomto bodě, popř́ıpadě i hodnot v bodech lež́ıćıch v bĺızkosti
daného uzlu.

Je-li uzel uvnitř hrany lež́ıćı na hranici Ω, nebo lež́ı-li v těžǐsti trojúhel-
ńıku p3 , známe v něm ze vstupu jedinou hodnotu, která se př́ımo přenese
i do naš́ı nové aproximace.

Pokud bod lež́ı na společné hraně dvou p̊uvodńıch element̊u stejného
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Obrázek 3.2: Děleńı trojúhelńık̊u typu p1 (značeno červeně)

Obrázek 3.3: Děleńı trojúhelńıku typu p1, který má tři sousedy p3
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Obrázek 3.4: element p2 lež́ı mezi dvěma p3. Červeně jsou vyznačena
dodatečná děleńı.

typu, nebo pokud je uzlem v p̊uvodńı triangulaci, máme v tomto bodě
ze vstupu k dispozici r̊uzný počet hodnot polynomiálńı aproximace. Jed-
notlivé hodnoty v tomto bodě dávaj́ı polynomy zadané na trojúhelńıćıch,
jejichž hrany obsahuj́ı tento bod. Za hodnotu aproximace zde vezmeme
jednoduše aritmetický pr̊uměr těchto hodnot.

Stejně se řeš́ı př́ıpad uzl̊u, lež́ıćıch na hranici p1 a elementu jiného

g
f

a

x

y

z

b

Obrázek 3.5: f je polynom stupně 3, g je polynom stupně 2

typu. Výsledkem bude opět aritmetický pr̊uměr hodnot dvou polynomů v
tomto bodě. Rozd́ıl spoč́ıvá v tom, že hodnotu polynomu na p1 nemáme
zadanou př́ımo na vstupu. Funkčńı hodnota lineárńı funkce se však jedno-
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duše dopoč́ıtá.
Zbývaj́ı už jen uzly lež́ıćı na společné hraně trojúhelńık̊u p2 a p3 .

Označme x, y, z body na společné hraně stejně jako na obrázku 3.5. Po-
lynom na p3 označme f a polynom na p2 značme g. Naše aproximace u

bude nabývat v uzlech na hraně následuj́ıćıch hodnot:

u(x) =
3f(x) + 2g(y) + u(a)

6

u(y) =
2g(y) + f(x) + f(z)

4

Uzel z je symetrický př́ıpad uzlu x. Hodnota aproximace v bodě x

záviśı na hodnotě stejné aproximace v bodě a. To však neńı ve sporu,
nebot’ algoritmus nejprve vypočte hodnoty ve vrcholech trojúhelńık̊u
p̊uvodńı triangulace, které ovšem nezáviśı na hodnotách v uzlech uv-
nitř hran.

Na závěr kapitoly dodejme, že program nedává aproximace p̊uvodńıch
veličin. Ve výstupńım souboru budou hodnoty následuj́ıćıch veličin: hus-
tota, rychlost (∈ R2), tlak, Machovo č́ıslo.
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Kapitola 4

Animace

V předchoźıch kapitolách jsme popsali výstup programu, kterým je da-
tový soubor, jenž lze nač́ıst př́ımo do programu Tecplot. V něm si uživatel
může vytvořit grafický výstup svého numerického řešeńı. Tecplot umožňu-
je nav́ıc vytvářet animace a exportovat je ve formátu AVI. Aby uživatel
při vytvářeńı animaci použit́ım v́ıce datových soubor̊u popsaných ve
druhé kapitole nemusel zdlouhavě zpracovávat každý soubor jednotlivě,
a poté každý zvlášt’ importovat do Tecplotu, vytvořil jsem softwarové
prostředky pro Unixový operačńı systém, které celý tento proces automa-
tizuj́ı. Jednotlivé úkony jsou prováděny pomoćı shell skriptu.

Prvńı z nich slouž́ı k načteńı v́ıce datových soubor̊u, které pak uživatel
může dále zpracovávat v interaktivńım prostřed́ı Tecplotu. Jediné, co
uživatel muśı udělat po spuštěńı skriptu, je určit, která data vytvořená
ADGFEM chce vizualizovat. Skript už dále zajist́ı vytvořeńı všech da-
tových soubor̊u a dále vygeneruje speciálńı makrosoubor, který se násled-
ně předá Tecplotu. To má za následek spuštěńı interaktivńıho režimu, ve
kterém jsou načtena všechna data určená uživatelem.

Druhý shell script svým použit́ım navazuje na prvńı skript, pomoćı
kterého se uživatel seznámil s grafickou podobou výsledk̊u a mohl se
rozhodnout, z kterých dat bude cht́ıt vytvořit animaci. Prostřednictv́ım
druhého skriptu může uživatel rychle a jednoduše generovat animaci
ve formátu AVI. V tomto př́ıpadě se pro urychleńı nespoušt́ı grafické
prostřed́ı Tecplotu. Uživatel po spuštěńı skriptu vybere datové soubory
a veličinu, zvoĺı si rychlost a velikost animace. Poté se podobně jako
v předchoźım př́ıpadě automaticky vytvoř́ı makrosoubor, jenž se předá
Tecplotu a zajist́ı tak vytvořeńı př́ıslušného video souboru.

Popsané programy jsou k dispozici na přiloženém CD.
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Kapitola 5

Ukázky výsledk̊u

V této kapitole jsou ukázky výsledných vizualizaćı numerického řešeńı
vytvořené Tecplotem. Obrázky 5.1, 5.2 a 5.3 zachycuj́ı typický testovaćı
př́ıklad pro transonické prouděńı, kterým je prouděńı nevazké stlačitelné
tekutiny GAMM kanálem, viz [1],[2],[3]. Na obrázku 5.4 je př́ıklad nesta-
cionárńıho prouděńı nevazké stlačitelné tekutiny přes dopředný schod,
viz [4].

x

y

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Obrázek 5.1: Nahoře je p̊uvodńı triangulace s elementy typu p3 a ńıže
výsledná triangulace.
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Obrázek 5.2: Tlak nevazké stlačitelné tekutiny při prouděńı GAMM
kanálem

Obrázek 5.3: Machovo č́ıslo stlačitelné tekutiny při prouděńı GAMM
kanálem
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Obrázek 5.4: Ukázky z animace hustoty stlačitelné tekutiny při prouděńı
přes dopředný schod
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[2] V. Doleǰśı, M. Feistauer: A Semi-implicit Discontinuous Galerkin
Finite Element Method for the Numerical Solution of Inviscid Com-
pressible Flow, J. Comput. Phys., 198 (2): 727-746, 2004.
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