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Abstrakt: V predlozené praci se zabyvame vizualizaci numerickych reseni
parcialnich diferencialnich rovnic ziskanych nespojitou Galerkinovou me-
todou, kterd dava po castech polynomidlni, ale nespojitou aproximaci.
Pro vizualizaci chceme pouzit komercni software Tecplot, ktery vsak
umoznuje vizualizovat pouze spojitou, po ¢astech linearni funkci. Cilem
této prace je vytvorit vhodny interface mezi vystupem nespojité Galer-
kinovy metody a vstupem programu Tecplot, coz znamena navrhnout a
posléze implementovat algoritmy, které aproximuji nespojitou, po ¢astech
polynomiélni funkci novou spojitou a po ¢astech linearni funkei. Na zéveér
se vénujeme tvorbé softwarovych prostredku, které pouzitim zminénych
algoritmu umozni automaticky generovat animace numerického reseni.
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Abstract: In the present work we deal with the vizualization of numeri-
cal solutions of partial differential equations obtained by discontinuous
Galerkin finite element method, which gives a discontinuous piecewise
polynomial approximation. For the vizualization we would like to use
commercial software Tecplot, which enables to display only continuous
piecewise linear function. The aim of this work is to create interface bet-
ween the output of the discontinuous Galerkin finite element method
and the input of the Tecplot. Therefore we propose and implement algo-
rithms, which approximate discontinuous piecewise polynomial function
by the function, which is continuous and piecewise linear. In the end of
this work we turn to create software products, which could automatically
generate animations of numerical solutions, with the aid of mentioned al-
gorithms.
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Kapitola 1

Mechanika tekutin

Studium proudéni kapalin a plynu nachazi uplatnéni v mnoha rozma-
nitych oblastech védy i techniky jako je napft. letectvi a aeronautika,
automobilovy prumysl, strojirenstvi (konstrukce turbin a kompresort),
chemicky a potravindisky prumysl (misici zafizeni, proudéni chemicky
reagujicich tekutin), medicina (proudéni krve v cévach), biologie, me-
teorologie, hydrologie, ocedanografie ¢i ochrana zivotniho prostiedi. Ke
zkoumani proudéni je mozné vyuzit dva pristupy. Jednak pomoci experi-
mentu, které sice prindseji realisticky obraz skute¢ného proudéni, ovsem
jejich uskutecénéni je casto nakladné a zaroven casové narocné. Druhou
moznosti je pouziti matematickych modelu. Vétsina z nich umoznuje
prevést tlohu na feSeni soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic vy-
jadtujicich zakladni fyzikalni zdkony zachovani hmoty, hybnosti, mo-
mentu hybnosti a energie. Pocitacova dynamika tekutin (zndma pod
zkratkou CFD = Computational Fluid Dynamics) se zabyva numerickym
feSenim takovych soustav. Cilem tohoto oboru je vytvoreni pocitacové
simulace proudéni, ziskané na zakladé aplikace vhodnych numerickych
metod a vypoctovych algoritmu, kterda bude srovnatelna s vysledky ex-
perimentu.

Tato prace se zabyva zavérecnou fazi tohoto procesu, kterou je vizua-
lizace teseni. V posledni dobé se pfi feseni soustav diferencialnich rovnic
popisujicich proudéni pouzivaji metody vyssiho iadu, uved me napiiklad
ADGFEM (Adaptive Discontinuous Galerkin Finite Element Method), v
soucasnosti vyvijeny na Katedfe numerické matematiky, viz [1], [2], [3].
Touto metodou se ziskd po castech polynomidlni aproximace. Vétsina
dnes dostupného softwaru ovsem umoznuje vizualizovat pouze funkce po
¢astech konstantni nebo spojité a po castech linearni, jako v pripadé ko-
meréniho softwaru TECPLOT, jehoz licenci zakoupila matematicka sekce
na MFF. Cilem této prace je tedy vytvorit interface mezi vysledky ne-
spojité Galerkinovy metody a vstupem programu Tecplot. To znamena
navrhnout, a nasledné implementovat vhodny algoritmus, ktery aproxi-
muje nespojitou po ¢astech polynomidlni funkei takovou funkci, ktera je
spojita a po ¢astech linearni. Vystupem vytvoreného programu je soubor



piimo zpracovatelny programem Tecplot.



Kapitola 2

Popis vstupnich dat

V této ¢asti se podrobnéji seznamime s podobou vysledki nespojité Ga-
lerkinovy metody a uvedeme format vstupnich dat.

Necht Q C R? je oblast, kterd je rozdélena na uzaviené trojihelniky
{K;}, pficemz plati:

K{NK; =0, i j

Mnozinu vsech {K;}, pokryvajicich €2, nazyvame triangulaci. V nasem
pripadé pracujeme pouze s konformnimi triangulacemi, které splinuji nasle-
dujici podminku:

1)
celd hrana

Triangulace, ktera neni konformni, se nazyva nekonformni.

Jeden ze dvou soubort, ktery nas program obdrzi na vstup, bude
specifikovat triangulaci {K;}. To znamend, Ze v ném budou zapsany
soutadnice uzlovych bodu triangulace a dale jejich trojice, definujici jed-
notlivé trojuhelniky. Numerické feseni, ziskané pomoci nespojité Galer-
kinovy metody, patii do prostoru S; nespojitych po ¢astech polynomidl-
nich funkef:

Sy = {Uh, Un|K; € Pk(KZ-), \V/KZ}

kde Py(K;) oznacuje prostor polynomu nejvyse k-tého stupné na ele-
mentu Kj;.

Kazdy polynom definovany na daném elementu je v nasi tloze urcen
svymi funkénimi hodnotami na nasledujici mnoziné uzlu:

3 1 k—1 3
{xzz)‘iai’)‘16{07%7“"T’1}’j6{1’2>3}7Z)‘izl}
i=1 i=1

kde aq, as, asg jsou vrcholy daného trojuhelniku.
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Obréazek 2.1: Uzly definujici polynomialni funkeci

Pocet uzlu pro dané k je:

(k + 1)(k +2)
2

d(k) =

Funkce z prostoru 5, je tedy jednoznacéné urcena svymi hodnotami v
d(k) bodech pro kazdy trojuhelnik. Na obrazku 2.1 jsou znazornény tii
piipady k = 1, 2, 3, na které se v nasi praci omezime. Element, na kterém
je definovan polynom stupné i, budeme nadéle oznacovat p;. Polynom
prvniho stupné je urcen tfemi body ve vrcholech elementu. V piipadé p,
zname navic hodnoty ve stfedech hran. Podobné u ps, kde je znama téz

Funkéni hodnoty definujici numerické feseni jsou dany samostatnym
vstupnim souborem. V ramci této prace se vénujeme aplikacim z nume-
rické simulace stlacitelného proudéni, které je popsano ¢tyrmi veli¢inami:
hustota, hybnost (€ R?) a energie. Uved'me piiklad ¢dsti tohoto souboru:

21.016 1.013 1.020 1.015 1.016 1.018

2 0.953 0.964 0.940 0.958 0.954 0.945

2 0.026 0.000 0.002 0.010 0.001 0.014

2 7.797 T7.777 7.823 7.789 7.798 7.813

11.017 1.013 1.019

1 0.953 0.965 0.939

1 0.026 0.001 0.002

1 7.805 7.779 7.817

3 0.975 0.971 0.977 0.974 0.973 0.973 0.975 0.976 0.976 0.975
3 1.062 1.075 1.066 1.065 1.071 1.070 1.065 1.061 1.062 1.066
3 0.040 0.057 0.056 0.045 0.050 0.057 0.057 0.061 0.045 0.051
3 7.483 7.463 7.497 T7.477 T7.470 7.475 7.486 7.491 7.486 7.481



Ctvefice Fadki odpovidd jednomu z elementi. Kazdy ze ¢tyf radka
prislusi jedné z velicin. Na zacatku kazdého tadku je uvedeno celé ¢islo
nabyvajici hodnot 1, 2, nebo 3, které urcuje stupenn polynomu na daném
elementu. Daéle jiz nasleduji funkéni hodnoty v takovém poradi, jak je
uvedeno na obrazku 2.1. V tloze predpokladame, ze na daném elementu
je stupen polynomu stejny pro vSechny veli¢iny.



Kapitola 3
Reseni tlohy

V predchozi kapitole jsme popsali vSechna vstupni data, muzeme tedy
prikrocit k samotnému feSeni tlohy. Nasim cilem bude vytvortit soubor,
ve kterém bude popsdna nova triangulace, a dale pravé jedna hodnota
aproximace v kazdém uzlu této triangulace. Tecplot tyto data vizualizuje
jako spojitou a na kazdém trojuhelniku linearni funkci.

3.1 Triangulace

Aby byla maximalné vyuzita vSechna vstupni data, je potfeba vhodnym
zpusobem zjemnit zadanou sif. V pifpadé p, a ps mame totiz k dispo-
zici TeSeni nejen v uzlovych bodech, ale i v ostatnich bodech na hranach
sité, eventualné uvniti elementu. Pravé v téchto bodech budeme chtit
rozsitovat puvodni triangulaci.

Pokud nezname hodnoty nikde mimo uzlové body, coz je pripad poly-
nomialni aproximace fadu jedna, nemad velky smysl puvodni triangulaci
néjak meénit. Tato aproximace je totiz po ¢astech linearni a nasim cilem je
taktéz po castech linearni aproximace, ale navic spojita. Je proto nutné
urcit pravé jednu hodnotu v kazdém uzlu. Poc¢itanim hodnot v uzlech
vysledné triangulace se budeme zabyvat v pristi podkapitole.

Uvazujme nyni polynomialni aproximaci vyssiho radu nez jedna. Ten-
tokrat budeme zjemnovat zadanou triangulaci. Prvni faze déleni elementt
je zachycena na obrazku 3.1. Trojuhelnik typu p, a ps se rozdéli na vice
elementu podle schématu na obrazku. Pokud provedeme toto déléni pro
vSechny pattiéné trojuhelniky a jestlize se stupné polynomu zadanych na
elementech této triangulace budou lisit, ziskdme nekonformni triangulaci.
Nasim cilem je ovSsem vytvorit konformni triangulaci, coz znamena, ze je
nutné provést dodatecna déleni. Nyni probereme zédkladni pripady, které
mohou nastat.

Pokud vedle sebe budou lezet elementy stejného typu, neni tieba
provadeét dalsi déleni, nebot vyslednd triangulace bude konformni.

Uvazujme tentokrat element typu ps a jeho sousedni element typu
p1. Abychom ziskali konformni triangulaci, element p; se rozdéli na dva
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Obrazek 3.1: Vnitini déléni trojihelniku

trojihelniky. Podobné se fesi soused ps, jak je patrné z obrazku 3.2. Je
na ném vidét, ze element p; se muze délit popsanym zpusobem vicekrat.
Pokud by element p; mél tii sousedy typu ps, rozdéli se na sedm ele-
ment, jak je vidét na obrazku 3.3.

Zbyva situace, kdy spolu sousedi elementy typu ps a ps. Déleni troju-
helniki potom probiha opét podobnym zpusobem. Hanging node, coz
je bod, ktery lezi uvniti hrany jednoho trojihelniku a soucasné je vr-
cholem jiného trojuhelniku, je propojen hranou s protéjsim bodem. Pro
nazornost je uveden obrazek 3.4 zachycujici pripad, kde lezi py mezi
dvéma ps.

3.2 Hodnoty aproximace

Nyni uZ zndme podobu prvni éasti vystupniho souboru, zbyva ted jeste
urcit hodnoty nasi aproximace v uzlech nové triangulace. Z polynomialni
aproximace zname hodnoty v d(k) bodech na daném trojihelniku, ktery
je typu pg . Z predchozi podkapitoly plyne, ze sjednoceni téchto bod jed-
nozna¢né odpovida pravé vsem uzlum nové triangulace. Abychom ziskali
pro kazdy uzel jednu hodnotu, spocitdme vhodny prumér hodnot za-
danych v tomto bodé, poptipadé i hodnot v bodech lezicich v blizkosti
daného uzlu.
niku ps, zname v ném ze vstupu jedinou hodnotu, ktera se piimo prenese
i do nasi nové aproximace.

Pokud bod lezi na spoleéné hrané dvou puvodnich elementtu stejného

11



Obrazek 3.3: Déleni trojuhelniku typu p;, ktery ma tii sousedy ps
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Obrézek 3.4: element p, lezi mezi dvéma ps. Cervené jsou vyznacena
dodatecna déleni.

typu, nebo pokud je uzlem v puvodni triangulaci, mame v tomto bodeé
ze vstupu k dispozici rizny pocet hodnot polynomialni aproximace. Jed-
notlivé hodnoty v tomto bodé dévaji polynomy zadané na trojuhelnicich,
jejichz hrany obsahuji tento bod. Za hodnotu aproximace zde vezmeme
jednoduse aritmeticky prumeér téchto hodnot.

Stejné se fesi pripad uzlu, lezicich na hranici p; a elementu jiného

b

a

Obrazek 3.5: f je polynom stupné 3, g je polynom stupné 2

typu. Vysledkem bude opét aritmeticky prumér hodnot dvou polynomu v
tomto bodé. Rozdil spociva v tom, ze hodnotu polynomu na p; neméame
zadanou primo na vstupu. Funkéni hodnota linearni funkce se vsak jedno-

13



duse dopocita.

Zbyvaji uz jen uzly lezici na spole¢né hrané trojuhelniku p, a ps.
Oznacme z, y, z body na spoletné hrané stejné jako na obrazku 3.5. Po-
lynom na p3 ozna¢me f a polynom na ps znacme g. Nase aproximace u
bude nabyvat v uzlech na hrané néasledujicich hodnot:

3f(x) 4 2g(y) + u(a)

u(x) = 5
FREEUES (D6

Uzel z je symetricky pfipad uzlu z. Hodnota aproximace v bodé z
zavisi na hodnoté stejné aproximace v bodé a. To vSak neni ve sporu,
nebot algoritmus nejprve vypoéte hodnoty ve vrcholech trojthelniki
puvodni triangulace, které ovSem nezavisi na hodnotach v uzlech uv-
niti hran.

Na zavér kapitoly dodejme, ze program nedava aproximace puvodnich
veli¢in. Ve vystupnim souboru budou hodnoty néasledujicich veli¢in: hus-
tota, rychlost (€ R?), tlak, Machovo éislo.
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Kapitola 4

Animace

V predchozich kapitoldch jsme popsali vystup programu, kterym je da-
tovy soubor, jenz lze nacist primo do programu Tecplot. V ném si uzivatel
muze vytvorit graficky vystup svého numerického feseni. Tecplot umoznu-
je navic vytvaret animace a exportovat je ve formatu AVI. Aby uzivatel
pii vytvareni animaci pouzitim vice datovych souboru popsanych ve
druhé kapitole nemusel zdlouhavé zpracovavat kazdy soubor jednotlive,
a poté kazdy zvlast importovat do Tecplotu, vytvofil jsem softwarové
prostiedky pro Unixovy operacni systém, které cely tento proces automa-
tizuji. Jednotlivé tikony jsou provadény pomoci shell skriptu.

Prvni z nich slouzi k nacteni vice datovych souboru, které pak uzivatel
muze dale zpracovavat v interaktivnim prostiedi Tecplotu. Jediné, co
uzivatel musi udélat po spusténi skriptu, je urcit, kterda data vytvorena
ADGFEM chce vizualizovat. Skript uz dale zajisti vytvoreni vSech da-
tovych souboru a dale vygeneruje specialni makrosoubor, ktery se nasled-
né preda Tecplotu. To ma za nasledek spusténi interaktivniho rezimu, ve
kterém jsou nactena vSechna data urcena uzivatelem.

Druhy shell script svym pouzitim navazuje na prvni skript, pomoci
kterého se uzivatel seznamil s grafickou podobou vysledku a mohl se
rozhodnout, z kterych dat bude chtit vytvorit animaci. Prostiednictvim
druhého skriptu muze uzivatel rychle a jednoduSe generovat animaci
ve formatu AVI. V tomto ptipadé se pro urychleni nespousti grafické
prostiedi Tecplotu. Uzivatel po spusténi skriptu vybere datové soubory
a velicinu, zvoli si rychlost a velikost animace. Poté se podobné jako
v pfedchozim piipadé automaticky vytvori makrosoubor, jenz se preda
Tecplotu a zajisti tak vytvotreni piislusného video souboru.

Popsané programy jsou k dispozici na prilozeném CD.

15



Kapitola 5

Ukazky vysledku

V této kapitole jsou ukazky vyslednych vizualizaci numerického feseni
vytvorené Tecplotem. Obrazky 5.1, 5.2 a 5.3 zachycuji typicky testovaci
piiklad pro transonické proudéni, kterym je proudéni nevazké stlacitelné
tekutiny GAMM kandlem, viz [1],[2],[3]. Na obrdzku 5.4 je piiklad nesta-
cionarniho proudéni nevazké stlacitelné tekutiny pres doptfedny schod,
viz [4].
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Obrazek 5.1: Nahote je puvodni triangulace s elementy typu ps a nize
vyslednd triangulace.
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Obrazek 5.2: Tlak nevazké stlacitelné tekutiny pii proudéni GAMM
kanalem

0.8
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0.4

0.2

Obrazek 5.3: Machovo cislo stlacitelné tekutiny pti proudéni GAMM
kanalem
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Obrazek 5.4: Ukazky z animace hustoty stlacitelné tekutiny pti proudéni
pres dopredny schod
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