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Uvod
Motivace

Snazime se o to, aby zaci a studenti lépe pochopili probiranou latku a doslo
k lepSimu zapamatovani, budeme se snazit vysvétlit priklady na praktickém zna-
zornéni, které mohou vidét ve svém bézném zivoté. Na zakladnich a stfednich
skolach se pii vyuce matematiky stava, ze nékteri studenti zcela nechapou latku,
pfipadné se snazi latku zapamatovat a ne pochopit. Jiz ve starém Recku byly
vyklady matematiky znazornovany obrazky a byla zde jiz abstrakce ve formé di-
kazt. Casto se stava, Ze se studenti s dfikazy sezndmi az na vysoké skole nebo jen
v malé formé na stfedni skole. Hlavni motivaci pro nas je v budoucnosti zlepsit
vyuku na zakladnich a stfednich skolach, vyuzit tuto bakalaiskou praci k rozvoji
vyuky na Skolach a rozsirit povédomi o matematické historii.

Cil prace

Cilem této prace je prehledné a srozumitelné sepsat ciselné teoretickda badani
a jeho vysledky ve starém Recku, zavedeni fecké matematiky, obrazki, diikazi
a poznatkl do standardni vyuky na skolach a tim obohaceni probirané latky a
zlepSeni celkového pochopeni (zhruba od 6. stoleti pf. Kr. do 4. stoleti po Kr.).

Hlavni prinosy prace

Hlavni ptinosy bakalafské prace jsou:
e Zkvalitnéni a obohaceni vyuky na skolach.
e Znalost déjin matematiky pro pochopeni, jak vyvoj matematiky probihal.
e Zdokonaleni abstraktniho mysleni na stfedni skole.

e Srovnani stiedoskolského pohledu na NSD a Eukleidova algoritmu.

vvvvvv

matematiky.

e Zavedeni logického mysleni do vyuky.



1. Recké poznatky z teorie ¢isel

1.1 Uvodni seznameni s teorii ¢isel

Matematika a jeji discipliny se vyvijely jiz od pocatku veéki. Jiz v pravéku se
pouzivala aritmetika u ,,vrubovky“ jako zarezy na kostech. Pti vykladu déjin ma-
tematiky na stfedni skole by bylo vhodné se studenti zeptat, jaky matematicky
nastroj pouzivali pravéci lidé pii vstupu do jeskyné se zadsobami pro ovéreni, ze
zésoby souhlasi, tj. souhlasi pocet zafezli na vrubovce. Jisté bychom jako odpovéd
dostali, Ze pouzity matematicky nastroj je bijekce (tj. ke kazdému obrazu existuje
pravé jeden vzor). V dnesni dobé bychom mohli pfirovnat inovovanou vrubovku
ke skladni karté v podniku pro kontrolu zasob. Myslim, ze systém skladni karty
v elektronické i v papirové podobé je stale na podobném principu jako vrubovka.
Velky rozvoj matematiky také nastal v Mezopotamii, Egypté, starém Recku a
v dalsich zemich. V této praci se zaméiime na staré Recko, ve kterém doslo
k velkému rozvoji geometrie a aritmetiky (teorie ¢isel). Nejvétsi rozvoj matema-
tiky se v Recku udél zhruba od 6. stoleti pi. Kr. do 4. stoleti po Kr. Timto
obdobim se budeme zabyvat. Pravé toto obdobi se nazyva jako ,fecky zazrak*,
tj. vznik historické doby Recka. V tomto obdobi zacala vznikat idea matematiky
jako védy. Zdroje nasich dochovanych poznatki tvori bohuzel pouze zlomky. Vi-
me, ze puvod fecké matematiky je v Egypté, a moznd i v jinych zemich. Zacalo
prebirani poznatkt a tvircéi postup. Empirické poznatky se pretvarely do védy
(Eukleides-Zaklady). Abstrakce, vytvofeni zdkladnich poznatkt (bod, pfimka,
Cislo, pomér). Doslo k zformovani postuléti, tj. konstrukce kruzitkem a pravit-
kem. Zformovani axiomt, logickych principti odvozovacich a dokazovacich, idea
dikaz. Postupné vytvafeni matematického svéta ze zdkladnich prvki (bodi).
Rekové se v matematice snazili vyuzivat princip minimalizace. Jeden z nejvétsich
feckych matematikd byl Pythagoras ze Samu, ktery zalozil filozofickou skolu. Py-
thagorejci uznavali, Ze podstatou vSeho je ¢islo (arithmos), proto se tolik zajimali
o teorii ¢isel. Pythagoras mél vliv na celou dalsi matematiku, jelikoz vSichni fecti
matematici vzesli pfimo nebo nepiimo z pythagorejské skoly. Pythagorejci uzna-
vali 4 discipliny: aritmetika, geometrie, astronomie a hudba. V discipliné hudby
se zabyvali matematickou teorii hudebnich intervald a vérili ve stavbu vesmiru,
tj. vesmir a hudba.

Za doby Pythagorejcti znali a uméli jiz vyuzit priméry. Z divodu, ze Staré Recko
bylo velice vyspélé, mohli tyto ukazatelé pouzivat k zakladnim statistikdm. Je
mozné, ze aritmeticky primér pouzivali k poctu otroki nebo k mnozstvi majetku
na jednoho obyvatele. Vyuziti primeéra bylo mozné i k obchodnim tceltim nebo k
prepoctu sménného kurzu, napt. koupé€ obili a masa. Kdyz si predstavime, ze 1 ks
masa ma cenu 10 jednotek a urc¢ité mnozstvi obili 2 jednotky, dostali za 1 ks masa
5x urcité mnozstvi obili. Je zajimavé, ze existoval v této dobé jiz harmonicky a
geometricky priamer.

Pro tplnost prace uvadim vzorce pro vypocet jednotlivych primért a zakonitosti
mezi nimi:



e aritmeticky pramér (A)

e geometricky pramér (G)

e harmonicky pramér (H)

Vztah mezi témito praméry:

A>G>H

rovnost nastava jen tehdy, kdyz jsou vSechna primeérovana cisla stejna. Objev
tvrzeni i ditkazu je prisuzovan Pythagorovi.

Jiz v Mezopotamii byl zaznamenéan vznik Pythagorovy véty, védéli také presné, ze
V2 = 1,4142136, spoleéné s pythagorejskou trojici, kterd byla vyjadiena vztahem
Va,b,c € N : a®> + b*> = ¢* (tabulka Plimpton 322). Tabulka méla 15 pythagorej-
skych trojic, které obsahovaly i velice naro¢né trojice.

Existovala matematicka teorie hudebnich intervali, ktera vyjadrovala zkracovani
struny ve vhodnych pomeérech a tvorily ji zakladni hudebni intervaly. Na ptikladu
hudebni ¢tverice naznacim vyuziti. Piiklad hudebni ¢tveftice je: 6, 8, 9 a 12, zde
je vidét vyuziti aritmetického a harmonického primeéry:

6+ 12
9g=-—"=
2 )

2.6 12
g="""=
6+ 12

Na hudebni ¢tvefici je mozné nahlizet jako na krychli, kde 6 urcuje pocet stén, 12
pocet hran, 8 vrcholt a 9 pocet rovin soumeérnosti. Nikomachos povazuje tento
priklad hudebni ¢tvetice za takzvanou ,,dokonalou posloupnost “.

Objev matematické teorie hudby je pfisuzovan Pythagorovi. Pythagorejci méli
predstavy, ze kazdé dvé usecky se daji poméfit (souméfitelné). Domnivali se, ze
pro kazdé dvé tisecky a, b plati, ze existuje mérna tisecka c:

a=nmn-c

b=m-c

pomér a, b je n : m z nynéjSich poznatkt vime, ze tomu tak neni. Disledky, které
odvodili ze svého zkoumani matematiky:

e Konecny pocet tisecek miizeme meérit.
e Pravouhlé trojuhelniky odpovidaji Pythagorovym trojicim.

Dnes jiz vime, ze plati jen jedna implikace. Zjistili také, ze existuji tzv. nesoumeéri-
telné tsecky, to zptsobilo problém pojmenovany pozdéji jako ,, 1. krize matemati-
ky“. Dnes jiz vime, ze nesoumétitelnost souvisi s iracionalitou. Theodoros (ucitel



Theaiteta) prispél ke studiu iracionalit, kdyz dokézal, Ze odmocniny nec¢tverco-
vych ¢isel az po 17 jsou iracionalni. Dtikaz iracionality

V2

provedeme az po zavedeni dtlezitych poznatkt fecké matematiky.

1.2 Hlavni recké poznatky z teorie Cisel
Pocatky recké matematiky

Na zac¢atku 7. stoleti pied n.l. za¢ina vznikat feckd matematika v Recku a v Ionii.
Postupem casu se fecka kultura smiché s egyptskou a babylonskou védou, ktera
zahrnuje jak matematické tak astronomické poznatky. Podle Déjin matemati-
ky ve starovéku od Kolmana Rekové pravdépodobné zacali Gerpat své poznatky
z egyptskych a babylonskych spist. Pravé Hérodotos (484-425 pi.n.l.) popisuje
jak egyptsky kral rozdéloval svoje statky a poté bral davky za jejich vyuzivani.
A také udava snizeni davky o jakou ¢ast daného tizemi prisel zemédélec pri roz-
vodnéni feky Nil za pomoci vyméfovani. Diky této udalosti se do Recka dostalo
zemeémericstvi. Béhem této doby se stavély slunecni hodiny, casomérné sloupy
(gnémony) a bylo zavedeno rozvrzeni dne na dvanéct ¢asti, které piijali Rekové
od Babylonanti. Podle Kolmana byly poc¢atky abstraktniho mysleni nejspise pie-
vzaty z Egypta a Babylonie.

Praveé zde mizeme vysledovat rozsahlou diskuzi. Nékteri historikové, filozofové a
dalsi rozhodné popiraji skutecnost, ze by matematika Orientu méla néjaky vliv
na rozvoj Recké matematiky. Jini naproti tomu pfiznavaji, ze Rekové nékteré véci
prevzali od Egyptant a Babylomiant, ale byly to pry pouze praktické dovednosti.
Tj. podle nich byla teoretickd matematika vyhradné vytvorem Rekti. Pokud se
pozorné zamyslime a uvédomime si z dochovanych faktt jednotlivé skutec¢nosti,
dojde nadm, ze feckd matematika dosahla za dvé stoleti toho co v Egypté trvalo
dvé tisicileti. Je tedy pravdépodobné, ze Reckd matematika stavéla jiz na pred-
chozich poznatcich a snazila se o jejich vylepsSeni, upfesnéni a zobecnéni.
Pocatkem 6. stoleti pied n.l. za¢ind v matematické mysleni Rekt prevladat te-
oreticka stranka. Pfepisovani knih a vypocty zacaly vykonavat otroci. Takto se
odlisila teoreticka a praktickd matematika. Pravé oproti praktické aritmetice a



geometrii by jsme v teoretické aritmetice a geometrii nenasli pouze navody na
feseni tloh, ale byla zde pravé zdivodnéna spravnost feseni. Zavedenim dikazt
do matematiky byla moznost zobecnovat jednotlivé vysledky, ziskavat nové za-
véry a podobné. Matematika se zacala v Recku definitivné rozvijet jako védecky
obor od poloviny 6. stoleti pred n.l. Velkolepym dilem byly Eukleidovy ,,Zaklady “,
které vznikly v helenistickém obdobi pfiblizné kolem roku 300 pfed n.l. Nejdii-
ve se v Tecké matematice dokazovaly jen nékteré véty, pozdéji se vSak zacaly
vyzadovat diikazy pro kazdé tvrzeni. Postupné Rekové zacali rozlisovat vichozi
pojmy a predpoklady, nadzornost zacala byt nahrazovana logickymi zavéry a zacal
se vytvaret harmonicky systém. Pythagorejci znali pouze kladnéa c¢isla a racional-
ni zlomky a do doby objeveni nesouméritelnych veli¢in byla geometrie podiizena
aritmetice. Po tomto objevu zapocali prvni zaklady geometrické algebry, které
pochézeji od pythagorejcii. klasifikace iracionalit od Theaitetose a Eukleida. Eu-
doxos vybudoval teorii proporci, coz byl geometricky ekvivalent teorie realnych
Cisel.

Bohuzel se nAm mnoho z feckych matematickych poznatkt nedochovalo. Teprve
od 4. stoleti pred n.l. existuji nékteré castecné a dokonce i iplné texty.

Poditant ve starém Recku

Rekové se jiz od sedmi let uéili poéitat spolu se étenim a psanim. Recka podéetni
soustava byla desitkova. Mald mnozstvi Rekové pocitali na prstech velkd pomoci
kamink®. Nedostatek pfimych dokladt je pravdépodobné, protoze Rekové vyu-
zivali pfi poc¢itani zpaméti pouze poéitadla (abaku). Nejprve Rekové pouzivali
¢islovky do 1000, pozdéji do 10000. Az ve 3. stoleti pfed n.l. Archimédes ve svém
dtlezitém dile ,Poc¢itani pisku® vyvraci do té doby mylny nazor, Ze existuje nej-
vétsi posledni ¢islo. Déle, zde naznacuje zpiisob jakym je mozné vyjadrit libovolné
velké ¢islo. Musime si uvédomit, Ze feckd matematika neznala ani zaporna cisla
ani nulu. Rekové byli zb&hli ve ¢tyfech aritmetickych operacich s celymi kladny-
mi ¢isly na pocitadle, ikony se zlomky, pouziti pfedchoziho v zeméméricstvi a
praktické ulohy vSedniho Zivota. Pozdéji se zacali zabyvat také hledanim druhych
a tretich odmocnin, feSenim tuloh, které se vztahovaly na urcité veli¢iny a u Dio-
fanta rovnéz na veli¢iny neznamé. Takovéto tlohy dnes zahrnujeme do aritmetiky
a algebry.

Rekové si pod pojmem ¢islo predstavovali piirozené ¢islo a chapali ho jako souhrn
jednotek. Samotna jednicka, ale nebyla za ¢islo povazovana. Pozdéji zacala praxe
Reky nutit, aby se mimo ¢isel zabyvali navic poméry tisecek v geometrii. Ciselné
hodnoty téchto pomért vyjadrovali jak celymi ¢isly tak zlomky.

Rekové se snazili o vyuziti matematiky i v jinych oborech jako technika a piiro-
dovéda.

Pokud se podivame do ., Uvodu do aritmetiky“ od novopythagorejce Nikomacha
(pfiblizné 100 n.l.) nalezneme zde tabulku ¢tverct celych ¢isel, kterd je sestave-
na presné jako nase skolni tabulky nasobilky. Pomoci ni Nikomachos porovnaval
vlastnosti délitelnosti celych cisel.



Ve zptisobu nasobeni nékolikamistnych ¢isel se od Reki lisime, my za¢indme na-
sobit od niz§ich ¥adl, to jsme pfevzali od Indi. Naproti tomu Rekové zac¢inali
nasobit od nejvyssich fada. P¥i vypoctech Rekové zlomky pievadéli na spolec-
ného jmenovatele, krétili je a rozsifovali (nésobili Citatele a jmenovatele stejnym
Cinitelem).

Recké pohledy na matematiku

Anaximadrovi (610-543 pt.n.l.) se pfipisuje sestrojeni prvnich zemépisnych map
Recka i celé Zemé, kde pouziva kolmou projekei a sestrojeni sluneénych hodin.
Pravé zde a v aplikacich pro vypocet zatméni Slunce miiZzeme pozorovat, ze Re-
kové nejspise opravdu nekteré poznatky prevzali od Babylonanit, ktefi se zabyvali
spocitanim periody zatmeéni Slunce a dalsimi velice podobnymi udalostmi.
Pythagoras okolo roku 570-300 pred n.l. zalozil skolu stejného jména. Domnivame
se, ze Pythagorejci pfevzali znalosti aritmetiky, geometrie, teorie hudby a astro-
nomie od egyptskych a babylonskych knézi a tyto znalosti poté dale rozvijeli.
Pythagorejci zobrazovali ¢isla jako body, které seskupovali do geometrickych ob-
razci. Takto pravé vznikl pojem ,figuralnich c¢isel®, kde jak uvidime je velka
souvislost mezi pojmem ,,¢islo“ a ,,geometricka prostorovost “. Figuralni ¢isla jako
trojuhelnikova, ¢tvercova a dalsi uvadime pozdéji.

Pythagorejci se snazili o soulad mezi harmoniemi ,,omezena‘ a ,neomezena“ vyja-
dfenou v ,,zdkonech c¢isel “. Pythagorejci méli také velky vztah k hudbé, tj. nalezeni
harmonie.

Eukleides ve svém spise ,, Katatomé kanons“ vlastné ukazuje, ze vztahy tont mu-
si nutné odpovidat vztahlim celjch ¢isel. Pravé matematické uceni o harmonii
prineslo znovu ideu o nesoumétitelnosti, tj. vyvratilo zakladni princip a to ze
muzeme vSechny véci mérit jen celymi ¢isly. Interval mezi celymi tény neni stéle
stejny a je nepiimo tmérny vysce tént. Cely interval se musi délit podle , har-
monického principu®, tj. tak, aby se oktdva (pomér 1:2) délila na dva nestejné

intervaly: kvartu (3:4) a kvintu (2:3) podle zékona 3 = 3 - 2. Pro déleni oktavy na
dva stejné intervaly % by podle predchoziho zakona bylo: % = i . %, tj. £ = V2.

Jenze p¥i poméru délek stran 1 : v/2 vzniké disharmonie.

Takto vidime, ze v/2 nemtize byt vyjadiena jako pomér dvou celych &isel, jedna
se tedy o cislo iracionalni.

U pythagorejctt byl bod zobrazujici jednotku déle nedélitelny. Bod byl definovan
jako jednotka, ktera ma polohu. Pro rozliSeni dvou bodii se pouzivalo oddéleni
prostorem. Kazdy bod musel mit kolem sebe , pole, tj. kazdé ¢islo bylo mozné
zobrazit nejen pomoci ¢isel, ale i pomoci ¢tvercovych poli nebo obéma zptisoby
zaroveni. (viz Kolman, Dé&jiny matematiky ve starovéku strana 87)

Pokud se nad tim zamyslime, mohlo by se jednat o to, Ze si staii Rekové zacinali
uvédomovat pojem okoli bodu a to by znazornovala moznost pouziti obou zpii-
sobil zaroven.

Cislo bylo vyjadfeno obrazcem.



Definice a rozdily u Fukleida a Nikomacha

Definice podle Eukleida (viz Eukleides, Zaklady; resp. Sir, Recké matematické
texty I):
Z matematického hlediska jsou Eukleidovy definice presnéjsi nez Nikomachovy.

Jednotka je to, podle ¢eho se kazda ze jsoucich véci nazyva jedno.

Cislo je pocet slozeny z jednotek. To znamen4, Ze jednotka se nebere jako
¢islo.

Cislo je ¢dsti (v nékterych spisech je pojem nazyvan jako dily) ¢isla, mensi
vétsiho, jestlize vétsi ¢islo méri, tj. méfi beze zbytku. Dnes vidime, Ze se
jedna o délitele.

Cdstmi pak, jestlize jim méfeno neni. V piipadé, Ze totiz mensi ¢islo neni
¢asti vétsiho, pak je néjakym nasobkem nékteré jeho ¢asti. Napiiklad 4 je
casti 16, tj. jeji ctvrtinou, ale 12 je castmi 16, tj. jejimi tfemi ¢tvrtinami.
Pokud budou obé ¢isla nesoudélna, je nutné vzit za c¢ast vétsiho jednotku.
Rozumime tomu tak, ze pokud ¢islo neni ¢asti je ¢astmi.

Vétsi cislo je nasobkem mensiho, jestlize je mensi ¢islem méreno.
Sudé cislo je to, které 1ze rozdélit napul.

Liché cislo je to, které nelze rozdélit napil takové, které se lisi od sudého
o jednotku.

Sudé sudé cislo je to, které je méfeno sudym ¢islem podle sudého ¢isla.
Sudé liché cislo je to, které je méfeno sudym cislem podle lichého ¢isla.

Lise sudé cislo je to, které je méreno lichym ¢islem podle sudého ¢isla.
Podle Eukleidovy definice je sudé sudé ¢islo kazdé cislo délitelné 4 a sudé
liché ¢islo kazdé sudé ¢islo, délitelné néjakym lichym ¢islem. V definici (Z&-
klady VII,10) Eukleides uvadi, ze lise sudé ¢islo je totéz co ¢islo sudé liché.
Jak 1 Eukleides dokazuje (v Zakladech IX,34) mohou byt néktera cisla za-
roven sudé suda i sudé licha. Naptiklad 24 je rovno zaroven 6 -4 a 8 - 3.
U novopythagorejcit Nikomacha z Gerasy a Thedna ze Smyrny nalezneme
jiné definice téchto termint (Uvod do Aritmetiky 1,8-10).

Lise liche ¢islo je to, které je méreno lichym c¢islem podle lichého disla.
Prvocislo je to, které lze métit pouze jednotkou.

Nesoudélnd cisla jsou ta, kterd lze méfit jako spolecnou mirou pouze jed-
notkou. V tectiné se pro nesoudé€lna c¢isla uziva pojem ,navzajem prvni“
vidime, zde piibuznost s pojmem ,,prvocislo“.

SloZené cislo je to, které lze méfit néjakym cislem.

Soudélna cisla jsou ta, ktera 1ze mérit néjakym cislem jako spole¢nou mérou.



Rikdme, ze jedno cislo ndasobi druhé, pokud se nasobené ¢islo ptida k sobé
samému tolikrat, kolik je v prvnim jednotek, a tim vznikne néjaké ¢islo.

Pokud se dvé cisla navzajem vynéasobi a vytvori néjaké cislo, pak vzniklé
¢islo nazyvame plosné a jeho strany jsou Cisla, ktera se navzajem vynasobila.

Pokud se tii ¢isla navzajem vynasobi a vytvoii néjaké cislo, pak vzniklé
¢islo je telesové a jeho hrany jsou ¢isla, ktera se navzajem vynasobila.

Ctvercové ¢islo je to, které je stejnekrat stejné neboli seviené dvéma stej-
nymi ¢isly. Na rozdil od Nikomacha z Gerasy nenalézame u Eukleida pfimo
figuralni ¢isla i presto, ze se v jeho terminologii odrazi myslenka geometrické
reprezentace cisel.

Krychlové cislo je to, které je stejnékrat stejné neboli seviené tiemi stejnymi
Cisly.

Cisla jsou v @imére, pokud prvni stejny nasobek, stejné ¢ast nebo stejné ¢asti
druhého jako tieti ¢tvrtého. Eukleides pro cisla podava jednodussi definici
uméry, kterou obecné definoval pro velikosti v definicich (Zaklady V,5-6).
V pripadé racionalnich poméra totiz staci vyctova typologie poméru, tu
nalezneme u Nikomacha z Gerasy (Uvod do Aritmetiky 1,17,7). Napiiklad
9:12 = 12:16, protoze 9 je stejna ¢ast (t¥i ¢tvrtiny) ¢isla 12 jako 12 ¢isla 16.

Podobnd plosna nebo télesova ¢isla jsou ta, kterd maji strany v imére.

Dokonalé cislo je to, které se rovna souctu svych c¢asti. Zde se rozumi véetné
jednotky a bez cisla samého. U Eukleida uvazujeme pouze c¢isla dokonala.
Zato u Nikomacha jsou pridany dalsi dvé kategorie: ¢isla nadmérna a pod-
mérna (Uvod do Aritmetiky 1,16,2).

Souméritelné se nazyvaji ty veli¢iny, jez jsou méfeny stejnou mirou, a nesou-
méfitelné ty, pro nez neni nalezena zadna spole¢na mira. Tj. souméritelnost
predpokladé, ze obé veliciny jsou stejného druhu, a to stejného jako jejich
spolecna mira. Z matematického pohledu neméa otazka souméfitelnosti pro
rtiznorodé veli¢iny smysl.

Ptimé jsou souméritelne v mocniné, jestlize se ¢tverec nad nimi méfi stejnou
plochou. Nesouméftitelné, pokud pro ¢tverec nad nimi neni mozné najit
zadnou plochu jako spole¢nou miru. Souméritelnost v mocniné je slabsi
vlastnost nez soumétitelnost délkou, takovym prikladem miize byt strana
a uhlopricka ctverce, které jsou nesouméritelné délkou, ale souméritelné
v mocniné. Protoze ¢tverec nad tthlopiickou je dvojnasobkem c¢tverce nad
stranou.

7 predchozich poznatkil se ukazuje, ze k dané pirimé existuje nekonecné
mnoho pfimych soumétitelnych i veli¢in nesouméritelnych, jak délkou, tak
mocninou. Danou primku budeme nazyvat raciondlni a ptimé s ni souméri-
telné, délkou i mocninou nebo jen mocninou, necht jsou nazyvany raciondl-
ni, zatimco nesouméritelné iraciondlnsi.

Predchozi dva pojmy nam definuji relativni souméritelnost a nesouméri-
telnost dvou veli¢in. Tento a nasledujici pojem budou definovat vlastnost
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(racionalitu nebo iracionalitu) tisecek a ploch vzhledem k néjaké pevné dané
usecce. Tuto usecku nazveme ,jednotkou miry“, ke které se celé zkoumani
vztahuje, tento pfistup se pouzivad dodnes (srovnani racionalni, iracionalni
Cisla - tj. souméfitelna, nesoumétitelna vzhledem k jednotce).

e Ctverec nad danou pfimkou budiz nazyvan raciondini, i plochy s nim sou-
méFitelné necht jsou nazyvany raciondlni. Kdezto plochy s nim nesouméri-
telné nazyvame iraciondlni i primé, které se jim v mocniné rovnaji budeme
nazyvat iraciondalni. V pripadé, ze se jedna o ¢tverec, pak jsou to primo
jejich strany. Pokud se jedna o néjaké jiné primocaré utvary, pak jsou to
takové pfimé, ze ¢tverce nad nimi se jim rovnaji.

Definice podle Nikomacha (viz Nikomachos, Uvod do aritmetiky I; resp. Sir, Recké
matematické texty I):

e (lislo je ohranic¢eny podet, soustava jednotek nebo proud mnozstvi, ktery
se sklada z jednotek. Prvni déleni ¢isla je na sudé a liché. Sudé ¢islo je to,
které lze rozdélit na dvé stejna, aniz by se mezi nimi uprostied objevila
jednotka. Liché je to, které na dveé stejna rozdélit nelze kvili oné jednotce
uprostied. Vétsinou je takto chapana sudost a lichost mezi lidmi, ale podle
pythagorejského pojeti je sudé cislo to, které umoznuje déleni na nejvetsi i
nejmensi zaroven, nejvetsi velikosti a nejmensi mnozstvim, takto to odpovi-
d4 pfirozené protikladnému vztahu téchto dvou rodu (velikost a mnozstvi).
Liché je naproti tomu cislo, které takto nemtzeme rozdélit, déli se totiz na
dvé nestejna cisla.

e Pii vzajemném vymezeni je liché cislo to, které se od sudého lisi na obou
stranach o jednotku, tj. smérem nahoru i doli. Sudé ¢islo je to, které se od
lichého na obou stranéch lisi o jednotku, tj. je o jednotku vétsi i o jednotku
mensi.

e Kazdé cislo je polovinou souctu cisel lezicich z obou stran vedle né€j a po-
dobné polovinou ¢isel lezicich z obou stran ob jedno a také cisel lezicich
jesté za témito Cisly a tak dale, kam az je to mozné. Predstava usporadani
¢isel do fady. Toto, ale neplati pro jednotku, ktera neméa sousedy dva, ale
jen jednoho. Protoze jednotka neni sama ¢islem, ale poc¢atkem vsech cisel.

o Sudé sudé cislo je to, které muzeme rozdélit naptl na dvé stejna ¢isla, coz
odpovida povaze sudych ¢isel. Také je to ¢islo, které ma obé své casti délitel-
né napil a které ma, opét stejnym zpiisobem délitelnou jakoukoliv ze svych
casti na dvé stejné a tak dal,dokud déleni podc¢asti nedojde k nedélitelné
jednotce.

e Kdo by postupoval od jednotky, tj. jakoby od kotene, podle dvojnasobného
poméru az do nekonecna, zjistil by, zZe vSechna ¢isla, kterad takto vznikaji
jsou sudé suda a kromé nich neni mozné najit zadna jina. Napiiklad to jsou:
1,2,4,8,16,32,64, 128,256,512 a tak dale.

e Sudé liché je ¢islo, které splnuje vlastnosti sudého cisla, ale od uvedeného
sudé sudého cisla se odlisuje tim, ze ackoliv umoznuje déleni na dvé stejné
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¢asti, ma hned po prvnim déleni na dvé stejné ¢asti obé tyto casti nedélitel-
né. Naptiklad 6, 10, 14, 18, 22, 26 a dalsi podobna. Hned po rozdéleni naptl
se vyskytnou u kazdého z nich ¢asti, které napul rozdeélit nelze. Sudé licha
¢isla jsou tedy pravé dvojnasobky lichych cisel.

e O cisle lise sudém mizeme Tict, Ze ma néco spoleéného s kazdym z vyse
uvedenych dvou druhiti ¢isel. Je to néco jako stied, ktery vykazuje podobnost
v nécem se sudé sudymi ¢isly a v nécem se sudé lichymi ¢isly. Tam, kde se
s jednim neshoduje ma spolecné s druhym. Mtzeme ho rozdélit na dvé stejna
C¢isla, protoze je to sudé cislo. Podobné jsou délitelné i jeho vlastni c¢asti
a takové mohou byt i ¢asti jeho ¢asti. V rozkladu casti, ale nedospéjeme
az k jednotce. Napriklad: 24, 28,40 kazdé z téchto cisel mtizeme rozdélit
na stejné poloviny a jesté polovinu z poloviny. U nékterych mtizeme pulit
na casti ve vétsi mire, ale zadné casti nebudou délitelné na poloviny az
k jednotce. Protoze lise sudé ¢islo umoznuje vice nez jedno déleni podoba se
sudé sudému, odlisuje se takto od sudé lichého. Ale protoze nikdy neskonci
své déleni u jednotky podoba se sudé lichému a tim se odlisuje od sudé
sudého. Lise suda cisla jsou ta, ktera jsou délitelnd c¢tyfmi, ale zaroven
nejsou mocninou dvou.

e Liché cislo se svou délitelnosti odliSuje od sudého a neméa s nim nic spo-

le¢ného. Sudé lze délit napul, pak liché je na dvé stejna c¢isla nedélitelné.
U lichého Nikomachos naléza tii rizné druhy, z nichz jeden se nazyva pront
a nesloZeny, dalsi vii¢i nému opacny, je druhy a sloZeny a posledni, upro-
stfed mezi obéma, jenz se jevi jako stred mezi dvéma krajnostmi a ktery je
sice sam o sobé druhy a slozeny, ale ve vztahu k jinému miize byt prvni a
neslozeny.
Na rozdil od Eukleida a od dnesniho pojeti vidime, ze u Nikomacha je roz-
dil mezi prvocislem a sloZenym cislem definovan pouze pro licha cisla, u
sudych ¢isel nemé vyznam. Nikomachos chce ziskat stfed mezi prvocisly a
slozenymi ¢isly, a tak je nucen opustit vlastnosti ¢isel jako takovych a ho-
vorit o dvojici ¢isel, kterd jsou o sobé slozen4, ale navzajem nesoud€lna. Tj.
vyjadiuje relativni vliastnosti cisel.

Z dochovanych spisii a poznatkti bohuzel neni jasné, ktery z téchto dvou mate-
matikd vychazi z pythagorejské predstavy a jejich pojeti jednotlivych definic. Je
nam urcité jasné, ze Fukleides a jeho definice jsou po formalni strance spravné;jsi,
ale nezabyva se napiiklad figuralnimi ¢isly mimo trojuhelnikovymi a dokonalymi
¢isly tak jako Nikomachos. Domnivame se, Zze Nikomachos vychazi z pythagorej-
ské predstavy a jejiho mysleni. Snazi se najit vSemozné vztahy mezi ¢isly i kdyz
ne vzdy po formalni strance spravné. Zatimco Eukleides preferuje spravnost a
dalsi upotiebeni.

Figuralni cisla
Pythagorejci se zajimali o svét pfirozenych cisel. Chtéli v ném najit fad, zako-
nitosti a klasifikovat pfirozena ¢isla. Snazili se vyuzit geometrickou interpretaci

¢isel. Zakladnim stavebnim kamenem byla 1, kterd nebyla povazovana za cislo.
Figuralni ¢isla vyjadfovala svym tvarem zptsob, jak aritmeticky vznikla, zda to
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bylo s¢itanim nebo nasobenim.

Zamysleme se nad tim, ze Pythagorejci pfemysleli hlavné nad ¢isly vznikajici sci-
tanim (aditivné), kdezto Eukleides se zabyval geometrickym vyjadfenim u ¢isel,
které vznikaly ndsobenim (multiplikativné).

Je jasné, ze vSechna figuralni ¢isla a jejich vlastnosti nebyly objeveny najednou,
ale postupné béhem nékolika staleti.

V této praci se snazime pro figuralni ¢isla pouzit obrazky tvorené kaminky, pii-
padné mincemi, tak jak je pravdépodobné znazoriiovali i staii Rekové.

e Trojuhelnikova ¢isla (viz obréazek 1)
— disla: 3, 6, 10, ...

— obecné:
CL1:1
1
anzﬁ-n-(n+1)

— vznikaji aditivnim zptsobem:
1+42=3,1424+3=6,1+2+3+4=10,...

— Pythagorejci pomoci trojihelnikovych cisel ziskali vSechna ¢isla ¢tverco-
vé (spojenim dvou stejnych trojihelnikovych ¢isel)

— spojenim tii stejnych trojihelnikovych ¢isel ziskali Pythagorejci ,, pétia-

helnikova c¢isla“

o

Obrazek 1 — trojuhelnikova cisla

o Ctvercova ¢isla (viz obrazek 2)
— disla: 4, 9, 16, ...
— obecneé:

Obrézek 2 — &tvercové c¢isla
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e Pétithelnikova ¢isla (viz obrézek 3)
— disla: 5, 12, 22, ...
— obecné:
a; = 1

1
anzﬁ-n-(Sn—l)

Obrazek 3 — pétithelnikova cisla

Alexandrijsky matematik Hypsikles (2. stoleti pi. Kr.) podal obecny predpis
pro vytvoreni n-tého m-thelnikového (figuralniho) ¢isla.

1
anzi-n-[2+(n—1)(m—2)]

(viz Kolman, Dé&jiny matematiky ve starovéku)

e Obdélnikova ¢isla (viz obrazek 4)
— disla, kterd je mozné vyjadrit souc¢inem dvou cisel
vétsich nez 1 (odpovida usporadanim do obdélniku)
— disla: 6, 12, 20, ...
— obecné:
a)p = 1

ap=n-(n+1)

sy
ro3 ross
Lo e OE

Obrazek 4 — obdélnikova ¢isla

2

e Piimkova ¢isla (viz obrézek 5.1)
— pravé Pythagorejci délili ¢isla vznikajici ndsobenim na piimkova dcisla,
tj. prvodisla, ty se nedaly rozlozit na ¢initele (byly zobrazovany body v fadé)
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Obréazek 5.1 — pfimkova cisla
Pythagorejci dale délili ¢isla vznikajici nasobenim na ¢isla ,,plosna“. Ty bylo
mozné rozlozit na dva cinitele a dala se zobrazit body tvotici obdélnik nebo
¢tverec (vétSinou ovSem kosoctverec). Déle ,télesova ¢isla“ jako soudin tif
¢lenti, zobrazovali Pythagorejci body tvorici rovnobéznostén nebo krychli.
V prostoru to byla ¢isla kubicka

an =n>
jehlanova ¢isla (zarovnani délovych kouli viz obréazek 5.2) — ¢astecné soucty
posloupnosti m-thelnikovych ¢isel. Pravé ¢tvercova a kubicka ¢isla usnadno-
vali vypocet ploch a objemi. Pythagorejci urcovali jehlanova ¢isla s¢itanim
mnohotuhelnikovych cisel.

Obrazek 5.2 — jehlanova ¢isla jako délové koule

Ctyisténova ¢isla
— vznikaji z trojuhelnikovych ¢isel: 1 +3=4,1+3+6=10,1+3 + 6
+ 10 = 20, ...
— daji se vyjadrit body uspordadanymi do tvaru ctyfsténu
— obecné:
a)p = 1

an—é~n~(n+1)-(n+2)

Zmazornénim figuralnich cisel byly objevovany principy, jak ¢isla vznikaji
a dalsi dilezité poznatky. Ctvercova, obdélnikova a kubicka ¢isla vznikaji
multiplikativnim zptsobem (2 -2 = 4,3 -3 = 9,...). Figuralni ¢isla byla
dtlezita pro vnimani a pochopeni matematického dikazu. Poznatky z figu-
ralnich ¢isel se daji vyuzit jako diikazové metody pro nékteré matematické
pojmy, jako tfeba pro iracionalitu odmocniny ze dvou.

Pythagorejci odliSovali ,,mnohothelnikova cisla“ od ¢isel vznikajicich adi-
tivne.
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e Suda a licha cisla
Nejjednodussi a nejstarsi priklad aritmetického pojmu, zobrazovaného jed-
notkovymi body je pravé rozliSovani sudého a lichého ¢isla.
Sudé ¢islo mizeme uspotradat do obdélniku s jednou stranou 2, u lichého
¢isla to mozné neni. Stavebnim kamenem sudych c¢isel bylo ¢islo 2, takze
mezi vlastni sud4 ¢isla nebylo pocitano. Soucet dvou sudych (lichjch) éisel
je ¢islo sudé, soucet sudého a lichého je ¢islo liché.
Praveé ve vyuce na skole by bylo vhodné uvést sudost, lichost a vztahy mezi
nimi. Je pravda, Ze i staif Rekové si uvédomovali tyto vztahy, proto by bylo
vhodné vtahnout studenty do déje pomoci ukézek, obrazka a historie, tak
aby projevili zdjem o matematiku.

Domnivame se, Ze Rekové se zabyvali sudymi, lichymi &isly a vztahy mezi
nimi, protoze je zajimala protikladnost sudych a lichych ¢isel. Pravdépo-
dobné pro né tyto poznatky slouzily jako kli¢ k odhaleni dalsich zakonitosti
¢isel a jako vyjadfeni protikladi.

Y PPV PPV
P P9 @ ® P

Obréazek — sudé a liché d&isla

Obrazek — soucet sudych a lichych ¢isel

e Deélitelnost

Cisla reprezentovand jako skupiny kolecek. Kolecka srovnavame do rfiznych
obdélnicku (resp. ¢tvercil) a pomoci toho, zda je mozné to provést nebo ne,
pripadné kolik kolecek zbyva. Takto rozlisime ¢isla slozena, ktera reprezen-
tujeme néjakym obdélnikovym ¢i ¢tvercovym ¢islem a prvocisla, ktera takto
reprezentovat nemizeme, tj. jsou reprezentovand primkovymi ¢isly. Soucet
dvou cisel takovych, Ze jsou délitelna né€jakym cislem, je rovnéz timto c¢islem
délitelny

(164+12=4-4+4-3=4-(4+ 3)). Takto mizeme zvazovat i soudélnost
a nesoudélnost ¢isel. U nejvétsiho spolecného délitele je potieba ¢isla srov-
nat do obdélnikt se spolecnou hranou tak, aby tato hrana byla co nejvétsi.
Napft. ¢islo 4 je nejvétsim spoleénym délitelem c¢isel 12 a 8 a ¢isla 4 a 5 jsou
nesoudélné (viz obrézek 6). MiZzeme znazornit i nékteré vlastnosti aritme-
tickych operaci (komutativitu, asociativitu nasobeni a distributivni zdkon).

Pokud se podivame do Nikomachova spisu Uvod do aritmetiky I nalezneme,
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zde tabulku néasobilky, kterou vyuzival také pro urceni vztaht délitelnosti
u celych cisel.

Podle nasi hypotézy pravé rozvijeni délitelnosti a ur¢ovani rtiznych vztahi
dovedlo nakonec Eukleida, k nalezeni tolik znamého Eukleidova algoritmu
pro urceni nejvétsiho spolec¢ného délitele. Pravdépodobné se snazil zlepsit a
zobecnit metodu hledani déliteld. Nejspise si uvédomoval, ze klicem je nale-
zeni nejvétsiho délitele a bez néj neni mozné pokracovat v urcovani dalsich
dilezitych ¢isel jako jsou dokonala ¢isla. Eukleides se pravdépodobné vzdy
ve svych Zakladech snazil o nalezeni, co mozna nejobecnéjsiho postupu pro
jednotlivé partie matematiky:.

Priklady vyuziti délitelnosti mizeme jednoduse nalézt tak, ze zadame tikol
at se v8ichni Zaci ve t¥idé rozdéli do co nejméné skupinek. Spocitame celkovy
pocet studenti ve tiidé, zjistime jednotlivé délitele tohoto ¢isla a najdeme

vvvvvv

&

Obrazek 6 — NSD a nesoudélnost

Podobnost

Pythagorejci chapali podobnost i v aritmetice, resp. teorii ¢isel , ne jen v
geometrii. VSechna trojuhelnikova ¢isla povazujeme za podobnd, vSechna
¢tvercova také a podobné jsou i obdélnikova ¢isla tvaru a - b a ka - kb (ob-
délniky s ,,amérnymi“ stranami). Soucin dvou obdélnikovych ¢isel je ¢islo
¢tvercové (viz Kolman,Dé&jiny matematiky ve starovéku).

Vznik trojihelnikového cisla
Vime, ze trojuihelnikova ¢isla vznikaji aditivnim zptisobem:

1
1—|—2+3—|—...—|—n:§-n~(n—|—1).

To je vzorec pro soucet specialni aritmetické posloupnosti. Soucet dvou
n-tych trojuhelnikovych cisel je obdélnikové cislo

n-(n+1),

tj. n-té trojuhelnikové cislo je

1
§-n-(n—|—1).
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Soucet sousednich trojuhelnikovych ¢isel je ¢islo étvercové (viz obrazek 7).
Dokézeme algebraicky:

1 1
—-n-(n+1)+§-(n—1)-n:n2.

2

Obrazek 7 — soucet sousednich trojihlenikovych ¢isel

Pokud spojime dvé stejné trojuhelnikova ¢isla (,,pfekrytim*“ - jednou stra-
nou pres sebe). Pak spojenim dvou stejnych trojihelnikovych ¢&isel dostane-
me ¢islo ¢tvercové. Spojenim t¥i stejnych trojihelnikovych ¢isel dostaneme
¢islo pétithelnikové atd.

e Vznik ¢tvercového cisla
Vime, Ze ¢tvercova ¢isla vznikaji multiplikativnim zptisobem. Je mozné je
vytvorit i aditivné:

1+3+5+..4+(2n—1)=n

Ve skole se tato rovnost dokazuje indukci. Ditkaz mizeme pfiblizit graficky
(viz obrazek 8).

Obrézek 8 — vznik ¢tvercového ¢isla aditivné
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Soucasné z obrazku 8 vidime, ze kazdé liché ¢islo vétsi nez 1 mizeme zapsat
jako rozdil dvou sousednich ¢isel ¢tvercovych. Algebraicky:

2n—1=n?—(n—1)>%

Soucet dvou po sobé jdoucich lichych ¢isel je délitelny ¢tyfmi. Zaroven si
muzeme uvédomit, ze ¢tvercové ¢islo je bud ve tvaru

4k + 1

nebo
4k.

Tyto dva typy ¢tvercovych ¢isel se pravidelné stiidaji. Algebraicky snadno
ovérime:
2n—1)+(2n+1)=4n
(2n)? = 4n?
2n+1)>=4-(n*+n)+1

Gnémon je ¢islo (nebo plosny obrazec), po jehoz pfidani k jinému ¢islu (ne-
bo obrazci) vznikne ¢islo podobné (nebo obrazec podobny). Takovy gnémon
se na predchozim obrazku pfipojil ke ¢tverci a vznikl ¢tverec. Pythagorejci
spojovali gnémon s pravouhlym obrazcem, jenz odpovidal lichému ¢islu a
pri zkouméni posloupnosti gnémont odvozovali fadu vlastnosti ¢isel. Takto
také pravdépodobné odvodili Pythagorejci takzvana cisla ,protahla®, ktera
méla tvar n(n + 1) (viz Kolman, Dé&jiny matematiky ve starovéku).

Miuizeme zkoumat i vznik kubického cisla:
14+ 7+19+37+ ...+ (3n* = 3n+1) =n’.
Diikaz této rovnosti miizeme provést indukci nebo geometricky. Vime, ze
3n* —3n+1

je doplnék krychle
(n—1)°

v krychli

Pro kazdé prirozené cislo n:

n=n+2-[1+24+..4+(n—1).
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Obrazek 9 a — zndzornéni ¢tvercového cisla

1—-2 —3 —4
> 5
1-2 —3—4
Obrazek 9 b — znézornéni ¢tvercového ¢isla

Tuto rovnost muzeme ihned vidét ze zndzornéni étvercového ¢isla (viz obré-

vvvvvv

,stadionu®, tj. rovnost
1+24+3+4+5+44+3+2+1=25

znézortiovali symbolicky schématem, které je na obrazku 9 b (viz Kolman,
Déjiny matematiky ve starovéku).

V nasi hypotéze se domnivame, ze Pythagorejci se zabyvali figuradlnimi ¢isly jako
trojihelnikovymi, ¢tvercovymi a dalsimi, protoze se snazili ¢iselné vyjadrit ge-
ometricky vztah Pythagorovy véty, ktera byla pouzivana jiz Egypfany. To nam
ukazuji i pythagorejské trojice, které byly v Egypté také znamé. Pravdépodobné
zkoumali vztahy jako protiklady geometrie a cisla, tj. dva stejné trojihelniky daji
¢tverec, tedy i dvé stejné trojuhelnikové cisla daji ¢islo ¢tvercové a tak podob-
né. U gnémonii pravdépodobné chtéli vyjadrit vztah napriklad mezi podobnosti
trojihelniki a toho, ze pridanim gnémonu k trojuhelnikovému ¢islu dostanu opét
trojihelnikové ¢islo.

19



Dokonala déisla

Rekové znali i dokonald ¢isla 6, 28, 496 (asi i 8128). Cislo se nazyvad dokona-
16, je-li souc¢tem vsech svych déliteld (napf. 6 =1+2+43,28=1+2+4+ 7+
14). T dokonalost ¢isla je mozné znézornit pomoci figuralnich ¢isel. Dalsi dokonalé
¢islo 33 550 336 nalezl az J. Miiller - Regimontanus (1436—1476).

Véta (Zaklady IX, 36):

,Jestlize budeme mit, pocinaje jednotkou, libovolny pocet ¢isel poradé v dvojna-
sobné tmeére, dokud se celkovy soucet nestane prvocislem, a jestlize tento soucet
vynasobime poslednim ¢lenem, pak c¢islo, které vznikne, bude dokonalé. “
Eukleidovi neslo o vyjadieni zadného konkrétniho dokonalého cisla na rozdil od
Nikomacha. Eukleides v diitkazu této véty nepodava priklady dokonalych c¢isel, ale
obecny ditkaz. Dokonalé ¢islo je to, které se rovna souctu svych casti.

V Eukleidovych Zdkladech je dokazano (kniha IX, véta 36), ze kdyz je

ok 1

prvocislo, potom je ¢islo
k=1 (2% — 1)

dokonalé. Pti diikazu tohoto tvrzeni si staci uvédomit, jak vypadaji délitelé to-
hoto ¢isla a seéist je (geometrickd fada s koeficientem 2, kterd zac¢ina od 1). Vyse
uvedené pétici dokonalych ¢isel odpovida volba k = 2, 3, 5, 7, 13. Dalsi tii doko-
nald ¢isla nalezl az L. Euler (1707—1783). Navic dokézal, Ze kazdé sudé dokonalé
¢islo ma tvar ve zminéné Eukleidové vété. Dodnes nevime, zda je dokonalych ¢isel
koneéné nebo nekonecné mnoho. Dnes jiz zname asi 40 (pro k= 2, 3, 5, 7, 13, 17,
19, 31, ...). Bohuzel nevime, zda viibec existuji lichd dokonald ¢isla. Pythagorejci
pry znali i tzv. sprdtelend ¢isla 220 a 284. Cislo 220 je souc¢tem vsech délitel
Cisla 284 a ¢islo 284 je souc¢tem vsSech délitelu ¢isla 220 (mezi délitele samoziejmé
nepocitame ¢isla 220 a 284) (viz Kolman, Déjiny matematiky ve starovéku). Pro-
blematikou figuralnich ¢isel se zabyvali napt. Nikomachos (kolem roku 100), ktery
napsal o pythagorejském uceni o ¢islech a Iamblichos autor pojednani o pytha-
gorejcich. Mnohothelnikova ¢isla studoval i Diofantos (3. stol.), v jeho knize O
mnohotuhelnikovych c¢islech najdeme nasledujici tvrzeni. Zvétsime-li osminasobek
trojuhelnikového ¢isla o jednicku, dostaneme ¢islo ¢tvercové. Algebraické vyja-
dfeni (viz Diofantos véta IV,38, Aritmetika):

1
8-§-n(n+1)+1:(2n—|—1)2.
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Obrazek 10 — z trojuhelnikovych ¢isel slozime ¢islo ¢tvercové

Platnost tvrzeni je ihned vidét z obréazku 10. V Eukleidovych Zdkladech (kni-
ha IX, véta 35) je tvrzeni, které muzeme zapsat algebraicky:

1424224+ 42 l=9"n_1

Nevime, zda nejde o vysledek pythagorejcti ziskany pri praci s figuradlnimi cis-
ly. Geometricky mtizeme tuto rovnost znézornit postupnym zdvojnasobovanim
¢tverce ¢i dvou c¢tverct.

Zamysleme se proc¢ se vlastné fecti matematici zabyvali dokonalymi, podmeér-
nymi a nadmérnymi ¢isly. Rekové méli materialy Babylotianti, ve kterych byly
fetézové zlomky pouzité na aplikaci pro rizné vypocty. Chtéli tedy pravdépo-
dobné vyjadiit vztah mezi hledanym zlomkem, ktery by co nejlépe vyjadioval
iracionalni ¢islo a jeho konvergenty. I zde se mizeme domnivat, ze slo o pokus
dalsiho premysleni a badani nad nesoumétitelnosti. Dokonalym c¢islem, které je
souctem svych délitelt mélo nejspise znacit hledany zlomek, ktery by byl co nejle-
psi aproximaci iracionalniho ¢isla. Podmérna a nadmeérna ¢isla se svym vyznamem
velice podobaji konvergentiim u fetézovych zlomki, které jsou také jednou vétsi
a jednou mensi nez to co hledame, tj. osciluji kolem tzv. dokonalého zlomku.
Domnivame se, ze prave retézové zlomky a jejich konvergenty mizou znacit jiz
pocatek limit, protoze limita se také blizi, respektive konverguje k néjaké hodno-
te.

Pythagorejské trojice

Pythagorejskou trojici rozumime trojici (x, y, z) pfirozenych ¢isel z, y, z, pro ktera
plati



tato ¢isla jsou délkami stran néjakého pravoihlého trojihelnika. Nejznaméjsi tro-
jici je (3, 4, 5), kterou pravdépodobné vyuzili staii Egyptané ke konstrukei pra-
vého thlu. V Mezopotamii znali nékteré pythagorejské trojice jiz tisic let pred
Pythagorem. Pokud je (z,y, z) pythagorejska, pak je i (kz, ky, kz) pythagorejska.
P1i hledani vsech pythagorejskych trojic se omezime jen na tzv. zakladni trojice,
které sestavaji z c¢isel nesoudélnych. Uvadi se, ze Pythagoras a pozdéji i Platon
objevili obecna pravidla pro nalezeni nékterych pythagorejskych trojic.
Pythagoras: x = 2p* +2p, y=2p+1, z=2p>+2p+1

Platén: p?> — 1, 2p, p*+1

Ptirozené ¢islo p je libovolné a soucasné y, z jsou dvé sousedni piirozena ¢isla (viz
Kolman, Dé&jiny matematiky ve starovéku). Pravidla odvodime pomoci ¢tverco-
vych figuralnich cisel.

Vytezek I., vety 28 (Eukleides Zdklady, kniha X),

t7. nalezeni vsech pythagorejskych trojic:

Zadani: ,Najdi dvé ¢isla ¢tvercova, by téz soucet jejich byl ¢tvercovy. “

Reseni: ,Mé&jme dvé &isla AB, BC, a bud téz (pokazdé obé&) budto suda budto li-
ché. A jezto zbytek jest sudy, at se odecte sudé od sudého, af liché od lichého; zby-
tek tedy AC jest sudy. Rozpulme AC v D. Budte pak téz AB, BC budto podobné
roviny budto ¢tverce, jez i samy jsou podobné roviny. Tedy AB-BC+CD? = BD?
(Zéklady kniha I1,7). I jest AB - BC étverec, jezto bylo dokdzano (Zaklady kniha
IX,1), kdyz dvé podobné roviny vespolek se znésobi, ze vzniklé ¢islo je étverec.
Jsou tedy nalezena dvé &sla ¢tvercovd AB - BC' a C'D?, jejichZ soudet je Gtverec
BD?. 1 jest patro, Ze opét nalezeny jsou dva ¢tverce BD? a C'D?, takze rozdil je-
jich AB- BC je ¢tverec, jsou-li AB, BC' podobné roviny. Pakli to nejsou podobné
roviny, nalezeny jsou dva ¢tverce BD?, DC?, jejichz rozdil AB - BC neni ¢tverec;
coz prave bylo dokazati. ¢

Problém nalezeni vSech pythagorejskych trojic muzeme pfevést na to (viz ob-
razek 11), kdy je moZné pretvofit vysrafovany gnémon na ¢tverec y? ?
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Obréazek 11 — pfetvoreni vysrafovaného gnémonu na ¢tverec

VyuZijeme gnémon o velikosti 1 a predpokladame, 7e z = x + 1. Gnémon y?
je ¢islo liché a tak i y je liché. Piseme y = 2p + 1, odtud y? = 4p? + 4p + 1.
Pro ziskani &isla x, musime od gnémonu y? odeéist éislo 1 (pravy horni ,roh
¢tverce) a vysledek vydélit dvéma. Tedy = = 2p? +2p a kone¢né z = 2p? +2p + 1.
Poté uzijeme gnémon ,,8tky“ 2 a piedpokladame, 7e z = = + 2. Gnémon 72 je
Cislo sudé (soucet dvou po sobé jdoucich lichych ¢isel) a ¢islo y je sudé, y = 2p
a y? = 4p?. Pro ziskani &sla 2 musime od gnémonu odecist ¢islo 4 (pravy horni
,roh®) a vydélit ¢tyimi. Tedy z = p*> — 1 a # = p® + 1. Vidime jakym zpiisobem
bylo mozné dospét pomoci ¢tvercovych ¢isel k vySe uvedenym popistim pythago-
rejskych trojic.

Poméry a umeéry

Rekové vénovali velkou pozornost pomértim a tumérdm. Eudoxovym piinosem
je obecné teorie pomérti a imeér. Pravdépodobné i zde hrala velkou roli podob-
nost geometrickych utvart. Jsou-li napt. dva obdélniky o stranach a, b, resp. p, q
podobné (poradi stran je uvedeno s ohledem na podobnost).

a:b=p:q,
resp.

a:p=b:q
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Eukleides ve vétach (Zaklady VII, 20-22) podéva néasledujici charakterizaci po-
mért: Pro kazdy dany pomeér existuji pravé dvé nesoudélna cisla p, g takova, Ze
p : q je vdaném pomeéru. Ty jsou zaroven nejmensimi ¢isly , které maji mezi sebou
dany pomeér. Pokud maji dvé jina ¢isla m, n stejny pomeér, potom existuje ¢islo k&
takové, ze m = k- p an = k- ¢q. Takto ziskdme pro kazdy pomér jednu dvojici,
ktera jej reprezentuje. Hlavni metodou, kterou uziva Eukleides v diikazech téchto
vét nazveme geometrické kraceni zlomkut celych ¢isel. Nikomachos naproti tomu
vyjmenovava velké mnozstvi riznych pomért, které spadaji do péti skupin, jenz
definoval (Uvod do Aritmetiky I, 17,7).

Napfiiklad z Eukleidovych Zakladu (viz véta Zaklady VIII, 8):

Jestlize mezi dvé cisla padnou néjaka cisla ve spojité v iméte, potom kolik ¢isel
mezi né padne poradé v umeéte, tolik c¢isel padne poradé v timéfe i mezi Cisla,
ktera jsou v témze pomeéru jako ona.

Pokud mame ¢tyfi ¢isla k < [,m < n, pticemz k : [ = m : n, a mezi ¢isly k,[ na-
lezneme i ¢isel ay, ..., a; tak, ze ¢isla k, aq, ..., a;, | tvori geometrickou posloupnost.
Pak i mezi ¢isly m,n nalezneme ¢ Cisel by, ..., b; tak, ze ¢isla m, by, ..., b;, n tvori
geometrickou posloupnost. Tato véta nam tika, ze pokud jsou dvé ¢isla v pomeéru
n: (n+ 1) (podle terminologie Nikomacha z Gerasy takzvany epimorni pomér),
pak mezi né nelze vlozit zadny pocet ¢isel tvorici s nimi geometrickou posloupnost.
Dtikaz s pomoci véty VIII, 8 je ziejmy, nebot stejny pocet ¢isel by bylo mozné
vloZit pfimo mezi n a n + 1, coZz neni mozné, nebot to jsou dvé po sobé jdouci
¢isla. Pro hudebni teorii z toho vyplyva, Ze oktavu nelze rozdélit na zadny pocet
stejnych interval. Oktavu miizeme vyjadfit pomérem 1 : 2 a ¢isty interval musi
byt vyjadiren pomérem m : n dvou prirozenych ¢isel. V pripadé, ze by byla oktava
rozdélena na k téchto stejnych intervalfi, pak bude platit 1 : 2 = m* : n*. Mezi
Cisly mF a nF lezi geometrickd posloupnost m*, m*~tn, m*=2n?, ... mn*F~1 n*, coz
by bylo ve sporu s Archytovou vétou.

Pomoci piedchozich tvah je mozné dokézat iracionalitu v/2.

ﬁ:%,a>b

b2, ab, a*

mame tedy pomér 1 : 2 a mélo by byt mozné néco vlozit mezi 1 a 2, coz nejde.

Véta (Zaklady X,1): ,Jestlize jsou dany dvé nestejné velké veli¢iny a jestlize se
z vétsi odejme vice nez polovina a ze zbytku vice néz polovina a tak stale dal,
pak zistane néjaka velic¢ina, kterd bude mensi z obou danych velicin. ¢

Tato véta ma dulezity vyznam v dilkazech tzv. exhaustacni metodou napriklad
v Eukleidovych Zakladech kniha XII a zejména ve spisech Archimédovych. Ten-
to princip je také nékdy nazyvan Archimédovym azxiomem. Dilkaz je zalozen na
definici (Zéklady V,4), se kterou je véta ekvivalentni. Implicitné tedy vyplyva, Ze
budeme studovat pouze veli¢iny, které maji mezi sebou pomér.

Dnes pomeéry zapisujeme vétsinou pomoci zlomku jako rovnost dvou pomérta
(zlomkil), tj. z jednoho zlomku dostaneme druhy kracenim a rozsifovanim , nebo
obéma témito operacemi. Rovnost dvou pomérti miizeme chépat i geometricky,
napt. pomoci podobnosti obdélnikii: jeden obdélnik dostaneme z druhého zme-
nsenim, zvétSenim nebo obéma témito operacemi. Napi. iméru 25 : 5 = 30 : 6.
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Od poméru 25 : 5 prejdeme k poméru 5 : 1 zkracenim ¢islem 5 a od poméru 5 : 1
k poméru 30 : 6 rozsifenim c¢islem 6.

o
b

Obrazek 12 — podobné obdélniky se spolecnou stranou

Geometricky mluvime o zmenseni obdélniku pétkrat a naslednému zvétseni Sest-
krat. Zmenseni i zvétseni uvazujeme jen ,celo¢iselnd“. Takto patrné staii Rekové
s pomeéry a imérami pracovali. V souhlasu s piivodnim pythagorejskym pohledem
na ¢isla a veli¢iny byly zprvu uvazovany jen poméry prirozenych ¢isel. Pravdépo-
dobné nebylo problémem zjistit, zda dva dané poméry jsou si rovny nebo prevést
pomér a : b na pomeér x : e, resp. e : x, kde ¢islo e bylo dano, a zjistit, pro
jaké ¢islo e to viibec jde. Pouzijeme-li dnesni terminologii, bylo mozné zvladnout
k danym c¢islim a, b takové ¢islo x, aby bylo a : © = = : b. Geometricky je mozné
tuto tlohu interpretovat nékolika zpusoby. Jako problém o podobnjch obdélni-
cich se spole¢nou stranou (viz obrazek 12), nebo problém o pfevedeni obdélnika o
stranach a, b na ,rovnoplochy“ ¢tverec o stran€ x; z vyse uvedené ameéry vyplyva
rovnost ab = x?. Geometricky neni vzidy mozné zvladnout tuto tilohu v oboru
prirozenych c¢isel. Hledana veli¢ina x se nazyva geometricky primeér veli¢in a, b,
nekdy téz stredni geometrickd umeérnd, také se mluvilo o ,,vlozeni* veli¢iny x mezi
dvé dané veli¢iny a,b. Uméry tohoto typu tzce souviseji s Eukleidovskymi véta-
mi; u pravouhlého trojihelnika ABC s preponou AB dojde k obdobnym vztahtim.
Spustime vysku z vrcholu C' na stranu AB. Oznacime:

c:a=a:cg,c:b=b:cy,cp:v=0":c¢,.

Eukleidovy véty se casto takto dokazuji. Specidlnim pripadem tméry a:b=p: q
je zlaty ez Vedle geometrickyjch umér vySetfovali Rekové i aritmetické iméry
a—b=p—q.

Pr:

K danym veli¢inam a, b naleznéte veli¢inu z: a — z = x — b.
Vidime, ze jde o aritmeticky primeér velicin a, b

2r=a-+b
a+b
Qj:
2
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Pokud bychom hledali veli¢inu x, pro kterou je: = — i =1_1

Vidime, ze hledanou veli¢inou je harmonicky pmmer veli¢in a, b

E-3
Sl

2ab
a+b

xr =

Retézové zlomky - Nalezeni zlomku, ktery by co nejlépe vyjadroval
iracionalni ¢islo

Reseni nalezeni co nejlepsiho zlomku, jenz vyjadiuje iraciondlni ¢islo spociva ve
ztracené matematice, v tak zvanych Retézovych zlomcich (Continual fraction).
Reseni:

Retézové zlomky si ukézeme na pifkladé v/2 = 1,4142136.

V2 =14 (v/2 - 1) = +zde vidime pouziti klasické finty piictu, odectu.
=1+ —— = <— tady pouzivame sloZeny zlomek.

9
L

=1+ —5 = «rozsfrili jsme (V2 — 1)
2—-1

_ 1 _ — —
=1 \erl —1+2+(‘[ b 1+2+2+(\f 1) a

=1+ 27 +kurzivou jsou zvyraznéni nositelé informace.

2+

Dostali jsme Tetézovy zlomek. Je mozné dokazat, Ze fetézovy zlomek je perio-
dicky.
V2 =11;2,2,2,2,...] = [1;2] <pied stiednikem je cel ¢ast.

Zlomek vyjadiujici iracionalni ¢islo spocitame takto:
1 5 _ 17
2+2 =1+ 12 7 12°

2+3

Vyjédfeni pomoci zlomku jako pomér malych celych ¢isel.

2 =1,51=14;1 =1416

Konvergenty vzdy osciluji kolem hodnoty iracionalniho ¢isla.

> <, >

Ukazeme, ze neni mozné najit zadny lepsi zlomek nez fetézovy, tj. neexistuje lepsi
aproximace.

Necht hledany zlomek je & Ea konvergenty odhadneme jako

£ — %| <|B =2, kde n < qa zlomek & oznacuje k-ty konvergent.

Odhad pfesnosti: |a — ! on Qk+1

Ditikaz se provede rozepsanlm fetézovych zlomki.
Nejvétst spoleény délitel - NSD

Eukleidtv algoritmus najdeme na samém zacatku Eukleidovy aritmetiky. To je
proto, ze Eukleides nejdrive studuje vlastnosti pomérta dvou cisel a nejvétsi spo-
le¢ny délitel je prostfednikem mezi obéma cisly, jenz jsou jeho nasobky. To je
opacny postup nez nalezneme u Nikomacha, u kterého jsou nejprve prostudovana
samotna ¢isla a teprve potom pomeéry cisel.

26



Z Eukleidovych Zakladd miizeme vypozorovat nasledujici vlastnost. Pokud apli-
kujeme Eukleidtv algoritmus na dvé veliciny, pak se bud zastavi, nebo nezasta-
vi. V pripadé, ze se nezastavi, pak jsou tyto veli¢iny nesouméritelné. Pokud se
vsak zastavi, tak jsou soumeértitelné a posledni zbytek je nejvetsi spolecnou mirou.
Bude-li tato nejvétsi spoleéna mira jednotka, pak jsou ¢isla nesoudélné, nebo do-
staneme néjaké cislo, které je jejich nejvétsim spoleénym délitelem.

Nejvétsi spoleény délitel danych ¢isel. Je to nejvétsi z Cisel, které déli dana cisla
beze zbytku. Urcujeme ho nasledujicim zptsobem:

e Pouzitim prvociselného rozkladu
Pt: Urcete NSD cisel 78, 18, 36, 54

T8 =2%x3 %13
18 =2 % 32
36 =22 %32
54 = 2% 33

NSD=2%x3=6

Vybirame prvocisla, ktera se vyskytuji v kazdém rozkladu alespon jednou
a to s nejvyssi mocninou, kterd je ve vSech rozkladech (2 je ve vSech roz-
kladech nejvyse v prvni mocniné a 3 také).

e Eukleidovym algoritmem
Mame-li urcit nejveétsi spolecny délitel naptiklad ¢isel 78 a 136, miizeme uzit
Euklidova algoritmu:
136 : 78 =1 zb. 58
78 : 58 =1 zb. 20
58 :20 =2 zb. 18
20:18 =1 zb. 2 - NSD
18:2=91zb. 0
Nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel 136 a 78 je ¢islo 2. Cislo 2 je posledni
nenulovy zbytek po déleni ¢isel v Eukleidové algoritmu.

Eukleidtv algoritmus mizeme vyuzit ve vyuce napiiklad tak, ze zaddame tlohu:
Potiebujeme oplotit zahradku obdélnikového tvaru o rozmérech 13 x 8 metrii. Na-
sim cilem je rozmistit kily po obvodu zahrady v pravidelnych rozestupech tak,
aby v kazdém rohu zahrady byl ktl. Cilem je nalézt co nejvétsi rozestup mezi
kily (a tedy nejmensi pocet kili), ktery toto umoziiuje.

Uloha je zaméfena na hledani nejvétsi spolecného délitele délek stran zahrady.
Pro fegeni je mozné bud uvést rozklad na prvoécisla nebo tlohu fesit geometricky.
Reseni této tlohy prenechame Gtenaii.

Vysledek pro kontrolu:

Ulohu mtizeme pievést na tlohu oploceni zahrady o rozmérech 2 x 1 metr tak
aby splnovaly pozadavky lze kily oplotit ve vzdalenosti jeden metr.

Tato vzdalenost je soucasné resenim i ptivodni tlohy a zahradu o rozmérech 13
x 8 lze dle pozadavkl zadani oplotit kily ve vzdalenosti jeden metr a tato vzda-
lenost je nejvétsi mozna. Coz znamend, ze NSD(13,8) = 1.
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FEratosthenovo sito

Eratosthenovo sito je jednoduchy algoritmus pro nalezeni vSech prvocisel nizsich,
nez je dand horni mez n. Tento algoritmus je pfipisovan starofeckému ucen-
ci Eratosthenovi z Kyrény a je datovan cca do roku 200. Jednd se o jednu
z nejefektivnéjsich metod pro hledani prvocisel do 10 000 000.

Algoritmus se sklada z nasledujicich kroki:

1. NapiSeme vSechna ¢isla 2 az n (2 je prvni prvodislo). A predpokladame, Ze
vSechna jsou prvocisla.

2. Vezmeme si prvni prvocislo a vime, ze vSechny jeho nasobky nemohou byt
z definice prvocisly, proto je vyskrtneme z naseho seznamu.

3. Nyni si vezmeme dalsi prvocislo z proskrtaného seznamu a opét vyhézime
vSechny jeho nasobky.

4. Opakujeme 3, dokud nedojdou ¢isla.

Algoritmus mizeme zlep$it: zamyslime se nad tim, Ze je zbytecné ovéfovat vsech-
na cisla, sta¢i do odmocniny z horni meze, protoze pokud by horni mez byla
slozenym ¢islem (ve tvaru m-n), tak m < y/m - n nebo n < y/m - n. Z tohoto di-
vodu, pokud nejvyssi testované ¢islo neni prvocislem, tak je provéreno v nejhorsim
pripadé pfi ¢itani své odmocniny, vSechny dalsi testy jsou zbytec¢né. Algoritmus
muzeme jesté vylepsit vynechanim sudjch cisel.

Nadmérna cisla

Nadmérné c¢islo je takové cislo, jehoz soucet casti je vétsi nez ptivodni c¢islo. Ni-
komachos se takto snazil oznacit cisla, ktera urcitym zptisobem pfekracuji sou-
mérnost. Tj. jako napiiklad nékterd zvirata jsou vétsi nez jind v dané skupiné.
Nadmérnymi ¢isly jsou napiiklad 12, 24 a néktera dalsi. Cislo 12 m4 polovinu 6,
tfetinu 4, ¢tvrtinu 3, Sestinu 2 a dvanactinu 1, tj. soucet dava dohromady 16, a
to je vice nez piivodnich 12. Takze soucet c¢asti cisla 12 je vétsi nez celek.

Podmérna cisla

Podmérné c¢islo je opac¢nym piipadem nadmérnych cisel. Soucet casti podmér-
ného ¢isla je mensi nez to ¢islo samo. Opét se takto snazil Nikomachos zahrnout
mezi Cisla to, ze néjaké zvite z dané skupiny méa naptiklad jen jedno oko oproti
ostatnim ve skupiné. Podmérnymi é&isly jsou napiiklad 8 a 14. Cislo 8 mé polovi-
nu 4, ¢tvrtinu 2 a osminu 1, tj. soucet dava dohromady cislo 7, a to je méné nez
puvodni c¢islo 8. Takze soucet casti ¢isla 8 je mensi nez celek.
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Hypotézy odvozené z recké matematiky

Figuralni ¢isla chtéli pravdépodobné Rekové pripodobnit jednotlivym geomet-
rickym utvarim jako je trojuhelnik, ctverec, krychle a tak podobné. Domnivame
se, ze Rekové se snazili vylep$it poznatky, které se k nim pravdépodobné dostaly
od Babylonani a Egyptant. Na dochovanych spisech a tabulkdch muZzeme vidét,
7e Babyloniané piipadné Egyptané jiz znaly nékteré z véci pouzivanych Reky,
napiiklad pythagorejské trojice, odmocninu ze dvou atd. Skutec¢nost, ze Rekové
nékteré pojmy prevzaly muzeme uvést na nasledujicim piikladé. Anaximandres
jako prvni seznamil Reky s pojmem gnémon, v tomto piipadé jako ukazatel slu-
necnich hodin kolmy na rovinu ¢iselniku, ktery znal jako néastroj pouzivany u
Babylotianti. Ciilané maji také zminku o pouziti gnémonu v knize , Devét kapitol
matematického umeéni“, kterd byla psana nékolika generacemi v obdobi od 10.
do 2. stoleti pr. n.l. I zde mizeme sledovat postupné rozsirovani tohoto pojmu.
Napriklad Eukleides rozsitil tento pojem na plochy atvar, ktery vznikne odstra-
nénim podobného rovnobézniku z rohu vétsiho rovnobézniku. A Theon ze Smyrny
definoval ve stejném smyslu gnémon jako ¢islo, které pridano k polygonalnimu
¢islu vytvori dalsi ¢islo, stejného typu.
Zobecnéni, vylepSeni a zkvalitnéni takto prevzatych poznatkii nékdy vedlo i ke
zcela nespravnym ¢i nejasnym definicim a vztahtim. Napriklad do 3. stoleti pred
n.l. si Rekové mysleli, Ze existuje né&jaké nejvétsi posledni é&islo, to se povedlo vy-
vratit Archimédovy v jeho spisech ,,Pocitani pisku“.
Domnivame se, ze Eratosthenes vymyslel sito, aby dokazal od sebe oddélit pr-
vocisla a ¢isla slozena pravdépodobné to potieboval k néjaké dalsi praci. Predpo-
kladame, ze zkoumani primkovych cisel a Eratosthenovo sito pomohlo v zajmu o
teorii prvocisel.
Naptiklad i zde mezi Reky vznikaly diskuze, protoze Eukleides zahrnul ¢&islo 2
mezi prvocisla a mnozi se domnivali, Ze je to nespravné nebot ¢islo dvé bylo za-
kladnim stavebnim kamenem sudych cisel.
Domnivame se také, ze studium cisel, které vznikaji sc¢itanim dovedlo matema-
tiky v Recku az ke s¢itani ¢iselnych fad, které provadél Archimédes, tuto nasi
hypotézu potvrzuje i Kolman ve svych Déjinach matematiky ve staroveku. Prave
figuralni cisla a jejich gnémony mtzeme zapsat jako soucet aritmetickych fad.
Napriklad soucet lichych cisel je ¢islo ¢tvercové, tuto vlastnost mizeme zapsat
m
jako > (2k +1) = (m+1)%

k=0
Mame také hypotézu, ze Pythagorejci se snazili vyfesit problém iracionality od-

mocniny ze dvou pomoci teorie hudby, snaha o vytvoreni matematického modelu
hudby. Je mozné, zZe dokonce pti hledani ptl oktavy objevili problém iracionality
V2. To, 7ze se Rekiim nedafilo nalézt v/2 jako pomér dvou celych ¢sel vedlo ke
snaze nalezeni alespon pfiblizné hodnoty. Pfipadné nalezeni ditkazu o tom, ze
neni mozné vyjadfit v/2 jako pomér dvou celych &isel.

Pythagorejci se zabyvali délkou strun a udavaly tény jako poméry, takto vznikl
,Pythagorejsky Triton“, coz byl pomér tont ¢ — f — g. Pythagorejci si pravdé-
podobné uvédomovali vztah nepiimé iimérnosti, tj. kratka struna urcuje vysokou
frekvenci a dlouh& struna urcuje nizkou frekvenci. Ukazme si na prikladé tzv.
interval celého pythagorejského tonu, tj. ton f je kvarta % a ton g je kvinta %

Interval mezi f — g vypocteme jako % x = %, coz je x = %. Postupné se pokracuje
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v kvintovych krocich, bohuzel zde vznikne slySitelna neptesnost, tzv. ,Pythago-
rejské Komma*“. Tento problém se vSak vyfesi az pozdéji temperovanym ladénim.
Dilezité pozorovani je, ze i v hudbé Pythagorejci objevili disharmonii a proto se
vsemozné snazili o jeho vyfeseni, pozdéji se tzv. skupiné , Harmonikia“ podarilo
o néco vylepsit nepfesnost v hudbé.

Jak jsme zminovali v ivodu Theodoros dokazal, ze vSechny druhé odmocniny
nectvercovych ¢isel od 3 do 17 jsou iracionalni. Domnivame se, ze to dokézal po-
moci fetézovych zlomkt jejichz aplikace vidél v babylonskych spisech, protoze i
Archytas vyuziva v ditkazu odmocniny ze dvou podobnych vlastnosti jako kdyz
vyuzivame Ttetézové zlomky pro zjisténi konvergentti odmocniny ze dvou. The-
odoros a Archytas pravdépodobné spocetli jednotlivé konvergenty a tak zjistili
iracionality jednotlivych odmocnin.
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2. Reckd matematika ve vyuce

2.1 Priklady pouziti fecké matematiky ve vyuce
e Definice cisla

Pokud chceme védét co je to vlastné ¢islo, resp. jaka je fecka definice cisla,
musime si uvédomit, ze jiz od pythagoreismu je aritmetika velice tizce pro-
pojena s metafyzikou. Zakladni pojmy jednotka a cislo vychazeji snad jesté
vice nez u geometrie z metafyzickych tvah. Podle Eukleida (viz Zaklady
def. VII,1-2): | Jednotka je to, podle ¢eho se kazda ze jsoucich véci nazyva
jedno. Cislo je pocet slozenych jednotek.“ U Nikomacha zname t¥i rizné
definice pojmu c¢islo. Prvni definice jako ,,ohranic¢eny pocet®, ta je velice
podobna Aristotelové definici ¢isla v Metafyzice jako ,,omezenému poctu .
Druhé bere ¢islo jako ,,soustavu jednotek “ a je velmi blizko Eukleidoveé de-
finici. Posledni definice, ktera neni podobnéa zadné z definic uvadi ¢islo jako
,proud mnozstvi, ktery sestava z jednotek “. U této definice ma ,,mnozstvi“
vyznam diskrétni velikosti a ,,proud“ vyznam vlastnosti ¢isel, ze prirozené
nasleduji jedno za druhym. Tyto definovani nam fikaji, ze ¢islo je slozeno
z jednotek, které jsou vSechny stejné a ni¢im se nelisi.

e Aplikace pruméru

1. Pfiklad na aritmeticky priamér
Zadani:
Vypoctéte primérnou rychlost jizdy na koni na celé své draze. Koné
si ozna¢ime pismenem A. Prvni hodinu jel rychlosti a = 20 km/h a
druhou hodinu jel rychlosti b = 30 km/h.
Reseni:
Primeérnou rychlost pocitame jako podil celkové ujeté drahy a celé
doby jizdy. Tj. takto:

a+b 20+ 30
2 2

A=

= 25km/h

Pocitali jsme podle vzorce pro aritmeticky prameér.
2. Priklad na geometricky prameér
Zadani:
Obdélnik méa rozméry a = 4cm, b = 9cm. Jaké rozméry ma ¢tverec
stejného obsahu jako obdélnik, tj. jak musime zprimeérovat hodnoty
a,b?
Reseni:
Bude-li n strana c¢tverce, pak plati:

n?=a-b,

n:\/a_:v4-9cm:6cm.

Pocitali jsme podle vzorce pro geometricky primeér.
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3. Priklad na harmonicky primér
Zadani:
Urcete primérnou rychlost posla, oznac¢ime ho P, ktery vyrazil na koni
z mista A do mista B stalou rychlosti « = 20 km/h a zpét z mista B
do mista A stalou rychlosti b = 30 km/h.
Reseni:
Pokud je s vzdélenost mezi misty A, B, dale ¢t doba jizdy z A do B a
z doba jizdy z B do A, je primérna rychlost rovna:

2 2 2 2
p_ s S
t+ 2

+km/h = 24km/h

=71 ,1 1
i + % ats 20 1 30
Pocitali jsme podle vzorce pro harmonicky primeér.
e Aplikace prvocisel

1. Kazdé slozené Cislo je méreno néjakym prvocislem

Dtikaz:

Nechf ¢islo A je slozené. Budeme predpokliddat, ze A je méfeno néja-
kym prvocislem. Cislo A je slozené, tj. bude ho méfit né&jaké c&islo.
Necht ho tedy méii a necht je to B (viz def. Zaklady VII,13). Pokud je
B prvocislo, pak nastalo to, co bylo zadano. Pokud je B slozené ¢islo,
pak je bude méfit néjaké ¢islo. Necht je méfi a necht je to I'. Jestlize I'
méii B a B méii A, pak i I’ méii A. Je-li ' prvocislo, pak nastalo to,
co bylo zadano. V pripadé, ze to bude slozené ¢islo, pak je méri néjaké
¢islo. Pokud provedeme takové, zkoumani nalezneme néjaké prvocislo,
které je bude mérit. V ptipadeé, Ze takové ¢islo nenalezneme, bude ¢islo
A méfeno nekoneénym poctem ¢isel, z nichz kazdé je mensi nez pred-
chozi. CoZ u ¢isel neni mozné (toto je nejstarsi dochované formulace
nemoznosti, tj. tak zvaného nekonecného sestupu pro prirozena cisla,
ktery se stal jednim z kli¢ovych principt u Fermata). Nalezneme tedy
néjaké prvocislo, kterym bude méfeno c¢islo predchozi, a kterym bude
tedy méfeno i ¢islo A. Kazdé slozené ¢islo je tudiz méfeno néjakym
prvocislem. Coz se mélo dokazat.

2. Kazdé é&islo je bud prvoéislem, nebo je néjakym prvodislem
meéreno
Dtikaz:
Méjme ¢islo A. Predpokladejme, Ze A je bud prvocislem, nebo je néja-
kym prvocislem méteno. Pokud je A prvocislo, pak nastalo to, co bylo
zadano. Pokud je slozené ¢islo, pak bude méfit néjaké prvoécislo (viz
Zaklady VII, 31). Kazdé ¢islo je tedy bud prvocislem, nebo je néjakym
prvocislem méreno. Coz se mélo dokazat.

e Diofantova aritmetika

1. Ukol: Nalézt dvé ¢&isla takova, aby jejich soudet a soucin byla
zadana cisla.
Reseni:
Ctverec nad polovinou sou¢tu obou nalezenych ¢isel musi piesahovat
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jejich soucin o ¢tverec. To je nutna podminka fesitelnosti. Tj. pro dana
a,b tedy mame najit c¢isla y, z tak, aby y + z = a a yz = b. V tako-
vém piipadé musi platit podminka Fesitelnosti (%)* > b, ktera vyplyva
napiiklad z Eukleida (viz Zéklady II,5). Diofantos pfi feSeni polozi
y = 5 +x,2 = 5 —x. Takto je splnéna prvni rovnice a druha se preve-
de na 2% = ‘2—2 —b.

Napftiklad soucet ¢isel mé davat 20 a soucin ma davat 96. Jejich rozdil
bude 2z. Pokud je rozdélime naptl, tak bude kazda z ¢asti z déleni
tohoto souc¢tu 10, jelikoz jejich ptvodni soucet je 20. A kdyz polovinu
rozdilu (), k jedné ¢asti pfidam a od druhé ji odeberu, ztistane jejich
soucet opét 20, rozdil je 2x. Vétsi ¢islo bude x + 10 (10 je polovina
souctu). Mensi bude 10 —z. Jejich soucet zustava 20 a rozdil 2z. Zbyva
jen, aby jejich soucin byl 96. Jenze jejich soucinem je 100 — 22. To se
mé rovnat 96, tj. dostaneme =z = 2. Vétsi ¢islo tedy bude 12, mensi 8
a splnuji tak zadani.

. Ukol: Rozdéleni zadaného é&tverce na dva étverce

Reseni:

Pro dané a se tedy m4 TeSit rovnice 22 + y? = a?. Pravé k této v&ts si
Fermat ucinil slavnou poznamku, ve které tvrdi, ze nalezl diikaz faktu,
ze pro n > 2 rovnice 2" 4+ y" = a™ nema feseni. Toto tvrzeni se nyni
nazyva Velkd Fermatova véta a jeji diikaz byl nalezen az na konci 20.
stoleti.

Budeme mit za kol rozdeélit 16 na dva ctverce.

Prvnim étvercem je 22, druhy bude tedy 16 — 22. Tj. 16 — 22 musi byt
rovno ¢tverci. Vytvorim ¢tverec nad stranou = bez tolika jednotek, ko-
lik jich strana z 16. Naptiklad 2z — 4, tj. samotny ¢tverec bude mit
42% + 16 — 162. To se musi rovnat 16 — 2. Upravime tak, Ze k obéma
stranam pricteme zaporné cleny, takto se odectou stejné cleny. Pak

52 = 16 a dostavame x = 2. Jeden ¢tverec bude 22, druhy 12 a
soucet obou dava %, tj. 16 a kazdy z nich je ¢tvercem.

Shrnuti Diofantova postupu: Jeden ze étvercti je 22, druhy musi spliio-

vat y?> = a? — 2% a Diofantos jej hled4 ve tvaru y = max — a pro
2

libovolné m. Po dosazeni x = nigfl, a tedy y = (%2;11)‘1. Pfi vykladu

Diofantos pracuje s konkrétnimi hodnotami a = 4 a m = 2, tj. dostava

(102 + (22 =42

. Ukol: Nalézt dvé ¢&isla takova, aby étverec nad kazdym z nich,
seCten se zbyvajicim ¢islem, daval ¢tverec

Reseni:

Diofantos fesi soustavu poduréenych rovnic 22 +y = 2% a y?> +z = w?.
Predpokladd, ze y = 2x + 1, a tedy z = x + 1. Druhd rovnice je
42% + 4x + 1 = w?, kterou muize fesit tak, ze predpokladd w = 2z —m

pro libovolné m, které Diofantos voli rovno 2. Dostéva tak feseni z = =3

13
_ 19
ay—ﬁ

Prvni ¢islo bude x, druhé 1 + 2z, takze ¢tverec nad prvnim, secten
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s druhym dava celkové ¢tverec. Je nutné, aby i ¢tverec nad druhjym,
seCten s prvnim daval také ctverec. Jenze Ctverec nad druhym, secten
s prvnim dava 422 4+ 52 + 1 = w?. Coz se mé rovnat ¢tverci. Takze
vezmu ¢tverec nad stranou 2x — 2. Ctverec sam bude tedy 422 +4 — 8.

Dostaneme 33. Prvni é&islo bude =, druhé 12 a obé spliuji pozadavky
ulohy.

13 13> 13

e Aplikace FEukleidova algoritmu

1. Nejvétsi spoleény délitel
Urcité je vhodné pouzit jako priklad vyuziti fecké matematiky vypocet
nejvetsiho spolecného délitele pomoci Eukleidova algoritmu a prvoci-
selného rozkladu jak bylo uvedeno v predchozi kapitole.

2. Aplikace postupu Eukleidova algoritmu
Jsou dana dvé nestejné velka cisla a odebirejme stiidavé a opakované
mensi od vétsiho. Pokud nikdy nedojdeme k tomu, ze by zbyvajicim
¢islem bylo méfeno ¢islo z predchoziho kroku, dfive nez se dospéje
k jednotce, pak ¢isla dana na pocatku jsou nesoudélna viz Eukledes
(véta ze Zaklada VIL1).
Dikaz:
V celé Eukleidové aritmetice jsou ¢isla reprezentovana pomoci tisecek.
Rekové nevyjadiovali ¢sla pomoci proménnych oznacenych pismeny,
protoze pismena abecedy méla konkrétni ¢iselné hodnoty. Pokud v di-
kazu neni tfeba délit prislusné cislo na casti, je tsecka pojmenovana
pomoci jednoho pismene, jako je tomu u ¢isla £. V opa¢ném pripadé
je oznacena svymi krajnimi body, jako je tomu u ¢isla AB. Rozdéleni
¢isla je pak znédzornéno bodem a ¢asti nesou jména prislusnych tsecek,
naptiklad ZA, ZB. V Eukleidovych dtkazech se nepouziva toho, Ze
se néjaky postup zastavi po n krocich jako dnes. Eukleidtv postup se
zastavi po néjakém konec¢ném poctu kroki, ktery je vsak nutno chapat
jako priklad jejich libovolného poc¢tu. Algoritmus z ditkazu této véty se
zastavi po tfech krocich, ale pfitom je zfejmé, ze cely postup dikazu
je platny pro libovolny pocet krokt.

Budeme predpokladat, ze ze dvou ¢isel AB a I'A odebirdme stiidavé
a opakované mensi od vétsiho a zaroven vysledné c¢islo nikdy neméri
¢islo z predchoziho kroku tak dlouho, dokud nedospéjeme k jednotce.
Tvrdime, ze ¢isla AB a I'A jsou nesoudélnd, tj. ¢isla AB a I'A jsou
méfena pouze jednotkou (viz def. VIL,12).

Pokud by AB a I'A nebyla nesoudélna, muselo by ji méfit néjaké ¢islo.
Nechf tedy méri a necht je to E. Necht I'A méii BZ a zbude pritom
Z A mensi nez I'A. AZ necht méri AH a zbude pfitom HT mens$i nez
AZ. HT necht méfi ZO a zbude jednotka ©A.

E tedy méri I'A aI'A méri BZ, pak E mérii BZ. Méri vsak i celé BA,
tj. bude mérit i zbytek AZ. AvSak AZ méri AH, a tak E méfi také
AH. Méri vsak i celé AL, tj. bude méfit i zbytek 'H. I'H méfi Z0O,
a tak méri F rovnéz ZO, méri také celé ZA. A to znamena, Ze bude
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méfit i zbylou jednotku AO, prestoze je ¢islem. To vSak neni mozné,
¢isla AB a I'A nejsou tedy méfena zadnym d¢islem, tj. AB a I'A jsou
tudiz nesoudélna (viz def. VII,12). Coz se mélo dokazat.

. Nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele dvou soudélnych cisel
pomoci Eukleidova algoritmu

Jsou dana dvé disla, kterd nejsou nesoudélna, a mame nalézt jejich
nejvetsi spolecnou miru.

Dikaz:

Necht AB a T'A jsou dvé dana ¢isla, kterd nejsou nesoudélné. Je nutné
nalézt nejvétsi spole¢nou miru AB a I'A. Pokud tedy I'A méii AB,
pak méfi i sama sebe, I'A je tudiz spole¢nou mirou AB a I'A. A je
zjevné i nejvetsi, protoze zadné c¢islo vétsi nez I'A nebude mérit I'A.
Jestlize vSak I'A neméii AB, odebirejme z ¢isel AB a I'A stiidavé a
opakované mensi od vétsiho a bude nalezeno néjaké ¢islo, které bude
méfit ¢islo z predchoziho kroku. Nedospéje se totiz az k jednotce. Kdy-
by tomu tak nebylo, byla by ¢isla AB a I'A nesoudélné (viz VIIL1).
To se, ale nepredpokladalo. Nalezneme tedy néjaké cislo, které bude

vvvvv

AZ, pak I'Z méri AZ. I'Z méfi také sama sebe a bude méfit i celé
I'A. Avsak I'A méii BE, takze I'Z méii i BE. Méfi vsak i F'A, a proto
bude méfit i celé BA. Méri vsak i I'A, takze I'Z méii ABiT'A.T'Z je
tedy spoleénou mirou AB i 'A.

Tvrdime, ze je rovnéz mirou nejvétsi. V pripadeé, ze by I'Z nebylo nej-
vétsi spolecnou mirou ¢isel AB a I'A, métilo by ¢isla AB a I'A néjaké
¢islo, které by bylo vétsi nez I'Z. Necht je tedy méii a je to H. H méfi
I'A al'A méfi BE, tj. méii H i BE. Méfi, ale i celé BA, proto také
meéti i zbylé AE. AFE mérii AZ, tj. H mérii AZ. Méxi vSak i celé AT,
takze bude mérit i zbylé I'Z, tj. vétsi bude mérit mensi. To, ale neni
mozné,tj. ¢isla AB a I'A nebudou méfena zadnym cislem vétsim nez
I'Z.T'Z je tim padem nejvétsi spolecnou mirou ¢isel AB a I'A, coz se
meélo dokazat.

Disledek:

Pokud jsou dvé cisla mérena néjakym cislem, pak jim bude mérena i
jejich nejvétsi spoleéna mira. Coz jsme chtéli dokéazat.

. Archiméduv problém dobytka

Zadéani:

,Rekni mi, piiteli, pfesné pocet Heliova skotu. Pec¢livé mi vypodcitej,
neni-li ti moudrost cizi, kolik ho bylo, kdyZ se jednou péasl na nivach
ostrova Sicilie, rozdélen do ¢tyt stad. Kazdé stado bylo jinak zbarveno;
prvni bylo mlécéné bilé, ale druhé zarilo zcela tmavou cerni. Treti pak
bylo hnédé, ¢tvrté strakaté; v kazdém méli byci v poctu velikou preva-
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hu. A tito (byci) byli nyni v takovémto poméru: bili se rovnali v poctu
hnédym vzatym dohromady s tfetinou a polovinou ¢ernych, 6 priteli.
Dale mnozstvi ¢ernych bylo rovno ¢tvrtiné a pétiné strakatych zvétse-
nych o vSechny hnédé. Nakonec musis pocet strakatych byki polozit
rovny, priteli, Sestiné a sedminé bilych s pfi¢tenym jesté mnozstvim
hnédych.

Jak vsak tomu bylo s kravami: ty s bilou srsti byly rovny tfetiné a
¢tvrtiné c¢erného skotu, krav i bykt. Déle ¢erné kravy byly rovny ¢tvr-
tin€ a pétiné strakatého stada, kdyz byli pocitani jak byci, tak kravy.
Pravé tak byly strakaté kravy pétina a Sestina vSeho (skotu) s hnédou
srsti, kdyz Sel na pastvu. Nakonec hnédé kravy byly Sestina a sedmina
celého stada s bilou srsti.

Miizes-li mi fict presné, mij priteli, kolik skotu tam bylo dohromady
a také kolik bylo krav kazdé barvy a dobte zivenych byki, pak té véru
pravem nazyvaji zdatnym v poctech. Jesté té vsak nepocitaji k mudr-
cum; nuze, pojd tedy a Fekni mi, jak se to ma déle:

Kdyz se spojil celkovy pocet c¢ernych a bilych byki, pak zde stali
usporadani stejné do sitky jako do hloubky; siré sicilské nivy byly zce-
la zaplnény tim mnozstvim byki. Kdyz se vSak postavili dohromady
hnédi a strakati, pak byl vytvoren trojihelnik, jeden stal na Spicce a
nechybél zadny z hnédyjch a strakatych bykt, jesté se mezi nimi nasel
jeden jiné barvy.

Kdyz jsi to také vypatral a v duchu pochopil a uvedes mi pomér, pii-
teli, ktery se naléza v kazdém stadu, pak muzes pysné vykracovat jako
vitéz, protoze ted tva védeckd slava jasné zari.

Reseni:

Neni tézké sestavit soustavu rovnic pro prvni ¢ast zadani.

Oznaceni:

B = pocet bilych byki, B* = pocet bilych krav,

C = pocet ¢ernych bykt, C* = pocet cernych krav,

S = pocet strakatych bykt, S* = pocet strakatych krav,

H = pocet hnédych bykd, H* = pocet hnédych krav.

Takze prvni ¢ast zadani vede k této soustavé rovnic:

11
B:(§+§)C+H,
11
C_(Z+S)S+H’
11
S=(z+=-)B+H
B*—(1+1)(C+C*)
3 4 ’
C —(1+5)(S+S),
St = (1 + 1)(H + H")
5 6 ’
H = (: +2)(B+BY)
6T ‘



Dalsi ¢ast neni aplné jasna. Podle textu, se kterym pracujeme bychom
dostali tyto rovnice:

B + C = ¢tvercové ¢islo,

S+ H + 1 = trojihelnikové ¢islo,

Misto ¢tvercového ¢isla miize byt na pravé strané rovnice i obdélnikové
¢islo.

Misto druhé rovnice by se dala pouzit i tato: S + H = trojuhelnikové
¢islo,

Uloha mé v kazdém piipadé nekoneéné mnoho feseni.

V jednodussim pripadé, kdy mame rovnici: B+ C = obdélnikové cislo,
bude celkovy pocet skotu pii nejmensim feseni piiblizné roven 5,9-10'2
kusi.

e Aplikace tetézovych zlomku

1. Zatméni Slunce
Za pomoci teorie fetézovych zlomki. Jiz Babylonané vyuzivali aritme-
ticka schématka pro Zatmeéni Slunce. Tusili, Ze se opakuje s periodici-
tou.
Reseni:
Potiebujeme védét, kdy probéhlo zatméni Slunce. Napriklad vezmeme
zatméni 11.8.1999. Je nutné, aby Mésic zakryl Slunce. Musi byt splné-
ny dvé podminky:
a) Mésic musi byt v novu (je vidét pouze samé tma)
b) Mésic musi byt v uzlovém bodé
Nov nastane jednou za synodicky mésic - 29,530588853 dne. Drakonic-
ky meésic 27,212220817 dne. Dame obé ¢isla do zlomku

27,... n

2,... k

k-27,..=n-29,..

Hleddme malé cela cisla. Vyuzijeme fetézové zlomky.

27, ...
29, =10;1,11,1,2,1,4,3,..]]
konvergenty %, % +za jeden rok,%, %, % «prilis velka chyba,g—z,
% +—idealni lisi se o par hodin, 223 synodickych mésici
(podélir)n 12),38.223/12 = 18 let 10 dni 8 hodin = prévé 3 (perioda
,saros ‘).

2. Metonuav cyklus-Kalendar
Popisujeme zde navaznost na fetézové zlomky.
V 5. stoleti v Recku neexistuje jednotny kalendar. Jsou vkladany dny
do kalendéfe tak, aby svatky a obéti pfipadli na zvolené dny. Rekové
védéli, ze rok ma 12 mésicli, podle fazi mésice. Mésic mél 29 az 30
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dni, n€kdy bylo potieba vlozit dokonce 13. mésic. Védeli, ze meésice
fidi Mésic a roky Slunce. Zacali vznikat snahy na sjednoceni kalen-
dare. Chtéli matematicky rad, tj. snazili se o nalezeni periody pohybu
Slunce a Mésice.

Antickée hodnoty:

p- (294 5 + 55) synodicky mésic (doba mezi dvéma fazemi Mésice)
=q- (365 + % — ﬁ) solarni mésic jako 12-tina roku.

Periodu spocitame pomoci malych celych ¢isel v ¢itateli i jmenovateli.
r=10;1,32,1,1,3,...] +—podélenim a rozvinutim do fetézového
zlomku.

Konvergenty:

0, % +—velka chyba,%, g—i, %, % = 19 let, ... <—sejde se synodicky a so-
larni mésic 228 - syn, 235 - sol a hledame rozdil mezi témito hodnotami.
Chceme rozdil mezi témito hodnotami v fadu hodin.

Chyba jaké se dopustime:

-708 hodin, 21 hodin, -12 hodin, 9 hodin, —2%, 1,5 hodiny

Ziskali jsme periodu 19 let s nejlepsi presnosti, chyba je jen 1,5 ho-
diny. Takto faze mésice pfipadnou na stejny den v roce, tj. spojuje
solarni a lunarni kalendar. Arabové dnes pouzivaji lunarni kalendar,
tj. islamsky kalendar. Metén jesté s jednim feckym astronomem 432
pr. Kristem v Athénach staly u zrodu empirického kalendéafre - ten znali

jiz Babylonané.

2.2 Ruzné typy dikazu iracionality odmocniny
ze dvou

1. Klasicky stredoskolsky dukaz pro odmocninu ze dvou

Predpoklada se, ze v/2 = 2, kde NSD(p,q) = 1.

Pak plati, Ze 2¢*> = p?, tj. p = 2k (odsud je vidét, Ze p je sudé) a 2¢* = 4k
Dale vidime, 7e ¢*> = 2k?, pak tedy ¢ = 2s (¢ je odsud také sudé).

Coz je spor s nesoudélnosti ¢isel p, g.

2. Dukaz z FEukleidovych Zakladu

Zde predvedeme ekvivalentni diikaz odmocniny ze dvou, pouze provede-
ny geometricky. Jedna se o nepiimy dtkaz, ktery je zalozen na nasledujici
tvaze. Mame ¢tverec o strané n a thlopticce k. Cisla n, k jsou nesoudélna.
Pak podle Pythagorovy véty plati, Ze k? = 2n?, protoZe je prava strana dé-
liteln4 dvéma, pak musi byt k? sudé ¢islo, tj. k je sudé é&islo. Z piedpokladu,
Ze jsou n, k nesoudélnd musi byt n liché ¢islo. Z poznatku, ze ¢islo k je sudé
vime, Ze ¢tverec k? je délitelny ¢tyimi, tj. i prava strana je délitelnd ¢tyimi.
Coz je spor s tim, ze jsme predpokladali, ze n je liché ¢islo. Odsud tedy
vyplyva, ze v/2 nemiize byt vyjadfena &slem, tj. podle pythagorejctt miize
byt znadzornéna useckou, ale nemtize byt znazornéna body.
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3. Dukaz pomoct figuralnich céisel

Budeme predpokladat, Ze strana ctverce méfi n jednotek a thlopricka k
jednotek. Jednotka bude zvolena jako co nejvétsi, aby nemohla byt ¢isla
n, k soucasné suda. n? + n? = k? je Pythagorejské trojice (n,n, k), to zna-
zornime pomoci ¢tvercovych ¢isel. Protoze k? je sudé (soucet dvou stejnych
¢isel), pak je i k sudé. Odsud vyplyva, ze ¢tvercové ¢islo k? je mozné rozdélit
jak vodorovné, tak svisle diky tomu, ze je sudé. Odsud je pak jasné, ze ¢islo
n? je sudé a tedy i ¢islo n je sudé. Coz je spor s predpokladem.

Obrazek 13 — dilkaz pomoci figuralnich ¢isel

Jak vidime z obrazku 13 pro nesoudélnd pfirozena ¢isla n, k nemize platit,
ze:

n?+n? = kK%

4. Dukaz zaloZeny na priblizné metod€ vypoctu odmocniny

Pravé Archytas se snazil nalézt druhou odmocninu ze dvou, jenz netvori
tplny étverec. Aby dokézal iracionalitu v/2, rozklada toto ¢islo pod odmoc-
ninou na dva rizné ¢initele, naptiklad 2 = 2 - 1. Dale urcuje aritmeticky

a harmonicky primér obou c¢initeld, zde to bude %, % a sestroji z téchto
¢ty cisel ,hudebni tméru®, tj. 2 : % = % : 1. Soucin stfednich clent se rovna
¢islu 2 a rozdil % — % = % je mensi nez rozdil 2 — 1 =1, tj. % a % je mozné

povaZovat za piiblizné hodnoty /2, prvni s prebytkem druhou s nedostat-
kem. Tento postup je mozné dale opakovat, dale bychom dostali % a f—‘;,
jenz se od sebe lisi o ﬁ atd (viz Kolman, Dé&jiny matematiky ve starovéku).
Vidime, Ze je zde pouzit podobny postup jako pii vypoctu pomoci feté-
zovych zlomki. Také, zde vlastné dostavame jednotlivé konvergenty pro
odmocninu ze dvou. Archytiv postup ndm naznacuje, Ze nejspis opravdu

méli Rekové spisy Babylonani a pomoci nich se snazili vytesit i tak zavazné
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problémy jako byla iracionalita odmocniny ze dvou.

Z Archytovych matematickych spisti se nam bohuzel dochovaly pouze zlom-
ky. Pravé v nich je, ale dikaz, ze mezi dvé veliciny, které jsou v pomeéru
n : (n + 1), nemtzeme jiz nic dalsiho vlozit, tj. vyraz \/n - (n+ 1) nelze
vyjadrit racionalnim cislem.

. Dukaz pomoct poméru a vloZent nééeho mezi dvé cisla

Jak jsme ukézali v ¢asti pomérti a imér mizeme provést diikaz iracionality
odmocniny ze dvou takto:

\/ﬁzg,a>b

b2, ab, a*

mame tedy pomeér 1 : 2 a mélo by byt mozné néco vlozit mezi 1 a 2, coz
nejde.
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Z.avér

Tato bakalarska prace je zaméfena na vyvoj matematiky ve starém Recku, kon-
krétné na teorii cisel.

Cilem této prace bylo srozumitelné, prehledné a kultivované sepsat ¢iselné teore-
tickd badani ve starém Recku v obdobi pfiblizné od 6. stoleti pi. Kr. do 4. stoleti
po Kr. Také jsme se snazili o vyuziti téchto poznatkii pti dosavadni vyuce a srov-
nani metod pro hledani nejvétsiho spoleéného délitele. Je nutné si uvédomit, ze
mnoho z Feckych poznatki a napadi je bud pouzivano dodnes jako Eratosthenovo
sito, Eukleidiv algoritmus atd. nebo inspirovaly dalsi matematiky v jejich badani
a zdokonalovani, jako naptiklad u dokonalych ¢isel pro uceleni celkového obrazu
dnesni matematiky. Najdeme, zde také fetézové zlomky, které znali jiz staii Ba-
byloniané a uzivali je pro zjisténi periody zatméni Slunce a dalSich velice péknych
véci. Snazime se také jednotliva témata doprovodit priklady a obrazky pro lepsi
pochopeni a oziveni vyuky matematiky na skolach. Tato prace se tedy snazi o
vyuziti matematickych poznatkt ze starého Recka, jejich uceleni, doplnéni a obo-
haceni vyuky (napfiklad soubor animace.gif na CD) proto, abychom zavedli na
stfednich skolach vice nazornych ukazek jak vyuzit poznatky z matematiky napti-
klad pro sestaveni kalendare. Také se snazime o zdokonaleni urcovani vlastnosti
z obrazkil a také zlepSeni abstraktniho mysleni. Rekové byli na svou dobu velice
vyspéli a proto je urcité dobré, kdyz jejich poznatky neupadnou v zapomnéni.

MozZné rozsireni prace:
Dalsi vyvoj ¢i rozsifeni se miize ubirat nékolika sméry:
e RozSifeni o fecké poznatky z geometrie v tomto obdobi.

e Aplikace, tj. podrobné probrat dalsi mozné aplikace jednotlivych témat.

e Zvyraznéni dosaZzenych poznatkii pomoci novych technologii, tj.
naptiklad vytvoreni riznych animaci a dalsich véci pouzitelnych pti viyuce.
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P¥ilohy

Obsah CD:
Na prilozeném disku se nachazi:

e Tato prace ve formatu PDF: BP/documents

e Animace figuralnich ¢isel (,,animace.gif“): BP /others
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