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V tejto práci sa zaoberáme prostými náhodnými prechádzkami a rie²ime teore-
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tvrdenia ako napríklad zákon arcsinu. Cie©om práce je vyrie²enie vybraných pro-
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Úvod

Práca sa zaoberá prostými náhodnými prechádzkami a jej cie©om je vyrie²enie
konkrétnych vybraných problémov. Tieto rie²ené problémy danú problematiku
lep²ie vysvet©ujú a prehlbujú.

Celá práca je rozdelená na dve kapitoly. Prvá je venovaná teórii potrebnej
k vyrie²eniu problémov. De�nujeme cestu, ktorú môºeme interpretova´ ako rea-
lizáciu náhodnej prechádzky. Uvádzame a dokazujeme princíp odrazu, ktorý je
východiskom nielen pri dokazovaní dôleºitých tvrdení, ale aj pri rie²ení niekto-
rých problémov. Dôraz kladieme na hlavné lemma, ktoré je k©ú£ové pri dokazovaní
tvrdení ako napríklad zákon arcsinu a zákon arcsinu pre £asové úseky. �alej sa
zaujímame o maximum cesty a jeho pozíciu.

Druhá kapitola sa zaoberá rie²ením vybraných problémov s vyuºitím uº doká-
zaných tvrdení a viet. Aplikáciu princípu odrazu vidíme u problémov po£tu ciest.
Dôleºitú úlohu pri mnohých problémoch zohrávajú obrázky, ktoré majú pomocnú
funkciu alebo rie²enie spo£íva v geometrickom dôkaze. Napríklad problém klad-
ných ciest £i geometrický dôkaz reformulácie hlavného lemmatu. Vä£²iu pozornos´
si zaslúºi aj problém návratov do po£iatku, ktorý dokazuje rovnos´ pravdepodob-
ností dvoch rôznych typov ciest.
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Kapitola 1

Náhodná prechádzka

1.1 Úvod do teórie náhodných prechádzok

Nech n ∈ N. Uvaºujme kone£nú postupnos´ ε1, ε2,...,εn, kde εi = ±1 pre
∀i ∈ {1,...,n}. Predpokladajme, ºe p je po£et plus jednotiek a q je po£et mínus
jednotiek. Potom teda platí, ºe n = p+ q. Ozna£me parciálny sú£et sk = ε1+ ε2+
...+ εk, ktorý reprezentuje rozdiel medzi po£tom plus a po£tom mínus jednotiek
v prvých k £lenoch postupnosti. Potom platí

sk − sk−1 = εk = ±1, s0 = 0, sn = p− q, (1.1)

kde k ∈ {1,...,n}.
Postupnos´ ε1, ε2,...,εn môºeme znázorni´ v pravouhlom súradnicovom systéme

s horizontálnou osou x a vertikálnou osou y. Na os x nanesieme prirodzené £ísla
1,...,n a na os y prislúchajúce parciálne sú£ty s1,s2,...,sn. Spojením týchto bodov
získame lomenú £iaru vychádzajúcu z po£iatku, ktorú budeme nazýva´ cesta.

De�nícia 1. Nech n ∈ N a d ∈ Z. Cesta s1,s2,...,sn z po£iatku do bodu [n,d] je
lomená £iara spájujúca body [0,s0],[1,s1],...,[n,sn], pri£om s1,s2,...,sn spl¬uje (1.1)
a sn = d. Po£et £lenov n cesty s1,s2,...,sn nazveme d¨ºka cesty.

Po£et v²etkých ciest d¨ºky n je 2n. Za predpokladu, ºe p je po£et plus jednotiek
a q je po£et mínus jednotiek, platia tieto vz´ahy

n = p+ q, d = p− q. (1.2)

Cesta z po£iatku do ©ubovo©ného bodu [n,d] existuje práve vtedy, ke¤ n a d sú
tvaru (1.2). Po£et takýchto ciest je

Nn,d =

(
p+ q

p

)
=

(
p+ q

q

)
. (1.3)

Sta£í si uvedomi´, ºe p umiestnení plus jednotiek v postupnosti ε1, ε2,...,εn môºeme
vybra´ z n = p+q dostupných umiesteníNn,d spôsobmi. Pre úplnos´ dode�nujeme
Nn,d = 0 v prípade, ºe n a d nie sú v tvare (1.2). TedaNn,d ozna£uje po£et v²etkých
ciest z po£iatku do ©ubovo©ného bodu [n,d].

Nech postupnos´ ε1, ε2,...,εn je tvorená nezávislými rovnako rozdelenými ná-
hodnými veli£inami, potom platí Sk = ε1+ε2+ ...+εk pre k ∈ {1,...,n}. Uvedieme
si dva základné príklady, kde cestu interpretujeme ako výsledok náhodného po-
kusu.
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Príklad 1. (Postupnos´ hodov mincou) Cestu d¨ºky n môºeme interpretova´ ako
postupnos´ ideálneho pokusu pozostavajúceho z n postupných hodov mincou.
Nech pre rub v postupnosti získame plus jednotku a pre líc mínus jednotku.
Potom Sk predstavuje rozdiel medzi po£tom plus a po£tom mínus jednotiek po
k-tom hode mincou. Môºeme si predstavi´ hrá£a, ktorý pri kaºdom hode mincou
získa resp. stratí ur£ité mnoºstvo. Potom postupné kumulatívne zisky resp. straty
tohto hrá£a su reprezentované postupnos´ou náhodných veli£ín S1,S2,...,Sn. Pre
geometrickú intrepretáciu predpokladajme, ºe jednotlivé hody mincou nastávajú
v rovnakých £asových úsekoch. Obrázok (1.1) ilustruje cestu d¨ºky 10 ako výsledok
10-tich hodov mincou pre p = 6 a q = 4.

[0, 0]

[n, sn]

sn = p− q

n = p+ q

x

y

Obrázok 1.1: Postupnos´ hodov mincou

Príklad 2. (Hlasovací problém1) Predpokladajme, ºe po£as volieb, kandidát P získa
p hlasov a kandidát Q získa q hlasov, kde p>q. Pravdepodobnos´, ºe po£as celého
hlasovania vedie kandidát P nad kandidátom Q je rovná p−q

p+q
. Záznam o hlasovaní

môºe by´ reprezentovaný ako cesta d¨ºky p + q, kde εk = +1, ak k-tý hlas získa
kandidát P . Inak povedané, kaºdá cesta z po£iatku do bodu [p + q,p − q] môºe
by´ interpretovaná ako záznam volieb pri danom p a q. Teda Sk je po£et hlasov
o ko©ko kandidát P vedie alebo zaostáva, v £ase ke¤ k-tý voli£ vloºí do urny
volebný lístok. Kandidát P vedie po£as celého hlasovania práve vtedy, ke¤ S1 >
0,S2 > 0,...,Sn > 0. Pre konkrétnu realizáciu to znamená, ºe v²etky vrcholy leºia
striktne nad osou x. Je potrebné si uvedomi´, ºe hlasovací problém predpokladá,
ºe cesty sú rovnako pravdepodobné. Kdeºto v predchádzajúcom príklade to bolo
zrejmé. Obrázok (1.2) ilustruje pozitívnu cestu d¨ºky 10 ako výsledok hlasovania
10-tich voli£ov, kde p = 6 a q = 4.

[0, 0]

[n, sn]

sn = p− q

n = p+ q

x

y

Obrázok 1.2: Ilustrácia pozitívnej cesty
1Tento problém dokázal W.A.Witworth v roku 1878, Angl. the ballot theorem
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Nech A = [a,α] a B = [b,β] také, ºe b > a ≥ 0, α > 0, β > 0. Pomocou osovej
súmernosti získame k bodu A jeho zrkadlový obraz A′ = [a, − α] ur£ený osou
x.(Viz obrázok (1.3))

y

x

A

A′

B

T

Obrázok 1.3: Ilustrácia princípu odrazu

Lemma 1. (Princíp odrazu2) Po£et ciest z A do B, ktoré sa dotýkajú alebo pretí-
najú os x je rovnaký ako po£et v²etkých ciest z bodu A′ do B.

Dôkaz. Uvaºujme cestu sa = α,sa+1,...,sb = β z A do B majúcu jeden alebo viac
vrcholov na osi x. Nech t je prvá súradnica prvého takéhoto vrchola. Teda, vybrali
sme t také, ºe sa > 0,sa+1 > 0,...,st−1 > 0,st = 0. Potom −sa,−sa+1,...,−st−1,st =
0,st+1,...,sb je cesta vedúca z A′ do B a majúca T = [t,0] ako prvý vrchol na osi
x. Úseky A′T a AT sú si navzájom zrkadlovým obrazom a teda sta£í si uvedomi´,
ºe cesta z A do B majúca vrchol T = [t,0] na osi x a cesta z A′ do B sú navzájom
jednozna£ne ur£ené. Teda existuje jednozna£ný vz´ah medzi v²etkými cestami z
A′ do B a takými cestami z A do B, ktoré majú vrchol na osi x.

k
Ako dôsledok uvedeného lemmatu (1) dokáºeme uº spomínaný hlasovací problém
popísaný v príklade 2.

Dôsledok 1. (Hlasovací problém) Nech n ∈ N a d ∈ N. Po£et ciest z po£iatku do
[n,d] takých, ºe s1 > 0,s2 > 0,...,sn > 0 je rovný d

n
Nn,d.

Dôkaz. Jadro dôkazu spo£íva v tom, ºe spo£ítame v²etky prípustné cesty vedúce
do bodu [n,d] a od nich odpo£ítame cesty vedúce do [n,d], ktoré sa dotýkajú alebo
pretínajú os x. Po£et v²etkých ciest z bodu [1,1] do [n,d] je pod©a (1.3) Nn−1,d−1.
Po£et v²etkých ciest z bodu [1,1] do [n,d] takých, ºe platí s1 > 0,s2 > 0,...,sn > 0,
je pod©a lemmatu (1) rovný po£tu v²etkých ciest z bodu [1,−1] do [n,d], t.j. pod©a
vz´ahu 1.3 Nn−1,d+1. Celkom teda máme

Nn−1,d−1 −Nn−1,d+1 =

(
p+ q − 1

p− 1

)
−
(
p+ q − 1

p

)
.

Triviálnou úpravou získame výsledok tvaru p−q
p+q

Nn,d =
d
n
Nn,d.

k

2Angl. the re�exion principle
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1.2 De�nícia náhodnej prechádzky

Teraz zavedieme náhodnú prechádzku formálne.

De�nícia 2. Nech n, k ∈ N. Nech {Xk}∞k=1 je postupnos´ nezávislých a rovnako
rozdelených diskrétnych náhodných veli£ín. Ozna£me Sn ako parciálny sú£et Sn =
X1 +X2 + ...+Xn. Potom postupnos´ {Sn}∞n=1 sa nazýva náhodná prechádzka3 a
platí S0 = 0.

Priblíºime príklad (1) o postupnosti hodov mincou v terminológii náhodnej
prechádzky. Cesta s1,s2,...,sn, ktorá je záznamom postupných hodov mincí, re-
prezentujte jednotlivé kumulatívne zisky resp. straty hrá£a. Body s1,s2,...,sn zná-
zornené v súradnicovej sústave nazveme pozíciou "£astice", ktorá danú náhodnú
prechádzku prevádzala. Teda £astica sa pohybuje v rovnakých £asových úsekoch,
hore alebo dole po vertikálnej osi. Je dôleºité vedie´, s akou pravdepodobnos´ou sa
£astica pobybuje.V tomto texte budeme uvaºova´, ºe £astica sa pohybuje s rovna-
kou pravdepodobnos´ou o +1 nahor £i o −1 nadol, teda P [Xk = 1] = P [Xk = −1],
kde k ∈ {1,...,n}. Hovoríme teda o prostej náhodnej prechádzke4. Inú náhodnú
prechádzku uvaºova´ nebudeme.

Kaºdá cesta d¨ºky n môºe by´ interpretovaná ako výsledok náhodnej prechá-
dzky. Po£et v²etkých takýchto ciest je 2n a kaºdá je rovnako pravdepodobná.

Jav, ºe sa £astica v £ase n nachádza v bode r, ozna£íme Sn = r. Pravdepo-
dobnos´ tohto javu ozna£me pn,r. Po£et ciest z po£iatku do [n,r] je daný (1.3).
Potom platí

pn,r = P [Sn = r] =

(
n

n+r
2

)
2−n,

kde binomický koe�cient je rovný nule v prípade, ºe n+r
2

nie je celé £íslo medzi 0
a n, vrátane.

Návrat do po£iatku nastáva v £ase k, ak Sk = 0. V tomto prípade je k nevy-
hnutne párne. Pre k = 2v je pravdepodobnos´ návratu do po£iatku p2v,0. Ozna£me
túto pravdepodobnos´ pre jednoduchos´ u2v. Potom platí

u2v = P [S2v = 0] =

(
2v

v

)
2−2v. (1.4)

Po£ítanie kombina£ných £ísel môºe by´ náro£né, preto sa pouºíva aproximácia
ve©kých faktoriálov pomocou Stirlingovej formule.
Poznámka 1. Stirlingova formula znie: n! ≈

√
2πn(n

e
)n

Stirlingovu aproximáciu aplikujeme na vz´ah (1.4) a získame

u2v ≈
1√
πv
.

Prvý návrat do po£iatku nastáva v £ase 2v, ak

S1 6= 0,...,S2v−1 6= 0, ale S2v = 0.

Pravdepodobnos´ prvého návratu ozna£me f2v a platí f0 = 0.
Nasledujúca veta je v podstate veta o úplnej pravdepodobnosti.

3Náhodná prechádzka je ²peciálny prípad stochastického procesu. Obecne nie je nutné pred-

poklada´ diskrétne rozdelenie veli£iny Xk.
4Angl. the simple random walk
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Veta 2. Vz´ah pravdepodobností f2v a u2v vyjadruje nasledujúci vzorec

u2n = f2u2n−2 + f4u2n−4 + ...+ f2nu0 n ≥ 1. (1.5)

Dôkaz. [Viz Charles M. Grinstead a Snell, 1997, Theorem 12.2]
k

Poznámka 2. Nasledujúci vz´ah sa dá dokáza´ matematickou indukciou pre n.(
a

0

)(
b

n

)
+

(
a

1

)(
b

n− 1

)
+ · · ·+

(
a

n

)(
b

0

)
=

(
a+ b

n

)

1.3 Hlavné lemma

Lemma 3. (Hlavné lemma) Nech n ∈ N. Pravdepodobnos´, ºe návrat do po£iatku
nenastáva do a vrátane £asu 2n je rovnaká ako pravdepodobnos´, ºe návrat do
po£iatku nastane v £ase 2n. V matematickom zápise

P [S1 6= 0,...,S2n 6= 0] = P [S2n = 0] = u2n. (1.6)

Dôkaz. Udalos´ na©avo nastáva práve vtedy, ke¤ sú v²etky Sj bu¤ kladné alebo
záporné. Tieto dve moºnosti sú rovnako pravdepodobné, preto moºeme vz´ah
(1.6) reformulova´ nasledovne

P [S1 > 0,...,S2n > 0] =
1

2
u2n. (1.7)

Teda, ak dokáºeme vz´ah (1.7), dokáºeme aj lemma (3). Uváºením v²etkých moº-
ností, ktoré môºe veli£ina S2n nadobudnú´, je zrejmé, ºe platí

P [S1 > 0,...,S2n > 0] =
∞∑
r=1

P [S1 > 0,...,S2n−1 > 0,S2n = 2r]

Je zrejmé, ºe £leny na pravej strane pre r > n vypadnú. Plynie z (1.2). Pod©a (2) je
po£et ciest spl¬ujúcich podmienky na pravej strane rovný N2n−1,2r−1−N2n−1,2r+1

a teda pravá strana je tvaru

1

2

n∑
r=1

(p2n−1,2r−1 − p2n−1,2r+1).

Sumu rozpí²eme, jednotlivé £leny sa navzájom odpo£ítajú a výsledný tvar je
1
2
p2n−1,1. Overením, ºe p2n−1,1 = u2n, je lemma (3) dokázané.

k
Lemma (3) môºeme reformulova´ takto

P [S1 ≥ 0,..., S2n ≥ 0] = u2n. (1.8)

Vieme, ºe cesta d¨ºky 2n, ktorej vrcholy sú nad osou x, ur£ite prechádza bodom
[1,1]. Vezmeme bod [1,1] ako nový po£iatok cesty, potom cesta má d¨ºku 2n− 1
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a platí, ºe v²etky vrcholy leºia na alebo nad novou osou x. A pretoºe prvý krok
je pozitívny s pravdepodobnos´ou 1

2
, tak platí rovnos´

P [S1 > 0,...,S2n > 0] =
1

2
P [S1 ≥ 0,...,S2n−1 ≥ 0]. (1.9)

V²imneme si, ºe 2n− 1 je nepárne £íslo, teda v tomto £ase nemôºe nasta´ návrát
do po£iatku a preto musí plati´, ºe S2n−1 > 0. To implikuje, ºe S2n ≥ 0. A preto
pravdepodobnos´ napravo vo vz´ahu (1.9) je rovnaká ako pravdepodobnos´ vo
vz´ahu (1.8) a teda vz´ah (1.8) platí.

Lemma 4. Pravdepodobnos´, ºe prvý návrat do po£iatku nastane v £ase 2n je

f2n = u2n−2 − u2n =
1

2n− 1
u2n, pre n ∈ N.

Dôkaz. Prvý návrat do po£iatku nastáva v £ase 2n práve vtedy, ke¤ sú splnené
podmienky

P [S1 6= 0,..., S2k 6= 0],

a to pre k = n− 1, nie pre k = n. Z poh©adu lemma (3) nám z toho vyplýva, ºe
platí f2n = u2n−2 − u2n. Vz´ah 1

2n−1u2n získame triviálnym výpo£tom.

k

Dôsledok 2. Platí vz´ah
f2 + f4 + ... = 1

Dôkaz.
∑∞

n=1 fn =
∑∞

n=1(u2n−2 − u2n) = u0 = 1

k

1.4 Zákon arcsinu

Lemma 5. (Zákon arcsinu pre posledný návrat) Pravdepodobnos´, ºe do a vrátane
£asu 2n posledný návrat do po£iatku nastane v £ase 2k, je daná

α2k,2n = u2ku2n−2k pre k = 0,1,...,n. (1.10)

Dôkaz. Pravdepodobnos´ návratu do po£iatku v £ase 2k je u2k. Vezmeme bod
[2k,0] ako nový po£iatok cesty spl¬ujúcej S2k = 0, S2k+1 6= 0,..., S2n 6= 0 a
pod©a lemmatu (3) máme, ºe pravdepodobnos´ tejto cesty je u2n−2k. Celkom
teda u2ku2n−2k.

k
Pravdepodobnos´ rozdelenia, ktoré prislúcha α2k,2n, kde k = 0,1,...,n, nazveme
diskrétnym arcsin rozdelením rádu n, pretoºe arcsin ho ve©mi dobre aproximuje.
Toto rozdelenie je symerické v zmysle α2k,2n = α2n−2k,2n. Pre n=2 nadobudne tri
hodnoty 3

8
,2
8
,3
8
a pre n=10 viz tabu©ka (1.1).

8



k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
k=10 k=9 k=8 k=7 k=6

α2k,2n 0.1762 0.0927 0.0736 0.0655 0.0617 0.0606

Tabulka 1.1: Diskrétne arcsin rozdelenie rádu n

Poznámka 3. Arcsin rozdelenie5 je pravdepodobnostné rozdelenie s distribu£nou
funkciou

F (x) =
2

π
arcsin

√
x pre 0 ≤ x ≤ 1

a hustotou
f(x) =

1

π
√
x(x− 1)

pre x ∈ (0,1). (1.11)

Stirligovu formulu uvedenú v poznámke (1) aplikujeme na vz´ah (1.10) a do-
staneme

u2ku2n−2k ≈
1√
kπ

1√
π(n− k)

=
1

πn
√

k
n
(1− k

n
)
=

1

n
f(xk), (1.12)

kde xk = k
n
a f je hustota arcsin rozdelenia. Taktieº platí∑

k<xn

α2k,2n ≈
2

π
arcsin

√
x pre x ∈ (0,1).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x0

1

2

3

4

f HxL

Obrázok 1.4: Graf funkcie (1.11). Kon²trukcia vysvet©uje aproximáciu (1.12).

Aproximáciu rozdelenia £asu posledného návratu rozdelením arcsinu popisuje
obrázok (1.4). Hodnota 1

n
f(xk) je rovna obsahu obd¨ºnika s vý²kou f(xk) a zá-

klad¬ou d¨ºky 1
n
, pri£om stred základne je xk. Nech platí 0 < p < q < 1 a nech

n je dostato£ne ve©ké, potom sú£et pravdepodobností α2k,2n pre p < k
n
< q je

pribliºne rovný ploche pod grafom funkcie f a nad intervalom p < x < q. Pre
p = 0 a q = 1 je celková plocha pod grafom f a nad osou x = 0 rovna

∑n
k=0 α2k,2n.

5Arcsin rozdelenie je ²peciálny prípad beta rozdelenia s parametrami α = β = 1
2 .
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Lemma (5) nám v podstate hovorí, ºe pri postupnosti hodov mincou, sú naj-
vy²²ie pravdepodobnosti vtedy, ke¤ posledný návrat do po£iatku nastane v £a-
soch pre k extrémne blízko 0 alebo n. Táto pravdepodobnos´ je symetrická v
zmysle α2k,2n = α2n−2k,2n. Nasledujúce lemma (6) nám situáciu postupnosti ho-
dov mincou priblíºi v zmysle, ko©ko £asu strávi £astica na pozitívnej a ko©ko na
negatívnej strane. Z lemma ©ahko vidie´, ºe je celkom pravdepodobné, ºe £astica
strávi takmer celý £as na pozitívnej resp.negatívnej strane.

Lemma 6. (Zákon arcsinu pre £asové úseky) Nech cesta má d¨ºku 2n. Pravde-
podobnos´, ºe £astica strávi 2k £asových úsekov na pozitívnej strane (resp. nega-
tívnej) a 2n− 2k na negatívnej (resp. pozitívnej) je rovna α2k,2n.

Dôkaz. Uvaºujme cestu d¨ºky 2n a ozna£me b2k,2n pravdepodobnos´, ºe presne
2k £asových úsekov leºí nad osou. Chceme dokáza´

b2k,2v = α2k,2v. (1.13)

Prehlásime, ºe b2k,2v = u2v a z dôvodu symetrie taktieº platí b0,2v = u2v. Teda
sta£í dokáza´ vz´ah (1.13) pre 1 ≤ k ≤ v − 1.

Predpokladajme, ºe presne 2k £asových úsekov z 2n, je strávených na pozitív-
nej strane, kde 1 ≤ k ≤ v−1. V tomto prípade prvý návrat musí nasta´ v nejakom
£ase 2r < 2n a a existujú práve dve moºnosti. Prvá moºnos´ je, ºe 2r £asových
úsekov do prvého návratu je strávených na pozitívnej strane. V tomto prípade
r ≤ k ≤ v − 1 a ¤al²ia sekcia cesty po£ínajúc bodom [2r,0] má presne 2k − 2r
úsekov nad osou. Je zrejmé, ºe po£et takýchto ciest je 1

2
22rf2r2

2n−2rb2k−2r,2n−2r.
Druhá moºnos´, ºe 2r £asových úsekov do prvého návratu je strávených na ne-
gatívnej strane. V tomto prípade sekcia cesty po£ínajúc bodom [2r,0] má presne
2k úsekov nad osou, kde n− r ≥ k. Po£et takýchto ciest je 1

2
22rf2r2

2n−2rb2k,2n−2r.
Teda pre 1 ≤ k ≤ n− 1 máme

b2k,2n =
1

2

k∑
r=1

f2rb2k−2r,2n−2r +
1

2

n−k∑
r=1

f2rb2k,2n−2r. (1.14)

Tvrdenie dokáºeme indukciou. (1.13) platí pre v = 1 triviálne. Predpokladajme,
ºe platí pre v < n. Potom (1.14) je tvaru

b2k,2n =
1

2
u2n−2k

k∑
r=1

f2ru2k−2r +
1

2
u2k

n−k∑
r=1

f2ru2n−2k−2r.

Pod©a vz´ahu (1.5) je prvá suma rovná u2k a druhá suma u2n−2k. Teda vz´ah
(1.13) taktieº platí pre v = n.

k

1.5 Zmeny znamienka

Hovoríme, ºe zmena znamienka nastane v £ase n, ak Sn−1 a Sn+1 majú opa£né
znamienka, t.j. cesta pretína os x. V tom prípade Sn = 0 a n je nevyhnutne párne.
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Veta 7. Nech ξr,2n+1 je pravdepodobnos´, ºe do £asu 2n+1 nastane presne r zmien
znamienka. Potom platí

ξr,2n+1 = 2P [S2n+1 = 2r + 1] = 2p2n+1,2r+1 pre r = 0,1, . . .

Dôkaz. Dôkaz za£neme reformuláciou vety. Ak prvý krok prechádza bodom [1,1],
potom vezmeme tento bod ako nový po£iatok v novom súradnicovom systéme.
Pretnutie horizontálnej osi v starom systéme kore²ponduje s pretnutím priamky
y = −1 v novom systéme. Analogicky pre S1 = −1. Teda vetu môºeme reformu-
lova´ nasledovne: Pravdepodobnos´, ºe do £asu 2n cesta pretne priamku y = −1
práve r-krát, je 2p2n+1,2r+1.

Nech r = 0. Teda poºadujeme, aby sme priamku y = −1 nepre´ali, t.j. aby
sme sa nedotkli a ani nepre´ali priamku y = −2. V tom prípade S2n je nezáporné
sudé celé £íslo. Teda pre k ≥ 0 a pod©a lemmatu (1) je po£et ciest dotýkajúcich
sa priamky y = −2 z po£iatku do bodu [2n,2k] rovný po£tu ciest z po£iatku
do bodu [2n,2k + 4]. Teda celkom pravdepodobnos´ cesty z po£iatku do [2n,2k]
nedotýkajúcej sa priamky y = −2 je

n∑
k=0

(p2n,2k − p2n,2k+4).

Výsledný tvar sumy je p2n,0 + +p2n,2. Je zrejmé, ºe kaºdá cesta prechadzajúca
bodom [2n+1,1] prechádza bu¤ bodom [2n,0] alebo [2n,2]. Potom h©adaná prav-
depodobnos´ pre r = 0 je tvaru p2n+1,1 =

1
2
(p2n,0 + p2n,2).

Nech r = 1. Cesta pretínajúca priamku y = −1 v £ase 2v − 1 môºe by´
prestavaná do dvoch sekcií. Prvá je z po£iatku do [2v, − 2] a druhá vychádza z
bodu [2v, − 2] a má d¨ºku 2n − 2v. Na druhú sekciu cesty aplikujeme výsledok
pre r = 0, ale zameníme roly plus a mínus. Teda bod [2v, − 2] vezmeme ako
nový po£iatok v novej súradnicovej sústave a spo£ítame v²etky cesty vedúce z
tohoto bodu do bodu [2n,2k] nedotýkajúce sa priamky y = 2. Teda po£et ciest,
ktoré nepretnú priamku y = −1 (aby nenastala ¤al²ia zmena znamienka) je rovný
po£tu ciest z bodu [2v, − 2] do bodu [2n + 1, − 3]. Kaºdú takúto cestu môºeme
skombinova´ s prvou sekciou na cestu z po£iatku do bodu [2n + 1, − 3]. Z toho
vyplýva, ºe po£et ciest d¨ºky 2n pretínajúcich priamku y = −1 práve raz je rovný
po£tu ciest z po£iatku do bodu [2n+1,−3], t.j. 22n+1p2n+1,3. Tvrdenie je dokázané
pre r = 1.

Tvrdenie vyplýva indukciou pre ©ubovo©né r.
k

1.6 Maximum a prvý prechod

Uvaºujme cesty pod priamkou x = r pre r > 0, t.j. spl¬ujúce

S0 < r, S1 < r, . . . ,Sn < r.

V tomto prípade hovoríme, ºe maximum cesty je < r. Je zrejmé, ºe maximum
≥ 0, pretoºe S0 = 0.
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Lemma 8. Nech A = (n,k) pre k ≤ r. Pravdepodobnos´, ºe cesta d¨ºky n vedie
do bodu A a má maximum ≥ r, je rovna pn,2r−k = P [Sn = 2r − k].

Dôkaz. Pravdepodobnos´ cesty z po£iatku do bodu A dotýkajúcej sa alebo pretí-
najúcej priamku y = r spo£ítame pod©a lemmatu (1).

k

Veta 9. Pravdepodobnos´, ºe maximum cesty d¨ºky n je práve r, je rovná hodnote
kladného £lena z dvojice pn,r a pn,r+1.

y

x

[n, k]

y = k

y = 0

y = r

r − k

r − k

k

[n, 2r − k]

y = 2r − k

y = r + 1

[n, 2r + 2− k]

r − k

r − k

k

r − k + 1

r − k + 1

k

y = 2r + 2− k

Obrázok 1.5: Hodnoty konkrétnej realizácie: n=14, k=2, r=4. Normálne tu£nou
£iarou je vyzna£ená cesta z po£iatku do [n,k], ktorá sa dotýka priamky y = r a
jej £as´ po preklopení cez túto priamku je vyzna£ená £iarkovanou £iarou. Cesta z
po£iatku do [n,k], ktorá pretína priamku y = r + 1 je vyzna£ená tu£nou £iarou.
Jej £as´ preklopená cez priamku y = r+1 je vyzna£ená bodko£iarkovanou £iarou.

Dôkaz. Pravdepodobnos´, ºe cesta vedie z po£iatku do A a dotýka sa alebo
pretína priamku y = r je pod©a lemmatu (1) rovná pn,2r−k. Pravdepodobnos´,
ºe cesta vedie z po£iatku do A a dotýka sa alebo pretína priamku y = r + 1,
je pod©a lemmatu (1) rovná pn,2r+2−k. Situáciu ilustruje obrázok (1.5). Suma
rozdielu týchto pravdepodobností pre v²etky k ≤ r

r∑
k=−n

(pn,2r−k − pn,2r+2−k)

je pravdepodobnos´, ºe cesta d¨ºky n má maximum rovné práve r. Jednotlivé
£leny sumy sa navzájom odpo£ítajú a výsledný tvar je hodnota kladného £lena
z dvojice pn,r a pn,r+1 v závislosti na tom, £i n a r majú rovnakú alebo rôznu
paritu.

k
Pov²imneme si, ºe pre r = 0 sa predchádzajúca veta redukuje na vz´ah

P [S1 ≤ 0,..., S2n ≤ 0] = u2n,
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ktorý je ekvivalentný so vz´ahom (1.8). Teda veta (9) je zobecnením hlavného
lemmatu. Pre r > 0 budeme hovori´, ºe prvý prechod cez bod [n,r] nastáva, ak
platí

S1 < r,..., Sn−1 < r, Sn = r. (1.15)

Veta 10. Ozna£me φr,n pravdepodobnos´ prvého prechodu cez bod [n,r]. Potom
platí

φr,n =
1

2
[pn−1,r−1 − pn−1,r+1]. (1.16)

Dôkaz. Uvedomíme si, ºe cesta spl¬ujúca vz´ah (1.15) musí prechádza´ bodom
[n− 1,r− 1] a jej maximum do £asu n− 1 je najviac r− 1. Pod©a dôsledku (1) je
pravdepodobnos´ tejto udalosti rovná pn−1,r−1 − pn−1,r+1. Triviálnym výpo£tom
získame φr,n = r

n

(
n

n+r
2

)
2−n.

k

0 1 2 3 4 5

y

x

1

2

3 4

5

Obrázok 1.6: Hodnoty konkrétnej realizácie: n=20, r=5. Normálne tu£nou £iarou
je vyzna£ená cesta d¨ºky n − r, ktorej prvý prechod nastáva v bode [n − r,r].
�iarkovanou £iarou je vyzna£ená reprezentatívna cesta.

Veta 11. Pravdepodobnos´, ºe r-tý návrat do po£iatku nastáva v £ase n je φr,n−r.

Inak povedané: V²imneme si, ºe r-tý návrat v £ase n má rovnakú pravdepo-
dobnos´ ako prvý prechod cez bod [n− r,r].
Dôkaz. Uvaºujme cestu z po£iatku do [n,0] so v²etkými vrcholmi na alebo pod
osou x, pri£om na osi má práve r − 1 vnútorných vrcholov. Pre jednoduchos´
nazveme túto cestu reprezentatívnou. Situáciu ilustruje obrázok (1.6). Reprezen-
tatívna cesta pozostáva z r sekcií kon£iacich na osi x. Preklopením sekcií cez
os x, môºeme skon²truova´ 2r takýchto rôznych ciest, pretoºe kaºdý z r úsekov
môºe leºa´ pod alebo nad osou. Takto sme získali v²etky cesty kon£iace r-tým
návratom, pri£om vieme ºe ich po£et je 2r-krát vä£²í neº po£et reprezentatívnych
ciest. Teda, ak dokáºeme, ºe po£et ciest s prvým prechodom cez bod [n− r,r] je
rovnaký ako po£et reprezentívnych ciest, tým dokáºeme platnos´ rovnosti

po£et ciest s prvým prechodom cez bod [n− r,r]
2n−r

=
po£et reprezentatívnych ciest.2r

2n
.
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Jednozna£nú kore²podenciu medzi týmito dvoma triedami ciest dokáºeme geo-
metricky. Ak z reprezentatívnej cesty odoberieme r stien, ktorých ©avý bod leºí
na osi x, tak dostaneme cestu s prvým prechodom cez bod [n − r,r]. Reverzná
kon²trukcia spo£íva vo vloºení záporných r stien za£ínajúcich v po£iatku a r− 1
vrcholov ozna£ujúcich prvé prechody cez 1,2, . . . ,r − 1.

k

1.7 Dualita a pozícia maxima

Nech je daná postupnos´ Xi = ±1 d¨ºky n. Obrátením poradia postupnosti
získame novú postupnos´, a tým aj novú cestu. Geometricky túto cestu získame
rotáciou danej cesty o 180 stup¬ov okolo bodu, v ktorom cesta kon£í. Na tento
bod sa pozeráme ako na nový po£iatok v novom súradnicovom systéme.

De�nícia 3. Nech n,k ∈ N. Nech {Xk}nk=1 je postupnos´ nezávislých a rovnako
rozdelených diskrétnych náhodných veli£ín. Ozna£me Sk ako parciálny sú£et Sk =
X1 +X2 + ...+Xk. Potom náhodná prechádzka {S∗k}nk=1 de�novaná vz´ahom

X∗1 = Xn, . . . ,X
∗
n = X1, (1.17)

sa nazýva duálna.

Parciálne sumy duálnej náhodnej prechádzky sú ur£ené vz´ahom

S∗k = X∗1 + · · ·+X∗k = Sn − Sn−k,

kde S∗0 = 0 a S∗n = Sn.
Uvedieme základné príklady duálnych náhodných prechádzok.

Príklad 3. Pod©a (1.17) je zrejmé, ºe udalosti spl¬ujúce

S∗j > 0, j = 1,2, . . . ,n (1.18)

a
Sn > Sj, j = 0,1,2, . . . ,n− 1 (1.19)

sú duálne navzájom. Pod©a vz´ahu (1.7) je pravdepodobnos´ prvej udalosti 1
2
u2v

pre n = 2v alebo n = 2v + 1. Teda je to aj pravdepodobnos´, ºe prvý prechod
cez pozitívny bod nastane v £ase n (t.j. posledný bod náhodnej prechádzky nebol
pred £asom n nav²tívený).

Príklad 4. V predchádzajúcom príklade nebol posledný bod náhodnej prechádzky
bliºsie ²peci�kovaný. Doplníme k vz´ahu (1.19) podmienku Sn = r, potom bod
[n,r] je bodom prvého prechodu. Duálna udalos´ pozostáva z ciest z po£iatku do
[n,r] a v²etky jej vnútorné vrcholy sú nad osou. Po£et takýchto ciest spo£ítame
pod©a lemmatu (1). V²imneme si, ºe sme alternatívne dokázali vz´ah (1.16).

Príklad 5. Nový pár duálnych udalostí je de�novaný, ke¤ striktné nerovnosti > v
(1.18) a (1.19) zmeníme na ≥. Druhá udalos´ nastáva vtedy, ke¤ Sn je maximálne
párne £íslo, dokonca aj v prípade, ºe maximum uº bolo dosiahnuté pred £asom n.
Pod©a vz´ahu (1.8) vidíme, ºe pravdepodobnos´ tejto udalosti je u2v pre v = 1

2
n

alebo v = 1
2
(n− 1).
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Kapitola 2

Vybrané problémy a ich rie²enia

2.1 Problém po£tu ciest

Zadanie. Nech a > 0 a b > 0, po£et v²etkých ciest s1,s2,...,sn takých, ºe s1 >
−b,...,sn−1 > −b,sn = a je rovný Nn,a −Nn,2b+a.

Rie²enie. Jadro rie²enia spo£íva v tom, ºe spo£ítame v²etky cesty idúce z po£i-
atku do bodu [n,a] a od nich odpo£ítame v²etky cesty idúce z po£iatku do bodu
[n,a] také, ktoré sa dotýkajú alebo pretínajú priamku y = −b. Teda po£et ciest z
po£iatku do [n,a] dotýkajúcich sa alebo pretínajúcich priamku y = −b je pod©a
lemmatu (1) rovný po£tu v²etkých ciest z po£iatku do bodu A′. Pri£om zrka-
dlový obraz A′ = [n,− 2a− b] bodu [n,a], sme získali pomocou osovej súmernosti
a je ur£ený priamkou y = −b. Súradnice bodu A′ = [n, − 2a − b] ©ahko spo£í-
tame z obrázka (2.1). Obrázok pribliºuje jednu konkrétnu realizáciu. Teda máme
Nn,a −Nn,−2b−a, pri£om platí Nn,−2b−a = Nn,2b+a.

y

x

[n, a]

y = a

y = 0

y = −b

y = −2b

a

b

b

a

y = −2b− a

[n,−2b− a]

Obrázok 2.1: Hodnoty konkrétnej realizácie: n=10, a=2, b=2. Plnou £iarou je
vyzna£nená cesta idúca z po£iatku do bodu [n,a], ktorá sa dotýka priamky y = −b.
�as´ tejto cesty preklopená cez priamku y = −b je vyzna£ená £iarkovanou £iarou.

Zadanie. Nech b > a > 0, potom máme Nn,a −Nn,2b−a ciest spl¬ujúcich podmi-
enky s1 < b, ..., sn−1 < b, sn = a.
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y

x

[n, a]

y = a

y = 0

y = b

b− a

b− a

a

[n, 2b− a]

y = 2b− a

Obrázok 2.2: Hodnoty konkrétnej realizácie: n=10, a=2, b=4. Plnou £iarou je
vyzna£nená cesta idúca z po£iatku do bodu [n,a], ktorá sa dotýka priamky y = b.
�as´ tejto cesty preklopená cez priamku y = b je vyzna£ená £iarkovanou £iarou.

Rie²enie. Rie²ime ako v predchádzajúcom prípade, teda spo£ítame po£et v²et-
kých ciest z po£iatku do [n,a] a od nich odpo£ítame v²etky cesty z po£iatku do
[n,a] také, ktoré sa dotýkajú alebo pretínajú priamku y = b. S vyuºitím lemmatu
(1) máme rie²enie Nn,a−Nn,2b−a, pri£om zrdkadlový bod [n,2b−a] je ur£ený osou
y = b. Situáciu popisuje obrázok (2.2) pre jednu konkrétnu realizáciu.

2.2 Druhý problém po£tu ciest

Zadanie. Nech a > c > 0 a b > 0. Po£et ciest, ktoré sa dotýkajú y = a a potom
vedú do [n,c] bez toho, aby sa dotkli priamky y = −b je rovný Nn,2a−c−Nn,2a+2b+c.
Uvedomme si, ºe to zahr¬uje cesty dotýkajúce sa priamky y = −b predtým, neº
sa dotkli priamky y = a.

Rie²enie. Situáciu popí²eme pomocou obrázka (2.3) pre jednu konkrétnu reali-
záciu. Najprv poºadujeme, aby sa cesta vedúca z po£iatku do bodu [n,c] dotkla
priamky y = a. Pod©a príkladu (2.1) druhého zadania je po£et takýchto ciest
Nn,2a−c. Takºe máme po£et ciest, ktoré sa dotknú priamky y = a a ¤alej poºa-
dujeme, aby sa tieto cesty nedotkli priamky y = −b. Pouºijeme lemma (1) na
cestu dotýkajúcu sa priamky y = −b, pri£om sa predtým mohla dotknú´ priamky
y = a. Teda celkom je výsledný po£et ciest tvaru Nn,2a−c −Nn,2a−(−b−b−c).

2.3 Problém pravdepodobností

Zadanie. Pomocou lemma (3) vyvo¤te platnos´ vz´ahu (bez výpo£tu)

u0u2n + u2u2n−2 + ...+ u2nu0 = 1

Rie²enie. Pomocou vzorca (1.6) môºeme pravdepodobnos´ u2ku2n−2k ekvivaletne
napísa´ ako P [S2k = 0]P [S2k+1 6= 0, . . . ,S2n−2k 6= 0]. Je to pravdepodobnos´ cesty
s posledným návratom do po£iatku v £ase 2k. Sta£í si uvedomi´, ºe sú£et prav-
depodobností disjunktného rozkladu mnoºiny v²etkých ciest pod©a posledného
návratu do nuly v £ase 2k je 1, kde k = 0,1,...,n.
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y

x

[n, c]

y = c

y = 0

y = a

a− c

a− c

c

[n, 2a− c]

y = 2a− c

y = −b

y = −2b

y = −2b− c

[n,−2b− c]

b

b

c

Obrázok 2.3: Hodnoty konkrétnej realizácie: n=14, a=4, b=2, c=2. Tu£nou £iarou
je vyzna£ená cesta z po£iatku do [n,c], ktorá sa dotýka priamky y = a a jej £as´ po
preklopení cez túto priamku je vyzna£ená £iarkovanou £iarou. Cesta z po£iatku
do [n,c], ktorá sa najprv dotýka priamky y = a a potom priamky y = −b, je
vyzna£ená normálne tu£nou £iarou. Jej £as´ preklopená cez priamku y = −b je
vyzna£ená bodko£iarkovanou £iarou.

2.4 Pravdepodobnosti u2n a f2n
Zadanie. Ukáºte, ºe

u2n = (−1)n
(−1

2

n

)
a f2n = (−1)n−1

(
1
2

n

)
.

Rie²enie. u2n a f2n dosadíme do vz´ahu (1.5) a dostaneme

(−1)0
(

1
2

1

)
(−1)n−1

( −1
2

n− 1

)
+ (−1)1

(
1
2

1

)
(−1)n−2

( −1
2

n− 2

)
+ ...

+ (−1)n−1
(

1
2

n

)
(−1)0

(−1
2

0

)
= (−1)n

(−1
2

n

)
,

následne upravujeme

− (−1)n
(−1

2

n

)
+(−1)0

(
1
2

1

)
(−1)n−1

( −1
2

n− 1

)
+(−1)1

(
1
2

1

)
(−1)n−2

( −1
2

n− 2

)
+ ...

+ (−1)n−1
(

1
2

n

)
(−1)0

(−1
2

0

)
= 0
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(−1)−1
(

1
2

0

)
(−1)n

(−1
2

n

)
+ (−1)0

(
1
2

1

)
(−1)n−1

( −1
2

n− 1

)
+

(−1)1
(

1
2

1

)
(−1)n−2

( −1
2

n− 2

)
+ ...+ (−1)n−1

(
1
2

n

)
(−1)0

(−1
2

0

)
= 0

(−1)n−1[
(

1
2

0

)(−1
2

n

)
+

(
1
2

1

)( −1
2

n− 1

)
+

(
1
2

1

)( −1
2

n− 2

)
+ ...+

(
1
2

n

)(−1
2

0

)
] = 0.

Pod©a poznámky (2) posledná rovnos´ platí.

2.5 Kladné cesty

Zadanie. Geometricky dokáºte, ºe po£et ciest kon£iacich v bode [2n + 2,0] so
v²etkými vrcholmi striktne nad osou x je rovný po£tu v²etkých ciest kon£iacich
v bode [2n,0] so v²etkými vrcholmi na alebo nad osou x. Potom platí vz´ah

P [S1 ≥ 0,...,S2n−1 ≥ 0,S2n = 0] = 2f2n+2.

[0, 0]

[2n+ 2, 0]

x

y

[0, 0]

[2n, 0]

x

y

Obrázok 2.4: Hodnota konkrétnej realizácie: n=4. Na©avo vidíme cestu z po£iatku
do bodu [2n+2,0] s vrcholmi striktne nad osou x. Napravo vidíme cestu z po£iatku
do bodu [2n,0] s vrcholmi na a nad osou x.

Rie²enie. Cesta(I.typ) z po£iatku idúca do bodu [2n + 2,0] a majúca v²etky
vrcholy striktne nad osou, ur£ite prechádza bodom [1,1] a bodom [2n+1,1]. Z cesty
I.typu odstránime prvý a posledný úsek, pri£om prvý úsek je nutne rastúci a druhý
klesajúci. Potom nová cesta(II.typ) má d¨ºku 2n a má v²etky vrcholy na alebo
nad novou osou x. Tieto 2 cesty sa navzájom jednozna£ne ur£ujú. Obrázok (2.4)
ilustuje oba typy ciest pre jednu konkrétnu realizáciu. Teda existuje jednozna£ný
vz´ah medzi týmito dvoma typmi ciest a ich po£et je rovnaký.

Cesta I.typu, je cesta s prvým návratom do po£iatku v £ase 2n+ 2 a s prav-
depodobnos´ou 1

2
je pozitívna. Teda pravdepodobnos´, ºe nastane cesta I.typu je

1
2
f2n+2. Cesta II.typu nastane s pravdepodobnos´ou

P [S1 ≥ 0,...,S2n−1 ≥ 0, S2n = 0].

Uvedomíme si, ºe jav S1 > 0 a sú£asne jav S2n+2 > 0 v pôvodnej súradnicovej
sústave nastanú s pravdepodobnos´ou 1

2
1
2
= 1

4
. Potom teda platí rovnos´

1

2
f2n+2 =

1

4
P [S1 ≥ 0,...,S2n−1 ≥ 0, S2n = 0].
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2.6 Geometrický dôkaz reformulácie hlavného lem-
matu

Zadanie. Geometricky dokáºte lemma (3) ukázaním, ºe nasledujúca kon²trukcia1

potvrdzuje jednozna£nú kore²pondenciu medzi dvoma triedami ciest.
Nech je daná cesta z po£iatku do bodu [2n,0]. Ozna£me bodom M = [k,−m]

minimum tejto cesty, ktoré je umiestnené najviac v©avo. Úsek z po£iatku do
bodu M zrkadlovo prevrátime cez vertikálnu priamku x = k a tento zrkadlovo
prevrátený úsek presunieme do bodu [2n,0]. Bod M vezmeme ako nový po£iatok
v novom súradnicovom systéme, pri£om nová cesta vedie do bodu [2n,2m] a má
v²etky vrcholy na alebo nad novou osou x. Túto kon²trukciu popisuje obrázok
(2.5) pre jednu konkrétnu realizáciu.

y

y

y

x

x

x

m

m

m

[k,−m]

[k,−m]

[2n, 2m]

[2n, 0]

x = k

a)

b)

c)

y = 0

y = −m

y = 0

y = m

y = 2m

y = 0

Obrázok 2.5: Hodnoty konkrétnej realizácie: n=7, m=2, k=6. a) Cesta z po£iatku
do bodu [2n,0], pri£om tu£nou £iarou je vyzna£ená jej £as´ z po£iatku do bodu
minimaM = [k,−m]. b) Tu£nou £iarou je vyzna£ená cesta z po£iatku do minima a
£iarkovanou £iarou jej zrkadlový obraz ur£ený priamkou x = k. c) Novovzniknutá
cesta s novým po£iatkom vedúca do bodu [2n,2m], pri£om £iarkovanou £iarou je
vyzna£ená jej £as´, ktorej kon²trukciu popisuje obrázok b).

Rie²enie. Nazvime cestu z po£iatku do bodu [2n,0] cestou I.typu. P [S2n = 0] =
u2v je zrejme pravdepodobnos´, ºe nastane cesta I.typu. Kedºe bod M = [k,−m]

1Kon²trukcia vznikla zásluhou E.Nelsona.
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je minimum tejto cesty, tak platí, ºe m ∈ 0,1, . . . ,n. Kon²trukciou popísanou v
zadaní teda získame cestu(II.typ) z po£iatku do bodu [2n,2m], kdem ∈ 0,1, . . . ,n.
Vidíme, ºe pravdepodobnos´ cesty II.typu je P [S1 ≥ 0,S2 ≥ 0, . . . ,S2n ≥ 0]. U
oboch tried je d¨ºka ciest rovnaká. Teda ak dokáºeme, ºe tieto dve triedy ciest sa
navzájom jednozna£ne ur£ujú, dokáºeme aj platnos´ vz´ahu

P [S2n = 0] = P [S1 ≥ 0,S2 ≥ 0, . . . ,S2n ≥ 0],

ktorý je reformuláciou lemmatu (3).
Na cestu II.typu môºete aplikova´ reverznú kon²trukciu ku kon²trukcii popí-

sanej v zadaní a to nasledovným spôsobom. Nech teda máme danú ©ubovo©nú
cesta II.typu. Táto cesta ide z po£iatku do bodu [2n,2m]. Vezmeme bod vo vý²ke
m prvý zprava(=posledný z©ava). Tento bod má súradnice [2n − k,m]. Úsek z
bodu [2n − k,m] do bodu [2n,2m] zrkadlovo prevrátime cez vertikálnu priamku
x = 2n − k. Tento prevrátený úsek posunieme na za£iatok cesty, a to tak, ºe
posledný bod tohto úseku bude identický s bodom [0,0]. Bod [−k,m], v ktorom
nová cesta za£ína, prehlásime za nový po£iatok v novej súradnicovej sústave. A
teda získali sme jednozna£ne ur£enú cestu I.typu.

Predpokladajme, ºe máme dve cesty, ktoré vznikli aplikáciou kon²trukcie po-
písanej v zadaní na I.typ. Potom aplikáciou vy²²ie popísanej reverznej kon²trukcie
by sme mali získa´ práve jednu cestu a to pôvodnú. My v²ak dostame dve rôzne
cesty a sme v spore s predpokladom. Geometricky sme teda dokázali, ºe medzi
týmito dvoma triedami ciest existuje jednozna£ná kore²pondecia a teda dokázali
sme aj lemma (3).

2.7 Dôkaz reformulácie hlavného lemmatu

Zadanie. Dokáºte priamo vz´ah (1.9) uvaºením ciest, ktoré sa nikdy nedotknú
priamky y = −1.

Rie²enie. �avá strana je rovna 1
2
u2n pod©a (1.7). Spo£ítame pravdepodobnos´

na pravej strane nasledovne

P [S1 ≥ 0, . . . ,S2n−1 ≥ 0] =
∞∑
k=1

P [S1 ≥ 0, . . . ,S2n−2 ≥ 0,S2n−1 = 2k − 1]

Pod©a prvého problému (2.1) je po£et ciest spl¬ujúcich podmienky na pravej
strane rovnosti N2n−1,2k−1 −N2n−1,2k+1 a teda máme

∞∑
k=1

(p2n−1,2k−1 − p2n−1,2k+1).

Je zrejmé, ºe £leny sumy pre 2k−1 > 2n−1 vypadnú. Sumu rozpí²eme, jej £leny
sa odpo£ítajú a výsledný tvar je p2n−1,1. Teda celkom máme

1

2
u2n = P [S1 > 0, . . . ,S2n > 0] =

1

2
P [S1 ≥ 0, . . . ,S2n−1 ≥ 0] =

1

2
p2n−1,1 =

1

2
u2n

V²imneme si, ºe sme zárove¬ dokázali aj vz´ah (1.8).

20



2.8 Návraty do po£iatku

Zadanie. Pravdepodobnos´, ºe pred £asom 2n nastane presne r návratov do
po£iatku je rovnaká ako pravdepodobnos´, ºe návrat nastane v £ase 2n a je pred-
chádzaný najmenej r návratmi.

Rie²enie. Nazvime pravdepodobnos´, ºe pred £asom 2n nastane presne r návra-
tov do po£iatku, pravdepodobnos´ou cesty I.typu a pravdepodobnos´, ºe návrat
nastane v £ase 2n a je predchádzaný najmenej r návratmi, pravdepodobnos´ou
cesty II.typu.

Nech r = 0. Pre pravdepodobnos´ cesty I.typu, t.j. ºe ºiaden návrat do po£i-
atku nenastane, platí

P [S1 6= 0,...,S2n 6= 0] = u2n.

Pre pravdepodobnos´ cesty s návratom do po£iatku v £ase 2n predchádzaným
najmenej ºiadnym návratom (II.typu) platí

P [S2n = 0] = u2n.

S vyuºitím hlavného lemmatu pre r = 0 je pravdepodobnos´ cesty I.typu rovná
pravdepodobnosti cesty II.typu.

Chceme ukazá´ rovnos´ pravdepodobností oboch typov ciest pre 1 ≤ r ≤ n−1.
Predpokladajme, ºe posledný návrat do po£iatku pre cestu I.typu nastane v £ase
2v, kde r ≤ v ≤ n − 1. Sta£í si uvedomi´, ºe pravdepodobnos´, ºe r-tý návrat
do po£iatku nastáva v £ase 2v je daná φr,2v−r pod©a (11). To je pravdepodobnos´
prvého úseku cesty z po£iatku do bodu [2v,0]. Na cestu vedúcu z bodu [2v,0]
d¨ºky 2n− 2v aplikujeme hlavné lemma. Teda pravdepodobnos´ cesty I.typu pre
1 ≤ r ≤ n− 1 je rovná

n−1∑
v=r

φr,2v−ru2n−2v.

Pre pravdepodobnost cesty II.typu máme, ºe pravdepodobnos´ r-tého návratu do
po£iatku nastáva v £ase 2v je daná φr,2v−r pod©a (11). Na cestu vedúcu z bodu
[2v,0] do bodu [2n,0] aplikujeme hlavné lemma. Je zrejmé, ºe pravdepodobnosti
oboch typov ciest sa rovnajú a to pre 0 ≤ r ≤ n− 1.

2.9 Pokra£ovanie návratov do po£iatku

Zadanie. Ozna£me pravdepodobnos´, ºe presne r návratov do po£iatku nástavá
do a vrátane £asu 2n. S vyuºitím predchádzajúceho problému ukáºte, ºe zr,2n =
ρr,2n + ρr+1,2n + ..., kde ρr,2n je pravdepodobnos´, ºe r-tý návrat nastáva v £ase
2n.

Rie²enie. Ozna£me ψr,2n pravdepodobnos´, ºe pred £asom 2n nastane presne r
návratov do po£iatku. V predchádzajúcom probléme sme spo£ítali, ºe ψr,2n =∑n−1

v=r φr,2v−ru2n−2v. Ke¤ºe ρr,2n je pravdepodobnos´, ºe r-tý návrat nastáva v
£ase 2n, tak platí ψr,2n = ρr+1,2n + ρr+2,2n + ... + ρn,2n. Teda pravdepodobnos´,
ºe presne r návratov do po£iatku nástavá do a vrátane £asu 2n je rovna sú£tu
pravdepodobosti, ºe pred £asom 2n nastane presne r návratov do po£iatku a
pravdepodobnosti, ºe r-tý návrat nastáva v £ase 2n. V matematickom zápise

zr,2n = ψr,2n + ρr,2n.
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2.10 Maximum cesty

Zadanie. Pravdepodobnos´, ºe S2n = 0 a maximum cesty S1, . . . ,S2n−1 je aspo¬
k, je rovnaká ako P [S2n = 2k]. Tvrdenie dokáºte pomocou princípu odrazu a
taktieº ukázaním, ºe existuje jednozna£ná kore²pondecia medzi týmito dvoma
triedami ciest.

Rie²enie. Bod A′ = [2n,2k], zrkadlový obraz bodu A = [2n,0], získame pomocou
osovej súmernosti a je ur£ený priamkou y = k. Potom po£et ciest z po£iatku
do bodu A = [2n,0] takých, ktoré sa dotýkajú alebo pretínajú priamku y = k,
t.j. majú maximum aspo¬ k, je pod©a lemmatu (1) rovný p2n,2k = P [S2n = 2k].

Z pricípu odrazu taktieº vidíme kore²pondenciu medzi týmito dvoma triedami
ciest. Po£et ciest z po£iatku do bodu A = [2n,0] dotýkajúcich sa alebo pretínaj-
úcich priamku y = k, je rovnaký ako po£et v²etkých ciest z po£iatku do bodu A′.
Tieto dve triedy sú navzájom jednozna£ne ur£ené a pretoºe cesty u oboch tried
majú rovnakú d¨ºku 2n, tak aj ich pravdepodobnosti sa rovnajú.
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Záver

V práci sme sa zaoberali prostými náhodnými prechádzkami a vybranými
problémami s nimi súvisiacimi.

V prvej £asti sme kládli dôraz na dôleºité tvrdenia ako princíp odrazu, hlavné
lemma, tieº zákon arcsinu a na ich dôkazy pre lep²iu orientáciu v problematike
a pre pomoc pri rie²ení. �alej sme bliº²ie vysvetlili podstatu zákona arcsinu a
popísali aproximáciu pravdepodobnosti.

V druhej £asti sme vyrie²ili 10 problémov. Uvedomili sme si, ºe problémy
po£tu ciest sa dajú ©ahko vypo£íta´ pod©a princípu odrazu. Geometricky a aj
výpo£tom sme dokázali reformuláciu hlavného lemmatu. Taktieº sme vypo£ítali
pravdepodobnos´ v probléme s návratom do po£iatku a v probléme maxima cesty.
Vyrie²ením problémov sme si osvojili pouºívanie základných princípov a do danej
problematiky sme sa dostali hlb²ie.
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2.1 Hodnoty konkrétnej realizácie: n=10, a=2, b=2. Plnou £iarou je
vyzna£nená cesta idúca z po£iatku do bodu [n,a], ktorá sa dotýka
priamky y = −b. �as´ tejto cesty preklopená cez priamku y = −b
je vyzna£ená £iarkovanou £iarou. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Hodnoty konkrétnej realizácie: n=10, a=2, b=4. Plnou £iarou je
vyzna£nená cesta idúca z po£iatku do bodu [n,a], ktorá sa dotýka
priamky y = b. �as´ tejto cesty preklopená cez priamku y = b je
vyzna£ená £iarkovanou £iarou. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Hodnoty konkrétnej realizácie: n=14, a=4, b=2, c=2. Tu£nou £ia-
rou je vyzna£ená cesta z po£iatku do [n,c], ktorá sa dotýka priamky
y = a a jej £as´ po preklopení cez túto priamku je vyzna£ená £iar-
kovanou £iarou. Cesta z po£iatku do [n,c], ktorá sa najprv dotýka
priamky y = a a potom priamky y = −b, je vyzna£ená normálne
tu£nou £iarou. Jej £as´ preklopená cez priamku y = −b je vyzna-
£ená bodko£iarkovanou £iarou. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4 Hodnota konkrétnej realizácie: n=4. Na©avo vidíme cestu z po£i-
atku do bodu [2n + 2,0] s vrcholmi striktne nad osou x. Napravo
vidíme cestu z po£iatku do bodu [2n,0] s vrcholmi na a nad osou x. 18

25



2.5 Hodnoty konkrétnej realizácie: n=7, m=2, k=6. a) Cesta z po£i-
atku do bodu [2n,0], pri£om tu£nou £iarou je vyzna£ená jej £as´
z po£iatku do bodu minima M = [k, − m]. b) Tu£nou £iarou je
vyzna£ená cesta z po£iatku do minima a £iarkovanou £iarou jej
zrkadlový obraz ur£ený priamkou x = k. c) Novovzniknutá cesta
s novým po£iatkom vedúca do bodu [2n,2m], pri£om £iarkovanou
£iarou je vyzna£ená jej £as´, ktorej kon²trukciu popisuje obrázok b). 19
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