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Uvod

Variabilny Zivotny déchodok! je poistny produkt s investiénym zédmerom
obsahujtci moznost viacerych garancii. Popis tohto produktu sa okrem iného na-
chadza v [1], [2] a [4]. Produkt sa d& rozdelif na dve fazy. V prvej, kumulacnej,
faze klient vklada peniaze na svoj ucet. Za tieto peniaze st nakupované podielové
jednotky v jednom alebo viacerych podielovych fondoch. Tieto fondy voli klient
podla vlastnych preferencii. Moze si tak sdm nakombinovat portfélio produktov
a tym urcit mieru rizika a mieru oc¢akavaného vynosu svojej investicie. V druhej,
vyplatnej, faze nadobuda klient prijem, ktorého vyska je zavisla na vkladoch a
vynosoch zvolenych investicii. Tento prijem moze pochadzat z predaja podielo-
vych jednotiek a penaznych vyberov z klientovho 1i¢tu, alebo v pripade anuitizacie
na konci kumulacnej fazy z platieb definovanych zaktpenou anuitou.

Podla [2], variabilny Zivotny déchodok existuje v USA od pétdesiatych rokov
dvadsiateho storocia. Prvy takyto produkt sa objavil v roku 1952. Bol vydany
asocidciou pre poistenie ucitelov? pre potreby planov starobnych dochodkov za-
mestnancov univerzity. V roku 1980 bola k tomuto poisteniu poprvykrat pripo-
jena garancia poistného plnenia v pripade smrti. V roku 1996 nasledovala garancia
minimalneho prijmu vo vyplatnej faze. V roku 2000 sa na trhu prvykrat obja-
vila garancia minimalneho vynosu pre pripad prepadu alebo stagnacie hodnoty
klientovho uctu.

Dnes ma produkt variabilného zZivotného doéchodku mmnoho modifikacii a
pontika vyber z velkej Skdly roznych garancii a ich kombinacii. Produkt je velmi
oblibeny v USA a Zapadnej Eurdpe a postupne prenika na dalSie trhy.

V prvej kapitole tejto prace popiseme zékladné vlastnosti produktu a ga-
rancii. Pre kazdu z garancii popiseme jej vyznam, predpoklady plnenia, vysku
plnenia a samotny benefit z garancie ako rozdiel oproti produktu bez danej ga-
rancie. V druhej kapitole odvodime a numericky vypocitame ocakavané hodnoty
benefitov z popisanych garancii pri doplnenych predpokladoch.

Langl. variable life annuity
2Teachers Insurance And Annuity Association, College Retirement Equities Fund



Kapitola 1

Vlastnosti variabilného Zivotného
dochodku

1.1 Poducty

Variabilny zivotny dochodok zac¢ina prevazne jednorazovym vkladom klienta.
Neskor je mozné realizovat dalsie vklady, pravidelne aj nepravidelne. Po odratani
pociato¢nych poplatkov st vklady podla rozhodnutia klienta rozdelené na ciastky
investované do jednotlivych aktiv v podobe tcasti vo fondoch. Investicia do istého
fondu tak tvori podacet! klientovho tétu, ktorého meniacu sa hodnotu je mozné
sledovat. Klient tak méa dobry prehlad o jednotlivych investiciach.

Za urcenych podmienok moze klient prostriedky medzi podic¢tami prestvat,
vystupit z istého fondu a poduacet tak zrusif, investovat do inych fondov a tym
vytvéarat nové poducty. Tym moze klient urcovat vlastnosti portfélia, akymi sa
napriklad predpokladané vynosy a miera rizika.

Poplatky za vedenie produktu a zvolené garancie maju formu jednorazového
alebo pravidelného znizovania hodnoty jednotlivych poduactov, spravidla o per-
centualnu c¢iastku z ich hodnoty.

1.2 Demograficky model

Financ¢ny priebeh produktu u kazdého klienta, pocet a vyska finanénych trans-
akcii, zavisi na dlzke Zivota klienta. V tejto Casti si ukazeme model dizky Zivota
podla [3].

Predpokladajme podpis zmluvy v ¢ase t, = 0. Dalej predpokladajme, Ze sa
klient v ¢ase t, doziva prave veku z. Nech T, vyjadruje ostavajicu dizku zivota
klienta. Klient teda umrie vo veku = + T,. Ostavajica dizka Zivota T, je ndhodna
veli¢ina s distribu¢nou funkciou

G(t)=P[T, <], t>0. (1.1)

Predpokladajme, ze G(t) poznadme. Pripometime, ze G(t) je taktiez funkciou z.
Funkcia G(t) pre dané ¢ vyjadruje pravdepodobnost, Ze klient vo veku = umrie

Langl. subaccount



pred dovisenim veku x + t. Tato pravdepodobnost ozna¢ime podla bezného zna-
Cenia 4q,. Teda

14z = G(t) . (1.2)

Podobne oznacime

P =1 —G(t) (1.3)
pravdepodobnost, Ze sa klient vo veku x doZije aspoii veku x +t. Specidlne potom
oznad¢ime ¢, = 1¢, a P, = 1P Dalej oznacime
G(s+1t) —G(s)

1—-G(s)

podmienent pravdepodobnost, Ze klient vo veku x umrie pred dovisenim veku
x + s+t za podmienky dozitia sa veku z + s a

tGzys = P[Ty < s+t|T, > s] = (1.4)

1-G(s+1t)

1—-G(s)
podmienent pravdepodobnost, Ze klient vo veku x sa doZije veku x + s+t za pod-
mienky dozitia sa veku x + s. Z poslednych rovnic je vidiet

G(81+ t)C; G(S> = sPz * tQuz+s -
—G(s)
(1.6)
Pre jednoduchost nebudeme v dalSom texte pouzivaf spojité, ale diskrétne
rozdelenie ostavajtcej dizky Zivota. Nech

T, =7, + S, (1.7)

Dats = P[To > s+ t|Ty > s] = (1.5)

Pls<T,<s+t]=G(s+1t)—G(s) = (1-G(s))

kde 7, = [T}] je celo¢iseln4 ostavajtca dizka Zivota v rokoch a S, je zvysok. 7, je
nahodna velicina a jej rozdelenie je definované vztahom

P[TI = k] = P[k < Tw < k+1] = kPz" Qut+k = Pz Paxt1 - Patk-1" otk - (18>

Distribiiciu ostavajicej dizky Zivota mozeme zkonstruovat z vhodne zvolenej
umrtnostnej tabulky.

O typoch tmrtnostnych tabuliek sa pojednava v [4]. V klasickych tmrtnost-
nych tabulkdch mozeme najst podmienené pravdepodobnosti timrtia ¢, vo veku .
Tato pravdepodobnost odpovedd timrtnosti generacného ro¢niku, ktory sa doziva
daného veku v roku, kedy je tabulka vytvorena. Pri vypocte podmienenej prav-
depodobnosti dozitia sa vysokého veku u mladého ¢loveka sa tak pouziju pod-
mienené pravdepodobnosti odpovedajice celej skale generacnych roc¢nikov a to
napriek medzigeneracnému poklesu timrtnosti. Tento pristup spresnuju takzvané
generacné umrtnostné tabulky, ktoré obsahuju maticu pravdepodobnosti amrtia
q.. pre rozne veky x a rozne roky narodenia 7. Vypocet pravdepodobnosti, ze sa
napriklad muz, ktory ma v roku 2013 25 rokov, dozije veku 65 rokov, bude potom
vyzerat nasledovne:

1988 _ 1988 1988 1988
40P25 = DPos P -+ Pea - (1-9>

Dalsim spresnenim moze byt vytvorenie Gimrtnostnej tabulky $pecialne pre isti
skupinu Iudi, poistny kmen, ktori sa svojimi Specifikami odlisuji od globélnej po-
pulacie. V tomto ohlade stoji za zmienku problematika takzvanych unisex timrt-
nostnych tabuliek zluc¢ujicich muzski a zenskt populéciu z antidiskrimina¢nych
dovodov, napriek nizsej timrtnosti zien.



1.3 Anuitizacia uétu

Oznacme T c¢as ukoncenia kumulac¢nej fazy. Nech sa klient pri zapocati pro-
duktu rozhodne, Ze vo vyplatnej faze bude mat zdujem o prijem pochadzajuci
z anuity. Ak sa nasledne dozije ¢asu T, d6jde v tomto ¢ase k zakipeniu anuity
za prostriedky na klientovom ucte. Tento tikon je pomenovany anuitizacia.
Klient tak nésledne straca moznost akokolvek disponovat z danymi prostriedkami
a nadobuda pravo na pravidelné platby podla definicie anuity. V pripade skorej
smrti a nizkeho vyuzitia anuity nemaji pozostali automaticky pravo na vyplatu
rozdielu medzi ndkupnou cenou anuity a vyplatenymi platbami klientovi. Takéto
pravo musi vyplyvat z individualnej definicie anuity, alebo z inych garancii, na-
priklad garancie minimalneho plnenia v pripade smrti.

Na vypocet vysky platieb anuity sa pouziva takzvana anuitizac¢nd miera,
vyjadrujuca podiel vysky pravidelnej platby k nakupnej cene anuity v case 7T
Oznacme anuitiza¢ni mieru 7. Ak predpokladame jednotkova ndkupni cenu anu-
ity, pravidelné platby maju vysku prave n. Na jej vypocet pouzijeme princip
rovnosti nakupnej ceny anuity v Case T a ocakavanej stucasnej hodnoty financ-
ného toku vyplyvajiceho z anuity v ¢ase T'. Na diskontovanie pouzijeme intenzitu
uroku dy odpovedajicu bezrizikovej tirokovej miere.

V pripade dozivotnej anuity zavisi finanény tok na ¢ase smrti. Oc¢akavani siicasnt
hodnotu finanéného toku tak vyjadrime vztahom

1= nzkpx_pf ek (1.10)
k=0

V pripade anuity s pevnym poc¢tom platieb, znacenym N, sa n vypocita zo vztahu

N-1
_ — ok
1=n 5 e : (1.11)
k=0

V tomto pripade budu vsetky platby vyplatené klientovi alebo jeho pozostalym.

1.4 Garancie

Garancie sa delia do zékladnych skupin oznac¢ovanych ako GMxB?, garan-
tovany miniméalny benefit typu x, kde x moZe byt D - smrt®, A - zhodnotenie?,
I - prijem®, alebo W - moznost vyberu® z uctu.

V nasledujtcej casti priblizime vlastnosti jednotlivych garancii a prislusnych
benefitov podla [1]. Hodnoty tychto benefitov zavisia na ostavajicej dlzke Zi-
vota klienta 7,, ktora je ndhodnou veli¢inou. Pri popise benefitov pouzijeme kon-
krétne realizacie 7, = 7. Nech klient v ¢ase tg = 0 investuje do jedného aktiva
vklad vo vyske P a navyse zaplati poc¢iatocné poplatky spojené so zriadenim tuctu
a poistné za zvolené garancie. Samotny vklad P tak v plnej vyske tvori hodnotu

angl. Guaranteed Minimum x-type Benefit
angl. Death

angl. Accumulation

angl. Income

2
3
4
5
6angl. Withdrawal



klientovho uc¢tu v ¢ase to. Nech kumulacna faza trva T > 0 rokov. Ozna¢me A;
hodnotu t¢tu klienta v ¢ase t. Dalej predpokladajme zvolenie garancii v ¢ase t,
a ich ponechanie po celé ich mozné trvanie. Taktiez predpokladajme, Ze pocas ku-
mulacnej fazy nedojde k ziadnym vyberom z uctu.

1.4.1 GMDB

.....

mula¢ni fazu, pripadne na skoré obdobie vyplatnej fazy. To byva definované ako
obdobie do istého maximéalneho veku klienta, napriklad 75 rokov. Oznac¢me tento
maximalny vek M. V pripade smrti pred vekom M je pozostalym vyplatena jed-
norazova platba rovna maximu z garantovanej hodnoty G a z aktualnej hodnoty
klientovho uc¢tu A,. Vysku samotného benefitu z garancie v ¢ase 7 mdzeme vy-
jadrit ako navySenie platby pri tmrti oproti platbe bez garancie, teda rozdielom
tychto hodnot, pokial je kladny.

WP =max {A,, GP} - A, =[GP - A, , (1.12)

kde [a], znaci nezdpornu cast ¢isla a.

Nech 4y je intenzita troku odpovedajica bezrizikovej urokovej miere. Ak
definujeme bY ako diskontovantt hodnotu benefitu do ¢asu ¢y, moéZeme ju vyjadrit
vztahom

WY = e [GP — AL, . (1.13)

Garantovana hodnota v ¢ase 7, G moze byt definovana fixne, alebo moze
byt zavisla na hodnote klientovho tétu.
Prikladom fixne definovanej G moze byt vyska pociatocného vkladu v éase tg

GP =P, (1.14)
alebo vyska pociatocného vkladu troceného garantovanou intenzitou troku d,
GP = pedom . (1.15)

Priklady G? odvodeného od hodnoty t¢tu klienta mozu byt nasledovné.
Nech sa v pravidelnych intervaloch zaznamenava hodnota c¢tu az do casu smrti
7. Tieto intervaly byvajt zpravidla ro¢né, ale mézu mat aj inti dizku. Oznaéme
Casy zaznamov t;, i € {0,1,2,..} ,t; < 7. Pripomenme, Ze v pripade anuitizicie
v ¢ase T bude hodnota u¢tu A; v ¢asoch t; > T nulova.

GP moze byt potom definované ako maximum z hodnét klientovho tctu v ¢a-

soch t;
GP =max {4}, (1.16)

t; <1

alebo hodnota klientovho t¢tu na konci kumulacnej fazy v case T'
GP = Ar. (1.17)

Rovnako st mozné rézne kombinacie vyssie uvedenych definicii garancii. Napri-
klad
GP = max {Pe’7 A} . (1.18)

t; <1
Pri amrti po anuitizacii teda v ¢ase 7 > T dosadzujeme A, = 0. Ak ddjde

k tmrtiu vo veku prevysujucom M, teda v case 7 > M — x, dosadzujeme aj
GP — .



1.4.2 GMAB

Garancia miniméalneho zhodnotenia sa vztahuje na kumula¢nt fizu pro-
duktu. V urcenych ¢asoch sa kontroluje hodnota klientovho uctu. Ak je tato
nizsia, ako prislusné garantovand hodnota, je tento schodok dorovnany. Kont-
rola sa kond zvicSa raz rocne, ale interval mdZze byt definovany rozne. Ozna¢me
¢asy, v ktorych sa porovnava garantovana hodnota a aktualna hodnota uctu,
tij, 7=12,..n, t; <T, t, =T. V pripade tmrtia klienta v ¢ase 7 < 71" bude
schodok dorovnany naposledy v poslednom case ¢t; < 7. Oznacme Gé garanto-
vanu hodnotu uctu v case t;. Vysku dorovnavaného schodku v case t; znacent
bf} moZzeme vyjadrit vztahom

bi = max {A;, G} — Ay, =[G — Ayt . (1.19)

Pri GMAB je teda definovanych viacero platieb b{;. Tie kladné sa pripisu
k hodnote klientovho tc¢tu a klient ich tak moze dalej zhodnocovat spolu so zvys-
kom prostriedkov. Celkovii hodnotu benefitu k ¢asu ¢y mozeme vyjadrif sticétom
pripisanych schodkov diskontovanych do ¢asu ty intenzitou troku d

bo =) bl o (1.20)
j=1

Specidlne méze dojst k navyseniu iba raz, a to na konci kumulaénej fazy v ¢ase
T, alebo v pripade smrti v ¢ase 7 < T. Ak predpokladame 7 celoc¢iselné, slo by
o spétnu kontrolu a pripadné dorovnanie k zaciatku roku, v ktorom k tmrtiu
doslo. Potom by predosly vztah vyzeral nasledovne

bOA - bﬁlin {T,T}e_(so min {7.T} : (121)

Vyska garantovanej hodnoty v ¢ase t < 7, G byva definovana podobne ako
GP v pripade GMDB. MéZe byt rovnd pociatoénému vkladu

GA=P, (1.22)
alebo rovné vyske pociatocného vkladu troceného intenzitou troku
G = Pedot (1.23)

Tiez moze byt definovanéd ako doposial najvyssia zaznamenand hodnota klientov-
ho u¢tu v ¢asoch t; definovanych v ¢asti GMDB

Gt = max {A <}, (1.24)

alebo ako kombinécia vyssie uvedenych definicii, napriklad

Gt = max {Pe’", Ay Iy, <1} (1.25)

t; <t



1.4.3 GMIB

Garancia minimalneho prijmu sa vztahuje na pripad, kedy po ukonéeni ku-
mulacnej fazy v case T' dojde k nadkupu anuity za cCiastku A. Predpokladajme
dozitie klienta do ¢asu T. Tiez budeme predpokladat platby anuity raz rocne.
Pre vypocet vysky platby anuity sa pouzije anuitizacna miera 7 definovana v Casti
anuitizacia. Vyska platby sa potom vypocita vztahom

p=nA. (1.26)

Garancia moze mat dve zékladné podoby. Prva podoba definuje hodnotu
urc¢enu k anuitizacii A ako maximum z hodnoty klientovho uc¢tu v case T' a ga-
rantovanej hodnoty G7.

A =max{Ar,GL} . (1.27)

GL. méze byt definovanid podobnymi definiciami ako G7*. Uvedme niekolko
moznosti definicie GL.

GL=P, (1.28)
G = pedT (1.29)
Gh = max {Ay}, (1.30)
alebo
GhL = n%?,x{PeégT,Atj} . (1.31)

Rozdiel od nakupu anuity bez garancie tak spociva v navyseni kazdej platby
pocas vyplacania anuity o ¢iastku

b; =1 [max {Ar, Gé} —Ar] =1 [Gé — Ar]y . (1.32)

Druhé podoba GMIB je nasledovna. Anuitizovanad hodnota bude rovna ak-
tualnej hodnote klientovho uc¢tu Ay. Anuitiza¢nd miera vSak bude definova ma-
ximom z trhovej hodnoty 7 a garantovanej hodnoty ¢. Kazda platba anuity tak
bude oproti pripadu bez akejkolvek garancie GMIB navySena o ¢iastku

b, = Ar[max {n, g} —n] = Arlg — 7], . (1.33)

V pripade doZivotnej anuity s pevnymi platbami v ¢asoch t € {T,T 4+ 1,..}
mozeme hodnotu benefitu k ¢asu ¢y vyjadrit

bh=1by> e yr . (1.34)

t=T

V inom pripade moze byt definovany pevny pocet platieb N, kedy v pripade
skorého tmrtia klienta zvysné platby dostanii pozostali. V tomto pripade budu
platby realizované v ¢asoch t € {T',..,T+ N — 1}. Vysku benefitu k ¢asu t, potom
mozeme vyjadrit vztahom

T+N-1

bp="b, Y e (1.35)

t=T



Platby anuity sa tiez moéZzu postupom ¢asu upravovat koeficientmi p; odvode-
nymi od inflacie, aktudlnej hodnoty istého aktiva a podobne. S nimi sa upravi
aj navySenie platieb pochadzajice z benefitu. Posledné dva vzfahy tak mozeme
upravit na tvar

bh=bL> e ery | (1.36)
t=T
T+N-1
=0, Y pe (1.37)
t=T

1.4.4 GMWB

Garancia minimélnych vyberov je taktiez garancia budiceho prijmu, rovnako
ako v pripade GMIB. Uplatiiuje sa v pripade, kedy si klient chce G¢et ponechat
otvoreny aj pocas vyplatnej fazy. Za predpokladu, ze klient sa dozije ¢asu T,
nedochadza k anuitizacii a poc¢inajic ¢asom 7' tvoria prijem klienta garantované
vibery z G¢tu po pevne stanovent dobu, alebo dozivotne. Ucet ostava klien-
tovi vlastny. Ostéava mu tak pravo dalej uréovat, do akych aktiv bude investovat
a zostatkova hodnota i¢tu po timrti klienta bude vyplatena pozostalym. Tieto vy-
bery mozu byt definované podobne ako platby anuity v pripade GMIB. Hodnotu
garantovaného vyberu tak mdZzeme vyjadrit vztahom

w = Bmax {Ar, GV}, (1.38)

kde S je definovana analogicky ako anuitizacna miera definovana v casti anui-
tizacia. GIV je garantovany zaklad vyberov v ¢ase T. Ten moze byt definovany
rovnako ako GI. vztahmi (1.28)-(1.31).

Ak st garantované vybery definované na urcity cas a na jeho konci ostava
hodnota klientovho u¢tu kladné, moze klient zostatkovi hodnotu vybrat jedno-
razovo, alebo pokracovat v ¢iastkovych vyberoch az do vycerpania uc¢tu. Garan-
tované vybery byvaji vSak mozné aj v pripade precerpania uc¢tu. To moze nastat
pri zlych investiénych rozhodnutiach vo vyplatnej faze. V pripade dozivotnych
vyberov potom aj z dévodu dlhovekosti.

Ak dojde k ukonceniu pravidelnych vyberov, no hodnota uc¢tu ostane kladna,
vyska benefitu je b = 0, nakolko bol klient schopny realizovat dané vybery
zo svojho uctu s dostatocnou rezervou. Nezalezi pritom, ¢i boli vybery ukoncené
z dovodu tmrtia, alebo z dévodu uplynutia dohodnutej lehoty. Vyska benefitu je
nenulova, ak doslo k precerpaniu ic¢tu. Potom ju vyjadrime rozdielom medzi sic-
tom realizovanych vyberov diskontovanych intenzitou troku dy do ¢asu T a hod-
notou uctu v case 7.

Nech sa vybery uskuto¢nia v ¢asoch t € {T,T + 1,...} ,t < 7 pre pripad
dozivotnych vyberov. Vztah urcujtci vysku benefitu k ¢asu ¢y ma potom tvar

by = 70T [(Z we“sO(t_T)I[tSﬂ) — Ap (1.39)
t=T n
Pre pripad N vyberov v ¢asoch t € {T,7 + 1,....T + N — 1} ma vztah tvar
T+N-1
by =e %" [( Z we‘éO(t_T)> — Ap (1.40)
t=T I




Kapitola 2

Ocenovanie produktu
variabilného zivotného déchodku

V prvej kapitole sme popisali a vyjadrili zmysel a vysSku benefitov vyplyva-
juacich z jednotlivych garancii. V tejto kapitole odvodime ocakadvané hodnoty
tychto benefitov k casu ty. Ziskame tak rydze poistné za dané garancie, ktoré
by klient uhradil pri zapocati kumulacnej fazy.

2.1 Model zhodnocovania klientovho uc¢tu

Nech klient investuje v case ¢ty do jediného aktiva vklad P. Nech P = 1. Vyska
tohto vkladu je uz po odratani pociatocnych poplatkov a poistného za zvolené
garancie.

Pravdepodobnostné rozdelenie vynosov klientovho uc¢tu v kumulacnej faze
budeme modelovat podla [5] nasledovne. Nech je et pocas jedného roku zhod-
nocovany konstantnou intenzitou troku A = §y + &, kde dy je intenzita troku
odpovedajuca bezrizikovej irokovej miere a ¢ je ndhodna veli¢ina s normalnym
rozdelenim N (u,0%). A je tak ndhodna veli¢ina s rozdelenim N (8o + p,0?). Potom
roény kumulaény faktor e® je ndhodn4 veli¢ina s logaritmicko-normélnym rozde-
lenim. Parametre 1 a o uréime zo ststavy rovnic pre stredntt hodnotu a rozptyl
nahodnej veli¢iny e®. Plati

E[e?] = ooty : (2.1)
Var[e?] = (¢ — 1)e2rtoo)+o” (2.2)

kde za Tavé strany rovnic mézeme dosadit empirické odhady momentov e?.

Pri viacro¢nom zhodnocovani predpokladajme postupnost nezavislych ndhod-
nych veli¢in e®*. Ay = 6y +&, kde & méa rozdelenie N (u,0%). Nech ¢ je celo¢iselny
pocet rokov. Hodnotu klientovho a¢tu v éase t moZzeme vyjadrit vztahom

t—1
A= |2 = P L (2.3)
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Clen Z;;lo &, oznacme €. '€ je st¢tom t nezavislych ndhodnych veliéin s nor-
méalnym rozdelenim N (j,0?). Je teda ndhodnou veli¢inou s normalnym rozdele-
nim N (ut,0%t) s hustotou

e )2
! e~ (2.4)

fre(u) =

2rto

2.2 Ocakavané hodnoty benefitov

Postupne odvodime vztahy pre ocakavané hodnoty jednotlivych benefitov
na jednotkovy vklad pri vyssie uvedenych predpokladoch. Navyse budeme pred-
pokladat ¢, = dy.

Upravme si dopredu 4 integraly vystupujice v odvodeniach neskér. Nech ®
je distribu¢né funkcia normovaného norméalneho rozdelenia, potom:

a a 1 L 9
/ftg(u)du: / e~ 2 du
2nto

=® (aa_\/gt> , (2.5)

u _ (u—pt)?
/6 ftg(u)du:/ 202t du
27t O'

to? _ (u—(ut+o2t)?
= t+7 / T 202t du
27t 0

to? — ut — ot
= Mt P L) 2.6
e ( e (26)

1 _(w—pn)?
/e“fzg(u)du = /e“ % du
27Tta

_ (u—(ut+o2t))?
e“”i / T 2% du

27r0

1-d (%)} . (2.7)

2.2.1 Ocakavana hodnota benefitu GMDB
Pre vysku benefitu GMDB k ¢asu ¢y pouzijeme vztah (1.13). Nech

t
_— e'u‘t—’—%

GP =" Iy, (2.8)
AT = 6(50T+T£)[[T<T} . (29)

11



Ozna¢me CJ oakévani hodnotu benefitu GMDB k ¢asu ¢, potom

E [67]
E[e5 ]+}
E|

[I[T<M g€ I[T<T]] ]

/ Uikeri—z) — € Iper) 4 fre(u)duP[T = k]

Il
m

T-1 % M—z—1 %9
=> / [1— "]y fue(u)duPlr = k] + Z / fre(u)duP[r = k]
k=0,-" » u=—00
T-1 0 M—z—1 o0
=> Plr =K / (1 — ") fre(uw)du + Z = k] / fre(u)du
k=0 oo u=—00
T-1 " 2 " + 0_2 M—x—1
= EPz * Qu+k <(I) <_\/E_> - euk+7q) (_\/E >) + Z EPz * Qu+k -
k=0 g g k=T

(2.10)

2.2.2 Ocakavana hodnota benefitu GMAB

Predpokladajme jedno dorovnanie pripadného schodku hodnoty klientovho
uctu oproti garantovanej hodnote, a to v pripade smrti klienta v case 7 < T,
alebo v ¢ase T. Pre prehladnost v odvodeni ozna¢me m = min {7,7'}. Pre vysku
benefitu GMAB k ¢asu t pouzijeme vztah (1.21), pri¢om za vysku dorovnavaného
schodku b7 dosadime odpovedajici tvar vzfahu (1.19). Nech

GA = ehom (2.11)

A,, = eloomt"E) (2.12)

Ozna¢me C§' odakdvanit hodnotu benefitu GMAB k ¢asu ¢, potom

Cit — E 1]
=E [e "G} — Aul4]
=E[[1 —e"¢]4]
- Z /OO 1= "]y foc(u)duPlr = &
_ ZP[ -4 /OO (1= ) fuc(udu + g;P[T = /Oo (1 - ) fre(w)
— T_lk e Qotk _VEE) — ekt ViR
k:op ! <q)( kU) (I)( " g >>
+7 Da ((I) <—ﬁ§> - e“TJ“T%Q(I) (—ﬁui02)> : (2.13)



2.2.3 Ocakavana hodnota benefitu GMIB

Predpokladajme nakup dozivotnej anuity. Nech je vyska benefitu GMIB
k ¢asu to definovand vztahom (1.34), kde pravidelnd platba anuity bfo je defi-
novand vztahom (1.32) a anuitiza¢na miera 1 vzfahom (1.10). Nech

Gr =TI, (2.14)

Oznaéme C! oc¢akévani hodnotu benefitu GMIB k ¢asu ¢, potom

Cy = E [bg)

= E |n[Gr — Ar]y Z (6_5Otf[tgr])]
—T
T

t

T—

=E|nll—e ¢ ) (™) [[T>T]]

L =0
T 1 _ 6760(77T+1)
=Enfl—e %]y o I[TZT]]
7] : —%0 Z / [1—e"]y (1 - 6750(k7T+1)) Jre(u)duP[T = K]
€ k=T, "
00 0
= > (L= T Pl = ] / (1= e*) fre(u)du
k=T o
® (—\/Tg) a2 g (_\/TMTU> o
— 1 — e % Z (1 o 6_60(k_T+1))kpm “Qutk -
k=T

(2.16)

2.2.4 Ocakavana hodnota benefitu GMWB

Predpokladajme zvolenie dozivotnych vyberov z uctu aj v pripade precerpa-
nia. Vyska benefitu GMWB k ¢asu ¢, je teda definovana vztahom (1.39), s vyskou
pravidelného vyberu w definovanou vztahom (1.38). Nech

Gy =T sy, (2.17)

Ap = OTHOL (2.18)
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Ozna¢me C}V ocakavant hodnotu benefitu GMWB k ¢asu ¢, potom

Co' =E[bg]
_E [e-“ [ (Z fmax {Ar, G }e—6°“—T)f[th]> ~Ar
t=T +
1 — ¢—%o(r=T+1)
=E HBmax{eTg,l} =" —€T§}+ '][T>T}:|
o X 1 — e—So(k=T+1)
= Z / fmax {e*, 1} - 6“] fre(u)duP[r = K]
1 —e %
k=T, 7 b *
0
[e.e] r 1 _ 6—60(k—T+1) u
-y /  — ._e}jﬁammph:k]
k=1, 7 L +

1 — p—%0(k—T+1)

+§:/{&“ P —%4+ﬁgwah:M

g (ool )

1—e—9%

() _ 6760(k7T+1)
— Z / (51 e e“) Jre(u)duP[T = K]

1— 6750(k7T+1)

n Z Te“f:rg(u)du [5 = — 1}+P[T = k]

log (QM)

1—e—%

_ s Z (1- 6—6o(k—T+1)) Plr = k] / Jre(u)du

U=—00

g (oS0l

1—e—%0

- Z Plr = K| / e" fre(u)du

U=—00

2 + 2 o] 1 — e—50(k—T+1)
+ 6“T+TT |:1 —® (-ﬁ’u ? ):| ka:c * Gtk |:6 - 1:|
k=T +

o 1-— 6760
1—e—00(k—T+1)
_ 1— e 0ok=T+DY 0y grr - P
1_6_6()];( e ) kDa * Qo T

—e—S0(k=T+1)
. ro? 00 10g <B11#) —ILLT—O'2T
— ettt kax'Qz+k'(I)

P ovT

-2 + 2 o0 1 — e—ég(k—T—i—l)
+ GMT—FTT |:1 - & (_ﬁﬂ o ):| kam “Qztk |:B - 1:| :
k=T +

o 1—e %

(2.19)
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2.3 Vypocet oc¢akavanych hodnot benefitov

V tejto casti vypocitame odvodené ocakavané hodnoty pre vybrané parame-
tre. Dostaneme tak rydze poistné za garancie s danymi parametrami. Nech vek
klienta pri zapocati kumulac¢nej fazy je z rokov. Ocakavané hodnoty spocitame
pre vSetky Styri garancie pre muzov a Zeny vo vekoch x € {25,30,35,40,45,50,55,60}.
Nech vek, v ktorom sa klientovi ukonéi kumulac¢na faza, je 65 rokov. Cas ukonéenia
kumulacnej fazy T teda mozeme vyjadrit T = 65 — x. Vek, v ktorom prestéva byt
garantované plnenie v pripade smrti vyplyvajice z GMDB, zvolime M = 75 rokov.
Parametre 1 a 0 vypocitame zo ststavy rovnic (2.1) a (2.2), kde za odhady mo-
mentov e® dosadime empirické odhady momentov roéného kumulaéného faktoru
vybranych podielovych fondov na trhu. Historické ceny podielovych jednotiek
tychto fondov pochadzajice z [7] st uvedené v prilohédch tejto prace s vypoctom
odhadov potrebnych momentov.

Pre konstrukciu pravdepodobnostného rozdelenia ostévajtcej dizky zivota 7,
zvolime genera¢nt tabulku odvodent v [6]. Tato tabulku je mozné najst v prilo-
hach, na CD prilozenom k tejto praci. Najdeme v nej podmienené pravdepodob-
nosti ¢/, pre muzov a Zeny narodené v rokoch 1920 az 2011.

Ocakavané hodnoty s konkrétnymi parametrami budeme pocitat v softvéri
Wolfram Mathematica 8.0 for Students. Zdrojovy kéd vypoctu je taktiez mozné
najst v prilohéch, na CD priloZenem k tejto praci.

Pre odhady momentov e® z Prilohy 1 dostavame o¢akavané hodnoty benefitov:

Muz, Vek z cy ca C cy’

25 0.050322  0.006185 0.005641 0.163350
30 0.057623 0.007330 0.006655 0.165308
35 0.065912 0.008673 0.007838 0.168409
40 0.075345 0.010214 0.009211 0.173265
45 0.086204 0.011936 0.010799 0.180907
50 0.098911 0.013764 0.012600 0.192490
95 0.114458 0.015510 0.014525 0.209647
60 0.133854 0.016303 0.015762 0.231956
Zena, Vek v | CP ca o cy

25 0.021807 0.006066 0.005854 0.117966
30 0.025667 0.007203 0.006929 0.118788
35 0.030192 0.008534 0.008190 0.121084
40 0.035496 0.010076 0.009661 0.124476
45 0.041730 0.011821 0.011354 0.129746
50 0.049097 0.013721 0.013241 0.137857
55 0.057883 0.015560 0.015147 0.149627
60 0.068500 0.016418 0.016190 0.166128

Tabulka 2.1:

Ocakavané hodnoty benefitov pre E[e®] = 1.03218 , Var[e®] = 0.0019726
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Muz, Vek x cy c o cy

25 0.049868 0.000123 0.000033 2.055140
30 0.057072 0.000197 0.000074 1.471260
35 0.065269 0.000360 0.000168 1.053110
40 0.074652 0.000694 0.000386 0.754687
45 0.085545 0.001370 0.000891 0.543477
50 0.098431 0.002773 0.002089 0.395750
55 0.114273 0.005793 0.004993 0.297184
60 0.133979 0.012721 0.012054 0.244105
Zena, Vek v | CP c o cy

25 0.021626 0.000066 0.000034 1.484300
30 0.025446  0.000129 0.000077 1.059940
35 0.029934 0.000261 0.000176 0.762694
40 0.035219 0.000542 0.000405 0.549690
45 0.041466 0.001140 0.000937 0.398493
50 0.048898 0.002476 0.002195 0.292433
55 0.057805 0.005543 0.005207 0.219612
60 0.068552 0.012662 0.012382 0.177522

Tabulka 2.2:

Ocakavané hodnoty benefitov pre E[e?] = 1.10157

, Var[e2] = 0.0187596

Muz, Vek z cy ca Cl cy

25 0.052370 0.029493 0.026901 3.933580
30 0.060161 0.034748 0.031535 2.611840
35 0.069060 0.040946 0.036964 1.740600
40 0.079149 0.048142 0.043336 1.168870
45 0.090568 0.056354 0.050852 0.796963
50 0.103457 0.065396 0.059685 0.557371
55 0.118391 0.074746 0.069827 0.406330
60 0.136103 0.081167 0.078377 0.312457
Zena, Vek x| CP ca C! cy

25 0.022605 0.028926 0.027916 2.849030
30 0.026698 0.034136 0.032832 1.891190
35 0.031491 0.040269 0.038626 1.271680
40 0.037075 0.047444 0.045451 0.864218
45 0.043525 0.055726 0.053464 0.599137
50 0.050969 0.065078 0.062726 0.428619
55 0.059535 0.074883 0.072817 0.319207
60 0.069451 0.081681 0.080501 0.248511

Tabulka 2.3:

Ocakavané hodnoty benefitov pre E[e®] = 1.11941 , Var[e®] = 0.0839239
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Muz, Vek z cy [ cs cy

25 0.049887 0.000134 0.000026 11.53910
30 0.057095 0.000209 0.000062 6.657850
35 0.065306 0.000378 0.000150 3.840580
40 0.074715 0.000738 0.000366 2.217390
45 0.085653 0.001488 0.000902 1.285340
50 0.098602 0.003115 0.002259 0.751297
55 0.114493 0.006810 0.005790 0.449260
60 0.134190 0.015973 0.015095 0.288862
Zena, Vek v | CP ca cs cy

25 0.021632 0.000064 0.000027 8.333940
30 0.025455 0.000127 0.000064 4.796490
35 0.029951 0.000259 0.000157 2.781410
40 0.035248 0.000550 0.000384 1.615040
45 0.041513 0.001198 0.000949 0.942510
50 0.048968 0.002725 0.002375 0.555573
55 0.057898 0.006466 0.006038 0.333407
60 0.068641 0.015874 0.015505 0.213735

Tabulka 2.4:

Ocakavané hodnoty benefitov pre E[e®] = 1.15013 , Var[e®] = 0.0432103
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Z.aver

V préaci sme popisali zakladné vlastnosti a predpoklady produktu variabilného
zivotného déchodku. Popisali sme Styri zakladné garancie, z ktorych si klient moze
vybrat. Z popisu je vidiet, Ze garancie maju niektoré vlastnosti spolo¢né a iné
vlastnosti naopak Specifické.

Volba medzi garanciou minimalneho prijmu GMIB a garanciou minimélnych
vyberov GMWB zavisi od klientovej predstavy o prijme pocas vyplatnej fazy.
Garancia GMIB sa vzfahuje na nédkup anuity na konci kumulacnej fazy. Klient
tak v pripade skorého tmrtia po anuitizicii moze z platieb anuity ziskat pros-
triedky vyrazne nizsie, ako je ndkupné cena anuity. Pre tento dovod je vhodné
garanciu GMIB kombinovat s garanciou minimalneho plnenia v pripade smrti
GMDB. V pripade zvolenia garancie minimélnych vyberov GMWB ostava klien-
tovi otvoreny tucet, z ktorého postupne realizuje garantované vybery. V pripade
zlych investiénych rozhodnuti vSak moze rychlo déjst k precerpaniu uctu. To sice
neovplyvni samotny prijem klienta, no v pripade jeho timrtia nemusi ostat po-
zostalym dostato¢né financéné zabezpecenie. Pre tento dovod je vhodné volba
garancie minimélneho zhodnotenia GMAB, alebo garancie GMDB. V pripade
umrtia pocas kumulacnej fazy majit GMDB a GMAB rovnaké plnenie. Volba
medzi nimi v kombinacii s GMWB vychadza z odlisnych plneni v pripade smrti
vo vyplatnej faze. Pripomenme, Ze v tejto praci je GMDB definovand pri predpo-
klade uskutoc¢nenia anuitizacie na konci kumulacnej fazy. Pri volbe ponechania si
uctu vo vyplatnej faze je potrebné analogicky upravit vysku samotného benefitu
v pripade timrtia v tejto faze a tym aj vypocet poistného za tuto garanciu.

Vysky rydzeho poistného za jednotlivé garancie pre dané parametre vycha-
dzaju z definicii plneni tychto garancii. Vyska poistného za garanciu minimalneho
prijmu C{ v hrubom odpoved4 pripadnému doplateniu schodku medzi hodnotou
klientovho uc¢tu a garantovanou hodnotou za predpokladu dozitia sa konca kumu-
lacnej fazy, aby bol mozny nakup anuity za najnizsiu, garantovant sumu. V pri-
pade zvolenia fondu s dostato¢ne vysokym predpokladanym vynosom je pravde-
podobnost tejto situdcie mald, obzvlast pri dlh§om trvani kumulacnej fazy. To sa
odrazi v relativne malej vyske poistného za tito garanciu. Podobné plnenie je de-
finované garanciou miniméalneho zhodnotenia, kde je navyse definované plnenie
v pripade timrtia poc¢as kumulacnej fazy. Poistné za tato garanciu, C3' mé teda
podobné hodnoty ako C{ najmi pri kratkom trvani kumulac¢nej fazy. Podstatne
vysSie vychadza poistné za garanciu minimalneho plnenia v pripade smrti CP
pocitané s predpokladom nakupu anuity na konci kumulacnej fazy. Tu sa odraza
predovSetkym pravdepodobnost vysokého plnenia v pripade skorého timrtia po
zaCiatku vyplatnej fazy. Suverénne najvyssie hodnoty dosahuje poistné za ga-
ranciu minimalngch viberov C}, v ktorom sa odraza pravdepodobnost situdcie,
ze klient dosiahne velkého zhodnotenia, z ktorého budt garantované vybery aj
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v pripade precerpania z dovodu dlhovekosti. Narozdiel od vyplat anuity nie je
tdto moznost kompenzovand moznostou skorého tmrtia po zaciatku vyplatnej
fazy, nakolko kladna zostatkova hodnota Gc¢tu je vyplatend pozostalym. Toto sa
prejavi predovsetkym pri vysokom predpokladanom vynose fondu a dlhom trvani
kumucénej fazy, kde moze poistné dosahovat nasobky pociatoéného vkladu. V ta-
komto pripade by bolo zrejme nutné realizovat splatky poistného v pravidelnych
platbach pocas trvania kumulacnej fazy s moznym prihliadanim na zhodnotenie
v danom roku.
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GMxB

GMDB

GMAB

GMIB

GMWB

guaranteed minimum x-type benefit

garancia minimalneho benefitu typu x
guaranteed minimum death benefit

garancia minimalneho plnenia v pripade smrti
guaranteed minimum accumulation benefit
garancia minimalneho zhodnotenia
guaranteed minimum income benefit

garancia minimalneho prijmu

guaranteed minimum withdrawal benefit
garancia minimalnych vyberov
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Prilohy

Datum Cena/ks v CZK | Roény kumul. faktor e
03.06.2013 2672.49 | 1.06477
01.06.2012 2509.92 | 1.042
01.06.2011 2408.76 | 1.03591
01.06.2010 2325.27 | 1.09931
02.06.2009 2115.21 | 1.00861
02.06.2008 2097.15 | 0.9851
01.06.2007 2128.87 | 1.0068
01.06.2006 2114.49 | 0.991489
01.06.2005 2132.64 | 1.10192
01.06.2004 1935.39 | 0.985925
02.06.2003 1963.02

E[e?] | 1.03218

Var[e®] | 0.0019726

Tabulka 3.5:
ING International Cesky fond obligacii: histéria cien a roénych kumula¢nych fak-
torov, odhady momentov

Datum Cena/ks v USD | Ro¢ny kumul. faktor 2
03.06.2013 1541.54 | 1.19907
01.06.2012 1285.61 | 0.995216
01.06.2011 1291.79 | 1.23483
01.06.2010 1046.13 | 1.10898
02.06.2009 943.33 | 0.794477
02.06.2008 1187.36 | 1.10363
01.06.2007 1075.87 | 1.26585
01.06.2006 849.92 | 1.07328
01.06.2005 791.89 | 1.0593
01.06.2004 747.56 | 1.18107
02.06.2003 632.95

E[e?] | 1.10157

Var[e®] | 0.0187596

Tabulka 3.6:
ING (L) Invest Food & Beverages: histéria cien a roénych kumula¢nych faktorov,
odhady momentov
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Datum Cena/ks v CZK | Ro¢ny kumul. faktor 2
03.06.2013 2640.74 | 1.21073
01.06.2012 2181.12 | 0.699959
01.06.2011 3116.07 | 1.10627
01.06.2010 2816.74 | 1.26994
02.06.2009 2218.01 | 0.655508
02.06.2008 3383.65 | 0.832122
01.06.2007 4066.29 | 1.34883
01.06.2006 3014.68 | 1.22051
01.06.2005 2470.02 | 1.40647
01.06.2004 1756.19 | 1.44377
02.06.2003 1216.39

E[e?] | 1.11941

Var[e®] | 0.0839239

Tabulka 3.7:
ING International Cesky akciovy fond: histéria cien a roénych kumulaénych fak-
torov, odhady momentov

Datum Cena/ks v USD | Roény kumul. faktor e
03.06.2013 753.15 | 1.20227
01.06.2012 626.44 | 0.771041
01.06.2011 812.46 | 1.27014
01.06.2010 639.66 | 1.01819
02.06.2009 628.23 | 0.84502
02.06.2008 743.45 | 1.21855
01.06.2007 610.11 | 1.39361
01.06.2006 437.79 | 1.28921
01.06.2005 339.58 | 1.15819
01.06.2004 293.20 | 1.33503
02.06.2003 219.62

E[e?] | 1.15013

Var[e?] | 0.0432103

Tabulka 3.8:
ING (L) Invest Greater China: histéria cien a ro¢nych kumula¢nych faktorov,
odhady momentov

Na CD prilozenom k tejto praci sa nachadza:

-Elektronicka verzia tejto bakalarskej prace.

-Genera¢na tmrtnostna tabulka odvodena v [6]. Ndjdeme v nej podmienené
pravdepodobnosti ¢ pre muzov a zeny narodené v rokoch 1920 az 2011.
-Zdrojovy kéd vypoctu ocakavanych hodnét benefitov v softvéri

Wolfram Mathematica 8.0 for Students.
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