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Uvod

V této praci se sezndmime s Metodou maximalni vérohodnosti a jeji
aproximaci v praxi. Rekneme hlavni mysSlenku této metody a jeji zadkladni cile.
Budeme mluvit o plusech a minusech, také budeme uvaZovat o spojeni s jinymi

metodami, jakymi jak metoda nejmenSich ¢tverci.

Zavedeme nékolik dulezitych pojmt, definic a vét, ktery nam umozni
pracovat s riznymi veli¢inami a dovoli aplikovat na nich nasi metodu. Sestavime
obecny postup realizace odhadu parametru a pouzijeme ho na konkrétnich

prikladech pro konkrétni rozdéleni.

Budeme mluvit o situacich, ve kterych neni mozné postupovat podle obecnych
vzorcl, ale kde musime pro dosazeni rezultatu jit pfes charakteristickou funkci

a ji prislusné vlastnosti.

Odvodime odhady parametru pro rizné veleCiny, které budou mit pfesné
zadanou pravdépodobnostni funkci a pro rizny rozsah téchto velecin, s pomoci
MMV( metoda maximalni vérohodnosti). Také si ukadZeme aplikaci metody
na datech, ve kterych je pravdépodobnostni funkce tézko definovatelna a jak
se tento problém déa obejit. Provedeme srovnavaci analyzu dosazenych vysledki
s obéma problematikami.

Na zavér uvidime, jak se metoda realizuje v praxi na redlnych veli¢inach:

v ocenovani cen finanénich dat.



1. Metoda Maximalni vérohodnosti

Pfed tim nez zacneme mluvit o tom, co je metoda maximalni vérohodnosti a jak
J1 miizeme aproximovat, mely bychom se vratit az k samému zacatku. Prvni ¢lovek,
ktery zacal brat v uvahu danou metodu, metodu maximalni vérohodnosti, byl zndmy
anglicky statistik, evolu¢ni biolog, eugenik a genetik R. A. Fisher [1] . Béhem
1912- 1922 let Ronald Fisher oteviel pro svét statistiky novy horizont moznosti. Tento
postup uz byl pouzit a zminén v diivéjSich pracich riznych védca. Naptiklad strucny
popis metody muzeme najit u Gaussu, Laplace, Lambert a tak dale. Vyvoj MMV
(metoda maximalni vérohodnosti) mizeme sledovat a i v jinych dilech raznych autort
a jak ukazuje praxe, tato témata nabiraji vétSi a vétsi popularity mezi lidmi a kazdy
den se objevi nova informace o maximalni vérohodnosti odhadl a novy zpisob pouziti

této metody.

1.1. Idea Metody Maximalni Vérohodnosti

Hlavni mySlenka metody maximalni vérohodnosti vychdzi z odhadu neznamych
parametrd, které maximalizuji hodnoty ndmi pouzité pravdépodobnosti tdaji podle
statistického modelu. Vyhoda MMV je v poskytovani spolehlivého a vice efektivniho
odhadu z dat. Metoda maximalni vérohodnosti je natolik univerzalni, Ze se hodi pro
vétSinu  statistickych modelit a pro rtizné typy dat a udava vysledek co nejvic
odpovidajici realité. Bohuzel ale 1 tato metoda neni idealni. Jak vime, mame svobodu
ve vybéru dat a modelii pro praci, ale nemizeme je vyuzit, pokud nejsou splnény

podminky pro pouziti MMV.

Co to znamena? K vyuziti této metody a vypoctu potiebujeme védet presnou
formu rozd¢leni, resp. pravdépodobnostni funkce a to je ten hlavni problém. Protoze

neexistuje vzdy konkrétni distribuce a co je nejhor$i, nékdy bude docela obtizné



definovat pocatecni rozdéleni a bez ptesného popisu ziskané odhady nebudou

odpovidat ziskanym datim.

Navic, nevime dopiedu, jak moc jsou komplikované parametry a vérohodnosti
funkce zvoleného modelu, ¢imz mizeme dojit k situaci, ve které nebude existovat

analytické feSeni a pro hledani maxima bude nutné pouzit néjaké jiné metody.

Bez ohledu na minusy, MMV ziistava docela univerzalni pro praci s daty. Pro
pevnou sadu dat a zakladni pravdépodobnostni model s pomoci maximalni
veérohodnosti dostaneme hodnoty parametrt modelu, které budou tvofit idaje "blize"
k realité. Ptiklady pouZiti metody maximalni vérohodnosti ve statistikdch miiZeme
najit v nasledujicich modelech, jako jsou:

e linedrni modely a zobecnéné linedrni modely

faktorova analyza

modelovanti strukturalnich rovnic

testovani hypotéz

diskrétni modely vybéru.

Zajimavy je ten fakt, Ze odhady MV (maximalni vérohodnosti) jsou specifické
pro dany konkrétni typ rozdéleni, ale znaceni metody miiZze byt o hodné Sirsi.

Myslenka stoji na tom, Ze proces ziskanivani odhadi pro jednu distribuci 1ze rozsitit

na "podobnou" distribuci. Tyto metody se nazyvaji kvazi-nebo pseudo-MMYV [2].

1.2. Vztah metody maximalni vérohodnosti a Metoda nejmensich ¢tvercu

Metoda maximalni vé€rohodnosti se pouziva k nalezeni zplisobii vypoctu a jenom
pak ukazuje, jaké vlastnosti ma tato metoda vzhledem k néjaké vétsi tiid€ distribuci.
Naptiklad, MMV 1 regrese s normalnimi distribuovanymi chybami ndm dava metodu

nejmensiho Ctverce, kterd uz ma "Dobré" vlastnosti, ale 1 chyby, které nemaji normalni



rozdéleni. Samoziejmé& efektivita nebude tak perfektni jako samotné vyuZivani MMV,
ale s jiné strany dostaneme vysledek, coz nam mohlo by vyhovovat. Mezi obéma
metodami existuje inverzni vztah. MNC (Metodu nejmensich &tvercil) miizeme pouZit
jako vypocetni postup, ktery nam dovoluje najit odhady MV a pomahé v sestaveni

testll. Tento technicky trik nazyvdme pomocnou regresi.

1.3. Zakladni pojmy

Abychom Iépe pochopily, jak funguje MMV, ukazeme jeji aproximaci na malém
jednoduchém prikladu:
Priklad 1. Chceme odhadnout “binomicky” parametr p, to znamena, ze chceme
vedeét, jaka je pravdépodobnost v jednom pokusu. Provedeme 100 pokusii, z nich 80
bude uspésnych a ostatnich 20 neuspé$ny. Dostaneme pravdépodobnost pozorovani
k uspéchu v 100 pokusech popsané pravdépodobnostni funkce binomického rozdé€leni,

pro které plati p je pevny parametr a k pochybuje od 0 do 100:

100 _
[ 0 }pk(l_p)IOOk

V nasem ptipad¢ vime jen parametr k£, £ = 80, potfebujeme odhadnout p.
Dosadime & do pravdépodobnostni funkce ¢imZ dostaneme funkce proménné p . Pak

budeme psat

100
L(p)= [ } pa-p*
80
danou funkci budeme nazyvat funkci vérohodnosti a hodnota p, kterda maximalizuje
tuto funkci, se nazyva maximalni vérohodny odhad. Timto zpisobem metoda vybere

vhodny odhad parametru p, pro které plati, Ze pravdépodobnost ziskani dat je nejvyssi.

Samoziejm¢ skutecna hodnota parametru p je pevna a funkce L( p) je funkce



neznamého parametru [3]. Pro maximalizaci funkce vyuzijeme logaritmus, s pomoci

kterého je nas vzorec

lnL(p)zln( 1;)(? J+ 801n p + 201n(1- p)

Protoze logaritmus je rostouci funkce na celém oboru hodnot L( p) hodnoty

maxima L( p) a InL(p) budou ve stejnych bodech, to znamena ze maximum bude

v téch bodech, pro kterych plati, Zze derivace podle parametru p funkce /nL(p) rovna

se nule

dlnL(p) 80 20

=0
dp p l-p

Odtud p=0.8. Pro tento ptipad, nalezeny odhad je maximalné vérohodnym
odhadem.

Popiseme celou metodu jeste jeden krat, ale tentokrat obecné [3].

Defenice 1. Necht nahodny vektor X=(X,,...,X,) ma sdruZenou hustotu p(x, 9)
kde 0 € Q2 a X,,...,X, je ndhodny vybér. Pri pevné hodnoté x se funkce p(x, 9)

jakozto funkce 6 nazyva veérohodnosti funkce. Hodnota 6 parametru 6, kterd

maximalizuje vérohodnosti funkci p(x, 9) pro dané X=x, se nazyva maximalné

verohodny odhad parametru 6 .
Pro nasledujici praci s MMV a odhadem parametru 6, potfebujeme nckolik
zékladnich vét pro danou metodu, které by nam dovolily délat vazné predpoklady

a potvrdily by spravnost dané metody.



1.4. Konsistentni odhad

Jedna ze zédkladnich vlastnosti, kterd nam tikd o tom, co je “dobry” odhad nebo
ne- konsistence. Konsistence se udava s rustem »n, sam odhad se bude blizit
ke skute¢né hodnoté odhadovaného parametru [2, 4].
Defenice 2.  Necht' 0 je jednorozmérny parametr, X,,...,X, je vybér z néjakého
rozdéleni, které zavisi na parametru 6 a je definovan odhad T,=g(X,,...,X,) pro

kazdé prirozené n. Pak odhad T, je konsistentni, pokud T,—6 podle

pravdépodobnosti pro n — 6.
Poznamka 1. Jestlize E Tﬁ < pro kazdé n, pak plati vztahy E(7,)—6

a limvar(T,)=0, které nam tika ze T, je konsistentnim odhadem parametru 0 .

n—sco

Konsistentni odhad potfebujeme po piipad, kdy bude velmi obtizné vypocitat

maximaln¢ vérohodny odhad. Ale s pomoci n¢jakého Jn - konsistentniho odhadu én,
se da aproximovat jako maximaln¢ vérohodny odhad én, kde én je Jn -konsistentnim
odhadem parametru 6, je-1i posloupnost Jn (én —6) omezena v pravdépodobnosti.
Pak je to jasné vidét, ze Jn - konsistentni odhad [4] je také komsistentni, to znamena,

ze plati én%ﬁ. Dél s pomoci Newtonovy-Prahsonovy metody dostaneme rovnici

tvaru
L'(6,)+(©-6,)L"6,)=0.

Jejim feSenim bude 6 =4,, kde

= L'@,)

0,=60,——==.
L"@,) (1.1)



1.5. Raova- Cramérova véta

Necht' 6 je jednorozmérny parametr a necht ndhodny vektor X=(X1, ,Xn)

méa hustotu p(x,60) vzhledem k n&aké o -kone¢n& mire w. Necht T =T(X)
je nestranny odhad pro parametrickou funkci g(6).

Defenice 3.  Necht {p(x, 9), 0 €Q} je systém hustot a je regularni, a jsou splnény

podminky:
o  MnozZina 2 je neprdzdna a oteviena.
o  MnozZina M = {x: p(x,0)> 0} nezavisi na parametru 6.

e  Pro skoro vSechna x € M existuje konecnd parcidlni derivace

, op(x,6
P(x,e)Z%

e Provsechna 6 € Q plati IMp'(x,G)d,u(x) =0

Integral

1,0)=[ } p(x,0)d (x)

M

{p'(x, 6)
p(x,0)

je konecny a kladny, je J, (8) Fisherova mira informace [4, 5].

Pti praci s odhady parametru nas bude zajimat rozptyl, protoZe je jednim
z nedilezitych ukazateli, ktery nam fika o kvalit¢ odhadu. Pro kazdé rozdéleni
se kterym budeme pracovat, potiebujeme n¢jakou omezujici podminku, dolni mez,

ktera nas omezi a nedovoli nam jit za ni.

Proto pouzijeme Rao-Cramerovu mez, kterd vytvoti takovy odhad rozptylu, ktery

bude nejmensi dosazitelny a je na dolni hranici.



Veta 1 (Raova-Cramérova)  Necht' T je nestranny odhad pro parametrickou

funkci g(@), a plati ET? < pro kazdy 6 € Q . Pokud jsou splnény predpoklady:
. {p(x, 9), 0 € Q} je systéem hustot a je regularni.
e Derivace g'(@) existuje v kazdém bode 0 € Q2 .
. PMﬂé%fMnnpunﬂm4@=fMTuyﬂnewuuy

Pak pro kazde 6 € Q2 plati

[8'(O)

7,6 (1.2)

E[T -g©O))" >

1.6. Rao-Cramérova dolni mez
Pokud 7 je nestrannym odhadem parametru 6 a jsou splnény vSechny
predpoklady Rao-Cramérovy véty, pak se T nazyva nestranny regularni odhad. Jen

z g(0)=6 azvztahu (1.2) vyplyva, ze

VarTZJ 0
.(0) (13)

Cislu

se tika dolni Raova Cramérova mez pro rozptyl reguldrniho

n

nestranného odhadu [2, 4].

Eficienci e regularniho nestranného odhadu 7" definujeme jako

1
e=———
J (8)varT (1.4)

Jinymi slovy je to podil dolni Raovy-Cramérovy meze a skutecného rozptylu

odhadu 7. Proto plati

O<e<l

(1.5)

10



V piipadé e =1 se odhad T nazyva eficientni.

Pokud budeme mit n€kolik nestrannych odhada parametru, eficience nam ukaze,
ktery z nich ma nejmensi rozptyl, tim se nejvic pfiblizime k odhadovanému parametru
a to je nejlepsim nestrannym odhadem.

Véta2  Necht' T je nestranny eficientni odhad a necht U je reguldrni nestranny
odhad parametru 6. Ma-li U eficienci e, pak korelacni koeficient mezi nahodnymi

velicinami T a U je roven Je.

1.7. Fisherova mira informace

Funkce J, (0) jak bylo uz feCeno v definice 3, se nazyva Fisherova mira

informace. V praci s odhadem pro konkrétni rozdéleni ji budeme docela casto

pouzivat, proto ma smysl zminit par hlavnich pojmi tykajicich této miry.
Véta3  Necht systém hustot {P(X, 9), 0 € Q} je reguldrni. Pokud pro skoro viechny

x € M vzhledem k | existuje

0’ p(x,0)

V4 )9 —
p"(x,0) 59

a jestlize pro vsechna 6 € Q plati
_[ p"(x,0)du(x)=0,
M

pak

9’ p(x,0)

Jn(e):_j 96>

M

p(x,0)du(x).

Poznamka 1. Jsou-li splnény predpoklady véty 3 bude platit

9’In p(X, 0)

J (0)=-E
n( ) 802

11



Véta4 Necht X,,...,X, je ndhodny vyber, ktery ma hustotu g(x,0) vzhledem
k O —konecné mire L. Predpokldddme, Ze systém hustot {g(x,0),0 € Q} je regularni
a ma Fisherovu miru informace J(0). Pak nahodny vektor X=(X1,--.,Xn)

ma hustotu
p,(x5....x,,0)=g(x,,0)...g(x,,0)
vzhledem k mire p, = Xx---x . Systém hustot {p,(x,0),0 € Q} bude také regularni

a pro jeho Fisherovu miru informace J,(0) plati

J (0)=nJ®).

1.8. Princip invariance pro maximalné vérohodné odhady

Ted’ nas bude zajimat pfipad, kdyZ vektor X ma hustotu p(x,0) a 6€e QcR,,.
Necht’ & je takova funkce, ktera zobrazuje a Qna Q" c R . Pak ke kazdému 6 € Q
bude pfirazen 6" € Q" predpisem 6" =h(6).

Necht U(0")={0:0e€Q,h(0)=0"}. Definujeme M(x,0")= SUP,_,, ¢, P, 6),
kde M jako funkce 0° je verohodnosti funkce indukovanda parametrickou funkci h.
Hodnotu 6" maximalizujici M (X,0") nazyvame maximdlni vérohodny odhad
parametrické funkce h [4].
Véta5 Necht 6 je maximdlné vérohodny odhad parametru 6, pak h(é)

Jje maximalné verohodny odhad parametru funkce h(0).

Dal budeme povazovat 6 za jednorozmérny parametr.
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Predpoklady

1. Necht € je parametricky prostor obsahujici neprazdny otevieny interval

w tak, Ze hodnota parametru 6, patii o .

2. Necht X= (Xl Y. & )T, kde X, nezavislé stejné rozdélené ndahodné
veliciny s hustotou p(x,0) vzhledem k néjaké o —konecné mire L.

3. Necht M = {x: p(x,0)>0} nezdvisi na 0.

4. Necht 0,,0, €. Pak p(x,0,)=p(x,0,) pro skoro vSechny u plati pravé
tehdy, kdyz 6, =0,.
Véta 6 Pokud n— », pak bude platit pro kazdé pevné 6 € Q2 , ze 0 =0,

FA{rX.,6,)=pX,0)} > 1.
(1.6)

1.9. Odhad jednorozmérného parametru

Necht' 6 je jednorozmérny parametr, pak pro jednoduchost vypoctu oznacime
funkce L(x,0)=Inp(x,0) jako funkce proménné @, které pii pevném x budeme
se nazyvat logaritmickou vérohodnosti funkci.

Rovnice s logaritmickou veérohodnosti funkci jsou obycejné a lehceji teSitelné
nez vérohodnosti funkce. Ale maximalni znaceni téchto funkci bude stejné pro stejné
argumenty.

Veta7  Pokud jsou splnény predpoklady 1-4. Na intervalu w  existuje

p'(x,0)=

9p(x, 0) pro skoro vSechna x. Pak pro kazdé €>0, n— o plati
00

Ze s pravdépodobnosti, kterd konverguje k jedné, ma vérohodnosti rovnice

BL(X,O):

0
00

takovy koren én = én (X), a plati |én - 00‘ <E.

13



Véta8  Necht {p,(x,0),0Q} je regularni systém hustot s Fisherovou mirou
J (6) a necht' plati predpoklady 1-4 a pro 0, Ew plati, Ze je skutecna hodnota

parametru a jsou splnény nasledujici predpoklady:

1. Provsechna 60 € w a skoro vSechna x € M existuje derivace
- d°In p(x,0)
P (x.6)=| " S <H)

2. ProvsSechna 0 € w plati fp”(x, 6)du(x)=0.
M
3. Existuje nezapornda méritelna funkce H(x), Ze E4 H(x)<% a pro skoro

vSechna x €M a pro vsechna 6 takovd, Ze |9—00| <& pro néejaké dostatecné

malé € >0 plati

9°In p(x,0)
06’

‘ <H()

Pak plati nasledujici tvrzeni.

1. Jestli n — o, pak

%L’(90)4"—>N[0,Jn(90)].
" (1.7)

2. Existuje-li pro kazdé dostatecné velké n a pro kazdou hodnotu X takovy

A

koren O, vérohodnosti rovnice, ze 0, je konsistentnim odhadem parametru 6,,

pak

Jn(@ —6,)—" N[o, ! }
70 (1.8)
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Veta9  Necht jsou splnény predpoklady veéty 8, to pokud é,, je n _konsistentnim

odhadem, pak

1

Jn(8,-6,) N[O,J(QO)

]
(1.9)

Pozndmka 2. Odhad 6, je docela blizko k oznageni maximalné vérohodného odhadu

én , pokud z predpokladu véty 9 bude platit

~ P
Jn(8,-6,)—0.
2. Teorie potiebna pro praci s odhadem.

2.1. Charakteristicka funkce.

Pro praci s rozd€lenimi, které nemaji pfesné¢ definovanou hustotu, jako stabilni
rozdé€leni, nemliZeme piimo aplikovat metodu maximalni vérohodnosti v tom tvaru,
ve kterém jsme ji definovaly. Proto budeme pouzivat charakteristickou funkei [3, 6],
a abychom mohly pracovat dél, nasleduje par definic a vét, které budou pro nés

uzitecne.
Defenice 4.  Charakteristickd funkce nahodné veliciny X je funkce y(t)=Ee"*.

Pro diskrétni nahodné veliciny

l//(t) — zeirx_f P[X = xj]’
j
pro spojité nahodné veliciny s hustotou p(x)
y(0)=Ele"]= [ " pxdx,

kde t ER,i=+1- imaginarni jednotka.

itx
e

Protoze =1,Vt € R, charakteristicka funkce bude existovat pro jakékoli

redlné ndhodné veli¢iny.
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Defenice 5. Charakteristickou funkci jednoznacné urcuje distribucni funkce F
nahodné veliciny X a obsahuje celou informaci o rozdéleni.
Véta 10  (Vlastnosti charakteristické funkce) Necht X je nahodna velicina a v jeji
charakteristicka funkce. Potom
e y(t) existuje pro kazdé t ER;
o« wO)=L
lp()|=1.

Defenice 6. Necht X=(x1,...,xn) je nahodny vybér, pak muzZeme urcit s pomoci

vybérove statistiky charakteristickou funkci

N N
v ()= ize”"‘f = iE(cos,(txj)+ isin(tx,)).
N j=l N

J=1

2.2. Test dobré shody
Velmi casto potiebujeme z danych udaji zjistit typ rozdéleni, zavislost
¢1 nezavislost, zda se napozorované Cetnosti vyznamné liSi od Cetnosti, kterou jsme

ocekavali na zéklad€é polozené hypotézy. Dale ukdZeme, Ze jisty specidlni pomér

vytvoteny v prib&hu testu dobré shody [4] je asymptoticky roven rozdéleni .

Defenice 7.  Necht' A,,---,A, jsou neslucitelné jevy, z nichZz v pribéhu nahodného
pokusu musi nastat pravé jeden. Necht P(A,))=p, >0, pro i=1,....k, kde

O<p <1, pj+---+p,=1.
Ndhodny pokus je opakovian n-krat, X, je pocet vyskytu jevu A, v téchto
n opakovanych ndhodnych pokusech. Sdruzené rozdéleni velicin X, -, X,

Jje multinomické. Budeme ho znacit M (n;p,,---,p,), resp. M(n;p) a danym vzorcem

n!
PX,=x,..X,=x,)= D
xl.o.x,!
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pro

x,=01,...,n (@(=1,..,k), x,+-+x,=n.

Poznamka 3. Z pitedchozi definice vyplyva, Zze pokud mame jenom jeden ndhodny
jev A, a jednu nihodnou veleCinu X, tak dostaneme klasicky ptipad binomického

rozdéleni Bi(n,p;).

Pomoci této poznamky mizZeme zjistit charakteristiky pro jednotlivé veleciny X;.

Z ¢ehoz vyplyva nésledujici véta
Véta 11 Pro multinomické rozdeleni M (n,p) plati
EX =np,, varX,=np,(1-p,), 1<5i<k,
cov(X;, X;)=-np,p;, 1<i#j<k.

Diikaz  Vic ve svazku [4], str. 268.

Véta 12 Necht X =(X,,-+,X,) ~M(n; p,,--,p,), pak Pearsonova statistika 7]

k 2
2 (X,-_”Pi)
X =2
27,

(2.1)
ma pii n—> oo asymptotickém rozdélent y; .
Poznamka 4. Vzorec (2.1) lze upravit na tvar
k 2
2 i
=) ——n.
i=1 npi (22)

Hodnoty veli¢in X,,---,X, se nazyvaji empirickd cetnost a ¢islim np,,---,np, se tika

teoreticka cetnost.

Tato véta 12 je velmi dilezitd pro nds, protoZze ndm dovoluje testovat hypotézy

o shod¢ teoretickych a empirickych Cetnosti. Je jasné, ze ¢im vice se budou empirické
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vysledky lisit od predpokladu, tim vétsi bude hodnota testové statistiky. Ve chvili,

kdyz dostane y*>>y: (@), zamitneme hypotézu H, .

Test dobré shody je asymptoticky a velmi uzitecny pro praci s dostate¢né velkym

rozsahem n. Teoreticky musi platit, Ze np, 25 prokazdé 1<i<k.

Testovani dat v této praci bude provedeno pomoci pfislusné funkce, ktera

uz je reprezentovand v softwaru Matematica.
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3. Aproximace

3.1. Rozdéleni I typu. Diskrétni rozdéleni

3.1.1. Binomické rozdéleni

Necht X~Bi(n,p), O<p<lI. Pak [4] mé& sdruzenou hustotu vzhledem

k parametru p

f(x,p):ﬁ[( )’: )p"(l—p)”*"],pro x=0,x=n.

V piipad¢ x=0,x=n, maximalné vérohodny odhad parametru p nebude existovat

na intervalu (0,1).

Implementaci MMV zacindme tim, Ze prevedeme na logaritmicky tvar rovnice

lnf(x,p):nzln(l—p)+lnn( : ]+E(xi)lnp—2(xi)ln(l—p),

i=1 i=1 i=1

po derivaci podle parametru p dostaneme

dln f(x, p) _ -n’ - A 4 =l
ap I-p P -p

maximalizujeme rovnice tak, Ze

dln f(x, p) _0
ap

a dostaneme
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p je maximalné vérohodny odhad. FiSerova mira informaci v pfipadé Binomického

rozdéleni se bude rovnat

J.(p)=

p(l p)

Ovétime platnost metody, nasimulujeme data z Binomického rozdéleni pro rizné

parametry p={0.1,0.5,0.7,0.9} o rozsahu n=1000.

p=0.1 p=0.5
0103} 0504
0.102 0502
0.101 L H I k ‘ll" il m jIH ‘\Im'JHUWy J{HJ'I‘\H
0.100 fiRsPUARR 1ERE) A i il ‘IL IJ! [n\“‘l\ i i ” }
LR T
0099 ) |
049
™ W W aw sw : m 0 E0 0 0
p:O7 p=09
0.704
0902 [
0702 0901 ‘
\
n“ [l oA Hii
A Ol b N B0 T
wwl\x i W
0.6%8 0598
o6l 0897[
o e T e T w T T

Obrdazek 1. Odhady parametru MMV pro Binomické rozdéleni Bi(n,p).

Cerna piimka je parametr p, Gervena piimka je stfedni hodnota dosahnutych
odhadu.
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Z grafii je mozné vidét, ze jednotlivé odhady parametri velmi tésné kolisaji
kolem zadanych parametrii, ¢erné piimky. Stfedni hodnota EX, Cervena piimka,
soubor vygenerovanych dat a k nim pfipoctenych ptislusnych odhadi je skoro stejna

s hledanym parametrem p. S téchto pozorovani miizeme vidét, ze MMV funguje.

3.1.2. Poissonovo rozdéleni

Necht X~Po(A), A>0.Pak ma [3] sdruZzenou hustotu vzhledem k parametru A

n -A A'x,
P(x)=]]° ‘
i=1 i*

X.

Pro poissonovo rozdéleni funkce vérohodnosti ma tvar

X.

n_-Aqx
e A"
L(A)=
(A) H y
Pak implementaci MMV zahdjime tim, ze pfevedeme na logaritmicky tvar rovnice

InL(A)= —n)L+1n)Lix,. —ilnxl. ,

i=1 i=1

po derivaci podle parametru A dostaneme
X.
dlnL(A) Z( ')
———~=-n+
A
maximalizujeme rovnici tak, Ze

dlnL(A) _
A

0
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a dostaneme

X je maximalné vérohodny odhad. Pfi¢emZ pro Poissonovo rozdéleni plati, Ze

EX=varX=21=X
FiSerova mira informaci v pfipad¢ Poissonova rozdéleni se bude rovnat

n
J (p)=—
(D) g

Ted‘ provedeme simulaci metody maximalni vérohodnosti na piikladé Poissonova

rozdé€leni pro rizné parametry A o rozsahu n=1000 .
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Obrazek 2. Odhady parametru MMV pro Poissonovo rozdéleni Poi(A).
Cerna piimka je parametr A, Gervena pfimka je stfedni hodnota

dosahnutych odhadt.

Z porovnani graft vidime, Zze ¢im vic je parametr A, tim je frekvence kolisani

odhadu kolem pfimky y= A nebude tak husty, jako pii A =1, ale rozsahlejsi a velmi
blizky k znaceni odhadnutého parametru. Jak ukazuje cervena piimka, stfedni znaceni

odhadu se docela malo lisi od poc¢atecnich zadanych parametru.
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3.2. Rozdéleni II typu. Spojité rozdéleni

3.2.1. Normalni rozdéleni se znamym rozptylem

Necht' f(x,0) je [3] sdruzena hustota norméalniho rozdéleni N(6,1)

(x;—0)

f(x.6)= H [ 5 ——[f]”exp(——&x —9)}

a vzhledem k tomu, ze
Inf(x 9)—-lzn2n—l§(x -6)
’ 2 24 ’

dostavame

d’In f(x,0)

=0.
2’0

Postupujeme podle metody a dostdvame do nésledujiciho bodu

dln f(x 0) 2 -

a ma kofen én = X . To je konsistentni odhad parametru 6.

= 1
Ptitom X~N ( 0,—) a J(0)=1 podle Rao-Cramerovy véty a eficientnich odhadt
n

bude platit konvergence podle distribuce \/;()_( -0)—L—=N(0,1) a pro kazdé n

je to Normalni rozdéleni N(0,1).

Odvodime odhad pro data X s normalnim rozdélenim pro rizné n. Porovname
data, kterd jsme vygenerovaly s pomoci pfedem zadaného parametru 6 =0 a odhadu

parametru 6 s pomoci aplikace Metody maximalni vérohodnosti.
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Na obrazku mizeme vidét platnost piedpokladu. S rostoucim # znaceni, které byla

dosahnuta pii vyuziti konsistentniho odhadu, se velmi blizi k zdkladnim znacenim

Normalniho rozdéleni N(0,1).

n=100 n=1000
i 05
0sf !
i 041 n Bl
Al
04 - 03 Al \
[ \\ L ;l \—
03f 0N i \
[ 02l 1
/ I
041}
-l 0 ] B 3 3 2l 0 1 2 3
n=10000 n=100000
o 04
0l — T\

fl \ | AlllA
wl Ik 02 / \

0.1 0.1 L

~—_

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 ) 0 2 4

Obrazek 3.  Odhad parametru MMV pro Normalni rozdéleni N(0,1). Modra
pfimka je zadkladni znaCeni pro data s rozdélenim N(0,1), svétle modra

znaceni jsou data s rozdélenim N(6,1). Parametr 8 je pfedem odhadnuty

parametr MMV.
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Normalni rozdéleni je jedno znejlepSich ukéazkovych rozdéleni pro platnost
metody maximalni vérohodnosti. Pfi generaci vice odhadi parametru 6 s rostoucim »
a sttedni znaCeni n0 parametru konverguje k 0 , ¢imz se ukazuje platnost konvergence

podle distribuce k zakladnimu rozdéleni N(0,1).

n=100 n=1000

-03 010}

n=10000 n =100000

003
0010

-0010

003+

Obrazek 4.  Odhady parametru MMV pro Normalni rozdéleni N(6,1).

Cervena pfima predstavuje stfedni znaGeni odhadnutych parametru 6 pro

rizné n. Modré skoky jsou odhady parametru 6 s rozdélenim N(O,1)

s vyuzitim metody maximalni vérohodnosti.

26



Z porovnani dat je jasné vidét, Ze s rostoucim n znaceni odhadu budou maximalné
piiblizené k naSemu predpokladu. Pro malé znaeni n a 1 z obrazku 3

a obrazku 4 ukazuji rozsahl¢ skoky mezi odhady, ale stale kolisaji kolem odhadnutého

parametru 0

3.2.2. Exponencialni rozdéleni.

Exponencialni rozdéleni Ex(6) se sdruzenou [4] hustotou

£ pro x>0,6>0

n X " ixi
f(x,l9)=l_[ée‘9 =(%) exp|-
i=1

které ma stiedni hodnotu rovnou 6 arozptyl 6 s J(0)=—

Aplikujeme MMV na exponencialni rozdéleni, dostaneme

E(x)

Inf(x,0 nln +=L
f(x,0)= 0 0

n

Dx)
dnf(x,0) n 4
== -0,
00 0 0

ma vérohodnosti rovnice

6-X=0

2
A

a mi koten 6 =X. Pro X plati ze EX(X)=0, Var()?):e— proto 6
n

n

je konsistentnim odhadem parametru 6 a z véty 8 vyplyvéa Vn(X -0)~N(0,6%).

Exponencialni rozdéleni je jinym dobrym piikladem spojitého rozdéleni, na které

lze lehce aplikovat Metodu maximalni vérohodnosti. Proto vyuZijeme uZ naznaceny
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postup pouziti metody na data o rozsahu n=10000, které budou mit exponencialni

rozdéleni a modelujeme odhady pro rizné parametry 6 ={0.5,1,1.5, 2}.

Na obrazku 5 sledujeme data s uz odhadnutym parametrem 6 a v jakém vztahu

se nachéazi data s rozdélenim Ex(0), které ma pfedpokladany parametr, ktery jsme

chtély odhadnout. S rostoucim parametrem 6, se histogram zacind vic podobat

pfimce.

05
04 \
02+

0.1+

05H

08+

06+

04+

02+

20{

05F

1 2 3 4

Obrazek 5. Odhad parametru MMV pro Exponencidlni rozdéleni Ex(6).

Modréa ptfimka je zakladni znaCeni dat s exponencidlnim rozdélenim,

modry histogram je znacCeni dat s rozdélenim Ex(6). Parametr 60

je pfedem odhadnuty parametr pomoci MMV.
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Nasledujici obrazek 6 potvrzuje nasSe predpoklady o vlivu metody na odhady
parametru. Roste parametr 6 skoky jednotlivych odhadii prestavaji byt chaotickymi
a frekvence kolisani kolem hledaného parametru zacinaji byt napraveny k stfedni
hodnoté, ktera se skoro rovna piedpokladanému znaceni odhadu. Pro malé znadeni 6

MMV taky ukazuje vérohodné vysledky a jesté jednou potvrzuje jeji spravnost.

L 1 L L L 1 L L L L L L 1 L L L 1
200 400 600 800 1000

TTmo w0 w0 w010 IO w e w0 1m0
Obrazek 6. Odhady parametru MMV pro Exponencidlni rozd€leni Ex(6).

Cervena piimka predstavuje stfedni znaGeni odhadnutych parametri 6.

Modré skoky jsou odhady parametru 6 s rozdélenim Ex(6) s vyuzitim
metody maximalni vérohodnosti. Cerna pfimka je konstantni znaleni

parametru, které chceme odhadnout.
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Dosud jsme probiraly rozd€leni se znamou hustotou, na kterych se velmi snadno

da aplikovat metoda maximalni vérohodnosti.

Ale co kdyz se dostaneme do situace, kdy nebudeme védét piedem hustotu
rozdéleni nebo budeme muset pracovat s daty, ktera jsou definovdna rozdélenim,
co nema presny tvar pravdépodobnostni funkce. V takovém piipadé uz nemizeme

vyuZzit ptimo MMV, proto musime najit jinou cestu.

Jiny zptisob, jak bychom mohly vyfesSit problém, je vyuziti charakteristické
funkce pro definovani pravdépodobnostni funkce. Ptifadime takové tézké ptipady
do rozdéleni III typu a ukdZeme na nich moZnost obchizeni problému, pificemz

dostaneme stejn€ dobré a vérohodné vysledky.
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3.3. Rozdéleni III typu.

3.3.1. Stabilni rozdéleni

Stabilni rozdéleni jsme vynechali jako samostatny typ, protoZze jednim
z hlavnich momentu je ten fakt, ze ncktera rozd€leni patifici k tomuto druhu maji
nekonecni rozptyl, napfiklad Cauchy rozdéleni, Pareto rozdé€leni pro parametr
0<a<2. Tento fakt nam dovoluje moznost pouzit odhadovy algoritmus s chybami,
které maji rozdé€leni s << tézkymi chvosty >>.

Skupina stabilnich rozdéleni je docela Siroka, protoze obsahuje hodné
praktickych realizovanych rozdéleni. Pfi¢emz neexistence pravdépodobnostni funkce
u tohoto typu (vyjimky Normadlni rozdé€leni, Caushy rozdéleni, Levi rozdéleni) ndm
dovoluje pracovat se vSemi moznymi podtypy tohoto druhu rozdé€leni bez ohledu
na apriorni vybér nejlepsi analytické predstavy pravdépodobnostni funkce.

Defenice 8. Ndhodna velicina X ma stabilni rozdéleni tehdy a jen tehdy, pokud pro
vSechny n>1, existuji konstanty ¢, >0 a d, € R takové, Ze
d
X ++X,=cX+d,
(3.1)
kde X,,...,X jsou nezavisle ndahodné veliciny.

Vsechna stabilni rozdéleni [6] mohou byt definovdna pomoci charakteristické
funkce, ktera jak vime z definice 5, jednozna¢né urcuje distribu¢ni funkce a obsahuje
plnou informaci o rozdéleni, které jsme pouzivali.

Defenice 9.  Stabilni rozdéleni S(a, o,B,u), resp. S,(0,B,u) jejiz distribucni
funkce D(x) Ize definovat pomoci charakteristické funkce
i,ut—0'“|t|a(1+i[)’sign(t)tg%j,a7&1

Ing(t) = 5
iut—6|t|(1+iﬁsign(t)—ln|t|), o=1 (3.2)
T
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kde 0 <00 <2,-1<B<1,0 >0,— o0 < [ <oo jsou nezname parametry.
Kazdeé stabilni rozdéleni [8] je jednoznacné reprezentovdno pomoci jeho
parametru:

1. Parametr o, pro n¢hoz plati O <o <2, budeme nazyvat charakteristickym

ukazatelem stabilniho rozdéleni S, (o,f3, M)

2. Parametr B3, plati —1< <1 je Sikmost nebo parametr asymetri¢nosti.

3. Parametr o je parametrem variance, resp. rozptyl.

4. Parametr u, definovany na intervalu —oo < I < oo, ptedstavuje sebou stfedni
hodnotu.

Parametr & odpovida jaky bude pohyb chvostu rozd€leni. Pokud O0<ax <2,

to
limx“P(X>x)=C, #G“
(3.3)
limx“P (X <—-x)=C, %G“
3.4
kde
1—
. * o ¢ #1,
r re-o —
C,= [jx‘“ Sinxde = ( Jcos 2
0
3, a=1. (3.5)
Pro o =2 z(3.2) dostaneme
po=e""2"",
(3.6)

kde @(cx) charakteristicka funkce Normalniho rozdéleni N(u,207°).
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Veta 13 Pro libovolnou stabilni nahodnou velicenu X existuje takové cislo o € (0,2]

dve nezavisle veliciny X, X a konstanty A, B, D, C pro néz plati

AX, +BX,=CX+D
(3.7)

kde C* = A + B*.

Veta 14  Pro libovolnou nahodnou stabilni velicinu X existuje takové cislo o e (0,2]

pro které plati, Ze €. z definice 8 se rovnd n' [8].
Podle parametru stability o« lze posoudit jaké bude stabilni rozd€leni a kde
ho jde pouzit.
Priklad 2.
1) o<1, absolutni stabilni rozd€leni, podle pfedchozi véty dostdvame
. a=01,n=3
X, +X,+X, L3101 X = 39X = 50049 X
. a=0.1, n=10
X, +X,+...+ X, 10" X = 10" X = 10000000000
. a=001,n=3
X, +X,+ X3i3”°-‘“x =3"X(=5.14*%10"X)
Z posledniho piikladu mizeme jasné vidét, Ze takovou zavislost pro & €(0,1) mezi
veli¢inami mizeme aplikovat spisSe ve fyzice, nez ve financich.

2) ae (1,2] , absolutni stabilni rozdéleni, podle pfedchozi véty dostavame
. a=15,n=3

d
X, + X, +X,=3""X=2.0800838231X

° a=2,n=10
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d
X, +X,+...+ X,,=10" X = 3.1622776602 X

Cim bliz parametr o k znaeni 2, tim bude Stabilni rozdéleni velmi podobné

Normalnimu rozdélen, a toto znaceni je vyuzitelné vice ve financich.

Existuji jenom tii dobfe zndma rozdéleni [9] patfici ke stabilnim rozdélenim:
Normalni Rozdéleni

=2, X~S§,(0,0,u)

Cauchy Rozdéleni

a=1, X~S§(o,0,u)

Levy Rozdéleni

a=05, X~§,;(o,l,u)

Obrazek 7. Priklad rozdéleni N(0,1), Cauchy(1,0), Levy(1,0)

reprezentovany pies Stabilni rozd€leni pro parametry o ={0.5,1,2}

a B={0,1}
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Jenom pro tato 3 rozdé€leni by mélo smysl aplikovat MMV piimo. Akorat obecny
tvar hustoty stabilni ndhodné veli¢iny s libovolnymi parametry neni znamy a tim
komplikuje proces provedeni odhadu parametru.

Budeme pocitat [10] , Ze vSechny stabilni rozdé€leni jsou spojita a maji derivace
vSech tadl. Protoze nemiize pouzit piimo metodu maximalni vérohodnosti, budeme
aplikovat jinou variantu odhadu parametru.

Podivame se na regresni rovnice [6] typu

y=Z0+¢
(3.8)

Hz) o (%))

kde Z= matice  znaCeni  regresnich  funkei,

[iGzy) 0 S (zy)
0=@,.....0, ) vektor neznamych parametru, které chceme odhadnout, p podet
neznamych parametrii, N pocet provadénych pokusi, f;(z) zname funkei a z; vstupni

data. Vektor y=(y,,...,y,)" udava vysledek a vektor €=(g,,...,£,)" je bily Sum.
Pficemz budeme ptedpokladat, ze bily Sum pifedstavuje navzijem nezavisle stejné
rozdéleni ndhodnych vele€in s unimodalni hustotou w(x), patfici do typu stabilnich
rozdéleni, pro ktera plati

E(e,)=0, D(g)=0".

Hlavni mySlenka spociva v tom, Ze s pouZitim vstupnich dat budeme odhadovat
vektor s neznamymi parametry z regresni rovnice. Pro indikaci charakteristickd funkce
Stabilniho rozdé€leni pouZijeme empiricko-charakteristickou funkci. Z realizace
X;,...»Xy a nahodnych veli¢in lze najit empirické znaceni odhadli charakteristické

funkce

N

P(t) = ize"’xf = iz(cos(zx )+isin(zx))).
N N5 | | (3.9)
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Podle zakona Velkych c¢isel empirické znafeni odhadi bude konsistentnim.
Empirické znaceni odhadii charakteristické funkce ndm dovoluji odfiznout ty ¢asti dat,
které zhorSuji vysledek odhadu. Rozdil charakteristické funkce Stabilniho rozdéleni
a empirickych znaceni ukazuji, jak silné jsou projevy odchylky v datech od normality
a jaky vliv maji na vstupni data. Z obrazku 8 vidime, ze ¢im men$i odhadovy
parametr, o tim je rozdil vet$i, protoze chyby v datech maji silngjs$i vliv na obraz
grafu, na rychlost vypoctu a i1 na presnost odhadu. Jenomze se zvySovanim
pfedpokladany pro parametr o se rozdil skoro rovna nule a grafy piedstavuji obraz

normalniho rozdéleni.

Pti odhadu parametru & bude platit

minY (|9}
= (3.10)

o N
kde ¢ = e a o= %zcos(txj). Vysledek rovnice (3.10) i bude hledanym odhadem

=

parametru . Pfiemz proces minimalizace rozdilu empirické funkce
1 charakteristické funkce provadime jako v pfimé MMV, derivace podle neznamého

parametru, coz se bude rovnat nule. Tim samym najdeme extrémy funkce.

Po provedeni nékolika experimentd, porovnani efektivity nalezeni neznamych
parametril pies charakteristickou funkci, vic tabulka 1. Dosli jsme k vysledku
a s ohledem na ¢asovou naro¢nost a piesnost pro o €(0,1) bylo by lepsi pouzivat
tento postup, tedy nepiimou aplikaci Metody maximalni vérohodnosti. Jakmile plati
o €(1,2) ptijdeme na pifimou aplikace MMV s vyuZzitim rtznych softward pro

vypocet, pro nas to je Mathematica.

36



=10 -5 . . — . =10 -5
Obrazek 8. Porovnani znaceni charakteristické funkce pro stabilni rozdé¢leni

s empirickym znacenim pro rtizné parametry & =1{0.1,0.2,0.5,1,1.5,1.9}
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S pomoci programu Mathematica nasimulujeme soubor dat X o rozsahu n, které
ma Stabilni rozdéleni pro urcité parametry o, f,u,0, z nich se pak pokusime
odhadnout @ pomoci MMV tam, kde to bude mozné. Znaceni, kterych jsme dosahli
budou skoro stejna, vic Tabulka 1., Kdyby jsme nepocitali pies funkci, ktera
uz excituje v tomto softwaru, ale presné¢ pies runé sestavovany postup s vyuzitim
charakteristické funkce a empirickych znaceni, kterd jsme popsali vyse.

Z obrazku 9 jde jasné vidét velky rozdil mezi odhady pro ¢ =0.5 apro =19
Pro vets$i o jsou odhadnuta znaceni, kterd uz nemaji rozsahlé skoky mezi ptedchozim
a nasledujicim nalezenym odhadem, bliZi se k tvaru Normalniho rozdé€leni a odchylky
jsou minimalni. Jenomze odhady s malym znacenim o nejsou pro velké n a uz ted'
bylo docela tézké jich dosdhnout, proto pro parametr o =0.5 jsme museli pouzit

ne nabizenou funkce, ale postup s vyuzitim charakteristick¢ funkce. O¢ividné, [8]
ze pro a€(0,1) z (3.3) a (3.4) chvosty t&Z8i nez pro =2 ve smyslu rychlosti
pochybu.

Pro ae(O,l) casova naroCnost spravovani dat byla o dost vet§i nez pro

ae[1,2], bez ohledu na to, Ze pro interval (0,1) jsme museli piejit

na charakteristickou funkci, ¢im jsme se pokusili zlepsit Cas a pravdivost odhadu.
A to je ten problém. Proto kdyz pracujeme se stabilnimi rozdélenimi, musime n¢kdy
vybrat jaky postup pouzijeme pro zpracovani dat, protoze nékdy v praxi ndm bude
zéalezet na Casu a 1 na téch malych rozdilech vysledku, které ndm budou udavat ta nebo
jina zvolend metoda.

Pro vychozi asymptotické [8] vysledky z (3.3) a (3.4) ma smysl pfipomenout
rozdéleni Pareto. Porovnani téchto dvou rozdéleni podle (3.3) a (3.4) udava,
ze na nekone¢ném intervalu Stabilni rozdéleni se podobaji rozd€leni Pareto. V tomto

smyslu «chvosty» kust Stabilnich rozdéleni patii k paretovskému typu.
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Obrazek 9. Odhady parametru MMV pro Stabilni rozdéleni S,(o,B,u).

Cerna piimka predstavuje stfedni znadeni odhadnutych parametru o .

Modré skoky jsou odhady parametru o

s vyuzitim metody maximalni

je predpokladané znaceni parametru o .

s rozdélenim S,(0.B,u)

veérohodnosti. Cervena piimka
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Pii generaci téchto dat jsme vyuzili konkrétni zadané parametry o,f,u,c
a odhadovali jenom jeden parametr, pro nas nejvazn¢jsi parametr o . Ale kdyz mame
uplné nahodna data o hodné vétsiho rozsahu, o kterych mizeme jenom predpokladat,
ze maji Stabilni rozdéleni? Odpovédet na tuto otazku se pokusime ve 4. Casti této

prace.

o Ay s O yry
0.1 0.102879 | 0.101529
0.2 0.197704 | 0.21303
0.5 0.502631 | 0.491368

1 0.984024 | 1.03301
1.5 1.4741 1.5007
1.9 1.83174 1.91795

Tabulka 1. Dosahnuto znaceni odhadll pro rizné parametry « s pomoci

MMV &,,,, a charakteristickou funkei &, ,
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3.3.2. Paretovo rozdeleni
Paretovo rozdéleni [8] je rozdéleni s pravdépodobnostni funkci a distribucni

funkci

o

f=22_ F(x):l—(é)
* * 3.11)

které¢ je definovano pro vSechny x=>b a patii do typu stabilnich rozd€leni. Pro
parametr o plati, ze sta¢i pokud o >0. Jenom pokud o <1 Paretovo rozdé€leni

ma nekonec¢nou stiedni hodnotu a rozptyl. Pokud 1<o <2 pro toto rozdéleni bude

existovat stiedni hodnota 1 ale rozptyl se stidle bude rovnat nekonecnu. Jak

uz bylo feCeno vyse, Stabilni rozdéleni a rozdéleni Pareto maji podobné «chvosty».

Pokud o >2 pro hodnoty s Paretovskym rozdélenim bude existovat druhy moment

, ob’
-2

Pti odhadech parametru Paretova rozdéleni nemuizeme pouzit charakteristickou
funkci, protoZze nemame explicitni formu této charakteristické funkce. Ale
to ne znamena, Ze nemtizeme pouzit postup odhadu parametru pifes Metodu maximalni

vérohodnosti.

Rozdéleni ma sdruzenou hustotu

n aba n B
f(x,Ot,b)=H — :anbaoni (a+1)
i=1

X; i=1

l

Aplikujeme MMV na Paretovo rozdéleni, dostaneme

In f(x,00,b)=nlna+anlnb—(a+1)Y Inx,

i=1

a pak nasledujici krok derivace podle parametru o a sestava vérohodnosti rovnice
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dln f(x,a,b) n s
—— = —+npnlnb- ) Inx, =0
oo a ;; ’

din f(x,a,b)_@_o
ob b

Kofenem a zarovent odhadem vérohodnosti funkce je

A n
o=

i(lnxt —lnl;)

i=1

Jak vidime, funkce In f(x,o,b) je monotonni rostouci pro parametr b . Nejveétsi
znaceni b je nejvétSim znacenim veérohodnosti funkce. Z tohoto diivodu pro x=>b

bude platit

b=minux;,

l

FiSerova mira informaci v ptipad¢ Paretova rozdéleni se bude rovnat

J,(p)=

Po provedeni nékolika odhadl pro hodnoty, které jsme vygenerovaly pro
konkrétni parametry o rozsahu n, mizeme fict, ze proces odhadu Metodou Maximalni
veérohodnosti byl docela snadny a odhady, které jsme dostali odpovidaji nasim
predpokladiim. Ale kdyz se podivdme na stiedni hodnoty a rozptyl dat z Paretova
rozdéleni pro ur€ité intervaly, vysledky budou docela nepfijemné a budou se skoro
blizit k nekone¢nym znacenim, ¢imz se potvrzuje ten fakt, Zze Paretovo rozd¢leni

je spravné ptretazeno k typu Stabilnich rozdé€leni s nekonenymi momenty.
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Obrazek 10. Odhady parametru MMV pro Paretovo rozdéleni. Cerna piimka
predstavuje stfedni znaceni odhadnutych parametru o pro konkrétni
parametr b. Modré skoky jsou n odhadu parametru @ a b s pomoci metody
maximalni vérohodnosti. Cervena piimka piedpoklddané znadeni parametru

.
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4. Aplikace Metody Maximalni vérohodnosti v praxi
V ptedchozi ¢asti nasi prace jsme hodné mluvili o aplikaci Metody maximalni
vérohodnosti na riznych rozdélenich Ted' se pokusime to, co jsme zatim méli

za predpoklad, pfevést do praxe a aproximovat na realnych datech.

KdyZz dostaneme skutecna data, komodity pro konkrétni produkt, budeme chtit
veédét zakladni informaci o téchto datech, naptiklad zavisi-li cena v Case ¢ na cen¢
v Case -1 nebo ne, jaké rozdéleni maji a jaké jsou parametry. Bude-li existovat druhy,

treti a ¢tvrty moment, jsou-li data normalni ¢i ne a tak dale.

Pti odhadech a testovani dat se budeme se drzet nasledujicich krok

1. Pouzijeme model AR(q) s vhodnym parametrem g z dané Casové fady
{X,} pro nalezeni parametru z regresni rovnice.

2. S pouzim téchto parametr najdeme rezidua.

3. S pomoci vhodny metody odhadneme rozd€leni rezidua a pfisluSny
danému rozdéleni parametry.

4. Porovnani empiricky distribu¢ni funkce a distribu¢ni funkce rozdéleni,

vybereme nejlepsi rozd€leni pro nase data.

5. Ovéti se vhodnost zvoleného modelu riznymi testy.

PopiSeme nasledujici kroky podrobné;ji.

Pracujeme s €asovou fadou komodit a cen na elektfinu v Némecku, European
Energy Exchange AG. Jsou to riizna pozorovani v riznych casovych intervalech. Pro

modelovani ¢asovych fad je nejvhodnéjsi pouziti modelu AR(q).

44



Krok 1. AR(q) proces.
Definujeme obecny stochasticky proces [11], ktery na vstupu ma bily Sum a jinak

feceno vystupuje jako linedrni proces

Z=a,+ya_+y,a_,+..=a+ ZW:’ar—i )
= 4.1)

kde Z, =z, —u je odchylka procesu od pocatecniho stavu nebo, pokud je stacionarni,
od svého stfedniho znaceni. Obecny linearni proces (4.1) ndm dovoluje povazovat Z,
za vazeny soucet pfitomnosti a budoucnosti a,. Bily Sum je posloupnost impulsu,
ktery plsobi na cely systém. Tvofi ho posloupnosti nekorelovanych nahodnych

velecin s nulovym stfednim znacenim a stejnym rozptylem
Ela, 1=0, varla,]= O'i.

Protoze nahodné vyléceni nekorelované jejich autokovarianéni funkce musi mit

tvar

B : o2, k=0,
yk = ataH—k =
0, k#0. 4.2)

Autokorela¢ni funkce bilého Sumu bude mit velmi jednoduchou formu

1, k=0,

P =
0, k=#0.
(4.3)

Model (4.1) miizeme zapsat jinak, pfesné feceno, jako vazeny soucet minulych

znaeni z, plus dodatecny impuls a,

= 4.4)
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Podivame se na specificky ptiklad (4.4), ktery tvoii autoregresni proces, kde

jenom prvni g je nenulovy.

Tento model mizeme psat jako

=07, +0,Z, ,+.F ¢qzt—q +a,

<

(4.5)

kde ¢,,9,,...,¢, je konetny pocet vazenych parametri. Proces (4.5) nazyvame

procesem autoregresivniho g fady nebo AR(q).

Pro nas velké znaceni budou hrat procesy AR(1) a AR(2), autoregresni g =1 tadu

a g=2 tadu
Zz = (plzt—l + az ’
L =0+, ,ta,.

Ted' rovnice (4.5) bude mit ekvivalentni zapis
(1-¢,B-9¢,8"—...—¢,B")z, =q,

nebo

¢(B)z,=aq,
(4.6)

Vic tento proces a jeho vlastnosti jsou popsané v knize [11].
Pti aplikace tohoto modelu na vstupni data jsme provedli nékolik experimentt pro

rizné parametry g =1{1,2}. Z vysledku jsme nechali pro pokracovani v nasledujicich

krocich parametry ¢, jako nejvhodnéjsi parametr pro kazdou jednotlivou Casovou fadu.
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Krok 2. Rezidua.

Po pouziti procesu AR(q) jsme dosahli residudlnich veli¢in. Pokud se uz ted’
podivame na grafy pocatecnich velecin a residua, uvidime, Ze maji podobny tvar
a jejich histogramy jsou vzdalené, ale schdzi s normalnim rozdélenim, vic pfiloha 1.
Na obrazku 11 jsme vykreslili vysledky pro rizné Casové fady, ceny konkrétnich
podnikli. Pohyby cen elektfiny, na kterych jsme provadéli experimenty najdete

v ptiloze 1.

ICE ICAP (COA)

SPN ICAP (NAP)

30+

20+

200 4 60( 8 1000

0 800 1000

Obrazek 11. Ceny komodit a jejich residua ICE, ICAP(COA), SPN, ICAP(NAP).
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Krok 3. Odhad rozdeéleni

\% nasledujicim kroku aplikujeme MMV pomoci funkce
FindDistributionParametrs|[ ] pro odhad rozdéleni a ptisluSnych parametru.
Z nabizenych rozdéleni vybereme nejlepsi vysledek, ten, ktery by nejvice odpovidal
realit¢ a vyhovoval by ndm. S pomoci zvoleného rozdéleni provedeme jesté par testt.
Pravé ted’ nas bude zajimat ne jaké dostaneme rozdé€leni, ale pfesnost odhadl
parametrii a sam test ktery byl pouzit. V tomto bod¢ budeme porovnavat nékolik

metod, které nam nabizi Mathematica :

o  "MaximumLikelihood" metoda maximalni vérohodnosti.
e "MethodOfMoments" momentova metoda.

e "MethodOfCentralMoments" metoda centralnich momentt .

Provadime tento test s vyuzitim Stabilniho rozdéleni. ProtoZe ptesné toto

rozdé€leni ukaZze 1 na maly rozdil v odhadech parametru.

Parametr | MMV MoM MCM
o 1.53514 2 2
B 0.16194 0 0
M 5.46532 | 5.36409 | 5.36409
o 2.87073 | 5.10311 | 5.10311

Tabulka 1. Odhady parametru pomoci MMV, MoM, MCM pro ceny na elektiiny

ze Stabilniho rozdéleni a s pouzitim AR(2) procesu.
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V porovnani s ostatnimi metodami maximalni vérohodnosti odhad byl Casové

wewvr

pouzijeme vysledek MMV.

Krok 4. Wassersteinova metrika.

V tomto kroku jsme chtéli porovnat empiricky distribu¢ni funkce a distribu¢ni

funkce rozd¢€leni, jinak feceno chceme najit Wassersteinovu metriku [12].

Defenice 10. Wassersteinova metrika pro jedno  dimensionalni  rozdeéleni

je vzdalenost mezi distribucnimi funkcemi na daném metrickém prostoru M a rovna se

W(F.G)= [|F()- G(z)dz.
~ (4.7)

Kvili tomu, Ze Empirickd distribu¢ni funkce konverguje skoro jisté k distribu¢ni

funkci F, pro kazdou realizaci &, F,(z) je distribu¢ni funkci.

Tento rozdil ndm ukdze, nakolik se 1i§i odhadnuté rozdéleni s odhadnutym
parametrem od empirické distribuéni funkce a jak moc se lii navzajem. Cim mensi
je ta vzdalenost, tim pfesnéjsi odhad jsme dostali. Z téchto vysledkli uz bychom méli
definitivn€ vybrat vyhovujici vstupni data pro naSe rezidua rozdéleni, které bychom
mohli pouzit i dal pro jiné véci, které¢ uz se netykaji této prace. V nejlepSim ptipadé

by bylo, pokud by ten rozdil byl skoro nulovy.
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q Stabilni Normalni Rovnomérné | Exponencialni
rozdéleni rozdéleni rozdéleni rozdé€leni

2 0.726854 2.07042 201.001 1.53405

2 0.140869 0.197219 3.78089 0.810974

1 1.62036 6.75487 43.3773 5.22519

2 0.117627 0.264285 3.78947 0.268843

1 0.0997523 0.218277 2.66813 0.297494

Tabulka 2. Wassersteinova metrika mezi  Empirickou distribuéni  funketi

a distribu¢nimi funkcemi jinych rozd¢€leni pro konkrétni AR(g) proces.

Z pozorovanych velecin vychazi, Ze maji skoro Stabilni rozdéleni a nékteré

se chovaji dokonce jako normalni rozdéleni, které¢ je stejné ovéfené odhadnutym

stabilnim rozdélenim, které ma pfislusné parametry odpovidajici Normdalnimu

rozdéleni.

V této situaci je pro data bude lepsi vybrat Stabilni rozd¢€leni, protoze je citlivéji

nez ostatni rozdéleni. Navic parametr & pro Stabilni rozdéleni lezi v intervalu

I<a <2 | ¢imz ani nevyZaduje pouziti nepiimé aplikace MMV.
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Obrazek 12.  Wassersteinova metrika mezi Empirickou distribuéni  funkci
a distribuénimi funkcemi Stabilniho a Normalniho rozdéleni pro SPN

a ICAP (NAT).

Krok 5. Testovani.

Protoze samotnd vizualizace ndm nestaci, dostavame se proto k poslednimu
kroku, ovéfeni vhodnosti zvoleného modelu riznymi testy. Pro tento krok pouZijeme
testy dobré shody (PearsonChiSquareTest[ ]), ktery byl uz popsan vyse, test
Kolmogorov-Smirnova  (KolmogorovSmirnovTest[]) vic piiloha 2

a(DistributionFitTest[ ]), ktery ndm nabizi software Mathematica.
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Vybereme 2 kandidaty na nejlep$i odhad rozd€leni. Pro vSechna data jednim
a zatim nejlepSim je Stabilni rozdéleni. Z provedenych pokusti hodné testli bylo
zamitnuto a 1 stabilni rozd¢€leni 1 jiné druhé nejlepsi rozdé€leni, ackoli n€kolik testh

naopak ukdzalo, ze piesné Stabilni rozd€leni je ten odhad, ktery potiebujeme.

Vysledek provedené prace je takovy, Ze nejlep$i metoda pro hledani piislusného
rozdéleni s parametry pro vstupni data je Metoda Maximalni vérohodnosti. Pfestoze
je Casova naroc¢nost vEétsi nez u ostatnich metod, vysledek a presnost je o hodné lepsi.
Tato metoda je nejlépe aplikovatelna v praxi na finan¢nich datech pro stabilni
rozdéleni. ProtoZe pfesné toto rozdéleni spolu s MMV reaguje citlivéji na vstupni data
nebo Casovou fadu. A jak bylo feceno, ze Stabilniho rozdéleni se 1ze dostat k jinym
rozdélenim a hlavné k Normalnimu rozdé€leni. Navic pro vSechny testy platilo,
ze stabilni rozdéleni mélo odhadnuty parametr v intervalu 1<a <2 a jak uz bylo
feCeno pro finanéni data parametr o« automaticky vyloucil problémy, které

by se mohli tykat aplikovani MMV na Stabilni rozd¢€leni.
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test Cena za ICAP ICAP
ICE SPN

elektiinu (COA) (NAT)
q 2 2 1 2 1
1 0 1 0 1 1
2 0 1 0 1 1
3 0 1 1 1 1
4 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0

Tabulka 3. 1-3 test: I. Kandidat, ovcfovani Stabilniho rozdéleni pomoci
PearsonChiSquareTest[], KolmogorovSmirnovTest[], DistributionFitTest[].
4-6 test: II. Kandidat, ovétovani druhého lepsiho rozdéleni dosud dosdhnutého
pomoci PearsonChiSquareTest[], KolmogorovSmirnovTest[],

DistributionFitTest([].
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5. Zavér.

Cilem této bakalatské prace bylo posoudit moznosti odhadi parametrti pro rtizna
rozdéleni s pomoci konkrétni metody a to je metoda Maximalni Vérohodnosti. Uvedli
jsme plusy a minusy tohoto modelu a naznacili oblasti, kde ho mizeme pouzit
a to s ohledem na konkrétni podminky. Poznali jsme, Ze MMV je velmi uzite€na jak
ve finan¢ni oblasti, tak Ze se d4 aplikovat v jinych modelech jako nepfimy naznak pro

odhad maximalni vérohodnosti.

V teoretické Casti byly nejprve uvedeny véty a definice, které byly spojeny
s popisem odhadu parametru, jak ten odhad probiha a jaky mize byt. Pak jsme popsali
dalezité¢ pojmy, ktery se vyskytovaly v praktické i teoretické ¢asti a diky kterym jsme
mohli definovat konkrétni postup pro aplikovani MMV bud‘ piimo, nebo s vyuzitim
charakteristické funkce. Definované pojmy a vlastnosti Maximélni Vérohodnosti nam
dovolili pozorovat vysledky, které byly nalezeny v nasledujici praktické casti. Navic
test dobré shody, ktery byl stejn¢ popsan v teoretické ¢asti, nam jesté pomohl posoudit

vysledky experimentu.

V praktické i teoretické casti byly ptredvedeny piiklady diskrétnich, spojitych
a stabilnich rozd€leni a aproximaci na nich Metoda Maximalni vérohodnosti.
Vysledky aproximace byly uvedeny v grafech i tabulkdch ke kazdému piislusnému
rozdéleni. Nejvyznamnéjsi aplikace MMV v téchto rozd€lenich je ten fakt, Ze existuji
rozdéleni, na kterych nejde aplikovat tato pfimo a proto jsme pro n¢ museli hledat

jinou cestu, ktera nas ptivedla k ¢aste¢né myslence MMV.

V praktické ¢asti byla ukézand realizace MMV na realnych datech. Odhadovali
jsme rozdéleni a ptislusné parametry vstupnich dat. Po provedeni experimentu jsme
dosahli takového vysledku, ze veleCiny méli stabilni rozdéleni a n€kdy se ptiblizovali

Normalnimu rozdé€leni, ¢imz jsme ovéfili blizkost téchto dvou rozdéleni a oveétili
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definovany fakt toho, ze Normalni rozdé€leni je specialni pfipad Stabilniho rozdéleni.
Pak jsme ukézali,7e pouziti MMV bylo nejvhodnégjsi a diky ni jsme dosahli lepSich

odhadt, nez kdybychom pouzivali jinou metodu odhadu parametru.
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Priloha.

Priloha 1. Grafy.

1.1. Ceny na elektfinu.

400 -

—400 |-

Obrazek 1. Ceny elektfiny a residua k témto cenam vypocteny pomoci AR(2).
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1.2. Histogramy cen.
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Obrazek 2. Histogramy cen na elektfinu a residua vypocteny pomoci AR(2).
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Obrazek 3. Histogramy cen komodit a residua pro ICE vypocteny pomoci AR(2).
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Obrazek 4.  Histogramy cen komodit a residua pro ICAP(COA) vypocteny

pomoci AR(1).
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Obrazek 5. Histogramy cen komodit a residua pro SPN vypocteny pomoci AR(2).
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Obrazek 6. Histogramy cen komodit a residua pro ICAP(NAT) vypocteny

pomoci AR(1).
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1.3. Porovnani distribu¢nich funkci.
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Obrazek 7. Porovnani Empirické distribuéni funkce a distribu¢ni funkce
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Normalni rozdéleni Exponencialni rozdéleni
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Obrazek 8. Porovnani distribu¢ni funkce Stabilniho rozdéleni s distribu¢nimi
funkcemi Normalniho a Exponencialniho rozdéleni pro ¢asovou fadu cen

za elektiinu.
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Obrazek 9. Porovnani Empirické distribu¢ni funkce a distribu¢ni funkce F

piisluSného rozdéleni pro ¢asovou fadu cen z komodit ICE.
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Normalni rozdéleni Exponencialni rozdéleni
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Obrazek 10. Porovnani distribu¢ni funkce Stabilniho rozdéleni s distribu¢nimi

funkcemi Normdlniho a Exponenciilniho rozdéleni pro ¢asovou fadu cen

z komodit ICE.
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Obrazek 11. Porovnani Empirické distribu¢ni funkce a distribuéni funkce F,

prislusného rozdé€leni pro ¢asovou fadu vynosu z komodit ICAP(COA).
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Obrazek 12. Porovnani distribucni funkce Stabilniho rozdéleni s distribu¢nimi
funkcemi Normalniho a Exponencialniho rozdéleni pro ¢asovou fadu vynosu

z komodit ICAP(COA).
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Obrazek 13. Porovnani Empirické distribuéni funkce a distribuéni funkce F,

prislusného rozdéleni pro ¢asovou fadu vynosu z komodit SPN.
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Obrazek 14. Porovnani distribuéni funkce Stabilniho rozdéleni s distribu¢nimi

funkcemi Normalniho a Exponenciadlniho rozdéleni pro ¢asovou fadu vynosu

z komodit SPN.
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Obrazek 15. Porovnani Empirické distribucni

funkce a distribuéni funkce

piislusného rozdéleni pro ¢asovou fadu cen z komodit ICAP(NAT).
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Obrazek 16. Porovnani distribu¢ni funkce Stabilniho rozdéleni s distribuénimi

funkcemi Normdlniho a Exponencidlniho rozdéleni pro ¢asovou fadu cen

z komodit ICAP(NAT).

Priloha 2. Kolmogorov-Smirnov test.

Ptedtim nez piestoupime k formulaci tohoto testu, uvedeme nékterd pomocna

tvrzeni [4].

Defenice 1.

x je dané realné cislo. Oznacime nahodné veliciny

pro i=1,...,m. PoloZime

I, X <x,
0, X, =2x

&i(x)=

m

F (x)= 12; (x).

i=1

Funkce F,(x) je empiricka distribucni funkce.

Necht X,,...,X, je ndhodny vybér rozdéleni s distribucni funkci F, kde

(1.1)
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Veta 1 Pro kazdé x plati
F (x) = F(x) skoro jisté pro m — oo.

To znamen4, Ze s rostoucim m funkce F, (x) se bude blizit ke skute¢né distribu¢ni

funkci F(x).

Véta 2 (Glivenkova) Oznacme D, =sup |F, (x)—F (x)|. Pak plati

P(limD, =0)=1.

m—seo

Duikaz Vic ve svazku [4], str. 241.

Necht' X,,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribu¢ni funkci F
a necht Y,,....Y je na ném nezavisly ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou

distribu¢ni funkci G. Definujeme hypotézy, které pak budeme testovat

H,:F=G
H :F#G.

F, je empirickou distribu¢ni funkei prvniho vybéru a zarovenl' druhého vybéru.
Podle vét 1 a 2 plati, ze funkce F, a G, pro rostouci m a n blizi distribu¢nim funkcim

F a G. Oznacme

Dm,n = Supx En(x)_Gn(x)‘ ¢

Pokud plati H,, pak podle Glivenkovy véty skoro jisté pii m — co,n—> oo

Vysledek na kterém se pak da zalozit test popisuje nasledujici véta.
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mn
. Necht

Veta 3 (Smirnovova) Oznacme M =
(m+n)

K(2)=1- 22(—1)"+1 exp{-2k*A’}.
= (1.2)

Pak pro kazdé A >0 plati

lim PWMD, , <A)=K(A).

m,n—eo

Praktické provedeni Kolmogorovova-Smirnovava testu spociva v tom,

ze se ve vybéru X,,...,X, aY,,....,Y vypoctou empirické distribu¢ni funkce F, a G,

a veli¢ina D, . Jsou-li Cisla m a n mala, porovna se D, , s presnymi kritickymi

hodnotami D_ (o).

Pokud m a n jsou vétSi hodnoty pouzijeme vétu 3. PiicemzZ poloZi se
)’O =N MDm,n

a vypoCitame hodnotu K(A,). Pokud dostaneme vysledek ze K(4,)=>1-a,

vvvvv

vetSich hodnotach m a n kriticka hodnota pro veli¢inu D, , budeme aproximovat

D), (). Proto hypotézu H, zamitneme v piipad¢, kdyz D, , 2 D,, (o).
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Priloha 3. Obsah pfiloZzeného CD.

3.1. Bakalarska prace PDF.

3.2. Skripty.
Obsahuje 6 souboru postupné pro jednotlivy rozdéleni, které byly popsany v 3
Casti prace.

3.3. Testy.
Obsahuje 5 soubory s jednotlivymi testy pro piislusny data.

3.4. Data.

Data , které byly pouzity pfi testovani.
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