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Uvod

Mnoho jevi skuteéného svéta lze studovat skrze modely zalozené na nahodnych
procesech. Ke studiu modelovych ndhodnych procesti je dale potieba, aby mély
vhodné vlastnosti. Miizeme napt. pozadovat splnéni jistych strukturalnich pod-
minek, které model zjednodusi, nikoliv vSak pfilis, aby byl stale jesté dostatecné
presny. Modely ¢asto uzivaji procesy s nezavislymi slozkami nebo markovské fe-
tézce. V nékterych pripadech vsak muze byt pozadovani konkrétni struktury pii-
lis omezujici. Navic se ukazuje, Ze pro platnost centralnich limitnich vét neni
predepsani struktury nezbytné. Staci, aby proces splioval jisté podminky silného
mixingu.

Mixing vyjadiuje vytraceni se zavislosti budoucnosti na vzdalujici se minu-
losti. Cim vzdalené€jsi minulost uvazujeme, tim vice se zavislost budoucnosti na
ni vytraci. O zavislosti budoucnosti na omezené minulosti se pfitom nehovorii.
Mize tedy byt libovolné silna, coz je v kontrastu s markovskou vlastnosti a ca-
sové nezavislymi procesy, kde je pripustna bud jen velmi jednoduché zavislost,
nebo vibec zadna.

K popisu vytraceni zavislosti je potieba zavislost mérit. Pro nahodny proces
X = (Xy)gez se definuji ruzné ¢asteéné koeficienty mixingu. Pfedmétem prace
budou koeficienty «,,, ¢, a 1. Rekneme, ze proces je a-mixujici, jestlize o, — 0,
podobné pro ¢ a 1. Obecné plati, ze kazdy a-mixujici proces je uz i ¢-mixujici
a kazdy ¢-mixujici je uz i ¥»-mixujici. V obecném piipadé opacné implikace neplati.

Protoze je definovano «,,, ¢, a v, pro kazdé n € N, lze méfit i rychlost roz-
padu zavislosti. Tim se zabyvaji Kesten & O’Brien (1976). Ve svém ¢lanku podali
konstrukce procest, kterymi ukéazali, Ze rychlosti rozpadu zévislosti jednotlivych
typlt mixingu mohou byt prakticky libovolné. Neni tedy smysluplné predpokladat,
ze jista rychlost rozpadu napf. a,, uz bude implikovat ¢-mixing.

V praci budeme zkoumat, jaké vztahy mezi sebou maji a-, ¢- a ¥-mixing,
pocitaji-li se pro rizné skupiny procesi. Uvidime, ze ani tak vyznamné struk-
turni omezeni, jako je splnéni markovské vlastnosti, nezpisobi ekvivalenci a-,
¢- a Y-mixingu. Omezime-li vSak mnozinu stavi fetézcii na konecnou, a-, ¢-
a Y-mixing zacnou byt ekvivalentni.

Ptavodnim zamérem prace bylo reagovat na tuto skutecnost a zodpovédét,



zdali jsou a-, ¢- a ¥-mixing ekvivalentni pro obecné procesy s diskrétnim casem
nad konec¢nou abecedou. Zkonstruovat piiklad, ktery by dokazal pracovni hypo-
tézu a sice, ze a-, ¢- a YP-mixing ekvivalentni nejsou, se nam nepodafilo. Prace
je tedy nakonec predevsim ucelenou resersi vybranych koeficientti mixingu, ktera
vznikla pri snaze naplnit ptivodni zamér prace.

Vyklad zékladu mixingu, ktery tvoii velkou ¢ast prace, prebirdme z Bradley
(2007). V nékterych ditkazech dopliujeme mista, ktera Bradley povazuje za ziejma
a nechava jejich doplnéni na ¢tenari. Pivodni jsou také dikazy nékterych tvr-
zeni, ktera Bradley formuluje, ale jejich dikazy bud vibec neuvadi (zejména Tvr-
zeni 2.6 na str. 8 a Tvrzeni 5.2 na str. 24), nebo podéava strohy navod (zejména Tvr-
zeni E.1 na str. 53). Hlavni pfinos prace spoc¢iva v tvrzenich Piikladu 1 na str. 31
a Prikladu 2 na str. 33.

Zbytek prace je ¢lenén néasledovné:

V Kapitole 1 zavadime znaceni a predstavujeme dalsi zakladni pozorovani,
ktera pouzivame déle.

V Kapitole 2 podavame vyklad obecnych zakladii mixingu.

V Kapitole 3 vykladame zéklady mixingu silné stacionarnich procest.

V Kapitole 4 vykladame zakldy mixingu procesii nad spoc¢etnymi mnozinami
stavi.

V Kapitole 5 vykladame zéklady mixingu markovskych fetézci.

V Kapitole 6 vyuzivime vylozenou teorii a popisujeme piiklady k tomu, a-
bychom ukézali, zdali jsou a-, ¢- a -mixing ekvivalentni pro silné stacionarni

markovské fetézce nad konecénou abecedou.



1 Priprava

V hlavni ¢asti prace se budeme zabyvat prevazné nahodnymi procesy s diskrét-
nim ¢asem a spocetnou mnozinou stavi. Piehled dosavadniho poznani o mixingu
nédhodnych procest vSak vyslovime v obecnosti bézné v literatute.

Neuvedeme-li jinak, budeme predpokladat, Ze je v celé praci dan dostatecné bo-
haty pravdépodobnostni prostor (€2, F, P) a ze vSechny nahodné procesy jsou de-
finovany na tomto pravdépodobnostnim prostoru. V praci se budeme zabyvat pte-
dev&im oboustrannymi ndhodnymi procesy (2, F, P) — (RZ,B(RZ)). o-algebru

generovanou ndhodnym procesem X = (X} )rez zavedeme predpisem?

o(X)={[X € A;AcB(R")}.
Necht je X = (Xj)kez ndhodny proces. Pro ¢ < j € Z oznaéme

ﬁj(X):a(Xk,k:i,...,j% Fi(X) = o(X;);

Fl (X)=0(Xp,k=...,5); FRX) = o(Xp k=1i,...).

(Bradley, 2007, 0.9 Notations, str. 9)

Véta 1.1. Pro kazdy ndhodny proces X = (Xy)rez eristuje ndhodny proces Y =
(Yi)rez splitujict

Yi(w) =wp, YweRZ k€ Z (1)

se stejnym rozdélenim? jako md X .

(Bradley, 2007, A standard ,nice” probability space, str. 17)

Diikaz. Necht je (Q pravdépodobnostni mira na (RZ, B(RZ)). Definujme ndhodny
proces Y = (Y},)rez predpisem (1). Pro takto definovany nahodny proces je [Y €
A] = A, procez je také Q(Y € A) = Q(A), coz znamen4, Ze rozdélenim Y je mira
Q. Staci tedy polozit ) = Py, kde Px je rozdélenim X a Y je pak hledanym

procesem o kterém mluvi véta. Q.E.D.

1IB%(RZ) je systém borelovskych mnoZin generovany otevienymi mnozinami R?, kde uvazu-
jeme topologii generovanou intervaly; B(R) mé analogicky vyznam. Pro ndhodnou veli¢inu X
a mnozinu A € B(R) znac¢i [X € A] jev {w € ; X (w) € A}; podobné znaleni pouzivame pro

nahodné procesy.
2Rozdélenim nahodného procesu X = (Xj)rez myslime miru Px na (RZ,B(RZ)), ktera je

obrazem miry P, tj. splituje VA € B(R?): Px(A) = P(X € A) (Billingsley, 1995, str. 73).



Véty hovorici o nahodnych procesech se zpravidla zabyvaji predevsim rozdé-
lenim procesu nikoliv pravdépodobnostnim prostorem, na kterém jsou procesy
definovany. Lze proto diky Vété 1.1 ¢asto bez Gjmy na obecnosti piejit od né-
hodného procesu X = (Xj)gez definovaného na obecném pravdépodobnostnim
prostoru k nahodnému procesu Y = (Y;)kez definovanému na (R%, B(R”), Px)
(Bradley, 2007, 0.24 Remark, str. 21).

Zavedme jesté néktera dalsi znaceni pro zprehlednéni vyjadiovani.
Znaceni 1.
(i) Pro jevy A, B € F budeme psat
(a) A C B, jestlize bude platit P(B\ A) = 0;
(b) A = B, jestlize bude A C B a B C A, tj. bude P(A A B) = 0.
(ii) Pro A,B C F ajev A € F budeme psat
(a) A€ A, jestlize 3B € A: A = B;
(b) A C B, jestlize VA € A: A & B;

(c) A =B, jestlize A C BaBC A.
(iii) AV B bude znacit o(.A U B). Pfirozené budeme uzivat i velky operétor \/.

Pro nahodné veli¢ciny X a Y bude X =Y znamenat X =Y, P — s.j. Podobné
pak pro relace usporadani.

(Bradley, 2007, 0.3 Notations on a probability space, str. 4)

Zna&eni 2. Pro i < j € Z budeme bez dalstho upozornéni psat F/ misto F7(X)
a G/ misto F7 (V).

Necht je X = (Xi)rez ndhodny proces. Prevrdcenim procesu X rozumime

nahodny proces Y = (Yj)rez zadany jako
Y, =X_,, VkeZ (2)

Pro prevraceny proces Y ziejmé plati gg = .7-"__;, i <j€LU{Loo}.



2 Mixing obecné

Definice 2.1. Necht A a B jsou o-algebry nad 2. Pro A € A a B € B spliujici
P(A) > 0a P(B) > 0 oznatme

ca(A,B) = P(ANB) — P(A)P(B); cs(A, B) = P(B|A) — P(B);
P(ANB)
P(A)P(B)
Polozme ¢, (A, B) = c4(A, B) = cy(A, B) =0, jestlize P(A) =0, nebo P(B) = 0.
Déle pro A € {a, ¢, v} definujme

Cw(A, B) = — 1.

)‘(Av B) = sup |C)\(A7 B)| a take ¢/(A7 B) = ¢(Ba A)

AeA,BeB
Necht A € {a, ¢,¢’,9}. Pro dany nahodny proces X = (Xj)rez definujme ¢as-
tecné koeficienty mixingu
M (X) = sup M(FF , Fe2,).
ke

Bude-li z kontextu zfejmé s jakym procesem pravé pracujeme, budeme misto
An(X) psat jen \,. Koneéné fekneme, ze X je A-mixujici? jestlize

lim A, = 0.

n—oo

(Bradley, 2007, 3.3 Definitions, str. 67)

Poznamka 2.2. Necht je X = (Xj)rez ndhodny proces a Y necht je jeho pre-
vracenim. Pak plati a,,(X) = a,(Y) a ¢, (X) = ¢, (V). Jednak

ca(A,B)=P(ANB)—P(A)P(B)=P(BNA)— P(B)P(A) =c4(B,A).
Navic

an(X) =sup sup |co(A,B)| =sup sup |c.(B,A)]

keZ AeFE keZ BeFk
BEFS., AeFS.,

=sup sup [ca(A, B)| =sup sup ca(A B)| = an(Y);
k€EZ BEG™, k€Z Aegk
AegZkm Begs,

podobné pro v; podobné se také ukaze, ze ¢,(X) = ¢ (V).

3Bradley (2007, str. 28) nazyva a-mixing radgji silnym mixingem. Zde jsme se spokojili
s oznacenim ,,c-mixing”, abychom se vyhnuli mozné zaméné s mixingem ve smyslu ergodické

teorie o kterém pojednavame v Kapitole 3.



Poznamka 2.3. Bud X € {a, ¢, ¢}.
(i) Pro ndhodné procesy V = (V,,)pen a W = (W), )pen plati

AMo(V),c(W))= sup |cA(A,B)|= sup |ex(V € C,W € D).
Aeo(V) C,DeBN
Beo(W)

(ii) Necht je X = (X )rez ndhodny proces a necht n € N, potom plati
MFE L Fs,) = sup |en(V € C,W € D)|, Vk € Z,
C,DeBN
kde V = (..., Xs_1, Xk) a W = (Xpin, Xktntt, .. ). Jako ziejmy disledek
také plati
A =sup sup |ey(V e C,W € D).

k c,DeBN

(Bradley, 2007, 1.7 Remarks, str. 28; zobecnéni)

Tvrzeni 2.4. Necht je A € {a, ¢,¥}. Necht jsou X = (Xp)kez a Y = (Yi)rez nd-
hodné procesy, které maji stejnd rozdéleni. Budte R = {ri,r9,...} C Z a S =
{s1,82,...} C Z. Polozme V = (X;, Xp,,...), W = (X4, Xs,,...), V' =
(Yo, Yoy, ...) a W = (Y, Ys,,...). Pak plati

e (VeO,WeD)=c\(V eC,W eD), VC,DecB",

(Bradley, 2007, 1.7 Remarks, str. 28; zobecnéni)

Podévame piivodni dikaz. Bradley tvrzeni nedokazuje.

Diikaz. Tvrzeni musime dokéazat pro jednotlivé koeficienty mixingu. Pro ¢, mame

c(VeCWeD)=PVeCWeD)—PVeC)P(WeD)
=PV eC,WeD)—PV'eC)P(W'e D)=c,(V' € C,W € D).

Pro ¢4 plati

co(VeCWeD)=PWeD|VelC)—PWeD,)
_ P(WeD,Vel) _ PW'eD,V'e()
T PVeQ) PWeD) =—Fca

=P(W eD|V'eC)—P(W' € D)=cy(V' € C,IW € D).

— P(W'e D)



Konecné pro ¢y miiZzeme psét

P(V € C,W € D)
D) — 1
wVeCWeD) = 5a ey piw e D)
P(V' € C,W' e D)

_ 1 — / '
= P(V/EC)PG/V/ED) 1 C¢<V eC, W ED)

Q.E.D.

Necht je dan nédhodny proces X = (Xj)pez. Koeficienty v Definici 2.1 pro
tento proces nemohou byt libovolné. Omezeni, kterd musi splhovat, nastinime

v nékolika nasledujicich tvrzenich.

Lemma 2.5. Pro jevy A a B plati

|[P(ANB) — P(A) P(B)| <

N

(Bradley, 2007, 1.3 Propositon, str. 26)

Diikaz doslovné piebirame z Bradleyho.

Diikaz. Je obecné znamo, Ze plati x — 2% < i. Pro jevy A a B plati

P(ANB) - P(A)P(B) < P(ANB) - [P(ANB)* < i
a zaroven je podle Poznamky D.6
~[P(AN B) ~ P(4) P(B)] = P(4 11 B) ~ P(A') P(B) < 1,

z ¢ehoz uz Lemma plyne. Q.E.D.
Tvrzeni 2.6. Bud A € {«, ¢, ¢, ¢}. Pak plati:
(i) A\ > Apy1, Vn € N.
(11) A Ao, By) < MA, B), pro o-algebry spliiujici Ay C A, By C B.
(i4i) A Ao, Bo) < MA, B), pro o-algebry spliiujici Ay C A, By C B.
(iv) Koeficienty mizingu spliiuji nerovnosti

(a) 0 < (A, B) <4

(b) 0 < ¢(A,B) <1,



(c) 0 <(A,B) < oo.

(v) MA,B) =0, jsou-li A a B nezdvislé* o-algebry.
(Bradley, 2007, Chapter 3, str. 66-86)

Dikaz je puvodni. Bradley tvrzeni, vyjma (iva), povazuje za ziejma. K bodu

(iv) navic konstruuje priklady, které ukazuji, Zze se hornich mezi muze nabyt.
Diikaz. (ii). Plati

MAg, By) = sup  |en(A,B)| < sup  |ea(A, B)| = A\A, B),
A€eAp,BeBy AcA,BeB

nebot se supremum pocita pres vétsi mnoziny.
(1). Ziejmé je splnéno o(Xgint1,---) C 0(Xetn, Xevnits---) = 0(Xein, -+ ),
pro viechna n € N, plati tedy F29,,., € F.5,,. Proto plati (i) podle (ii).

(iii). Oznac¢me
So={lex(A,B)|; A€ Ay, B e By}, S={lex(A,B)|;A€ A, B e B}.

Zvolme Ay € Ay a By € By. Pak |c\(Ag, By)| € Sp. Podle predpokladi existuji
A€ Aa B e B splaujici A = Ay, B = By, proto P(A) = P(Ay), P(B) = P(By);
z Definice 2.1 plyne |cA(Ao, Bo)| = |ea(A, B)| € S. Proto je Sy C S, a také
A A, By) = sup Sy < sup S = A(A, B). Tim je (iii) dokazano.

(iv). A(A, B) > 0 plyne trivialné z nezapornosti absolutni hodnoty a z toho,
ze kazda o-algebra je neprazdna. (i) plyne pifmo z Lemmatu 2.5. (%i). Budte
A € Aa B e B. Z vlastnosti pravdépodobnosti 0 < P(B) < 1,0 < P(B|A) <1
plyne |cs(A, B)| = |P(B|A) — P(B)| < 1. (i%) je vlastnosti absolutni hodnoty.
To, Zze se hornich mezi nabyvé i v netrividlnich pripadech ukazuje na prikladech
Bradley (2007, str. 100-101).

(v). Budte A € A a B € B. Z nezavislosti plyne ¢, (A, B) = 0, proto plati i

AA,B) =sup sup |cxn(A, B)| =0.

keZ AeFk

BeFy,

Q.E.D.

4Rekneme, ze o-algebry A a B jsou nezdvislé, jestlize splituji P(A)P(B) = P(AN B) pro
vSechna A € Aa B € B.



Tvrzeni 2.7. Necht jsou A,B C F o-algebry . Pak plati

20(A, B) < ¢(A, B) < ~1)(A, B).

N | —

(Bradley, 2007, Proposition 3.11, str. 76)
Dikaz prvni nerovnosti jsme zjednodusili, nebot dokazujeme jen specialni
pripad toho, co dokazuje Bradley. Dikaz druhé nerovnosti doslovné prebirame

z Bradleyho.

Diikaz. Nejprve dokazeme prvni nerovnost. Necht B € B, A € A, P(A) > 0.

Pocitejme
|[P(ANB) — P(A) P(B)] < P(A)[P(B|A) - P(B)| < P(A)¢(A,B). (3)

Navic pokud je P(A) =0, (3) plati trivialné.
Podle Poznamky D.6 na str. 52 a (3) plati

92|P(AN B) — P(A) P(B)| = |P(AN B) — P(A) P(B)| + |P(A° N B)
— P(A°) P(B)| < P(A) (A, B) + P(A%) (A, B) = ¢(A, B).

Ptrechodem k supremu plyne z Definice 2.1 dikaz prvni nerovnosti.

Déle dokazeme druhou nerovnost. Nejprve si uvédomme, ze je-li P(B) > %

pak nutné P(B¢) < 3. Podle posledni rovnice Poznamky D.6 na str. 52 pak plati

¢(A,B)= sup |P(B|A)— P(B)|.
AeA,P(A)>0
BEB,P(B)<%

Necht je tedy A € A, P(A) >0, B € B, P(B) < 3. UkaZeme, Ze
1
|P(B|A) = P(B)| = 59(A B). (4)

Pokud je P(B) = 0, pak (4) plati trivialné (leva strana je 0). Pfedpokladejme
tedy, ze 0 < P(B) < 1. Plati

1 P(ANB)
— > P(B)|—————= —1|=|P(B|A) — P(B)|.
SUAB) > P(B) | 5 B0~ 1| = 1P(B1A) - P(B)
(4) tedy plati, coz dava dikaz druhé nerovnosti. Q.E.D.

10



Tvrzeni 2.8. Necht A € {a, ¢,1} a necht jsou pro kazdé n € N ddny o-algebry
A, B, C F splivugici Ay € Ay € ..., B € By C ... Oznacme A = \/, o An
a B =\ ,enBn. Pak plati

AMA, B) = lim A(A,, B,,) =sup A(A,, B,).

n—o0 neN

(Bradley, 2007, Proposition 3.18, str. 85)

Tvrzeni dokazujeme v podstaté stejné jako Bradley.

Diikaz. Dokazeme druhou rovnost. Podle Tvrzeni 2.6(ii) tvori koeficienty mono-
tonni posloupnost A(Aj, By) < A(Ag, Bz) < ... Limita takové posloupnosti exis-
tuje (at uz vlastni, nebo nevlastni) a je rovna supremu; ¢imz je druhé rovnost
dokazana.

Rovnéz podle Tvrzeni 2.6(ii) plati A(A,B) > sup,en A(An, By). Staci tedy
dokazat opacnou nerovnost. Definujme D = |J, .y An @ € = U,eny B Tyto
systémy mnozin jsou definoviany tak, Ze generuji o-algebry A a B. Necht je
A€ A B € Bad > 0. Podle Tvrzeni E.2 na str. 54 (iii,iv,v) existuji mno-
ziny Ag € D a By € & tak, ze |cA(Ao, Bo)| > |ea(A, B)| — 4. Z toho, jak jsou D
a £ definovany, existuje ng € N tak, ze Ag € A,, a By € B,,. Pro takové ng jisté
plati

lea(A, B)| — 6 < MA,y, Byy) < sup A(A,,, By,).

neN
Jelikoz 6 > 0 bylo libovolné, plati rovnéz |cy(A, B)| < sup,,ey A(An, By). Jelikoz

koneéné 1 A € A a B € B byly libovolné, plati A(A, B) < sup,,cy A(An, B,). Tim

je tvrzeni dokazano. Q.E.D.

Tvrzeni 2.9. Pro o-algebry A a B plati

() o(A, B) = sup 2E|P(BJA) - P(B)|
BeB 2

(ii) o(A, B) = sup esssup |P(B|A) — P(B)|;
BeB

(iii) W(A,B) = Jsglé% ess sup ‘ PJ(f(?\B.,;l) — 1‘ :
P(B)>0

(Bradley, 2007, 3.22 Proposition, str. 89)

Diikaz doslovné piebirame z Bradleyho.
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Diikaz. (i). Pro kazdé dvé mnoziny G € A a H € B plati

|[P(GNH) - P(G) P(H)| =

/G P(H|A) - P(H)dP'
< [ P4 - panjar. )
podobné také plati
|[P(G°NH) = P(G°) P(H)| < . |P(H|A) — P(H)|dP. (6)
Podle Poznamky D.6 na str. 52, (5) a (6) plati
2¢,(G,H)=2|P(GNH)—- P(G)P(H)| < /Q |P(H|A) — P(H)|dP. (7)
Aplikaci suprema na obé strany snadno obdrzime, Ze

a(A,B) <sup/|P B|A) — P(B)|dP = supE |P(H|A) — P(H)|.
BeB

BeB
Necht je ddle H € Ba G = [P(H|A) > P(H)|. Pak plati G° = [P(H|A) < P(H)];
v (5), (6) a (7) se nabyva rovnosti, ¢imz je (i) dokazano.

(iii). Bud B € B takové, ze P(B) > 0. Definujme
mp = essinf P(B|A) a Mg =esssup P(B|A). (8)

Definujme dale funkci na R predpisem

(9)

[ je ziejmé konvexni funkei z. Podle Tvrzeni D.5 na str. 52 (iii) plyne z (8)

esssup fp(P(B|A)) = max{fp(mz), f5(Mp)}. (10)

Pro kazdée A € A spliwjici P(A) > 0 méame podle Tvrzeni D.4 na str. 51
mp < P(B|A) < Mg a z Tvrzeni D.5 na str. 52(i) dale plyne

fe(P(B|A)) < max{fs(mp), [5(Mp)}. (11)

Protoze fgp je konvexni, je také spojita (viz napt. Theorem 3.2, Rudin, 1974).
Navic z (8) a Tvrzeni D.4 lze zvolit A € A spliujici P(A) > 0 tak, ze P(B|A)
bude libovolné blizko k ¢islim mp a Mp. Z (11) tedy plyne

sup fp(P(B|A)) = max{fs(ms), f5(Mp)}.

AcA
P(A)>0

12



Podle (10) tedy plati

sup fp(P(BJA)) = esssup f(P(B|A). (12)
PR

Jelikoz B € B: P(B) > 0 bylo ve (12) libovolné, supremum obou stran dava

sup  fp(P(B|A)) = sup esssup fg(P(B|A)). (13)
AeA,P(A)>0 BeB
BeB,P(B)>0 P(B)>0

Dosazenim za fg z (9) plyne dokonceni dikazu (iii).
(ii). Dukaz je stejny jako dukaz (iii), pouze v (9) se pouzije funkce fp(x) =
|x — P(B)| a vypusti se omezeni P(B) > 0. Q.E.D.
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3 Stacionarni procesy

T bude dale znadit operdtor posunu na R%, ktery definujeme predpisem slozek
Ti(w) = wpy1, w€EREEkEZ. (14)

mocniny posunu lze vyjadfit jako (7")x(w) = wiin, n € Z (Bradley, 2007, The
shift operator, str. 17). Pro mnozinu A € B(R?) a j € Z definujeme T7A =
{w e RE; Tiw € A} (Billingsley, 1965, Definitions, str. 2). Rekneme, ze nahodny

proces X je siln€ staciondrni, jestlize splhuje
P(Xe A =P(XeT'A), VAeF.

Disledek 3.1. Pro silné staciondrni oboustranny proces X = (Xg)rez, A €

{a, ¢, 0}k € Z,n €N plati \(F* Fin) = MFO L FR) a Ny = NFO, F).

—o) —0o0) —0o0)

Diikaz. Diky stacionarité ma T%X stejné rozdéleni jako X pro kazdé k € Z. Podle

Poznamky 2.3 na str. 7(ii) a Tvrzeni 2.4 na str. 7 je Vk € Z splnéno

MFF

—0oQ)

Fitn) = sup |ex(V e C,W e D)

C,DcBN

= sup |e(V' e C,W' € D)| = \NF°

C,DeBN

fOO

oo n )7

kde V = (..., Xpe1, X)), W = (Xpjns Xpsngts--- ), V=TV = (..., X_1, Xo)
a W' =TW = (X,,, Xpy1,. .. ). Navic také plati
An = sup MFF o, Fo2,) = sup MFL o, Foo) = MF2 o, F2O).
kEZL keZ

Q.E.D.

Definice 3.2. Necht je X = (Xj)rez silné stacionarni ndhodny proces. o-algebrou

s.7. tnvariantnich mnozin X definujeme jako
I={AcoX);[XeA=[XeT A}

Rekneme, 7e X je ergodicky jestlize P(X € A) € {0,1} pro viechna A € 7.
Rekneme, ze X je mizujici ve smyslu ergodické teorie, jestlize plati
lim P(IX€e ANT"B)=P(X € A)P(Xe€B), VA BEcsX). (15)
n—oo

(srov. s Bradley, 2007, 2.2 Definition, str. 48)
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Poznamka 3.3. Necht je Y = (Y})rez silné stacionarni nahodny proces spliwjici
(1) na str. 4. Pak je A = [Y € A] pro vSechna A € B(RZ). Z¥ejmé je pak
IT={Aco(Y);A=T"1A} o-algebrou s.j. invariantnich mnozin Y. Také plati,
ze Y je ergodicky, resp. mixujici ve smyslu ergodické teorie préaveé tehdy, kdyz
P(A) € {0,1} pro vSechna A € Z, resp. lim, .. P(ANT"B) = P(A) P(B) pro
v8echna A, B € o(Y) (srov. s Bradley, 2007, str. 50 a str. 18).

Tvrzeni 3.4. Bud X = (Xj)rez silné staciondrni ndhodny proces. Pokud je X
mizujict ve smyslu ergodické teorie, je uz i ergodicky.
(Bradley, 2007, 2.6 Remark, str. 50)
Diikaz je doplnénim dikazu, ktery podava Bradley.

Diikaz. Ozna¢me T o-algebru s.j. invariantnich mnozin X. Vezméme A € 7. Pak
pro viechna n € N plati T-"A = TT"HA = T-""1A = . = A a proto je
iANT ™A =ANA= A. Z podminky mixingu ve smyslu ergodické teorie (15)
mame

lim P(X € A) = lim P(X € ANT "A) = P(X € A,

odkud plyne P(X € A) = P(X € A)?, odkud dale plyne P(X € A) € {0,1}.
Dokazali jsem, ze P(X € A) € {0,1}, VA € Z, ¢imz jsme ovéfili podminku
z definice ergodicity a tim dokézali, ze je X ergodicky. Q.E.D.

Tvrzeni 3.5. Bud X = (Xy)rez staciondrni proces a Y = (Yy)rez proces odpovi-
dagici X podle Veéty 1.1 na str. 4. Pak je X ergodicky, resp. mizujici ve smyslu
ergodické teorie prave tehdy, kdyzZ je Y ergodicky, resp. mizugici ve smyslu ergo-

dické teorie.

Diikaz. Jelikoz je role X a Y zaménitelné, staci, dokazu-li jednu z implikaci.
Necht je tedy X ergodicky a necht je Z o-algebra s.j. invariantnich mnozin X.
Oznacme J o-albegru s.j. invariantnich mnozin Y. Vezméme A € J. Ajeiv Z,

nebot

P(IXe€eAAXeT''A)=P(X € AAT'A)
=PYe€eAAT'A)=P(Y e AJA[Y € T "A]) =0.

Proto plati P(Y € A) = P(X € A) € {0,1} a Y je ergodicky.
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Necht je nyni X mixujici ve smyslu ergodické teorie. Vezméme A, B € IB%(]RZ)
n—oo

a pocitejme P(Y € ANT"B) = P(X € ANT"B) —— 0. Proto je Y mixujici

ve smyslu ergodické teorie. Q.E.D.

Tvrzeni 3.6. Necht je X = (Xi)rez silné staciondrni ndhodny proces. X je
maixujict ve smyslu ergodické teorie prave tehdy, kdyz pro kazZdou volbu celyjch cisel
I <m ar<s akaZdou volbu mnozin A; € B(R), i =1,...,m a B; € B(R), j =
ry...,S plati

lim P(X; € A, Xy, €Bj, i=1,....m,j=r,...,s)

n—o0

:P(XZEAZ, i:l,...,m)P(XjEBj, j:T,...,S).

(Bradley, 2007, 2.8 Proposition, str. 51)
Oproti Bradleymu doplhujeme rfadny prechod k Y s vyuzitim Véty 1.1 na str. 4.
Zbytek dikazu doslovné piebirame (tj. vSe kromé prvni véty druhého odstavce

a posledni véty).

Drikaz. Pokud je X mixujici ve smyslu ergodické teorie, je zifejmé tvrzeni splnéno
jako speciélni pfipad podminky (15). Staéi tedy dokazat opa¢nou implikaci.

Necht je Y ndhodny proces odpovidajici procesu X podle Véty 1.1. Zvolme
C, D € B(R?). Podle Poznamky 3.3 musime dokazat, ze lim,, o, P(CNT D) =
P(C) P(D). Bude stagcit, ukazeme-li, Zze pro libovolné € > 0 plati

limsup |P(CNT"D) — P(C)P(D)| <« (16)

n—o0

Podle Poznamky E.3 na str. 55 mitizeme zvolit ¢t < v € Na Cy,D; € F}
spliwjici P(C1 A C) < ga P(D; A D) <.
Mnozinam, které lze vyjadrit jako

i=t
kde A; € B(R), i =t,...,u, budeme dale fikat (¢, u)-obdélniky.
Podle Tvrzeni E.4 na str. 55 existuji ¢isla v,w € N a mnoziny Cy = |J;_, G;

a Do = J;_, H; spliujici

(i) Gy, i=1,...,v jsou po dvou disjunktni (¢, u)-obdélniky:;
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(ii) H;, j=1,...,w jsou po dvou disjunktni (¢, u)-obdélniky;

(iii) P(Do A Dy) <%, P(Co A CY) <

€. €.
] ]

(iv) pro dana i a j se mohou obdélniky G; a H; piekryvat;
Podle Véty C.2(ib,iva) na str. 47 je

P(Cy AC) < P(Cy A Cy) + P(CLAC) <

OOI(‘V)
OOI(‘V)

podobné P(Dy A D) < £.
Podle Veéty C.2(iii) plati pro kazdé n € N

|P(ConT "Dy) — P(CNT"D)| < P((ConT "Dy) A (CNT D))
< P(C A Co)+P(T "Dy AT "D) = P(C A Cp)+ P(T""(Dy A D))
g g

+o=2. (17

g
= < -
P(C D Co)+ P(DyAD) < S+ =2

Dale plati

|P(Co) P(Do) = P(C) P(D)]
= [P(Co) P(Do) — P(Co) P(D) — [P(C) P(D) — P(Cy) P(D)]|
< [P(Co) P(Do) = P(Co) P(D)| + |P(C) P(D) = P(Co) P(D)]
< P(Co) |P(Do) = P(D)| + P(D)|P(C) = P(Cy)

< P(Dy AD)+P(Cy AC)< . (18)

<
5

Pro kazdé n € N plati T7"Dy = |J;_, T~"H;. Proto lze psat

|P(ConNT~"Dy) — P(Cy) P(Dy)| = iéﬁéU%GﬂﬁT7ﬂﬁ)
— P(G;) P(T™"H;)]| < ZZ |P(G;NT"H;) — P(G;) P(T""H;)|. (19)

Podle piedpokladi plati |P(G; N T~"H;) — P(G;) P(T~"H;)| “=>% 0, pro
kazdé i = 1,...,vaj = 1,...,t. Podle (19) tedy plati i |P(Co N T "Dy) —
P(Cy) P(Dy)| == 0, z ¢ehoz diky (17) a (18) plyne (16) a proto je ¥ mixu-
jici ve smyslu ergodické teorie. Protoze X ma stejné rozdéleni jako Y, je podle

Tvrzeni 3.5 také mixujici ve smyslu ergodické teorie. Q.E.D.
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Disledek 3.7. Necht je X = (Xy)rez silné staciondrni nahodny proces. Pokud
je X a-mizugict, je i mizujici ve smyslu ergodické teorie. (Bradley, 2007, str. 51)

Podévame pivodni dikaz. Bradley dusledek povazuje za ziejmy.
Diikaz. Ukazi, ze X spliuje podminku z Tvrzeni 3.6. X je a-mixujici a tedy plati

lim sup sup |P(ANB)— P(A)P(B)|=0.
n—00 Lc7 Ae]_-ﬁoo

Be}',gfrn

To ovSem rovnéz znamené, ze je splnéno

lim |P(ANB) — P(A)P(B)|=0, Vk, VAc F*

—0o0)
n—oo

Be Fx,. (20)

Zvolme | < m ar < s. Necht je [ € N takové, ze m < [ + r. Zvolme mnoziny
A, €B(R),i=1,...,maB; € B(R), j=r,...,s. Pak pron € N plati _,[X; €
Al € F C€ Frga (N [ Xinsy € Byl € FIYS, © Fodeye Pro volbu k = m

dostavame jako specialni pripad (20)

111’I1|P<XZ€AZ, i:l,...,m, Xl+n+j€Bj7 jI’T’,...,S>

n—o0

—P(XZEAZ, ’i:l,...,m)P(XlJrnJrjEBj, jIT,...,S)‘:O;

ze stacionarity plyne P(Xjiny; € Bj, j=71,...,5) =P(X; € Bj, j=71,...,5).
Proto P(X; € Ai, @ = 1,...,m)P(Xiyns; € Bj, j = r,...,s) nezavisi na n
a existuje tak limita prvniho vyrazu v absolutni hodnoté, navic mizeme prejit
od limity podle n k posunuté limité podle n + [ a preznacit n := n + [. Mame

proto

lim P(X; €A, i=1,....m, X,1;€B,, j=r...,9)

n—o0

:P<XZ€AZ, Z:l,,m)P(X] GB], j:’f’,...78),
coz uz je podminka Tvrzeni 3.6. Q.E.D.

Tvrzeni 3.8. Budte X = (Xj)rez ndhodny proces a g: RZ —s R borelovskd
funkce. Definujme Y = (Yi)rez predpisem slozek Y, = g(T*X), k € 7Z.

(i) Je-li X silné staciondrni, je silné staciondrni i Y .
(i1) Je-li X silné staciondrni a ergodické, je 1Y silné staciondrni a ergodické.
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(111) Je-li X silné staciondrni a mizujici ve smyslu ergodické teorie, je 1 Y silné
stactondrni a mizujici ve smyslu ergodické teorie.

(Bradley, 2007, 2.10 Proposition, str. 54)

Diikaz prebirdme z Bradleyho.

Diikaz. V dikazu budeme pouzivat specialni znaceni:

(( . 7x—17$0)’ (xlax?a . )) =T = ($k)k627

tj. vektor, na jehoz k-té pozici je xy.
Definujme funkci h: R* — RZ piedpisem slozek hy(x) = g(T%z). Snadno se

oveéri, ze h je borelovska funkce. Pro kazdé z € ]B%(RZ) a j € Z mame

Toh(x) = T7((. .., ho(x)), (ha(x),...)) = ((-. ., hi(2)), (hja (), ... )
= ((...,9(T"2)), (9(TTx), g(T*Tx),...)) = h(T’z).

Proto také dale pro kazdé B € B(RZ) a j € Z plati

h"'(T’B) = {w € R, T 7h(w) € B} = {w € R, T 7w) € B}

={we R T 7/weh'B}=Th"(B).

Nyni uz muzeme pfistoupit k ditkaztim jednotlivych ¢ésti tvrzeni.

(1). Necht je X silné stacionarni. Pro A € B(RZ) pocitejme

P(Y € T7'A) = P(W(X) € T'A) = P(X € h"(T'A))
= P(X € T'h'(A)) = P(X € h™'(A)) = P(Y € A),

protoze h™'A € ]B%(RZ) diky borelovskosti h. Y je tedy silné stacionarni.
(ii). Necht je X silné stacionarni a ergodické. Y je silné stacionarni podle (i).
Oznacme Z o-algebru s.j. invariantnich mnozin X a J o-algebru s.j. invariantnich

mnozin Y. Uvazujme A € J. Pouzitim podobnych tprav jako v (i) dostavame

0=P(Y € A|A[Y € T7A]) = P(IX € h ' (A)] A [X € h (T A)])
— P([X € B (A)] A [X € TR (A))).

19



Plati tedy h™'A € 7 a proto je P(Y € A) = P(X € h™'A) € {0, 1}. Ovérili jsme,
ze je Y ergodické.

(iii). Necht je X silné stacionarni a mixujici ve smyslu ergodické teorie. Podle
(i) je Y silné stacionarni. Uvazujme A, B € B(R?) a pocitejme

lim P(Y € ANT"B) = lim P(X € " (ANT™"B)) = lim P(X € h™'(A)

n—oo n—oo n—oo

N~ (T"B)) = lim P(X € h™"(A) N T "h~"(B)) =0,

n—oo
nebot diky méfitelnosti i je h™'(A) € B(R*) a h™'(B) € B(R”). Ov&rili jsme
podminku z Definice 3.2. Y tedy je mixujici ve smyslu ergodické teorie. Q.E.D.
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4 Procesy se spocetnou mnozinou stavi

Spocetnou mnozinou budeme mit na mysli mnozinu, jejiz mohutnost je mensi
nez, nebo stejna jako mohutnost mnoziny pfirozenych ¢isel. Omezime-li se na pro-
cesy nad spocetnymi mnozinami, umozni nam to podstatné zjednodusit vypocet
¢asteénych koeficientti mixingu. Atomy a atomicitu definujeme podle Bradleyho
(2007, 0.7 Notations, str. 8).

Jev A € F spliwjici P(A) > 0 nazveme atomem? jestlize VB C A: P(B) = 0,
nebo P(B) = P(A). Necht je G C F o-algebra nad mnozinou stava I' C Q. G
nazveme atomickou, pokud existuje M = {M;, My, ...} spo¢etnd mnozina atomu
nalezejicich do G takova, ze atomy z M jsou po dvou skoro jisté disjunktni (t;.
M;NM; =0, i # j) a dohromady skoro jisté pokryvaji cely prostor, tj. |JM =T.

Takovou mnozinu M budeme nazyvat rozkladem G na atomy.

Pozorovani 4.1. Necht je G atomickd o-algebra nad I' s rozkladem na atomy

M = {Mi, M,,...}. Pak plati:

(i) Pro kazdy jev C' € G existuje S C N tak, ze plati C' = |
S={ieN: M; CC}.

ies M. Staci polozit

(ii) Plati o(M) = G. Ziejmé je (M) C G. Naopak pro kazdou mnozinu A € G

existuje podle piedeslého bodu S € N: A = J,.¢ M; € o(M).

(i) Plati
o(M) = {UMZ’ S C N} .
€S
Pro viechna S C N je |J,c¢ M; € o(M), nebot o(M) je o-algebra. Mnozina

na pravé strané rovnosti je o-algebra, z ¢ehoz uz pozorovani plyne.

iv) Vizdy existuje mnozina M’ = {M;j, M), ...} stejné mohutnosti jako M tvo-
y J 15 49 ) J
fici rozklad G na atomy, tj. M’ je tvoiena po dvou disjunktnimi atomy,
které pokryvaji celé G (ve smyslu G = | J M) a navic splhuji M; = M], Vi.

Pro kazdou atomickou o-algebru tedy existuje disjunktni rozklad na atomy.

5 Atomicita jevii zavisi i na pravdépodobnostnim prostoru. Omezujeme se viak pouze na
jediny dostate¢né bohaty pravdépodobnostni prostor, a tak ml¢ky predpokladéame, ze se vidy

jedna o atomicitu vzhledem k prostoru (Q, F, P).
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Ziskame ho tak, ze polozime M} = My \ My, Mj = M3\ (M U M), ...,
= M, \ U= M;, .. .; nakonec polozime M| = M, U{JG \ U M.
(Bradley, 2007, 0.7 Notations, str. 8)
Tvrzeni 4.2. Necht jsou A a B atomické o-algebry. Oznacme A; disjunktni roz-
klad A na atomy a podobné B; disjunktni rozklad B na atomy (diky atomicité je

atomi pouze spocetné mnoho), lze pocitat

I A7 B) = o' Aia B; 3

(i) oA, B) = sup ZESZJETC (4:. B;)

(ii) #(A, B) = supsup |cs(A;, B)| = sup Z lco(Aiy Byl
BeB ieN

(iii) P(A, B) = sup |ey(Ai, By)l -
ijEN

(Bradley, 2007, 3.21 Proposition, str. 88)
Bradleyho diikaz je strohy. Dopliujeme ho.

Proto je podle Definice 2.1 na str. 6 a Tvrzeni 2.6(111) na str. 8

: (QA“B>
(Yrye)

1€S JjeET

A(A, B) = sup sup

SCN BeB

(21)

= sup (22)

S, TCN

(i). Podle Pozorovani 4.1 (iv) mtuzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,

ze vSechny rozklady na atomy jsou disjunktni. Necht S C N a B € B. Pak

Ca (iLEJSAi,B> =P (g@AimB> —P (LEJSA> P(B

Rozklad A; je disjunktni, a proto jsou i mnoziny A; N B disjunktni; plati tedy
P (UAZ- ﬂB) - P (UAZ) P(B)=> P(ANB)-> P(A
i€s i€s ieS ieS

=> (P(A;NB) = P(A;) P(B)) = Y _ca(A;, B).

€S €S

Co je vBak symetrickd (Poznamka 2.2 na str. 6), a proto je pro 7" C N podle jiz
dokazané ¢asti

an (AZ, U Bj> = an (U Bj,Ai> = an(B Az) = an(Ai,Bj).

€S JeET €S JET JeET i€S
€S JjeET
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Odtud jiz tvrzeni snadno plyne podle (22).
(ii). Necht S C N, B € B. Ziejmé plati
lco(A;, B)| <sup|cy(Ap, B)|, VieS.
i'esS

Podle Disledku D.2(iv) na str. 49 plati® |, (U,cg 4i B)| < sup;eg co(As, B)|.

ies
Suprema se pritom nabyva napf. tehdy, je-li A atom. Podle (21) piSme
(A, B) = sup sup sup |c(A;, B)| = sup sup |cy(4;, B)| .
SCN BeB ieS BEB ieN
Prvni rovnost je tak dokézana.

Zbyva jesté dokazat druhou rovnost. Vsimnéme si, ze pro kazdy jev B =
U,er B; plati podobné jako v dikazu (i) diky tomu, Ze je rozklad disjunktni
cy(Ai, B) = 3 icr co(Ai, By). Take plati 3, cs(A;, B;) = 0. Podle Pozndmky F.1
na str. 57 plati koneéné i druha rovnost v (ii).

(iii). Necht T, S C N. Ziejmé plati

ley(Ai, Bj)| < sup  |ey(Aw, By)|, Vie S, jeT.
€S, /€T
Podle Véty D.3 (iv) plati”

Cy (U AU B])

i€A  jeT

< sup fey(Ai, Byl
i€S, jeT

Suprema se pfitom nabyva, napf. kdyz jsou A a B atomy. Podle (22) pak muzeme
psat
(A, B) = sup sup |[cy(A;, Bj)| = sup |ey(4;, By)l.

S, TCN4€S, jeT i,jEN

Q.E.D.

Poznamka 4.3. Prvni rovnost (ii) Tvrzeni 4.2 plati i v piipadé, kdy je atomicka
pouze A. Atomicita B se v dikazu prvni nerovnosti (ii) nijak nevyuziva.

(Bradley, 2007, Remark, str. 88)

Poznamka 4.4. Pokud je proces ve Tvrzeni 4.2 oboustranny a silné stacionérni,

lze ve vypo&tu sup, vypustit a pocitat tak koeficient pouze z atomt mnozin F°__

a F°.

bvolim ¢ = sup; ¢ g |cy(Air, B)|
7volim Cc = supi/E& j'eT |C,¢,(A,L/,B]/)|
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5 Markovské retézce

Pro markovské tetézce plati nékolik klicovych tvrzeni. Diky nim je vypocet Cas-

tecnych koeficientii mixingu velice zjednoduSen ve smyslu Véty 5.5.

5.1 Markovské trojice

Vyklad ptebirdme z Bradleyho. Nékteré vlastnosti tedy vylozime v nalezité obec-

nosti pro markovské trojice.

Definice 5.1. Necht jsou A, B,C C F o-algebry. Rekneme, 7e (A, B,C) je mar-

kovska trojice, jestlize plati néktera z podminek
(i) YVC e C: P(C|AV B) = P(C|B);
(ii) VA € A: P(A|CV B) = P(A|B);

(iii) VAe A,C eC: P(ANC|B) = P(A|B) P(C|B).
(Bradley, 2007, Definition 7.1, str. 205)

Véta 5.2. Podminky v Definici 5.1 jsou ekvivalentnyi.
(Billingsley, 1995, Excercise 34.11, str. 456)

Podévame pivodni diukaz.

Diikaz. Vechny rovnosti v diikazu jsou rovnostmi s.j.

(i)«<=(iii). Upravme
P(ANC|B) = E[lanc|B| = E[E[141c|AV B} |5
= E[LaE[lc[AV B |B] = E[1.P(C|AV B)|B],

kde jsme ve tfeti rovnosti pouzili, ze 14 je A-méfitelna a tedy je jisté i AV B-

métitelna. Upravme jesté
P(A|B) P(C|B) = E[14|B] E[1¢|B] = E[14E[1c|B] |B] = E[14P(C|B)|B],
kde jsme ve druhé rovnosti pouzili, ze P(C|B) je B-méfitelna. Kone¢né pocitejme

E[P(ANC|B)—P(A|B) P(C|B)| = E[E[L4P(C|AV B)|B] — E[L4P(C|B)|B]|
= E|E[14[P(C|AV B) — P(C|B)]|B]| < EE[|14[P(C|AV B) — P(C|B)]| |B]

:E1A|P(C|AVB)—P(C|B)|:/ \P(CIAV B) — P(C|B)|dP. (23)
A
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Pokud nyni plati (i), jisté [, [P(C|AV B) — P(C|B)| = 0, VA € A a podle
(23) rovnéz E|P(ANC|B) — P(A|B) P(C|B)] = 0, VA € A coz je to samé,
jako (iii). Opaé¢né pokud plati (iii), plati podle (23) pro vSsechna A € A také
J4|P(C|AV B) — P(C|B)|dP = 0, polozme A = Q a obdrzime [|P(C|AV B) —
P(C|B)|dP = 0, coz je to samé, jako (i).

(ii)«<=>(iii) se dokaze analogicky. Q.E.D.

Véta 5.3. Necht je (A, B,C) markovskd trojice. Pak pro X\ € {«a, ¢, ¢, 1} plati
(i) M(AV B,C) = \(B,C).
(1)) M(A, BV C) = \A,B). (Bradley, 2007, Theorem 7.2, str. 205)
Diikaz je puvodni.

Diikaz. Tvrzeni musime dokézat pro konkrétni koeficienty zvlast.
(ax). Staci dokézat (i), nebot « je symetricky. Podle Tvrzeni 2.9(i) na str. 11
je
1
a(AV B,C) =sup QE |P(C|AV B) — P(C)|
ceC

1
=sup —E |P(C|B) — P(C)| = a(B,C).
cec 2

(¢). (1) Podle Tvrzeni 2.9(ii) je

¢(AV B,C) = %122 esssup|P(C|AV B) — P(C)|
= supesssup |P(C|B) — P(C)| = ¢(B,C).
ceC
(i1) Dikaz je komplikovany a vyzadoval by vyloZeni dalsi teorie presahujici rozsah
prace, proto dikaz nepodéavame. Dikaz podava Bradley (2007, str. 205).
(v). Opét staci dokazat (i), nebot ¢ je symetricky. Podle Tvrzeni 2.9(iii) je

Y(AV B,C) = i}gc) ess sup W — 1’
P(C)>0
= i}gg ess sup ’Pjé%'l? - 1' =(B,C).
P(C)>0

(¢). Protoze podle Definice 2.1 na str. 6 plati ¢/ (A, B) = ¢(B,.A) bylo tvrzeni
o ¢’ ziejmé jiz dokazano v ¢asti (¢). Q.E.D.
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5.2 Stacionarni markovské retézce

Definice 5.4. Oboustranny markovsky fetézec s mnozinou stavi S, ktera musi
byt spocetnd, je ndhodny proces X = (Xp)rez, Upez Xk(©2) = S s tzv. markov-

skou vlastnosti®
P(Xp1=7|Xe =10, X510 =11y, Xpepp = 1) = P(Xpy1 = §| Xk = 1),
pro vSechnan € Nk € Z, 1,j,11,...,1, € S, pro ktera je splnéno
P(Xy=14,Xk1=11,..., Xp—p = 1p) > 0.

Pro silné stacionarni markovsky tetézec X = (Xg)rez, Prip. X = (Xp)nen
ozna¢me pravdépodobnosti pfechodu po n krocich p;;(n) = P(X,41 = j| X1 =1),
pij = pij(1) a stacionarni rozdéleni 7; = P(X; = j); v8e pro ¢,j € S, n € N.

Periodu stavu i definujeme jako
d; = sup{d € N; p;;(n) = 0, pro vSechna n nedélitelna d}.

O stavu ¢ fekneme, ze je periodicky, je-li d; > 1. Markovsky fetézec nazveme
aperiodickym, jestlize neméa zadny periodicky stav. Markovsky fetézec nazveme

nerozloZitelnym, jestlize pro vSechny stavy ¢ a j spliuje
Vng € N 3an > ng: p;;(n) > 0.

Na markovské Tetézce se prenaseji vlastnosti markovskych trojic. Podle Tvr-

zeni B.2 na str. 44 je totiz (FF_!, Fy, F2,) markovska trojice pro kazdé k € Z.

Véta 5.5. Necht je X = (Xy)rez markovsky tetézec. Pak pro n € N, k €
Z a X € {a¢ ¢ 0} plati NFF o, F2,) = MFk, Fiin). Specidlné je N, =
suPgez M Fres Frtn)- (Bradley, 2007, Theorem 7.3, str. 206)

Diikaz. Necht nejprve A € {a, ¢, 1} Podle Tvrzeni B.2 na str. 44 a podle Véty 5.3

muzeme psat

)\<FEOO"F/?<OHL> = A(‘Fﬁoov FkJrn v Fl:inJrl) = )\(.FEOO, FkJrn)
= NF¥ LV Fioy Fisn) = MFr Fusr)-

8Pro piesnéjsi a Gplnéjsi definici markovského Fetézce viz Kemeny et al. (1976, denumerable

Markov process, str. 79).
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Tim je prvni ¢ast tvrzeni pro A € {«, ¢, ¥} dokdzana. Pro A = ¢’ se prvni ¢ast
tvrzeni dokaze analogicky, pouze se navic vyuZzije Pozndmka B.1 na str. 44. Podle

Definice 2.1 na str. 6 snadno plyne i druha ¢ast tvrzeni. Q.E.D.

Poznamka 5.6. Pro striktné stacionarni markovsky retézec X = (Xj)gez lze
SUpgez DI vypoctu A, ve Vété 5.5 vynechat, tj. plati A, = AN(Fr, Frin), A €
{a,0,¢', 1}, kde muzeme k € Z zvolit libovolné.
Zvolme | € Z. Diky stacionarité maji T'X a T*X stejna rozdéleni. Podle
Poznédmky 2.3 na str. 7 a Tvrzeni 2.4 na str. 7 plati
MFi, Fran) = sup |ex(X; € C, X4, € D)|
C,DEB(R)

= sup |C)\<Xk € C, Xk+n € D)‘ = )\(.Fk,karn)
C,DEB(R)

Podle Véty 5.5 pak konetné A, = sup;cy AN Fi, Fiin) = MFr, Frogn)-
Véta 5.7. V nerozloZitelném aperiodickém markovském tetézci X pro kazZdéi € S
plati lim,, o |pij(n) — w5l = 0,Vj € S a limy 00 D jeg pij(n) — ;) = 0.
(Bradley, 2007, 7.6 Background Theorem, str. 212)
Prvni ¢ast je specidlnim piipadem véty Theorem 6-38, Kemeny et al. (1976,

str. 153). Druhou ¢ast dokazuje Bradley.

Véta 5.8. Bud X = (Xy)kez silné staciondrni markovsky Fetézec. Pak jsou nd-

sledugici vyroky ekvivalentnt
(i) X je nerozloZitelny a aperiodickyj.
(i1) X je mizujici ve smyslu ergodické teorie.
(111) X je a-mizugict. (Bradley, 2007, 7.7 Theorem, str. 212)

Dopliujeme prihlednéjsi vysvétleni toho, pro¢ lze bez tjmy na obecnosti
predpkladat, ze je splnéno s > 0 pro vSechna s € S. Dikaz implikace (ii)=>(i)
doslovné piebirame z Bradleyho. Dikaz implikace (i)=-(iii) je pozménénim Brad-

v

leyho diikazu silnéjsi implikace, kterou jsme z tvrzeni vypustili.
Diikaz. Oznacme S' = {s € S; s > 0} a Sop =5\ 5. Zvolme sy € S. Definuji

S50, X, (w) € So;
Yow) =14 " () € 5

X,(w), jinak.
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Plati

P(X#Y)=P(X, €S, In)=P (U[Xn S SO]> < P(X, € 8) =0,

neN neN
podle konstrukce mnoziny Sy. Proto je X = Y. X spliwje (i), resp. (ii), resp.
(iii) pravé tehdy, kdyz Y spliuje (i), resp. (ii), resp. (iii) (podle Tvrzeni 2.6(iii)
na str. 8 a Poznamky 3.5 na str. 15). Bez jmy na obecnosti miizeme tedy dale
predpokladat, Ze je splnéno 7, > 0 pro vSechna s € S.
Implikace (iii) = (ii) jiz byla dokézana jako Disledek 3.7 na str. 18.
(ii) = (i). Budte s,t € S. Z (ii) plyne

lim 7mypg(n) = lim P(X, =t, Xo=s) =msm > 0.

n—o0 n—oo

Pro vS8echna dostatecné velika n tedy plati
psi(n) > 0. (24)

Tento vysledek nezavisi na s a t. Markovsky fetézec je tedy nerozlozitelny.
Predpokladejme pro spor, ze je Fetézec periodicky s periodou d > 1. Necht je
s € S. Stav s ma nyni periodu d a proto pss(n) = 0 pro vSechna n € N nedélitelna
d. To je vSak spor s (24). Retézec je tedy aperiodicky.
(i) = (iii). Podle Véty 5.7 pro kazdé i € S plati
lim 7; > Ipij(n) = = 0.
jes

Pro kazdé i € S také plati

i Z |pij(n) — ;] < m; Z |pij(n) + ;| = 2m;.

j€S j€S
Dale plati ). ¢ 27 = 2 < 00 a podle Lebesgueovy véty plati
lim Y m Y Apy(n) —mjl =) lim m )y |pij(n) —m) = 0. (25)
€S jes ieS j€s

Podle Véty 5.5 a Poznamky 5.6 je a,, = a(Fo, Fn). 0(Xy) je atomicka pro

vechna k € Z a jejimi veSkerymi atomy jsou jevy [ X = j], j € S, proto je podle
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Tvrzeni 4.2 na str. 22

a(Fo, Fn) = sup ZCQ(XO =i, X, =J)| < sup Z|CQ(X0 =i, X, =7J)|

T.RCS et T.RCS er
jER JER
< 3 fealXo = i, X = )] = SO IP(X = . Xo = i)~ P(X, = ) P(Xo = i)
ijes ijes
=) P(Xo=i)|P(X, = j|Xo = i)—P(X,, = j)| = > _ 7 pi(n)— ;| 7:)—50% 0.
ijes ijes (25)
Q.E.D

Tvrzeni 5.9. Bud X = (Xy)kez staciondrni markovsky Fetézec. Pak je X ergo-
dicky pravé tehdy, kdyz je nerozloZitelny. (Billingsley, 1965, str. 31)
Diikaz podava Billingsley.

5.2.1 Stacionarni markovské retézce nad kone¢nymi abecedami

Véta 5.10. Bud X = (Xi)kez silné staciondrni markovsky retézec nad konecnou
abecedou S. Je-li X a-mizugici, je uz i y-mizugici.
(Bradley, 2007, 7.14 Theorem, str. 220)

Diikaz doslovné piebirame z Bradleyho.

Diikaz. Stejné jako v dikazu Véty 5.8 mizeme bez ijmy na obecnosti predpokla-

dat, ze s > 0, Vs € §. X je a-mixujici a proto pro vSechna s,t € S plati

lim |P(Xy=s,X,=1t) — mym| < lim a, = 0;

n—00 n—00
protoze mymy > 0 plati take

P(XOZS,Xn:t)

TsTg

n—oo

-1 0.

Podle Véty 5.5 a Poznamky 5.6 staci je 1, = 1(Fo, Fn). o-algebra F, je navic
atomicka pro viechna n € N. Jejimi atomy jsou [X,, = s], s € S. Podle Tvrzeni 4.2
na str. 22 tedy plati o (Fo, Fn) = sup, ;e |cy(Xo = s, X, = t]. JelikoZ je mnozina
S konecna, suprema se nabyva a plati

¥, = sup (Xo =5, ) _ 1| =30
s,teS TsT

Q.E.D.
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6 Tridy mixujicich procest

Disledek 6.1.
(i) -mizing implikuje ¢-mizing.
(i1) ¢-mizing implikuje c-mizing.
(11i) c-mizing implikuje mizing ve smyslu ergodické teorie.
(iv) Mizing ve smyslu ergodické teorie implikuje ergodicitu.
Diikaz. Necht je X = (X})rez ndhodny proces.
K dikazu (i) a (i) musime dokézat

lim ¢, =0 = lim ¢, =0 = lim «, = 0. (26)
n—oo

n—o0 n—o0

Prepisme Tvrzeni 2.7 na str. 10 pro castecné koeficienty mixingu procesu X;
prechod k supremu a limitni pfechod n — oo nerovnosti nezméni a tedy pro
kazdé n € N plati 41lim,, o ap, < 21imy, 00 ¢ < limy, 00 Py, 2 Eehoz plyne (26).

(iii) je Dusledkem 3.7 na str. 18 a (iv) je Tvrzenim 3.4 na str. 15. Q.E.D.

Zatim vSak neni zfejmé, zdali jsou implikace, které popisuje Disledek 6.1
ekvivalencemi, ¢i nikoliv. Tim se dostavame k jadru prace. Nésledujici priklady
vybrané z literatury dohromady s jiz vylozenym materialem ukazi, ze v pripadé
obecnych nahodnych procesii jsou ergodicita, mixing ve smyslu ergodické teorie,
a-, ¢- 1 Y-mixing po dvou neekvivalentni; pokud uvazujeme markovské fetézce
nad nekonecnou mnozinou stavi, pak zacne byt mixing ve smyslu ergodické te-
orie ekvivalentni s a-mixingem; pokud se omezime na markovské fetézce nad
kone¢nymi abecedami jsou mixing ve smyslu ergodické teorie, a-, ¢- i ¥-mixing

ekvivalentni.

6.1 Markovské retézce nad konecnymi abecedami

Pro stacionarni markovské ftetézce nad konenymi abecedami jsou mixing ve
smyslu ergodické teorie, a-, ¢- a ¥-mixing ekvivalentni. Kazdy markovsky feté-
zec nad konecnou abecedou, ktery je mixujici ve smyslu ergodické teorie je podle

Véty 5.8 na str. 27 a-mixujici. Véta 5.10 na str. 29 ik, zZe a-mixujici markovsky
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fetézec nad konecnou abecedou je uz i ¥-mixujici. Podle Dusledku 6.1 je vSak
také ¢-mixujici. Kazdy fetézec mixujici ve smyslu ergodické teorie je tedy a-, ¢-
i ¢-mixujici. Necht je naopak né&jaky markovsky retézec nad konecnou abecedou
a-, ¢-, nebo -mixujici. Pak je podle Disledku 3.7 na str. 18 uz mixujici ve smyslu
ergodické teorie a podle predeslé diskuse je i a-, ¢- a Y-mixujici.

Néasledujici Piiklad 1 ukaze, ze Siroka skupina ergodickych markovskych te-
tézcu (a tedy i Fetézct nad koneénymi abecedami) neni mixujici ve smyslu ergo-
dické teorie. Mixing ve smyslu ergodické teorie tedy neni ekvivalentni s ergodici-

tou.

Priklad 1. Bud X = (Xj)kez nerozlozitelny stacionarni markovsky retézec spl-
nujici (1) na str. 4. Necht ¢ € Sal < d € N a necht p;(n) = 0 pro vSechna n
nedélitelna d; X méa tedy alespon jeden periodicky stav i s periodou alespon d.

Necht navic X spliuje technickou podminku
Ji)rgopii(dn)ﬂi =0>0. (27)
Tvrzeni 6.2. X neni mizujici ve smyslu ergodické teorie.
Diikaz. Oznatme A = {w € B(R%);wy = i}, a,, = [Y € ANT"A] a pocitejme
a, = P(Yo =1,Y, =1i) = pu(n)m.

Podle predpokladu plati lim,, o a¢g,—1 = 0, nebot dn — 1 neni délitelné d a po-
dobné lim,, , a4, = 6 > 0 diky podmince (27). Limity vybranych posloupnosti
z a, se lis{ a tedy nemuze existovat lim, . a,. X tedy nespliiuje podminku De-

finice 3.2 na str. 14. Q.E.D.

X je ergodicky podle Tvrzeni 5.9 na str. 29.

Pozadavky Prikladu 1 spliiuje napt. konkrétni periodicky fetézec Z = (Zy)rez
se stavy {0, 1,2} s pravdépodobnostmi prechodu p1s = p, p1o=1—p =4, pn =
p21 = 1, pro néjaké 0 < p < 1. Pravdépodobnosti pfechodu jsme znazornili na
Nécrtu 1.

Retézec je zfejmé stacionarni a nerozlozitelny. Stav 1 je jisté periodicky s pe-
riodou 2, také pro v8echna n € N splije p11(2n) = 1, p11(2n — 1) = 0. Je
snadné spocitat stacionarni rozdéleni: my = %q, T o= %, Ty = %p. Také plati

lim,, o0 p11(2n)7 = % > 0.
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Nac¢rt 1: Pravdépodobnosti prechodu fetézce Z.

6.2 Markovské retézce nad nekonecnymi mnozinami

Pro stacionarni markovské fetézce nad (spocetnymi) nekoneénymi mnozinami je
situace zajimavéjsi. Podle Véty 5.8 na str. 27 je ekvivalentni mixing ve smyslu
ergodické teorie a a-mixing.

7 Prikladu 1 vime, Ze existuji ergodické markovské fetézce, které nejsou mi-
xujici ve smyslu ergodické teorie, proto neni ergodicita ekvivalentni s mixingem
ve smyslu ergodické teorie.

Déle na prikladech ukédZzeme, Ze a-mixujici markovsky retézec nemusi byt ¢-
mixujici a také, zZe ¢-mixujici markovsky fetézec nemusi byt -mixujici. Prekva-

pivé nam postaci priklad jednoho procesu a jeho prevraceni.

Pozorovani 6.3. Predpokladejme, 7ze X = (Xj)rez je piikladem procesu, ktery

je ¢-mixujici, ale neni ¢’-mixujici a ze Y je jeho pfevracenim jako ve (2).

(i) Pak je X piikladem procesu, ktery je ¢-mixujici, ale neni ¢-mixujici. Kdyby
totiz byl X w-mixujici, platilo by podle Poznamky 2.2 na str. 6 ¢, (X) =
U (Y) — 0; Y by tedy byl také ¥-mixujici; proto by byl podle Dusledku 6.1
také ¢-mixujici a tedy opét podle Pozndmky 2.2 a trividlniho pozorovani,
a sice, ze X je prevracenim Y, by byl X ¢'-mixujici, coz by byl spor s pred-
pokladem.

(ii) Proces Y je prikladem a-mixujictho procesu, ktery neni ¢-mixujici. X je
a-mixujici diky Dusledku 6.1. Podle Poznamky 2.2 je Y také a-mixujici.
Y v8ak zfejmé neni ¢-mixujici, nebot X neni ¢’-mixujici a ¢/, (X) = ¢,(Y)

opét podle Poznamky 2.2.

Vylozime piiklad stacionarnitho markovského fetézce, ktery je ¢-mixujici a neni

¢'-mixujici (Pfiklad 2).
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Priklady rtzné mixujicich markovskych retézcii jsou k nalezeni napt. v ¢lanku
Kesten & O’Brien (1976). Uvadime piiklad podle Kestena & O’Briena (1976) na
str. 414. Ptiklad opravuji po Billingsley (1968, str. 166) tak, jak to udélali Blum
et al. (1963). Prakticky stejny piiklad také na str. 216 a 217 analyzuje Bradley

(2007). Tvrzeni, u nichz neni uvedeno jinak, jsou ptuvodni.

Priklad 2 (The House of Cards®). Bud 0 < p <1, 0 < ¢ <1, p+qg=1
a X = (Xy)gez stacionarni markovsky fetézec s mnozinou stavi S = N U {0},

s pravdépodobnostmi prechodu'®

Pio =4, Diiv1 =D, pij =0,7 ¢ {0,i+1}, Vi € S. (28)

Proces jsme znazornili na Nacrtu 2.

Néacrt 2: Pravdépodobnosti prechodu markovského fetézce X

Stacionarni rozdéleni 7 fetézce X je
m=PX,=1)=q', i€S, ke (29)

vvs v s oo :
Snadno se ovéii, ze plati m; = > ° mip;; = pmi_a, tj.

“=p, Vj >0, tj. Ze

Tj—1

m; = p'my Navic z podminky > 7 = 1 ihned plyne, ze my = ¢, ¢imz dostavame

(29).

9Toto oznadeni Bradley neuvadi, je vak b&zné (Chazottes & Redig, 2010, 8.2 House of cards,

str. 16).
10Jak ptiklad podle Kesten & O’Brien (1976), tak analyza Bradleyho (2007) méa pravdépo-

9

dobnosti pfechodu prevné dany p = q = % v piipadé Kesten & O’Brien a p = %, 7= 35

v piipadé Bradley.

33



Tvrzeni 6.4. Nechti € S an € N. Pak plati

(i) pij(n) >0, Vj <n; (i) Piitn(n) =p";
(1it) pi;(n) =0, Vj>n, j#i+n. (v) pi(n) =q.
Diikaz. Predstavujeme si zde markovsky fetézec, jako pohyb po grafu s vrcholy
odpovidajicimi stavim a hranami vedoucimi z kazdého vrcholu ¢ préavé do vrchol
i+1a 0. Zfejmé pak p;;(n) > 0 pravé tehdy, kdyz z ¢ vede do j né&jaky sled délky
n.
(i). Pocitejme

pij(n) = P(X,, = j|Xo=14) > P(X,, = j| X1 =7 —1,..., Xpnj1 = 1,

X ;j=0,X,_j1=0,..., X0 =0,X; =0,X, =1)
= Pio PooPoo * * *Poo Po1 - Pj—1,; > 0.
(n—j)-krat

(ii). Aby se dosahlo i +n nesmi se ani jednou navstivit nula (vyjma toho, kdy
je i = 0, pak se navstivi pouze jednou v ¢ase 0). Z toho tvrzeni plyne.

(iii). Z ¢ do j > n takového, Ze j # i + n nevede sled délky n. Uvédomme
si, ze v Tetézci se lze pohybovat pouze smérem k o jedna vétsim staviim a nebo
k nule. Pokud tedy nevede sled z ¢ do n, pak ani nemtze vést sled z ¢ do j > n.
Pokud v n¢jakém okamziku k navstivime nulu, jsou dosazitelnymi jiz jenom stavy
mensi nez pocet zbyvajicich kroki n — k. n — k je maximalizovano pro k = 1, coz
znamena, ze pokud jdeme do nuly v ¢ase 1, muzeme navstivit nejvyssi stavy oproti
tomu, kdybychom §li do nuly v néjakém jiném case. I tak se lze dostat pouze do
n — 1. n tedy neni z ¢ dosazitelny, pokud navstivime nulu. Pokud naopak nulu
nenavstivime, dostaneme se pouze do ¢ + n a nikam jinam.

(iv). Pro libovolna i a n plati

sz(n) = szm(n - 1)pm0 =4q szm(n - 1) =4(.

meS mesS
Q.E.D.
Tvrzeni 6.5. Nechti € S an € N. Pak plati
> Ipi(n) = w5l = p" = @ = g > (30)
j=0 j=n
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Diikaz. Ziejmé je

> lpuln) ~mil = 3 louw) 751 + el ~ il @D

Podle Tvrzeni 6.4 mame p;;(n) = 0, pro j > n & j # i+n. Podle stejného tvrzeni
je také p;iin(n) = p". Je tedy ziejmé

> Ipi(n) = 75 = piiin(n) = mipal + D> pii(n) — 7l
i=n j=n.ii+n

= |pii+n(n) — Titn| — Tin + Z T = }pn - CJPHn — g+ q Zp] (32)

j=n
Déle indukci podle n dokdzeme, Ze plati

n—1

[pij(n) — ;] = 0. (33)
=0

<.

Pron =1 ma (33) tvar |p,y — mo| = |¢ — ¢| = 0 a rovnost plati.
Necht n > 1 a necht (33) plati pro n — 1, tj. plati

n—2

[pij(n = 1) =m[ =0 (34)
=0

<.

Pocitejme uzitim (28) a Tvrzeni 6.4
n—1
D Ipij(n) = 5] = [pio(n _7TO|+Z|pz] — il =1lg—dl
=0

+ Z > Pim(n—1) py —ap’| = Z [pig—1(n = 1) pj15 = 0|

m

_pZ’p’lj 17’L—1 _qp] 1’_pZ’pz]n_1 _qp]} _pO_O

(34) znadi pouziti indukéniho pfedpokladu. Dikaz (33) je dokoncen.
Konec¢né je nyni jiz snadné pouzit (31) a spojit (32) a (33) do jediného vzorce
a dostat (30). Q.E.D.

Tvrzeni 6.6. X je ¢p-mizujict.
Diikaz. X je stacionarni markovsky fetézec a proto staci podle Véty 5.5 a Po-

znamky 5.6 ovéfit, ze ¢, = ¢(Fo, Fn) = ¢(0(Xo),0(X,)) 2> 0. Mnozinou
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stavii X je S, kterd je spocetna a proto jsou o(Xy) a o(X,,) atomické s mnozinou
atomi S.
Podle Tvrzeni 4.2 je tedy

5 = SUp = Z|P n = j|Xo = 1) — P(X, = j)| = sup - leu

ics 2 ies ies 2 jes

Pro prehlednost nejprve odhadneme

i+n ‘ — gt

sup [p" — qp =p"sup ||1 —qp'| — @p'| < "
ieN ieN
Je dobfe znamo, ze pro p < 1 fada ) ; p’ konverguje, je tedy Cauchyovska a proto

je Zj‘;n p’ — 0. Koneéné z Tvrzeni 6.5 a jiz provedenych vypocti plyne

n = sup g lew -1 <QZP] +SUP(}p —qp"*"| —qp”"))
j=n
1 n—00
=3 <q2p] +p ) — 0.

Q.E.D.

Bradley (2007, 7.10 Example, str. 216-217) uvadi jiny dikaz za pouZiti teorie

interpolace. Jeho dikaz je zalozen na nasledujici Vété

Véta 6.7. Necht je X markovsky retézec. Pokud existuje n € N tak, Ze plati
On < % pak uZ ¢, — 0 alespoti exponencidlné rychle.

(Bradley, 2007, ¢ast 7.5 Theorem, str. 210)

Bradley diikaz Tvrzeni 6.6 vede tak, ze ukéaze, ze plati ¢(1) < % Vse ukazuje
pro specialni ptipad fetézce s p = 0.1, ¢ = 0.9. Jeho dikaz se da lehce zobecnit pro
pripad, kdy p < ¢. Dikaz, ktery podavame, je obecnéjsi, plati pro libovolna p a q.
Bradley ovSem vSe ukazuje pro specialni pripad a obecny dikaz pochopitelné
nepotiebuje.

Dale budeme sméfovat k diukazu, Ze X neni ¢’-mixujici. Ozna¢me Y pievra-
ceni markovského fetézce X podle (2). Podle Dusledku B.4 je i Y markovskym
fetézcem. OznaCme ¢;; = P(X,, = j|X,4+1 = ). Pak ¢; nezavisi na n a plati
¢i; = 2" p;;. To proto, Ze pro k € Z

P(Xy =j)

1=

- p_]l - p] p_]l
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Pro j € S jsou veskerymi nenulovymi pravdépodobnostmi piechodu qo; = ¢p’
a ¢jj—1 = L Cisla gij jsou ziejmé pravdépodobnostmi prechodu markovského

fetézce Y. Tento Fetézec jsme znézornili na Nacrtu 3.

Nac¢rt 3: Pravdépodobnosti prechodu markovského tetézce Y

Tvrzeni 6.8. X neni ¢'-mizugici.
Diikaz. Pro kazdé n € N lze odhadnout

G, = SUp O(FS, FLog) = (F, FLo)
keN
(polozili jsme k = 0). Protoze plati F,, C F° a F°_ C Fy, miZeme navic podle
Tvrzeni 2.6 odhadnout ¢/, > ¢(F,, Fo). Zfejmé tedy postaci, nalezneme-li pro

kazdé n vhodné atomy prislusnych o-algeber které konvergenci porusi.

Zvolme n € N. Pohledem na N&c¢rt 3 je vidét, ze pro ¢ > n mizeme psat

P(Xo=i-n|X,=i)=)Y P(Xo=i—n|X,1=j)g

jEN
=PXo=it—n|X,1=i1—1)=...=P(Xo=t1—n|Xgo=i—n)=1. (35)
Pro i > n proto plati
&> O(Fn, Fo) > |P(X,=1—n|Xo=1) — P(X,, =1—n)|
=l—ma|=1—q" ™"

Protoze ¢ > n bylo libovolné a 0 < p < 1, plati ¢/, > sup;cg 1 —gp'~" = 1. Protoze
podle Tvrzeni 2.6 na str. 8 je ¢/, < 1, plati dokonce lim,, ,, ¢/, = 1. X tedy neni
¢'-mixujici. Q.E.D.
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Bradley (2007) dokazuje Tvrzeni 6.8 na str. 217. Dikaz, ktery jsme podali se od
jeho diikazu lisi. Zejména podrobné vysvétlujeme cely proces odhadu ¢astecného

koeficientu mixingu.

Stacionarni markovsky ftetézec z Prikladu 2 je piikladem ¢-mixujiciho, ale
ne ¢’-mixujiciho fetézce, ktery jsme hledali. Podle Pozorovani 6.3 je navic Y,
prevraceni procesu X, piikladem stacionédrniho markovského fetézce, ktery je a-

mixujici, ale neni ¢-mixujici.

6.3 Obecné procesy

Vylozme jesté priklad stacionarniho procesu, ktery je mixujici ve smyslu ergodické
teorie a neni a-mixujici. Priklad piebirame od Bradleyho (2007, str. 58), ktery
jej prebira od Rosenblatta (1980, str. 267).

Priklad 3 (Diadicky rozvoj). Budte Wy, k € Z nezavislé stejné rozdélené na-
hodné veli¢iny s rozdélenim P(W, = 1) = P(W, = 0) = 3. Definujme X =
(Xk)rez po slozkach predpisem

Xp =Y 277" Wi
=0

Vsiméme si, ze veliciny Wy, Wy_1,... jsou ¢islicemi diadického rozvoje ¢isla Xj.

Diadickym zlomkem nazveme zlomek tvaru s27" pro néjaké r € N, s € Z.

Tvrzeni 6.9. X, md rovnomérné rozdéleni na [0, 1] pro vSechna k € Z.

Diikaz je ptivodni. Bradley dikaz neuvadi.

Diikaz. Definujme Xji(n) = Z;‘L;ol 2797 Wy, Je vidét, ze Xi(n) je diadickym
zlomkem, dokonce plati Xj(n) = s27" pro néjaké s € {0,1,...,2"}. Cisla W,
Wi1,..., Wi_ns1 a ¢islo Xy(n) si vzajemné jednoznaéné odpovidaji, jde totiz
o konec¢ny diadicky rozvoj diadického zlomku a ten je jednoznacny. Plati p, =

P(Xk(n) = 227™) = 27" a proto plati také

P(a277 < Xp(n) <b277) =2"9(b—a)2™" =277 (b — a),
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nebot v intervalu [a277,0277) je 2" zlomki tvaru s27", kterych mize Xj(n)
nabyt s pravdépodobnosti 27".

Zvolme nyni j € N, a,b € NU {0} takova, ze a < b < 2/. Oznacme
Ay =127a—-2"< Xp(n) <2770 a A=[277a< X, <27
Ukéazeme, ze A1 D Ay O .... Uvazujme n € N a pocitejme

Apir=[27a -2 < Xp(n+ 1) < 277
= [277a—27"" < Xp(n) + 27" Wimy < 2770

C [277a— 22771 < Xy (n) < 279b) C [27a — 27" < Xy(n) < 27b] = A,

kde ptedposledni inkluze plyne z nerovnosti 0 < Wjy_,, < 1. Zfejmé také plati
A C A, pro viechna n € N a proto je [,y An = A. MiZzeme proto pocitat
P(A) = lim,_,o, P(A,) =277(b—a).

Mira rovnomérného rozdéleni je Lebesgueova. Zatim jsme ukazali, Ze mira Py
se shoduje s Lebesgueovou mirou na diadickych intervalech, tj. intervalech tvaru
[a279 b277], j € N. Je dobie znamo, 7e diadické intervaly generuji B(R) a tedy
i B([0, 1]) a Ze systém diadickych intervalii je uzavieny na koneéné priniky. Proto
je napt. podle Billingsley (1995, Theorem 3.3., str. 42) Px rovna Lebesgueové

mife na [0, 1]. Rozdéleni X je tedy rovnomérné. Q.E.D.

Tvrzeni 6.10. X je staciondrni a mizujici ve smyslu ergodické teorie.
(Bradley, 2007, Comment 2, str. 58)

V diikazu podrobné rozepisujeme Bradleyho tvahy.

Diikaz. (Wy)kez je stacionirni a mixujici ve smyslu ergodické teorie podle Tvr-

zeni 3.6 na str. 16. Funkce g na R? zadan4 piedpisem
—T; —J=1,.
o) = Jim D 27 o
=0
je borelovské, nebot jde o limitu borelovskych funkei. Z¥ejmé plati X, = g(T*W)
pro vSechna k € Z. Dukaz tedy plyne z Tvrzeni 3.8 na str. 18. Q.E.D.

Tvrzeni 6.11. X neni a-mizujict. (Bradley, 2007, Comment 5, str. 58)
Diikaz prebirame z Bradleyho; navic podrobné vysvétlujeme odhad ¢astecného

koeficientu mixingu.
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Diikaz. Spocitejme pro k € Z (rovnosti jsou rovnostmi s.j.)

Xy = Z 279 Wy = 2 Z 27 Wiy =2 Z 277 Wiga—j — Wi
j=1

j=0 7=0

2X41, X1 < 35
=2Xpp1 — Wi =

2Xp1— 1, X1 > 3.

X}, je tedy s.j. borelovskou funkei Xy, proto podle Tvrzeni A.3 na str. 42 plati
Fi € Fry1. Indukei lze snadno tento fakt rozsifit na F € Fiin, V2 € N. Pro
kazdé n € N lze odhadnout o, = supyey (FF o, Fis,) > a(F2, Foo) (polozili
jsme k = 0). Protoze plati Fy C F, C FaFy C ]:900, lze navic podle Tvr-
zeni 2.6 na str. 8 odhadnout a(F° , F2°) > a(Fo, Fo). Z¥ejmé staci, nalezneme-li
jev z Fy, ktery konvergenci porusi. Protoze Xy méa podle Tvrzeni 6.9 rovnomérné
rozdéleni na [0, 1] plati

1 1 1 1
o(Fo, Fo) > ’P<Xo <5 X< 5) —P(Xo - 5) p(xo - 5)’

)

Podle Tvrzeni 2.6 na str. 8 plati dokonce lim,, .o, a,, = i; X proto neni a-mixujici.

Q.E.D.

Dohromady s Piklady 1 a 2 ukazuje Piiklad 3, Ze pro pfipad obecnych procest
jsou ergodicita, mixing ve smyslu ergodické teorie, a-, ¢- a -mixing po dvou

neekvivalentni.
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ZAveér

Puvodnim cilem prace, vychézejicim ze zadani, bylo dokéazat, ze pro pripad (obec-
nych) silné stacionarnich ndhodnych procesii nad kone¢nou abecedou jsou a-, ¢-
a Y-mixing po dvou neekvivalentni. Inspiraci pro toto zkouméni byl zejména fakt,
ze v pripadé silné stacionarnich markovskych fetézcu je kone¢nost mnoziny stavi
pro takovou ekvivalenci «, ¢- a 1)-mixingu urcujici: zatimco pro silné stacionarni
markovské Tetézce s nekone¢nou mnozinou stavi jsou a-, ¢- a ¥-mixing po dvou
neekvivalentni, pro silné stacionarni fetézce nad konecnou abecedou uz ekviva-
lentni jsou.

Zkonstruovat ptiklad, ktery by dokazal, ze a-, ¢- a ¥-mixing ekvivalentni
nejsou, se nam nepodafilo. Prace tedy nakonec byla predevsim ucelenou reSersi
vybranych koeficienti mixingu, ktera vznikla pfi snaze naplnit ptvodni zamér
prace.

V praci jsme vylozili teorii mixingu. Ve vykladu jsme doplnili nekteré diikazy,
které v literatufe nebyly podény; prip. jsme doplnili nejasna mista, jejichz do-
plnéni nechéavaji autofi na ¢tenarich. Kazdé takové doplnéni jsme v textu radné
vyznacili. Hlavni pivodni piinos prace spocival ziejmé v tvrzenich Piikladu 2
na str. 33.

Déle jsme na zékladé vykladu z literatury popsali vztahy a- ¢- a ¥-mixingu
pro obecné silné stacionarni procesy, silné stacionarni markovské retézce a silné
stacionarni markovské retézce nad kone¢nymi abecedami.

Pro obecné silné stacionérni procesy jsou ergodicita, mixing ve smyslu ergo-
dické teorie, a-, ¢- a 1-mixing po dvou neekvivalentni.

Pro silné stacionarni markovské fetézce s nekone¢nou mmnozinou stavi jsou
fetézce mixujici ve smyslu ergodické teorie rovnéz a-mixujici. Ostatni mixingy
jsou stale po dvou neekvivalentni jako v predeslém piipadé.

V pripadé silné staciondrnich markovskych fetézcti nad konecnou abecedou
jsou Tetézce mixujici ve smyslu ergodické teorie rovnéz ¢-mixujici, tim padem
jsou ovSem i ¢- a a-mixujici. Mixing ve smyslu ergodické teorie, a-, ¢- a ¥-mixing
jsou tedy v tomto piipadé ekvivalentni. Ergodicita a mixing ve smyslu ergodické

teorie jsou i v tomto pripadé neekvivalentni.
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A o-algebry
Pouzivame Znadceni 1.

Tvrzeni A.1 (Trik zdisjunktnéni). Budte F o-algebra a Ay € F mnoZiny. Pak
existugi po dvou disjunkini mnoZiny By € F spliwgici \J;_, A, = Up_, Br pro

vSechna n € NU {oo}.
Diikaz. Polozme By = Ay, By = Ay \ Ay, ..., B = Ax \ U;:ll AL

Ihned je vidét, ze

o Br = A1U[A2\ A1JU[A3\ (A1 UA)U. . .U[A,\ (A U. . .UA, )] = O Ay,

k=1
nebot pro mnoziny C' a D plati CU (D \ C)=C U D.
Pro mnoziny C a D plati C'\ D = (), pokud C C D. Proto plati

BiNB;=(AiNA)\ (Ain...NnA4; ) =0;
podobné pro i < j je
BNB;=A\(AU...UA 1)NA\(AU...UAU...UA;_4) =0
tim je tvrzeni dokazano. Q.E.D.

Poznamka A.2. Budte (2, F, P) pravdépodobnostni prostor, I neprazdna mno-
zina indext a A; a B; o-algebry pro kazdé i € I. Pak plati

(i) Jeli A; C B; pro viechna i € I, pak \/,.; A4 C V,;Bi. (H = {H €
Vier Ais H €\, Bi} je o-algebra a zaroven plati Vi € I: A; C H. Plati
tedy i \/,c; Ai € H atedy také VH € \/,.; Ai: H € \/,; B;, co7 je to samé,
jako Vicp A; C Vier Bi-)

(ii) Je-li A; = B;, Vi € I, pak \/,.; Ai = V,; Bi- (Snadno plyne z (i).)
(Bradley, 2007, A033 Remark, s. 444)

Tvrzeni A.3. Budte X =Y ndhodné veliciny. Pak plati o(X) = o(Y'). Specidlné
pokud je f borelovskd funkce a X = f(Y), pak o(X) C o(Y).
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Diikaz. Necht je (Q, F, P) pravdépodobnostni prostor, na kterém jsou definovany
veliciny X a Y. Ozna¢me M € F spliwjici P(M) =1 a X(w) =Y (w), Yw € M.
Uvazujme A € B(R) a oznatme X4 = [X € AlaYy = [V € A]. Nejprve si

uvédomme, ze plati
XanM=Awe M;X(w)e A} ={we M;Y(w) € A} =Y, N M.
Uzitim Véty C.2 pocitejme

P(X4AYa) < P(XanM)AYs)+P(Xa A (Yan M)
FP((XANM) A (Yan M) =P(Yan M) AYs)+P(XaN0 M)A Xy)
+P((Xan M)A (XanM))=P(Xa4\ M)+ P(Yy\ M)+0< 2P(M°) = 0.

Pro vsechna A € B(R) tedy plati X4 = Y4. Proto také plati
o(X)={X4;AeBR)} ={Y4; A€ BR)} =0o(Y).
Specialni ¢ast tvrzeni plyne z dokazané ¢asti a z dobfe znamého faktu, ze plati
o(f(Y)) € a(Y).

Q.E.D.

43



B Markovské trojice a Markovské retézce

Pfipomenme, ze usporadané trojice o-algeber (A, B, C) je markovska trojice, jest-

lize spliuje nékterou z ekvivalentnich podminek Definice 5.1 na str. 24.
Poznamka B.1.
(i) Je-li (A, B,C) markovska trojice, je i (C, B,.A) markovska trojice.

(ii) Je-li (A, B,C) markovska trojice, je i (A, B, BV C) markovska trojice. Pro
kazdé A € A totiz plati P(A|BV (BVC)) = P(A|BVC)= P(A|B).

(iii) Je-li (A, B,C) markovska trojice, je i (A V B, B, BV C) markovska trojice.

Dostane se spojenim (i) a (ii).

(iv) Je-li (A, B,C) markovska trojice a Ay C A, Cy C C jsou o-algebry, pak
(Ao, B, Cy) je markovska trojice.
(Bradley, 2007, A701 Background, s. 481)

Tvrzeni B.2. Necht je X = (Xy)kez markovsky tetézec. Budte a < b € Z

a S1,S2,S3 neprazdné mnozZiny takové, Ze S; C {...,a}, Sy C{a,...,b} a S3 C

{b,...}. (6(Xi;k € S1),0(Xi; k € 52),0(Xy; k € S3)) je pak markovskd trojice.
(Bradley, 2007, A702 Proposition, s. 482)

Diikaz prebirame z Bradleyho témeér doslovné. Mirné upravujeme znacendi.

Diikaz. Pro mnozinu M C 7Z oznat¢ime S(M) = o(Xy; k € M). Pro mnoziny
A, B,C C Z tekneme, ze (A, B,C) je markovska trojice, jestlize (S(A),S(B),
S(C)) je markovska trojice.

Ozna¢me nejmensi prvek S, jako j. Podle predpokladu je ({k € Z; k < j —
1},{j},{k € Z; k > j+1}) markovska trojice. Stejné tak je podle Poznamek B.1
(i) a A2 (i) i {k € Z; k < j},{j},{k € Z; k > j}) markovskd trojice.
Podle Poznamky B.1 (iv) jsou dale i (S; U Sa,{j},S3) a (S2,{j}, S5) markovské
trojice. Proto podle Poznamky A.2 (ii) pro kazdé F' € S(S3) skoro jisté plati
PFIS(S1) V S(S2) = PIFIS(SUS:) v F) = P(FIF;) = P(FIS(S:) v Fy) =
P(F|S(S,)) a proto je (S, S2,53) markovska trojice. Q.E.D.

Tvrzeni B.3. Ndhodny proces X = (Xy)kez je markovskym fetézecem prdvé

tehdy, kdyz je (F*21, Fu, Fi51) markovskd trojice pro vsechna k € Z.
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Diikaz. Pokud je X = (Xj)rez markovsky Fetézec, je podminka splnéna podle
Tvrzeni B.2. DokaZzeme opa¢nou implikaci. Necht je (F: ﬁ;},fk,fﬁl) markovskéa

trojice pro kazdé k € Z. Pro vSechna z € N plati

k—1
[Xk:fz = .Io,Xk,ZJrl = T1y--., Xk,1 = .’L'Zfl] € f—oo?

Xk = z.] € Fi, (X1 =y) € FL1

To vsak podle definice markovské trojice znamena, ze plati

P(Xjp1 = y| Xz = 20, Xp—o1 = @1, ..., Xppm1 = 2.1, Xj = 22)
= P(Xp11 = y|Xi = z.),

pro né&jaké stavy xg,...,x, € S ¢imz jsme ovérili markovskou vlastnost z Defi-

nice 5.4 na str. 26. Q.E.D.

Disledek B.4. Bud X = (Xy)rez markovsky fetézec s mnoZinou stavi S. Necht

je Y = (Yi)rez prevracenim X, tj. Y, = X _,,. Pak je Y markovskym Fetézcem.

Diikaz. Ovérime podminku Tvrzeni B.3. Zvolme k € Z. Podle predpokladii a Tvr-
zeni B.3 je (ff;},fk,fgj’rl) markovskad trojice. Ziejmé plati ]-"ZJ = g:;i. Podle
Poznamky B.1 (i) je i (F2,, Fr, Frod) = (GZE 1, Gy, G5, ,) markovska trojice.
Protoze bylo k € Z libovolné ovérili jsme podminku z Tvrzeni B.3 a proto je YV

markovskym fetézecem. Q.E.D.
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C Symetricka diference

Véty o symetrické diferenci prebirame z Bradley (2007, A053, s. 449-451); vétsinu
podle Bradleyho trividlnich véci, které ve svych ditkazech neuvadi, dopliujeme.

Pripomenme, Ze symetrickou diferenci mnozin A a B definujeme jako A A B =

(A\B)U(B\ A).

Véta C.1 (Vlastnosti symetrické diference). Necht je U abstrakini mnoZina*' Pro

mnoziny A, B € i plati
(i) (AA B) = A° A B;
(ii)) AN B = A° /A B
(111) Tang = |14 — 15].
Diikaz je ptivodni. Bradley dikaz nepodava.
Diikaz. (i). Pocitejme
(AAB)=((A\B)U(B\ )= (A\ B)*N(B\ A)

= (A°UB)N(B°UA) = (A°NB)UA°NA)U(BNB)U(BNA)
=(A°NBYU(BNA)=(A°\B)U(B\ A°) = A° A B;

(i) je dokazano.
(ii). Protoze je symetricka diference symetrickd, méame s pouzitim jiz dokaza-

ného bodu (i)
AN B = (AA B =(B°AA)°=((BAA)=AA B;

tim jsem dokézal (ii).

(iii). Necht je z € A. Pak plati
HAA321<:>SL’¢B<:>|]1A—ILB‘21.

Piipad, kdy = ¢ A se ukaze obdobné. Protoze obé strany rovnice nabyvaji pouze

dvou hodnot, je (iii) dokazéano. Q.E.D.

HDoplnek je pak definovan vzhledem k 4, tj. pro A C {f mame A° = 4\ A.
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Véta C.2 (Pravdépodobnost symetrické diference).
(i) Pro jevy A a B plati

(a) E|14 — 15| = P(A A B),

(b) |P(4) — P(B)| < P(A & B).
(i1) Pro jevy A,B a C plati P(AA C)< P(AA B)+ P(BAC).
(iii) Pro jevy Ao, Ar, ..., A, plati, Ze P(Ag A A,) <> p_ P(Apo1 A Ay).
(iv) Pro jevy A, B a C plati

(a) P((ANC) A (BNC)) < P(AA B),

(b) P(AUC) A (BUC)) < P(AA B).
(v) Pro jevy Ay, As, ..., A, a By, Bs, ..., B, plati obdoba (iv) a sice

(a) P(AiN...NA,) A(BiN...NB,)) <>, P(A; A By),

(b)) P(A1U...UA,) A (BiU...UB,)) <>} | P(A; A By).
(vi) Pro jevy A, B, F a G plati P((A\F) A (B\G)) < P(AA B)+P(F A G).

Diikaz prebirame z Bradleyho. Oproti jeho diikazu dopliujeme dikazy vedené

indukei a dikaz (ivb) a (vb).

Diikaz. (i). (ia) se dostane aplikaci stfedni hodnoty na rovnici (iii) Véty C.1.

Abychom dokézali (ib) pocitejme
|P(A) — P(B)| = |El4 — Elg| <E|l4 — 15| = P(A A B);

(i) je dokazano.

(ii). Pocitejme
P(AAC)=E|l4—1¢| <EJ14—1p|+E|lp—1¢|=PAA B)+P(BAC)

a (ii) je dokézano.

A7



(iii). Dostane se indukei z (ii). Pro n = 1 tvrzeni plati (bylo dokdzéno jako

(ii)). Necht tvrzeni plati pro n > 1 a jevy Ay, ..., A,. Pak s vyuzitim (ia) plati

P(Ag A Apyy) =E|Lay — La,.,| <E|lay— La,|+E[1a, — 14

n+l}

k=1 k=1

tvrzeni tedy plati i pro n + 1, ¢imz je dikaz (iii) dokoncen.

(iv). Dokazme nejprve bod (a). Po¢itejme s uzitim (ia)

P((ANC)A (BNQC)) =E|lanc — Ipnc| =E|1ale — 1p10|
=Elg|ls— 1| <E|ls,—15|=P(AA B).

K dikazu bodu (b) si nejprve uvédomme, ze podle Véty C.1 (ii) a zakladnich
vlastnosti symetrické diference plati
P((AUC)A(BUC))=P(ANC) A(BNC)) = P((A°UC®) A (B°UC)).
Podle tvrzeni (iv) pak (opét podle Véty C.1 (ii)) plati

P((A°UC®) A (B°UC®)) < P(A° A B°) = P(AA B).

(v). Pron = 1 tvrzeni jisté plati, nebot jsou obé strany nerovnosti stejné a sice
P(A A B). Necht tvrzeni plati pro n > 1 a jevy Ay, As,..., A, a By, Bs, ..., By,.
Ozna¢ime C = A;1N...NA,aD =B N...NB,. Podle (iva) pak plati

n+1
P((CNAn1) A (DNByi1)) < P(Angy A Bun)+P(C A D) =Y P(Ay A By).
k=1

Tvrzeni tedy plati i pro n + 1, ¢imz je dikaz (va) dokoncen.

Tvrzeni (vb) plyne z (va) analogicky jako v dikazu (iv):
P((AjU...UA,) A (B1U...UB,))=P((AjU...UA,)* A (BiU...UB,))
=P((AN...NAS) A (BfN...NBE)) < Y P(A;, A Bj) =Y P(A;, A By).
k=1 k=1
(vi). Pocitejme
P((A\F) A (B\G))=P(ANF°) A (BNGY))

)
< P(AAB)+P(F°AG)=P(AA B)+ P(F AG).

Q.E.D.
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D Vlastnosti pravdépodobnosti

Bud (92, F, P) pravdépodobnostni prostor.

Véta D.1. Necht B € F je jev a A € F je jev s kladnou pravdépodobnosti. Necht
je I nejuyse spocetnd indexovd mnoZina a necht {A;}icr je déleni® jevu A. Pak

plati

N2

P(B|A) =) P(B|4;) fj()

el
To jest P(B|A) je vdzZenym primérem cisel P(B|A;), i € 1.
Vihy u éleni P(B|A;), pro které plati P(A;) = 0 jsou nulové, vdhy u clend,
pro které plati P(A;) > 0 jsou kladné.

Diikaz.
(B N UzEI ) _ P(UieI<B N AZ))
P(BlA) = P(A) n P(A)
P(BNA;)) P(B N A Al A,)

kde jsme pouzili, ze pokud jsou A; po dvou disjunktni, jsou po dvou disjunktni

i BN A;. Jde o vazeny pramér, nebot vahy spliuji ) ., 1;(( A)) =1.

Dodatkové tvrzeni o nulovosti, resp. kladnosti vah snadno plyne z tvaru vah

ukazaného ve vypoctu vyse. Q.E.D.

Diisledek D.2. Necht ¢ > 0. Necht B je jev a necht A je jev s kladnou pravdépo-
dobnosti. Necht je I nejuijse spocetnd indexovd mnozina a necht {A;};cr je déleni

jevu A. Pak plati
(i) Pokud P(B|A;) > ¢ pro vSechnai € I spliugjici P(A;) > 0, pak P(B|A) > ¢
(i1) Pokud P(B|A;) < ¢ pro vSechnai € I spliugjici P(A;) > 0, pak P(B|A) < ¢
(iii) Pokud P(B|A;) = ¢ pro vSechna i € I spliugjici P(A;) > 0, pak P(B|A) = c.

(iv) Pokud |P(B|A;) — P(B)| < ¢ pro vSechna i € I spliugici P(A;) > 0, pak
|P(B|A) — P(B)| < c.
(Bradley, 2007, A022 Proposition, s. 439)

120 A Yier je déleni A, jestlize plati .., A; = A a A; jsou po dvou disjunktni.

el
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Diikaz je ptivodni. Bradleyho dikaz neni zalozen na Vété D.1.

Diikaz. Podle Véty D.1 plati P(B|A) = >, ; P(B|A;)w;, pro néjakou sadu vah
w;. Vahy u ¢leni P(B|A;), kde P(A;) = 0 jsou podle zminéné véty nulové a tedy
je mozné s¢itat pouze pies i € I spliwjici P(A;) > 0.

(i). Snadno se nahlédne, 7Ze pfi splnéni predpokladi je

P(B|A) = ZP (BJA;) z‘ZZCU%‘:C,

kde se s¢ita pres i € I spliujici P(A;) > 0. Tvrzeni je dokézano.

(ii) a (iii) se dokazi obdobné.

(iv). Podle predpokladii pro vSechna i € I, pro ktera plati P(A;) > 0, plati
P(B) — ¢ < P(BJA;) < P(B) + c. Podle jiz dokédzaného plati také P(B) — ¢ <
P(B|A) < P(B) + ¢ odkud jiz (iv) bezprostiedné plyne. Q.E.D.

Véta D.3. Nechtc > 0. Necht A a B jsou jevy s kladnou pravdépodobnosti. Necht
gsou I a J nejuyse spocetné indexové mnoziny a necht {A;}icr je déleni jevu A
a {Bj}jes je délent jevu B. Oznacme

P(C'N D)

AP Biey Py

pro libovolné jevy, P(C) >0, P(D) > 0.
(i) Pokud Q(A;,B;) >c¢ Vi,j: P(A;) >0,P(B;) >0, pak Q(A,B) > ¢
(it) Pokud Q(A;, Bj) <c¢ Vi,j: P(A;) >0,P(B;) >0, pak Q(A,B) <c¢

(111) Pokud Q(A;, B;) =c Vi, j: P(A;) > 0,P(B;) >0, pak Q(A,B) = c.

() Pokud |Q(A;,Bj)—1] < ¢ Vi,j: P(A;) > 0,P(B;) > 0, pak
|Q(A, B) = 1| <.
(Bradley, 2007, A023 Proposition, s. 439)

Diikaz piebirame z Bradleyho.

Diikaz. Nejprve si uvédomime, ze diky disjunktnosti rozkladu plati
P(AN B) ZP (AinB;) a P(A)P(B)=) _P(A)P(B)).  (36)

(i). Podle predpokladi plati

PANDB) o . p(a,nB,) > cP(A) P(B,).

QUeBy) = e = 5 piB,) =
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S pouzitim (36) mame
P(ANB) =Y P(A;NB;) > cP(A;) P(B;) = ¢ P(A) P(B),
ij ij
coz uZ je to samé, jako Q(A, B) > c. (i) je tim dokazéno.

Tvrzeni (ii) a (iii) se dokazi obdobné.

(iv). Dukaz je analogicky dikazu v Dusledku D.2. Q.E.D.

Tvrzeni D.4. Pro ndhodny jev B € F a o-algebru A C F plati

(i) sup  P(BJA) = esssup P(B|A),
AEA,P(A)>0

ii inf  P(B|A) =essinf P(B|A).

(i) nEP(BIA) = essint P(BIA)

(Bradley, 2007, A301 Proposition, s. 465)

Diikaz doslovné piebirame z Bradleyho.
Diikaz. Diukazy (i) a (ii) jsou analogické a proto podame pouze dikaz (i).
Bud M = esssup P(B|A). Pro kazdé A € A spliwjici P(A) > 0 plati

1

P(B|A) = W/AP(BM) 4P < ﬁ/AMdP _

Aplikujeme-li nyni supremum na obé& strany dostaneme

sup  P(B|A) < esssup P(B|A). (37)
AEA,P(A)>0

Necht je déale ¢ > 0. Definujme jev C' = {M — ¢ < P(B|A) < M}. Pak plati
CeAaP(C)>0ataké

P(B|C):%/CP(B|A)CZP2%/C(M—s)dP:M—e

Aplikaci suprema na obé strany obdrzime

sup  P(B|A) > esssup P(B|A) —e.
AEA,P(A)>0

Jelikoz € bylo libovolné, mame také

sup  P(BJA) > esssup P(B|A),
AEA,P(A)>0

coz ve spojeni s (37) dava dokonceni dukazu tvrzeni (i). Q.E.D.
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Tvrzeni D.5. Necht f: R — R je konvexni funkce a m < M € R.
(i) Pro kazdé m < x < M plati f(x) < max{f(m), f(M)}.

(i1) Bud X ndhodnd velicina na (0, F, P) spliwgici m < X < M Pak f(X) <
max{ f(m), f(M)}. Pokud je navic m = essinf X a M = esssup X, pak

plati esssup f(X) = max{f(m), f(M)}.
(Bradley, 2007, A302 Proposition, s. 466)

Diikaz doslovné piebirame z Bradleyho.

Diikaz. Pokud je m = M je diukaz trivialni (je totiz X = m = M). Pfedpokla-
dejme proto, ze m < M.

(i). Necht je L: R — R pifimka prochéazejici body (m, f(m)) a (M, f(M)).

Pak pro kazdé = € [m, M| plati
f(z) < L(z) < max{L(m), L(M)} < max{f(m), f(M)}.

(ii). Definujme jev ©Qy = [m < X < M]. Pak P(€) = 1 a navic podle (i)
pro vSechna w € Q plati f(X(w)) < max{f(m), f(M)}. Proto plati prvni ¢ast
tvrzeni (ii).

Necht je déle e > 0. Protoze je f konvexni, je i spojita (viz napt. Theorem 3.2,
Rudin, 1974). Naleznéme 6 > 0 takové, ze |f(z) — f(m)| < e, Vo € [m,m + 4.
Definujme jev C' = [m < X < m+ ¢]. Pak P(C') > 0 a pro v8echna w € C plati
|f(X(w)) — f(m)| < e aproto je f(X(w)) > f(m) — €. Proto je esssup f(X) >
f(m) — €. Protoze ¢ bylo libovolné, je esssup f(X) > f(m). Analogicky se jesté
dokaze, ze esssup f(X) > f(M). a dukaz je dokoncen. Q.E.D.

Poznamka D.6. Pro jevy A a B ziejmé plati
P(ANB)+ P(A°NB)=P(B)=P(A)P(B)+ P(A°) P(B).
Proto plati také
P(ANB)— P(A)P(B) = —[P(A°N B) — P(A°) P(B)].
Vydélenim obou stran vyrazem P(A) je vidét, ze pro P(A) > 0 plati navic i
P(BIA) — P(B) = —[P(B|A%) — P(B)].

(Bradley, 2007, 3.14 Remark, s. 79)
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E Vlastnosti pravdépodobnostniho prostoru

Tvrzeni E.1. Bud A C F o-algebra. Necht je ddle D C F algebra generujici A.
Necht € > 0. Pak pro kazdé A € A existuje D € D tak, Ze P(A A D) <e.
(Bradley, 2007, Remark A054(1), s. 451)

Diikaz je puvodni. Bradley uvadi pouze néznak dikazu.

Diikaz. Oznacme
H={Aec A Ve>03D e€D: P(AA D) <c¢}.

Protoze je D algebra je jisté 2 € D. Jisté je i 2 € A. Mohu volit A =D = Q
a z toho, ze P(Q A Q) = P(0) =0 < e plyne, ze Q € H.

Zvolme € > 0. Necht je A € H. Naleznéme D € D tak, ze P(A A D) < e.
D¢ € D, nebot D je algebra. S vyuzitim bodu (ii) Véty C.1 na str. 46 pak snadno
plyne

e>P(AA D)= P(A° A D)
a A¢ tedy spliuje podminku s D¢ a proto D¢ € H; H je tedy uzavieny na doplnék.

Necht je Ay, € H, k € N. Podle Tvrzeni A.1 na str. 42 existuji po dvou
disjunktni mnoziny By, € H spliujici |J,_, Bx = U;_, Ax pro véechna n € NU
{oc}. Zvolme € > 0. Pro kazdé k € N naleznéme Dy, € D tak, ze P(Ay A Dy) <
%2_’“5. Protoze By jsou po dvou disjunktni, plati

P( G Bk>: i P(B;) === 0.

k=n-+1 k=n-+1

Naleznéme tedy takové n, jenz spliuje P (UZ‘;”H Bk) < 5. Pak plati

@ B’“) - (U B’“) (G Bk) uw] <<

Zrejme plati |J;_, Di, € D, nebot D je algebra. S vyuzitim bodu (vb) Véty C.2

P =P

na str. 47 odhadnéme

(04) ()] £

k=1

P

DO ™
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Odhadujme dale uzitim Véty C.2(ii) na str. 47

SRR A
(9 ()] (9)- (0n)
() ()] () 0

Proto U,y Ak spliuje podminku s (J;_; Dy; H je uzaviena na spocetna sjedno-

ceni.
Proto je H o-algebra. Dale ziejmé plati D C H C A a proto také ‘H = A.
Q.E.D.

Tvrzeni E.2. Budte A, B C F o-algebry. Necht jsou A € A a B € B jevy, D a £
jsou algebry po tadé generujici A a B. Pro kazZdé e > 0 necht jsou A. € D a B. €
E jevy spliujici P(A: A A) < e a P(B. A B) < ¢ (takové jevy existuji podle
Tvrzeni E.1). Pak plati ndasledugjict turzend.
(i) P(A:) =5 P(A), P(B.) === P(B).
e—0+

(Dokonce plati i P(A. N F) —— P(ANF) pro libovolny jev F' € F; pro
B analogicky.)

(ii) P(A.N B.) =% P(ANB).
(iii) P(A.N B.) — P(A.) P(B.) =% P(AN B) — P(A) P(B).
(iv) Pokud je P(A) > 0, pak P(B:|A.) — P(B:) =20, P(B|A) — P(B).

(v) Pokud je P(A), P(B) > 0, pak je

P(A.NB.) .ss P(ANDB)
P(A.) P(B:) P(A) P(B)

(Bradley, 2007, Remark A055, s. 452-453)

U tohoto tvrzeni Bradley dikazy viibec neuvadi. Dilkazy jsou tedy ptivodni.
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Diikaz. (i). Zvolme ¢ > 0. Chceme nalézt § > 0 tak, aby pro |e|] < ¢ bylo
splnéno |P(A.) — P(A)| < &. Pro € > |e] vSak podle bodu (iib) Véty C.2 a podle
predpokladi plati

[P(A) = P(A) S P(AD A) S € <&

hledanym 0 je tedy £ a (i) je dokdzéano. (Poznamka v zévorce pak trivialné plyne
z bodu (iva) Véty C.2.)

(ii). Zvolme £ > 0. Chceme nalézt 0 > 0 tak, aby pro |e| < § bylo splnéno
|P(A. N B.) — P(AN B)| < €. Pro 1¢ < |e| platf podle bodu (ii) a (va) Véty C.2

[P(A.N B.) — P(AN B)| < P((A. 1 B.) & (AN B))

< P(A. A A)+ P(B. AB) <2 <&

Vzhledem k tomu, ze P(A) a P(B) jsou seshora omezené a v piipadech, kdy je
to nutné, jsou podle predpokladi odrazeny od nuly, plynou dalsi tvrzeni trividlné

z jiz dokazanych bodu pouzitim zékladnich vét o aritmetice limit. Q.E.D.

Poznamka E.3. Bud X = (X} )kez ndhodny proces. Pfipomenme znaceni: Pro
i < jeZomatme Fl =o(Xk=1i,....5), Foo=0Xpk=...7), F°=
o(Xk, k=1,...). Pro kazdé j € Z plati:

(a) g (Uzozo 'F.j]fn) = ‘Fioou
() o (UnZo F/™) = 75
(c) o (U2, F,) = F=, = o(X).
Necht jsou j € Z a € > 0. Pak podle Tvrzeni E.1 plati:
(i) Je-li A e F/_ pak existujin >0a B € .7-“;_,1 spliwjici P(A A B) < ¢;
(ii) Je-li A € F5° pak existujin >0a B € ]—?Jr" spliwjici P(A A B) < ¢;

(iii) Je-li A € o(X) pak existuji n > 0 a B € F", spliwjici P(A A B) < e.

(Bradley, 2007, A201 Remarks, s. 464)

Tvrzeni E.4. Budte X = (Xj)kez ndhodny proces, t < u € Z a A € F}'. Necht

e > 0. Pak existuje jev B tak, Ze splnuje
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(i) P(AA B) <e.
(i1) B je sjednocenim konecné mnoha po dvou disjunktnich (t,w)-obdélniki.

Pripomernime, Ze jev F' nazgyvame (t,u)-obdélnikem, jestlize je tvaru

u

F=[[Xx € S,

k=t
kde Sy e B(R) a k=t,...,u. (Bradley, 2007, A202 Proposition, s. 465)

Diikaz je zdlouhavy a ptfekracoval by rozsah préce, proto jej nepodame.
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F Rady

Poznamka F.1. Bud [ spocetna mnozina indext a budte h;, i € I realna cisla.

Necht plati ), ; [hi| < oc.

(i) Bud D € F mnozina spliwjici bud h; < 0, Vi € D nebo h; > 0, Vi € D.
Pak [Y,cp il = Yicp Bl

(i) Necht navic jesté plati -,  hy = 0. Pak suppc; [Yicphi| = 32 ies [l -
(Dikaz viz Bradley.)

(Bradley, 2007, A312 Remark, s. 467)
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