Oponentsky posudek doktorandské disertaéni prace Mgr. Pavla Ludvika

»isomorphic and isometric classification of spaces of continuous and Baire affine functions*

PredloZena price je tvofena péti odbornymi ¢lanky doplnénymi tvoden. Cty¥i ze zafaze-
nych ¢lankd byly napsany spolu se skolitelem, paty je samostatny &anck uchazeée. P¥itom dva
ze spolecuych ¢lankit byly publikoviny v zahrani¢nich ¢asopisech (Proc. Amer. Math. Soc. a
Studia Math.), ostatni ¢lanky byly zaslany k publikaci. Prvni ¢lanck se tykd zobecneni Banach-
Stoncovy vély a vychdzi z uchaze€ovy diplomové prace; dalsi tii élanky sc tykaji deskriptivnich
vlastnosti afinnich funkei na kompaktnich konvexnich mnozinach (zejména na dudilnich koulich
Banachovych prostor); posledni ¢linek se tykd zobeenéni funkei prvni téidy na topologickgch
prostorech. Dale proberu jednotlivé ¢lanky a pfipominky k nim.

Kapitola 1 obsahuje ¢lanck Isomorphisms of spaces of continuous affine functions on com-
pact conver sets with Lindeléf boundaries napsany spolu se $kolitelem a publikovany v Proc.
Amer. Math. Soc. v roce 2011. Jeho tématem je zobeendna varianta Banach-Stoncovy véty.
Klasickd Banach-Stoneova véta fika, Ze jsou-li K a L dva kompaktni prostory, pro né jsou pro-
story spojitych funkei C(K) a C(L) izometrické, jsou K a L homeomorfni. Stejny zavér plati,
pokud existuje izomorfismus 7' : C(K) — C(L), splaujici ||T||-|T71|| < 2 (D.Amir, 1965). Dalsi
zobeenéni této véty je v Elanku [15) (z roku 1992) a rika:

Necht X a'Y jsou kompaktni konverni mnoZiny v lokdiné konveznim prostoru a necht cristuge
izomorfismus T prostord spojitych afinnich funket na téchto mnoZindch spliugici 1T T <
2. Pokud kaZdy extremdini bod X i Y je ,weak peak point“ a navic je splnéna asporn jedna z
podminek (1) X a Y jsou simplezy, (2) X oY jsou metrizovatelné, (3) mnoZiny extremdlnich
bodd X 1Y jsou uzaviené; pak ext X a extY jsou homeomorfni.

Hiavnim vysledkem Kapitoly 1 pfedloZené disertace je spoledné zobeenéni pfipadi (2) a (3)
- stac¢i predpoklddat, Ze ext X a extY jsou Lindelsfovy. Ditkaz je modifikaci diikazu v {15],
frekvence odkaz na riizna mista [15] éini ¢lanek témsf necitelnym. Pro pochopeni postupu
Je naprosto nezbytné paralelné listovat ¢lankem [15], coZ nepovazuji za optimmalni. Pfi tomto
zplusobu odkazovani neni zfejmé, co je netrivialni tvrzeni a co je snadno ovéfitelné vypodtem,.
Naptiklad fakt, Ze ,,weak peak point“ je ,split face® je netrividlni [15, Proposition 1], mnohé
dalsi kroky, na néz sc odkazuje, jsou snadno ovéfitelné vypoétem. Konkrétni pripominky:

(1-i) Na strané 7 uprostied se tvrdi, %c funkece X{z} je afinni s odkazem na [15, str. 73]. Je to
sice spravng, ale presto obtizné srozumitelné. Nejprve se totiz pouzije [15, Proposition 1] {to je
t¢Z na str. 73) k zévéru, Ze {x} je ,split face*; a nasledné se pouzije tvrzeni na strané 73 nahofte,
které fikd, Ze X5 je afinni, kdykoli F je ,split face“. Protoze jde o kliové misto dikazu, stalo
by to za lepsi vyjddfeni.

(1-ii) Hned poté se odkazuje na [15, str. 77|, aby sc zdivodnilo, ze pro kazdé y € extY
existuje nejvyse jedno x € ext X, Ze [T**hy(y)| > c. Bylo by srozumitelngjsi, kdyby se pomoci
odkazu zdtvodnilo, Ze T**h.(y) = A, kde X ono &islo z (1.1). Pak by jednoznaénost a byta
zfejmd z prvniho odstavee ditkazu a bylo by to Iépe &itelné.

(1-iit) S Kapitolou 1 souvisi i chyba v Uvodu (strana 2 uprostied), kde je chybné formulovina
Banach-Stoncova véta — misto ,isomorphic“ ma byt ,isometric* (dvakrat).

Kapitoly 2—-4 jsou tvofeny sérii t¥i ¢lankil napsanych spolu se Skolitelem (Descriptive pro-
perties of elements of biduals of Banach spaces, publikovdno v roce 2012 ve Studia Math., Baire
classes of Ly preduals and C*-algebras, zaslano k publikaci, Baire classes of nonseparable L, -
preduals, zaslano k publikaci). Tyto t¥i kapitoly maji spoleéné téma. Zakladni situace, ktera se
v nich zkouma je nésledujici: Necht E je Banachiiv prostor, Bg. necht znaéi uzavicnon jednot-
kovou kouli dudlniho prostoru k E, opatfenou slabou* topologii. Pak prvky druhcého dudlu E**
Ize chapat jako afinni funkce na Bg-. Pfesnéji, E** lze ztotoZnit v realném pripads s prostorem
viech omezenjch lichych afiunich funkei na Bp+ a v komplexnim piipadé s prostorem viech
omezenych homogennich afinnich funkei na Bg.. Pfi¢éem# E odpovida podprostoru tvofenému
spojitymi funkeemi. V uvedenych kapitoléch se autofi zabyvaji deskriptivnimi vlastnostmi silné



afinnich prvktt E**. Zkoumaji vztahy nékolika hicarchii baireovského typu, tedy hicrarchii vy-

tvofenych z néjakého vychoziho systému funkel pomoci iterace bodovych limit posloupnosti.

Jsou-li vichozim systémem spojité funkee, jsou pfislusné tf¥idy znaceny C, (a € [0,wy)), ddle se

zkoumaji (pro « € [1,w)) t¥idy

e Bof,, jsou-li vychozim systémem funkce, pro které vzor oteviené mnoZiny je spoéetné sjed-
noceni rozdilll otevienych mnozin;

e Baf,, jsou-li vychozim systémem funkce, pro které vzor oteviené mnoziny je spocetné sjed-
noceni rozdilil kozero mnoZin;

e I1f,, jsou-li vychozim systémem funkce, pro které vzor oteviené mnoZiny je spocetné sjed-
noceni H-mnozin.

Kromé toho se¢ zkoumaji afinni t¥idy, kdy vychozim systémem jsou spojité afinni funkce
(znaceni 2, ), a vnitini baircovské tfidy Banachovych prostorii (vychozim systémem je E' C £2**,
znadeni E7*).

K hlavnim vysledkan patfi naslednjici véty (£ je vidy Banachtv prostor, f € E** silné
afinni funkce na Bg., na Bg. se uvazuje slaba* topologic):

(1) Pokud fl&ﬁ?,— je ve t¥idé H fa, Bof, nebo Cq, pak je v téZe tiidé i f na Bg.. (Vita

2.1.1)

(2) Pokud ext Bg- je Lindelsfiv a flext Bg. € Ca, Pak f € Crya. (Vita 2.1.2)

(3) Pokud ext Bp- je Lindeléfova H-mnoZina, o > 1 a flext 3. € Ca, Pak f € Co. (Véta
2.1.3)

(1) Je-li E realny L'-predudl, o > 2 a f € C,, pak f € A1 Pokud ext Bp- je navic
Lindelsfova H-mnozina, pak dokonce f € 2,. (Véta 2.1.4)

(5) Totéz pro separabilni komplexni L-predual. (Tvrzeni 3.3.6)

Dalsimi vysledky jsou véty o rozsifovani funkei:

(1) Necht E je separabilni redlny L-predual a f omezena redlna lichd funkce na ext Bj-,

ktera patfi do C,. Pak f lze roziifit na prvek Ej},. Pokud navic je ext Bp- typu £, a
a > 1, existuje rozsiteni v EX*. (Véta 3.2.7)

(2) Nechf E je separabilui realny L'-predudl takovy, Ze kazda omezend redlna licha funkcee
na ext Bg-, kterd patii do Cy, lze rozsifit na prvek E}*. Pak ext Bp- je F,. (Véta 3.2.8)

(3) Tytéz tvrzeni pro separabilni komplexni L' predualy a komplexni homogenni funkee.
(Véty 3.3.7 a 3.3.8)

(4) Nechf E je (nescparabilni) realny L!-predunél a f omezend realna lichd funkee na ext Bg-,
ktera patii do C,. Pak f lze rozsifit na prvek Ef7} . Pokud navic je ext Bg- Lindeléfova
H-mnoZina a a > 1, existuje rozditeni v E2*. (Véty 4.2.14 a 4.2.15)

Kromé toho ¢lanky obsahuji i pfiklady dokumentujici nutnost nékterych piedpokladi (sckee
2.8) a aplikace vysledkit na feSeni jednoho problému (sekce 3.4).

Kapitoly 2-4 jsou psany peclivé a srozumitelng. Uréitou nevyhodou je rozdilné znaéeni stej-
nych véci v raznych kapitolach, co? je zpilisobeno tim, Ze jde o jednotlivé ¢lanky. Dale uvadim
seznam piipominek ke kapitolam 2-4.

(2-1) Strana 20, fadek 8: Tvrdi se, Ze omezena baircovskd funkce z mnoZiny B se da rozsifit
na omezenou baireovskou funkeci na X. Lemma 2.4.2 i{k4, Ze to plati pro omezenou spojitou
funkci na 3. Dale se m& pouzit transfinitni indukce. Mélo by se naznadit, jak vypadd indukéni
krok: Necht f,, — f na B, pfifemz f,, lze rozsifit na baircovskon fn definovanou na X. Otdzka
je, jak definovat rozsifen{ f (limita f.“ nemusi existovat). ReSeni znam (diky referatu skolitele
na scminafi) — vezme se ticba lim sup fn. Ale tento trik by sc nemél nechavat na ¢tenafi.

(2-ii) Strana 20, Lemma 2.4.5: Dokonce plati rovnosti.
(2-iii) Strana 23, fadck 11: SpiSe nez Lemma 2.4.5 se pouziva jeho dikaz.
(2-iv) Strana 23, Fadek 13 zdola: Je f € (spanG)g, ne f € Gg.

(2-v) Strana 30, Fadek 8 zdola: Znadeni e o ¢ je sice srozumitelné (¢ je zobrazeni s hodnotami
v E* ae € E C E**), pfesto bych dal pfednost zdpisu ¢(z){e) pfed (e o ¢)(r), ncbo aspon
komentafi, jak se to mysli.




(2-vi) Strana 30 dole: Mira 4, nenf uréena jednoznaéng. To sice niéemu nevadi, ale stélo by
to za poznamku.

(2-vii) Strana 34, fadek 3 zdola: Pic sc tam, Ze f neni borelovska na L x {0}, ale mélo by
tam byt, Ze f neni ,resolvably measurable®.

(3-1) Strana 40, Dusledek 3.2.5 a jeho diikaz:

{a) Neni mi jasné, pro€ se to jmenuje Disledek a éeho je to vlastnd dasledek.

(b) M4 byt v pfedpokladech separabilita X7 Neni tam jmenovana, ale pouziva se Tvrzeni
3.2.3, které ji predpoklada. Je-li X separabilni, pak pro o = 0 lze postupovat takto: Necht f
je lichd siln¢ afinni funkce, pro kterou flex 5,.ufo) je spojitd. Podle Tvrzeni 3.2.3 je f = T'f.
Podle [52, Theorem 4.4] existuje lichd spojita afinni funkce ¢, pro kterou ¢ = f na ext By..
Podle Tvrzeni 3.2.3 je gy = T f, tedu f = g, neboli [ je spojitd, coZ znamena, ze f € X. Neni-li
X separabilni, neni mi jasné, jak postupovat.

(c) Pouziti transfinitni indukce pro vyssi tfidy by mélo byt okomentovdno. Neni-li X separa-
bilni, nevidim, jak by se mélo postupovat, takze predpokldadam, Ze X je scparabilni. Jak by mél
vypadat indukéni krok: Necht tvrzeni plati pro o’ < «v a necht f je silné afinni lich4 funkee, pro
kterou floxt By.ufoy patii do C,. Podle Tvrzeni 3.2.3 vime, Ze f = T f. Necht f,, je posloupnost
funkei nizsich tfid na ext Bx- U {0}, kterd na této mnozing konverguje k f. Pak T'f, — Tf (dle
ditkazu Tvrzeni 3.2.4). Ale co vime o T'f,,7

(d) Jiny pohled: Je-li X scparabilni, pak za uvedenych pfedpokladii je ext By F,. Tedy stad
pouzit Tvrzeni 3.2.4 pro pfipad a > 1 a [52, Theorem 4.4] pro « = 0 a doplnit v obou pfipadech
Tvrzenim 3.2.3. Pak by to byl opravdu snadny disledek, ale uvedeny dikaz je krkolomny a
nesrozumitelny. Pokud X mé byt nescparabilni, je tfeba postupovat néjak jinak.

(3-ii) Strana 40, posledni tfi fadky: Misto Tvrzeni 3.2.6 by bylo jednodudsi pouzit rovnou
Tvrzeni 3.2.4.

(3-iii) Strana 43, Véta 3.2.11: Existuje analogicky piiklad, aby nejen mnoZiny extremalnich
bod(i byly homeomorfni, ale aby dvojice (ext Bx»,ext Bx-) a (ext Bys,ext By+) byly homeo-
memorfni?

(3-iv) Strana 47, Disledck 3.3.5:

(a) PouZiva sc implicitné tvrzeni, Ze f,, — f na ext Bx. implikuje 7'f,, — T'f. Toto tvrzeni
se pouziva opakované a stilo by za vypichnuti.

(b) Misto diikazu [65, Theorem 9] lze pouZit jen znéni této vity a Tvrzeni 3.3.3.

(3-v) Strana 48, Véta 3.3.8: Mélo by se téz dokdzat, Ze f je prvni Baircovy tiidy.

(4-i) Strana 58, Lemma 4.2.5: SloZité se opisuje pouziti Stone-Weierstrassovy véty.

Kapitola 5 je tvofena ¢lankem Distances to space of first H-class mappings, jeho? jedi-
nym autorem je uchaze¢ a ktery byl zaslan k publikaci. Jeho tématem je vztah fuukei prvni
H-t¥dy, funkei fragmentovanych a o-fragmentovanych a nékolik souviscjicich otdzek. Clinek
obsahuje nékolik zajimavych vysledki, byt ne velmi hlubokych. Téma je zajimavé a pravdé-
podobné perspektivni. Nicméné uspofadani vysledki a ozfejméni jejich navaznosti na vysledky
znamé je slabsi. Nasleduji pfipominky - nejprve konkrétni pfipominky k textu, potom celkové
pfipominky ke koncepci a $ir§im souvislostem.

(5-i) Strana 64, charakterizace H-mnozZiny: I C [0,x) nemd byt interval, ale libovolnd mno-
zina. To je kli€ovy rozdil, pro interval bychom dostali jen rozdily otevienych mnozin.

(5-11) Strana 67, fadck 3 zdola: Symbol € je tam navic.

(5-iii) Strana 70, Véta 5.3.7: V posledni rovnosti chybi konstanta 2 (nebo 3, podle toho, kam
se napise).

(5-iv) Strana 74, diikaz Lemmatu 5.5.6:

(a) Na druhém Fadku ma byt dvakrat f, misto f.

(b) Zaver dnikazu je pfili3 rychly — nejprve je tieba usoudit, Ze #(f,e) < x. Tedy, pro kazdé
e > 0 plati B(f,&) < wy, vezmeme-li supremum pfes € > 0, dostaneme S(f) < wy.

(5-v) Strana 74, Lemma 5.5.7: Formulace je krkolomnd. Lepsi by byla g(ho f) < 3(f).



(5-vi) Strana 74, Pfiklad 5.5.8: Ditkaz neni uveden, asi je povaZovan za zicjmy. On tedy
veelku zfejmy je, dokonce B(f) = 3. Nicméng, i s ohledem na to by ptiklad stal za peélivejsi
komentar.

(5-vii) Strana 77, Lemma 5.5.15:

(a) Pro¢ sc znéni omezuje pravé na «e < wq? Bud by mélo byt o < w; a prostor X, separabilni
nicbo by mohl byt a libovolny ordindl a X,, ne nutné separabilni (densX, < max(card(a),Np)).

{(b) Pfi konstrukei Aq4; se pouZiva zbyteéné slozity vzorec. Stacilo by vzit Aqyy = {p} U
UneN A(\‘ X {n}

(c) Na dvou mistech byl pouZit neuréity ¢len, zatimco ,the* by bylo spravng, (,the following
topology*, ,the characteristic function“).

(d) Metrizovatelnost prostorit X,, neni zdivodnéna. Je jasné, Ze metrizovatelnost se zachova
pri limitnim kroku, ale zachovan{ v izolovaném kroku by se mélo dokazat. Neni to t&zké, ale
mdélo by se to naznadit.

(e) Tvrdi se, Ze zkonstruované prostory jsou dédiéné Baircovy. Je to tak, dokonce jsou Gplné
metrizovatelné (tedy pro a < w; polské). A ov&feni 1iplné metrizovatelnosti je rozhodné snazsi
nez piimé ovéfovani dédiéné bairevskosti.

(b-viii) Strana 79, Poznamka 5.5.19: To neni viibec pfekvapivé, kdyZz X neni separabilni.
(Spojité zobrazeni definované na neseparabilnim prostoru ma velmi €asto neseparabilni obor
hodnot a 8 vyjde vidy 1.)

(5-ix) Strana 79, Pfiklad 5.5.22: Ani toto neni pfekvapivé, protoZze @ neni dédiéné Bairelv.
Zajimavéjsi je otdzka o-fragmentovanosti v takovém ptipadé.

{5-x) K cclkové koncepci Sckee 5.3: V této sckei jsou kliGova abstraktni Tvrzeni 5.3.1 a 5.3.2,
kterd jsou pak pomoci Tvrzeni 5.3.5 a 5.3.6 aplikovdna k diikazu Véty 5.3.7. Domnivim se, Ze
tato koncepce neni §fastnd a %e sc zde ponckud chaoticky michd nékolik odlisnych problémil.
Lepsi systém by byl tento:

(a) Tvrzeni 5.3.1 a 5.3.2 nahradit jednim tvrzenim: Ozna¢me Fr, (X, E) mnozinu vech o-
fragmentovanych funkci z X do E. Pak pro kaZzdou f : X — FE plati

Lo-frag(f) < d(f, Fro(X, E)) < o-frag(/).
Pokud E = R, je jo-frag(f) = d(f, Fr,(X,R)).

{(b) Vidy plati Fr,(X,E) C Hf1(X, E). (To plyne z vysledki sckee 5.2.)

{c) Rovnost, tedy obricena inkluze, nékdy plati a nékdy ne. To je docela zajimavy problém --
vénuji se tomu Tvrzeni 5.3.5 a 5.3.6 (pozitivni pfipady) a Pfiklady 5.3.3 a 5.3.4 (protipfiklady).
Tento problém by stal za dikladnéjsi analyzu, navic Gizce souvisi s jinym zndmym problémem.
Podrobngji:

(cl) Je-li X dédi¢né Bairetv, je o-fragmentovanost totéZ co fragmentovanost a také totéz,
jako vlastnost bodu spojitosti (viz tfcba [47]). Tedy jde o otdzku, zda funkee prvni H-tfidy ma
vlastnost bodu spojitosti. Tomu byla vénovana napfiklad ma diplomova prace a nékolik ¢lanki.
Napriklad je konsistentni s ZFC, Ze odpovéd je vidy kladna (za axiomu konstruovatelnosti,
V = L); ke konstrukei protiptikladu je ticba pouZit méfitelny kardinal; za pfedpokladu existence
dvouhodnotové méfitelného kardinalu existuje iplné regularni protipfiklad (viz mé ¢lanky New
Ezamples of Hereditarily t-Baire Spaces (Bull. Acad. Polon. Sci., 46 (2) (1998), 197-210) a
Note on Connections of the Point of Continuity Property and Kuratowski Problem on Function
Having the Baire Property (Acta Univ. Carolinae, 38 (1) (1997), 3-12)). Pfiklad 5.3.4 pfevzaty
2z [47] je za pfedpokladu existence realné métitelného kardinalu nejvyse rovnému kontinuu, je
Hausdorffiv a neni jasné, zda miZe byt regularni. Dalsi vysledky na toto téma lze najit tieba
v ¢lancich P. Holického.

(c2) Kdyz X neni dédiéné Bairedv, je situace odlisna - k protiptikladu nejsou ticba velké
kardinaly, sta¢i Martinliv axiom a negace hypotézy kontinua (Pfiklad 5.3.3, ktery je viceméné
totozny s [47, Example 2.4(3)]). Tento problém by stal za podrobnéjdi prozkoumani. Napiiklad
je ptirozena otdzka, zda existuje protipiiklad v ZFC nebo zda je konsistetni, Ze odpovéd je vidy
kladnd (nabizi se axiom V = L). Tato otdzka mitize byt i velmi obtiZn4, ale méla by se uréits
alespon zminit.




Zavér: Préace obsahuje nové netrividlni vysledky, z nichz nékteré byly publikované. Vétsinu
préce tvofi ¢lanky spoleéné se skolitelem — k uchazecové podilu na nich se jisté vyjadii skolitel.
Clanek v prvni kapitole obsahuje zajimavy vysledek, je vSak &itelny pouze pii paralelni ¢etbé
¢lanku, ktery zobectiuje. Dal3i tfi ¢lanky tvofi jednotny celek, ditkladné a téméF vycéerpavajicim
zplisobem zkoumaji problematiku pfenosu deskriptivnich vlastnosti funkei na extremalnich bo-
dech na celou kompaktni konvexni mnozinu. Clanek v paté kapitole je samostatnym ¢lankem
uchazece, obsahuje zajimavé a netrivialni vysledky, je viak psan ponékud chaoticky. Bylo by
zédouci jej jesté pfed publikaci podstatné piepracovat.

Piipominky k jednotlivym &lankiim jsou uvedeny vySe. Vétina z nich neni zasadni. Rad bych
viak, aby se uchaze¢ vyjidfil zejména k pFipominkam (2-i), (2-vi), (3-i), (3-v), (5-vii). Kromé
toho by mne zajimalo, zda zkoumal otézky uvedené v (3-iii) a (5-x-c2).

Celkové se domnivam, Ze préace spliiuje pfedpoklady kladené na doktorandskou diserta&ni
prici a Ze prokazuje, Ze uchazeé je schopen samostatné tvofivé préce.

V Praze dne 10. tinora 2014 Doc. RNDr. Ondfej Kalenda, Ph.D., DSc.
KMA MFF UK






