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těchto symetríı
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s použit́ım citovaných pramen̊u, literatury a daľśıch odborných zdroj̊u.
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fyziky MFF UK

Abstrakt:
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zkoumáńı koncepčńıch otázek kvantové gravitace. V této práci jsou roztř́ıděny
izometrie 2 + 1-dimenzionálńıho anti-de Sitterova prostoročasu a klasifikována
řešeńı Einsteinových rovnic vzniklá identifikaćı podél souřadnic, přizp̊usobených
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Topological black holes in 2 + 1-dimensional AdS spacetime have seen a grad-
ual increase in popularity over the last 20 years by their virtue of being one of
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Úvod

Maximálně symetrické prostoročasy zauj́ımaj́ı výsadńı postaveńı nejen v rámci
obecné teorie relativity předevš́ım d́ıky koncepčńı jednoduchosti, kterou tyto pros-
toročasy oplývaj́ı. Nacházej́ı uplatněńı v dnes velice populárńım proudu teoreti-
ckého výzkumu, tzv. AdS/CFT korespondenci, popsané v článku Juana Malda-
ceny [13], kde se dávaj́ı do souvislosti konformńı teorie pole na konformńı hranici
asymptoticky anti-de Sitterova prostoročasu se supergravitačńı teoríı uvnitř to-
hoto prostoročasu. Zájem o tato řešeńı Einsteinových rovnic se ovšem zdaleka
nekoncentruje jen do jednoho směru fyzikálńıho bádáńı [2].

S trochou nadsázky lze ř́ıci, že nezanedbatelná část výzkumu v teoretické
fyzice má nějakou bližš́ı, či vzdáleněǰśı spojitost s faktem, že naše znalost o fun-
damentálńıch interakćıch, kterými se ř́ıd́ı svět kolem nás, neńı formulována v
jednotném matematickém jazyce. Na jedné straně, poměrně spolehlivě vymezené
malými měř́ıtky, se uplatňuj́ı nederministické zákony kvantového popisu reality.
Kulminaćı tohoto směru je standardńı model částic, který popisuje tři ze čtyř
známých interakćı pomoćı aparátu perturbativńı (poruchové) kvantové teorie
pole. Tento př́ıstup je v rámci svých meźı aplikovatelnosti velmi úspěšný. Na
straně druhé, vymezené velkými vzdálenostmi a energiemi, se uplatňuje obecná
teorie relativity jako konzistentńı teorie gravitačńı interakce. Na rozd́ıl od svých
kvantových protěǰsk̊u se jedná o teorii klasickou ve smyslu, že neuvažuje popis
v rámci vlnových funkćı a Hilbertových prostor̊u a jedná se o teorii determin-
istickou (přestože tento pojem má své meze, dané systémy s vývojem daným
sice deterministickými rovnicemi, ale vzhledem k velké závislosti na počátečńıch
podmı́nkách na větš́ıch časových škálách nepředpověditelným). Teorie je vyjádře-
ná pomoćı deterministických evolučńıch rovnic pro měřitelné entity a samotný
proces měřeńı nemá na tento vývoj žádný vliv.

Konsenzuálně přijatým řešeńım tohoto rozporu v předpokladech a východis-
ćıch obou směr̊u uvažováńı je, že obecná relativita je pouze klasické přibĺıžeńı k
fundamentálńı kvantové teorii této interakce. Třemi hlavńımi oblastmi, kde by
se plná kvantová teorie měla uplatňovat a kde tedy oba dosavadńı směry popisu
selhávaj́ı, jsou fyzika vysokých energíı, raný vesmı́r a konečná stádia černých
děr. Prozat́ım, vzhledem k technickým možnostem žádné kvantově gravitačńı
efekty př́ımo naměřeny nebyly, přestože se objevuj́ı názory, že i za současných
podmı́nek to je možné [1]. Historicky se tak teoretická fyzika nacháźı v nepř́ılǐs
sobě známé situaci, kdy teoretický vývoj nemůže být veden empirickými daty,
nebo nemůže jimi být alespoň v principu v popperovském smyslu vyvrácen.
Stoj́ı za připomenut́ı, že taková situace je v historii fyziky vskutku ojedinělá.
Newtonovy zákony byly podepřeny každodenńı zkušenost́ı, stejně tak jako exper-
imenty mnoha Newtonových předch̊udc̊u. Stejně tak Maxwellovy rovnice, které
poskytly sjednoceńı elektrických a magnetických jev̊u byly založeny na experi-
mentech Faradaye a Ampéra z počátku devatenáctého stolet́ı. Einsteinova speci-
álńı teorie relativity se oṕırala o zjǐstěńı Michelsona a Morleyho, že světlo se š́ı̌ŕı ve
všech vztažných soustavách stejnou rychlost́ı a hlavně na nesouladu Maxwellových
rovnic a Galileovy transformace. Konečně, vývoj a formulace experimentálně
velmi úspěšného standardńıho modelu byla vedena bohatým zázemı́m experi-
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mentálńıch dat z urychlovač̊u CERN a Fermilab. Současná situace tedy nevy-
hnutelně vede k spoléháńı se na spekulaci a instinktivńıch tušeńı o tom, jak by
tomu mělo být ve skutečnosti. Zde právě lež́ı hlavńı význam zjednodušených mod-
el̊u, jako je např. gravitace ve 2+1 dimenźıch, které jsou jedno z mála vod́ıtek
pro intuici a kvalifikované odhady, stejně tak jako hřǐstě pro prozkoumáváńı kon-
cepčńıch otázek nových teoretických celk̊u [3, 5].

Tato práce je organizována následuj́ıćım zp̊usobem: v prvńı kapitole jsou
stručným zp̊usobem zopakovány a podány základńı poznatky, které budou potřeba
v daľśıch kapitolách. V prvńı části kapitoly jsou tak zrekapitulovány poznatky o
obecné teorii relativity v 2+1 dimenźıch a jej́ı odlǐsnosti od gravitace v 3+1 di-
menźıch. Dále je věnována pozornost anti-de Sitterovu prostoročasu na úrovni
základńıch, předevš́ım geometrických a kauzálńıch vlastnost́ı. Nejsou uvažovány
symetrie a vyjádřeńı metrického tenzoru v r̊uzných souřadných systémech, těmto
otázkám je vyhrazena druhá kapitola. V daľśı části kapitoly jsou zopakovány
některé poznatky o singularitách a černých d́ırách. Ani v jednom z těchto témat
neńı a ani nemůže být kladen d̊uraz na úplnost výkladu, protože zcela rigorózńı
př́ıstup by si vyžádal mnohonásobně v́ıce mı́sta a šel by za rámec toho, co je
nezbytně nutné z hlediska daľśıch kapitol.

V druhé kapitole je podán výklad symetríı anti-de Sitterova prostoročasu ve
2 + 1 a 1 + 1 dimenźıch a těmto symetríım přizp̊usobených souřadnic. Třet́ı kapi-
tola se zabývá strukturou Lieovy algebry Killingových vektor̊u AdS prostoročasu,
jsou zde odvozeny strukturńı konstanty pro př́ıpad 2 + 1- i 1 + 1-dimenzionálńıho
anti-de Sitterova prostoročasu. Čtvrtá kapitola se zabývá prostory vzniklými
identifikaćı podél jednotlivých symetríı. V kapitola páté je ukázána vzájemná
korespondence faktorprostor̊u AdS prostoročasu a sféricky symetrických řešeńı
Einsteinových rovnic se zápornou kosmologickou konstantou u nichž je známa
fyzikálńı interpretace. Šestá kapitola je věnuje limitńımu přechodu kónické sin-
gularity v extrémńı černou d́ıru.
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1. Základńı poznatky

Základńım ćılem této kapitoly je vytyčeńı fyzikálńıch pojmů, které budou v
daľśıch kapitolách použ́ıvány. V prvńı části jsou tak shrnuty základńı poznatky
o obecné relativitě ve 2+1 dimenźıch, stejně tak jako základńı poznatky o anti-
de Sitterově prostoročasu jako jejich maximálně symetrickém řešeńı. Druhá část
této kapitoly se definuje a vyjasňuje pojem singularity, tak, jak je s ńım možné se
setkat při studiu partikulárńıch řešeńı Einsteinových rovnic. Třet́ım pojmem, pro
nějž je vyhrazena záverečná část této kapitoly je černá d́ıra. Z hlediska této práce
plyne jeho d̊uležitost z klasifikace faktorprostor̊u anti-de Sitterova prostoročasu
vzhledem k akci jednotlivých grup izometríı.

1.1 Obecná relativita v 2+1 dimenźıch

Mezi jednu ze základńıch vlastnost́ı oblasti reality, jej́ıž popis si klademe za
úkol při diskuzi kvalitativńıch a kvantitativńıch aspekt̊u struktury prostoru, jenž
nás obklopuje je konstantnost š́ı̌reńı světla ve všech inerciálńıch soustavách. Již
to samo o sobě vylučuje platnost klasických před-einsteinovských představ o us-
pořádáńı prostoru a času jako součást fundamentálńıho popisu reality. Jsme tak
vedeni př́ımým empirickým vhledem k principu lorenzovské kovariance fyzikálńıch
zákon̊u, tedy principu, který je matematicky vyjádřen invarianćı fyzikálńıch zá-
kon̊u v̊uči boostovým transformaćım souřadnicové soustavy. Ke stejnému závěru
dojdeme, uvědomı́me-li si charakter tranformaćı, při nichž neměńı sv̊uj tvar Max-
wellovy rovnice. Teoríı, která dává výše uvedené vhledy do jednoho koherentńıho
celku je Einsteinova speciálńı teorie relativity. Ukazuje se [8, 16], že rozš́ı̌reńım
tř́ıdy transformaćı, v̊uči nimž maj́ı být výsledky fyzikálńıch experimet̊u invari-
antńı, lze źıskat teorii gravitace: obecnou teorii relativity. Ta je daná akćı ve
tvaru

I =
1

16πG

∫
M

dNx
√
−g(R− 2Λ) + Ihmota. (1.1)

Polńı rovnice maj́ı v tomto př́ıpadě tvar

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 8πGTµν , (1.2)

kde připomeňme, že gµν je metrický tenzor, Rµν je Ricciho tenzor, kontrakce
Riemannova tenzoru v prvńım a třet́ım indexu Rµν = Rα

µαν , R je skalárńı křivost
R = Rα

α, Λ je kosmologická konstanta, G je gravitačńı konstanta a Tµν je tenzor
energie a hybnosti, pro nějž zákon lokálńıho zachováńı energie a hybnosti požaduje

T µν;ν = 0. (1.3)

Hlavńım rozd́ılem, která odlǐsuje čtyř- a trojdimenzionálńı obecnou relativitu je
fakt, že ve třech dimenźıch Riemann̊uv tenzor křivosti lze vyjádřit pomoćı Ricciho
tenzoru:

Rµνσρ = gµρRνσ + gνσRµρ − gνρRµσ − gµσRνρ −
1

2
(gµρgνσ − gµσgνρ)R. (1.4)

4



Nejd̊uležitěǰśım d̊usledkem, který z toho plyne je, že každé vakuové řešeńı Ein-
steinových rovnic s nulovou kosmologickou konstantou Λ je nutně ploché a každé
řešeńı s nenulovou konstantou má konstantńı křivost. Fyzikálně tedy gravitace v
2+1 dimenźıch nemá žádné lokálńı stupně volnosti, o čemž se můžeme přesvědčit
i následuj́ıćı úvahou. Fázový prostor obecné relativity je dán N(N − 1)/2 pros-
torovými složkami metrického tenzoru a jejich N(N − 1)/2 časovými derivacemi.
Mezi Einsteinovými rovnicemi je však N vazeb na počátečńı podmı́nky (podobně
jako je tomu u Maxwellových rovnic) a daľśıch N proměnných lze eliminovat
vhodnou souřadnicovou transformaćı. Celkově tedy zbývá N(N − 1)/2 +N(N −
1)/2−2N = N(N−3) kanonických proměnných, tj. N(N−3)

2
lokálńıch stupň̊u vol-

nosti. To pro př́ıpad N = 3 dává požadovaný výsledek: absenci jakýchkoli stupň̊u
volnosti. Připomeňme pro úplnost, že pro N = 4 odpov́ıdaj́ı stupně volnosti
dvěma možnostem polarizace gravitačńı vlny. S absenćı lokálńıch stupň̊u volnosti
souviśı poněkud nezvyklá newtonovská limita — částice v 2 + 1 dimenzionálńım
prostoročasu nećıt́ı v̊ubec newtonovskou śılu. Pro detailńı diskuzi a odvozeńı viz
[4].

1.2 Anti-de Sitter̊uv prostoročas

Obrat’me nyńı pozornost na řešeńı rovnic (1.2), která se vyznačuj́ı maximálńı
mı́rou symetrie. Tyto prostoročasy jsou lokálně charakterizovány podmı́nkou

Rµνσρ =
1

12
R (gµσgνρ − gµρgνσ) . (1.5)

Tato řešeńı odpov́ıdaj́ı po řadě záporné, nulové a kladné kosmologické konstantě
Λ a nazývaj́ı se po řadě anti-de Sitter̊uv, Minkowského a de Sitter̊uv prostoročas.
Kontrakćı rovnic (1.2) a položeńım Tµν = 0 lze snadno nahlédnout, že pro tato
řešeńı plat́ı ve třech, resp. ve čtyřech dimenźıch

R = 6Λ, R = 4Λ, (1.6)

tedy skalárńı křivost je př́ımo úměrná kosmologické konstantě Λ a je v celém pros-
toročase konstantńı. Pro podrobnou diskuzi těchto řešeńı viz [6]. Zde se omeźıme
na anti-de Sitter̊uv prostoročas odpov́ıdaj́ıćı př́ıpadu Λ < 0. Standardńım
zp̊usobem, jak reprezentovat N-dimenzionálńı AdS prostoročas je pomoćı vnořeńı
do N + 1-dimenzionálńıho plochého prostoru se signaturou (−,−,+, ...). V čtyř-
dimenzionálńım př́ıpadě konkrétně je anti-de Sitter̊uv prostoročas dán plochou

− u2 − v2 + x2 + y2 + z2 = 1 (1.7)

v pětidimenzionálńım plochém prostoru R5 s metrikou

ds2 = −du2 − dv2 + dx2 + dy2 + dz2. (1.8)

Obecně plat́ı, že takto definovaný anti-de Sitter̊uv prostor bude mı́t topologii
S1 × RN−1 a bude obsahovat uzavřené časupodobné křivky. Této nepř́ıjemnosti
se zbav́ıme, budeme-li uvažovat univerzálńı nakryt́ı anti-de Sitterova prostoru
(“rozmotáńı časové souřadnice”), které má topologii R4. Je proto obvyklé ve
výše uvedené konstrukci mı́nit pojmem AdS právě toto univerzálńı nakryt́ı.
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Obrázek 1.1: Konformńı diagram anti-de Sitterova prostoročasu. Vertikálńı směr odpov́ıdá
času, horizontálně je vynášen prostor. Vnitřek vněǰśıho válce odpov́ıdá celému Einsteinovu pros-
toročasu o topologii R× S3, kruh η = konst. odpov́ıdá sféře S3, s jedńım prostorovým směrem
nezobrazovaným. Okraj kruhu reprezentuje jeden bod – pól antipodálńı k pólu uprostřed kruhu.
Oblast χ ≤ π

2 je konformně zobrazený AdS prostoročas, plášt’ vnitřńıho válce χ = π
2 odpov́ıdá

jeho konformńımu nekonečnu. Převzato z [6].

Užitečným nástrojem ke zkoumáńı globálńıch kauzálńıch vlastnost́ı řešeńı Ein-
steinových rovnic jsou tzv. konformńı transformace. O dvou metrikách g1 a g2

řekneme, že jsou konformně ekvivalentńı, pokud lze psát

g1 = Ω2g2, (1.9)

kde Ω2 je tzv. konformńı faktor. Přechod od jedné strany rovnosti ke druhé
se tedy nazývá konformńı transformaćı. Jej́ı základńı vlastnost́ı motivuj́ıćı jej́ı
použit́ı je, že zachovává kauzálńı strukturu prostoročasu, tedy je-li čtyřvektor vα

časupodobný, prostorupodobný nebo světelný v jedné metrice, má stejný charak-
ter v konformně ekvivaletńı metrice.

V př́ıpadě anti-de Sitterova prostoročasu lze vhodnou záměnou souřadic na-
hlédnout (viz př́ı̌st́ı kapitola), že celý AdS prostoročas je konformně svázán s
polovinou Einsteinova statického vesmı́ru, daného metrikou

gEin = −dη2 + dχ2 + sin2 χ
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (1.10)

v tom smyslu, že konformńı transformace AdS je izomorfńı s oblast́ı danou (1.10)
pouze pro radiálńı souřadnici χ ≤ π

2
. Metrický tenzor anti-de Sitterova pros-

toročasu má pak tvar

gAdS =
1

cos2 χ

(
−dη2 + dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2)

)
. (1.11)

Grafickou reprezentaćı vzájemného vztahu obou prostoročas̊u je konformńı
diagram (viz obr. 1.1).

Důležitým faktem, který je z tohoto diagramu patrný a souviśı i se zaj́ımavost́ı
AdS v aplikaćıch, je časupodobný charakter konformńıho nekonečna AdS, na
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rozd́ıl od př́ıpadu Minkowského a de Sitterova prostoročasu, v nichž má konformńı
nekonečno světelný, resp. prostorupodobný charakter. To mimo jiné s sebou nese
d̊usledek, že anti de-Sitter̊uv prostoročas neńı globalně hyperbolický, tj. neexistuje
v něm Cauchyho plocha, na které by znalost rozmı́stěńı hmoty umožnila určit jej́ı
celý daľśı vývoj. K dobře definované Cauchyho úloze je třeba specifikovat také
data na konformńım nekonečnu (v obrázku 1.1 plocha vymezená χ = π

2
).

Prostory vzniklé identifikováńım bod̊u anti-de Sitterova prostoru podél r̊uz-
ných symetríı, poněkud vznešeji řečeno faktorprostory AdS prostoru v̊uči ak-
ci diskrétńı grupy symetríı, si vždy lokálně zachovávaj́ı vlastnosti p̊uvodńıho
prostoročasu. V čem se od p̊uvodńıho prostoročasu lǐśı jsou globálńı topologické
a kauzálńı vlastnosti. Jednou možnost́ı, která může oba typy vlastnosti změnit je,
že v nějakém bodě nového prostoru vznikne prostoročasová singularita. V praxi
se s takovým př́ıpadem setkáme často, základńı poznatky o singularitách jsou
proto uvedeny v následuj́ıćım odstavci.

1.3 Prostoročasové singularity

Intuitivńı chápáńı pojmu singularita, jak se s ńım setkáváme např. v elektro-
magnetismu, spoč́ıvá v divergenci jisté veličiny v jistém pevně daném mı́stě
prostoru. Toto vymezeńı ovšem, jak se ukazuje, se neńı přenositelné do rámce
obecné teorie relativity. Důvodem tohoto faktu je to, že v jiných fyzikálńıch
teoríıch se problém redukuje na sadu rovnic, jej́ımž řešeńım je, alespoň v ideálńım
př́ıpadě, funkcionálńı, nebo distribučńı rozmı́stěńı jisté intenzivńı veličiny v pros-
toru a času a singularita odpov́ıdá př́ıpadu, že tato veličina v jistém mı́stě roste
nade všechny meze. V obecné teorii relativity je ovšem onou hledanou veličinou
samotná struktura prostoročasu — metrický tenzor — a výše uvedená speci-
fikace je tedy problematická. Řešeńım tohoto problému je poněkud protiintu-
itivńı definice: řekneme, že prostoročas M je singulárńı, pokud obsahuje geode-
tiky, které se nedaj́ı prodloužit podél svého afinńıho parametru a zároveň M
nelze triviálně zúplnit. Požadavek na afinńı parametr je v této definici podstatný,
pokud bychom jej uvolnili, mohlo by se stát, že by se jeho běh v určitém mı́stě
“nekonečně zahušt’oval” i bez př́ıtomnosti singularity. Druhý požadavek, aby pros-
toročas nešel triviálně zúplnit, se stará o př́ıpad, že by neprodloužitelnost geode-
tiky vznikla např. v d̊usledku vyjmut́ı bod̊u z jinak regulárńıho prostoročasu. V
obou př́ıpadech nechceme, aby se jednalo o singularitu.

V závislosti na chováńı křivosti podél nekompletńı geodetiky rozlǐsujeme sin-
gularity charakterizované skalárńımi invarianty křivost́ı (scalar curvature invari-
ants singularity) – v tomto př́ıpadě diverguje podél geodetiky nějaký skalár vyt-
vořený z Riemannova tenzoru a jeho kovariantńıch derivaćı – a singularity charak-
terizované divergenćı složky Riemannova tenzoru v paralelně přenášené tetrádě
(paralelly propagated curvature singularity). Pokud nenastává ani jedna z těchto
možnost́ı, hovoř́ı se o nekřivostńı (např. kónické) singularitě (non-curvature sin-
gularity). Tento posledńı typ singularity je možné vytvořit vhodnou identifikaćı v
př́ıslušném časoprostoru, elementárńım názorným př́ıkladem je list paṕıru s vyj-
mutým polárńım úhlem a př́ıslušným ztotožněńım, dávaj́ıćım kuželovou plochu
se singularitou ve vrcholu.

Vzhledem k složitosti Einsteinových rovnic neńı př́ılǐs překvapivé, že obecná
relativita nebyla dlouho schopna něco podstatného k fyzice singularit ř́ıci. Situace
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se změnila s pracemi Hawkinga a Penrose, a zavedeńım globálńıch geometrických
metod analýzy řešeńı (bĺıže viz [8]). Jedńım z velkých úspěch̊u tohoto př́ıstupu
jsou i takzvané teorémy o singularitách. Jejich systematický výklad vyžaduje
dosti pokročilý technický aparát a tak neńı na tomto zmı́něn. Čtenář jej nalezne
např. v [16]. Pro náznak jejich elegance a hloubky jen zmiňme, že jedńım z jejich
d̊usledk̊u je d̊ukaz existence velkého třesku za podmı́nek, které se zdaj́ı být v
našem vesmı́ru splněny.

1.4 Černé d́ıry

Černá d́ıra jako objekt je jedńım z ústředńıch oblast́ı zájmu obecné teorie relativ-
ity. Intuitivně jsme vedeni k tomu, aby pojem černé d́ıry odpov́ıdal takové oblasti
prostoročasu, “ze které se nedá uniknout”. Naivńım pokusem o formalizaci této
představy je tvrzeńı, že černá d́ıra je taková taková oblast prostoročasu A, že
pro všechna p ∈ A je J+(p) ⊂ A, kde J+(p) znač́ı kauzálńı budoucnost bodu
p (množina všech událost́ı, které mohou být s bodem p spojeny časupodobnou,
nebo světelnou do budoucnosti orientovanou křivkou). Takto formulovaný pokus o
definici ovšem naráž́ı na problémy: samotná kauzálńı budoucnost jakékoli množiny
v prostoročasu by byla k nerozeznáńı od černé d́ıry. Řešeńım je lehká změna ve
formulaci: prostoročas bude obsahovat černou d́ıru, pokud v něm existuje oblast,
ze které se nedá uniknout do budoućıho světelného nekonečna (pro asymptoticky
ploché prostoročasy), nebo do budoućıho nekonečna (pro neploché prostoročasy,
v nichž budoućı nekonečno je možné definovat). Samotná černá d́ıra je pak defi-
nována jako doplněk kauzálńı minulosti budoućıho světelného nekonečna

B = M − J−(I +), (1.12)

hranice této množiny

H = ∂J−(I +) (1.13)

se nazývá horizont událost́ı. H tedy odděluje vnitřek černé d́ıry od pozorovatel̊u
vně, kteř́ı mohou uniknout do nekonečna a co se děje za horizontem událost́ı
nevid́ı. Patologický př́ıpad, kdy černoděrová singularita neńı zakryta horizontem
událost́ı se v literatuře označuje termı́nem nahá singularita (naked singularity).
Vyústěńım a formalizaćı přirozeného požadavku na to, aby taková varianta v
našem vesmı́ru nenastávala, tedy aby kolaps hvězdy vždy vyústil v černoděrovou
singularitu neviditelnou zvenč́ı je princip kosmické cenzury.

Černé d́ıry v našem vesmı́ru vznikaj́ı kolapsem velmi složitých objekt̊u. Je
proto překvapivé, že závěrečným stadiem takového kolaps̊u je objekt velmi sy-
metrický. Plat́ı dokonce tvrzeńı, že každá černá d́ıra vzniklá v gravitačńım kolapsu
je charakterizována pouze třemi parametry: hmotnost́ı M , momentem hybnosti
J a elektrickým nábojem Q. To je obsahem tzv. No Hair teorému. Informace o
kolabuj́ıćı hmotě se vyzařuje do nekonečna v podobě gravitačńıch vln. Uved’me
jen na okraj a pro úplnost, že ve čtyřech dimenźıch jsou základńı černoděrová
řešeńı, odpov́ıdaj́ıćı nulovosti, či nenulovosti momentu hybnosti J a elektrického
náboje Q popsána Schwarzschildovou (J = 0, Q = 0), Kerrovou (J 6= 0, Q = 0),
Reissner-Nordstromovou (J = 0, Q 6= 0) a Kerr-Newmannovou metrikou (J 6= 0,
Q 6= 0).
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Ukazuje se, že lze formulovat tzv. zákony termodynamiky černých děr. Stěžej-
ńım okamžikem v tomto ohledu byl Hawking̊uv d̊ukaz z roku 1972, že plocha
horizontu událost́ı se nemůže žádným fyzikálńım procesem zmenšit, v analogii s
druhým zákonem termodynamiky. Nemá-li tedy celková entropie systému, který
padá do černé d́ıry klesnout, je třeba přǐradit entropii samotné černé d́ı̌re. To
provedl v Jacob Bekenstein ještě v témž roce a výsledek má tvar

SBH =
kA

4l2p
, (1.14)

kde k je Boltzmannova konstanta, A je obsah horizontu událost́ı a lp je Planckova
délka. Pro podrobné odvozeńı a diskuzi zákon̊u viz [16].
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2. Symetrie anti-de Sitterova
prostoročasu

V této kapitole je podán přehled symetríı anti-de Sitterova prostoročasu a s nimi
spjatých přizp̊usobených souřadnic. Pojem symetrie je dobře známý a intuitivně
snadno pochopitelný z klasické a kvantové fyziky i každodenńı zkušenosti. Objekt,
nebo systém má symetrii, pokud se po provedeńı určité operace (transformace)
nezměńı. V kontextu obecné teorie relativity je ońım objektem prostoročas, ope-
race má podobu izometrie a to, že se nezměńı je obsaženo v zachováváj́ıćı se
metrické struktuře. Množina všech symetrických transformaćı tvoř́ı grupu. Jed-
notlivé transformace je tak možné mezi sebou skládat, existuje identická transfor-
mace a ke každé transformaci existuje transformace inverzńı. Nás bude zaj́ımat
situace, kdy izometríı je nekonečně mnoho. Grupa symetríı pak má kromě své al-
gebraické struktury ještě strukturu hladké variety. Ukazuje se, že v tomto př́ıpadě
lze symetrie rozdělit na tř́ıdy ekvivalence jednoparametrických podgrup transfor-
maćı, které jsou ve vzájemně jednoznačné korespondenci se svými generátory.

Podobná konstrukce je známá z lineárńı algebry, kde např. každou ortogonálńı
matici lze zapsat ve tvaru eAt, kde A je horńı trojúhelńıková matice a t je
parametr, přičemž množina všech matic A je v jistém smyslu tečný prostor k va-
rietě všech ortogonálńıch matic v jednotce. Tvrzeńı z tohoto př́ıkladu lze zobecnit
na všechny Lieovy grupy a množina všech infinitezimálńıch transformaćı v jed-
notce se nazývá Lieova algebra. Teorie Lieových grup a algeber je široké odvětv́ı
matematiky a jakýkoli pokus o jej́ı výklad muśı být nutně nekompletńı. Nástin
je uveden v kapitole 4, podrobný výklad lze nalézt v knihách [10] a [7].

Spokojme se na tomto mı́stě se strohým tvrzeńım, že prvk̊um Lieovy algebry
izometríı se v obecné teorii relativity ř́ıká Killingovy vektory. Vektor ξ je Killing̊uv
vektor, pokud plat́ı

£ξ gµν = 0, (2.1)

což je, d́ıky vyjádřeńı Lieovy derivace pomoćı metrické kovariantńı derivace ∇

£ξ T
a1,...,ak

b1,...,bl
= ξc∇cT

a1,...,ak
b1,...,bl

−
k∑
i=1

T a1,...,c,...,akb1,...,bl
∇cξ

ai +
l∑

j=1

T a1,...,akb1,...,c,...,bl
∇bjξ

c

(2.2)
ekvivalentńı podmı́nce

∇µξν +∇νξµ = 0. (2.3)

Rovnice (2.3) jde využ́ıt pro d̊ukaz maximálńıho počtu izometríı N -dimenzionálńı

variety, který je N(N+1)
2

(podrobně viz [16]). Pro př́ıpad N = 2 a N = 3 tedy
maximálně symetrické prostoročasy maj́ı 3, resp. 6 nezávislých izometríı.

V našem př́ıpadě nebude třeba př́ımo ověřovat podmı́nku (2.3). Využijeme
faktu, že je-li Killing̊uv vektor vyjádřen v přizp̊usobených souřadnićıch, tedy

ξµ =
∂µ

∂x1
(2.4)
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Lieova derivace metriky se redukuje na tvar

£ξ gµν =
∂gµν
∂x1

. (2.5)

Naš́ı obecnou strategíı tedy bude naj́ıt takové souřadnice, v nichž koeficienty
metrického tenzoru nebudou záviset na některé ze souřadnic a metrika tak bude
invariantńı v̊uči difeomorfismům indukovanými těmito souřadnicovými vektory.
Zaj́ımat nás budou symetrie dvou- a trojdimenzionálńıho AdS prostoročasu.

2.1 Symetrie 2+1-dimenzionálńıho AdS prosto-

ročasu

2.1.1 Symetrie spjaté se statickými souřadnicemi typu I

Jak bylo zmı́něno v prvńı kapitole, celý anti de-Sitter̊uv prostoročas lze kon-
formně zobrazit na část Einsteinova statického vesmı́ru. Souřadnice, které anti-de
Sitter̊uv prostoročas t́ımto zp̊usobem zděd́ı se nazývaj́ı statické (nebo též kosmo-
logické) souřadnice typu I. Všechny maj́ı stejné orbity (integrálńı křivky), pro
naše účely jsou nejv́ıce užitečné souřadnice t̃, r̃ a θ. AdS prostoročas pokrývaj́ı v
rozsahu t̃ ∈ (−∞,∞), r̃ ∈ (0, π

2
) a θ ∈ (−π, π) a metrický tenzor v nich nabývá

tvaru

gAdS =
l2

cos2 r̃
(−dt̃2 + dr̃2 + sin2 r̃dθ2), (2.6)

kde l je konstanta o rozměru délky, daná kosmologickou konstantou. Je zřejmé,
že ani jeden z metrických koeficient̊u ve (2.6) nezáviśı na t̃ a na θ. Vektory ∂

∂t̃

a ∂
∂θ

jsou tedy oba generátory izometrie. Orbitami ∂
∂t̃

jsou křivky dané rovnićı
r̃ = konst., θ = konst., které maj́ı v celém svém pr̊uběhu časupodobný charakter
(v obrázku 2.4 vertikálńı př́ımky). Vektor ∂

∂θ
mı́̌ŕı ”kolmo”na plochu θ = konst a je

na celém AdS prostoročasu prostorupodobný. Jeho orbity jsou kružnice r̃ = konst,
t̃ = konst. Povšimněme si, že prostorová část metriky (2.6) má bez konformńıho
faktoru tvar dr̃2 + sin2 r̃dθ2. To je stejný tvar, jako metrika povrchu dvoudi-
menzionálńı sféry, která má ve sférických souřadnićıch χ, θ tvar dχ2 + sin2 χdθ2.
Souřadnice r̃ ≡ χ tedy měř́ı úhel od severńıho pólu (doplněk zeměpisné výšky),
kdežto souřadnice θ měř́ı úhel podél kružnice r̃ = konst. (zeměpisná délka). Hod-
notě r̃ = π

2
odpov́ıdá konformńı nekonečno anti-de Sitterova vesmı́ru. Vzhledem k

rozsahu souřadnic odpov́ıdá pokrytá oblast jedné polovině povrchu sféry. Tohoto
faktu lze elegantně využ́ıt při přechodu k axisymetrickým souřadnićım a poté k
statickým souřadnićım typu II, který je učiněn v následuj́ıćı části.

2.1.2 Symetrie spjaté se statickými souřadnicemi typu II

Zavedeńı kosmologických souřadnic typu II, RII , TII , ΘII , lze rozložit do dvou
krok̊u. V prvńım z nich souřadnice r̃ a θ nahrazujeme χ̄ a θ̄ danými implicitńımi
vztahy

sin r̃ sin θ = sin χ̄ sin θ̄, (2.7)
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cos r̃ = sin χ̄ cos θ̄, (2.8)

cos r̃ cot θ = cos χ̄ cot θ̄, (2.9)

cos χ̄ = − sin r̃ cos θ. (2.10)

Tyto rovnice lze geometricky interpretovat jako vztahy dávaj́ıćı do souvislosti dvě
sady sférických souřadnic na povrchu koule, kde počátek souřadnic χ̄, θ̄ je v̊uči
r̃, θ otočen o π

2
. Bodu χ̄ = 0 tedy odpov́ıdá r̃ = π

2
, θ = π. Metrika (2.6) v těchto

souřadnićıch nabývá tvar

gAdS =
l2

sin2 χ̄ cos2 θ̄
(−dt̃2 + dχ̄2 + sin2 χ̄dθ̄2), (2.11)

který nesvědč́ı o žádném novém Killingově vektoru, provedeme tedy druhý krok
transformace v souřadnićıch t̃ a χ̄:

RII

l
=

sin χ̄

sin t̃
, (2.12)

TII
l

=
1

2
log

∣∣∣∣cos t̃− cos χ̄

cos t̃+ cos χ̄

∣∣∣∣ . (2.13)

Spolu s přeznačeńım ΘII = θ̄ tak źıskáváme sadu souřadnic TII , RII , ΘII . Jejich
vyjádřeńı v rámci kosmologických souřadnic typu I t̃, r̃ a θ źıskáme dosazeńım
vztah̊u (2.7)–(2.10) do transformaćı (2.12) a (2.13):

TII
l

=
1

2
log

∣∣∣∣sin r̃ cos θ + cos t̃

sin r̃ cos θ − cos t̃

∣∣∣∣ , (2.14)

RII

l
=

√
1− sin2 r̃ cos2 θ

sin t̃
, (2.15)

tan ΘII = tan r̃ sin θ, (2.16)

Tyto vztahy lze invertovat a výsledek se bude lǐsit v závislosti na tom, je-li výraz
v absolutńı hodnotě v (2.14) kladný, nebo záporný. To se dá ekvivalentně výjadřit

jako
R2

II

l2
< 1, nebo

R2
II

l2
> 1. V prvńım př́ıpadě maj́ı inverzńı vzorce tvar

sin t̃ =
1

RII

l

√
l2

R2
II

cosh2 TII
l
− sinh2 TII

l

, (2.17)

cos r̃ =
|RII

l
| cos ΘII√

1 + (1− R2
II

l2
) sinh2 TII

l

, (2.18)

sin θ =
sin ΘII√

sin2 ΘII + (
R2

II

l2
− 1) cosh2 TII

l

, (2.19)

V př́ıpadě
R2

II

l2
> 1 inverźı vztah̊u (2.14)–(2.16) źıskáváme

sin t̃ =
1

RII

l

√
cosh2 TII

l
− l2

R2
II

sinh2 TII
l

, (2.20)
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cos r̃ =
|RII

l
| cos ΘII√

1 + (
R2

II

l2
− 1) cosh2 TII

l

, (2.21)

sin θ =
sin ΘII√

sin2 ΘII + (1− R2
II

l2
) sinh2 TII

l

, (2.22)

Dosazeńım vztah̊u (2.14)–(2.22) a př́ıslušných diferenciál̊u do metriky (2.6) źıská-
váme pro tvar metriky v souřadnićıch RII , TII , ΘII tvar

gAdS =
l2

R2
II cos2 ΘII

(
−
(

1− R2
II

l2

)
dT 2

II +
1

1− R2
II

l2

dR2
II +R2

IIdΘ2
II

)
. (2.23)

Z rovnice (2.23) je okamžitě zřejmé, že vektor ∂
∂TII

generuje izometrii v trojdi-
menzionálńım AdS prostoročasu a konstrukce předešlých řádk̊u je tedy ospra-
vedlněná. Podařilo se nám naj́ıt tři Killingovy vektory: ∂

∂t̃
, ∂
∂θ

, ∂
∂TII

. K nalezeńı
kompletńı množiny generátor̊u izometríı 2+1-dimenzionálńıho AdS prostoročasu
nyńı užijeme elegantńıho triku: protože vzorec (2.5) dává pro koeficienty metriky
(2.6) a x1 = t̃ a x1 = θ nulu, je tato metrika invariantńı v̊uči záměně ty-
pu t̃ → t̃ + α a θ → θ + β. Jiným zp̊usobem řečeńı téhož je, že necháme-li
p̊usobit izometrii indukovanou vektorem ∂

∂t̃
, resp. ∂

∂θ
na vektor ∂

∂TII
a v těchto

nových souřadnićıch vyjádř́ıme metriku (2.23), jej́ı tvar se nezměńı. Aplikujeme
tedy transformace (2.16)–(2.19) na obě sady souřadnic s posunutým počátkem
t̃, resp. θ a źıskáme tak časově posunuté, resp. zrotované souřadnice RP

II , T
P
II ,

ΘP
II , resp. RR

II , T
R
II , ΘR

II , v nichž má metrika stejnou strukturu jako v (2.23),
pouze s př́ıslušným přeznačeńım. Protože složeńım dvou symetríı je opět symetrie,
jsou třet́ı sadou souřadnic časově posunuté zrotované souřadnice RPR

II , T PRII , ΘPR
II

(můžeme zároveň posunout počátek t̃, resp. θ a struktura metriky (2.23) z̊ustane
stejná). Volba α a β je arbitrárńı, učińıme ji ale tak, aby jednotlivé izometrie byly
v jistém smyslu ortogonálńı. Jak uvid́ıme v daľśı kapitole, to bude platit právě
tehdy, když Killingova metrika bude mı́t v bázi těchto vektor̊u diagonalizovaný
tvar. Prozat́ım se tedy spokojme s tvrzeńım, které bude dokázáno v kapitole 3, že
to lze splnit např. pro α = −π

2
, β = 0, dále α = 0, β = −π

2
a α = β = −π

2
. Těmto

třem možnostem odpov́ıdaj́ı po řadě časově posunuté souřadnice RP
II , T

P
II , ΘP

II ,
úhlově otočené souřadnice RR

II , T
R
II , ΘR

II a časově i úhlově posunuté souřadnice
RPR
II , T PRII , ΘPR

II Vztahy mezi nimi a p̊uvodńımi neposunutými souřadnicemi typu
I źıskáme substitućı vztah̊u

t̃P = t̃− π

2
, θ̃R = θ̃ − π

2
, (2.24)

cos t̃P = sin t̃, cos θR = sin θ, (2.25)

sin t̃B = − cos t̃, sin θR = − cos θ (2.26)

do rovnic (2.14)–(2.16) a (2.17)–(2.22). Konkrétně tak pro časově posunuté souřad-
nice RP

II , T
P
II , ΘP

II plat́ı vztahy
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T PII
l

=
1

2
log

∣∣∣∣sin r̃ cos θ + sin t̃

sin r̃ cos θ − sin t̃

∣∣∣∣ , (2.27)

RP
II

l
= −

√
1− sin2 r̃ cos2 θ

cos t̃
, (2.28)

tan ΘP
II = tan r̃ sin θ (2.29)

a pro vztahy inverzńı

cos t̃ = − 1

RP
II

l

√
l2

RP2
II

cosh2 TP
II

l
− sinh2 TP

II

l

, (2.30)

cos r̃ =

∣∣∣RP
II

l

∣∣∣ cos ΘP
II√

1 + (1− RP
II

2

l2
) sinh2 TP

II

l

, (2.31)

sin θ =
sin ΘP

II√
sin2 ΘP

II + (
RP

II
2

l2
− 1) cosh2 TP

II

l

, (2.32)

pro
(RP

II)2

l2
< 1 a

cos t̃ = − 1

RP
II

l

√
cosh2 TP

II

l
− l2

RP2
II

sinh2 TP
II

l

, (2.33)

cos r̃ =

∣∣∣RP
II

l

∣∣∣ cos ΘP
II√

1 + (
RP

II
2

l2
− 1) cosh2 TP

II

l

, (2.34)

sin θ =
sin ΘP

II√
sin2 ΘP

II +
(

1− RP
II

2

l2

)
sinh2 TP

II

l

, (2.35)

pro
(RP

II)2

l2
> 1. Pro zrotované souřadnice RR

II , T
R
II , ΘR

II źıskáváme ze vztah̊u
(2.24)–(2.26) a (2.14)–(2.22)

TRII
l

=
1

2
log

∣∣∣∣sin r̃ sin θ + cos t̃

sin r̃ sin θ − cos t̃

∣∣∣∣ , (2.36)

RR
II

l
=

√
1− sin2 r̃ sin2 θ

sin t̃
, (2.37)

tan ΘR
II = − tan r̃ cos θ, (2.38)

Inverzńımi vztahy k (2.36)–(2.38) jsou pro
(RR

II)2

l2
< 1

sin t̃ =
1

RR
II

l

√
l2

RR
II

2 cosh2 TR
II

l
− sinh2 TR

II

l

, (2.39)
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cos r̃ =

∣∣∣RR
II

l

∣∣∣ cos ΘR
II√

1 + (1− RR
II

2

l2
) sinh2 TR

II

l

, (2.40)

cos θ = − sin ΘR
II√

sin2 ΘR
II +

(
RR

II
2

l2
− 1
)

cosh2 TR
II

l

, (2.41)

a pro
(RR

II)2

l2
> 1

sin t̃ =
1

RR
II

l

√
cosh2 TR

II

l
− l2

RR
II

2 sinh2 TR
II

l

, (2.42)

cos r̃ =

∣∣∣RR
II

l

∣∣∣ cos ΘR
II√

1 +
(
RR

II
2

l2
− 1
)

cosh2 TR
II

l

, (2.43)

cos θ = − sin ΘR
II√

sin2 ΘR
II +

(
1− RR

II
2

l2

)
sinh2 TR

II

l

. (2.44)

Konečně pro zrotované časově posunuté souřadnice RPR
II , T PRII , ΘPR

II uvážeńım
obou rovnost́ı v (2.24)–(2.26) plat́ı

T PRII
l

=
1

2
log

∣∣∣∣sin r̃ sin θ + sin t̃

sin r̃ sin θ − sin t̃

∣∣∣∣ , (2.45)

RPR
II

l
= −

√
1− sin2 r̃ sin2 θ

cos t̃
, (2.46)

tan ΘPR
II = − tan r̃ cos θ (2.47)

a pro inverzńı vztahy k (2.45)–(2.47)

cos t̃ = − 1

RPR
II

l

√
l2

RPR
II

2 cosh2 TPR
II

l
− sinh2 TPR

II

l

, (2.48)

cos r̃ =

∣∣∣RPR
II

l

∣∣∣ cos ΘPR
II√

1 + (1− RPR
II

2

l2
) sinh2 TPR

II

l

, (2.49)

cos θ = − sin ΘPR
II√

sin2 ΘPR
II +

(
RPR

II
2

l2
− 1
)

cosh2 TPR
II

l

, (2.50)

pro
(RPR

II )2

l2
< 1 a

cos t̃ = − 1

RPR
II

l

√
cosh2 TPR

II

l
− l2

RPR
II

2 sinh2 TPR
II

l

, (2.51)
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cos r̃ =

∣∣∣RPR
II

l

∣∣∣ cos ΘPR
II√

1 + (
RPR

II
2

l2
− 1) cosh2 TPR

II

l

, (2.52)

cos θ = − sin ΘPR
II√

sin2 ΘPR
II +

(
1− RPR

II
2

l2

)
sinh2 TPR

II

l

, (2.53)

pro
(RPR

II )2

l2
< 1.

Podařilo se nám tedy nalézt maximálńı množinu lineárně nezávislých Killingo-
vých vektor̊u pro trojdimenzionálńı anti-de Sitter̊uv prostoročas ( ∂

∂t̃
, ∂
∂θ

, ∂
∂TII

, ∂
∂TP

II
,

∂
∂TR

II
, ∂
∂TPR

II
). Integrálńı křivky souřadnicového vektoru ∂

∂TII
maj́ı v obou oblastech,

kde se lǐśı inverzńı vztahy (2.17)–(2.22) odlǐsný charakter, jak je patrné z obrázku

2.5. V oblasti
R2

II

l2
> 1 jsou orbity vektoru ∂

∂TII
prostorupodobné, reprezen-

tuj́ı tedy analogii prostorové translačńı symetrie. V oblasti
R2

II

l2
< 1 jsou orbity

časupodobné a reprezentovaná symetrie má charakter časového posunu. Kolem
bifurkačńıho bodu RII = ±l má Killing̊uv vektor ∂

∂TII
strukturu analogickou boos-

tovému Killingou vektoru z Minkowského prostoročasu, tedy Killingova vektoru
generuj́ıćıho změny rychlosti inerciálńı soustavy.

2.1.3 Poincarého symetrie

Maximálńı množina lineárně nezávislých Killingových vektor̊u nalezenených v
předchoźım odstavci reprezentuje izometrie 2 + 1-dimenzionálńıho AdS pros-
toročasu, které jsou na sobě nezávislé v tom smyslu, že “malé” izometrie gen-
erované těmito Killingovými vektory nelze složit z ostatńıch. Ukazuje se ale,
že tyto izometrie generované báźı v Lieově algebře Killingových vektor̊u nejsou
jedinými zaj́ımavými se kterými se můžeme setkat. Stejně jako jsme při hledáńı
maximálńı lineárně nezávislé množiny Killingových vektor̊u nechali zap̊usobit
izometrii indukovanou vektory ∂

∂t̃
a ∂

∂θ
, abychom źıskali nové lineárně nezávislé

Killingovy vektory ∂
∂TP

II
, ∂
∂TR

II
a ∂

∂TPR
II

, necháme-li p̊usobit izometrii indukovanou
∂

∂TII
na vektor kosmologických souřadnic typu I ∂

∂t̃
vytvoř́ıme nový Killing̊uv

vektor. V př́ıpadě zrotovaných a časově posunutých souřadnic jsme museli volit
speciálńı hodnoty ∆t̃ a ∆θ, aby výsledné vektory byly ortogonálńı v Lieově
algebře, to zde nebude platit pro libovolnou hodnotu posunu ∆TII , přestože
vhodnou záměnou (např. za vektor ∂

∂t̃
) lze doćılit, aby i množina obsahuj́ıćı

takový typ vektoru byla lineárně nezávislá. Pro ∆TII rostoućı nade všechny
meze p̊usobeńı izometrie indukované ∂

∂TP
II

generuje po vhodném přeškálováńı

tzv. Poincarého souřadnice t̄, z̄, x̄ reprezentuj́ıćı “poincaréovské” symetrie AdS.
Záměnou TII → TII + ∆TII , kde ∆TII →∞ do vzorc̊u (2.17)–(2.22), převedeńım
do souřadnic t̃, r̃, θ a přeškálováńım pro ně źıskáváme vyjádřeńı

t̄ =
l sin t̃

cos t̃− sin r̃ cos θ
, (2.54)

z̄ =
l cos r̃

cos t̃− sin r̃ cos θ
, (2.55)
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x̄ =
l sin r̃ sin θ

cos t̃− sin r̃ cos θ
. (2.56)

Inverzńımi vztahy k (2.54)–(2.56) jsou

tan t̃ =
2lt̄

l2 − t̄2 + x̄2 + z̄2
, (2.57)

tan r̃ sin θ =
x̄

z̄
, (2.58)

tan2 r̃ =
(l2 + t̄2 − x̄2 − z̄2)2 + 4l2x̄2

4l2z̄2
, (2.59)

tan θ = − 2lx̄

l2 + t̄2 − x̄2 − z̄2
(2.60)

Z těchto vzorc̊u je zřejmé, uváž́ıme-li, jakých hodnot nabývaj́ı t̃, r̃ a θ, že souřadnice
t̄ a x̄ prob́ıhaj́ı interval (−∞,∞), kdeždo souřadnice z̄ ∈ (0,∞) . Dosazeńım difer-
enciál̊u (2.54)–(2.56) se lze snadno přesvědčit, že metrický tenzor (2.6) přejde na

gAdS =
l2

z̄2
(−dt̄2 + dz̄2 + dx̄2) (2.61)

Nacháźıme též nové Killingovy vektory ∂
∂t̄

a ∂
∂x̄

, generuj́ıćı izometrie anti-de Siter-
rova prostoročasu. Jak uvid́ıme ve třet́ı kapitole, oba tyto vektory jsou lineárńı
kombinaćı vektor̊u báze v Lieově algebře. Plochy konstantńıho t̄, z̄ a x̄ jsou vy-
neseny na obrázćıch 2.1, 2.2 a 2.3.
Z rovnice (2.61) je patrné, že metrika bez konformńıho faktoru odpov́ıdá polovině
trojdimenzionálńıho Minkowského prostoročasu. To je v souladu s obrázkem 3.1,
kdy plochy konstantńıho t̄ pro hodnoty t̄ → ±∞ źıskávaj́ı charakter budoućıho,
resp. minulého světelného nekonečna.

2.2 Symetrie 1+1-dimenzionálńıho AdS prosto-

ročasu

Jak lze očekávat, symetrie 1 + 1-dimenzionálńıho anti-de Sitterova prostoročasu
budou př́ımočaře odvoditelné ze symetríı 2 + 1-dimenzionálńıho př́ıpadu. Stač́ı se
totiž omezit na rovinu θ = 0, π, přičemž polorovinu θ = π budeme parametrizovat
pomoćı r̃ ∈ (−π

2
, 0). Z celkové množiny šesti lineárně nezávislých Killingových

vektor̊u trojdimenzionálńıho anti-de Sitterova prostoročasu ∂
∂t̃

, ∂
∂θ

, ∂
∂TII

, ∂
∂TP

II
, ∂
∂TR

II
,

∂
∂TPR

II
zahrnuj́ı tři úhlové souřadnice θ, kterou pro sestup do dvojdimenzionálńıho

AdS prostoročasu pokládáme rovnou konstantě. Lze tedy očekávat, že zbývaj́ıćı
vektory ∂

∂t̃
, ∂
∂TII

, ∂
∂TP

II
tvoř́ı maximálńı množinu nezávislých generátor̊u izometrie.

Přesvědčme se z rovnice (2.6), že je tomu skutečně tak. Polož́ıme-li dθ = 0,
přecháźı na tvar

gAdS =
l2

cos2 r̃
(−dt̃2 + dr̃2), (2.62)

odkud je patrné, že vektor ∂
∂t̃

skutečně z̊ustává generátorem izometrie. Čáry kon-

stantńıho t̃ a r̃ jsou vykresleny na obrázku 2.4.
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Obrázek 2.1: Plocha konstantńıho t̄ – plášt’ válce odpov́ıdá konformńımu
nekonečnu anti-de Sitterova prostoročasu, plocha t̄ = konst. je parametrizována
souřadnićı radiálńıho typu z̄, které na obrázku odpov́ıdaj́ı soustředné uzavřené
křivky a souřadnićı úhlového typu x̄, znázorněnou svazkem polopř́ımek.
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Obrázek 2.2: Plocha konstantńıho z̄ – plášt’ válce odpov́ıdá konformńımu
nekonečnu anti-de Sitterova prostoročasu, plocha z̄ = konst. je parametrizována
časovou souřadnićı t̄, které na obrázku odpov́ıdaj́ı neuzavřené křivky prob́ıhaj́ıćı
celý obvod plochy z̄ = konst. a souřadnićı úhlového typu x̄, znázorněnou
uzav́ıraj́ıćımi se křivkami.
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Obrázek 2.3: Plochy konstantńıho x̄ – plášt’ válce odpov́ıdá konformńımu
nekonečnu anti-de Sitterova prostoročasu, plocha x̄ = konst. je parametrizována
časovou souřadnićı t̄, které na obrázku odpov́ıdaj́ı prot́ınaj́ıćı se polopř́ımky a
souřadnićı úhlového typu x̄, znázorněnou vertikálńımi křivkami, vykresleny jsou
dvě plochy x̄ = ±konst.
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Obrázek 2.4: Orbity vektor̊u kosmologických souřadnic typu I - prvńı graf zachy-
cuje orbity vektoru ∂

∂t̃
, dané rovnićı r̃ = konst., druhý graf orbity vektoru ∂

∂r̃
,

dané rovnićı t̃ = konst., třet́ı oboje orbity zárověň, souřadnicové osy znázorňuj́ı
hodnoty obou souřadnic v rozsahu t̃ ∈ (−π, π), r̃ ∈ (−π

2
, π

2
)
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Dosazeńı θ = 0 do vztah̊u mezi statickými souřadnicemi typu I a II ve troj-
dimenzionálńım AdS prostoročase (2.14)–(2.16) redukuje tyto rovnice ve dvou
dimenźıch na

TII
l

=
1

2
log

∣∣∣∣sin r̃ + cos t̃

sin r̃ − cos t̃

∣∣∣∣ , (2.63)

RII

l
=

cos r̃

sin t̃
, (2.64)

přičemž inverzńı vztahy k (2.63)–(2.64) jsou dány analogicky dosazeńım ΘII = 0
do (2.17)–(2.22):

sin t̃ =
1

RII

l

√
l2

R2
II

cosh2 TII
l
− sinh2 TII

l

, (2.65)

cos r̃ =
|RII

l
|√

1 + (1− R2
II

l2
) sinh2 TII

l

, (2.66)

pro
R2

II

l2
< 1 a

sin t̃ =
1

RII

l

√
cosh2 TII

l
− l2

R2
II

sinh2 TII
l

, (2.67)

cos r̃ =
|RII

l
|√

1 + (
R2

II

l2
− 1) cosh2 TII

l

, (2.68)

pro
R2

II

l2
> 1. Čáry konstantńıho TII a RII jsou znázorněny na obrázku 2.5.

Metrický tenzor (2.23) přecháźı na

gAdS =
l2

R2
II

(
−
(

1− R2
II

l2

)
dT 2

II +
1

1− R2
II

l2

dR2
II

)
, (2.69)

odkud je opět zřejmé, že vektor ∂
∂TII

je i v 1 + 1-dimenzionálńım AdS pros-
toročase generátorem izometrie. Poněvadž metrika (2.62) je invariantńı v̊uči po-
sunu t̃ → t̃ + α, z̊ustává v platnosti argument o invarianci metriky v̊uči izomor-
fismům indukovaným časově posunutému vektoru ∂

∂TP
II

a tedy i tento vektor

je Killingovým vektorem 1 + 1-dimenzionálńıho anti-de Sitterova prostoročasu.
Potvrdil se tak intuitivńı předpoklad z počátku podkapitoly. Úplná množina gen-
erátor̊u izometrie je tak ∂

∂t̃
, ∂
∂TII

a ∂
∂TP

II
.

Pro Poincarého souřadnice implikuje sestup o dimenzi ńıže dosazeńım θ = 0
do (2.54)–(2.56) vztahy

t̄ =
l sin t̃

cos t̃− sin r̃
, (2.70)

z̄ =
l cos r̃

cos t̃− sin r̃
, (2.71)

k ńımž jsou inverzńı
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Obrázek 2.5: Orbity vektor̊u kosmologických souřadnic typu II - prvńı graf zachy-
cuje orbity vektoru ∂

∂TII
, dané rovnićı RII = konst., druhý graf orbity vektoru

∂
∂RII

, dané rovnićı TII = konst., třet́ı oboje orbity zárověň, souřadnicové osy
odpov́ıdaj́ı kosmologickým souřadnićım typu I
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Obrázek 2.6: Orbity vektor̊u Poincarého souřadnic t̄ – prvńı graf zachycuje or-
bity vektoru ∂

∂t̄
dané rovnićı z̄ = konst., druhý graf orbity vektoru ∂

∂z̄
danými

rovnićı t̄ = konst., třet́ı oboje orbity zárověň, souřadnicové osy odpov́ıdaj́ı kosmo-
logickým souřadnićım typu I

tan t̃ =
2lt̄

l2 − t̄2 + z̄2
, (2.72)

tan2 r̃ =
(l2 + t̄2 − z̄2)2

4l2z̄2
. (2.73)

Orbity vektor̊u ∂
∂t̄

a ∂
∂z̄

jsou vyneseny na obrázku 2.6.
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3. Struktura Lieovy algebry
Killingových vektor̊u AdS

Ćılem této kapitoly je odvodit strukturńı konstanty Lieovy algeber Killingových
vektor̊u nalezených v předešlé kapitole a prozkoumat souvislosti binárńı operace
skládáńı v Lieově grupě a Lieovy závorky v Lieově algebře.

Strukturńı konstanty Lieovy algebry v sobě nesou strukturu symetríı daného
prostoročasu. Jsou dány vztahem definitoricky vztahem

[ξa, ξb] = ccabξc, (3.1)

kde indexy a, b, c č́ısluj́ı bázi Killingových vektor̊u v Lieově algebře a zároveň
použ́ıváme reálné konvence, převládaj́ıćı v matematických textech (lze se setkat i
s definićı (3.1) s imaginárńı jednotkou na pravé straně). Hranaté závorky na levé
straně rovnice (3.1) označuj́ı Lieovu závorku vektorových poĺı ξa a ξb.Tato operace
je bilineárńı, antisymetrická a vyhovuje Jacobiho identitě, splňuje tedy všechny
požavky kladené na “algebraickou” Lieovu závorku: na množině Killingových vek-
tor̊u tak generuje strukturu Lieovy algebry. Pro Lieovu závorku plat́ı vztah

[X, fY ] = f [X, Y ] +X[f ]Y, (3.2)

který spolu s faktem, že Lieovy závorky souřadnicových poĺı jsou nulové, dává
dostatečný aparát pro výpočty v daľśı části této kapitoly. Na veličiny c c

ab na pravé
straně (3.1) lze nahĺıžet jako na složky tenzoru třet́ı řadu nad Lieovou algebrou.
Ukazuje se ovšem, že z nich lze sestorojit i jednodušš́ı objekty. Nejvýznaměǰśım
př́ıkladem takového objektu je tzv. Killingova forma

Kab =
1

2
c n
am c m

bn , (3.3)

která je symetrická (patrné z definice) a bilineárńı (plyne z linearity c c
ab ). Jej́ı

význam tkv́ı v tom, že na ni lze nahĺıžet jako na metrický tenzor v Lieově algebře.
Jak se ukáže, tyto metrické tenzory v př́ıpadě, že budeme uvažovat Killingovy
vektory AdS prostoročasu, budou mı́t zaj́ımavé signatury, což bude mı́t netriviálńı
d̊usledky pro geometrickou interpretaci skládáńı izometríı.

3.1 2+1-dimenzionálńı AdS prostoročas

Postupujme analogicky jako v předešlé kapitole, tedy spočtěme nejprve obecněǰśı
2+1-dimenzionálńı př́ıpad a poté ověřme, že takto źıskané výsledky se přenášej́ı i
do dvojdimenzionálńı verze. Plán výpočtu je takový, že nejprve všechny Killingovy
vektory vyjádř́ıme v jedné sadě souřadnic, k čemuž užijeme vzorce

∂

∂xi
=
∑
j

∂yj

∂xi
∂

∂yj
, (3.4)

pak pomoćı vzorce (3.2) spočteme koeficienty c c
ab a z nich odvod́ıme podle (3.3)

Kab.
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V př́ıpadě 2+1-dimenzionálńıho AdS máme šest nezávislých generátor̊u izome-
trie: ∂

∂t̃
, ∂
∂θ

, ∂
∂TII

, ∂
∂TP

II
, ∂
∂TR

II
, ∂
∂TPR

II
.Voĺıme jako základńı souřadnice typu I t̃, r̃, θ.

Prvńı a druhý vektor v nich maj́ı triviálńı vyjádřeńı

∂

∂t̃
=

∂

∂t̃
, (3.5)

∂

∂θ
=

∂

∂θ
. (3.6)

Vektor ∂
∂TII

vyjádř́ıme spočteńım parciálńıch derivaćı podle vzorce (2.5) ze

vztah̊u (2.17)–(2.22) a jejich převedeńım do souřadnic t̃, r̃, θ pomoćı vztah̊u
(2.14)–(2.16). Př́ıslušné vyjádřeńı má tvar

∂

∂TII
=

1

l

(
− sin t̃ sin r̃ cos θ

∂

∂t̃
+ cos t̃ cos r̃ cos θ

∂

∂r̃
− cos t̃

sin θ

sin r̃

∂

∂θ

)
. (3.7)

Podobně složky vektoru ∂
∂TP

II
spočteme parciálńım derivováńım vztah̊u (2.30)–

(2.35) (obě oblasti
(RP

II)2

l2
< 1 i

(RP
II)2

l2
> 1 jsou v tomto ohledu ekvivalentńı)

a jejich převedeńım do kosmologických souřadnic typu I pomoćı (2.27)–(2.29).
Vektor tak nabývá tvar

∂

∂T PII
=

1

l

(
cos t̃ sin r̃ cos θ

∂

∂t̃
+ sin t̃ cos r̃ cos θ

∂

∂r̃
− sin t̃

sin θ

sin r̃

∂

∂θ

)
. (3.8)

Plně analogicky užit́ım vzorc̊u (2.36)–(2.44) pro ∂
∂TR

II
a (2.45)–(2.53) pro ∂

∂TPR
II

źıskáváme jejich vyjádřeńı

∂

∂TRII
=

1

l

(
− sin t̃ sin r̃ sin θ

∂

∂t̃
+ cos t̃ cos r̃ sin θ

∂

∂r̃
+ cos t̃

cos θ

sin r̃

∂

∂θ

)
, (3.9)

∂

∂T PRII
=

1

l

(
cos t̃ sin r̃ sin θ

∂

∂t̃
+ sin t̃ cos r̃ sin θ

∂

∂r̃
+ sin t̃

cos θ

sin r̃

∂

∂θ

)
. (3.10)

Bázi v Lieově algebře slož́ıme z bezrozměrných vektor̊u, vektory ∂
∂t̃

a ∂
∂θ

tedy pomecháme beze změny a vektory ∂
∂TII

, ∂
∂TP

II
, ∂
∂TR

II
, ∂
∂TPR

II
přenásob́ıme l. Z

vyjádřeńı (3.5)–(3.10) źıskáváme pomoćı vzorce (3.2) pro Lieovy závorky, zahrnuj́ıćı
vektory ∂

∂t̃
a ∂
∂θ

a př́ımým výpočtem pro ostatńı Lieovy závorky komutačńı relace,
uvedené v Tabulce 1, kde vektor v prvńım sloupci odpov́ıdá prvńımu argumentu
Lieovy závorky a vektor v prvńım řádku odpov́ıdá argumentu druhému.

∂
∂t̃

∂
∂θ

∂l
∂TII

∂l
∂TP

II

∂l
∂TR

II

∂l
∂TPR

II

∂
∂t̃

0 0 − ∂l
∂TP

II

∂l
∂TII

− ∂l
∂TPR

II

∂l
∂TR

II
∂
∂θ

0 0 − ∂l
∂TR

II
− ∂l
∂TPR

II

∂
∂TII

∂l
∂TP

II
∂l
∂TII

∂l
∂TP

II

∂l
∂TR

II
0 ∂

∂t̃
∂
∂θ

0
∂l
∂TP

II
− ∂l
∂TII

∂l
∂TPR

II

∂
∂t̃

0 0 ∂
∂θ

∂l
∂TR

II

∂l
∂TPR

II
− ∂l
∂TII

− ∂
∂θ

0 0 ∂
∂t̃

∂l
∂TPR

II
− ∂l
∂TR

II
− ∂l
∂TP

II
0 − ∂

∂θ
− ∂
∂t̃

0
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Tabulka 1: Komutačńı relace Killingových vektor̊u 2+1-dimenzionálńıho AdS, vektor v prvńım
sloupci odpov́ıdá prvńımu argumentu Lieovy závorky, vektor v prvńım řádku odpov́ıdá druhému
argumentu Lieovy závorky

Zavedeme-li značeńı ∂
∂t̃
≡ ξ1, ∂

∂θ
≡ ξ2, ∂

∂TII
≡ ξ3, ∂

∂TP
II
≡ ξ4, ∂

∂TR
II
≡ ξ5, ∂

∂TPR
II
≡ ξ6,

jediné nenulové strukturńı konstanty jsou

c 4
13 = −1, c 3

14 = 1, c 6
15 = −1, c 5

16 = 1, (3.11)

c 5
23 = −1, c 6

24 = −1, c 3
25 = 1, c 4

26 = 1, (3.12)

c 1
34 = 1, c 2

35 = 1, (3.13)

c 2
46 = 1 (3.14)

a konstanty k nim antisymetrické. Jim odpov́ıdaj́ıćı nenulové složky Killingovy
formy K jsou dle (3.3)

K11 = K22 = −1, (3.15)

K33 = K44 = K55 = K66 = 1. (3.16)

Vid́ıme, že metrika má ortogonálńı tvar a má signaturu (−,−,+,+,+,+). Spo-
čtěme nyńı souřadnice generátor̊u Poincarého izometríı v bázi vektor̊u kosmolo-
gických souřadnic typu I. Ze vztah̊u (2.54)–(2.60) postupem analogickým př́ıpad̊um
(3.7)–(3.10) nacháźıme

∂

∂t̄
=

1

l

((
1− cos t̃ sin r̃ cos θ

) ∂
∂t̃
− sin t̃ cos r̃ cos θ

∂

∂r̃
+ sin t̃

sin θ

sin r̃

∂

∂θ

)
, (3.17)

∂

∂x̄
=

1

l

(
− sin t̃ sin r̃ sin θ

∂

∂t̃
+ cos t̃ cos r̃ sin θ

∂

∂r̃
−
(

1− cos t̃
cos θ

sin r̃

)
∂

∂θ

)
.

(3.18)
Z vyjádřeńı (3.17) a (3.18) lze nehlédnout, že tyto vektory nejsou lineárně

nezávislé na bázi ∂
∂t̃

, ∂l
∂θ

, ∂l
∂TII

, ∂l
∂TP

II
, ∂l
∂TR

II
, ∂l
∂TPR

II
, pro koeficienty rozvoje do ńı

porovnáńım s (3.5)–(3.11) zjǐst’ujeme

∂

∂t̄
=

1

l

∂

∂t̃
− ∂

∂T PII
, (3.19)

∂

∂x̄
= −1

l

∂

∂θ
+

∂

∂TRII
. (3.20)

Tyto vektory maj́ı v̊uči metrice (3.15)–(3.16) nulovou normu.
Vid́ıme, že d̊uvod, proč preferovat bázi obsahuj́ıćı vektory ∂l

∂TP
II

, ∂l
∂TR

II
, ∂l
∂TPR

II

oproti bázi obsahuj́ıćı poincaréovské vektory, je d̊uvodem preferováńı ortogonálńı
báze v̊uči neortogonálńı vzhledem ke Killingově metrice. Obě sady vektor̊u jsou
maximálńı lineárně nezávislé množiny generátor̊u a jejich lineárńı obalem je pros-
tor všech generátor̊u izometrie. Pro výpočty a z praktického hlediska je po všech
stránkách výhodněǰśı už́ıvat bázi ortogonálńı. Tabulka 1 v sobě nese ještě jeden
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d̊uležitý poznatek: vzájemné komutováńı vektor̊u ∂
∂t̃

a ∂
∂θ

ospravedlňuje konstruk-

ci vektoru ∂
∂TPR

II
, v př́ıpadě, že by tyto dva vektory spolu nekomutovali, vektor

∂
∂TPR

II
by nebyl dobře definovaný.

Jak vektory ∂
∂TP

II
, ∂
∂TR

II
, ∂
∂TPR

II
, tak vektory ∂

∂t̄
, ∂
∂x̄

vznikaj́ı p̊usobeńım izometríı

jednoho vektoru báze na druhý. V př́ıpadě časově posunutých a zrotovaných
vektor̊u ∂

∂TP
II

, ∂
∂TR

II
, ∂
∂TPR

II
je to p̊usobeńı izometríı, odpov́ıdaj́ıćıch ∂

∂t̃
, ∂
∂θ

na vektor
∂

∂TII
, př́ıpadě ∂

∂t̄
, ∂
∂x̄

p̊usob́ı limitně izometrie odpov́ıdaj́ıćı vektoru typu statických

souřadnic typu II na vektor ∂
∂t̃

. To vede přirozeně k otázce, co se při tom děje
v algebře Killingových vektor̊u a jaká je souvislost se strukturńımi koeficienty z
Tabulky 1.

Dosad́ıme-li obecný posun ∆t̃ do vyjádřeńı vektoru ∂
∂TII

(3.7)

∂

∂T ′II
=

1

l

(
− sin(t̃+ ∆t̃) sin r̃ cos θ

∂

∂t̃
+ cos(t̃+ ∆t̃) cos r̃ cos θ

∂

∂r̃

− cos(t̃+ ∆t̃)
sin θ

sin r̃

∂

∂θ

)
,

(3.21)

zjist́ıme, že d́ıky součtovým vzorc̊um goniometrických funkćı je ∂
∂T ′

II
lineárńı kom-

binaćı vektor̊u báze:

∂

∂T ′II
= cos ∆t̃

∂

∂TII
− sin ∆t̃

∂

∂T PII
. (3.22)

Vid́ıme tedy, že akci izometrie indukované vektorem ∂
∂t̃

na vektor ∂
∂TII

odpov́ıdá

rotace v Lieově algebře s Killingovou metrikou v rovině dané vektory ∂
∂TII

a ∂
∂TP

II
.

Odpov́ıdaj́ıćım strukturńım koeficientem v Tabulce 1 je c 1
34 = 1, př́ıslušej́ıćı k

Lieově závorce
[

∂l
∂TII

, ∂l
∂TP

II

]
= ∂

∂t̃
.

Analogicky p̊usobeńım izometrie indukované vektorem ∂
∂TII

na souřadnicový

vektor ∂
∂t̃

pro obecný posun ∆TII zjǐst’ujeme, že hyperbolickým koeficient̊um
a součtovým vzorc̊um pro hyperbolický sinus a kosinus je výsledek dán lineárńı
kombinaćı

∂

∂t̃′
= cosh ∆TII

∂

∂t̃
+ sinh ∆TII

∂

∂T PII
. (3.23)

Akćı izometrie indukované vektorem ∂
∂TII

na souřadnicový vektor ∂
∂t̃

je tedy loren-

tzovská transformace v rovině dané vektory ∂
∂t̃

a ∂l
∂TP

II
. Tomu odpov́ıdaj́ıćı Lieova

závorka je
[
∂
∂t̃
, ∂l
∂TP

II

]
= ∂

∂TII
.

Tyto výsledky nám dovoluj́ı vyvodit závěry ohledně geometrické interpre-
tace strukturńıch koeficient̊u (3.11)–(3.14). Akćı vektoru, odpov́ıdaj́ıćı kontravari-
antńımu indexu strukturńıho koeficientu na vektor odpov́ıdaj́ıćı kovariantńımu
indexu je rotace, nebo Lorentzova transformace v rovině určené oběma vekto-
ry odpov́ıdajćım kovariantńım index̊um v závislosti na tom, má-li tento vektor
zápornou, nebo kladnou normu v metrice (3.15)–(3.16). Tato varianta se rea-
lizuje právě tehdy, je-li právě jeden z trojice index̊u v strukturńım koeficientu
př́ıslušný vektoru se zápornou normou. Je-li závorka mezi dvěma vektory nulová,
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je př́ıslušný koeficient rovněž roven nule a obě vektorová pole spolu komutuj́ı
a jsou tedy invariantńı v̊uči akci jednoho z nich na druhé. Tento př́ıpad nastává,
maj́ı-li dva vektory ve strukturńım koeficientu v Killingově metrice zápornou nor-
mu, nebo mezi vektory ∂l

∂TII
a ∂l

∂TPR
II

a ∂l
∂TP

II
a ∂l

∂TR
II

. Nulovost posledně zmı́něných

závorek má d̊uležité d̊usledky pro konstrukci BTZ černých děr, pro podrobný
rozbor viz [11].

3.2 1+1-dimenzionálńı AdS prostoročas

2 + 1-dimenzionálńı anti-de Sitter̊uv prostoročas se na 1 + 1-dimenzionálńı AdS
prostoročas redukuje na každé ploše θ = konst. Jelikož tato plocha je plocha
symetrie, lze očekávat, že takový sestup o dimenzi ńıže bude mı́t v Lieově al-
gebře Killingových vektor̊u podobu omezeńı se na podprostor vymezený vektory,
nezahrnuj́ıćı vektory odpov́ıdaj́ıćı úhlovým izometríım a zrotovaným souřadnićım,
při zachováńı komutačńıch relaćı. Ukažme, že je tomu opravdu tak.

Vzorec (3.4) aplikovaného na transformačńı vztahy (2.65) a (2.66), resp. (2.24)–
(2.26), spolu s vyjádřeńım př́ıslušných koeficient̊u ve statických souřadnićıch ty-
pu I pomoćı vzorc̊u (2.65) a (2.64) dává složky Killingových vektor̊u

∂

∂t̃
=

∂

∂t̃
, (3.24)

∂

∂TII
=

1

l
(− sin t̃ sinχ

∂

∂t̃
+ cos t̃ cosχ

∂

∂χ
), (3.25)

∂

∂T PII
=

1

l
(cos t̃ sinχ

∂

∂t̃
+ sin t̃ cosχ

∂

∂χ
). (3.26)

Tyto složky se shoduj́ı s těmi źıskanými položeńım θ = 0, π ve vztaźıch (3.7)–
(3.10). Analogickým výpočtem, jako v předešlém př́ıpadě źıskáváme Tabulku 2
strukturńıch konstant 1 + 1-dimenzionálńıho prostoročasu.

∂
∂t̃

∂l
∂TII

∂l
∂TP

II

∂
∂t̃

0 − ∂l
∂TP

II

∂l
∂TII

∂l
∂TII

∂l
∂TP

II
0 ∂

∂t̃
∂l
∂TP

II
− ∂l
∂TII

− ∂
∂t̃

0

Tabulka 2: Komutačńı relace Killingových vektor̊u 1+1-dimenzionálńıho AdS, vektor v prvńım
sloupci odpov́ıdá prvńımu argumentu Lieovy závorky, vektor v prvńım řádku odpov́ıdá druhému
argumentu Lieovy závorky

Z tabulky 2 je patrné, že struktura komutačńıch relaćı Killingových vektor̊u 1+1-
dimenzionálńıho AdS prostoročasu je vskutku shodná se strukturou komutačńıch
relaćı týchž Killingových vektor̊u v 2 + 1-dimenzionálńım prostoročasu. Také ko-
eficienty Killingovy metriky nabývaj́ı ve značeńı užitém v (3.15)–(3.16) téhož
tvaru

K11 = −1, (3.27)

K33 = K44 = 1. (3.28)
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4. Řešeńı źıskaná identifikaćı
podél symetríı AdS prostoročasu

V této kapitole prozkoumáme řešeńı Einsteinových rovnic, která lze źıskat iden-
tifikaćı bod̊u v anti-de Sitterově prostoročasu podél symetríı, které byly vyloženy
v druhé kapitole. Skutečnost́ı, kterou tato konstrukce dává vyplout na povrch
je rozlǐseńı mezi lokálńımi a globálńımi vlastnostmi prostoročasu. Je intuitivně
zřejmé, že lokálńı vlastnosti z̊ustanou nezměneny, na rozd́ıl od vlastnost́ı, které
zachycuj́ı vlastnosti prostoročasu, jako celku. Vhodným nástrojem pro popis dru-
hého typu vlastnost́ı je obecná a algebraická topologie. My zde ovšem od této
problematiky odhlédneme a omeźıme na popis geometrických vlastnost́ı takto
źıskaných řešeńı. Drž́ıme se přitom konvence druhé kapitoly. Oproti druhé a třet́ı
kapitole budeme provádět identifikace pouze v 2 + 1-dimenzionálńım AdS pros-
toročasu.

Mluv́ıme-li o identifikaci v prostoročasu, máme na mysli ztotožňováńı bod̊u
na plochách, které se v tomto prostoročasu nacházej́ı. V souladu s terminologickou
konvenćı pak ř́ıkáme, že identifikaci provád́ıme podél těchto ploch. Při vhodně
zavedených souřadnićıch xµ mohou být tyto plochy dány např. dvěma hodnotami
souřadnice x1. Alternativně ř́ıkáme, že ztotožňujeme podél souřadnicových čar xµ,
spojuj́ı-li tyto souřadnicové čáry navzájem identifikované body na př́ıslušných
plochách. V obecném př́ıpadě budou při identifikováńı existovat dvě možnosti:
ponechat v jistém smyslu “vnitřek”, anebo jeho komplement.

Podmı́nkou toho, aby podél souřadnicových čar xµ šla provést lokálńı ge-
ometrickou strukturu zachovávaj́ıćı identifikace je, že se geometrie podvariety
x1 = konst. a jej́ı vnořeńı do prostoročasu nesmı́ změnit při změně hodnoty
souřadnice x1. To lze zajistit požadavkem, aby vektor ∂

∂x1
byl generátor izome-

trie. Všechny typy izometríı jsme našli v kapitole 3. Nav́ıc, v př́ıpadě trojdimen-
zionálńıho anti-de Sitterova prostoročasu, jako variety s lorentzovskou signatu-
rou, máme možnost množinu všech možných takových identifikaćı rozdělit na ty,
které jsou prováděny skrze časupodobné plochy a ty, které jsou využ́ıvaj́ı pros-
torupodobné plochy.

Našim ćılem je prozkoumat identifikace, které v prostoru zp̊usob́ı existenci
neprodloužitelných geodetik, tedy v souladu s definićı z prvńı kapitoly ekviva-
lentńı vyprodukováńı singularity. Zamysleme se nad t́ım, jaká omezeńı takový
požadavek dává na vlastnosti ploch, podél ńıž provád́ıme identifikaci. Společnou
vlastnost́ı všech souřadných systémů, které jsme v druhé kapitole zavedli je to,
že anti-de Sitter̊uv prostoročas pokrývaj́ı pomoćı trojice souřadnic, z nichž jedna
lze vždy interpretovat jako časová souřadnice, jedna lze interpretovat jako ra-
diálńı souřadnice (jej́ımi souřadnicovými čarami jsou svazky geodetik) a jedna
má intuitivńı význam úhlové souřadnice (intuitivńı proto, že přirozené kritérium
uzavřenosti souřadnicových čar Poincarého souřadnice x̄ nesplňuje, ale přesto
má smysl tvrdit, že má v jistém smyslu úhlový charakter, viz [12]). Generátory
izometrie jsou pouze souřadnice časové a úhlové, konkrétně v př́ıpadě statických
souřadnic typu I ∂

∂t̃
, ∂
∂θ

, v př́ıpadě statických souřadnic typu II ∂
∂TII

a v př́ıpadě

Poincarého souřadnic ∂
∂t̄

a ∂
∂x̄

. Ekvivalentńı formulaćı požadavku na existenci
neprodloužitelné geodetiky je, že souřadnicové plochy, podél nichž je prováděna
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identifikace muśı v jistých bodech prot́ınat. To splňuj́ı úhlové souřadnice, v bodech
s radiálńı souřadnićı rovnou nule, nebo časová bifurkuj́ıćı souřadnice v oblasti, kde
jsou jej́ı souřadnicové čáry prostorupodobné. V obou př́ıpadech maj́ı plochy, podél
nichž nové řešeńı lokálně izometrické AdS prostoročasu sleṕıme, časupodobný
charakter.

Identifikaćı AdS prostoročasu podél prostorupodobných ploch o konstantńı
časové souřadnici a ponecháńı oblasti mezi oběma plochami bychom dostali pros-
toročas obsahuj́ıćı uzavřené časupodobné křivky. Vzhledem k nefyzikálnosti takového
prostoročasu se touto variantou nebudeme zabývat.

Prozkoumejme tedy po řadě tři možnosti ztotožněńı, v Poincarého souřadnićıch,
v statických souřadnićıch typu I a v statických souřadnićıch typu II. Samotná
identifikace se ve všech př́ıpadech redukuje na omezeńı rozsahu jedné ze souřadnic.

4.1 Identifikace v Poincarého souřadnićıch

Metrika AdS prostoročasu v Poincarého souřadnićıch má tvar

gAdS =
l2

z̄2
(−dt̄2 + dz̄2 + dx̄2), (4.1)

kde všechny souřadnice maj́ı rozměr [l], t̄ i x̄ nabývaj́ı hodnot v (−∞,∞) a z̄
v (0,∞). Proved’me substituci k souřadnićım T , R, Φ

T = t̄, (4.2)

R =
l2

z̄
, (4.3)

Φ =
x̄

l
, (4.4)

kde Φ je bezrozměrné a nabývá hodnot v intervalu (−φ0, φ0). Body s hodnotou
souřadnice Φ = φ0 a Φ = −φ0 a shodnými souřadnicemi T a R považujeme za
shodné d́ıky provedenému ztotožněńı. Metrika (4.1) v těchto souřadnićıch přecháźı
na tvar

gAdS = −R
2

l2
dT 2 +

l2

R2
dR2 +R2dΦ2. (4.5)

4.2 Identifikace v statických souřadnićıch typu I

V souřadnićıch t̃, r̃ a θ má metrický tenzor AdS prostoročasu tvar

gAdS =
l2

cos2 r̃
(−dt̃2 + dr̃2 + sin2 r̃dθ2), (4.6)

kde všechny souřadnice jsou bezrozměrné a nabývaj́ı hodnot t̃ ∈ (−∞,∞), r̃ ∈(
0, π

2

)
, θ ∈ (−π, π). Substitućı

TI = lt̃, (4.7)

RI = l tan r̃, (4.8)
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ΘI = θ, (4.9)

kde ΘI ∈ (−Θ0,Θ0), nabývá metrický tenzor (4.6) tvaru

gAdS = −
(

1 +
R2
I

l2

)
dT 2

I +
1

1 +
R2

I

l2

dR2
I +R2

IdΘ2
I . (4.10)

Ztotožněńı bylo provedeno na plochách ΘI = ±Θ0, body se souřadnićı {T,R,Θ0}
a {T,R,−Θ0} jsou totožné. Nepřirozený interval úhlové souřadnice (−Θ0,Θ0) lze
napravit např́ıklad lineárńı přeškálováńım

T = αTI , (4.11)

R =
RI

α
, (4.12)

Φ = αΘI , (4.13)

kde α = π
Θ0

. Metrika (4.10) tak źıskává tvar

gAdS = −
(

1

α2
+
R2

l2

)
dT 2 +

1
1
α2 + R2

l2

dR2 +R2dΦ2 (4.14)

a souřadnice prob́ıhaj́ı hodnoty T ∈ (−∞,∞), R ∈ (0,∞), Φ ∈ (−π, π).

4.3 Identifikace v statických souřadnićıch typu II

Ztotožněńım podél souřadnicového vektoru typu ∂
∂TII

a netriviálńımi algebraickými
úpravami lze źıskat metriku ve tvaru (viz [14])

gAdS = −
(

1− µ+
R2

l2

)
dT 2 +

dR2

1− µ+ R2

l2

+R2dθ2. (4.15)

Podrobná diskuze konstrukce souřadnic T , R, θ neńı předmětem této práce a lze
ji nalézt v [11].
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5. Sféricky symetrická řešeńı v
2+1 dimenźıch

V této kapitole budeme zkoumat charakter sféricky symetrických řešeńı obecné
relativity ve 2+1 dimenźıch. Ukáže se, že tato řešeńı budou v přirozené korespon-
denci s tř́ıdami identifikaćı, nalezených ve čtvrté kapitole. Konkrétně tak známý
charakter sféricky symetrických řešeńı umožńı fyzikálńı interpretaci ztotožněńı
podél statických souřadnic typu I a II a podél Poincarého souřadnic.

5.1 Obecný tvar sféricky symetrických řešeńı Ein-

steinových rovnic ve 2+1 dimenźıch

Jak je uvedeno v [4], obecný tvar stacionárńıho, rotačně symetrického řešeńı Ein-
steinových rovnic ve 2 + 1 dimenźıch se zápornou kosmologickou konstantou je

g = −
(
−M +

r2

l2
+
J2

4r2

)
dt2 +

1

−M + r2

l2
+ J2

4r2

dr2 + r2

(
dφ− J

2r2
dt

)2

. (5.1)

Konstanty M a J maj́ı význam generátor̊u asymptotické invariance v̊uči rotaćım
a časovým posunut́ım a fyzikálně se daj́ı interpretovat jako hmotnost a moment
hybnosti. Přesněǰśı diskuze k této intepretaci je uvedena odstavci 5.2. Polož́ıme-li
nyńı moment hybnosti J = 0, metrika (5.1) přecháźı na tvar

g = −
(
−M +

r2

l2

)
dt2 +

1

−M + r2

l2

dr2 + r2dφ2. (5.2)

Zavedeme nav́ıc konstantu µ vztahem

µ = M + 1. (5.3)

Źıskáváme tak metriku, která má tvar

g = −
(

1− µ+
R2

l2

)
dT 2 +

1

1− µ+ R2

l2

dR2 +R2φ2 (5.4)

a která pro r̊uzné hodnoty parametru µ pokrývá všechny metriky čtvrté kapitoly.
Jedná se tak v podstatě o fázový přechod mezi r̊uznými typy sféricky symetrických
řešeńı. Věnujme však nejprve určité mı́sto diskuzi lokálńı energie a hmotnosti v
obecné teorii relativity.

5.2 Lokálńı energie a hmotnost v OTR

Problémem energie a hmotnosti gravitačńıho pole v obecné relativitě je, že tyto
pojmy nelze definovat kovariantně. Tenzor energie a hybnosti neobsahuje žádnou
část, která by odpov́ıdala hustotě gravitačńı energie. To odpov́ıdá faktu, že lze
d́ıky obecné kovarianci vždy přej́ıt do lokálńı inerciálńı soustavy, kde plat́ı lokálně

33



speciálńı teorie relativity a mnohé efekty gravitačńıho p̊usobeńı tak lze v okoĺı
daného bodu odtransformovat (nicméně nelze odtranformovat např. křivost a s
t́ım souvisej́ıćı slapové jevy). Ukazuje se (viz podrobně např. [9]), že zp̊usoby,
jak zavést veličinu, kterou bychom chtěli interpretovat jako hmotnost, záviśı na
konkrétńıch vlastnostech prostoročas̊u, které uvažujeme. Např́ıklad, pro N = 4,
pokud má prostoročas časupodobný Killing̊uv vektor kµ, lze definovat tzv. Ko-
marovu hmotnost

MK = − 1

8π

∮
S

∇µkνdSµν , (5.5)

kde S je prostorupodobná uzavřená plocha. Nav́ıc, pokud je prostoročas axisy-
metrický, tedy disponuje prostorupodobným Killingovým vektorem s uzavřenými
orbitami φµ, lze definovat i tzv. Komar̊uv moment hybnosti

JK = − 1

16π

∮
S

∇µφνdSµν . (5.6)

Pro asymptoticky ploché prostoročasy lze definovat tzv. Arnowittovy-Deserovy-
Misnerovy veličiny (dále ADM veličiny). Základńı myšlenkou zde je, že veličiny,
charakterizuj́ıćı dané řešeńı se na jisté uzavřené prostorupodobné ploše v nekone-
čnu bĺıž́ı k hodnotám veličin, charakerizuj́ıćı plochý prostoročas v pozad́ı. Rychlost
této konvergence je dána jistými rovnicemi typu

lim
r→+∞

(Vprostoročas(r)− Vpozad́ı(r)) · f(r) = 0, (5.7)

kde V je veličina charakerizuj́ıćı prostoročas, r je radiálńı souřadnice a f(r) je ra-
diálně symetrická funkce. Generátory izomorfizmů, v̊uči nimž jsou tyto rovnice in-
variantńı odpov́ıdaj́ı na základě teorému Noetherové zachovávaj́ıćım se veličinám.
Těmi jsou pro časové translace ADM energie EADM , pro prostorové translace
ADM hybost PADM a pro prostorové rotace ADM moment hybnosti JADM . Vše-
chny tyto veličiny lze vyč́ıslit pomoćı plošného intergrálu přes okraj prostoročasu
v časupodobném nekonečnu.
Podobné konstrukce lze využ́ıt i pokud je prostoročas asymptoticky AdS. Na
rozd́ıl od asymptoticky plochých prostoročas̊u ve čtyřech dimenźıch je však v 2+1
dimenźıch pro asymptoticky AdS prostoročasy asymptotických symetríı méně –
pouze časový posun a rotace. Odpov́ıdaj́ıćı generátory jsou hmotnost a moment
hybnosti. Hodnoty těchto veličin lze spoč́ıst pomoćı asymptotických integrál̊u. V
př́ıpadě hmotnosti je však nutno čelit skutečnosti, že naivně definovaný integrál
obecně diverguje. Energie je definovaná až na konstantu a je potřeba zvolit vhodná
nulová hladina - renormalizovat integrál odečteńım hodnoty pro vhodně zvolené
triviálńı řešeńı.

Lze ukázat, že pro obecně sféricky symetrická řešeńı (5.1) se hodnoty gen-
erátor̊u energie a momentu hybnosti shoduj́ı př́ımo s parametry M a J .

5.3 Anti-de Sitter̊uv prostoročas

Dı́ky lineárńı závislosti (5.3) mohou oba parametry M i µ v (5.2) či (5.4) hrát
roli asymptotického generátoru izometrie. Při výběru správné zobecněné ADM
hmotnosti je potřeba identifikovat nulovou hladinu, tj. vybrat řešeńı odpov́ıdaj́ıćı
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nulové gravitačńı energii. Přirozeným kandidátem je prázdný AdS prostoročas.
Ten źıskáme, polož́ıme-li v rovnici (5.4) µ = 0:

g =

(
1 +

R2

l2

)
dT 2 +

1

1 + R2

l2

dR2 +R2φ2. (5.8)

Obdrž́ıme stejný tvar metriky, jako polož́ıme-li v rovnici (4.14) parametr α roven
jedné. Toto řešeńı popisuje AdS prostoročas, s nulovým vyjmutým úhlem φ, neboli
globálńı prázdný AdS vesmı́r. Proto za zobecněnou ADM hmotnost pro sféricky
symetrické řešeńı budeme považovat parametr µ v metrice (5.4).

5.4 Bodová částice v AdS prostoročasu

Uvažujme nyńı µ ∈ (0, 1). Výraz 1− µ v metrice (5.4) je kladný, lze tedy položit
1−µ = 1

α2 . Metrika tak lze vyjádřit ve dvou ekvivalentńıch tvarech (5.4) a (4.14).
Na základě diskuze z předchoźı kapitoly v́ıme, že se jedná o AdS prostoročas

identifikovaný podél úhlové symetrie – prostoročas obsahuj́ıćı tzv. kónickou sin-
gularitu. Vskutku, geometrie v jednom čase T = konst. má charakter Lobačevské
roviny s vyjmutým polárńım úhlem, tj. Lobačevského analogii kuželu. Ukazuje
se, že toto řešeńı lze interpretovat jako bodovou částici v anti-de Sitterově pros-
toročasu.

Prozkoumejme prostorovou geometrii této metriky podrobněji. Protože pros-
torový řez je dvojdimenzionálńı a naše řešeńı je sféricky symetrické, můžeme
k tomuto účelu použ́ıt tzv. vnořovaćıho diagramu, ve kterém sestroj́ıme plochu
vnořenou do tř́ıdimenzionálńıho euklidovského prostoru E3, jej́ıž indukovaná ge-
ometrie je shodná s geometríı zkoumaného prostorového řezu.

Konstrukce vnořovaćıho diagramu k sféricky symetrické metrice se zakládá na
těchto kroćıch:

• Znalost indukované metriky rotačně symetrické plochy v E3: označ́ıme-li
R radiálńı souřadnici, φ úhlovou souřadnici, která je normována na rozsah
(−π, π) a z souřadnici, kolem jej́ıž osy uvažujeme rotaci, je metrický tenzor
plochy, vzniklé rotaćı křivky z = z(R)

g =

(
1 +

(
dz

dR

)2
)
dR2 +R2dφ2 (5.9)

• Porovnáńı koeficient̊u prostorové části zkoumané metriky (5.8) s metrikou
(5.9)

• Řešeńı př́ıslušné obyčejné diferenciálńı rovnice udávaj́ıćı závislost z na R.

V konkrétńım př́ıpadě metriky (5.4) má obyčejná diferenciálńı rovnice, udávaj́ıćı
závislost z na R tvar

dz

dR
=

√
1

1− µ+R2
− 1, (5.10)

jej́ımž řešeńım je funkce [15]
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Obrázek 5.1: Prostorová geometrie metriky popisuj́ıćı bodovou částici o hmotnosti
µ = 0, 999

z(R) = −i√µE(arcsin i
R√

1− µ
;
µ− 1

µ
), (5.11)

kde E(·; ·) je úplný eliptický integrál druhého druhu s př́ıslušnými parametry.
Porovnáńı metrik (5.4) a (4.14) nám umožňuje odvodit vztah mezi hmotnost́ı

částice µ a parametrem α udávaj́ıćım deficit úhlu φ. Tento vztah má podobu

1− µ =
1

α2
. (5.12)

Prostorová geometrie plochy odpov́ıdaj́ıćı µ = 0, 999, α =
√

1000 je znázorněna
na obrázku 5.2.

5.5 Extrémńı černá d́ıra

Z tvaru funkce (5.11) a podmı́nky (5.12) je patrné, že s rostoućı hmotnost́ı bodové
částice se kónická singularita pro pozorovatele, sed́ıćıho na ekvidistantě o kon-

36



stantńım poloměru vzdaluje stále do větš́ı vzdálenosti. V limitńım př́ıpadě, kdy
µ = 1 je singularita nekonečně daleko a metrika (5.4) nabývá tvar

g = −R
2

l2
dT 2 +

l2

R2
dR2 +R2φ2, (5.13)

Ten je shodný s rovnićı (4.5) a fyzikálně toto řešeńı odpov́ıdá tzv. extrémńı
černé d́ı̌re. Extrémnost v tomto kontextu znamená, že černá d́ıra má za daných
podmı́nek nejmenš́ı možnou hmotnost. Kauzálńı struktura tohoto řešeńı též neod-
pov́ıdá běžné černé d́ı̌re. Singularita vzniklá protnut́ım identifikovaných ploch má
nulových charakter v intuitivńım smyslu lze ř́ıci, že lež́ı př́ımo na horizontu ex-
trémńı černé d́ıry.

Všimněme si, že dle vzorce (5.12) odpov́ıdá limitě µ → 1− tj. α → ∞. Ex-
trémńı černá d́ıra je tedy dána identifikaćı podél úhlu “nekonečně” menš́ıho, než
π. Nedegenerovanost takto vzniklého objektu je d̊usledkem toho, že pro µ→ 1−
diverguje z(0) do záporného nekonečna a již zmı́něné podmı́nky (5.12), svazuj́ıćı
deficit úhlu a hmotnost µ. Limitńı přechod od kónické singularity k extrémńı
černé d́ı̌re je popsán v následuj́ıćı kapitole.

5.6 BTZ černá d́ıra

Pro hmotnost µ > 1 lze metriku (5.4) přepsat ve tvaru

g = −
(
−M +

R2

l2

)
dT 2 +

1

−M + R2

l2

dR2 +R2φ2, (5.14)

kde M = µ − 1, která popisuje BTZ černou d́ıru [2] a vzhledem ke shodě s
rovnićı (4.15) ji lze źıskat identifikaćı AdS prostoročasu podél souřadnicových
čar statických souřadnic typu II. Vnořovaćı diagram se v tomto př́ıpadě se vzr̊u-
staj́ıćım µ zač́ıná otev́ırat do druhé asymptotické oblasti, prostorová geometrie
metriky (5.14) tak znázorňuje červ́ı d́ıru. Narozd́ıl od extrémńı černé d́ıry je
singularita skryta pod horizontem událost́ı. Pro podrobněǰśı výklad viz [11].
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6. Limita kónické singularity k
extrémńı černé d́ı̌re

Ćılem této kapitoly je prozkoumat geometrické aspekty limitńıho přechodu od
kónické singularity k extrémńı černé d́ı̌re. Jak bylo řečeno v předchoźı kapitole,
oba př́ıpady jsou pokryty metrikou (5.4), kónická singularita odpov́ıdá hodnotám
parametru µ ∈ (0, 1), zat́ımco extrémńı černá d́ıra odpov́ıdá rovnosti µ = 1, kdy
metrika přecháźı na zjednodušený tvar (5.13). Ze vzájemné korespondence sféricky
symetrických řešeńı v 2+1 dimenźıch a identifikaćı v statických souřadnićıch typu
I, statických souřadnićıch typu II a Poincarého souřadnićıch v́ıme, že kónická
singularita odpov́ıdá identifikaci ve statických souřadnićıch typu I (vzorec (4.14)),
kdežto extrémńı černá d́ıra identifikaci v Poincarého souřadnićıch (vzorec (4.5)).

Prozkoumejme, jaké d̊usledky má vztah (5.12) na geometrický tvar ploch,
podél nichž se provád́ı identifikace. Předně je zřejmé, že spojité množstv́ı hodnot
parametru µ v intervalu (0, 1) neńı pokryto jedńım souřadným systémem stat-
ických souřadnic typu I, jejichž souřadnicové čáry jsou pro 1 + 1-dimenzionálńı
př́ıpad zachyceny na obrázku 2.4. Z toho, že pro µ→ 1− se parametr α zvětšuje
jako

α =
1√

1− µ
(6.1)

a d́ıky tvaru funkce (5.11) prostorová geometrie kónické singularity nikde nede-
generuje, vyplývá, že identifikace je prováděna podél souřadnic přizp̊usobeným
k jednoparametrické grupě izometríı, která se pro µ → 1− bĺıž́ı k Poincarého
izometríım.

Takovou jednoparametrickou grupu izometríı jsme ovšem nalezli ve 3. kapi-
tole. Je j́ı p̊usobeńı časového vektoru statických souřadnic typu II ∂

∂TII
na vek-

tor statických souřadnic typu I ∂
∂t̃

, dané vzorcem (3.23), které odpov́ıdá lorent-
zovské transformaci v Lieově algebře Killingových vektor̊u. Z kapitoly 2 v́ıme,
že s vhodným přenormováńım jsou limitou této procedury vektory Poincarého
souřadnic ∂

∂t̄
, ∂
∂x̄

, ∂
∂z̄

.
Jaká je fyzikálńı interpretace tohoto faktu? Pozorovatel sed́ıćı na ekvidistantě

o konstantńım poloměru s nar̊ustaj́ıćı hmotnost́ı kónické singularity µ pozoruje
jej́ı postupné vzdalováńı do prostorového nekonečna a zvětšováńı ořezávaćıho
parametru α. Monotónně s α roste i časový posun ∆TII (viz obrázek 6.2), přičemž
hodnotě ∆TII = 0 (souřadnice na obrázku 2.4) odpov́ıdá α = 1, tedy nulový
vyjmutý úhel θ a hodnotě ∆TII = ∞ (Poincarého souřadnice, obrázky 2.1, 2.2,
2.3, 2.6) odpov́ıdá α =∞, tedy identifikace podél nulového úhlu θ′.

Vnořovaćı diagram kónické singularity o hmotnosti µ = 0.5 a kónické singu-
larity “bĺızké” extrémńı černé d́ı̌re je na obrázku 6.1. Prostoročasový diagram
kónické singularity a extrémńı černé d́ıry je na obrázku 6.2. Bližš́ı srovnáńı ploch
θ∆TII = konst. a x̄ = konst., podél nichž je provedena identifikace je na obrázku
6.3.
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Obrázek 6.1: Srovnáńı vnořovaćıch diagramů kónické singularity pro µ = 0.5 a
µ = 0.9999 s patrnou ekvidistantou o konstantńım poloměru
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Obrázek 6.2: Prostoročasový diagram kónické singularity a extrémńı černé d́ıry,
podél vyobrazených ploch je provedena identifikace. Ze srovnáńı obou graf̊u je
patrné, že kónická singularita nalevo odpov́ıdaj́ıćı nižš́ımu µ < 1 odpov́ıdá nižš́ı
hodnotě ∆TII , pro extrémńı černou d́ıru µ < 1 na grafu napravo plat́ı ∆TII =∞.
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Obrázek 6.3: Srovnáńı ploch θ∆TII = konst. a x̄ = konst.
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Závěr

V této práci jsme studovali některé faktorprostory anti-de Sitterova prostoročasu
v̊uči diskrétńım grupám symetríı. Speciálně jsme se přitom soustředili na řešeńı,
maj́ıćı význam extrémńı černé d́ıry, vzhledem k tomu, že právě tento př́ıpad nabyl
značné popularity při zkoumáńı termodynamických vlastnost́ı.

Prvńı kapitola shrnula nezbytný pojmový aparát, potřebný ke zkoumáńı čer-
ných děr v daľśıch částech práce. V druhé kapitole jsme shrnuli výsledky zkoumáńı
r̊uzných souřadných systémů, jimiž lze AdS prostoročas pokrýt. To umožnilo
nalezeńı úplné množiny generátor̊u izometrie anti-de Sitterova prostoročasu. Struk-
tura této úplné množiny generátor̊u izometrie byla shrnuta ve třet́ı kapitole s
použit́ım znalosti vyjádřeńı jednotlivých Killingových vektor̊u v souřadnicovém
systému. Konkrétně se ukázalo, že generátory Poincarého izometríı nejsou na od
ostatńıch vektor̊u lieárně nezávislé a že Lieova algebra izometríı 1 + 1-dimenzi-
onálńıho AdS prostoročasu je přirozeným zp̊usobem vnořena do Lieovy algebry
2 + 1-dimenzionálńıho AdS prostoru. Tyto znalosti umožnily dobře formulovat
problém k řešeńı v daľśıch třech kapitolách: klasifikace řešeńı Einsteinových rovnic
vzniklých periodickou identifikaćı v anti-de Sitterově prostoročasu a interpretaci
jejich fyzikálńıch vlastnost́ı. Ve čtvrté kapitole bylo provedeno odvozeńı tvaru
metrického tenzoru pro identifikace ve třech typech souřadnicových systémů. Po-
zornost jsme přitom omezili na takové př́ıpady, které povedou k netriviálńım
fyzikálńım závěr̊um. Byly tak opomenuty identifikace podél prostorupodobných
ploch vedoućı k prostoročas̊um s uzavřenými časupodobnými geodetikami. Záro-
veň nebyla do hloubky věnována pozornost identifikaćım ve statických souřadni-
ćıch typu II, vedoućı k řešeńım typu BTZ černé d́ıry. Rozbor této problematiky
lze nalézt v [11]. Pátá kapitola ustanovila korespondenci mezi nalezenými faktor-
prostory a sféricky symetrickými řešeńımi Einsteinových rovnic ve 2+1 dimenźıch
se zápornou kosmologickou konstantou. Šestá kapitola se podrobněji věnovala ge-
ometrickým aspekt̊um přechodu od kónické singularity k extrémńı černé d́ı̌re.
Konkrétně byla názorně ukázána, změna geometrie prostorových část́ı metrik a
ploch, podél nichž se provád́ı identifikace pro hodnotu hmotnostńıho parametru
µ bĺıž́ıćı se kritické hodnotě µ = 1.

V některé z daľśıch praćı bychom se rádi věnovali zobecněńım výše zmı́něné
konstrukce pro př́ıpad rotuj́ıćıch černých děr, př́ıpadně zkoumáńı termodynam-
ických vlastnost́ı nalezených černoděrových řešeńı.
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