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Úvod

Úkolem práce je seznámit se se základními principy �ltrace a predikce ve
speciálních p°ípadech náhodných proces· s diskrétním £asem. K tomuto ú£elu
nám poslouºí kniha Filtering and Prediction: A Primer od autor· B. Fristedt,
N. Jain a N. Krylov. Krom¥ nastudování teorie bude hlavní d·raz kladen na °e²ení
vybraných úloh uvedených ve zmín¥né knize. Pozornost bude v¥nována nejd°íve
�ltrování a predikci v Markovských °et¥zcích s diskrétním £asem a diskrétní mno-
ºinou stav·. Dále se práce bude zabývat Markovskými °et¥zci s hodnotami v Rd,
pro 1 ≤ d < ∞. Nakonec se bude zabývat zkoumáním Kalmánova �ltru v jed-
norozm¥rném i vícerozm¥rném p°ípad¥ a také lineární �ltrací. Pro p°ehled bude
u v¥t a úloh uvád¥no v závorce ozna£ení a strana, kde je moºné danou poloºku
nalézt v knize Filtering and Prediction: A Primer. Z d·vodu rozsahu, a také
protoºe to není t¥ºi²t¥m této práce, nebudeme u v¥t ani lemmat uvád¥t d·kazy.
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Kapitola 1

Základní pojmy a zna£ení

V této kapitole uvedeme n¥které základní pojmy z teorie pravd¥podobnosti
a náhodných proces·. Uvedeme také zna£ení, která budou b¥hem práce pouºí-
vána.

Náhodnou veli£inu a náhodný vektor nebudeme zavád¥t, stejn¥ jako jejich mo-
menty.

M¥jme pevn¥ dán pravd¥podobnostní prostor (Ω,A, P ).

De�nice 1. Máme-li náhodné veli£iny Y1, ..., Yk, jako σ(Y[1,k]) zna£íme mno-
ºinu v²ech náhodných veli£in typu f(Y[1,k]), kde f je libovolná funkce, ºe platí
E|f(Y[1,k])| <∞.

De�nice 2. Máme-li náhodné veli£iny X ∈ L2 a Y1, ..., Yk, de�nujeme

E(X|Y[1,k]) := ΠLX, kdeL = σ(Y[1,k])

a nazveme E(X|Y[1,k]) podmín¥ná st°ední hodnota X za podmínky Y1, ..., Yk.
ΠLX je ortogonální projekce náhodné veli£iny X z L2 na lineární podprostor
L prostoru L2.

V¥ta 3. (Theorem 22, str. 29) Nech´ X a Y jsou diskrétní náhodné veli£iny,
a nech´ X je reálná s EX2 < ∞. Potom E(X|Y ) je podmín¥ný odhad X za
podmínky Y , který má nejmen²í £tvercovou odchylku a kaºdý jiný odhad s touto
minimální odchylkou se od E(X|Y ) li²í jen na mnoºin¥ míry 0.

Lemma 4. (Corollary 24, str. 30) Za situace ve v¥t¥ 3 platí

E|X − E(X|Y )|2 = E|X|2 − E|E(X|Y )|2.

V²imn¥me si také, ºe levá strana této rovnice je nezáporná, takºe dostáváme

E|E(X|Y )|2 ≤ E|X|2.

De�nice 5. Nech´ T ⊂ R. Potom rodina náhodných veli£in (Xt, t ∈ T ) se nazývá
náhodný proces. Zde Xt : (Ω,A) → (S, ϕ), S se nazývá mnoºina stav·, (S, ϕ) se
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nazývá stavový prostor.
Je-li t pevné, potom Xt je náhodná veli£ina na (Ω,A). Je-li ω ∈ Ω pevné, potom
Xt je reálná funkce na T , které °íkáme trajektorie procesu.

De�nice 6. Nech´ (Xn, n ∈ N0) je náhodný proces celo£íselných náhodných
veli£in s mnoºinou stav· S. �ekneme, ºe (Xn, n ∈ N0) je Markov·v °et¥zec s dis-
krétním £asem, pokud

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i) (0)

pro ∀i, j, in−1,...i0∈S, je-li P (Xn = i,Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0) > 0.

pij(n, n + m) := P (Xn+m = j|Xn = i) je pravd¥podobnost p°echodu ze stavu
i v £ase n do stavu j v £ase m (pravd¥podobnost p°echodu po m krocích).

Poznámka. Vlastnost (0) nazýváme Markovská vlastnost.

De�nice 7. �ekneme, ºe (Xn, n ∈ N0) je homogenní Markov·v °et¥zec, pokud
pij(n, n + m) jsou funkce pouze m, v takovém p°ípad¥ je zna£íme pij(m), dále
pij(n, n+ 1) v homogenním °et¥zci zna£íme pij, i, j ∈ S.

De�nice 8. Nech´ (Xn, n = 0, 1, 2, ...) je posloupnost náhodných veli£in s hod-
notami v Zd. �ekneme, ºe (Xn, n = 0, 1, 2, ...) je náhodná procházka na Zd, pokud
náhodné veli£iny X1 − X0, X2 − X1, ... jsou stejn¥ rozd¥lené a náhodné veli£iny
X0, X1 −X0, X2 −X1, ... jsou nezávislé.
Pro n ≥ 1 se náhodná veli£ina Xn − Xn−1 nazývá krok nebo skok náhodné
procházky v £ase n, hodnota Xn se nazývá stav náhodné procházky v £ase n,
a speciáln¥ X0 je po£áte£ní stav.

De�nice 9. Náhodná procházka (Xn, n = 0, 1, 2, ...) na Zd se nazývá symetrická,
pokud X1 −X0 a X0 −X1 mají stejná rozd¥lení. Náhodná procházka
(Xn, n = 0, 1, 2, ...) na Zd je prostá, pokud hodnoty X1 − X0 náleºí do mnoºiny
{±ei, i = 1, ..., d}, kde ei jsou standardní vektory kanonické báze Zd. Náhodná
procházka (Xn, n = 0, 1, 2, ...) na Zd je prostá symetrická, pokud

P (X1 −X0 = ±ei) =
1

2d
, i = 1, 2, ..., d.

Zna£ení

Bn ... n-rozm¥rná borelovská σ-algebra, pro n ≥ 1
Y[k,l] = Yk, ..., Yl, pro k ≤ l
L2 ... známý normovaný prostor funkcí (dokonce Hilbert·v)
R ... mnoºina reálných £ísel
Zd ... mnoºina d-rozm¥rných vektor·, jejichº sloºky jsou celo£íselné, d ≥ 1
N resp. N0 ... mnoºina p°irozených £ísel resp. p°irozených £ísel a nuly
πn = πn(Y[0,n]) ... posloupnost náhodných veli£in, pro posloupnost funkcí πn(b[0,n])
TrA ... stopa matice A
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Kapitola 2

Filtrování diskrétních Markovských
°et¥zc·

V této kapitole se budeme zabývat následující situací. Nech´ Zn = (Xn, Yn),
n = 0, 1, 2, ... je homogenní Markov·v °et¥zec s hodnotami ze spo£etné mnoºiny

C = A×B.

Xn povaºujeme za nepozorovatelný nebo signální proces a Yn jako jediná dostupná
pozorování. Pro kaºdé pevné n chceme odhadnout Xn jestliºe známe Y0, ..., Yn.

Úloha 10. (Problem 12, str. 62) Nech´ Zn = (Xn, Yn), n = 0, 1, 2, ... je prostá
symetrická náhodná procházka na Z2. Najd¥te E(Xn, Yn) pro n = 1, 2.

Dle de�nice P (Xn+1 = X, Yn+1 = Y ) =

{
1
4

,pro (X, Y ) ∈Mn a n = 0, 1, 2, ...,
0 ,jinak ,

kde Mn = {(Xn + 1, Yn); (Xn − 1, Yn); (Xn, Yn + 1); (Xn, Yn − 1)} , n = 0, 1, 2, ...
a X0 = Y0 = 0.
Tedy platí E(Xn+1, Yn+1) =

∑
(xn,yn)∈Z2 P (Xn = xn, Yn = yn) · 1

4

(
(xn + 1, yn) +

(xn − 1, yn) + (xn, yn + 1) + (xn, yn − 1)
)

= E(Xn, Yn) pro n=0,1,2,....
Vidíme tedy, ºe E(Xn, Yn) = E(X0, Y0) pro n = 0,1,2,... .
Navíc dle zadání E(X0, Y0) = (0, 0).
Z toho tedy plyne, ºe E(Xn, Yn) = 0 pro n = 1,2 .

4
Jedno zna£ení budeme pouºívat £asto. Máme-li posloupnost funkcí πn(b[0,n]), uve-
deme posloupnost náhodných veli£in πn vztahem πn = πn(Y[0,n]). Tímto zp·so-
bem zavádíme operaci ztu£n¥ní, která transformuje posloupnost funkcí πn pro-
m¥nných b[0,n] v posloupnost náhodných veli£in πn se stejným názvem psaným
tu£n¥.
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1. Filtrování

Jako v úvodu kapitoly, uvaºujeme homogenní Markov·v °et¥zec (Zn, n = 0, 1, ...) =
((Xn, Yn), n = 0, 1, ...) s hodnotami ze spo£etné mnoºiny C = A × B. Nech´ p
zna£í jeho funkci pravd¥podobností p°echodu. Budeme se zabývat podmín¥nými
odhady a pravd¥podobnostmi hodnot Xn p°i znalosti pozorování Yn, p°ípadn¥
i celé historie t¥chto pozorování, tedy Y[0,n].

Pro r, u ∈ A a s, v ∈ B poloºme

qru(s, v) = p((r, s), (u, v)),

kde funkce na pravé stran¥ rovnosti zna£í pravd¥podobnost p°echodu po jednom
kroku, která byla de�nována v 1. kapitole v de�nici 0.
Za£neme rekurzivními rovnicemi pro φa

n(b[0,n]) := P (Xn = a, Y[0,n] = b[0,n]).
Jejich význam tkví v tom, ºe pomocí nich a ze znalosti po£áte£ního rozd¥lení
°et¥zce uº dokáºeme vypo£ítat pravd¥podobnost, ºe v £ase n se °et¥zec nachází
v konkrétním stavu a do tohoto urazila jeho pozorovatelná sloºka ur£itou trajek-
torii.

Lemma 11. (Lemma 1, str. 63) Pro n ≥ 0, a ∈ A, a b0, ..., bn+1 ∈ B platí

φa
n+1(b[0,n+1]) =

∑
r∈A

φr
n(b[0,n])q

ra(bn, bn+1), (2.1)

P (Y[0,n+1] = b[0,n+1]) =
∑
r,a∈A

φr
n(b[0,n])q

ra(bn, bn+1).

Rovnice (2.1) v Lemmatu 11 se nazývají nenormalizované �ltra£ní rovnice.
Rovnice (2.2) v následující v¥t¥ jsou �ltra£ní rovnice. Ty nám dávají návod, jak
vypo£ítat rozd¥lení signální sloºky °et¥zce v £ase n, jestliºe známe historii pozo-
rovatelné sloºky aº do tohoto £asu.

V¥ta 12. (Theorem 2, str. 64) De�nujme πn(b[0,n]) = (πa
n(b[0,n]), a ∈ A) jako

podmín¥né rozd¥lení Xn p°i podmínce Y[0,n] = b[0,n] takto:
πn(b[0,n]) = P (Xn = a|Y[0,n] = b[0,n]).
Také poloºme ξn+1(b[0,n+1]) = P (Yn+1 = bn+1|Y[0,n] = b[0,n]).
Potom pro n = 0, 1, 2, ..., a ∈ A a b0, ..., bn+1 ∈ B platí

πa
n+1(b[0,n+1]) =

1

ξn+1(b[0,n+1])

∑
r∈A

πr
n(b[0,n])q

ra(bn, bn+1), (2.2)

ξn+1(b[0,n+1]) =
∑
r,s∈A

πr
n(b[0,n])q

rs(bn, bn+1).

Speciáln¥, πa
n+1 =

1

ξn+1

∑
r∈A π

r
nq

ra(Yn, Yn+1), ξn+1 =
∑

r,s∈A π
r
nq

rs(Yn, Yn+1).
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Úloha 13. (Problem 6, str. 65) Dokaºte, ºe (s.j.) E(ξ−1
n+1IYn+1=b|Y[0,n]

) =

= ξ−1
n+1(Y[0,n], b)E(IYn+1=b|Y[0,n]

) =

{
1, je-li P (Yn+1 = b|Y[0,n]) > 0 ,
0, je-li P (Yn+1 = b|Y[0,n]) = 0 .

Zde zna£ka −1 pro libovolnou nenulovou funkci f znamená f−1 = 1
f
.

Budeme také pouºívat úmluvu, ºe � 1
0

= 0 � .

Platí, ºe ξ−1
n+1IYn+1=b|Y[0,n]

=

{
1, pro Yn+1 = b ,
0, pro Yn+1 6= b

Proto tedy E(ξ−1
n+1IYn+1=b|Y[0,n]

) = ξ−1
n+1(Y[0,n], b)P (Yn+1 = b|Y[0,n]) =

ξ−1
n+1(Y[0,n], b)E(IYn+1=b|Y[0,n]

) a první rovnost je dokázána.
Platí-li P (Yn+1 = b|Y[0,n]) > 0, potom ξ−1

n+1(Y[0,n], b)E(IYn+1=b|Y[0,n]
) =

1
P (Yn+1=b|Y[0,n])

P (Yn+1 = b|Y[0,n]) = 1 a druhá rovnost je spln¥na.
Platí-li P (Yn+1 = b|Y[0,n]) = 0, potom E(IYn+1=b|Y[0,n]

) = 0 a druhá rovnost je
spln¥na.

4

Úloha 14. (Problem 7, str. 65) Nech´ Zn = (Xn, Yn), n = 0, 1, 2, ... je prostá
symetrická náhodná procházka na Z2.
Dokaºte, ºe (s.j.) ξn+1 = 1

2
IYn=Yn+1 + 1

4
IYn 6=Yn+1,

a ºe �ltrovací rovnice jsou πa
n+1 = 1

2
(πa−1

n +πa+1
n )IYn=Yn+1 +πa

nIYn 6=Yn+1 , a ∈ Z.

Yn je Markovský °et¥zec, tedy
P (Yn+1 = yn+1|Y[0,n] = y[0,n]) = P (Yn+1 = yn+1|Yn = yn).
Z de�nice P (Yn+1 = Yn) = 1

2
a P (Yn+1 = Yn + 1) = P (Yn+1 = Yn − 1) = 1

4
.

První rovnost tedy platí.
Xn je také Markov·v °et¥zec a jeho rozd¥lení je stejné jako rozd¥lení Yn. Víme,
ºe pokud Yn+1 = Yn, potom jist¥ Xn+1 6= Xn, naopak pokud Yn+1 6= Yn, pak
Xn+1 = Xn. Dále platí, ºe

πa
n+1 = P (Xn+1 = a|Y[0,n+1] = y[0,n+1]) = P (Xn+1 = a|Yn+1 = yn+1, Yn = yn).

Nech´ a ∈ Z, podle (2.2) platí první z následujících rovností:

πa
n+1 =

1

ξn+1

∑
r∈Z

πr
n · qra(Yn, Yn+1) =

1

2
(πa−1

n + πa+1
n )IYn=Yn+1 + πa

nIYn 6=Yn+1 .

4

Úloha 15. (Problem 8, str. 66) M¥jme situaci úlohy 14. Uve¤te p°íklad posloup-
nosti (b0, b1, b2, b3) a bodu a takových, ºe

πa
3(b[0,3]) 6=

1

2
(πa−1

2 (b[0,2]) + πa+1
2 (b[0,2]))Ib2=b3 + πa

2(b[0,2])Ib2 6=b3
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Zadání vyhovuje nap°íklad posloupnost (b0, b1, b2, b3) = (0, 0, 0, 2) a bod a = 0,
platí totiº P (Y[0,3] = b[0,3]) = 0, tedy podmi¬ujeme jevem s nulovou pravd¥po-
dobností, z £ehoº plyne, ºe πa

3(b[0,3]) = 0. Také ale P (Y[0,2] = b[0,2]) > 0, z £ehoº
odvodíme vztahy πa

2(b[0,2]) > 0 a πx
2 (b[0,2]) = 0, pro x = a− 1, a+ 1.

Pro vztah ze zadání z toho plyne

0 = πa
3(b[0,3]) 6=

1

2
(πa−1

2 (b[0,2]) + πa+1
2 (b[0,2]))Ib2=b3 + πa

2(b[0,2])Ib2 6=b3 = πa
2(b[0,2]) > 0.

4

Úloha 16. (Problem 9, str. 66) (i) Pouºitím výsledku úlohy 14 najd¥te E(Xn|Y[0,n])
a E(X2

n|Y[0,n]) jako funkce Y[0,n] pro v²echna n.
(ii) Najd¥te minimální £tvercovou odchylku odhadu X2

2 na základ¥ Y[0,2], pokud Zn

startuje v po£átku.

(i) De�nujme mn := E(Xn|Y[0,n]) a dn := E(X2
n|Y[0,n]). Dále

mn+1 =
∑

a∈Z a · π
a
n+1 = 1

2

∑
a∈Z

(
(a− 1 + 1)πa−1

n + (a + 1− 1)πa+1
n

)
IYn=Yn+1 +∑

a∈Z a ·π
a
nIYn 6=Yn+1 = 1

2

∑
a∈Z

(
(a−1)πa−1

n +(a+1)πa+1
n +πa−1

n −πa+1
n

)
IYn=Yn+1 +

mnIYn 6=Yn+1 =
1

2
(mn +mn)IYn=Yn+1 +mnIYn 6=Yn+1 = mn.

Podobn¥ dn+1 =
∑

a∈Z a
2 ·πa

n+1 = 1
2

∑
a∈Z a

2(πa−1
n +πa+1

n )IYn=Yn+1 +dnIYn 6=Yn+1 =
dn + IYn=Yn+1

Tedy mn = E(X0|Y0) a dn = E(X2
0 |Y0) +

∑n−1
i=0 IYi=Yi+1

pro n ≥ 1.
(ii) Podle lemmatu 4 z 1. kapitoly
I = E|X2

2 − E(X2
2 |Y[0,2])|2 = EX4

2 − E|IY0=Y1 + IY1=Y2|2.
Z rozd¥lení X2 zjistíme, ºe první výraz napravo má hodnotu 2.5. Ve druhém
výrazu jsou indikátory nezávislé a Y0 = 0, takºe I = 2.5−

(
P (Y1 = 0) +

2P (Y1 = 0)P (Y1 = Y2) + P (Y1 = Y2)
)

= 5
2
− (1

2
+ 2

4
+ 1

2
) = 1.

4

Ukazuje se, ºe je mnoho zp·sob·, jak zavést hodnoty podobné φa
n, které mají

stejné výhody. V²echny se nazývají nenormalizované �ltra£ní pravd¥podobnosti
nebo nenormalizovaná �ltra£ní rozd¥lení a nejobvyklej²í z nich je de�nováno ná-
sledovn¥. Poloºme (vzpome¬me, ºe πn a ξn jsou de�novány ve v¥t¥ 12)

ξ0 = 1, ρan(b[0,n]) = ξ0ξ1(b[0,1]) · ... · ξn(b[0,n])π
a
n(b[0,n]), n ≥ 0,

kde bj ∈ B pro j = 0, 1, ..., n .

Úloha 17. (Problem 12, str. 67) Dokaºte, ºe∑
r∈A

ρrn = ξ0 · ... · ξn; πa
n =

ρan∑
r∈A ρ

r
n

, ∀n ≥ 1,

ρan+1(b[0,n+1]) =
∑
r∈A

ρrn(b[0,n])q
ra(bn, bn+1), ∀n ≥ 0, ρa0 = πa

0 . (2.3)

Porovnáním (2.1) a (2.3) dovo¤te, ºe φa
n(b[0,n]) = ρan(b[0,n])P (Y0 = b0).

Zde pro krátkost zna£íme takto: ρan := ρan(b[0,n]) , π
a
n := πa

n(b[0,n]), pro n = 0, 1, 2, ...

8



V první rovnosti pouze rozepí²eme z de�nice (pro libovolné n ≥ 1)∑
r∈A ρ

r
n = ξ0 · ... · ξn

∑
r∈A π

r
n = ξ0 · ... · ξn,

v druhém vztahu pouºijeme práv¥ dokázané
ρan∑
r∈A ρ

r
n

=
ξ0 · ... · ξnπa

n

ξ0 · ... · ξn
= πa

n.

Tato rovnost platí i pokud n¥které ξm = 0,m ∈ {1, ..., n}, potom totiº ρan = 0
a pravá strana rovnosti je nulová, a taktéº πa

n = 0, nebo´ P (Y[0,n] = b[0,n]) = 0.
Vztah (2.3) dostaneme tak, ºe ob¥ strany rovnosti (2.2) vynásobíme ξ0 · ... · ξn+1

a dostaneme v po°adí druhou rovnost z následujícího
ρan+1(b[0,n+1]) = ξ0 · ... · ξn+1(b[0,n+1])π

a
n+1(b[0,n+1]) =

ξ0 · ... · ξn(b[0,n])
∑

r∈A π
r
n(b[0,n])q

ra(bn, bn+1) =
∑

r∈A ρ
r
n(b[0,n])q

ra(bn, bn+1),
dostáváme tedy vztah (2.3), který je zachován i pokud ξn+1(b[0,n+1]) = 0, nebo´
potom se ob¥ strany rovnosti rovnají nule.
Poslední vztah plyne snadno z následující úvahy ρan(b[0,n])P (Y0 = b0) =
P (Xn = a, Y[1,n] = b[1,n])P (Y0 = b0) = P (Xn = a, Y[0,n] = b[0,n]) = φa

n(b[0,n]).

4

Úloha 18. (Problem 13, str. 68) Nech´ (Xn, n = 0, 1, 2, ...) je prostá symetrická
náhodná procházka na Z za£ínající v nule a pro kaºdé n, Yn = sgnXn(sgn 0 = 0).

Ukaºte, ºe ρa
n+1 =

{
0 , pokud sgn a 6= Yn+1 ,
1
2
(ρa+1

n + ρa−1
n ) , pokud sgn a = Yn+1 .

Pokud sgn a 6= Yn+1 = sgnXn+1, potom Xn+1 6= a s pravd¥podobností 1, tudíº
ρa
n+1 = P (Xn+1 = a, Y[0,n+1]) = 0.

Naopak je-li sgn a = Yn+1 = sgnXn+1, ρa
n+1 m·ºe být kladné. Jediné dva body,

z nichº °et¥zec v jednom kroku p°ejde do bodu a s kladnou pravd¥podobností (a to
s pravd¥podobností 1/2), jsou body a−1, a+1. Proto tedy ρa

n+1 = 1
2
(ρa+1

n +ρa−1
n ).

4

Úloha 19. (Problem 18, str. 69) Nech´ (Xn, n = 0, 1, 2, ...) je prostá symet-
rická náhodná procházka na Z za£ínající v nule. Nech´ W0,W1, ... je posloupnost
nezávislých stejn¥ rozd¥lených náhodných veli£in s P (W0 = ±1) = 1/2. P°edpo-
kládejme, ºe (X0, ..., Xn) a (W0, ...,Wn) jsou nezávislé pro v²echna n. Ozna£me
Yn = Xn +Wn. Najd¥te

P (X3 = 1|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0).

Dle de�nice P (X3 = 1|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) =

=
P (X3 = 1, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0)

P (Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0)

Má-li být spln¥no, ºe (Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) (a také X0 = 0),
musí z°ejm¥ platit, ºe W0 = 1 a X1 = 1, tedy W1 = 1, jiné realizace to-
hoto °et¥zce mají nulovou pravd¥podobnost. Podobn¥ p°ichází v úvahu pouze
[X2 = 0,W2 = 1, X3 = 1,W3 = −1], [X2 = 0,W2 = 1, X3 = −1,W3 = 1] nebo
[X2 = 2,W2 = −1, X3 = 1,W3 = −1]. Tedy jmenovatele vypo£teme jako
P (Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) = 1

2
· 1

4
· 1

4
(1

4
+ 1

4
+ 1

4
) = 3

27
, kde jsme se£etli
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pravd¥podobnosti v²ech moºností p°icházejících v úvahu.
Podobn¥ má-li platit, ºe (X3 = 1, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) (a také X0 = 0),
musí platit stejn¥ jako vý²e, ºe W0 = 1, X1 = 1 a W1 = 1. Dále p°ichází v úvahu
dv¥ moºnosti, a to [X2 = 0,W2 = 1, X3 = 1,W3 = −1] nebo [X2 = 2,W2 = −1,
X3 = 1, ,W2 = −1]. �itatele tedy vypo£teme jako
P (X3 = 1, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) = 2 · 1

2
· 1

4
· 1

4
· 1

4
= 1

26
, op¥t jsme se£etli

pravd¥podobnosti obou moºných realizací.
Vidíme tedy, ºe hledaná pravd¥podobnost je

P (X3 = 1|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) =
3
27

1
26

=
2

3
.

4

2. Interpolace

Stejn¥ jako v p°edchozí sekci uvaºujeme £áste£n¥ pozorovatelný homogenní Mar-
kov·v °et¥zec a budeme pouºívat také zavedené zna£ení. Úloha interpolace vzniká
následujícím zp·sobem. Máme-li více pozorování druhé sloºky °et¥zce, m·ºeme
si p°át vyuºít je, abychom dostali p°esn¥j²í informace o p°edcházejících hodnotách
nepozorovatelné sloºky.

Úloha 20. (Problem 1, str. 80) Za situace úlohy 19 najd¥te
P (X2 = 2|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1) a P (X2 = 2|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 4).

P (Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1) = P (W0 = 1, X1 = 1,W1 = 1, X2 = 2,W2 =
−1) + P (W0 = 1, X1 = 1,W1 = 1, X2 = 0,W2 = 1) = 1

2
· 1

4
(1

4
+ 1

4
) = 1

24

a podobn¥ P (X2 = 2, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1) = P (W0 = 1, X1 = 1,W1 =
1, X2 = 2,W2 = −1) = 1

2
· 1

4
· 1

4
= 1

25
, tedy P (X2 = 2|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1) =

P (X2 = 2, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1)

P (Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1)
=

2−5

2−4
=

1

2
.

Stejn¥ najdeme druhou pravd¥podobnost. P (Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 4) =
P (W0 = 1, X1 = 1,W1 = 1, X2 = 2,W2 = −1, X3 = 3,W3 = 1) = 1

2
· 1

4
· 1

2
· 1

4
= 1

27
,

taktéº ale P (X2 = 2, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 4) =
P (W0 = 1, X1 = 1,W1 = 1, X2 = 2,W2 = −1, X3 = 3,W3 = 1) = 1

27
,

takºe hledaný výsledek je P (X2 = 2|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 4) =
P (X2 = 2, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 4)

P (Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 4)
= 1.

4

Lemma 21. (Lemma 2, str. 80)
Ozna£me πa

nm(b[0,m]) = P (Xn = a|Y[0,m] = b[0,m]).
Potom pro m ≥ n ≥ 1, b0, ..., bm ∈ B a a ∈ A,

πa
n−1,m(b[0,m]) =

πa
n−1(b[0,n−1])

ξn(b[0,n])

∑
r∈A

qar(bn−1, bn)
πr
nm(b[0,m])

πn(b[0,n])

.
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3. Predikce

V úloze predikce se snaºíme najít πa
nm = πa

nm(Y[0,m]),
kde πa

nm(b[0,m]) = P (Xn = a|Y[0,m] = b[0,m]) pro n ≥ m oproti n ≤ m jako v p°ed-
chozí sekci.

V¥ta 22. (Theorem 1, str. 92)
De�nujme πa,b

nm(b[0,m]) = P (Xn = a, Yn = b|Y[0,m] = b[0,m]),
takºe πa

nm(b[0,m]) =
∑

b∈B π
a,b
nm(b[0,m]).

Potom πa,b
nm(b[0,m]) spl¬uje následující rovnost

πa,b
n+1,m(b[0,m]) =

∑
r∈A,s∈B

πr,s
nm(b[0,m])q

ra(s,b) n ≥ m,πa,b
m,m(b[0,m]) = πa

m(b[0,m])Ibm=b.

Úloha 23. (Problem 2, str. 93) Za situace úlohy 19 nalezn¥te pravd¥podobnost

P (X4 = 2|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0).

Z úlohy 19 uº víme, ºe P (Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) = 3
27
.

Má-li platit, ºe (X4 = 2, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0), jediné realizace °e-
t¥zce, které nastanou s kladnou pravd¥podobností, jsou [X2 = 0,W2 = 1, X3 =
11,W3 = −1, X4 = 2] a [X2 = 2,W2 = −1, X3 = 1,W3 = −1, X4 = 2].
Tedy P (X4 = 2, Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) = 2 · 1

2
· 1

4
· 1

4
· 1

4
· 1

2
= 1

27
.

Hledaná pravd¥podobnost je tedy

P (X4 = 2|Y0 = 1, Y1 = 2, Y2 = 1, Y3 = 0) =
3
27

1
27

=
1

3
.

4
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Kapitola 3

Filtrování Markovských °et¥zc· se
spojitou mnoºinou stav·

1. Filtrování Markovských °et¥zc· s hodnotami v Rd

De�nice 24. Funkce p(x, y) de�novaná pro (x, y) ∈ Rd × Rd se nazývá
p°echodové jádro, pokud

p(x, y) ≥ 0,

∫
Rd

p(x, y)dy = 1.

Pro kaºdou omezenou f(y) poloºme

Tf(x) =

∫
Rd

p(x, y)f(y)dy

a operátor T : f 7→ Tf nazýváme operátor p°echodu.
V²imn¥me si, ºe Tf(x) je vlastn¥ st°ední hodnota veli£iny f(Y ) p°i hustot¥ p(x, y)
pravd¥podobnostního rozd¥lení Y .

De�nice 25. Nech´ X0, X1, X2, ... je posloupnost náhodných veli£in s hodnotami
v Rd a nech´ p(x, y) je p°echodové jádro. �ekneme, ºe (Xn, n ≥ 0) je (homogenní)
Markov·v °et¥zec s p°echodovým jádrem p, pokud pro libovolné n = 0, 1, 2, ...
podmín¥ná hustota rozd¥lení Xn+1 za podmínky X[0,n] je p(Xn, x), tedy, pokud
pro kaºdou nezápornou f(x[0,n+1])

Ef(X[0,n+1]) = E

∫
Rd

f(X[0,n], y)p(Xn, y)dy. (3.1)

Úloha 26. (Problem 3, str. 128) Nech´ (Xn, n ≥ 0) je Markov·v °et¥zec s p°e-
chodovým jádrem p a B ⊂ Rd. Dokaºte, ºe pro kaºdou nezápornou f(X[0,n])

Ef(X[0,n])IB(Xn+1) = Ef(X[0,n], y)

∫
B

p(Xn, y)dy.
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Z°ejm¥ f(X[0,n])IB(Xn+1) =

{
0 , pro Xn+1 ∈ BC ,
f(X[0,n]) , pro Xn+1 ∈ B .

První z následujících rovností je jen rozepsáním de�nice 25 (je-li f(X[0,n] nezá-
porná, potom je i f(X[0,n])IB(Xn+1) nezáporná)
Ef(X[0,n])IB(Xn+1) = E

( ∫
B
f(X[0,n])p(Xn, y)dy +

∫
BC f(X[0,n])p(Xn, y)dy

)
=

Ef(X[0,n])
∫
B
p(Xn, y)dy.

4

Úloha 27. (Problem 6, str. 129) Nech´ X0, B0, B1,W1, B2, ... je posloupnost ne-
závislých reálných náhodných veli£in s normálním rozd¥lením a hustotou. P°ed-
pokládejme, ºe Wn a Bn mají rozd¥lení N(0, 1). De�nujme Zn = (Xn, Yn),

Xn+1 = aXn + b+ cWn+1, Yn = hXn + gBn n ≥ 0, (3.2)

kde a, b, c, h, g jsou pevné konstanty, p°i£emº c, g > 0. Posloupnost Xn povaºujeme
za signální proces a posloupnost Yn jako proces pozorování naru²ený �²umem� gBn

s intenzitou g2.
Nech´ mn = EXn a σ2

n = V arXn. Dokaºte, ºe

mn+1 = amn + b, σ2
n+1 = a2σ2

n + c2.

Z de�nice (3.2) vidíme, ºe mn+1 = EXn+1 = E(aXn + b+ cWn+1) =
EaXn + Eb+ EcWn+1 = aEXn + bE1 + cEWn+1 = aEXn + b = amn + b,
nebo´ Wn+1 má st°ední hodnotu 0.
Podobn¥ σ2

n+1 = V arXn+1 = V ar(aXn + b+ cWn+1) =
V ar(aXn) + V ar(b) + V ar(cWn+1) = a2V arXn + c2V arWn+1 = a2σ2

n + c2,
protoºe rozptyl Wn+1 je jedna.

4

Úloha 28. (Problem 7, str. 129) V zadání úlohy 27 nech´ b = 0 a −1 < a < 0.
Dále p°edpokládejme, ºe m0 = 0 a σ2

0 = c2

1−a2 . Dokaºte, ºe pro libovolné k
(i) rozd¥lení Xk je stejn¥ jako rozd¥lení X0,
(ii) pro k, n = 0, 1, ... rozd¥lení (X0, ..., Xk) a (Xn, ..., Xk+n) splývají.

Rozd¥lení Xn je zjevn¥ normální, nebo´ Xn je kone£nou lineární kombinací nor-
málních rozd¥lení. Sta£í nám tedy ov¥°it, ºe st°ední hodnota a rozptyl se shodují
pro v²echna n. Vzhledem k zadání vypadá nová de�nice °et¥zce takto:

Xn+1 = aXn + cWn+1

(i) EXn+1 = aEXn = 0 pro n ≥ 0,
V arXn+1 = a2V arXn + c2 = c2

1−a2 (a2 + 1− a2) = V arXn = c2

1−a2 pro n ≥ 0.
V²echny Xn tedy mají normální rozd¥lení se stejnými parametry jako X0, tudíº
jejich rozd¥lení je stejné.
(ii) Víme uº, ºe Xn mají stejné rozd¥lení pro v²echna n = 0, 1, 2, .... Protoºe ale
Wn jsou také pro v²echna n stejn¥ rozd¥lené a konstanty a, c jsou pevné, je pro
libovolná k, n = 0, 1, 2, ... Xn+k = aXn+k−1 + cWn+1 = aX0 + cW1, tedy rozd¥lení
(X0, ..., Xk) a (Xn, ..., Xn+k) jsou stejná, nebo´ pro ob¥ rozd¥lení existuje hustota.
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4

Následující v¥ta obsahuje �ltra£ní rovnice pro p°ípad spojité mnoºiny stav·. V
diskrétním p°ípad¥ jsme tyto rovnice odvodili ve v¥t¥ 12 z p°edchozí kapitoly.

V¥ta 29. (Theorem 8, str. 129) Nech´ Zn = (Xn, Yn), n ≥ 0 je homogenní Mar-
kov·v °et¥zec s hodnotami v Rd×Rd1, p°echodovým jádrem p(z1, z2) a po£áte£ním
rozd¥lením s hustotou π(x, y). Pro x1, x2 ∈ Rd a y1, y2 ∈ Rd1 ozna£me

qx1x2(y1, y2) = p((x1, y1), (x2, y2)).

Potom pro kaºdé n = 0, 1, ... existuje podmín¥ná hustota πn(x|y[0,n]) veli£iny Xn

za podmínky Y[0,n] = y[0,n] taková, ºe pro v²echna x ∈ Rd a y ∈ Rd1

π0(x|y) =
π(x, y)∫

Rd π(r, y)dr
. (3.3)

a pro n = 0, 1, 2, ..., x ∈ Rd a y ∈ Rd1,

πn+1(x|y[0,n+1]) =
1

ξn+1(y[0,n+1])

∫
Rd

πn(r|y[0,n])q
rx(yn, yn+1)dr, (3.4)

kde

ξn+1(y[0,n+1]) :=

∫
Rd

∫
Rd

πn(r|y[0,n])q
rs(yn, yn+1)drds.

Kone£n¥, ξn+1(Y[0,n+1]) > 0 s pravd¥podobností jedna.

Poznámka. Jako v diskrétním p°ípad¥, pokud de�nujeme

πn(x) = πn(x|Y[0,n]), ξn+1 = ξn+1(Y[0,n+1]),

ρn(x) = ξ0 · ... · ξnπn(x), n ≥ 0, ξ0(x) = 1,

potom z°ejm¥ (s.j.)∫
Rd

ρn(x)dx = ξ0 · ... · ξn, πn(x) =
ρn(x)∫

Rd ρn(r)dr
,

ρn+1(x) =

∫
Rd

ρn(r)qrx(Yn, Yn+1)dr, ρ0 = π0. (3.5)

Funkce ρn(x) se nazývá nenormalizovaná �ltra£ní hustota.

2. Kalmán·v �ltr

Existuje jeden z praktického hlediska d·leºitý p°ípad, kdy lze rovnice (3.4) a (3.5),
coº jsou rovnice o funkcích prom¥nné x ∈ Rd, redukovat na rovnice o dvou para-
metrech. Toto je p°ípad, ve kterém Zn je normáln¥ rozd¥lená Markovská posloup-
nost. V tomto p°ípad¥ se ukazuje, ºe podmín¥ná rozd¥lení jsou také normální,
a protoºe normální rozd¥lení jsou zcela ur£ena svou st°ední hodnotou a rozpty-
lem, sta£í najít rovnice pro tyto parametry.
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2:1 Jednorozm¥rný p°ípad

Uvaºme proces Zn p°edstavený v úloze 27, kde

Xn+1 = aXn + b+ cWn+1, Yn = hXn + gBn n ≥ 0, (3.6)

p°i£emº a, b, c, h, g jsou pevné konstanty, z nichº c, g > 0 a X0, B0, B1,W1, B2, ...
je posloupnost nezávislých reálných náhodných veli£in s normálním rozd¥lením a

EWn = EBn = 0, EW 2 = EB2 = 1, V arX0 > 0.

Protoºe iteracemi (3.6) m·ºe být vektor Z[0,n] snadno vyjád°en jako lineární
funkce normáln¥ rozd¥leného vektoru

(X0, B0,W1, ...,Wn, Bn),

vektor Z[0,n] je normáln¥ rozd¥lený. Také Z0 = (X0, hX0 + gB0) je normáln¥
rozd¥lený vektor mající hustotu a Markov·v °et¥zec (Zn, n ≥ 0) má p°echodové
jádro p. Proto tedy vektor Z[0,n] má hustotu, a také normáln¥ rozd¥lený vektor

(Xn, Y0, ..., Yn)

má hustotu. Víme také, ºe podmín¥ná hustota Xn za podmínky
(Y0, ..., Yn) = (y0, ..., yn) je hustotou normálního rozd¥lení.
Není t¥ºké zjistit, ºe

p((x1, y1), (x2, y2)) =
1

2πcg
exp(− 1

2c
(x2 − ax1 − b)2 − 1

2g2
(y2 − hx2)2),

qrx(Yn, Yn+1) =
1

2πcg
exp(− 1

2σ2
|x− α|2 − 1

2
β),

kde

σ2 =
c2g2

c2h2 + g2
, α = σ2(

ar + b

c2
+
hYn+1

g2
),

β2 =
1

c2h2 + g2
|h(ar + b)− Yn+1|2.

Nyní, nech´

m̄n = E(Xn|Y[0,n]), σ̄2
n = E

(
(Xn − m̄n)2|Y[0,n]

)
.

Nebudeme zde uvád¥t pon¥kud zdlouhavé odvození následujících rovností.

m̄n+1 =
g2

v2
b+

c2

v2
hYn+1 +

g2

v2
a
σ̄2
nah(Yn+1 − bh) + v2m̄n

c2[h2(σ̄2
na

2 + c2) + g2]
, (3.7)

σ̄2
n+1 =

g4

v2
a2 σ̄2

n

h2σ̄2
na

2 + v2
+
g2c2

v2
, (3.8)

kde
v2 = c2h2 + g2 = V ar(hcW0 +B0).

Rovnice (3.7) a (3.8) se nazývají Kalmánovy rovnice. Zajímavá vlastnost rovnosti
(3.8) je, ºe je deterministická, nevyskytuje se v ní ºádné Yk.
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2:2 Vícerozm¥rný p°ípad

Uvaºujme následující vícerozm¥rnou verzi rovnice (3.6) bez �posunutí� :

Xn+1 = AXn + PWn, Yn = HXn +QWn, n ≥ 0, (3.9)

kde Xn, Yn,Wn mají hodnoty v ur£itých Eukleidovských prostorech, S, P,H a Q
jsou matice p°íslu²ných rozm¥r·, W0,W1, ... je posloupnost nezávislých náhod-
ných vektor· s normálním rozd¥lením s nulovou st°ední hodnotou a jednotkovou
varian£ní maticí, tedy

EW i
n = 0 pro libovolné i, EW i

nE
j
n = δij pro libovolná i, j, (3.10)

kde δii = 1 a δij = 0 pro i 6= j. V²imn¥me si, ºe stejné Wn �guruje v obou
rovnicích v (3.9). Uvidíme, ºe toto není na úkor obecnosti. P°edpokládáme, ºe
posloupnost W0,W1, ... je nezávislá na vektoru X0, coº je normáln¥ rozd¥lený
vektor, a

QQT > 0, (3.11)

kde T zna£í transpozici matice. Tímto vztahem je my²leno, ºe pro libovolný ne-
nulový vektor λ p°íslu²ného rozm¥ru∑

i,j

(QQT )ijλiλj = |QTλ|2 > 0.

Je snadné, ºe na vektor

(X0, Y0, X1, Y1, ..., Xn, Yn, Xn+1) (3.12)

lze nahlíºet jako na lineární transformaci vektoru

(X0,W0, ...,Wn).

Protoºe tento vektor je normáln¥ rozd¥lený, platí totéº i pro vektor (3.12).

S n¥kterými dodate£nými p°edpoklady lze ukázat, ºe vektor (3.12) má hustotu.
Speciáln¥, v tomto p°ípad¥ vektor (Y[0,n], Xn+1) má hustotu a podmín¥né rozd¥lení
Xn+1 za podmínky Y[0,n] je normální se st°ední hodnotou

X̄n+1|n := E(Xn+1|Y[0,n]),

coº je lineární funkce Y[0,n], a varian£ní maticí

Σ̄n+1 := E(Xn+1 − X̄n+1|n)(Xn+1 − X̄n+1|n)T , (3.13)

která je nenáhodná. Podle teorie podmín¥ných odhad· pro libovolnou omezenou
funkci f platí

E(f(Xn+1)|Y[0,n] = y[0,n]) =

∫
f(x)pX̄n+1|n(y[0,n]),Σ̄n+1

(x)dx = Ef(Un+1), (3.14)

kde Un+1 je normáln¥ rozd¥lený vektor se st°ední hodnotou

X̄n+1|n(y[0,n]) = E(Xn+1|Y[0,n] = y[0,n])
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a varian£ní maticí Σ̄n+1.

Ukazuje se, ºe i bez dal²ích p°edpoklad· a dokonce, je-li 3.11 poru²eno, pod-
mín¥né rozd¥lení Xn+1 za podmínky Y[0,n] je normální (obvykle degenerované),
de�nované stejnými parametry X̄n+1|n a Σ̄n+1, £ímº je my²leno, ºe rovnost 3.14
mezi krajními výrazy platí.

Úloha 30. (Problem 5, str. 138) Za p°edpokladu, ºe A = H a P = Q dokaºte,
ºe Σ̄n+1 ≡ 0, tedy ºe rozd¥lení Xn+1 za podmínky Y[0,n] je degenerované.

Podle p°edpokladu se p·vodní de�nice (3.9) zm¥ní na

Xn+1 = AXn + PWn, Yn = AXn + PWn, n ≥ 0,

tedy Xn+1 = Yn.
Σ̄n+1 = E(Xn+1 − X̄n+1|n)(Xn+1 − X̄n+1|n)T je matice prvk·
E(X i

n+1 − X̄ i
n+1|n)(Xj

n+1 − X̄
j
n+1|n), i, j = 0, 1, ..., n.

(X i
n+1, Y

i
n, ..., Y

i
0 ) je normáln¥ rozd¥lený vektor s hodnotami v Rn+2 pro v²echna

i, tedy podle v¥ty z teorie o podmín¥ných rozd¥leních víme, ºe X̄ i
n+1|n je lineární

odhad, tzn. X̄ i
n+1|n je lineární kombinací Y i

k , ..., Y
i

0 .
Z°ejm¥ odhad s minimální st°ední kvadratickou odchylkou je Y i

n = X i
n+1 (odchylka

je nulová). Takºe X i
n+1 − X̄ i

n+1|n = 0 s.j., a tedy E(X i
n+1 − X̄ i

n+1|n)(Xj
n+1 −

X̄j
n+1|n) pro v²echna i, j = 1, ..., d. Vidíme tedy, ºe Σ̄n+1 ≡ 0.

4

V¥ta 31. (Theorem 8, str. 139) Za podmínky (3.11), pro n ≥ 0, platí

X̄n+1|n = AX̄n|n−1 +Kn(Yn −HX̄n|n−1), (3.15)

Σ̄n+1 = (A−KnH)Σ̄n(A−KnH)T + (P −KnQ)(P −KnQ)T , (3.16)

kde X̄0|−1 := EX0, Σ̄0 := E(X0 − EX0)(X0 − EX0)T , a dále

Kn := (AΣ̄nH
T + PQT )(HΣ̄nH

T +QQT )−1.

Rovnice (3.15) a (3.16) se nazývají Kalmánovy rovnice. V²imn¥me si, ºe
matice Σ̄n je deterministická. Rovnice (3.15) poskytuje zp·sob, jak získat X̄n+1|n
na základ¥ p°edchozí hodnoty X̄n|n−1 a nového pozorování Yn. V této rovnici se
vyskytuje matice Kn, která je vyjád°ena pomocí Σ̄n, takºe i kdyº nás zajímá
odhad s nejmen²í £tvercovou odchylkou pouze jedné sloºky, °ekn¥me X̄1

n+1|n za
podmínky Y[0,n], musíme stejn¥ nalézt celou varian£ní matici Σ̄n. Jednu z metod
k tomuto poskytuje vztah (3.16), dal²í je uvedena v (3.17).

Úloha 32. (Problem 9, str. 142) Dokaºte, ºe matice HΣ̄nH
T +QQT je symetrická

a pomocí 3.11 dokaºte, ºe je pozitivn¥ de�nitní.
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Druhý ze s£ítanc· je triviáln¥ symetrický, pot°ebujeme tedy dokázat je²t¥ symetrii
M := HΣ̄nH

T .
Rozepsáním sou£inu vidíme, ºe

M ij =
m∑
l=1

m∑
k=1

hjlhikskl ∼
m∑
l=1

m∑
k=1

hikhjlslk = M ji, i, j = 0, 1, ...,m

kde sij jsou prvky matice Σ̄n. Platí-li, ºe sij = sji pro v²echna i, j, tedy je-li
matice Σ̄n symetrická, na míst¥ znaménka ∼ stojí rovnost. Nicmén¥

Σ̄ij
n = E(X i

n+1−X̄ i
n+1|n)(Xj

n+1−X̄
j
n+1|n) = E(Xj

n+1−X̄
j
n+1|n)(X i

n+1−X̄ i
n+1|n) = Σ̄ji

n ,

tedy matice Σ̄n je skute£n¥ symetrická a dokázali jsme tedy symetrii matice ze
zadání.
Má-li být zadaná matice pozitivn¥ de�nitní, sta£í nám dokázat pozitivní semide-
�nitnost matice M , nebo´ z 3.11 víme, ºe QQT je pozitivn¥ de�nitní.
Zvolme si tedy vektor λ p°íslu²ného rozm¥ru, potom de�nice pozitivní semide�-
nitnosti pro M je první z následujících vztah·

λTHΣ̄nH
Tλ ≥ 0 <=> λ̄T Σ̄nλ̄ ≥ 0,

, kde λ̄ = λTH je op¥t vektor p°íslu²ného rozm¥ru. Podle v¥ty z teorie pravd¥-
podobnosti v²ak víme, ºe varian£ní matice náhodného vektoru je vºdy pozitivn¥
semide�nitní, takºe nerovnost napravo je spln¥na a dostáváme tedy poºadovaný
výsledek.

4
Poznámka. N¥kdy se místo vztahu (3.16) pouºívá následující rovnice:

Σ̄n+1 = AΣ̄nA
T −Kn(HΣ̄nA

T +QP T ) + PP T . (3.17)

3. Lineární �ltrování

Uvaºujme znovu zadání (3.9) bez �posunutí�

Xn+1 = AXn + PWn, Yn = HXn +QWn, n ≥ 0, (3.9)

kde Xn, Yn,Wn mají hodnoty v ur£itých Eukleidovských prostorech, S, P,H a
Q jsou matice p°íslu²ných rozm¥r·. Tentokrát ale nep°edpokládáme normalitu
ani nezávislost Wn. Místo toho p°edpokládáme, ºe W0,W1, ... je posloupnost po
dvou nekorelovaných vektor· s nulovou st°ední hodnotou a jednotkovou varian£ní
maticí, platí tedy

EW i
n = 0 pro libovolné i, EW i

nW
j
n = δij pro libovolná i, j.

Také p°edpokládáme, ºe EX i
0W

j
n = 0 a podmínka (3.11) je spln¥na:

QQT > 0. (3.11)
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Uvaºujeme tedy mnohem obecn¥j²í situaci neº v p°edchozí sekci. Nicmén¥ pro
takto obecné zadání není moºné vy°e²it úlohu nelineárního �ltrování, místo toho
se tedy soust°edíme na lineární odhady Xn+1 za podmínky Y[0,n]. Jinými slovy,
pro kaºdé �xní n chceme najít lineární kombinaci

ân + b̂0nY0 + ...+ b̂nnYn,

kde ân je vektor a b̂in matice p°íslu²ných rozm¥r·, které minimalizují £tvercovou
odchylku mezi v²emi lineárními odhady:

E|Xn+1−(ân+b̂0nY0+...+b̂nnYn)|2 = mina,b0...,bnE|Xn+1−(an+b0nY0+...+bnnYn)|2.
(3.18)

V¥ta 33. (Theorem 1, str. 148) Pro n ≥ 0,

X̂n+1|n = AX̂n|n−1 +Kn(Yn −HX̂n|n−1), (3.19)

kde Kn je stejná matice jako ve v¥t¥ 31 de�novaná vztahem (3.17) pomocí Σ̄n,
které je de�nováno rekurzivn¥ pomocí stejné rovnice (3.16) se stejnou po£áte£ní
podmínkou

Σ̄0 := E(X0 − EX0)(X0 − EX0)T .

Navíc platí, ºe

Σ̄n = E(X0 − X̂n|n−1)(X0 − X̂n|n−1)T , n ≥ 0, (3.20)

a speciáln¥
TrΣ̄n = E|Xn − X̂n|n−1|2,

kde TrA zna£í stopu matice A.
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