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Uvod

V této praci se zabyvame studiem souvislych kompaktifikaci Tichonovovych
prostori. Je znamo, ze kazdy Ty-prostor lze vnorit na hustou c¢ast souvislého
To-prostoru a kazdy Ti-prostor bez izolovanych bodi lze vnorit na hustou ¢ast
souvislého Tij-prostoru (viz [10]). Problematika zac¢ind byt obtiznd v okamziku,
kdy pozadujeme vyssi oddélovaci axiomy.

Kazdy Tichonovuv prostor lze vnotit do kompaktniho Hausdorffova prostoru.
V celé praci uvazujeme pouze ty kompaktni prostory, které jsou zaroven Hausdorf-
fovy. Vénujeme se predevsim charakterizaci maximalnich souvislych kompaktifikaci
nékterych prostort vzhledem k zavedené relaci ¢asteéného usporadani.

V prvni kapitole zavadime zakladni pojmy, s nimiz budeme pracovat, a zminu-
jeme néktera dulezita tvrzeni. Prace se tak stava pristupnou i ¢tenafi s minimalnimi
znalostmi v této oblasti. Pojmy, které nedefinujeme, 1ze najit v knize [3].

Druhd kapitola je rozdélena na pét casti. V prvni ¢asti zavadime na mnoziné
vsech kompaktifikaci daného Tichonovova prostoru relaci ¢astecného usporadani.
Ve druhé a treti ¢asti se vénujeme prostortim s konecné mnoha komponentami —
ukazujeme nutnou podminku existence souvislé kompaktifikace téchto prostort
a charakterizujeme maximalni prvky pti zavedeném usporadani. Ve ¢tvrté casti
rozebirame Pelanttiv dikaz neexistence souvislé kompaktifikace nespocetného
podprostoru Sorgenfreyovy primky. Posledni ¢ast je vénovana studiu souvislych
kompaktifikaci prostoru racionalnich ¢isel. Nejprve uvadime konstrukei souvislé
kompaktifikace, zalozenou na principu konstrukce Cechovy-Stoneovy kompaktifi-
kace. Poté ukazujeme nutnou a postacujici podminku souvislosti a na prikladu
ilustrujeme, ze tuto podminku nelze zesilit. Na zavér formulujeme vétu shrnujici
dosazené poznatky.

Na konci prace lze nalézt seznam pouzitého znaceni.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

Predmétem této kapitoly je zavedeni zakladnich pojmi, s nimiz budeme dale
pracovat. Nékterda tvrzeni zde uvadime bez dikazu — jejich dikazy lze najit
v knize [3].

Definice. Topologicky prostor je dvojice (X, O), kde X je mnozina a O je soubor
podmnozin X splnujici nasledujici podminky:

i) De O, X €0,

(ii) jestlize A, B € O, pak také AN B € O,

(iii) jestlize A C O, pak UA € O.

Soubor O se nazyva topologie na X, jeho prvky se nazyvaji oteviené mnoziny.

Definice. Necht (X, ), (Y, ') jsou topologické prostory. Zobrazeni f: X — Y
nazveme spojitym zobrazenim, jestlize pro kazdou U € O je f~![U] € O.

1.1 Diagonalni soucin souboru zobrazeni

Definice. Necht (X, O) je topologicky prostor, {(X., O,); a € A} soubor to-
pologickych prostori a {f,: X — X,; a € A} soubor zobrazeni. Rekneme, Ze
topologie O je projektivné generovand souborem {f,; a € A}, jestlize O je nej-
hrubsi topologie na X takovd, Ze f,: (X,0) — (X4, O,) je spojité pro kazdé
a € A

Definice. Necht {X,; a € A} je soubor mnozin. Mnozinu

X =] Xa={f: A= | Xo; (Vo € A) f(a) € X,}

a€cA aEA

nazveme kartézskym soucinem tohoto souboru. Déle definujme a-tou projekci
To: X — X, predpisem 7,(f) = f(a).

Misto f € [Tpea Xo budeme cCasto psat (f(«); o € A). Pokud A = {ay, an},
budeme pro [[,c4 Xo pouzivat také oznaceni X,, x X,,. Jestlize X, =Y pro
viechna a € A, budeme misto [[,c4 X, psat jen Y4

Definice. Necht {(X,,O,); o € A} je soubor topologickych prostorti. Soucinem
tohoto souboru rozumime prostor ([T,ca Xa, O), jehoz topologie O je projektivné
generovand souborem projekei {m,; o € A}.
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V situacich, kdy nemuze dojit k nedorozumeéni, budeme misto (X, Q) psat
zpravidla pouze X. Napiseme-li [],c4 X, automaticky predpokladame, Ze tento
prostor je vybaven topologii z predchozi definice.

Definice. Necht X je topologicky prostor, {X,; a € A} soubor topologickych
prostori a {fo: X — X,; a € A} soubor zobrazeni. Zobrazeni

Afa:X—> HXO[,

acA aEA

které je definovano predpisem (A ca fo)(®) = (fa(x); a € A), nazveme diagondl-
nim soucinem souboru { f,; a € A}.

Misto Ajer f budeme nékdy psédt jen AF. V piipadé, ze A = {a, s},
budeme misto A\ ca fo PSAt fa; A fas-

Definice. Necht X je topologicky prostor, {X,; a € A} soubor topologickych
prostorii a F = {f,: X = X,; a € A} soubor zobrazeni. Rekneme, Ze soubor F
oddéluje body, jestlize pro kazdé dva body =,y € X, x # y, existuje a € A takové,
7e fo(z) # fau(y). Rekneme, Ze soubor F oddéluje body a uzaviené mnoZiny,
jestlize pro kazdy bod =z € X a kazdou uzavienou mnozinu C C X, z ¢ C,
. . - Xa

existuje o € A takové, ze fo(z) ¢ f.]C]

Nasledujici lemma bude mit pro nase ucely zdsadni vyznam, a proto jej uvedeme
véetné dikazu.

Lemma 1.1.1. (O vnoreni) Necht X je topologicky prostor, {X.; a € A} soubor
topologickijch prostori a {fo: X — Xo; o € A} soubor spojitych zobrazend. Jestlize
soubor { fo; o € A} oddéluje body a soucasné oddéluje body a uzavrené mnoZiny,
pak N\gea fa: X = Tlaea Xa je vnorent.

Diikaz. Zobrazeni /\ ,ca fo je souCinem spojitych zobrazeni, a tedy je spojité.
Jelikoz soubor { f,; o € A} oddéluje body, je Anca fo Prosté. Oznacme

Y= (A fo)[X] € ] Xo.

acA a€A

Je t¥eba ukézat, Ze (A ,ea fo) ' Y — X je spojité zobrazeni. Budz € X,V C X
oteviend, x € V. Pak X\V je uzaviend a x ¢ X\V. Protoze soubor {f,; a € A}
oddéluje body a uzaviené mnoziny, existuje oy € A takové, ze fo,(x) & faolX \V]X
Polozme

U =TI Xo % (Xao\Jaa NVT).

acA\{ao}
Tedy U je oteviend v [[oeq Yo a UNY je oteviend v Y. Pritom (A ecq fo) U N
Y] CV, tedy Anca fo je vskutku vnofeni. O

1.2 Kompaktifikace

Definice. Topologicky prostor se nazyva Tichonoviiv, jestlize je tiplné regularni
a Hausdorffv.



Tvrzeni 1.2.1. Podprostor Tichonovova prostoru je Tichonoviv, soucin Ticho-
novovych prostori je Tichonoviv.

Definice. Topologicky prostor X je kompaktni, jestlize je Hausdorftfiv a z kazdého
otevieného pokryti X lze vybrat konecné podpokryti.

Tvrzeni 1.2.2. KaZdy uzavreny podprostor kompaktniho prostoru je kompaktni.
Véta 1.2.3. (Tichonov) Soucin kompaktnich prostori je kompaktnd.

Nasledujici ekvivalence dava do souvislosti dvé predchozi definice, a osvétluje
tak vyznam studia Tichonovovych prostort.

Véta 1.2.4. Topologicky prostor je Tichonoviv, priveé kdyz jej lze vnorit do
kompaktniho prostoru.

Definice. Necht X je Tichonoviv prostor. Kompaktifikaci prostoru X rozumime
kompaktni prostor bX spolu s identickym vnorenim id: X — bX takovym, ze
id[X] je hustd podmnozina bX.

Riznych kompaktifikaci jednoho prostoru mutze byt cela rada, avsak mezi
vSemi je pro nas vyznacna ta nasledujici.

Definice. Kompaktifikaci prostoru X nazveme Cechovou-Stoneovou kompaktifi-
kacf (a znacime $X), jestlize ke kazdé spojité funkei f: X — [0, 1] existuje spojité
funkce f: X — [0, 1] takova, ze f rozsifuje f.

Kazdy Tichonoviv prostor X ma kompaktifikaci 5X. Tuto vétu zde dokazeme,
nebot konstrukci, kterd se v ditkazu objevuje, pozdéji vyuzijeme.

Véta 1.2.5. Necht X je Tichonovuv prostor. Pak X ma kompaktifikaci X,
pricemz tato kompaktifikace je aZ na homeomorfismus jedind.

Diikaz. Oznacme C(X) = {f: X — [0,1]; f spojitd} a polozme
e =AC(X): X — [0,1]°)

Protoze X je Tichonoviv, oddéluje soubor C(X) jak body, tak body a uzaviené
mnoziny, a dle lemmatu 1.1.1 o vnofeni je ¢ vnoreni. Je-li tedy Y = ¢[X] C
[0, 1]°X) pak Y je homeomorfni s X. Bud nyni

gy = 7o

Ztejmé je BY kompaktni a Y je husta podmnozina gY.

Uvazujme spojité zobrazeni h: Y — [0,1]. Pak ¢ = hop: X — [0,1] je
rovnéz spojité, tedy g € C(X). Ozna¢me m,: [0,1]°) — [0,1] g-tou projekei,
m,((f(z); f € C(X))) = g(x), a polozme h = Tglgy - UkdZeme, Ze h rozsituje h.
Protoze ¢ je vnoreni, existuje ke kazdému y € Y pravé jedno x € X takové, ze
y = ¢(x). Pro toto  je g(x) = h o ¢(x) = h(y), ale také g(x) = my(p(r)) = my(y).
Tedy pro kazdé y € Y je h(y) = m,(y) a h vskutku spojité rozsifuje h.

Nyni ukazeme jednoznacnost. Necht K O X je kompaktni, X husta v K, a
necht kazdé zobrazeni f € C(X) mé spojité rozsifeni f na K. Chceme ukézat, e
K je homeomorfni s fX. Polozme

p= A J: K —[0,1]°%)
fec(x)



Pak ¢: K — ¢[K] je homeomorfismus a plati ¢ D ¢, @]y = ¢, tedy ¢[X] =
©[X] C P[K]. Jelikoz ¢[K] je uzaviend v [0,1]°X), je rovnéz kompaktni. Navic
plati

[0,1]¢(X) [0,1]¢(X)

PIK] = o[X] = p[K] = pY.
Zobrazeni ¢: K — BY je tedy homeomorfismus. ]

Na zavér uvedeme pro tplnost nékolik definic tykajicich se souvislosti.

Definice. Rekneme, Ze topologicky prostor X je souvisly, jestlize je neprazdny a
jedinymi jeho obojetnymi (tj. soucasné otevienymi a uzavienymi) podmnozinami
jsou ) a X.

Tvrzeni 1.2.6. Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly.

Definice. Necht (X, Q) je topologicky prostor, Y C X. Mnozinu Y nazveme
komponentou prostoru X, jestlize Y je maximalni souvisld podmnozina X pfti
relaci C.

Definice. Necht X je topologicky prostor, z € X. Rekneme, ze bod z je izolovany,
jestlize {x} je oteviend mnozina v X.



Kapitola 2

Souvislé kompaktifikace

V této kapitole se budeme zabyvat souvislymi kompaktifikacemi vybranych
Tichonovovych prostori. Na mnoziné vsech souvislych kompaktifikaci daného
prostoru zavedeme usporadani a pokusime se charakterizovat jeho maximalni
prvky.

Nejprve zminime prostory s izolovanymi body a rozebereme prostory s ko-
ne¢né mnoha komponentami. Poté uvedeme diikaz neexistence souvislé, a tedy
i maximalni souvislé kompaktifikace nespocetného podprostoru Sorgenfreyovy
primky. Nakonec se budeme vénovat studiu souvislych kompaktifikaci prostoru
racionalnich c¢isel.

Existenci — nikoli vSak maximalité — souvislych kompaktifikaci nékterych
dalsich prostort se vénuje prace [4], kapitola 2.

2.1 Porovnavani kompaktifikaci

Bud X Tichonoviv prostor, bX jeho libovolna kompaktifikace. Bez 1jmy na
obecnosti predpokladejme X C bX. Polozme

C(X)={f: X —10,1]; f spojita},
E(bX) = {f: X —[0,1]; 3f: bX — [0,1], f spojitd, f = f|}.

Kazdé zobrazeni z X do [0, 1], které lze spojité rozsitit na X, je uz nutné spojité
na X. Vzdy proto plati inkluze E(bX) C C(X). Podle véty 1.2.5 je E(bX) = C(X),
pravé kdyz bX = fX. Kompaktifikace X je tedy ,nejvétsi* v tom smyslu, Ze na
ni lze rozsitit nejvice spojitych zobrazeni.

Definice. Necht X je Tichonoviuv prostor a bX, c¢X dvé jeho kompaktifikace.
Pak piseme bX < cX, pokud plati, Ze identické zobrazeni i: X — X lze spojité
rozsitit na v: ¢X — bX.

Timto zpusobem definujeme na mnoziné vsech kompaktifikaci prostoru X
relaci ¢dstecného usporaddni. Je-li bX < cX a f € E(bX), pak také f € E(cX).
Zobrazen{ f oi:cX — [0,1], kde f spojité rozsifuje funkci f na bX, je totiz
slozenim dvou spojitych zobrazeni, piicemz pro x € X plati (f oi)(x) = f(z).
Zobrazeni f o1 je tedy spojitym rozsitenim f na cX.

Definice. Maximalni, respektive nejvétsi prvek mnoziny vsech (souvislych) kom-

paktifikaci prostoru X vzhledem k relaci < nazveme maximalni, respektive nejvétsi
(souvislou) kompaktifikaci X.



Existenci (a konstrukci) nejvétsi kompaktifikace jsme ukazali ve vété 1.2.5.
Tato véta vsak nehovori o nejveétsi souvislé kompaktifikaci — ta samozrejmé vibec
existovat nemusi. Ukdzeme si prostory, které maji nékolik maximalnich souvislych
kompaktifikaci, ale i prostory, které zadnou souvislou kompaktifikaci nemaji.

2.2 Souvislé prostory

Cechova-Stoneova kompaktifikace X prostoru X je dle predchoziho odstavce
nejvetsi kompaktifikaci. Je-li prostor X souvisly, pak je SX rovnéz souvisla, a
tedy je to zaroven nejvetsi souvisla kompaktifikace X. Nésledujici véta ukazuje
opacnou implikaci.

Véta 2.2.1. Necht X je Tichonoviv prostor, jehoZ kompaktifikace SX je souvisld.
Pak je X rovnéz souvisly.

Dukaz. Budeme postupovat sporem. Jestlize X neni souvisly, pak existuji oteviené
mnoziny U,V C X spliujici UUV = X a UNV = (). Definujme zobrazeni
f: X —[0,1] predpisem

0 proxeU,
flx) =
1 proxeV.

Zobrazeni f je ziejmé spojité, a tedy existuje jeho spojité rozsiteni f: X — [0, 1].
Jeli z € U™ pak jisté f(z) = 0. Podobné pro x € VX je f(z) = 1. OvSem
X = Ty VﬁX, kde T = F10), VX = f71(1). Tedy X je sjednocenim
dvou disjunktnich uzavienych mnozin, neboli X neni souvisla. [

2.3 Prostory s konecné mnoha komponentami,
izolované body

Jestlize prostor X neni souvisly, pak podle véty 2.2.1 neni ani X souvisla.
V takové situaci ma proto smysl se zabyvat hleddnim maximaélnich souvislych
kompaktifikaci.

Je ihned vidét, ze prostor obsahujici izolované body zadnou souvislou kompak-
tifikaci mit nemuze.

Tvrzeni 2.3.1. Necht X je Tichonoviv prostor, ktery neni souvisly. Pokud X
obsahuge izolovany bod, pak nemd Zddnou souvislou kompaktifikaci.

Diikaz. Bud x € X izolovany bod, bX kompaktifikace X. Mnoziny {z} a X\{z}
jsou disjunktni neprazdné oteviené v X. Kdyby oviem existoval bod a € {z} N

b
X\{z} X, znamenalo by to, Ze z se nachézi v kazdém okoli bodu a. To je spor
s tim, ze bX je Hausdorffiv. O

V nasledujicich dvou tvrzenich rozebereme pripad, kdy ma prostor X jen
kone¢né mnoho komponent.

Tvrzeni 2.3.2. Necht X je Tichonoviv prostor, ktery neni souvisly a md pouze
konecne mnoho komponent. Je-li alespon jedna komponenta prostoru X kompaktni,
pak X nemd Zddnou souvislou kompaktifikaci.



Diikaz. Bud bX libovolna kompaktifikace prostoru X, K jeho kompaktni kom-
ponenta. VSechny komponenty X jsou zfejmé uzaviené, tedy X\ K je uzaviena
jakozto sjednoceni kone¢né mnoha uzavienych mnozin. Tedy K je obojetnd v X.
Pak je K kompaktni v X a plati:

K X\ K = KknNX\K = KNXNX\K " =
= KNX\K =Kn(X\K)=0.

- v X . . . , p , v .. C e 1w
Tedy K MaX \K " jsou disjunktni neprazdné uzaviené mnoziny, jejichz sjedno-
cenim je bX. Proto bX neni souvisla. ]

Ma-li prostor X kone¢né mnoho komponent, z nichz zadna neni kompaktni,
muzeme ,zkompaktifikovat® kazdou zvlast a poté ztotoznit nékteré body tak,
abychom ziskali souvislou kompaktifikaci X. Na stejné myslence zalozime i kon-
strukci maximalnich souvislych kompaktifikaci. Tu popisuje néasledujici véta.

Véta 2.3.3. Necht X je Tichonoviv prostor, jenz md konecné mnoho komponent,
z nichZ Zadna neni kompakini — oznacme je Xq,...,X,, n > 2. Pak maximdini
souvislou kompaktifikaci prostoru X ziskame spojenim X1, ..., X, do stromu
takového, Ze pro vsechna i,j € {1,...,n}, i # j, je |[X;NX;| =0 a |fX;NBX;| < 1.

Pozndmka. Stromem zde rozumime souvisly graf bez kruznic,! v némz:
(i) vrcholy stupné s (s > 2) odpovidaji spoleénym bodtum pravé s prvki mnoziny

{ﬁXla s 7/8XTL}7

(ii) pro kazdé j € {1,...,n} takové, Ze [BX; N (Uieqr,. nyins BXi)| = 1, existuje
pravé jeden vrchol stupné 1, kterym necht je libovolny bod v X,

(ili) hrany jsou realizovany prvky mnoziny {8X,...,5X,}, a to tak, ze SX;
tvori hranu mezi takovymi dvéma vrcholy, jimz odpovidajici body jsou v ni
obsazeny.

Pro nazornost uvedeme nékolik priklada pro n = 3.

Obrazek 2.1: Prostor o tfech nekompaktnich komponentach — maximalni souvislé
kompaktifikace a jim odpovidajici stromy

'Formalni definice pojm graf, vrchol, hrana, kruznice, strom & stupen vrcholu zde neuvadime.
Lze je najit napiiklad v knize [7] v kapitolach 4 a 5.



Obrazek 2.2: Prostor o tfech nekompaktnich komponentach — ptiklady souvislych
kompaktifikaci, které nejsou maximalni

Nyni jiz mtizeme piejit k dikazu véty 2.3.3. Zabyvame se v ném pouze vrcholy
definovanymi v bodé (i). Vrcholy z bodu (ii) zavddime pouze k tomu, abychom
mohli hovorit o grafu.

Diikaz. Necht mé nejprve X dvé nekompaktni komponenty X, Xs. Pak 5X;\ X, #
0, X\ X5 # 0. Ztotoznime-li body x; € X1\ X; a x3 € X5\ X, dostaneme
kompaktifikaci my, ,, X prostoru X takovou, ze my, ., X = 8X; U X, plicemz
18X1 N BXs| = 1. Jelikoz X a X5 jsou souvislé, jsou také SX;, fX, souvislé.
Kompaktifikace m,, ., X je tedy souvisld, nebot je sjednocenim dvou souvislych
mnozin SX; a X5, které maji neprazdny prinik. Kompaktifikace SX; a X,
byly maximalni, tedy

E(my, 0, X) ={f: X —=[0,1]; f spojita, f: SX; U BXs — 0, 1],
flx = f, f(21) = f(22)}.

Kdykoli je bX maximalni souvisla kompaktifikace X, pak E(bX) C C(X), a tedy
nutné E(bX) C E(my, »,X) pro vhodna z; € BX;\X;, i € {1,2}.

Pro n > 2 postupujme indukci. Bud X prostor, jenz ma nekompaktni kom-
ponenty Xi,...,X,. Necht mX je maximalni souvisla kompaktifikace prostoru
XpU---UX, ;. Pak existuji body 2 € mX\(X; U---UX, 1) ay € X,\X,.
Jejich ztotoznénim dostaneme kompaktifikaci m’X = mX U X, pficemz |[mX N
BX,| = 1. Protoze mX a X byly maximélni souvislé kompaktifikace prostort
X1 U---UX,1 a X,, je podle prvni ¢asti dikazu m'X maximalni souvisla
kompaktifikace prostoru X. ]

2.4 Sorgenfreyova primka

Definice. Mnozina R redlnych ¢isel spolu s topologii danou bazi S = {[a,b): a,b €
R,a < b} se nazyva Sorgenfreyova primka.

Protoze kazdy otevieny interval se da zapsat jako sjednoceni polouzavienych,
je takto definovand topologie jemnéjsi nez standardni topologie na R. Zakladni
poznatky o Sorgenfreyové piimce jsou prehledné shrnuty v knize [2].

V této casti uvedeme diikaz véty o neexistenci souvislé kompaktifikace Sorgen-
freyovy primky. Tuto vétu poprvé dokazali Adam Emeryk a Wiadystaw Kulpa
roku 1977 v ¢lanku [2]. V roce 1983 uvedl Jan Pelant v ¢lanku [8] jiny piistup,
ktery dokazuje obecnéjsi tvrzeni — zadny nespocetny podprostor Sorgenfreyovy
primky nemé souvislou kompaktifikaci.
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My zde uvedeme pravé vysledky ¢lanku Jana Pelanta. Ptvodni dikaz doplnime
o podrobnéjsi vysvétleni nékterych pasazi.

Definice. Necht (X, <) je linedrné usporadand mnozina a B = {(a,b); a,b €
X,a < b}. Pak B tvori bazi néjaké topologie na X — ozna¢me ji O.. Prostor
(X, O.) se nazyva linedarné usporadany prostor.

Necht (X, O.) je linearné usporadany prostor, M C X a M+t M~ C M. Na
M definujme topologii O(M™*, M), jejiz subbézi tvoii nasledujici mnoziny:

(i) (z,—)N M, (<, x) N M pro kazdé z € X,
(ii) [z,—) pro kazdé = € MT,
(iii) («,z] pro kazdé z € M~.

Proxz € M™ je tedy mnozina [x,—) = M\ (+, z) obojetnd a podobné pro x € M~
je mnozina (+,z] = M\ (z, —) obojetna.

Prostor (M, O(M™*, M™)) je piikladem zobecnéného usporddaného prostoru.
Vice o téchto prostorech se lze docist napriklad v [1] ¢i [6].

V nasledujicim textu se vyskytnou vyrazy typu ,,M-obojetna mnozina“, | K-
okoli bodu“, , X-izolovany bod mnoziny“. Tyto vyrazy zdiraznuji, v jakém
topologickém prostoru se pohybujeme. Budeme je pouzivat vsude tam, kde neni
z kontextu zrejmé, kterou topologii uvazujeme. Dale budeme uzivat znaceni
min X = 0, max X =1 a misto (M, O(M™*, M~)) budeme psét casto jen M.

Lemma 2.4.1. Necht X je kompaktni, souvisly, lineirnée usporadany prostor,
MCX aM"UM~ C M. Necht K je souvislda kompaktifikace (M, O(M™, M™)).
Pak pro kaZdou neprdzdnou obojetnou mnoZinu D C M existuji body a € D",

be M\D " ape K\M takové, 3

(*) pro vsechna X -okoli V,, Vi, bodii a, b plati:
peVin D NVyn (AM\D)".

Jestlize navic a € M~, pak a # sup D, a jestlize b € M~, pak b # sup M\D.

Dukaz. Bud D C M neprazdna obojetna mnozina. Protoze K je souvisla, existuje
pe D" HWK. Polozme a = sup{zr € X; p ¢ [0, z] ﬂDK}. Je-li a € (0,1),
pak pro kazdé X-okoli V, bodu a existuji body vy, 2z, zg € X takové, ze y < a <
z < zpa (y,2) € V,. Pritom p € [0, 2] N D" = 0, y] nD" U (y, 2] D" Ale
p &0,y N DK, tedy p € (y,2] N D" C V, A D" Protoze (y,20) N D" # (0, je také
(y,20) N D # (. Tedy kazdé oteviené X-okoli bodu a obsahuje néjaky bod z D,
neboli a € D Je-li a = 0, pak p € [0, z] N D" pro kazdé x > 0, tedy pro libovolné
okoli V, bodu a ztejmé plati p € V, N D", Navic je podobné jako v predchozim
ptipadé [0, 2] N D # 0, tedy vskutku a € D Je-li konetnd a = 1, pak pro kazdé
x < 1 ziskdme p € [z, 1] N DK, tedy opét p € WK a [r,1] N D # () implikuje
acD

Podobné muzeme definovat b = sup{z € X; p ¢ [0,z] N (M \D)K}. Analogicky
se ukaze, ze pro kazdé X-okoli V, bodu bjep e V,N (M\D)K azebe M\DX.

Nyni pro spor predpokladejme, ze a € M~ a a = sup D. Jelikoz je D uzaviena,
méme a € D. Déle a € M~, tedy V, N D tvori lokalni bézi x v M (pro kazdé U
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M-okoli a existuje V,, X-okoli a takové, ze VN D CU). Tedy p € V, N D" ¢ UK,
neboli a € @K. Ovsem a € M, zatimco p € K\M, tedy K neni Hausdorffav —
spor. Pro b € M~ dostaneme analogicky b # sup M\ D. ]

Lemma 2.4.2. Necht X, M, M*, M~ a K jsou jako v lemmatu 2.4.1. Necht
D je mnozina vsech dvojic {a,b}, jez pro néjakou obojetnou D C M a néjaké
p € K\M splruji vztah (*). Pak pro kaZdé x € M~ a kaZdé y € [0,z) existuje
t € (y,x) takové, Ze kdykoli {a,b} € D a a € (t,z), pak b € [y, x).

Diikaz. Polozme G, ., = U{G C K; G oteviend, G N M C [x1,x2]}. Necht
x € M~,y € [0,z). Mnozina [0,y| U (z, 1] je M-uzaviend, tedy = ¢ [0,y] U (z, 1]K.
Protoze K je kompaktni, je nutné i regularni. Proto existuji K-oteviené mnoziny
U, V takové, ze x € U, [0,y]U (Jc,l}K CVaUnNV = (. Pak zfejmé plati
UNM C (y, z]. Existuje tedy t € (y, x) spliujici vatah (¢, 2] M C U. Pak rovnéz
(t,z] N MicUC Gy Jestlize {a,b} € D a a € (t,z), pak piislusné p (urcené
podminkou (*)) je prvkem (¢,z] N M ® To znamend, ze G, , je oteviené K-okoli
bodu p. Tedy b € [y, 2], nebot jinak bychom nasli X-okoli b disjunktni s G, .
Kdyby b = z, muselo by platit p € V; 0 M. Oviem mnoiziny V, N M tvoif lokéln
bazi x v . M a K je Hausdorffiv, tedy nutné b # x. [

Nez zformulujeme klicovou vétu této ¢asti, zminime jesté nékolik pojmi, které
pro nas budou v dal$im textu uzitecné.

Definice. Necht X je topologicky prostor a A soubor jeho podmnozin. Rekneme,
ze soubor A je m-baze prostoru X, jestlize vsechny prvky A jsou oteviené neprazdné
mnoziny a ke kazdé oteviené mnoziné G C X existuje A € A splnujici A C G.

Definice. Necht (X, O.) je linearné usporadany prostor, A C X. Bod z € A
se nazyva zprava izolovany v A, jestlize existuje jeho okoli U v X takové, Ze
UNAC (+,x]. Obdobné se definuje zleva izolovany bod.

Definice. Necht X je mnozina a F soubor jejich podmnozin, ktery splnuje
nasledujici podminky:

i) XeF, 0¢F,
(ii) jestlize A, B € F, pak také AN B € F,
(iii) jestlize Ae Fa AC BC X, pak B € F.

Pak F je filtr na mnoziné X. Je-li navic pro kazdé A C X bud A € U, nebo
X\A € U, pak je F ultrafiltr na X.

Definice. Necht F je filtr na X a f: X — Y je zobrazeni mnozin. Pak soubor
Fr={ACY; f'[A] € F} nazveme obrazem F.

Lehce se overi, ze je-li F (ultra)filtr na X, pak F; je (ultra)filtr na Y.

Definice. Necht X je topologicky prostor, F je filtr na X a x € X. Rekneme, 7e
x je limitou filtru F, jestlize F obsahuje kazdé okoli bodu x.

Tvrzeni 2.4.3. Necht X je kompaktni topologicky prostor. Pak kazZdy ultrafiltr na
X md prave jednu limitu.
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Dukaz. Bud F ultrafiltr na X. Kdyby F nemél zadnou limitu, pak by pro kazdé
x € X existovala oteviend mnozina U, C X takova, ze x € U, ¢ F. Tedy {U, }rex
je pokryti X. Protoze X je kompaktni, existuji body z; € X, i € {1,...,n}, pro
néz plati X = U, Uy,. Pak 0 = X\ U, Uy, = Ny X\Uy,. Jelikoz F je ultrafiltr,
pro kazdé i € {1,...,n} plati X\U,, € F. Tedy také () € F, coz nelze.
Predpokladejme nyni, Ze x # x’ jsou limity ultrafiltru F. Protoze X je Hausdor-
ffav, existuji dvé disjunktni oteviené mnoziny U, U’ takové, ze x € U, ' € U’.
Jenze U,U' € F aUNU' =0, tedy opét mame spor. ]

Plati i opac¢na implikace — ma-li kazdy ultrafiltr na X pravé jednu limitu, je
X kompaktni. Jeji dikaz lze nalézt v [5].

Definice. Ultrafiltr na mnoziné X je uniformni, maji-li vSsechny jeho prvky
mohutnost rovnou | X|.

Definice. Topologicky prostor X je a-Lindeléfiiv, jestlize je regularni a z kazdého
otevieného pokryti X lze vybrat podpokryti o mohutnosti nejvyse a.

Véta 2.4.4. (Pelant) Necht X je kompaktni, souvisly, linedrné usporddansj prostor,
v némz existuje w-baze B splnujici |B| < k pro dany kardindl k. Necht M C X,
M*U M~ C M. Jestlize |M™ U M~| > k, pak prostor (M,O(M*,M~)) nemd
Zddnou souvislou kompaktifikaci.

Diikaz. Je-li x € MT N M, pak {z} = (+—, 2] N [x,—), neboli {x} je obojetna
mnozina. Podle tvrzeni 2.3.1 tedy nema M zadnou souvislou kompaktifikaci. M-
zeme proto predpokladat, ze M N M~ = (). Dale pfedpokladejme, ze |M~| > &
(pripad |M™| > k je analogicky). Tvrzeni ukdzeme sporem. Strategie: za predpo-
kladu, ze mame souvislou kompaktifikaci M, zapiSeme M~ jako sjednoceni tii
mnozin o mohutnosti mensi nez k.

Necht K je souvisla kompaktifikace M a D je mnozina definovana v lem-
matu 2.4.2. Polozme

A" ={z e M ;(3z € (x,1]) Vde M~ N (z, z))
(Ha,b} € D)z <a<d<b}

1. Je-liz € M~\UU a x neni v M~ zprava X-izolované, pak x € A~
Predpoklddejme, ze x ¢ A~. Pak existuje transfinitni posloupnost {d,},<x
s nasledujicimi vlastnostmi:
(i) pro vsechna ¢ < A\ jed, € M,
(ii) {d,}.,<x je klesajici a z = inf{d, },<»,
(iii) A je limitni ordinal, A < k&,
(iv) pro vSechny dvojice {a,b} € D a libovolné ¢ < A je (z,d,) N {a,b} = () nebo
[d,,1)N{a,b} = 0.

Podminky (i) a (ii) mame zaruceny tim, Ze x neni v M~ zprava X-izolované.
Podminku (iii) déva existence m-baze B o mohutnosti nejvyse x. Podminku
(iv) ziskdme ze skutecnosti © ¢ A. Ta fikd, ze ke kazdému z € (x,1] existuje
d € M~ N(x,z) takové, ze pro kazdou dvojici {a,b} € D jsou bud a i b vétsi nez
d, nebo jsou obé mensi nez d. Staci tedy volit vzdy d, = d.
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Protoze libovolné d, lezi v. M~ a d, # x, je mnozina (z,d,] N M obojetna.
Pouzijeme-li lemma 2.4.1, ziskdme body a, € [z,d,], b, € X\(z,d,) a p, € K\M
splnujici podminku (*). Tedy {a,,b,} € D. Protoze = ¢ UU, plati a, # x. Dle
druhé ¢ésti lemmatu 2.4.1 je a, # d,, nebot d, = sup((z, d,]JNM). Tedy a, € (x,d,).
Podle (iv) je [d,, 1] N{a,, b} =0, tedy b, € [0, z] pro kazdé + < A\. Lemma 2.4.2
spolu se skutecnosti, ze a, ¢ [0, z), dava pro y = 0, a = b, a b = a, existenci bodu
r € (0,z), pro ktery [r,z] N {b; t < A} = 0.

Necht U je uniformni ultrafiltr na mnoziné A. Definujme zobrazeni f: A — X
predpisem f(t) = b, a zobrazeni g: A — K predpisem g¢(¢) = p,. Pak Uy a U,
jsou ultrafiltry postupné na X a K. Protoze X a K jsou kompaktni, existuji dle
tvrzeni 2.4.3 body m € X a p € K, které jsou limitami postupné U; a U,. Pritom
ziejmé m € [0, r]. Budte nyni U, a U, X-uzaviena X-okoli bodi m a x takovd, ze
Un C [0,2] a Uy, NU, = 0. Protoze m je limitou ultrafiltru Uy, plati f~U,] € U.
Z uniformity U pak plyne |[{¢ < A; b, € Uy, }| = |A|. Déle je a, € (z,d,) pro kazdé
v < A, tedy polozime-li U = {t < X\;a, € U,, b, € Uy}, pak |U| = [N aU e U
(totiz |[A\U| < |A|]). To znamena, ze

{p; 1 € UYU{p} C Uyt (M\(w,do])" N T, N (M N (z,do]) "

Pak je ovsem podle lemmatu 2.4.1 p € K\M a {m,x} € D, coz je spor s predpo-
kladem, ze x ¢ D. Proto x € A™.
2. Plati |[A~| < k.

Predpokladejme, ze |A~| > k. Protoze |B| < k, existuje H C A™, |H| > k, a
P € B takova, ze pro kazdé = € H je P C (z,z,). Jelikoz M~ je k-Lindelofuv
prostor a |H| > k, existuje zaroven h € M~ takové, ze h = sup(H N[0, h)). Dle
lemmatu 2.4.2 navic existuje t € (0, h) takové, ze kdykoli {a,b} € D a a € (t,h),
pak b € [0, h). Z definice h existuje b’ € H N[0, h) splijici t < b’ < h. Protoze
ziejmé h < inf P, plati b’ < h < inf P < sup P < z;,. Jenze h' € A~, tedy existuje
{a,b} € D, proniz k' < a < h <b. To je spor s lemmatem 2.4.2, nebot a € (¢, h)
abgl0,h).
3. Plati [UU N M| < k.

Predpoklddejme, ze |UU N M ™| > k. Pak existuji V. C M~ , D' CDaQ € B
takové, ze plati:

i) V] > &,
(ii) D' = {{z,b,}; z €V},
(iii) pro kazdé z € V je @ C (min{x, b, }, max{x,b,}).

Podminky (i) a (ii) dava predpoklad |[UU N M~| > k a podminku (iii) lze zajistit,
protoze |B| < k.

Protoze M~ je k-Lindelofuv prostor a |V| > k, existuje v € M~ takové, ze
v =sup(V N[0,v)). Vezméme y € [0, v) spliujici Q\[y,v) # 0. Dle lemmatu 2.4.2
pak existuje t € (y,v) takové, ze kdykoli {a,b} € D a a € (t,v), pak b € [y,v).
Z definice v existuje v € V N [0,v) splnujici ¢t < v' < v. Jemu piislusné b, tedy
lezi v [y, v). To vsak znamena, ze @ C [y, v), a to je spor.

Polozme R = {x € M~; x zprava X-izolovany v M~ }. Jest |R| < |[M~\R| <
k. Protoze M~ = A-U(UUNM™)UR, je |[M~| < K, coz je spor s predpokladem,
ze |[M~| > k, a K tedy neni souvisla. O
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Disledek 2.4.5. Sorgenfreyova primka ani libovolny jeji nespocetny podprostor
nemaji Zidnou souvislou kompaktifikaci.

Diikaz. PYi zachovani znaceni z véty 2.4.4 polozme X = R* = RU {—o0, +o0}.
Jakozto topologicky prostor je X kompaktni, nebof je homeomorfni s intervalem
[0, 1]. Mnozina {(a,b), [—00, a), (b, +00]; a,b € Q} tvori bazi prostoru X o mohut-
nosti w. Tedy existuje rovnéz m-baze prostoru X o mohutnosti w. Bud M C R
takovd, ze |M| > w, M™ = M a M~ = (). Prostor (M,O(M*,M™)) je pak
zfejmé podprostorem Sorgenfreyovy primky, pricemz je-li M = R, pak se jedna
o Sorgenfreyovu primku samotnou. ]

2.5 Prostor racionalnich cisel

V této casti se budeme zabyvat souvislymi kompaktifikacemi prostoru Q
jakozto podprostoru R se standardni topologii. Tento topologicky prostor je
totalné nesouvisly (tj. jedinymi jeho komponentami jsou jednobodové mnoziny),
nebot vsechny intervaly tvaru (a,b) N Q, kde a,b € R\Q, jsou jisté obojetnymi
mnozinami v Q.

Ukazeme, ze na rozdil od Sorgenfreyovy pfimky mé Q souvislou kompakti-
fikaci. Prostor Q identicky vnofime na hustou podmnozinu uzavéru obrazu Q
v diagonalnim soucinu daného souboru zobrazeni a dokazeme nutnou a postacujici
podminku pro souvislost této kompaktifikace. Zaroven uvedeme priklad, ktery
ilustruje, ze tuto podminku nelze zesilit.

Nasledujici lemma neptinasi mnoho nového — jeho dikaz je myslenkové velmi
podobny ditkazu véty 1.2.5. Presto jej vSak na tomto misté uvadime, nebot se na
néj budeme v této podobé nékolikrat odkazovat.

Lemma 2.5.1. Necht X je Tichonoviv prostor, C(X) soubor vsech spojitych

funkei z X do [0,1] a F C C(X). Pokud soubor F oddéluje body a soucasné
- F
oddéluje body a uzaviené mnoZiny, pak je A\F [X][O’I] kompaktifikaci X. Je-li

id: X — AF[X], pak pro kaZdou f € F lze f oid™! spojité rozsirit na AF[X].

Diikaz. Jelikoz soubor F oddéluje jak body, tak body a uzaviené mnoziny, je
dle lemmatu 1.1.1 o vnoten{ AF: X — [0, 1]" vnoteni. Prostor AF[X] je tedy
homeomorfnim obrazem X. Jeho uzavér je uzavienym podprostorem kompaktniho
prostoru [0, 1]7, a je tedy rovnéZ kompaktni. Ziejmé je AF[X] hustou podmnozinou
AF[X], tedy AF[X] tvoif kompaktifikaci X.

Bud g: X — [0,1] spojitd, g € F. Protoze /AF je vnoreni, je inverzni zobrazen{
(AF)™': AF[X] — X spojité. Polozme

h=go(AF)":+ AF[X]—[0,1],

tedy h je rovnéZ spojité. Oznacme 7,: 0,17 — [0,1], 7,({af; f € F)) = ay, g-tou

projekci a déle ozna¢me h = 7Tg|m. Ukéazeme, ze h rozsituje h. Z vlastnosti

vnofeni plyne, Ze kazdému bodu y € AF|[X] Ize jednoznacné ptitadit bod r € X
takovy, ze y = (f(x), f € F). Tedy
h(y) = m(y) = g(x) = g((AF) ' (v)) = h(y)

a h je skutené spojitym rozsffenim h, respektive g = h o /AF. ]
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V dalsim textu budeme pro @ N (0, 1) uzivat symbol Q. Jelikoz prostory Qg
a Q jsou homeomorfni, je libovolna kompaktifikace Qg rovnéz kompaktifikaci Q.
Budeme tedy casto pracovat s Qq, abychom nemuseli zavadét znaceni pro ,body
v nekonecnu“.

Nésledujici tvrzeni vyuziva konstrukce Cechovy-Stoneovy kompaktifikace z dii-
kazu véty 1.2.5 ke konstrukei souvislé kompaktifikace Q. Vezmeme zde v ivahu
diagonalni soucin vsech funkci, jez jsou spojité rozsititelné na R.

Tvrzeni 2.5.2. UvazZujme topologicky prostor Q raciondlnich cisel. PoloZme

F={f:Qo—[0,1]; 3f: (0,1) = [0,1], f spojitd, f = flg,}-

7[071}}_

Pak AF[Qo] je souvislou kompaktifikaci Q.

Diikaz. Soubor F = {f: (0,1) = [0,1]; f spojitd, If € F, f = leO} oddéluje jak
body, tak body a uzaviené mnoziny, tedy totéz plati zfejmeé i pro soubor F. Dle
lemmatu 2.5.1 je proto AF[Qo] kompaktifikaci Q, respektive Q.

Bud G = {g¢: (0,1) — [0, 1]; g spojita}. Protoze kazda funkce f € F ma jedno-
znané rozsireni f € G a naopak ke kazdé funkei g € G existuje restrikee g\QO e F,
plati G = F a AF[Qo] = AG[Qq]. Funkce AG je dle lemmatu 1.1.1 o vnoreni
homeomorfismus, tedy AG[(0,1)] je souvisly jakoZto spojity obraz souvislého
prostoru. Proto i AG[(0,1)] je souvisly. UkdZeme, Zze AF[Qo] = AG(0,1)].

Z¥ejmé je AF[Qo] = AG[Qo] € AG[(0,1)]. Pro kazdé x € (0,1)\Q existuje
e > 0 takové, ze [x —e,x + €] C (0,1). Pak plati

AG[(z — &,z +¢)] QAQ“@’—&,I—F&‘]} :Ag[Qoﬂ(x—é,x+a)} =
=G[QuN(z—egx+e)]=FQN(x—¢e,z+¢) CF[Q

Tedy

AGI(0,1)] = | AG[(z —e,z+¢)] C FQo

z€(0,1)

arovnéz AG[(0,1)] € F[Qol. Proto AF[Qo] tvori souvislou kompaktifikaci Q. [

Kompaktifikace sestrojena v tvrzeni 2.5.2 je sice souvisla, ale neni maximalni.
Uvazme napiiklad funkei f,.: Qo — [0, 1] definovanou predpisem

pro z € Qy N (0,7),

—I—%Sinx—ir prox € QuN(r, 1),
kde r € [0, 1]\@Q. Tato funkce je spojitd na Qy, ale nejde spojité rozsitit do bodu
r. Neni tézké ukazat, ze pridame-li f, do souboru F definovaného v tvrzeni 2.5.2,
dostaneme souvislou kompaktifikaci QQ, ktera je ostre vétsi nez ta z tvrzeni 2.5.2.

Souvislost nebude porusena ani v pripadé, ze do F pridame spocetné mnoho
funkei f,., (o € A, f, (x) = f.(x) pro r = r,) takovych, ze pro kazdé a € A
existuje oteviené okoli bodu r, disjunktni s {r3; § € A\{r}}. Otézka tedy zni,
které spojité funkce lze do souboru F pridat, aniz bychom porusili souvislost
vysledné kompaktifikace.

V néasledujicim lemmatu ukazeme zakladni nutnou podminku souvislosti uza-
véru obrazu prostoru v diagonalnim souc¢inu souboru zobrazeni.
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Lemma 2.5.3. Necht X je topologicky prostor a F = {fo: X — [0,1]; a € A}
—F (0,1 A

je soubor zobrazeni. Je-li A]—"[X][ ] souvisly, pak pro libovolné oy, ay € A je

T ol vy -

(far A far)[X] 7 rovnéz souvisly.

Diikaz. Definujme projekce g, , 7o, : [0, 1]4 — [0, 1] piedpisem 7a, ((z4; o € A)) =
To,, 1 € {1,2}. Jelikoz projekce jsou spojité zobrazeni, je také 7o, ATa,: [0, 1]4 —
[0, 1]? spojité zobrazeni. Protoze pro kazdé z € X je navic f,,(x) = 7, (AF(z)),
i € {1,2}, plati (fa, A far)[X] = (Ta, ATa,) [AF[X]], a tedy také

(For B fa)IX] = (T, 570, )IAFX]] = (0, 70,) [AF[X]],
kde druhéd rovnost plyne ze spojitosti zobrazeni m,, A7,,. Tedy je-li AF[X]
souvisly, je i (fa, A fay)[X] souvisly. ]

Zcela analogickym postupem lze ukdzat, Ze souvislost AF[X] implikuje sou-
vislost AAG[X] pro libovolny kone¢ny podsoubor G.

Graf zobrazeni f budeme znacit G(f) a budeme jej chapat jako obraz X
v diagonalnim souc¢inu f s identitou na X. Podle lemmatu 2.5.3 tedy nelze soubor
F z tvrzeni 2.5.2 obohatit o zobrazeni s nesouvislym uzévérem grafu v [0, 1], aniz
by byla porusena souvislost vysledné kompaktifikace.

Nyni ukazeme, zZe lemma 2.5.3 se neda obratit — souvislost uzavéru obrazu X
v diagonalnim souc¢inu kazdych dvou prvkiu souboru F jesté neznamena souvislost

AF[X].

Priklad 2.5.4. Bud r € [0,1)\Q a budte f,,g,: Qo — [0, 1] funkce definované
nasledovneé:

f(x) = 3 pro z € (0,7),
' s +3sin-L prox e (r,1),
o) = 3 pro z € (0,7),
' s +3cos— proxe(r1)

v . [0,1] [0,1)2 . 12 L TE A N T . 1. ; .
Ziejmé jsou G(f)' ], G(g) ! souvislé, avsak (fAg)[Qp] souvisly neni. Obsahuje
totiz bod (%, %) a kruznici se stfedem v tomto bodé a polomérem %

Priklad 2.5.4 zaroven tika, ze soubor F z tvrzeni 2.5.2 nelze obohatit o vSechny
spojité funkce z Qg do [0, 1] se souvislym uzavérem grafu. V nésledujicim pozorovani
tento priklad zobecnime na libovolnou n-tici funkci.

Pozorovani 2.5.5. Pro kazdé n € N existuje n-tice spojitijch funkei z Qg do [0, 1]
se souvislym uzdvérem grafu takova, Ze obraz Qy v diagondlnim soucinu kazZdijch
n —1 z nich md souvisly uzdaver, ale obraz Qy v diagondlnim soucinu vsech nikoliv.

Diikaz. Predpokladejme, ze n > 3 (ptipad n = 2 jsme rozebrali zvlast v pri-
kladu 2.5.4). Ozna¢me o; odmocninu z i-tého prvocisla (tedy o; = V2, 00 = /3,
03 = /5, ...) a na mnoziné R\{0} definujme funkce g1, ..., g,. Pro x < 0 polozme

g1(x) = ga() = -+ = gna(2)

0,
gn,l(l’) = gn($) T
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a pro x > 0 polozme

On—3 On—4 02 01 1
g1(x) = cos — cos .. COS — COS — COS —,
x T T x x
Op—3 Op—4 02 op . 1
g2(x) = cos —= cos —— ... cos — cos — sin —,
x x x r
Op—3 Onp—4 O2 . 01
g3(x) = cos Ccos ..Cos — sin —,
x x x x
On— On—4 . 02
ga(x) = cos cos ...sin —,
x x x
On—3 . Op—4
Gn—2(2) = cos sin ,
x
. On—3
gn—l(x) = sl r

gn(x) = 0.

Je-li r € (0,1)\Q, definujme pro kazdé i € {1,...,n} funkei f;: Qy — [0,1]
predpisem

filz) = ! 'gi(x - 1) +1-

2 r 2

Ukézeme, ze mnozina { f1, ..., f,} je hledanou n-tici.
Oznacme Q, = {4 — 1; ¢ € Qo} (Q, je tedy hustd v intervalu (—1,% — 1)).
Jelikoz funkce fi, ..., f, jsou restrikcemi obrazi gy, ..., g, pti vyse uvedené afinni

transformaci na Qo, je uzavér N;crcqr,. ny filQo] v [0, 1])f souvisly, pravé kdyz je
uzdver Ayes 9:[Q,] v [—1, 1 — 1]* souvisly. Pro prehlednost tedy budeme pracovat
s n-ticl {hl, . ,hn}, kde hz = gi|@r’

Nejprve si vSimnéme, Ze pro kazdé i € {1,...,n} je h; spojitd na Q, a ma
souvisly uzavér grafu. Dale pro kazdé = € Q, je h;(z) € [—1, 1]. Snadno se ovéfi,
7e prox € QF = Q, N (0, +o0) plati 7= h2(z) = 1. Je-li tedy o = (x1,...,7,_1)
a e AL h[Qf], pak S5t a? = 1.

Pokud je naopak y = (y1,...,yn—1) a 27— y? = 1, pak lze jeho soufadnice
psat ve tvaru

Y1 = COS (3 COS (py_4 - . . COS (g COS (1 COS Oy,

Yo = COS (tp_3 COS (lyy_4 - . . COS (¥g COS (v SiN g,

Yn—2 = COS Qi3 SIN 4,

Yn—1 = sin v, 3
pro néjaké ag, . .., a,_3. Pfitom pro kazdé ¢ € {0,...,n — 3} plati

cos oy = cos(oy; + 2km), k € Z,
sin a; = sin(qy; + 2km), k € Z.

Je-li U okolim bodu y v [0, 1]*7!, pak existuje € > 0 takové, 7e libovolné ¢/, jemu?
pro kazdé i € {0,...,n — 3} prislusi néjaké f5; € (o —e,a; +¢€), lezi v U. Pro
z € QF provedme substituci z = I, tedy z € (Q})™! = {5:a€Qn(r1)}
(@)~ je hustd podmnozina (=, 400)).
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Ziejmé jsou o;, i € {1,...,n}, a m iracionélni ¢isla, pricemz podil zddnych
dvou z nich neni racionédlni. Tedy polozime-li oy = 1, pak

n—3
N U l(Ozi—i—2k7r—5,ozi+2k7r+€)
i=0 kez %
obsahuje n&jakou otevienou mnozinu, kterd ma neprazdny prinik s (Q;)~'. Pak
ovSem existuje z, € (Q;7)~" spliujici 0,2, = % € (q; + 2k;m — €, a; + 2k;m + €),
i € {0,...,n — 3}, pro vhodna k; € Z. Jemu ptislusny bod v [0,1]"! lezi v U.
Tedy y € A=) hi[Q}].
Ukézali jsme, 7e na A~ h;[Q;] 1ze pohliZet jako na (n — 1)-dimenzionaln
sféru. Polozme Q; = Q, N (—o00,0). Ziejme

n—2-krat
n

A Q] = {0, ...0,t); t e [-1,0]}.
i=1
K tomu, aby (0,...,0,¢,t) € Al h|Qf], musi byt 0> +--- +0*+*=t*=1a
soucasné musi byt posledni soutadnice nulova. To neni mozné, tedy A}, h[Q; N
A hi]Qr] = 0, neboli Aj_; hi[Q,] neni souvisly.

Nyni ukdZeme, ze pro vSechna j € {1,...,n} uz A,,; h(Q.] souvisly je.
Oznacme Dj[A] = A\, hi[A].

Nejprve necht j = n. Pak

n—2-krat

Dn[@;] = {<07 cee 707t>; te [_170]}7

pricemz bod (0,...,0,—1) lezi také v D,[Qf]. Protoze D,[Q;] i D,[Q;] jsou
souvislé a maji neprazdny prinik, je také A"} h;[Q;] souvisly.

Necht j # n. Kdykoli (ay,...,a,-1) € Dp1[Q]], pak ziejmé 3,4z, a7 < 1.
Je-li naopak (b, ...,bj_1,bj41, ..., by—1) bod spliujici podminku 3, ., b7 < 1,
pak muzeme polozit b; = \/1 — Yitjizn U7 Ziskdme tak (b, ..., bp_1) € Dp1[Q}F].
Tedy Aizjizn i (@] si lze predstavovat jako (n—2)-dimenzionalni kouli. Specidlné
(0,...,0) € Aysjin Ni[QfF].

Protoze
n—3-krat
{(0,..,0,t,t),t € [-1,0]} proje{l,...,n—2},
D; [QT—] — n—2-krét

—
{(0,...,O,t>,te [—1,0]} pro j =n—1,

je (0,...,0) € D;[Q;], 7 # n. OvSem bod (0,...,0) lezi také v D;[Q;], nebot
posledni souradnice v D;[Q;7] je konstantné nulova. Tedy D;[Q; ] a D;[Q;] jsou
dvé souvislé mnoziny s neprdzdnym prinikem. Jejich sjednocenim je A, .; hi Q/],

ktery je proto rovnéz souvisly.

Kazdych n — 1 prvkua n-tice {hy,...,h,} ma souvisly uzavér diagonédlniho
soucinu, kdezto uzavér diagonalniho soucinu vsech souvisly neni. Totéz tedy plati
pro soubor {fi,..., fu} ]

Priklad 2.5.6. Ilustrujme pozorovani 2.5.5 na prikladu pro n = 3. Bud r €
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(0, )\Q. Definujme g1, g2, g3: R\{0} — [—1, 1] nésledovné:

0 pro x < 0,
cos— prozxz >0,

(z) x pro x < 0,
xT) =
92 sini pro x > 0,

x pro x < 0,
g3(x) =
0 pro z > 0.

Prislusné f;: Qo — [0, 1

—

jsou tedy definovany predpisy
pro z < r, ' ,

T 4 % pro x >,

pro x <, /i\[

pro z >r,

pro z < r,

pro z > r. /

=

—~

=
Il

Q
@)
»n

N N[=

N =
n
=1
=
8
|
3
N

=

—

=
|

IoN

—

8

S~—

Il

—— N —/

ol

S

o= s

Vsechny tyto funkce jsou spojité na Qp se souvislym uzavérem grafu, pricemz
kazda dvojice ma souvisly uzavér diagonalniho soucinu. Uzavér diagonalniho
soucinu vsech tii vsak souvisly neni.

y
/ /
| /
< /
— /
\ %
\ T
|
%
|
|
|

Obrézek 2.3: Orienta¢ni vyobrazeni uzavéru fiA f2[Qol, f1 A f3[Qo], f24 f3[Qo] a
Jid fois f3]Qo

Necht F je soubor spojitych funkei z Qg do [0, 1]. Lemma 2.5.3 a pozndmka pod
jeho dukazem tikaji, ze existuje-li konec¢ny podsoubor souboru F, jehoz diagonalni
soucin nema souvisly uzavér, pak ani diagonalni souc¢in F nemad souvisly uzaveér.
Nyni ukdzeme opak — souvislost uzavéru diagonalniho soucinu kazdého koneéného
podsouboru staci k souvislosti uzavéru diagonalniho souc¢inu souboru F.

Véta 2.5.7. Uvazujme prostor Qg raciondlnich cisel v intervalu (0,1). Necht F
je soubor spsztych funkcz 2 Qo do [0,1] takovych, Ze pm kaZdy konecny podsoubor

17
G C F je AQ’[QO] soumsly Pak je rounéz Af[(@g] souvisly.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze F = AF[Qo] [Qo] neni souvisly. Pak existuji
dvé disjunktni uzaviené mnoziny A, B C F takové, ze AUB = F. Tedy A, B
jsou kompaktni. JelikoZ [0, 1]” je normdlni, existuji Us, U C [0,1]” disjunktni
oteviené, pro které plati A C Uy, B C Ug. Pro kazdy bod x € F uvazujme jeho
oteviené okoli V,, které je celé ¢asti Uy, respektive Up. Systémy {V, N F; x € A}
a {V, N F;z € B} jsou oteviend pokryti A a B, tedy existuji jejich koneéna
podpokryti V4 a Vp.
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Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze vsechna V, jsou prvky
oteviené baze prostoru [0,1]. Jsou tedy tvaru [] ser Uy, kde Uy jsou oteviené
v [0, 1], pficemz ostra inkluze nastava pouze pro konecné mnoho f € F. Jelikoz
je U{Ve; Vi N F € VatNU{Vy; Vo N F € Vg} = 0, pak nutné existuje konecny
soubor G C F takovy, ze

mg(U{Vei VanFeVa}) a mo(U{Vai Va N F € Vp}),

kde 7g: [0,1]7 — [0,1]9 je definovana piedpisem 7g((zy; f € F)) = (zy; f € G),

jsou disjunktni. Tedy AG[Qo] nenf souvisly, coz je spor. O

Pozorovani 2.5.5 ukazuje, ze podminka souvislosti pro kazdy kone¢ny podsoubor
je skutecné potteba.
Ptedchozi poznatky shrnuje nasledujici véta.

Véta 2.5.8. Necht F C C(Qq) je soubor funkci se souvislym uzdvérem grafu.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

s
(i) AF[Qo) o1 je mazimdlni souvislda kompaktifikace Q,

(ii) F je mazimdlni soubor takovy, Ze pro kaZdy konecny soubor G C F je
7[07119

AG[Qo] souvisly.
. . AN a0
Diikaz. Polozme F = AF[Qo] .

(i)—(ii): Jelikoz je F' souvisly, je podle lemmatu 2.5.3 a poznamky pod jeho
ditkazem souvisly také /AG[Qo] pro libovolny koneény soubor G C F. Maximalita
kompaktifikace dava maximalitu souboru F.

(ii)—(i): Podle véty 2.5.7 je F souvisly. ProtoZe F je maximélni, je identické
zobrazeni prvkem F. Tedy F oddéluje jak body, tak body a uzaviené mnoziny. Dle
lemmatu 2.5.1 je F' kompaktifikaci Q a z maximality souboru F plyne maximalita
F. O

Na zavér uc¢inime pozorovani tykajici se spojitych funkei se souvislym uzavérem
grafu.

Lemma 2.5.9. Necht f: Qo — [0,1] je spojitd. Je-li G(f) 1"

W[O’HQ N ({1} x [0, 1]) je souwvisly.

souvisly, pak

— x0T o

Diikaz. Jelikoz je G(f)[o’l)x[o’l] souvisly, je i G(f) =G(f)"
PR 2

Polozme Y = G(f)[o’l} N ({1} x [0, 1]) Tedy Y je uzaviena a plati Y C {1} x [0, 1].

Pro spor predpokladejme, ze Y neni souvisla. Pak Y = AU B, kde A a B jsou

disjunktni neprazdné uzaviené mnoziny. Tedy existuje r € (0, 1), pro které plati:

2
souvisly.

(i) (Jac€ A)(Fbe B)a< (1,r) <b,
(i) Be>0)YN{l} x(r—er+e) =0.
Ziejmé existuje s € (0, 1) takové, ze (s, 1] X (r—e, r+¢) je disjunktni s G(f)[o’” .
- 2 [ 2
Necht a,b € G( f)[o’ } vyhovuji podmince (i). Protoze G(f) o je souvisly, existuje
bod (z,y) € (s,1] x [0,7 — ] N G(f). Bud U C [0,r — ¢] otevienym okolim y.
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Pak vzhledem ke spojitosti f existuje d > 0 takové, ze f[Qo N (z — 6,2 + )] C U.

2
(0.1 . Tedy
[0,1]

To ovSem znamena, ze (r — 0,z + ) X [r + ¢, 1] je disjunktni s G(f)
také ((z = 0,2 +6) x [r+&,1]) U ((5,1] x (r — &, +¢)) je disjunktni s G(f)
Doplnék této mnoziny ma dvé komponenty, z nichz jedna obsahuje bod a a druha
obsahuje bod b. To je spor se souvislosti G(f)[o D10 ]
2

Tvrzeni 2.5.10. Necht f @0 — [0,1] je spojitd a G(f)[o’” je souvisly. Pak pro
kazdé x € [0,1] je G(f) ) ({ } x [0, ]) souvisly.

Diikaz. Budeme postupovat sporem — necht f: Qy — [0, 1] je spojitd a = € [0, 1].
Ziejmeé je G(f)[o’w)x[o’l] souvisly a [0, x) je homeomorfni s [0,1). Je-li x € Qy, je

2

zaver tvrzeni splnén trividlné. Je-li x = 1, pak dle lemmatu 2.5.9 je G(f)[o’l} N

({x} x [0, 1}) souvisly. Pro z = 0 je situace analogicka. Pokud z € (0,1)\Q, pak
lemma 2.5.9 dava souvislost

G(flopniom) N ({x} <[0,1]) a G(flgyney)

[0,2]x[0,1] [x,1]x[0,1]

N ({2} x [0,1]),

jejichz sjednocenim je G(f) ) ({a:} [0, ]) Tato mnozina je souvisla, nebot

v opacném piipadé by G(f) o byl sjednocenim dvou disjunktnich uzavienych

HlIlOZlIl, coz neni mozné. O
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Seznam pouzitych zkratek

[Toca Xa, X XY, X4
(To; € A), (x1,...,2)
Afa AaeA fou ng
(¢, ), resp. (z,—)

f: X =Y

f: X—>Y

realna cisla

raciondlni ¢isla

racionalni ¢isla v intervalu (0, 1)

prirozend ¢isla

soubor vsech spojitych funkei z X do [0, 1]
Cechova-Stoneova kompaktifikace prostoru X
mohutnost A

obraz mnoziny A pri zobrazeni f

uzavér mnoziny A (v prostoru X)

restrikce zobrazeni f na A

topologicky soucin

bod v souc¢inu

diagonalni soucin

{#z; z < &}, resp. {#; z > z} (a podobné dalsi)
vnoreni

projekce
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