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Abstrakt: V této praci studujeme Trahtmaniv dikaz Problému barveni cesty a
souvisejici algoritmus. Pro kazdy silne souvisly orientovany multigraf vystupné d
s periodou 1 existuje synchronizujici barveni. Béal a Perrin dokézali, ze Trahtma-
nuv dikaz lze jednoduse zobecnit pro kazdou periodu a k-synchronizujici barveni.
Ukazeme dané zobecnéni. Trahtmantv dilkaz je konstruktivni a je zalozeny na
hledani barveni s netrivialni stabilni dvojici. Dokazeme, ze pokud v P, je pravé
jeden maximalni strom, potom barveni ma netrivialni stabilni dvojici. Podgraf
P, obsahuje vsechny hrany se stejnou barvou. Ukézeme jak také barveni na-
lézt. Potom popiseme algoritmy na nalezeni k-synchronizujiciho barveni. Prvni je
pifmocarou aplikaci tvrzeni z Trahtmanova dikazu se sloZitosti O((n — k)dn?).
Potom ukédzeme Trahtmanovu redukci a Béalin a Perrintv algoritmus zalozeny
na Trahtmanové dikazu, ale se slozitosti O((n — k)dn), kde n je pocet vrcholi.
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Abstract: In this thesis we study Trahtman’s proof of Road coloring problem and
related algorithm. For every strongly connected directed multigraph with outdeg-
ree d and period 1, there exists synchronizing coloring. Béal and Perrin prove that
Trahtman’s proof can be simply generalized for every period and k-synchronizing
coloring. We show generalized proof too. Trahtman’s proof is constructive and is
based on finding coloring with nontrivial stable states. We prove if there is only
one maximal tree in P, then the coloring is with nontrivial stable states. Subgraph
P, contains all edges with same color. We show how to find such coloring. Then
we describe algorithms for finding k-synchronizing coloring. First algorithm uses
proposition from Trahtman’s proof with time complexity O((n—k)dn?). Then we
show Trahtman’s reduction and Béal and Perrin’s algorithm based on Trahtman’s
proof but time complexity is O((n — k)dn) where n is the number of vertices.
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Abstrakt: V tejto praci studujeme Trahtmanov dokaz Problému farbenia cesty a
suvisiaci algoritmus. Pre kazdy silne suvisly orientovany multigraf vystupna d s
periédou 1 existuje synchronizujtice farbenie. Béal a Perrin dokazali, ze Traht-
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farbenie. Uk&Zeme dané zobecnenie. Trahtmanov dokaz je konstruktivny a je za-
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v P, je prave jeden maximalny strom, potom farbenie ma netrivialnu stabilnt
dvojicu. Podgraf P, obsahuje vSetky hrany s rovnakou farbou. Ukazeme ako far-
benie najst. Potom popiSeme algoritmy na néjdenie k-synchronizujtceho farbenia.
Prvy je priamociarou aplikdciou tvrdenia z Trahtmanovho dékazu so zlozitostou
O((n — k)dn?). Potom ukdzeme Trahtmanovu redukciu a Béalovej a Perrinov al-
goritmus zaloZeny na Trahtmanovom doékazu, ale so slozitostou O((n—k)dn), kde
n je pocet vrcholov.
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Uvod

V roku 1977 Adler, Goodwyn a Weiss v ¢lanku Equivalence of topological Mar-
kov shifts (Adler a koll (1977)) formulovali hypotézu nazyvant Problém farbenia
cesty. Mame orientovany multigraf taky, ze z kazdého vrcholu vychadza prave d
hran. Dalej predpokladajme, Ze méame d roznych farieb. Priradime prave jednu
farbu kazdej hrane tak, aby z kazdého vrcholu vychadzala hrana kazdej farby.
Toto priradenie nazvame farbenim. Vrchol a farba jednoznac¢ne urcuji hranu vy-
chadzajucu z daného vrcholu. Potom vrchol a konecnd postupnost farieb urcuju
orientovany sled v orientovanom multigrafe.

Kone¢nt postupnost farieb nazyvame slovom. Slovo nazveme synchronizuji-
ctm, ak vsetky vrcholy a dané slovo urcuju orientované sledy také, ze vsetky
maja rovnaky koncovy vrchol. Ak existuje synchronizujuce slovo, potom farbenie
nazveme synchronizugjicim.

Hypotéza hovorila, ze pre kazdy aperiodicky silne stvisly orientovany multi-
graf existuje farbenie také, ze existuje synchronizujtce slovo.

Problém je radeny do oblasti tedrie grafov, automatov a symbolickej dyna-
rozne typy orientovanych multigrafov. Vyznamnym posunom k tplnému dékazu
bola praca (Culik IT a kol. (2002). Problém bol prevedeny na ekvivalentny prob-
lém existencie farbenia s ,netrividlnou stabilnou dvojicou“. V roku 2007 A. N.
Trahtman publikoval konstruktivny dokaz Trahtman (2007) existencie farbenia s
netrivialnou stabilnou dvojicou. Teda hypotéza bola dokazana.

V prvej verzii dokazu sa vyuzivali vysledky tedrie grafov a linearnej algebry
(Perron-Frobeniovej vety). Kratko na to vSak Trahtman uviedol zjednoseny dokaz
bez pouzitia Perron-Frobeniovej vety a ponechanim zbytku dékazu s upravenou
definiciou mnoziny F'-clique. V praci vSak pouzijeme ekvivalentni definicii p6-
vodnej F-clique, ale budeme ju nazyvat minimalnym obrazom, vid [Béal a Perrin
(2012).

Algoritmus plyntci z dokazu mé ¢asovi zloZitost v najhorSom pripade O(dn?),
kde n je pocet vrcholov orientovaného multigrafu a d je pocet hran vychadzaju-
cich z jedného vrcholu tj. vystupen. Trahtman navrhol redukciu, ktora funguje
len za niektorych podmienok s dasovou zlozitostou O(dn?). Uviedol, Ze vela pripa-
dov je tohto typu bez konrétnejsieho odhadu poctu. V praci | Béal a Perrin (2012)
podrobnejsim rozborom grafu navrhli algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(dn?) v
najhorsom pripade a zobecnili problém pre periodické grafy. Nezavisle na predcha-
dzajucej praci dvojica |Budzban a Feinsilver (2011) dokazala zobecneny problém
pomocou tedrie pologrup a Markovskych retazcov.

Cielom prave je popisat Trahtmanovo rieSenie Problému farbenia cesty a jeho
algoritmus. Spracovat zname informécie o zloZitosti tohto algoritmu.

Praca je rozdelena do dvoch hlavnych kapitol. Prvej dokazujeme Problém



farbenia cesty pomocou matematickej indukcie. Najprv definujeme automat, mi-
nimalny obraz, synchronizujice slovo, stavovy graf a synchronizujtice farbenie
(pomocou vSeobecného pojmu k-synchronizujiceho farbenia). Stavovy graf spolu
s farbenim prirodzene definuji automat. UkaZeme, ze kazdy stavovy graf s farbe-
nim indukuje automat a naopak. Potom definujeme faktorovy automat a doka-
Zeme jeho vlastnosti. Dokézeme, Ze staci ndjst farbenie s netrividlnou stabilnou
dvojicou. Potom uvedieme Trahtmanov dokaz existencie farbenia s netrivialnou
stabilnou dvojicou pomocou farbenia takého, ze v P, je prave jeden maximalny
strom. Jednoduchym zobecnenim tvrdenia o vlastnostiach faktorového automatu
dostaneme dokaz pre vSeobecny stavovy graf a existenciu k-synchronizujice far-
benia. V druhej kapitole popisujeme zovSeobecneny algoritmus na hladanie k-
synchronizujtceho farbenia a jeho ¢asovi zlozitost. Uvadzame tri algoritmy, ktoré
hladaja farbenie také, ze v P, je prave jeden maximéalny strom. Prvy vyuziva
priamo tvrdenie z ddkazu. Druhy je Trahtmanova redukcia a treti je Béalovej a
Perrinov algoritmus.
Préaca je kompila¢nd. Hlavnym zdrojom préce st ¢lanky Trahtman (2007), Traht-

man (2012) alBéal a Perrin (2012). U jednotlivych tvrdeni je uvedny priamy odkaz
na formuléciu tvrdenia v prislusnom c¢lanku, ak existuje. Podobne pre dokazy.



Kapitola 1

(k-)synchronizujace farbenie

1.1 Zakladné pojmy a znacenie

1.1.1 Synchronizujice slovo

Definicia 1. Automatom nazyvame usporiadani trojicu A = (Q,%,6), kde @, 2
st konec¢né neprazdne mnoziny a funkcia

0 QxX—=>0Q.
je definovana pre vsetky dvojice (p,a) € Q x X.

Prvky mnoziny ) nazyvame stavmi, mnozinu ¥ abecedou, prvky abecedy pis-
menami a funkciu & prechodovou funkciou.

Mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isiel {1,2,...} znacime N.

Slovom w nad abecedou ¥ rozumieme koneéni postupnost pismen

ap,09,...,0p,,

kde n € N. Ciarky oddelujtice pismend v zépise postupnosti vynechivame, a
teda piseme len oy . .. ay,. Cislo n nazjvame dlZkou slova w a znaéime ju |wl.
Mnozinu vSetkych slov nad abecedou ¥ zna¢ime X+,

Slovo aa ...« dizky m € N, kde a € %, skratene zapisujeme a™.

Nech a = ..., a b = 31 S35...0,, sl slovd z mnoZiny X, potom zapisom ab
rozumieme slovo ajas...ap,5152...0m (tj. konkatenéciu refazcov a, b). Tato ope-
racia je zrejme asociativna tj. (ab)c = a(be), kde ¢ € Xt. A teda vynechdvame
zatvorky a piSeme len abe.

Nech w = wiwy...w, € X1, kde wy,ws,...,w, € X. Vysledkom posobenia
slova w na stav p € () rozumieme stav

q=000(---0(0(p,wr)wa) - -+ ,Wn—1),0n)-

Tento stav znacime p - w (tj. ¢ = p - w). Obdobne definujeme posobenie slova w
na mnozinu stavov P C (). Vysledkom je mnozina {p-w : p € P}, ktort zna¢ime
P -w.

Mohutnost nejakej mnoziny N znacime |N].



Definicia 2 (minimélny obraz, rank, [Béal a Perrin (2012)). Nech A = (Q,X,0)
je automat. Potom minimdlnym obrazom automatu A rozumieme mnozinu () - w,
kde w € X7 a plati

|Q - w| =min{|Q -v|:veX}

Mohutnost minimélneho obrazu automatu A zna¢ime rank(A).
Ak pre slovo w € X1 je |@Q - w| = 1, potom hovorime, ze automat A méa
synchronizujuce slovo w.

Z definicie pdsobenia slova plynie nerovnost 1 < |@Q - v| < |Q] pre kazdé slovo
v € Xt Teda existuje min{|Q - v| : v € X} a Definicia 2 je korektna.

Definicia 3 (Trahtman (2007)). Nech A = (Q,X,0) je automat. Dvojicu stavov p,
q € Q nazyvame synchronizovatelnou, ak existuje slovo v € X1 také, ze p-v = ¢-v.

Naopak, ak pre kazdé slovo u € Xt plati p - u # ¢ - u, potom dvojicu stavov
p, ¢ nazveme nesynchronizovatelnou.

Poznamka 4. Existencia synchronizujticeho slova w implikuje existenciu stavu
s € @ takého, ze Q - w = {s}. Pre kazda dvojicu stavov p, ¢ € @ plati
p-w=s=q-w, ateda kazda dvojica z () je synchronizovatelna.

Kazdé dva rozne stavy z miniméalneho obrazu st nesynchronizovatelné, inak
by sme dostali spor s minimalitou miniméalneho obrazu.

Ak N je minimalny obraz, potom zrejme N - v je minimalny obraz pre kazdé
veXt,

Poznamka 5. Trahtman v ¢lanku [Trahtman (2007) definuje mnozinu F-clique
nasledovne. Mnozina N je F-clique, ak N = @ - v pre nejaké slovo v € X1 a
kazdé dva stavy z N st nesynchronizovatelné. Lahko sa nahliadne, Ze F-clique a
minimalny obraz st ekvivaletné definicie.

1.1.2 Stavovy graf, farbenie a automat

PopiSeme vzfah automatu a orientovaného multigrafu, kde kazdej hrane je
priradené pismeno z abecedy.

Orientovanym grafom sa rozumie usporiadand dvojica mnoziny vrcholov V' a
mnoziny hran £, kde E je podmnozina kartézskeho suc¢inu V' x V. Prvky mno-
Ziny E' tj. hrany su dvojice (p,q), kde p je za¢iatoény vrchol hrany a ¢ jej koncovy
vrchol. Ak povolime viacnasobné hrany, teda E je multimnoZina, potom usporia-
dand dvojica (V,E) sa nazyva orientovangm multigrafom. V celom texte predpo-
kladame, zZe mnozina V' je kone¢na neprazdna a taktiez E je konecna neprazdna
multimnozina.

Hrana orientovaného grafu je dvojica vrcholov. Pre multigrafy je toto znacenie
nevhodné z dovodu viacndsobnych hran. Preto vyvstava potreba znacit hranu
usporiadanou trojicou (p,i,q), kde p je zaciato¢ény vrchol, ¢ je koncovy vrchol
hrany a 7 je nejaky index rozlisujuci viacnasobné hrany.

Index 7 volime nasledovne. Nech d je pocet hran so zaciato¢nym vrcholom p.
Jednoznacne ocislujeme hrany vychadzajuce z p ¢islami 1,2,...,d tj. priradime
index. Potom trojica (p,i,q) uréuje jednoznac¢ne hranu, kde p je zaciatoény vrchol
a q je koncovy vrchol hrany. Zrejme zaciatocny vrchol a index hrany urcuja jedno-
znacne koncovy vrchol ¢. Tato iivaha vysvetluje nasledovnii definiciu a znacenie.



Definicia 6 (vystupen, stavovy graf). Nech G = (V,F) je orientovany multigraf.
Vystupen vrcholu v € V' definujeme ako pocet hran z F so zac¢iatoénym vr-
cholom v.
Nech kazdy vrchol z V' ma rovnaky vystupen d, potom G nazyvame stavovym
grafom vystupnia d alebo skratene len stavovym grafom.

Znacenie 7. Nech G = (V,F) je orientovany multigraf, kde V' je mnozina vrcho-
lov. Potom predpokladame, ze mame nasledovné znacenie hran

E={(pi,00(p,i)):peV,i=12 ....d(p)}

Funkcia d : V' — N priraduje vrcholu jeho vystupen a d, je zobrazenie

S0 ({1, (0:2),- -, (p.d(p))} = V.

peV

Podgrafom orientovaného multigrafu G rozumieme orientovany multigraf P =
(Vp,E,) taky, ze V, C V a hrany maja ,zdedené“ znacenie od G tj. E, C E.

Zobrazenie d§y v Znaceni [1 priraduje vrchol dvojici p € V ai € {1,2,...,d(p)}
tj. koncovy vrchol hrany urcenej vrcholom p a i. Z dévodu nového znacenia hran
odteraz E je mnozina.

Na Obrazku [Tl je priklad stavového grafu (V E), kde V = {p,q} a mnozina

hran E = {(p,1,p),(p.2,¢),(¢,1,0),(¢,:2,p)}.

o

S

Obrazok 1.1: Priklad stavového grafu.

Definicia 8 (farbenie stavového grafu). Nech G = (V,F) je stavovy graf vystupna
d, n=|V| a X je d-prvkova mnozina. Funkciu

FiVx{12...d -3

nazyvame farbenim stavového grafu G, ak f, : {1,2,...,d} — 3 je bijekcia pre
kazdé v € V', kde f,(7) := f(v,i).

Farbenim rozumieme priradenie, ktoré hrane (v,i,00(v,i)) stavového grafu pri-
radi prvok f(v,i) € ¥. Pretoze hrany stavového grafu je mozné farebne odlisovat
pri kresleni, prvky mnoziny ¥ sa zvykna nazyvat farby. Zobrazenie f, je bijekcia
pre kazdé v € V| teda ziadnym dvom hranam s rovnakym zaciatocnym vrcholom
farbenie nepriradi rovnaké farby.

Teraz dame do suvislosti stavovy graf, farbenie stavového grafu a automat.
Definujeme prechodovi funkciu tak, ze §(p,a) = ¢, ak existuje hrana z p do ¢ s
priradenou farbou .



Definicia 9 (stavovy graf a farbenie indukuje automat). Nech G = (V,E) je
stavovy graf vystupna d a f je farbenie stavového grafu G s d-prvkovou mnozinou
Y. Potom definujeme automat (V,X,d) tak, ze pre kazda dvojicu (p,a) € V x &
polozime

é(p,a) :==q

prave vtedy, ked do(p,i) = q a f(p,i) = « pre nejaké i € {1,2,...,d}. Tento
automat znadime G’ a hovorime, Ze G a f indukuje automat G/.

Z definicie zobrazenie §y v Znaceni [1 a farbenia f plynie korektnost definicie
prechodovej funkcie v Definicii

V Znaceni [7l predpokladame, ze hrany stavového grafu maja priradené indexy
tak, Ze neexistuju dve hrany s rovnakymi indexami a rovnakymi zaciato¢nymi
vrcholami. Teda oznacenie hran indexami je uz vlastne ,farbenim“ s mnozinou
{1,2,...,d}. A teda funkcia dy je uz ,,prechodovou funkciou.

Priklad 1. Na Obrazku [[H] je stavovy graf G = (V,E), kde V = {p,q} a

E={(p,1p),».2,9),(¢,1,9),(¢,2,p)}-

Dalej farbenia f, g : V x {1,2,...,d} — X stavového grafu G, kde ¥ = {a,}, st
definované obrazkom.

Obrazok 1.2: Stavovy graf G s farbenim f vlavo a s farbenim g vpravo.

Stavovy graf G a f indukuji automat G/ a G s g automat GY9. Ak by G/
mal synchronizujice slovo, potom nutne p, ¢ by bola synchronizovatelna dvojica
podla Poznamky Bl V automate G plati

pra=4q, q-a=p,

p-b=p, q¢f=q
Vysledkom aplikécie slov «, $ na mnozinu V je vzdy mnozina V. Teda p, q je

nesynchronizovatelna dvojica a GY nem4 synchronizujtice slovo.
Naopak, pre automat GY plati |V - 3| = 1, a teda GY m4 synchronizujtce slovo

8.

Z prikladu vidime, Ze méa zmysel skiimat, pre ktoré farbenie stavového grafu
indukovany automat mé synchronizujiceho slovo. Uvedieme zrejma opacni st-
vislost automatu, stavového grafu a farbenia ako v Definicii

Definicia 10 (automat indukuje stavovy graf a farbenie). Nech A = (Q,%,0) je
automat a ¥ = {ay,q0,...,a4}. Potom definujeme stavovy graf G = (V,F) taky,
eV :=Q a

E={(vi,6(v,;)) v eV, i=12 ....d}.

8



Definujeme farbenie f : V' x {1,2,....,d} — ¥ stavového grafu G s abecedou %
tak, ze f(p,j) :=a;prep eV, j=12,...,d. Vzhladom k Znaceniu [7] sme polo-
zili 0(p,j) := 0(p,cy;). Stavovy graf G nazyvame indukovanym stavovym grafom
automatu A.

Z definicie prechodovej funkcie § plynie korektnost definicie stavového grafu
G a farbenia f v Definicii [0l Zrejme G a f indukuje automat A.

V Definicii [[0 sme prirodzene mohli zvolit iné indexy hrén, ale toto znacenie
vyuzijeme pri definicii indukovaného farbenia.

7 dovodu korespondencie automatu a stavového grafu oznacenie stav a vrchol
pouzivame ako synonyma, podobne pismeno a farba. Preto mnozinu farieb > v
definicii farbenia nazyva tiez abecedou. Teraz uvedieme potrebné definicie z tedrie
garfov.

Definicia 11. Nech G = (V,E) je orientovany multigraf.
Sledom dlzky m € N z uy do u,, rozumieme postupnost hran

eo = (uo,io,u1), - - er = (Ui, is1)s -« m—1 = (Um—1,0m—1,Um),

kde e; € E pre j =0,...,m — 1. Dlzku sledu P zna¢ime |P|. Ak ug = u,,, potom

sled nazyvame uzavretym. O vrchole u;, kde ¢t = 0,1, ...,m, hovorime, zZe sled P

prechadza vrcholom wu; alebo wu; lezi na slede P. Podobne hovorime, Ze hrana e

lezi na slede P. Vrchol ug nazyva zaciatocnym a u,, koncovym vrchol sledu P.
KruzZnicou rozumieme uzavrety sled

€y = (aniOaul)a <€ = (ulailaul—l—l)a R (um—laim—lalLO)a

kde uy # w, pre k # 1 € {0,...,m — 1}. Teda kruznica prechadza vrcholom
maximalne raz.
Nech P; a P, su dva sledy také, ze

Pl = (Uo,io,ul), s 7(un—1ain—1aun)7 P2 - (unainaun—l—l)a s 7(um—17im—1aum)-
Potom zéapisom P, P, rozumieme sled z uy do u,, taky, ze
P1P2 = (u07i07u1)7 s 7(un—1ain—17un)7 (unainaun+1)a s 7(um—1aim—17um)~

Orientovany multigraf je silne suvisly prave vtedy, ked pre kazdé dva vrcholy
p a q existuje sled z p do ¢ a sled z ¢ do p.

Podgraf P orientovaného multigrafu G' nazyvame silne sivislou komponentou
prave vtedy, ked P je silne suvisly a neexistuje Ziadny silne stvisly podgraf P’
orientovaného multigrafu G rézny od P taky, ze P by bol podgrafom P’.

Inverznt funkciu k funkcii f, znacime f- 1. Hranu (p, . Y(a),q) skratene jed-
noznacne zapisujeme ako (p,a,q);.

Definicia 12 (slovo a sled). Nech G = (V,FE) je stavovy graf vystupna d a f je

farbenie stavového grafu G s d-prvkovou abecedou Y. Potom G a f indukuje au-
tomat GY. Hrana (p,a,q); € E podla Definicie [ reprezentuje posobenie pismena
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a na stav p s vyslednym stavom ¢ = p - . Nech w = wyws ... w,, kde w; € X pre
1 =1,2,...,n. Potom slovo w pdsobiace na stav p definuje sled P z p do p - w t;j.

(pwi,p-wi)g,- ..
(p-wiwg .. W1, Wi, D - WWa - . W) £ - - -

(prwiwa .. . Wyo1, Wy, P - WiWa . .. Wy) 5.

Z kazdého vrcholu vedie prave jedna hrana danej farby, preto sled je urceny
jednoznac¢ne zaciatoénym vrcholom a nejakym slovom zo X*. Zrejme |w| = |P].
Naopak, kazdy stav a nejaké slovo urcuje jednoznacne sled.

Definicia 13 (vymena farieb). Nech G = (V,E) je stavovy graf vystupiia d a
f je farbenie stavového grafu G s d-prvkovou abecedou 3. Definujeme vymenu
farieb hranam (p,o,q)¢, (p.8.¢')f € E, kde a # € X, ako farbenie f' : V x
{1,2,...,d} — ¥ také, ze

-

"(p.f, (@)
"(p.f,(8))

pre i # fljl(a), f;l(ﬁ) €{1,2,...,d}
f'(psi) = f(psi)

aprev#peV,je{l2...,d}

/87
«

)

~

f'(v.g) = f(v.j)-

1.1.3 Problém farbenia cesty

Definicia 14 (k-synchronizujice farbenie). Nech G = (V E) je stavovy graf vy-
stupna d a f je farbenie stavového grafu GG s abecedou Y. Farbenie f stavového
grafu G nazveme k-synchronizujicim, ak k = rank(G') a zo vsetkych farbeni sta-
vového grafu G automat GY ma najmensi rank tj. pre kazdé farbenie g stavového
grafu G plati

rank (G') < rank(GY).

Ak k =1, potom farbenie f nazyvame skratene synchronizujicim.

Zrejme pocet vSetkych farbeni stavového grafu je konecny, a teda Definicia [I4]
je korektna.

Poznamenajme, Ze k-synchronizujice farbenie je najlepsie zo vsetkych farbeni.
Najlepsie v zmysle, Ze neexistuje farbenie a slovo také, ze vysledkom posobenia
tohto slova na mnozinu vsetkych stavov v indukovanom automate je mnozina
mohutnosti mensej ako k.

Vidime, Ze [ je synchronizujice farbenie stavového grafu G prave vtedy, ked
G’ ma4 synchronizujice slovo.

Na Obrazku [L.3] je jednoduchy priklad stavového grafu s 3-synchronizujicim
farbenim.
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Obrazok 1.3: Priklad 3-synchronizujiceho farbenia.

Definicia 15 (periéda). Pre stavovy graf G definujeme periddu ako najvicsi
spoloény delitel dlzok vietkych kruznic v G. Periédu znac¢ime per(G).
Ak per(G) = 1, potom stavovy graf G nazyvame aperiodickym.

7 definicie kruznice a konecného poc¢tu hran plynie, ze peridda vzdy existuje.

Definicia 16. Nech G = (V,F) je stavovy graf. Vrchol v € V nazyvame dstim,
ak pre kazdy vrchol p € V existuje sled z p do w.

Teraz sformulujeme hlavni vetu.

Veta 17 (Problém farbenia cesty, Trahtman (2008b) Theorem 6). Pre stavovy
graf G = (V,E) existuje synchronizujice farbenie prave vtedy, ked existuje ustie
u € V a silne suvisld komponenta C, = (V,,,E,) stavového grafu G obsahujica
ustie u (tj. w € V,,) md periodu 1.

V stvislosti s hfTadanim synchronizujtceho farbenia sa aperiodicky silne stvisly
stavovy graf oznacuje aj ako AGW. Skratka AGW su prvé pismena mien Adler,
Goodwyn a Weiss. Ich formulécia problém bola, ze pre kazdy AGW graf existuje
synchronizujtce farbenie. Vid ¢lanok |Adler a koll (1977).

V zbytku kapitoly dokdzeme hlavni vetu. Uvadzame Trahtmanov dokaz. Na-
koniec ukazeme, ze ddkaz ide jednoducho zovSeobecnit pre k-synchronizujtce far-
benie (Béal a Perrin (2013)). Nasledovny odstavec je struénym zhrnutim dékazu
hlavnej vety.

Dokaz je zaloZzeny na matematickej indukcii. Najprv dokazeme, Ze existencia
synchronizujiceho farbenia je ekvivaletna existencii farbenie s netrivialnou stabil-
nou dvojicou (vid |Culik IT a kol) (2002)). V druhej ¢asti dokdZeme, ak v podgrafe
P,, ktory je tvoreny hranami s farbou «, existuje prave jeden maximalny strom,
potom farbenie je uz s netrividlnou stabilnou dvojicou.

Vseobecne pre stavovy graf a k-synchronizujtice farbenie plati nasledovna
veta.

Veta 18 (vSeobecny stavovy graf, Trahtman (2008a) Corollary 1). Nech G =
(V,E) je stavovy graf vystupria d a ¥ = {aq,qa,...,aq} je d-prvkovd abeceda.
Oznacme vsetky silne suvislé komponenty

Cl - (%7E1)7 02 = (‘/27E2)7 R Cm == (VWHEm)
stavového grafu G také, Ze kazdd hrana z E so zaciatocnym vrcholom z V; md
koncovy vrchol v mnoZine V;, kde j = 1,2,...,m. Oznacme postupne periody

komponent ki,ks,. . . k. Potom pre G existuje E;n:l k;-synchronizujice farbenie.

Vetu [18 dokazeme v poslednej sekcii prvej kapitoly.
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1.2 Nutna a postacujica podmienka

Dokéazeme implikaciu zlava doprava z Vety [I7l Ak pre stavovy graf existuje
synchronizujice farbenie, potom existuje tstie a silne stvisla komponenta obsa-
hujtca tstie ma periddu 1.

Tvrdenie 19. Nech pre stavovy graf G = (V,E) ezistuje synchronizujice farbenie
f s abecedou X. Potom existuje tustie u € V' stavového grafu G.

Dékaz. Podla predpokladu automat G mé synchronizujice slovo w € XF. Po-
tom pre nejaky vrchol w € V plati, ze V' - w = {u}. Podla Definicie [I2] slovo w a
kazdy vrchol z V' definuju sled z daného vrcholu do u. Teda u je tstie stavového

grafu G.
a

Hned vidime, Ze nie pre kazdy stavovy graf existuje synchronizujtce farbenie.
Lahko pre kazdé prirodzené ¢islo n viic¢sie ako 2 najdeme stavovy graf s n vrcholmi
a bez tstia.

Tvrdenie 20. Nech G = (V,E) je stavovyj graf a k = per(G). Potom k deli dlZku
kazdéeho uzavretého sledu.

Dékaz. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou podla dizky sledu. Tvrdenie
plati pre uzavrety sled T' najmensej dizky, pretoze T je kruznica. Ak by T nebola
kruznica, potom pre

T = (uo,io,u1),(u1,i1,u2), . - . ,(Um—1,Tm—1,Um = Up)

je nutne u; = u; pre nejaké 0 < j <! < m. Teda

(wj,05,0511),(Wj1,05401,U542), - - (W—1,8—-1,Uy)

by bol uzavrety sled mensej dizky ako 7" a to by bol spor.

Dokéazeme, Ze k deli dlzku m’ uzavretého sledu. Predpokladajme, Ze dlzka kai-
dého uzavretého sledu mensia ako m’ je delitelnd k. Ozna¢me P nejaky uzavrety
sled (vo,if,v1),(v1,31,02), - -+, (V1,8 s 1,0 = vp) dlzky m'.

Ak P je kruznica, potom podla predpokladu & deli m’. Dalej predpokladajme,
ze P nie je kruznica. To znamend, ze v, = vy pre nejaké 0 < j' < I < m/.
Potom Py = (vj,i,vj141), - - -, (Vr—1,iy_y,00) je sled z vy do vy, Oznaéme sled
PQ = (vl/,ig,,vlfﬂ), ey (vm/_l,i;n,fl,vm/ = Uo).

Ak j' =0, potom vy = vy a P = P, P,. Vid Obréazok [[L4l Zrejme |Py|,|Po| < m/
a |P|=|P| + |P| = m/, teda z indukéného predpokladu k deli m/.

Ak j' # 0, potom P = (FyPy) Py, kde Po = (vo,ig,01), - - ,(vjr—1,85_1,050). Vid
Obrazok [L4l Postupnost PP, je uzavrety sled

POP2 = (v07’/071)1)7 B 7(vj’—17i;’/_1avj’)7(vj’ = vl’)é”)”l’—f—l)a s 7(vm’—17im’—1avm’ = 'UO)

dlzky mensej ako m/, preto podla indukéného predpokladu jeho dizka je delitelna
k. Zrejme |P| = |Py| + |P1| + | P2| a teda k deli m/.
d
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Obréazok 1.4: Vlavo P = P| P, a vpravo P = (PyP,)Ps.

Poznamenajme, ze jednoducho sa dokaza nasledovna implikdcia. Nech [ je
najvicsi spoloény delitel vietkych diZok uzavretjch sledov, potom per(G) = L.
Teda podmienku v hlavnej vete na periédu mozeme ekvivalentne formulovat tak,
7e najviacsi spoloény delitel dizok vietkjch uzavretych sledov je 1.

Tvrdenie 21. Nech G = (V,E) je stavovy graf. Ak k = per(G) > 1, potom
neexistuje synchronizujice farbenie G.

Dokaz. Predpokladajme, ze f je synchronizujice farbenie GG s abecedou ¥. Nech
G’ ma synchronizujtce slovo w € XF. Ozna¢me p stav takovy, ze V - w = {p}.
Z definicie synchronizujiceho slova w plynie, Ze p - cw = p pre Tubovolné a € X.
Slova w a aw definuju uzavreté sledy z p do p, a preto k deli |w| a |aw| podla
Tvrdenia 20L To je spor, pretoze |w| = |aw| —1a k > 1.

d

Veta 22. Nech pre stavovy graf G vystupria d existuje synchronizujice farbenie
f s abecedou X3, potom existuje ustie a silne suvisld komponenta obsahujica tstie
md periodu 1.

Dokaz. Existencia tstia u plynie z Tvrdenia 21] a silne stvisla komponenta C,, =
(Vi,E,,) obsahujica tstie existuje zrejme tiez. Z definicie silne suvislej komponenty
a ustia plynie, ze C, je stavovy graf. Nech f" je zzené zobrazenie f na V, X
{1,2,....d}.
Pre kazdé p € V,, a kazdé slovo w € £+ plati p-w € V, v automate G/. Teda,
f* musi byt synchronizujice farbenie stavového grafu C,, a teda podla predché-
dzajicej tvrdenia je per(C,) = 1.
d

Nasledujtca tvrdenie ukazuje, Ze pri hladani synchronizujiceho farbenia sa
staci obmedzit na silne stvislé aperiodické stavové grafy.

Tvrdenie 23. Nech G = (V,E) je stavovy graf vystupnia d, eristuje ustie u € V
a oznaéme C, = (V,,,E,) silne suvisli komponentu obsahujicu u tj. u € V,,.

Ak existuje synchronizujice farbenie stavového grafu C, s abecedou X, potom
existuje synchronizujice farbenie stavoveho grafu G.

Dokaz. 7 definicie Gstia a silnej suvislosti plynie, ze C, je stavovy graf vystupna
d. Nech ¥ = {ay,q0,...,a4} a f' je synchronizujice farbenie C, s abecedou .
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Tvrdenie trividlne plati ak V,, = V. Predpokladajme, Ze existuje vrchol z V'
nepatariaci do V,,. Potom definujeme synchronizujice farbenie f pre G tak, ze

peVy= f(pi):= f'(pi)prei=12,....d
a pre vrcholy z V' \ V,, definujeme farbenie f Iubovolne, napriklad
veVu\V = f(vj)=a;prej=12,...4d.

Inak povedané f’ je zuZenie zobrazenia f na mnozinu V, x {1,2,....d} tj. hrany
E,.

Dalej uvazujeme posobenia slov v automate G7. Ak p € V,,, potom z definicie
C\, plynie, Ze pre kazdé slovo v € X plati p-v € V,,. Nech w, je synchronizujice
slovo pre stavovy graf C,. Staci najst slovo w; také, ze V -w; C V,,. Potom zrejme
wiwy je synchronizujtce slovo pre G/, a teda f je synchronizujice farbenie.

Vezmime Tubovolny vrchol p € V', ktory nepatri do V,,. Z definicie ustia existuje
slovo u; také, ze p-u; = u. Teda p-u; patri do V,,. Potom pocet vrcholov z V - uq,
ktoré nepatria do V,, je ostro mensi ako pocet vrcholov z V', ktoré nepatria do V,.

Ak existuje, z V - u; zoberieme vrchol ¢, ktory nepatri do V,. Najdeme
slovo us, aby q - us patril do V,,. Analogicky postupujeme kym nendjdeme slovo
ULUg . . . Uy, také) ze V - uqus . .. uy, C V. Z konecnosti mnoziny V' plynie, Ze exis-
tuje wy = Uy . . . Upy,.

d

Vidime, Ze k dokazu hlavnej vety staci dokazat implikaciu, pre kazdy aperi-
odicky silne suvisly stavovy graf existuje sychronizujtice farbenie. To dokazeme v
zvysku kapitoly.

1.3 Faktorovy automat a stabilna kongruencia

Definujeme ,faktorovy automat“ a ,stabilnt kongruenciu®, aby sme previedli
hladanie synchronizujiceho farbenia na stavovy graf s mensim po¢tom vrcholov.
Zo synchronizujtuceho farbenia mensieho stavového grafu definujeme synchronizu-
juce farbenie pre povodny stavovy graf. Tym dostaneme zaklad pre dokaz hlavnej
vety pomocou matematickej indukcie.

Hlavnym vysledkom tejto podkapitoly je, ze ak existuje farbenia s netrivial-
nou stabilnou dvojicou pre kazdy silne suvisly aperiodicky stavovy graf, potom
existuje synchronizujice farbenie pre kazdy silne stuvisly aperiodicky stavovy graf.

Definicia 24 (kongruencia). Nech A = (Q.,X,0) je automat. Ekvivalenciu ~ na
mnozine () nazyvame kongruenciou, ak pre vSetky p, ¢ € (Q a a € X plati, ak
p~q, potom p-a~q- .

Definicia 25 (faktorovy automat). Nech A = (Q,X,0) je automat a ~ kongru-
encia. Potom definujeme faktorovy automat A. = (Q~,2,0.), kde @~ je mnozina
tried ekvivalencie ~, teda Q. = {[p]_ : p € Q}. Prechodovt funkciu

0w :Qu XX = Qo

definujeme tak, ze

pre [pl. € Q. aa € X.
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Z definicie kongruencie plynie, Ze d. je dobre definovana prechodova funkcia
a faktorovy automat je automat.

Priklad 2. VIavo na Obrazku [[H je stavovy graf G = (V,E) a jeho farbenie f s
abecedou ¥ = {o, #}, ktory indukuje automat G¥. Vpravo je faktorovy automa-
tom G’g , kde p je ekvivalencia na V také, ze

V/p = {{vi},{v2,03}, {va}}.

Lahko sa overi, Ze p je kongruencia automatu G’. Teda {[v1],,[va],[v4],} je mno-
zina stavov automatu G;j .

Obrazok 1.5: Automat G/ a faktorovy automat Gg .

Nasledovna tvaha je vysvetlenim a zddévodnenim korektnosti definicie indu-
kovaného farbenia.

Nech G je stavovy graf, f jeho farbenie a ~ kongruencia automatu G7. Potom
stavy faktorového automatu G7 st triedy ekvivalencie ~. Ozna¢me H stavovy
graf a farbenie ¢ indukované automatom G7 . Nech /' je nejaké farbenie pre H s
farbami . Vid vztah stavovych grafov a farbeni na Obrazku

Gigf:(;i

|
H.g

h '\
W |
Obrazok 1.6: Vztah stavovych grafov a farbeni z ivahy o indukovanom farbenti,
do obrazk este doplnenime dalSie informacie.

Z definicie kongruencie plynie, ze vSetky hrany v G, ktoré vedu z vrcholov
jednej triedy ekvivalencie ~ a maju farbu « priradené farbenim f, potom nutne
maja koncovy vrchol tiez v rovnakej triede. Tieto hrany spolu s farbenim f defi-
nuju jednu hranu s farbou a v stavovom grafe H s farbenim ¢, podla Definicie
a[I0 Vid Tava ¢ast na Obrazku [L17
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O—e=0 B O—5-0
O—a=0 O—5-0
G.f H.g HK

G.h

Obrazok 1.7: Vysvetlenie indukovaného farbenia.

Definujeme nové farbenie h stavového grafu GG. Nech hrane e stavového grafu
H farbenie A’ priradi farbu . Potom vsetkym hranam z G, ktoré spolu s farbenim
f definovali hranu e, farbenie h priradi farbu . Takto definované farbenie h sta-
vového grafu G nazvame indukovanym farbenim A’. Vid prava ¢ast Obréazka [L7]
Nasleduje formalna definicia indukovaného farbenia.

Definicia 26 (indukované farbenie). Nech G = (V,FE) je stavovy graf vystupia
d, f jeho farbenie s abecedou ¥ = {aj,as,...,aq} a G’ indukovany automat.
Dalej nech ~ je kongruencia automatu G/. Ozna¢me H stavovy graf indukovany
faktorovym automatom GY. .

Nech 1’ je nejaké farbenie H, potom definujeme farbenie h stavového grafu G
tak, ze

h(vyi) =

prave vtedy, ked f(v,i) = a; a ' ([v]~,j) = 5, kde i, j € {1,2,....d} av e V.
Farbenie h nazyvame indukovanym farbenim A’

Poznamenajme, Ze pri definicii indukovaného farbenia sme vyuzili znacenie
hran z Definicie 10

Definicia 27 (stabilita, (Culik II a kol. (2002)). Nech A = (Q,X,6) je automat.
Dvojicu stavov p, ¢ z Q nazyvame stabilnou, ak pre vsetky slovd w € YT je
dvojica p - w, q - w synchronizovatelna. Ak navySe stavy p, ¢ st rozne, hovorime
o netrividlnej stabilnej dvojici.

Kongruenciu ~ na ) x ) nazyvame stabilnou, ak pre vsetky p, ¢ € @) plati,
ak p ~ ¢, potom p, ¢ je stabilna dvojica.

Pokracovanie Prikladu 2] . Z Obrazku [LH je vidiet, Ze p je stabilna kongruen-
cia.

Tvrdenie 28 (existencia stabilnej kongruencie |Culik II a kol. (2002), Lemma 3).
Nech A = (Q,X,0) je automat a p, q je stabilnd dvojica. Potom existuje stabilnd
kongruencia ~4 takd, Ze p ~ q.

Dokaz. Definujeme relaciu ~, na mnozine () tak, ze

T ~g Y & 2, y je stabilnd dvojica.

Najprv dokazeme, ze relacia ~g je ekvivalencia. Symetria a reflexivita st zrejmé
z definicie stabilnej dvojice. Ukazme tranzitivitu. Nech x ~; y a y ~; 2z, potom
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chceme x ~, z. Dvojica x, y je stabilna. Preto pre Tubovolné slovo u € X7 existuje
slovo s € T také, ze x - us = y - us. Podobne pre stabilnt dvojicu y, z a slovo
us plati y - ust = z - ust pre nejaké slovo t € X1. Z rovnosti x - us = y - us
plynie, Ze x - ust = y - ust. Pre Tubovolné slovo u sme nasli slovo st s vlastnostou
x - ust = z - ust. Teda dvojica x, z je stabilna.

Ak a, b je stabilna dvojica, potom zrejme a - a, b - « je stabilna dvojica pre
kazdé pismeno « € . Vidime, zZe ~; je stabilnd kongruencia. .

Vsetky tvrdenia, ktoré potrebujeme k dékazu hlavnej vety pozadujui existenciu
stabilnej kongruencie ~ takej, ze pre zadanu stabilni dvojicu p, g plati p ~ q.
Preto sme dokézali, Ze vzdy nejaka s pozadovanou vlastnostou existuje. Z dovodu
casovej zlozitosti algoritmu pouzijeme v druhej kapitole int1 kongruenciu ako ~;.
Pomocou Tvrdenia 28 dokdzeme, Ze je stabilna.

Nasledujuca veta ukazuje, ze indukované farbenie zachovava stabilitu ekviva-
lentnych stavov.

Tvrdenie 29. Nech G = (V,E) je stavovy graf vystupria d, f jeho farbenie s d-
prokovou abecedou Y a ~ stabilnd kongruencia automatu GY. Oznacme H stavovy
graf faktorového automatu GY.. Nech h' je nejaké farbenie stavového grafu H a b/
indukuge farbenie h.

Potom ~ je stabilnd kongruencia automatu G" a automaty G, H" si rovnaké
t). mnoziny stavov, abecedy a predchodové funkcie su rovnake.

Pre lepsiu predstavu o vzfahu stavového grafu, farbenia a automatu z pred-
chadzajuceho tvrdenia vid Obrazok [L.8l

Gin:GJL
§

h H
\hw

Gh — Hh/

Gh

Obrazok 1.8: Vztah stavového grafu, farbenia a automatu z Tvrdenia 29l

Dékaz. Najprv dokdZeme, Ze ~ je stabilnd kongruencia pre automat G". Nech
U= a1as...q, €3 je nejaké slovo. Potom slovo u a stavy pg, qo definuju sledy

vG
(p()uahpl)f , (p17a27p2)f EEER) (pmflaamupm)f

(QO7a17QI)f , ((1170427Q2)f EEER) (Qm717&m7Qm)f

apo-U=Pm, QU= qn vautomate G'. Nech py, qo je stabilna dvojica. Potom
zrejme kazda dvojica p;, ¢; je stabilna v Gf. Predpokladajme, Ze py ~ qo. Potom
z definicie kongruencie ~ plynie, ze p; ~ ¢; pre t = 1,2,...,m.

Z definicie indukovaného farbenia h mame rovnost

Bi = h (pi Sy, (i) = b (a0, (ign)) -
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Teda hranam sledov farbenie h priradi farby tak, ze 8155 ... 5mn a po, qo definuja
sledy, ktoré st rovnaké ako predchadzajice

(pOaBlapl)ha (plaﬂ?ap?)ha ceey (pm—laﬁmapm)h

(%ﬁhfh)h, ((11,52,(]2%, ceey (melaﬁerm)h-

Vidime, Ze po - Bi...Bm = Pm 2 @0 - B1--.Bm = ¢m v automate G, teda ~ je
kongruencia pre automat G".

Ak py, qo je stabilna dvojica v automate G/, potom je stabilna aj v G". Teda,
~ je stabilna kongruencia pre G".

Abecedy st zrejme rovnaké, a preto staci dokdzat rovnost prechodovych fun-
kcii. Ozna¢me prechodovtl funkciu §, automatu G” a §, automatu H B

Nech (p,i,q) € E je hranas farbou o tj. f(p,i) = «; pre nejaké j € {1,2,...,d}.
Faktorovy automat G/, = (Q,%,0.), indukuje stavovy graf H s farbenim g.

Podla Definicie 25l plati, Ze d.([p]~,c;) = [¢]~. Potom podla Definicie 10 je v
H hrana ([p]~.j,[q]~) a g([p]~.)) = oy

Nech 2/([p]~,7) = B, potom &y ([p]~,8) = [¢]~. Podla Definicie 26 indukované
farbenie h(p,i) = 5, a teda d,([p]~,5) = [¢]~ podla Definicie Z tejto tvahy
plynie rovnost prechodovych funkcii d;, a dy,. .

Pokracovanie Prikladu [2] . Ozna¢me H stavovy graf a g farbenie indukované
automatom Gg . Definujeme nové farbenie h’ stavového grafu H vymenou farieb
hrandm ([v2],,e,[v1],)gs ([V2]p.0,[v4],)y. Stavovy graf H s farbenim A’ je vlavo na
Obrazku [LI9 Nech farbenie A’ indukuje farbenie h. Vpravo na Obrazku je G
s farbenim h.

Kongruencia p je stabilnd kongruencia automatu G/, potom p je stabilni
kongruencia automatu G” podla dokdzaného Tvrdenia 29

[@] r‘\\aﬁ /%\\aﬁ
V2]p B
8 p
oAU @%@\
B/ ﬁ/

Obrazok 1.9: Automat GZ' a automat G

1.3.1 Vlastnosti faktorového automatu

Teraz dokdzeme, Ze automat a jeho faktorovy automat podla stabilnej kon-
gruencie ,zachovavaju“ silni suvislost, periddu a rank. Ako sme naznacili, hlavni
vetu budeme dokazovat matematickou indukciou, a teda tieto vlastnosti pouzi-
jeme v induk¢énom kroku.
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Tvrdenie 30 (silne suvisly stavovy graf). Nech G = (V,E) je silne sivisly stavovy
graf, f nejaké jeho farbenie s abecedou ¥ a ~ stabilnd kongruencia automatu G7.
Potom stavovy graf H indukovany faktoroviym automatom GY, je silne sivisly.

Dékaz. Nech [p]., [g]~ st vrcholy H. Zo silnej stvisloti stavového grafu G pre
dvojicu p, ¢ € V existuje sled z p do ¢q. Tomuto sledu odpoveda nejaké slovo
u € YT, Potom z definicie prechodovej funkcie faktorového automatu plynie, Ze
[p]~ a slovo u definuju sled z [p|.. do [g]~ v stavovom grafe H.
Analogicky sa ukazZe, ze existuje sled z [g]. do [p]~. Teda stavovy graf H je
silne suvisly.
d

Dalej dokazeme pomocné tvrdenie, ktoré pouzijeme k dokazu vety o periéde
stavového grafu indukovaného faktorovym automatom.

Tvrdenie 31. Nech G = (V,E) je silne suvisly stavovy graf a k = per(G). Potom
[ € N deli k prave vtedy, ked existuje rozklad Vy,...,Vi_1 mnoZiny V taky, Ze pre
kazdi hranu (p,i,q) € E plati

pEVj, kdejE{0,1,...,1—1}:>q€Vj+1modl. (11)

Najprv dokazeme pomocné Lema Myslienka definovat ekvivalenciu ~ je
prevzata z ¢lanku |Jarvis a Shier (1996) str. 9.

Lema 32. Nech G je stavovy graf z Tvrdenia[31] a nech | deli k = per(G). Na
mnozine V definujeme reliciu ~ tak, Ze

prqem=0 (modl),

kde m je dlZka nejakého sledu z p do q. Potom =~ je ekvivalencia.

Dékaz. Pre vrcholy p, g plati p &~ ¢ préave vtedy, ked sled z p do ¢ ma dlzku rovna
nésobku [. K overeniu korektnosti definicie ~ ukazeme, Ze dlzky roznych sledov
L, Ly z p do ¢ spliiaju rovnost

Zo silnej suvislosti G plynie existencia sledu P z ¢ do p. Potom L; P a LyP st
sledy z p do p. Podla Tvrdenia 20 plati, zZe

|LiP|=0=|LP| (mod k).

Z tejto rovnosti a predpokladu [ | k plynie, Ze |L1| = |Ls| (mod [). Teda definicia
relacie ~ je korektna.

Dokazeme, 7e ~ je ekvivalencia. Reflexivita a tranzitivita sa zrejmé. Potrebu-
jeme dokazat symetriu. Nech plati p ~ ¢, potom ukaZeme, ze g = p. Nech R; je
sled z q do p. Zo silnej stvislosti existuje sled Ry z p do ¢q. Potom R; R, je sled z
q do q. Podla Tvrdenia 200 k deli |R; Ry|. PretoZe p =~ ¢, potom [ deli R, a teda

aj Rl.
d
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Dékaz Tvrdenial31. Nech Vj, ..., Vi_; je rozklad s vlastnostou (IL1]). Potom kazda
kruznica (sled) za¢ina aj konéi v jednej mnozine V, z rozkladu. Preto [ deli dlzku
kazdej kruznice, a teda aj periédu k.

Dokézme implikiciu zlava doprava. Pretoze per(G) > k, existuje kruZnica
(€o,i0,¢1),(C1,01,C2)5- - (Crm—1,im—1,C0), kde m > k. Plati [ | m a

[Co]z ) [Cl]z I [Cl—l]z

je L roznych tried ekvivalencie, pretoze medzi kazdymi dvomi vrcholmi z mnoziny
{co,c1,...,c_1} existuje sled dlzky mensej ako [. Kazdy vrchol z V patri do jednej
z tried podla definicie ~. Zostava overit vlastnost (LII).

Nech (p,i.,q) je hrana a p € [¢,]~, kde z € {0,1,...,0 — 1}. Potom ukéZeme,
7€ q € [Ca11 (mod 1)]~- Situdcia je zndzornend na Obrazku [LI0

[CJJ’ ‘= Cz+1 mod l]z

Obrazok 1.10: Rozklad [co]., [c1]~, - - -, [ci-1] . mnoziny V' s vlasnostou (LII).

~
~

Sled C' Z Cp41moa; do ¢, méa dlzku rovnt - s+ (I — 1), kde s € NU {0}. To
plynie z toho, Ze bud z ¢, vedie hrana do ¢;;1moq: alebo z + 1 = [, a teda z
Cri1modl = Co do ¢, = ¢;_1 vedie sled diéky [ —1.

Zo silnej stvislosti existuje sled M z ¢, do p. Dlzka | M| je nasobok [, pretoze
¢, a p lezia v triede [c,]~. Nech |M| =t -1 pre nejaké ¢t € N. Sled CM(p,i,,q) =z
Cot1mods do g ma dlzku [ -s+ (I — 1)+t -1+ 1. Vidime, ze [ deli |CM (p,i..q)|, a
teda ¢ € [Cor1 mod 1]~

d

Tvrdenie 33 (o periéde). Nech G = (V,E) je silne suvisly stavovy graf, f nejaké
jeho farbenie s abecedou ¥ a G indukovany automat. Oznacme H = (V.,E.)
stavovy graf faktorového automatu G, kde ~ je stabilnd kongruencia pre GY.
Potom

per(G) = per(H).
Nasledovny dokaz je zaloZeny na dékaze Theorem 6 z Béal a Perrin (2012).

Doékaz. Oznacme periddy k = per(G) a k. = per(H). Najprv dokdzeme, Ze k.. | k
a potom k | k..

Z predchadzajaceho Tvrdenia BI] mame rozklad Ag,...,Ar__1 mnoziny V.
spliiujuci vlastnost (ILI]). UkdZeme, Ze mnoziny

B; :=A{p:[p|]~ € A;} i=0,...,k.—1
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tvoria rozklad V' s vlastnostou (1)), a teda k. deli k.

Zrejme mnoziny B; tvoria rozklad V. Nech (u,a,v); € E a u € B;, kde «
je Tubovolna farba zo ¥, potom [u]. € A;. Plati [u]. - o = [v].. Teda [v]. €
Aii1mod k.- Vidime, Ze v € B;i1mod k. a je splnend podmienka (LI]). Teda k.
deli k.

Ukazeme, 7e dlzka kazdej kruznice v H je delitelné k, a preto k deli k.. Nech
je dané nejaké kruznica tj. sled z [p]. do [p]. v H dlzky m.

Dokaz ilustrujeme na Obrazku LTIl

S
@
e w

N

u

Obrazok 1.11: K dokazu Tvrdenia [33] Ze k deli |w].

Tomuto sledu podla Poznamky [[2 odpoveda slovo w € Lt také, ze [p]. =
[pl~ - w a |w| = m v GL. Slovo w a stav p podla Poznamky [2 definuje sled z
pdo p-w v G s farbenim f. Oznac¢me vrchol ¢ = p - w. Stav ¢ odpoveda triede
[q]~ = [p]~, ale nemusi platif p = ¢. Pretoze ~ je stabilnd kongruencia a p ~ ¢,
existuje slovo s € ¥ s vlastnostou p - s = ¢ - s. Zo silnej stvislosti existuje slovo
u € X1 také, ze p = (p-s)-u. Potom p = ¢-su. Z toho plynie, ze p = ¢-su = p-wsu.
Slova su a wsu a vrchol p definuji uzavreté sledy z p do p v G. Podla Tvrde-
nia R0 plati, ze k deli |sul, lwsu|, a teda aj |wsu| — |su| = |w| = m. Tym je dokaz
dokonceny.

d

Pre dokaz hlavnej vety nepotrebujeme nasledovné tvrdenie v tak silnom zneni,
ale tvrdenie pouzijeme pri dokaze vety [I8 Postacujtice tvrdenie dokazujeme v
poznamke za dokazom.

Tvrdenie 34 (rank faktorového automatu). Nech GY = (Q,X,0) je nejaky auto-
mat a ~ je jeho stabilnd kongruecia. Oznacme G, = (Q~,%,6.) faktorovy automat
automatu GY. Potom plati

rank (Gf) = rank (Gi) .

Nasledovny dokaz je doplneny dokaz z Béal a Perrin (2012), Theorem 6.
Dokaz. Nech Q-v je minimalny obraz G/, kde v € ¥F. Ukéazeme, ze |Q--v| = |Q-v]
a Q. - v je minimalny obraz GY, tym bude veta dokézana.

Podla Poznamky @ Ziadne dva rozne stavy z @) - v netvoria synchronizovatelni
dvojicu, a preto nepatria do rovnakej triedy ekvivalencie ~. Zrejme neplati ne-
rovnost |Q~-v| > |Q-v|. Ak by |Q~-v| < |@-v], potom nejaké dva stavy z Q- v
patria do rovnakej triedy ekvivalencie ~. To by bol spor. Teda |Q - v| = |@~ - v|.

Zostéva dokazat, Zze Q. - v ma minimalnu mohutnost. Pre spor predpokla-
dajme, ze () - v nie je minimalny obraz. Teda existuje slovo w také, Ze

|Qn - w] < [Q~ - ).
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Pretoze Q. - v C Q., potom |(Q~ - v) - w| < |Q~ - v|. To znamend, ze v Q. - v st
dva rdzne stavy, ktoré tvoria synchronizovatelni dvojicu. Nech [i].,[j]~ st také
dve triedy, kde i, j € @ - v. Mame [i].. - w = [j]~ - w. Potom dostavame, Ze i - w
a j - w patria do rovnakej triedy. Pretoze ~ je stabilna kongruencia, v triede ~
st kazdé dva stavy stabilné (v G7), plati i - wu = j - wu pre nejaké slovo u € XF.
To znamena, Ze i, j je synchronizovatelna dvojica, ale to je spor, pretoze ¢, j st
prvky miniméalneho obrazu @ - v, vid Pozndmku [l .

Poznamka 35. Ukédzme dokaz z pohladu synchronizujticeho slova. Nech automat
G7, mé4 synchronizujice slovo v, potom najdeme synchronizujtce slovo pre G.
Vieme, ze Q. - v = {[p|~} pre nejaky stav p € Q. Potom Q - v C [p]..

Postupne vytvorime slovo w také, ze |[p|~ - w| = 1. Zapisom [p]. rozumieme
mnozinu stavov z (. Potom automat GY mé synchronizujtice slovo vw, pretoze
|Q - vw| = 1.

Ak mnozina [p|. je jednoprvkové, potom v je zrejme synchronizujicim slo-
vom pre GY. Pripomenime, Ze vietky dvojice stavov z mnoziny triedy stabilnej
ekvivalencie ~ st stabilné v G7.

Predpokladajme, Ze v [p|. st aspoi dva rozne stavy. Vieme, Ze pre dva rozne
stavy qi1, q2 € [p]~ existuje slovo w; € ¥T s vlastnostou ¢; - w1 = ¢o - wy. Potom
uréite plati nerovnost |[p]. - wy| < |[p]~| v G/. Z definicie stabilnej kongruencie
plynie, ze [p]. - wy C [p - wi]~.

Ak existuji, z mnoziny [p|.-w; vezmime dva rdzne stavy ¢, ¢5. Z predpokladu
existuje slovo wy také, ze ¢) - wy = ¢j - wo. Potom dostaneme

(Bl - w1) - w] < [[p)e - wr].
Postup opakujeme, az kym nedostaneme slovo wyws . .. w,, také, ze
Hp]"v cWWsy ... wm‘ = 1

Pretoze () je konecna, po konecnom pocte opakovani dostaneme slovo w =
W1W3y . .. W

Predpokladajme, Ze existuje farbenie pre aperiodicky silne suvisly stavovy graf
také, zZe indukuje automat s netrivialnou stabilnou dvojicou. Potom z predchadza-
jucich tvrdeni plynie, Ze sme problém hladania synchronizujiceho farbenia pre
aperiodicky silne suvisly stavovy graf previedli na mensi stavovy graf rovnakého
Ltypu®“. Tento poznatok je obsiahnuty v nasledovnej vete.

Veta 36 (Culik II a kol. (2002), Theorem 2). Nech pre kazdy aperiodicky silne
suvisly stavovy graf G s aspon dvomi vrcholmi ezistuje farbenie také, Ze automat
G' md netrividlnu stabilni dvojicu. Potom pre kaZdy aperiodicky silne sivisly
stavovy graf existuje synchronizujuce farbenie.

Dokaz. Schéma vztahu stavovych grafov, farbeni a automatov je rovnaké ako na
Obrazku [[L8 Tvrdenie budeme dokazovat matematickou indukciou podla poctu
vrcholov. Specialne z predpokladu pre stavovy graf s dvomi vrcholmi existuje
farbenie také, Ze existuje netrividlna stabilnd dvojica. Zrejme je toto farbenie
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synchronizujice. Pre stavovy graf s jednym vrcholom je kazdé farbenie synchro-
nizujice. Predpokladajme platnost vety pre pocet stavov mensi ako n. Dokézeme
vetu pre aperiodicky silne suvisly stavovy graf s n vrcholmi.

Nech G je nejaky aperiodicky silne suvisly stavovy graf s n vrcholmi. Z pred-
pokladu existuje farbenie f také, Ze v automate G7 existuje netrividlna stabilné
dvojica stavov. Oznac¢me netrividlnu stabilnit dvojicu p, ¢. Podla Tvrdenia
existuje stabilna kongruencia ~ automatu G/ takd, Ze p ~ ¢. Potom faktorovy
automat G/ ma najviac n—1 stavov a jeho stavovy graf je silne stivisly podla Tvr-
denia [30] a aperiodicky podla Tvrdenia B3l Ozna¢me H stavovy graf indukovany
faktorovym automatom GY .

Z indukéného predpokladu plynie existencia synchronizujiceho farbenia b’/
pre stavovy graf H. Nech I’ indukuje farbenie h pre stavovy graf G. Podla Tvr-
denia faktorové automaty G" a H" st rovnaké, a teda podla Tvrdenia [34
farbenie h je synchronizujice pre G. .

K dokazu hlavnej Vety [I7 zostédva néjst farbenie stavového grafu indukujtice
automat s netrividlnou stabilnou dvojicou. To dokdzeme v dalSej sekcii.

1.4 Farbenie s netrivialnou stabilnou dvojicou

K dokazu hlavnej vety staci nésjt farbenie pre aperiodicky silne suvisly sta-
vovy graf také, ze indukovany automat ma netrivialnu stabilnt dvojicu. To plynie
z Vety B0l Uvedieme mierne upraveny dokaz z clankov [Trahtman (2007) a Traht-
man (2012). Dvojica Béal a Perrin (2012) si v8imla, ze dokaz plati pre kazdy silne
suvisly stavovy graf, ktory nie je ,kruznicovy“. Toto zobecnenie spolu s vlast-
nostami faktorového automatu pouzijeme v zavere kapitoly pri dokaze existencie
k-sychronizujého farbenia, ktory je désledkom dokazu hlavnej vety.

Kluc¢ovym pozorovanim je vzfah minimélneho obrazu, netrividlnej stabilne;
dvojice a podgrafu, kde z kazdého vrcholu vychadza prave jedna hrana.

Definicia 37 (kruznicovy graf). Stavovy graf G = (V,E) nazveme kruznicovym,
ak

V= {’Uo,Ul, c. ,’Unfl}

E= {(Uj,i,Uj_H mod n) SNOF IS Vie=12,... ,d}

Podla definicie kruznicového grafu mame d¢(v;,i) = V;+1 mod n Pre vietky v; €
Vai=12,... d

Priklad 3. Z Obrazku je zrejmé, ze kazdy kruznicovy stavovy graf G a
nejaké jeho farbenie f indukuje automat GY, ktory nemé netrivialnu stabilni
dvojicu. Navyse je vidiet, ze n = per(G) a kazdé farbenie je n-synchronizujice,
kde n je pocet vrcholov grafu G.
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Obrazok 1.12: Kruznicovy stavovy graf vystupnia 2 s n vrcholmi a n-
synchronizujicim farbenim.

Pozrime sa na vlastnost dvoch Specidlnych minimalnych obrazov a netrivialne;
stabilnej dvojice.

Tvrdenie 38 (Béal a Perrin (2012), Lemma 4). Nech A = (Q,%,0) je automat a
N1, Ny st minimdlne obrazy automatu A take, Ze

Ny =NU{ns} Ny = N U {ns},

kde N C @ a ny, ny si dva rozne stavy z Q@ \ N. Potom ny, ns je netrividlna
stabilnd dvojica.

Dokaz. Nech v je Tubovolné slovo z X1, ndjdeme slovo w € T také, Ze ny - vw =
ny - vw tj. ny, ne je stabilna dvojica.

Zrejme mnoziny Ny - v a Ny - v st minimélne obrazy. Nech @) - u je nejaky
miniméalny obraz. Vieme, ze Ny - vU Ny - v C ). Potom urcite plati

Ni-vuC (Ny-vUNy-v)-uCQ-u.

Z rovnosti mohutnosti minimélnych obrazov plynie, ze |(N1-vUNs-v)-u| = | Ny
Vieme, ze

Ni-v=N-vU{n; v},
Ny-v=N-vU{ny-v}.

Z definicii minimalneho obrazy plynie, ze |N -v| = |N|. Potom bud |(Ny-vU Ny -
v)| = |N1], a teda ny - v = ny - v, alebo |(N7 - v U Ny - v)| = |N;| + 1. Potom pre
nejaké dva stavy p, ¢ z mnoziny

(Ny-vUNy-v) =N-vU{ny-vne-v}

musi platit, Ze p - u = ¢ - u, pretoze |(Ny-vU Ny -v) - u| = |Ny|.

Zrejme nemodze p, ¢ € N - v, pretoze kazdé dva stavy v minimalnom obraze s
nesynchronizovatelné. Ak p € N -v a ¢ € {ny - v,ny - v}, opét sme dostali spor,
pretoze Ny - v a Ny - v s minimalne obrazy. Jedind moznost je, ze p = n; - v a
q = ny - v. Teda hladané slovo w = u. .

Teraz musime najst farbenie také, Ze existuji minimélne obrazy N;, Ny z
predpokladu Tvrdenia B8 To dosiahneme vhodnou volbou hréan, ktorym prira-
dime rovnaku farbu.
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Ak by pre kazdé farbenie vzdy existovali dve také mnoziny, potom by zrejme
kazdé farbenie bolo synchronizujtce. To plynie z Vety[36l Ale uz sme videli priklad
nesynchronizujuceho farbenia.

Nech G = (V,E) je orientovany multigraf.

Stromom v G nazyvame podgraf T' = (Vp,Er) taky, Ze jeden vrchol r € Vr
mé vystupen 0, vSetky vrcholy z Vi \ {r} maja vystupen 1 a z kazdého vedie
sled do r v T'. Vrchol r nazyvame koreriom. NavySe neexsituje Ziaden podgraf 7’
orientovaného multigrafu G rézny od T taky, Zze T by bol podgrafom T".

Hibkou vrcholu p € Vi rozumieme pocet hran sledu z p do r v T'. Pre koreii
definujeme hibku rovni 0.

Hibkou stromu T rozumieme maximalnu hibku vrcholu v 7'. Strom s kladnou
hibkou nazyvame netrividlnym.

Nech a je vrchol stromu 7. Potom vrchol b nazveme potomkom vrcholu a, ak
b = a alebo existuje sled z b do a v T

Podgraf P = (Vp,Ep) orientovaného multigrafu G nazyvame suvislou kom-
ponentou, ak pre kazdé dva vrcholy z, y € V), existuje postupnost vrcholov
a; = x,ag, . ..,a, =y taka, ze pre kazdé j =1,2,...,m — 1 plati (a;,i,a;41) € Ep
alebo (a;41,i',a;) € Ep pre nejaké ¢, 7/ € {1,2,....d}.

Neformalne povedané, v suvislej komponente kazdé dva vrcholy x, y st spo-
jené neorientovanym sledom. Vid Obrazok [L13] kde pre dvojicu pi, no existuje
postupnost py,ni,r,ny a prislusné hrany sa

(plaaunl)fa (nlaaur)fu (HQ,OZ,T)JC.

Znacenie 39. Nech G = (V,E) je stavovy graf, f jeho farbenie s abecedou ¥ a
a € ¥. Potom P, = (V,E,) ozna¢ime podgraf taky, ze

Eoz = {(p7a7Q)f S Ip € V}

Hrany podgrafu P, st vSetky hrany z G s farbou «. Z kazdého vrcholu z V' vedie
prave jedna hrana s farbou «, preto vystupen kazdého vrcholu v P, je 1.
Suvisla komponentu v P, nazyvame klastrom.

Na Obrazku [L.13] je konkrétny priklad klastru a vyznaceny strom 7" s korefiom

Obrazok 1.13: Priklad klastru.

V nasledujicom tvrdeni dokazeme, ze vSetky klastre maju rovnaky ,tvar® ako
na Obrazku [L.13l
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Tvrdenie 40 (nastin dokazu S. Holub, znenie z [Trahtman (2007), Remark 1).
Nech G = (V,E) je stavovy graf a f jeho farbenie s abecedou . Oznacme K =
(Vi,Ex) nejaky klaster v P, kde o« € 3. Potom v klastre K existuje prave jedna
kruznica a z kaZdého vrcholu, ktorym mneprechddza tdto kruznica, vedie sled do
vrcholu leZiacom na tejto kruZnice.

Dokaz. Kazdy vrchol v P, ma vystupen 1. Potom existuje z kazdého vrcholu
vy € V sled

(vﬂaaavl)fa(vlaaan)fa s 7(vm—17aavm)f

dlzky m > |V|. Nutne sled prechadza niektorym vrcholom dvakrat. Teda v P, z
kazdého vrcholu vedie sled do vrcholu nejakej kruznice. Pretoze v P, ma kazdy
vrchol vystupen 1, z kazdého vrcholu vedie sled do prave jednej kruznice.

Zrejme v kazdom v klastre K = (Vi,Ek) existuje kruznica, ozna¢me ju C.
Oznacme mnozinu vrcholov N C V takych, ze z kazdého vedie sled do vrcholu
kruznice C. Tvrdime, ze N = V.

Zrejme N C V. Predpokladajme, Ze existuje nejaky vrchol n z Vi \ N. Potom
zo suvislosti K existuje postupnost vrcholov n = ay,as, ... ,a,, kde a,, je nejaky
vrchol z N.

Zrejme neexistuje sled z n do a,, ani z a,, do n v P,, inak by nutne n € N.
To znamend, Ze niektory vrchol a;, kde i € {1,2,...,m}, ma vystupen aspor 2.
Dostali sme spor, a teda N = V. Pretoze z vrcholu vedie sled do prave jednej
kruznice, v klastre K existuje prave jedna kruznica. .

Nech K je klaster, ktory obsahuje kruznicu C. Potom po odobrati hran kruz-
nice C' zostan stromy, ktorych korene lezia na kruznici C. Vid Obréazok [L.13]
Tento strom nazyvame stromom v P, 0.

Strom T v P, nazveme mazimdlnym, ak vietky stromy v P, majt hibku
mensiu alebo rovna ako 7.

Na Obrazku je zrejme T maximalny strom s hibkou 2. U kazdého vrcholu
je poznacend jeho hibka.

Tvrdenie 41 ( Trahtman (2007), Lemma 5). Nech G je stavovy graf a f jeho
farbenie s abecedou 3. Oznacéme T nejaky strom v P, a N nejaky minimalny
obraz. Ak dva rozne vrcholy p1, pa stromu T maji rovnakd hibku, potom py alebo
po nelezi v N.

Poznamenajme, Ze kaZdy stav p patri do nejakého minimdlneho obrazu.

Konkrétny priklad stromu 7" je na Obrazku [LL.13] kde st vyznacené vrcholy p;
a po z Tvrdenia [41]

Dékaz. Ozna¢me 7 koreit stromu 7" a n hibku vrcholov py, pe. Vrcholy majt rov-
nakd hibku, preto p-a™ = r = ¢-a”. To znamena, Ze p;, po s synchronizovatelné,
a preto p; alebo py nepatri do N.

Nech r € N, potom zo silnej suvislosti existuje sled z p do r, ktorému odpo-
vedé nejaké slovo v € ¥ vzhladom k farbeniu f. Teda p € N - v, kde N - v je
zrejme minimalny obraz.

d
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Tvrdenie 42 (maximéalny strom a stabilnd dvojica, Trahtman (2007), Lemma
5). Nech G = (V,E) je stavovy graf s farbenim f. Nech v P, existuje prdave jeden
maximdlny strom hibky l a p € V md hibku . Oznacme m spoloény ndsobok dlZok
kruznic v P,. Potom dvojica p- o't p-a!~1"™ je netrividlna stabilnd dvojica.

Dokaz. Ozna¢me vrcholy n; = p-al™!, ny = p-a!=1+™. Podla Tvrdenia @] existuje

miniméalny obraz I C V taky, ze p € I.

Polozime Ny = I-a!™1, Ny = I-a!~'*™. Zrejme N; a N, st miniméalne obrazy.
Dokézeme, ze Ny = N U {n;} a Ny = NU{ny}, kde N = (I \ {p}) a1, any,
ny su rozne stavy z V' \ N. Teda st splnené podmienky Tvrdenia B8] a teda nj,
ng je netrivialna stabilna dvojica.

7 predpokladu a Tvrdenia Bl vietky vrcholy z I\ {p} maju urcite hibku
mensiu ako [. Preto vietky vrcholy z (I'\ {p}) - &!~! leZia na kruZniciach v P,.

Pre kazdy stav g € (I \ {p}) - o!~! plati ¢ - a™ = q, pretoze ¢ lezi na kruznici,
teda (I\ {p})-a!~" = (I'\ {p}) - @™+

Vrchol n; zreme nelezi na ziadnej kruznici a ny lezi na nejakej kruznici v P,,
preto ny # ny. Zostava ukazat, ze ny,ny € N = (I\{p})-o!~t = (I\{p}) -a™HL.
Ak by ny =p-a=t € (I'\ {p}) - o', potom pre nejaké p, € (I \ {p}) by nutne
pr- a7t =p- a7l ato je spor, pretoze v minimalnou obraze si kazdé dva stavy
nesynchronizovatelné. Analogicky pre ny = p - a™=1 € (I'\ {p}) - ™! =
(I\ {p}) - i .

Mnoziny spliiaji predpoklad z Tvrdenia B8], a teda ny, ny je netrividlna sta-

bilna dvojica.
a

Predpokladajme, ze v P, je jeden klaster z Obrazku Vrchol maximaélnej
hibky je p. Potom podla predchadzajtceho tvrdenia ny, ns je netrivialna stabilna
dvojica, pretoze ny =p- ot !, ng =p-a"Hm kde l =2 am = 4.

Zostava ukéazaf, ze existuje farbenie f také, ze podgraf P, méa prave jeden
maximalny strom. Predtym si ukdzeme stavovy graf so sluckou, kde existencia
takéhoto farbenia je jednoducha. Navyse farbenie z dokazu je synchronizujtce.

Tvrdenie 43 (stavovy graf so sluckou). Nech G = (V,E) je silne suvisly stavovy
graf vystupnia d so sluckou (p,i,p) € E. Potom ezistuje synchronizugice farbenie
s d-prvkovou abecedou Y.

Dokaz. Postupne budume vytvérat farbenie f. Pre kazdy vrchol ¢ uréime hranu
z q, ktorej priradime farbu « tj. f(q,j) := « pre nejaké j € {1,2,...,d}. Tym
uréime jednoznac¢ne P, a ostatnym hran priradime Tubovolne farby tak, aby f
bolo farbenie.

Najprv nech ziadna hrana nemd priradent farbu. Slucke (p,i,p) priradime
farbu «. Zo silnej suvislosti existuje sled z kazdého vrcholu z V' do p. Postupne
pre kazdy vrchol prevedieme nasledujiice operacie. Nech v € V' je vrchol a sled z
v do p zo silnej suvislosti

(U = Uo,’io,vl),(vl,’il,vg), R ,(’Umfl,llmfl,’l]m = p)

Oznacme prvy vrchol v,, 0 < x < m, na tomto slede, z ktorého vedie nejaka
hrana z F s farbou a. Hranam sledu

(v,io,vl),(vl,il,vg), Ce ,(Ux_l,l.x_l,vm)
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priradime farbu «. V pripade, ze existuje hrana z v s farbou « nerobime nic.
Poznamenajme, Ze vrchol v, vidy existuje, pretoZe z p vedie hrana (p,i,p) a
fpi) =

Préave jednej hrane z kazdého vrcholu sme priradili farbu «. Z kazdého vrcholu
existuje sled do p, ktort tvoria len hrany s farbou «. Ostanym hranam priradime
farby tak, aby vysledné priradenie spliovalo podmienky na farbenie.

Pre kazdy stav v plati v - oPka®) — p g zrejme p -« = p. Nech [ je maximalna

hibka v P,, potom V - o! = {p}. Vidime, Ze o' je synchronizujice slovo, a teda f
je synchronizujtce farbenie G. .

V dokaze Tvrdenia sme definovali také farbenie, ze v P, je prave jedna
kruznica a to (p,i,p), a teda prave jeden maximalny strom. AvSak k doékazu, Ze
vysledné farbenie je synchronizujtice sme nepouzili Tvrdenie

Na Obrazku [I.15] je priklad silne suvislého stavového grafu so synchronizuja-
cim farbenim, kde (p,a,p); je slucka. Synchronizujice slovo je o podla Tvrde-

nia 431

N
ﬁaé— \d

Obrazok 1.14: Stavovy graf so sluckou z vrcholu p a synchronizujicim farbenim.

Tvrdenie 44 (nulové hibky implikuji farbenie s prave jednym maximalnym
stromom, [Trahtman (2007), Lemma 6). Nech G je silne sivisly stavovy graf a nie
je kruznicovy graf. Nech existuje farbenie g pre G také, Ze vsetky vrcholy maju v
P, hibku 0. Potom existuje synchronizujice farbenie f.

Dokaz. Nech g je nejaké farbenie G s abecedou Y také, ze vsetky vrcholy v P,
majt hibku 0. Teda kazdy klaster v P, je kruznica. Z predpokladu existuje vrchol
p, z ktorého veda dve hrany (p,a,q), a (p,3,q'), s réznymi koncovymi vrcholmi.
Ak by také dve hrany neexistovali, potom nutne G je kruznicovy graf.

Definujme farbenie f vymenou farieb hranam (p,a,q), a (p,5,¢)4, kde 5 € 3.
Teraz vrchol ¢ je jediny, do ktorého nevedie hrana v P,. Potom ¢ nelezi na kruz-
nici a ma hibku aspori 1. Teda v P, je jeden netrividlny strom a veta je dokdzana.

Vid Obréazok 0
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Obrazok 1.15: Podgraf P,, vietky vrcholy maji hibku 0.

Definicia 45 (zvizok, centrované stavy). Nech G = (V,E) je stavovy graf vy-
stupna d. Ak hrany z vrcholu v € V maju rovnaky koncovy vrchol u tj. do(v,1) = u
pre i = 1,2, ... ,d, potom hovorime, ze z v vedie zvdzok do wu.

Nech pre vrcholy p # ¢q plati do(p,j) = do(q,k) pre vsetky j, k € {1,2,...,d},
potom stavy p, ¢ nazyvame centrovanymi.

Zrejme stavy p, g st centrované prave vtedy, ked z p, ¢ vedi zviizky do rovna-
kého vrcholu. Na Obrazku [[L16] je priklad stavového grafu s centrovanymi stavmi

b, q.
()
Obréazok 1.16: Centrované stavy p, q.

Tvrdenie 46 (Trahtman (2007), Lemma 4). Nech v stavovom grafe G = (V,E)
existuji centrované stavy p, q. Potom p, q je netrividlna stabilnd dvojica v auto-
mate G/ pre lubovolné farbenie f s abecedou .

Dokaz. Pre vSetky pismenad o € ¥ plati

v automate GY. Zrejme p, ¢ je netrividlna stabilna dvojica.

3

Tvrdenie 47 (existencia prave jedného maximalneho stromu). Nech G je silne
suvisly stavovy graf vystupna d, ktory nie je kruznicovy graf, neobsahuje slucky
a centrované stavy. Potom existuje farbenie stavového grafu G takeé, Ze v P, je
prave jeden mazximdlny strom.

Nasledovny dokaz je pozmeneny dokaz z [Trahtman (2007) (Lemma 7).

Dokaz. Vzhladom na to, Ze v G je konceny pocet hran, existuje farbenie stavového
grafu G s d-prvkovou abecedou ¥ také, ze v P, je maximalny pocet hran na
kruzniciach. Predpokladajme, ze mame takéto farbenie a ozna¢me ho f.

Ak v P, je prave jeden maximalny strom, potom dokaz skonc¢ime. Ak vSetky
vrcholy z P, majt hibku 0, potom podla Tvrdenia 4] existuje farbenie také, Ze
v P, je prave jeden maximalny strom. Zostava pripad, kedy v P, st aspon dva
maximalne netrividlne stromy.

Oznac¢me T' jeden maximéalny strom s koreniom 7. Nech K je klaster obsahujtci
T s kruznicou C' v P,. Ozna¢me t vrchol z 7' maximéalnej hibky.
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Dokaz rozdelime do dvoch hlavnych krokov na zaklade umiestenia vrcholov a
hran.

1.krok. Zo silnej suvislosti G existuje vrchol a, z ktorého vedie hrana do t.
Nech (a,5,t)s je hrana pre § € ¥ a  # . Nech x je koncovy vrchol hrany z a s
farbou «a tj. (a,a,z)f € E.

V kazdom kroku robime vzdy rovnakd vymenu farieb hranam

(a,0,2) 7 a (a,B5,t) . (1.2)

Teraz rozoberieme pripady podla toho kam patri vrchol a a vplyv vymeny (L.2]).

1.1. Nech a nepatri do klastru K, potom po vymene ([2) sme k vrcholu ¢
pripojili vrchol a. Touto vymenou dostaneme prave jeden maximalny strom
v P,, ktorého koren je r. Vid Obrazok [L17

i} x
o o \5__i@‘—a

Obrazok 1.17: Pripad 1.1, Sedou farbou st vyznacené vrcholy maximéalneho
stromu po vymene (L2).

1.2. Nech a patri do klastru K, ma kladnt hibku a t nie je potomkom a. Po
vymene ([[.2]) sme k vrcholu ¢ pripojili vrchol a. Touto vymenou dostaneme
maximéalny strom v P,, ktorého koren je r. Vid Obrazok [L. I8

R ore,
[ \
OO0 /@«a@«a@«a@
V., O @

Obrazok 1.18: Pripad 1.2, Sedou farbou st vyznacené vrcholy maximélneho
stromu po vymene (L2).

1.3. Nech a # r a t je potomkom a. Poznamenajme, Ze t # a, pretoze sme v
predpoklade vylucili pritomnost slu¢iek. Po vymene (L2)) dostaneme novi
kruznicu, ktora je tvorena sledom z ¢ do a v P, a hranou (a,8,t)s. Ostatné
kruznice sa nezmenili. To je spor s predpokladom, ze v P, je maximéalny po-
¢et hran na kruzniciach. Teda tento pripad nenastaneme. Vid Obréazok [L.T9.
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Obrazok 1.19: Pripad 1.3., Sedou farbou st vyznacené vrcholy novej kruznice.

1.4. Nakoniec nech a lezi na kruznici C. Nech x je vrchol taky, ze (a,a,z)f lezi na
kruznici C. Sled najmensej dlzky na kruznici C' z korefia r do a ozna¢me L;
a Ly z x dor. Ak a = r, potom sledom L; rozumieme prazdnu postupnost
a polozime |Li| = 0. Ak z = r, potom opét Ly je prazdna postupnost a
|Ly| = 0. Pre dlzku kruznice C' dostaneme rovnost |C| = |L;| 4+ 1+ |Ly|. Po
vymene (.2)) vznikne nova kruznica tvorend sledmi L, L, a hranou (a,5,z)¢
s dlzkou |L|+|L;| + 1. Kruznica C zanikne a ostatné kruznice sa nezmenia.
Oznacme novy strom 7" s koreniom r. Zrejme x lezi na strome 77, a teda
hibka stromu je aspoii |Ls|.

Z predpokladu maximalneho poc¢tu hran na kruzniciach plynie, ze
O = [La| + 1+ [Lo| = [L] + | La| + 1,

a teda |Ly| > |L|.

Ak |Ly| > |L|, potom 7" je prave jeden maximalny strom v P,. Vid Obréa-
zok [L.20)

< e,
Qa»@a»@a% ¢ @O0

@w@\

Obrazok 1.20: Pripad 1.4, Sedou farbou st vyznacené vrcholy sledu L,. Sled L,
je tvoreny hranou (r,o,a);.

Zostava pripad, kedy hibka stromu je |L|. Teda |L,| = |L|, pretoze hibka 7"
je aspon L. Vid Obrazok [L211
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Obrazok 1.21: Pripad 1.4, Sedou farbou st vyznadené vrcholy stromu 7", ktorého
hibka je L.

2.krok. 7Z predchadzajtucich tvah plynie, Ze zostava rozobrat pripad, kedy
hibka 7" je |L| = |Ls|, kde T" a L st definované v bode 1.4 (stéle mame farbenie
zo zaciatku dokazu tj. v P, je maximalny pocet hran na kruzniciach). Ozna¢me b
vrchol taky, Ze lezi na kruznici C' a (b,a,r) s € E. Ak z b vedie zvézok do 7, potom
vymenime farby hranam z 1. kroku t;j.

(a,0,x)f a (a,5,t)s.

Vid Obrézok .22

008,
! \
® c @-o@-o-Oro®
1 T T
ey O

Obréazok 1.22: Sedou farbou st vyznacené vrcholy stromu 77, ktorého hibka je L,
z vrcholu b vedie zvézok.

Touto vymenou v P, mame stale rovnaky pocet hran na kruzniciach ako pred
vymenou. NavysSe strom 7" je maximalnym stromom v P,. Ozna¢me novy vrchol
b’ taky, Ze lezi na kruznici C' a z V' vedie hrana do r. Nutne z b’ nevedie zvizok do 7.
Potom vrchol 2 plni tlohu vrcholu ¢ a stromu 7" Glohu T'. Teda predpokladajme,
ze 7 vrcholu ¢, ktory lezi na kruznici a vedie z neho hrana do r, nevedie zvizok.

Teda existuje nejaka hrana z ¢, ktora nevedie do 7. Nech to je (¢,7,y)s pre
nejaké y # r a v # a € 3. Prevedieme vymenu farieb hran

(07057T)f a (6777y)f' (13)
Teraz rozoberieme pripady podla toho kam patri vrchol y a vysledku vymeny (L3).

2.1. Ak y lezi na kruznici C, po vymene ([3]) ozna¢me najkratsi sled F' z r do y
v novom P,. Potom sme vytvorili novy strom s korefiom v, ktory mé hibku
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|LF|. A teda v P, je prave jeden maximélny strom, ktorého koreri je y. Vid
Obrazok [L.23]

A OTR,
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Obrazok 1.23: Pripad 2.1, Sedou farbou si vyznacené vrcholy maximalneho
stromu.

2.2. Ak y lezi na strome T, po vymene ([.3]) dostaneme dlhsiu kruznicu, a teda
spor s maximalnym poc¢tom hran v cykloch. Teda tento pripad nenastaneme.
Vid Obréazok .24

qa\ /,C}"“@a\7
Oo-O=0e) € Qo0
@0 O

Obrazok 1.24: Pripad 2.2, Sedou farbou st vyznacené vrcholy dlhsej kruznice.

2.3. Ak y € K, ma kladnt hibku a nepatri do 7. Po vymene (L3)) sa hibky
vrchol z T' zvacsia aspon o 1. Oznacme 71, koren stromu, do ktorého patri
y. Potom v P, je prave jeden maximalny strom, ktorého koren je r,. Vid

Obréazok [1.251
“
Lo
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Obrazok 1.25: Pripad 2.3, Ssedou farbou s vyznacené vrcholy maximélneho
stromu.

2.4. Ak y ¢ K. Oznacme r, koren stromu, do ktorého patri y. Po vymene (L3
dostaneme préave jeden maximalny strom v P,, ktorého koren je r,. Vid
Obrazok [1.26]

33



Qa /OQX@T_W/@\Q\/@“

Qa»@a»@ﬁq c @«a@«a@«a@ Q gy
@0 O O

Obréazok 1.26: Pripad 2.4, Sedou farbou st vyznacené vrcholy maximalneho
stromu.

(e}

Zaver, pre kazdy stavovy graf z predpokladu vety vieme najst také farbenie,
ze v podgrafe P, existuje prave jeden maximalny strom. 0

Ak silne suvisly stavovy graf méa slucku, potom vieme najst synchronizujtce
farbenie. Existencia centrovanych stavov implikuje netrividlnu stabilnt dvojicu
pre kazdé farbenie. Pre ostatné silne suvislé stavové graf, okrem kruznicovych,
vieme najst farbenie také, ze P, méa prave jeden maximalny strom podla Tvrde-
nia @7l Potom podla Tvrdenia [42] existuje netriviadlna stabilna dvojica.

1.5 Désledky dokazu hlavnej vety

Béal a Perrin zobecnili hlavnii vetu pre silne suvislé stavové grafy s kladnou
periédou. Trahtman nésledne uviedol tplna charakteristiku stavového grafu a
existencie k-synchronizujiceho farbenia. Obidve vety st désledkom ddkazu hlav-
nej vety.

Veta 48 (Béal a Perrin (2012)). Nech G je silne stvisly stavovy graf. Potom pre
G ezistuje per(G)-synchronizugice farbenie.

Gin:GJL
§

h H
\hw

~ Gh — g

Gh

Dokaz. Dokaz prevedieme matematickou indukciou podla po¢tu vrcholov stavo-
vého grafu G. Ak G je kruznicovy stavovy graf, potom zrejme kazdé jeho farbenie
je per(G)-synchronizujice, vid Obrazok [L12. Specidlne pre stavovy graf s jed-
nym vrcholom veta plati. Predpokladajme, Ze veta plati pre silne stvislé stavové
grafy s menej ako n vrcholmi. Dokazeme, Ze pre silne suvisly stavovy graf G s
n vrcholmi existuje per((G)-synchronizujtce farbenie. Z vyssie uvedeného dévodu
predpokladajme, ze G nie je kruznicovy.

Z predchadzajucej sekcie [L.4] plynie existencia farbenia f pre G takého, ze
existuje netrividlna stabilna dvojica p, ¢ v automate GY. Podla Vety 28 existuje
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stabilna kongruencia ~ s vlasnostou p ~ ¢. Potom pocet stavov faktorového au-
tomatu GY je mensi ako n. Oznaéme H stavovy graf automatu GY. Z Vety
plynie, ze stavovy graf H je silne suvisly. Z indukéného predpokladu existuje
per(H )-synchronizujice farbenie b’ pre H. Oznacme h farbenie stavového grafu
G, ktoré je indukované farbenim /. Faktorovy automat G” a automat H" st rov-
naké podla Vety 29. Podla Vety B4l a Vety [33| farbenie h je per(G)-sychronizujtce
farbenie.

d

Teraz uvedieme znovu uz sformulovant Vety [18] ktort dokazeme.

Veta 17 (vSeobecny stavovy graf/Trahtman (2008a)). Nech G = (V,E) je stavovy
graf vistupria d a ¥ = {aq,q0, . . . ,aq} je d-prokovd abeceda. Oznacéme vsetky silne
suvislé komponenty

Cl - (%,El),CQ — (‘/Q,EQ), ey Cm = (VmaEm)

stavového grafu G také, Ze kaZdd hrana z E so zaciatocnym vrcholom z V; md
koncovy vrchol v mnoZine V;, kde j = 1,2,...,m. Oznacme postupne periody
komponent ky,ks,. . . k. Potom pre G existuje ZTzl k;-synchronizujice farbenie.

Dokaz. Najprv poznamenajme, zZe zrejme aspon jedna komponenta z vety exis-
tuje.

Kazda silne suvisla komponenta C,Cy,...,C,, je zrejme stavovy graf vy-
stupnia d. Z predchadzajicej vety plynie, Ze pre stavovy graf C; existuje k;-
synchronizujtce farbenie g;, kde j = 1,2,...,m. Definujeme farbenie f pre G

tak, ze hranam, ktoré patria do nejakej komponenty, farbenie f priradi rovnakua
farbu ako ¢ a pre iné hrany definujeme farbenie lubovolne t;.

peV;, kde je{1.2,....m}= f(pj):=g(pi)prei=12,....d

peV\ U Vi= f(pji):=a;prei =12, ....d.

=1,2,...m

Ukazeme, ze f je Z;nzl k;-synchronizujice farbenie.

Ozna¢me Vi = (J;2, Vi. Najdeme slovo w € XV také, ze V - w C V. Potom
z definicii g;-synchronizujicich farbeni plynie, ze f je > .. k;-synchronizujice
farbenie.

Ak existuje, ozna¢me p; € V' \ Vi, potom najdeme slovo w,, € X1 také, ze
p1-wy, € Vo

Ozna¢me mnozinu vsetkych vrcholov M C V| do ktorych vedie sled z p;.
Nech F),; je mnozina vSetkych hran, ktorych zaciato¢ny vrchol patri do M. Po-
tom (M,E)) je stavovy graf vystupnia d. Nech Mj, My, ... M, su silne stvislé
komponenty v (M,FE)). Zrejme st to silne stvislé komponenty aj v G. Potom
nutne aspon jedna z nich je takd, Ze z nej nevychadza ziadna hrana. Teda pre
nejaké s, t € {1,2,... ,m} je My = C;. Teda existuje sled z p; do vrcholu z V.
Tento sled odpovedd nejakému slovu w,, € XF.

Pre kazdy vrchol ¢ € V,, kde y € {1,2,...,m} a kazdé slovo v € X plati
qg-v eV,

Ak existuje, z mnoziny V - w,, vezmeme nejaky vrchol py, ktory nepatri do
Ve a opit najdeme slovo wy, € X také, Ze py - wy, € Vi. Z koneénosti mnoziny
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V' a predchadzajiceho odstavca plynie, ze opakovanim postupu najdeme slovo
Wy, W, - .. Wy, , kde z € N, také, ze V - wy, wy, ... w,, C V.
d
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Kapitola 2

Algoritmus

Nasledovna kapitola je prevzata z ¢lankov Béal a Perrin (2013) a [Trahtman
(2012). Algoritmus na hladanie k-synchronizujiceho farbenia je jednoduchym zo-
vSeobecnenim algoritmu na hladanie synchronizujiceho farbenia, a teda popiseme
zovSeobecneny algoritmus.

2.1 Spoloény zaklad

Podla predchadzajicej kapitoly hladanie k-synchronizujiceho farbenia sa re-
dukuje na hladanie farbenia s netrividlnou stabilnou dvojicou. Podla Tvrdenia [42],
ak v P, je prave jeden maximalny strom, potom dané farbenie je s netrividlnou
stabilnou dvojicou.

Predpokladdme, Ze na vstupe mame silne suvisly stavovy graf G = (V,E)
vystuptia d s periddou k, pre ktory hfadame k-synchronizujice farbenie. Ozna¢me
n pocet vrcholov V' a nech ¥ je nejaka d-prvkova abeceda.

V pripade vSeobecného stavového grafu staci podla dokazu Tvrdenia [I8 nédjst
silne stuvislé komponenty a najst pre niektoré z nich k;-synchronizujice farbenie
(k; zavisi na komponente).

Vsetky zname algoritmy na hladanie k-synchronizujiceho farbenia hladaju
farbenie také, ze v P, je prave jeden maximalny strom. Uvedieme tri rozne algo-
ritmy. Prvy je zalozeny na dokaze Tvrdenia 7], druhy je Trahtmanova redukcia
(vid Trahtman (2012), TwoCyclesWithIntersection) a nakoniec Béalovej a Perri-
nov algoritmus (vid Béal a Perrin (2013)).

Postupne hladame farbenie pre stavovy graf faktorového automatu také, Ze
v P, je prave jeden maximélny strom. Pocet vrcholov stavového grafu sa zmen-
Suje, az kym nie je kruznicovy. Znamé algoritmy na hladanie k-synchronizujtaceho
farbenia maju rovnaky nasledovny pseudokdd.

Na zaciatku algoritmu predpokladame, ze mame nejaké farbenie f. Z formal-
neho dévodu automat G7 vyfaktorujeme podla trivialnej ekvivalencie, ktora je
zrejme stabilnou kogruencia v G¥. Vid pseudokéd na novej strane.
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Algoritmus 1 SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE(G)

1: ~, ¢ trividlna kongruencia automatu G7, kde f je nejaké farbenie
2: H <« stavovy graf Gﬁq
3: while H nie je kruznicovy graf do

4: if v H existuje slucka then

5: najdi synchronizujice farbenie A’ stavového grafu H (dokaz Vety [43])
6: najdi synchronizujuce farbenie h stavového grafu G indukované h’
7: break

8: else

9: if existuju centrované stavy [ni],, [n2]~, v H then

10: h' < nejaké farbenie H

11: else

12: (W\[n1]~,,[n2]~,) < FARBENIEMAXSTROM(H)

13: najdi farbenie h indukované farbenim A’

14: ~¢4—GENEROVANAKONGRUENCIA ([11] .~ ,[n2]~, , ~g ,G")

15: H <+ stavovy graf faktorového automatu G’lq

16: return k-synchronizujtce farbenie h stavového grafu G

Funkcia FARBENIEMAXSTROM vréti (h',[n1],,[n2]~,), kde A’ je farbenie sta-
vového grafu H také, ze v P, (podgraf H) je prave jeden maximdlny strom a
[n1]~,, [n2]~, je netrividlna stabilna dvojica podla Tvrdenia 42l

Ako sme uz uviedli, ukdzeme tri rozne funkcie FARBENIEMAXSTROM vo

vzlastnych sekciach. Teraz popiseme funkciu GENEROVANAKONGRUENCIA.

Algoritmus 2 GENEROVANAKONGRUENCIA([n].,,[n2)~,, ~¢ ,G")

g’

1: Fje fronta, F' < ([ni]~,,[n2]~,)

2: while F'je neprazdnd do

(2] lyl,) < F

& UNoN(al-, fyl-,)

5 ~ 44— ekvivalencia definovand novym rozkladom
6 for all a €¥ do

7 if [z-al., #[y-a]., then

8

9:

@

([SL’ o,y Oz]Ng) — F

return stabilnd kongruencia ~, automatu G"

Funkcia UNION zjednocuje dve triedy ekvivalencie. Ak na ) méame rozklad
{lai]~,, [az]~,, - - - [@m]~, }, Potom vysledkom

UNION([a;]~,,[a]~,)
je novy rozklad mnoziny )

{lado, Ulgglo, 3 U |J Al -

I=1, I#i,j

Algoritmus GENEROVANAKONGRUENCIA zrejme skonéi vdaka podmienke na
riadku 7.
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Tvrdenie 50. Funkcia GENEROVANAKONGRUENCIA wvrdti stabilni kongruenciu
~, pre automat G".

Dokaz. Predpokladame, Ze na zaciatku ~, je stabilna kongruencia pre automat
G". 7 6. riadku v pseudokéde GENEROVANAKONGRUENCIA je vidiet, Ze vysledna
~, je kongruencia.

Hned na zaciatku funkcie GENEROVANAKONGRUENCIA stavy [ni].,, [n2]~,
st stabilné stavy automatu H”. Teda pre Tubovolné slovo u € £ existuje slovo
v e X také, Ze [n]., -uv = [ng]~, - uv. To znamena, ze pre kazda dvojicu stavov
z,y, kde x € [ni]., ay € [y1]~, plati, Ze x - uv, y - uv patria do rovnakej triedy
ekvivalencie ~,, teda x, y je stabilnd dvojica. Teda v mnozine [n]., U [ng]., s
kazdé dva stavy stabilné v G".

Podobne dokazujeme pre ostatné zjednotenia s tym rozdielom, Ze teraz triedy
ekvivalencie ~, uz nie su stavy H " ale st zjednotenim nejakych tried (stavov z
H" | 7 ktorych kazdé dva st stabilné).

d

~g

Tvrdenie 51. Algoritmus SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE ndjde k-synchronizujice
farbenie pre stavovy graf G.

Dokaz. Indukciou a pomocou predchadzajiceho tvrdenia dostaneme, ze funkcia
GENEROVANAKONGRUENCIA vzdy vrati stabilnt kongruenciu ~, pocas vypoctu
vo funkcii FARBENIEMAXSTROM.

7 definicie GENEROVANAKONGRUENCIA plynie, ze v kazdom while cykle sa
pocet stavov H ostro zmensi. Z tvrdenia o ranku a Tvrdenia 29 plynie spravnost
algoritmu. .

Stavovy graf G = (V,FE) spolu s farbenim f reprezentujeme dvojrozmernym
polom M[,] obsahujicim vrcholy, kde stipce st indexované vrcholmi z V' a riadky
farbami z abecedy . Ak v M[i,j] je uloZeny vrchol v, potom existuje hrana
(v;,a4,v) r. Podobne reprezentujeme stavovy graf H. Teda vymena farieb hranam
znamena vymenu dvoch vrcholov v poli reprezentujiicom stavovy graf s farbenim.

PodTa definicie indukovaného farbenia h(v,i) := § prave vtedy, ked f(v,i) =
aj a b([v]~,.j) = B, kde 4, j € {1.2,...,d} av € V. Vidime, Ze k definicii
potrebujeme mat poznacené u vrcholu [v]., stavového grafu H index j. Potom
Casova zlozitost najdenia indukovaného farbenie je O(dn).

Taktiez pre stavovy graf s farbenim pouzijeme inverzni reprezentdciu tj. u
kazdého vrcholu p si poznacime dvojicu (¢,5), ak existuje hrana z vrcholu ¢ do
p s farbou f. Inverzni reprezentaciu spocitame v c¢ase O(dn) z reprezenticie
dvojrozmerného pola.

Tvrdenie 52. Casovd zloZitost jedného behu while cyklu vo funkcii GENEROVA-
NAKONGRUENCIA je O(d + n).

Dokaz. Problém ako efektivne zjednotit dve triedy ekvivalencie a overit, ¢i dve
triedy ekvivalencie st rovnaké rieSime nasledovne. V kazdej triede ekvivalencie
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zvolime jeden vrchol ako reprezentanta danej triedy. U kazdého vrcholu poznac¢ime
reprezentanta triedy ekvivalencie, do ktorej patri.

Teda overit podmienku na riadku 7 v algoritme GENEROVANAKONGRUENCIA
ma Casovu zlozitost O(1). V priebehu jedného while cyklu overujeme podmienku
d-krat. Ak zjednotime dve triedy ekvivalencie, musime prepisat u prislusnych vr-
cholov reprezentantov, a teda ¢asové zlozitost UNION je O(n). Vidime, Ze jeden
priebeh while cyklu mé casovi zlozitost O(d + n).

d

Poznamenajme, ze problém z predchadzajiceho dokazu sa nazyva Union-find
a mé rozne rieenia s roznymi ¢asovymi zlozitostami, vid |Cerny (2010).

Veta 53. Oznacme F(n,d) casovi zloZitost funkcie FARBENIEMAXSTROM. Po-
tom ¢asovd zloZitost algoritmu SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE je

O((n —k) - (F(n,d) + 2dn))

a pamdtovd zloZitost je O(dn).

Dokaz.  Algoritmus SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE skonci, ak H je kruznicovy
graf tj. pocet stavov H je k = per(G). Na zaciatku pocet tried ekvivalencie ~ je
n. Teda funkcia UNION sa musi zavolat presne n — k. Preto v najhorSom pripade
pocet behov while cyklu vo funkcii SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE je n—k. Z tejto
uvahy plynie, Ze v algoritme SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE v najhorsom pripade
musi (n — k)-krat

e overit sa, ¢l stavovy graf je kruznicovy, existuje slucka alebo existuju cen-
trované stavy (riadky 3, 4, 9 v Alg. 1)

e prebehnif algoritmus FARBENIEMAXSTROM (riadok 12 v Alg. 1)

e prebehnif prave jeden while cyklus v GENEROVANAKONGRUENCIA (riadok
14 v Alg. 1 resp. riadok 2 v Alg. 2),

e nijst indukované farbenie pre G (riadky 6, 13 v Alg 1.).

Overit, ¢i stavovy graf obsahuje slucku, je kruznicovy alebo existuji centro-
vané stavy ma zrejme Casova zlozitost O(dn).

Néjst synchronizujice farbenie, v pripade existencie slucky, ma zlozitost O(dn)
a prebehne maximalne jedenkrat pocas SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE. Algorit-
mus z dokazu Tvrdenia d3] ma ¢asovi zlozitost O(dn?). AvSak pomocou inverznej
reprezentacie mozeme najst synchronizujice farbenie s ¢asovou zlozitostou O(dn)
tak, ze z vrcholu, z ktorého vedie slucka, zaéneme prehladavat stavovy graf ,,vproti
smere hrdn“ a pritom priradovaft farbu a hrandm. Zo silnej stvislosti plynie sprav-
nost tohto postupu. Casovii zlozitost spo¢itame pomocou hran v H, ktorych v
najhorsom pripade je dn.

Teda vyslednd casova ¢asova zlozitost je

O((n—k)-(dn+ F(nd)+ (d+n) +dn)) + O(dn) =
=0O((n—k)-(F(n,d) + 2dn)).
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Paméftova zlozitost algoritmu SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE je O(dn). Potre-
bujeme dve dvojrozmerné pola na reprezentidciu G a H a ostatné pomocné in-
formacie o vrcholoch st konstatné pre kazdé d,n ako bude vidiet z nasledovného

popisu.
4

2.2 FarbenieMaxStrom podla dékazu Vety 47,
O(dn?)

Cielom je najst farbenie také, ze v P, je prave jeden maximélny strom. Na-
sledovny algoritmus FARBENIEMAXSTROM zalozeny na dokaze Tvrdenia [47 ma
¢asovii zlozitost O(dn?). Nasledovna myslienka pocitania ¢asovej zlozitosti je z
¢lanku [Trahtman (2012).

Na zaciatku dokazu sme predpokladali, Ze mame farbenie, pre ktoré v P,
je maximalny pocet hran na kruzniciach. Z dévodu casovej zlozitosti je vyhod-
nejsie zacat s nejakym farbenim stavového grafu G. Potom postupujeme ako v

.....

V nasledujicom postupe pouzivame znacenie z dokazu Tvrdenia [47l

1. Spoéitame hibky vrcholov a u kazdého vrcholu poznacime klaster, do kto-
rého patri. Ak vietky vrcholy v P, maja hibku 0, pouzijeme Tvrdenie B4 a
skonéme. Inak najdeme nejaky vrchol ¢t maximalnej hibky.

2. Najdeme vrchol a, z ktorého vedie hrana do ¢. Ak hibka stromu 77 je vicsia
ako L, prevedieme vymenu z 1.kroku tj. (2], inak prejdeme do bodu 3.
Ak sa zvicsil pocet hran na kruzniciach, potom zacneme odznovu v bode
1. Inak dostaneme prave jeden maximalny strom a skoncime.

3. Hibka stromu 7" je L. Ak z ¢ vedie zviizok, prevedieme viymenu z 1.kroku
tj.(L2). Prevedieme vymenu z 2.kroku v zavislosti na predchadzajtacej vy-
mene tj. (L3). Ak sa zvicsil pocet hran na kruzniciach, za¢neme odznovu
v bode 1. Inak dostaneme prave jeden maximéalny strom a skonc¢ime.

Veta 54. Algoritmus FARBENIEMAXSTROM 2z prechddzajiceho odstavca md ca-
sovt zloZitost O(dn?).

Dékaz. Najprv spoc¢itame hibky vrcholov v P, a st¢asne poznadime u kazdého
vrcholu klaster, do ktorého patri. Napriklad tak, Ze z nejakého vrcholu (bez spo-
¢itanej hibky) za¢neme prechadzat vrcholy cez hrany s farbou «. Priebezne ozna-
¢ime vrchol ako navstiveny a vlozime ho do zésobniku (datova strukttara). Ak sa
dostaneme do uz navstiveného vrcholu, potom spitne dopoé¢itame hibky vrcholov
zo zasobniku a urc¢ime klaster. Tento postup mé ¢asovi zlozitost O(n).

Kazdy bod z algoritmu mé zrejme casovi zlozitost O(dn). Maximalny pocet
hran na kruzniciach v P, je obmedzeny poc¢tom vrcholov n. Preto v najhorsom
pripade pocet zvicSeni poc¢tu hran na kruzniciach nepresiahne n. Teda v najhor-
Som pripade algoritmus FARBENIEMAXSTROM mé ¢asovi zlozitost O(dn?).

3
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Celkovéa ¢asova zlozitost algoritmu SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE s vysSie uve-
denym algoritmom FARBENIEMAXSTROM je

O((n — k) - (F(n,d) + 2dn)) = O((n — k)dn?).

V clanku [Trahtman (2012) je popisand ind postupnost vymen farieb ako v do-
kaze Tvrdenia [44] a teda iny algoritmus FARBENIEMAXSTROM. Avsak rovnakou
argumentaciou ako z predchadzajiceho dokazu dostaneme, Ze Casova zlozitost
algoritmu FARBENIEMAXSTROM z ¢lanku [Trahtman (2012) je O((n — k)dn?).

2.3 Trahmanova redukcia

Trahtman navrhol algoritmus FARBENIEMAXSTROM, ktory funguje len za
urc¢itych podmienok. Ak st splnené podmienky, algoritmus ma casovi zlozitost
O(dn). Vid ¢lanok [Trahtman (2012) Lemma 10 a pseudokéd TwoCyclesWithIn-
tersection. Uviedol, Ze pre vela stavovych grafov tento algoritmus funguje bez
presnejsiecho odhadu. Podmienkou je existencia dvoch kruznic, ktorych , prienik
je izolovana cesta“. Avsak v pseudokdde sa vyuziva asi tvrdenie v inom tvare,
tj. prienikom je sled a do jeho vrcholov vedui hrany len z vrcholov tychto dvoch
kruznic. Vid riadok 12 v pseudokéde TwoCyclesWithIntersection. Dokaz je pre
obidve verzie rovnaky. Hlavni myslienku ukazeme na priklade.

Sled nazyvame jednoduchym, ak prechéddza vrcholom maximéalne jedenkrat,
ale koncovy a zaciatocny vrchol mozu byt rovnaké.

Predpokladajme, Ze sme nasli v stavovom grafe G kruznicu C' a jednoduchy
sled L také, ze

C = (ao,io,al),(al,il,ag), e ,(aj_l,ij_l,ao)
L= (bo = at,ko,b1),(b1,7€1,b2), cee ,(5172,/7{?172,5171 = a0)7
kdet € {0,1,...,j—1}aby #ay prekazdé I’ € {1,...,l—2},i € {0,1,...,7—1}.
Navyse, ak a9 # a;, potom do vrcholov aq,...,a; vedi hrany len z vrcholov
ap,ay,y ... ,aj_l,b(),bl, c. 7bl—1-
Na Obrazku [2.] je priklad silne savislého stavového grafu s vyznacenymi

sledmi C" a L', kde

C, = (Cﬂalacl)a(cl71702)7(0272703)7(0371700)7 L/ = (dO - 02717d1)7(d1717d2 - CO)-

O/f@:)l\
/ 1 /'
\@% @
O/ i\ 3 /
e

Obrazok 2.1: Kruznica C a sled L.

Q
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Vidime, 7e C’, I/ spliaju uvedené podmienky (do vrcholu ¢; vedie hrana z co,
dy ado ¢y 7 cq).
Priradme farbu o hrandm kruznice C' a L okrem hréan zo zaciato¢ného vrcholu
L tj.
(amit,a(tﬂ mod j))7 (&t77€0,b1)-

V priklade nepriradime farbu hranam (c,2,c3) a (c2,1,d;). Vid Obrazok 211

Teraz chceme, aby z kazdého vrcholu okrem ag,aq,...,a; viedol sled do ag a
jeho hrany mali farbu «. Farby uz priradenym hrandm nemenime. Ddlezité je, ze
ziaden takyto sled neprechadza cez vrcholy aq, ... ,a;, to plynie z predpokladu na
kruznice C' a L. Vid Obrazok 211

Teraz z kazdého vrcholu okrem ay vychadza hrana s farbou «. Jednej z hran

(ataitaa(tJrl mod j))a (at7k07b1)

priradime farbu a tak, aby v P, bol prave jeden maximalny strom. Na Obrazku[2.2]
je to hrana (c,1,dy).
Ako rozhodnit, ktorej hrane

(auit,a(tﬂ mod j))7 (at,ko,bl)
priradit farbu a? Pre kazdy vrchol (okrem ag,ay, .. .,a;) spocitame dizku sledu z
daného vrcholu do ag, ktory je tvoreny len hranami s farbou a. Ak vrchol v, z
ktorého vedie sled najvicej dlzky vedie cez vrchol z {as,a.y1, . .. ,a;—1}, potom
priradime farbu « hrane (ay,ko,b1) (v pripade cez vrchol z mnoziny {by,bs, . .. ,bj_2}
priradime farbu a hrane (a;,is,a@+1mod ;)))- V pripade, Ze sled z v nevedie cez
ziaden vrchol {a;,ai11,...,aj-1,b1,b2,...,bi_2}, potom priradime farbu o napr.

hrane (as,ko,b1). Tym zaistime, Ze hibka v v P, je rovna dlzke sledu (cez hrany s

farbou ) do ag a existuje prave jeden maximélny strom s koretiom ag v P,.
Vid obréazok a ¢isla u vrcholov, ktoré vyjadruju dlzku sledu do ag. Z vrcholu

h vedie sled najvicsej dlzky tj. 3 cez vrchol c3. Preto priradime farbu a hrane

(CLQ,l,dl).
Zarukou, ze dostaneme prave jeden maximalny strom v P, vysSie popisanym
postupom je, ze pre t > 0 do vrcholov ay,as,...,a; vedi hrany len z vrcholov C'

a L, a teda ziadna hrana s farbou «.

1 «

N
2 . a - - 1

Obréazok 2.2: Vysledok priradenia farby «, Trahtmanova redukcia.

Ako néjst kruznicu C' a sled L? Nasledovny algoritmus nemusi vzdy najst C,
L a to ani v pripade, Ze existuju.
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Predpokladame, Ze mame nejaké farbenie. Zvolime Tubovolny vrchol v a po-
stupne prechdadzame do vrcholov cez hrany s farbou «, az kym nenajdeme uz
navstiveny vrchol. Ozna¢me ho ag. Teda nasli sme kruznicu

C = (ao,io,al),(al,il,ag), e ,(aj_l,ij_l,ao).
Najdeme vrchol a; tak, Zze do vrcholov aq,as, . ..,a; vedd hrany len z vrcholov
C at je Co najvicsie.
Potom z vrcholu a; za¢neme prehladavat graf do $irky. Ak ndjdeme sled do

vrcholu z ag,aq, . .. ,a;, potom sme nasli sled L (poznamenajme, Ze koncovy vr-
chol nemusi byt ag, ale podmienky kladené na C' a L st splnené s preznacenim
vrcholov). Ak narazime na vrchol uz navstiveny alebo aiy1,a:+9, - .. ,a;_1, potom

tymto vrcholom nepokrac¢ujeme v prehladavani. Casova zlozitost tohto algoritmu
je zlozitost prehladavania do sirky, teda O(dn).

Teraz zostava najst z kazdého vrcholu sled cez hrany s farbou a do ag, pripadne
zmenit farbenie, aby taky sled existoval. To ide zrejme s ¢asovou zlozitost O(dn)
napr. tak, Ze z ag zacneme prehladavat stavovy graf do Sirky, ale cez hrany ,v
opacnom smere“ tj. pomocou invernej reprezentacie.

Pripad, kedy algoritmus nefunguje je, ked nenajde sled L. V opa¢nom pripade
je Casova zlozitost O(dn).

2.4 Béalovej a Perrinov algoritmus, O(dn)

Cielom je néjst farbenie také, ze v P, je prave jeden maximalny strom. Pristup
Béalovej a Perrina je zalozeny na podrobnom rozbore stavového grafu a vymene
farieb hranam. Nasledovna sekcia je prevzata z ¢lanku [Béal a Perrin (2013), ¢asti
4.2 a 5.

Ak vSetky vrcholy v P, majt hibku 0, pouzijeme Tvrdenie @4l Dalej predpo-
kladame, Ze nejaky vrchol méa nenulovii hibku v P,. Koreil nejakého maximélneho
stromu v P, nazyvame mazximadlnym koreriom.

Hlavnou funkciou celého algoritmu FARBENIEMAXSTROM je FLIPEDGES,
ktorej vstup je maximalny koren. Oznac¢me S maximéalny strom v P, a jeho ko-
reni 1. Vysledkom funkcie FLIPEDGES(7”) je bud farbenie také, ze v P, je prave
jeden maximalny strom alebo sa prevedie vymena farieb dvoch hran taka, ze r’/
prestane byt maximalny korer. Ddlezité je, Ze tato vymena nespdsobi vznik no-
vych maximalnych koreniov v P, a nezmeni maximéalne stromy v P, okrem §S.
Ak funkcia FLIPEDGES najde farbenie také, ze v P, je prave jeden maximalny
strom, funkcia FARBENIEM AXSTROM skonéi. Teda budeme opakovane volaf fun-
kciu FLIPEDGES na maximalne korene, kym nebude v P, prave jeden maximalny
strom.

Teraz uvedieme potrebné znacenie pre popis funkcie FLIPEDGES. Opravené
znaCenie mnozin I() a J() je prevzaté z ¢lankov Béal a Perrin (2013), str. 9
a [Béal a Perrin (2012), str. 8. Zaroven na Obrazku 2.3 je priklad klastru, na
ktorom popisujeme znacenie.

Znacenie 55. Oznacme klastre v P, ako K;,Ks,... K, , kde p;, € N. Pre kazdé
a € {1,2... pr} oznacme C, kruznicu v K, a maximélne korene leziace na C,
tak, ze jeden oznacime r§ a dalSie oznac¢ime po smere orientacie hran na kruznici
C, ako r¢,rg,....rf _, kde I, € NU {0} je pocet maximalnych koretiov v K.
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Na obrazku je jeden klaster, teda p, = 1 a [; = 3. Na obrazku vynechavame
horny index urcujuci klaster.

Ak [, > 1, potom pre 0 < i < [,—1 oznacime I (r¢) mnozinu vrcholov, ktorymi
prechadza najkratm sled v P, z rj do r{, kde j =i —1 mod [ a vrchol r{ nelezi v
I(r{). Neformalne, vrchol ¢ je prvy maximalny koreii na kruznici C, v protismere
orientacie hran od ry.

Pre I, > 1 definujeme mnozinu J(r¢), ktora obsahuje vrcholy, ktorymi pre-
chadza najkratsi sled v P, z rj do 1, kde j = ¢ — 1 mod [ a vrchol r} nelezi v
J(r#).

Ak [, = 1, potom kazda mnozina I(r§), J(r§) obsahuje vSetky vrcholy, ktoré
lezia na kruznici C,.

Na obrazku vrcholy mnoziny I(ry) st vyznacené Sedou farbou (i = 0, j = 2,
l=3)aJ(ro) = {070}

Vrchol s taky, ze existuje hrana (s,a,rf); a jeho potomok je vrchol maximal-
nej hibky, nazyvame mazimdinym synom koretia r¢. Na obrazku r; ma dvoch
maximalnych synov s; a s,.

Vrchol na kruznici C,, z ktorého vedie hrana s farbou « do 7{ oznacime s.
Na obrazku je vyznaceny vrchol sg.

08,
Ore-Ora-Omi® €
O OroeOa i, T

Obrazok 2.3: Znazornené znacenie.

Teraz definujme jednotlivé typy hran, ktoré pouzijeme pri rozbore pripadov vo
funkcii FLIPEDGES so vstupom 7, kde r € {T; =12,k =0,1,...;—1}.
Strom s korenom r oznacme T, klaster so stromom 7" ako K a kruznicu v K ako
C. Kazd4 hrana (¢,8,p); € E, kde B € ¥ a p je vrchol maximélnej hibky stromu
T, je préave jedného z nasledujtcich typov. Hrana je daného typu, ak spliuje jej
podmienky.

e typ 0: t nepatri do K alebo t patri do K, ma kladnd hibku a p nie je
potomkom ¢

e typ 1: [ > 1, t lezi na kruznici C a t ¢ I(r)
e typ 2: 1> 1,t€ I(r) alebo !l =1 at lezi na kruznici C

e typ 3: t # r a zaroven p je potomkom ¢

Funkcia FLIPEDGES(r) najprv zavolda funkciu FINDEDGES(r), ktord vrati
jednu z nasledujucich styroch hodnét.
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(0,e0): €o je hrana typu 0

(1,e1,e2): €1, ez st hrany typov 1 alebo 2 a zéroveii ich koncové vrcholy st
potomkami réznych maximalnych synov

(2,e3): €3 je hrana typu 1 alebo 2 a T' méa préave jedného maximélneho syna

(3,e4): €4 je hrana typu 3, oznacme ¢, za¢iato¢ny vrchol hrany ey, potom
vSetky vrcholy maximéalnej hibky z T st potomkovia ¢,

Funkcia FLIPEDGES(r) na zaklade hodnoty vratenej funkciou FINDEDGES(r)
prevedie vymeny farieb. Predtym nez popiseme ako funguju funkcie FLIPEDGES
a FINDEDGES, vysvetlime ako sa pocita ¢asova zloZitost.

Nasledovné tvrdenia uvadzame ako fakt. Dokaz plynie az z popisu funkcii
FINDEDGES a FLIPEDGES, ktory uvedieme v jednotlivych sekciach.

V pripade, Ze funkcia FINDEDGES vrati hodnotu (0,eq) alebo (1,e1,e2) a jedna
z hrén ej,es je typu 1 alebo (2,e3) a ez je typu 1, potom vysledkom funkcie
FLIPEDGES je prave jeden maximalny strom v P,. V tomto pripade ma casovi
zlozitost O(1), pretoZe sa prevedie jedna vymeny farieb.

V pripadoch (1,e7,e2) a e1,e5 st typu 2 alebo (2,e3) a e3 je typu 2 alebo (3,e4) sa
moZe stat, Zze FLIPEDGES nenajde pozadované farbenie, a teda prevedie vymenu
farieb takd, Ze vstupny maximalny koren prestane byt maximalnym.

Teda predpokladame, Ze v najhorsom pripade FINDEDGES vrati vzdy hodnotu
(1,e1,e2) a eg,e9 sU typu 2 alebo (2,e3) a e3 je typu 2 alebo (3,e4) a FLIPEDGES
urobi vymenu farieb taki, Ze vstupny maximéalny koreri prestane byt maximalny.

Oznacme FE(r) mnozinu hréan takych, Ze koncovy alebo zaciatoény vrchol
hrany patri do maximélneho stromu 7" s korenom r. Potom funkcia FINDED-
GES(r) méa ¢asovu zlozitost O(|E(r)|).

Ozna¢me Sect(r) mnozinu hran takych, Ze koncovy alebo zaciato¢ny vrchol
hrany leZia na strome v P,, ktory ma korefi v mnozine J(r). Casova zloZitost
funkcie FLIPEDGES, ak jej FINDEDGES vrati jednu z hodnot (1,e1,es) a eq,es st
typu 2 alebo (2,e3) a e3 je typu 2 alebo (3,e4), je O(|Sect(r)|) (bez zapocitania
¢asovej zlozitosti funkcie FINDEDGES).

Vysledna ¢asova zlozitost funkcie FARBENIEMAXSTROM je

r/

O (Z (1B + ISect('f")D) +0(1),

kde s¢itame cez vSetky maximélne korene r’ € {7’; =12, .pk;0=0,1,...l;—
1} a O(1) zapocitavame za pripad, kedy funkcia vrati hodnotu (0,ey) alebo
(L,e1,e2) a jedna z hran eq,es je typu 1 alebo (2,e3) a e3 je typu 1. Kazda hranu
sme v najhorsom pripade zapocitali Styrikrat, a teda vysledna casové zlozitost je

O (Z |E(r")| + |Sect(r')\> + O(1) = O(4dn) = O(dn).

Celkovéa ¢asova zlozitost algoritmu SYNCHRONIZUJUCEFARBENIE s vysSie uve-
denym algoritmom FARBENIEMAXSTROM je O((n — k)dn). Teraz popiSeme fun-
kcie FINDEDGES a FLIPEDGES.
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2.4.1 Funkcia FindEdges

Ukézeme ako FINDEDGES hlada pre koren r navratovi hodnotu.

Ozna¢me s1,S9, ...,5,, maximalnych synov r, kde ps; je pocet maximalnych
synov r. Oznacme Ty, strom s koretiom s; v P,, kde i € {1,2,... ps}. Spocitame
pre s; mnozinu hran L, nasledovne. Z kazdého vrcholu p € T, maximéalnej
hibky postupne prechadzame vrcholy cez hrany s farbou a a do vrcholu s;. Pri
prechéadzani vrcholami kontrolujeme, ¢i nevedie z daného vrcholu nejakd hrana
do p. Prehladévanie z vrcholu p ukonc¢ime, ak ndjdeme vrchol, z ktorého vedie
hrana do p alebo sa dostaneme do uz navstiveného vrcholu alebo sme sa dostali
do vrcholu s;. Teraz popiseme ¢o jednotlivé situacie znamenaju.

Ak najdeme (nenavstiveny) vrchol ¢, z ktorého vedie hrana (¢,5;,p); do p,
potom (¢,5,p) s vlozime do L,,. Tato hrana je typu 3. Vymena farieb tejto hrany
a hrany s farbou « z t tj.

(taﬁtap)f (taaat . O[)f

sposobi, ze p uz nemé maximalnu hibku. Vid Obrazok 24 pripad a).

Ak sme sa pri prehladévani dostali do uz navstiveného vrcholu b. Znamené
to, Ze pre nejaky vrchol ¢ maximélnej hibky z T, sme uz pridali do L,, hranu
(t',Br,q) ¢ takl, ze ked vymenime farby tejto hrane a hrane z t' s fabrou « tj.

(tla/Bt/7Q)f (t/,()é,t/ : Oé)f7

vrcholy ¢ a p prestanti mat maximalnu hibku. Vid Obrazok 2.4 pripad b).

Ak sme sa dostali az do s; a ani z s; nevedie hrana do p, potom zo silnej
suvislosti G' plynie, Ze existuje hrana e s koncovym vrcholom p jedného z typov
0, 1 alebo 2. Ak hrana e je typu 0, potom funkcia skon¢i a vrati tito hranu, tj.
hodnotu (0,69 = €). Hranu e hladame pomocou inverznej reprezentacie. Néjdent
hranu pridame do Ly,. Vid Obrazok 2.4 pripad c), kde e = (t”,8,7,p)s je hrana
typu 2.

Toto opakujeme pre kazdé : = 1,2,... [ tj. pre vSetkych maximalnych synov.

eﬂo?;%)

O

2 OO0
@é@%
@000
@\@;Eg
@000

3
e
®
?i@
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K@

\
a) O b) O c) O
Obréazok 2.4: Sedou farbou st vyzna¢ené uz navstivené vrcholy.

Vsetky hrany z mnozin L, sa typu 1, 2 alebo 3.
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Ak existuju dva maximélny synovia s, a s, taky, ze existuja hrany e; z Ls,,
aeyz L, , typu 1 alebo 2, potom FINDEDGES skonci a vrati hodnotu (1,e1,ez).
Podmienka, ze koncové vrcholy hran e;, e; st potomkami réznych maximalnych
synov je splnena.

Inak predpokladajme, Ze existuje len jeden maximalny syn s,,» taky, ze v L,
je hrana ez typu 1 alebo 2. Potom pre ostatné maximélne syny s, hrany v Ly, st
typu 3. Potom pre kazda takato hranu (y,5,,y')s z mnozin Ly, vymenime farby
hrandm

(y76$7y/)f (y,a,y ' Oé)f'

Po tychto vymenach zostane prave jeden maximalny syn s,,» a vratime hodnotu
(2,e3).

Zostava pripad, kedy vSetky hrany v mnozinach L, st typu 3. Potom vsetky
hrany z tychto mnozin vymenime az na jednu, ozna¢me ju es. Oznacme ¢, zacia-
to¢ny vrchol hrany ey, potom vietky vrcholy maximéalnej hibky z nového T st
potomkovia t.. Teda vratime hodnotu (4,e4).

Kazdu hranu zo stromu 7' prejdeme maximalne raz. Z kazdého maximéalneho
vrcholu prejdeme hrany vchadzajice do daného vrcholu maximalne raz pomocou
inverznej reprezentacie. Teda ¢asova zlozitost funkcie FINDEDGES je O(|E(r)]).

2.4.2 Funkcia FlipEdges

Nakoniec popiseme funkciu FLIPEDGES, ktorej vstupom je maximéalny koren
r. Najprv sa zavola funkcia FINDEDGES so vstupom r, ktora vrati jednu zo sty-
roch popisovanych hodnot a pripadne vymeni farby, ¢im zmeni strom 7', ktorého
koren je r. V zavilosti na vratenej hodnote funkcia FLIPEDGES vymeni farby
hrandm. Vysledkom je farbenie také, ze v novom P, je prave jeden maximélny
strom alebo vrchol r nie je maximalnym korenom a nepribudnii nové maximalne
stromy a ostatné maximalne stromy sa nezmenia okrem stromu 7" s koreniom 7.

V pripade, Ze funkcia FINDEDGES vrati hodnotu (0,eq) alebo (1,e1,e2) a jedna
z hran ej,es je typu 1 alebo (2,e3) a e3 je hrana typu 1, funkcia FLIPEDGES ma
Casovu zlozitost O(1). Pretoze sa prevedie len jedna vymena farieb a vieme, Ze
vysledkom je pozadované farbenie.

V pripade hodnot (1,e1,e5) a e1,e3 st typu 2 alebo (2,e3) a hrana e3 je typu 2
alebo (3,e4), funkcia FLIPEDGES ma Casovt zlozitost O(|Sect(r)|). V najhorsom
pripade budeme musiet trikrat znovu zavolat funkciu FLIPEDGES na rovnaky ko-
reii. Pred kazdym volanim aktualizujeme inverznii reprezentaciu, hibky vrcholov
len pre mnozinu vrcholov, ktoré patria do stromu, ktorého koreni je v J(r). Len u
tychto vrcholov sa hibky a inverzné reprezentécie mozu zmenit, po vimene farieb,
ktora prevedie funkcia FLIPEDGES. Z toho plynie zlozitost O(|Sect(r)|). Pripady
kedy volame znovu funkciu FLIPEDGES na dany koren su pripad 1.3.2, 1.3.3.2 a
z so vedie zvizok, pripad 2.2.3.2 a z sy vedie zvizok.

Teraz popiSeme aké vymeny farieb urobi funkcia FLIPEDGES(r) na zdklade
vratenej hodnote funkciou FINDEDGES. Pre jednoduchost budeme predpokladat,
7e r = 1o. Pre ostatné maximalne korene sii vymeny analogické a zrejmé s nasle-
dujticeho popisu.

0. Funkcia FINDEDGES(r) vrati hodnotu (0,eg), kde ey = (to,50,p0) ¢ je typu O.
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Po vymene farieb hranam

(to,50,00) 1 (to,c,0) ,

kde zq je taky vrchol, ze (t9,c,x0)s € E, dostaneme prave jeden maximalny
strom, ktorého koren je r. Na Obrazku to patri do iného klastru ako 7.

a*O\ oy
O Th OO ‘ g
: @ao\ﬁo d

0.5

Obréazok 2.5: Sedou farbou st vyznaéené vrcholy maximalneho stromu, pripad 0.

2 9
/@

1. Funkcia FINDEDGES(r) vrati hodnotu (1,e1,es), kde ey, ey st typu 1 alebo
2, navyse e; = (t1,01,p1) ¢, €2 = (t2,02,p2) s, kde p1, p2 st potomkami réznych
maximalnych synov. Oznac¢me vrcholy 1, x, také, ze (t1,a,21)r,(t2,00,22) 5 € E.

1.1. Ak jedna z hran e; alebo e5 je typu 1. Predpokladajme, Ze e; je typu 1. Pre
es je nasledovna tvaha analogicka. Teda t; lezi na kruznici C' nepatri do
I(r). V mnozine I(r) nutne lezi nejaky maximalny koren. Potom vrcholom
stromu s maximalnym koreriom z I(r) po vymene farieb hran

(t17517p1)f (t17&7x1)f

sa zviicsia hibky. Dostaneme prave jeden maximéalny strom, ktorého koren

je r. Vid Obréazku

QOO 24 GeaOrat)
p &)

Obrézok 2.6: Sedou farbou st vyznacené vrcholy nového maximalneho stromu s
korenom r, pripad 1.1.

1.2. Ak (t1,81,p1)r a (t2,82,p2)f st typu 2 a t; # to. Predpokladajme, ze z 1
je ,blizsie* v smere orientacie hran k vrcholu ¢; ako t5 na kruznici C. Z
toho plynie, Ze vzdy ty # r. Vymenime farby hranam

(tlaﬁlapl)f (tl?a?xl)f'

Oznaéme novy strom 7" s koretiom r v P,. Na obrazkoch st znazornené
Situécie kedy poéet maximélnych koreﬁom v klastre je jedna. Argumenty

.....
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1.2.1. Ak hibka 7" je vi¢Sia ako hibka 7', potom sme dostali prave jeden
maximéalny strom, ktorého korei je r. Vid Obrazok 2.7

M OB

@ o-@ro-Oro-
4

Obrézok 2.7: Sedou farbou st vyznacené vrcholy stromu 77, pripad 1.2.1.

O {}a»@

1.2.2. Ak hibka 7" je mensia alebo rovna hibke 7. Potom vymenime

(t27627p2)f (t27a7x2)7

a teda sme k vrcholu p, maximélnej hibky pripojili vrchol ¢,. Dostali
sme prave jeden maximalny strom, ktorého koren je r. Vid Obra-

zok [2.8].

B2

e, BrOn8
@@ O )

@ /’
(}a»(f 51

Obrézok 2.8: Sedou farbou st vyznacené vrcholy stromu 77, pripad 1.2.2.

1.3. Ak (t1,81,p1)5 & (t2,02,p2)f S0 typu 2 a t; = t5. Oznacme strom T s
koreniom 7 taky, ze obsahuje len vrcholy, ktoré st potomkami sg po vymene
farieb hranam

(t17617p1)f (t17&7x1)f'

Ale vymenu neurobime, len sme oznacili strom. Vrcholy stromu 7j zna-
zornujeme Sedou farbou na obrazkoch.
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hran
(t17617p1)f (tl?a?xl)f

dostaneme prave jeden maximélny strom, ktorého koren je r. Vid

Obréazok 2.9
@, POEROLE D

OO
T @@ O @

Obrazok 2.9: Sedou farbou st vyznacené vrcholy stromu Ty, pripad 1.3.1.

1.3.2. Ak hibka stromu T} je mensia ako hibka 7. Vymenime farby hra-
nam

(t17/817p1)f (tl?a?xl)f'

Potom zavoldme znovu funkciu FLIPEDGES(7). V pripade, Ze fun-
kcia FINDEDGES vrati (1,€],€}) a ziadna hrana z ey, e nie je typu 1,
potom ako hranu ¢/ zvolime ey. Novy strom T, mé rovnaki hibku
ako T, teda pripad 1.3.2 nastane pre dany koremi naviac raz. Vid

Obrézok 2,101
T
) 1 /a

T @fe@re O

«

B2
B1

Obréazok 2.10: Sedou farbou st vyznacené vrcholy stromu Ty, pripad 1.3.2.

1.3.3. Zostava pripad, kedy stromy T, a 7' majt rovnakt hibku.

1.3.3.1. Ak z sy a zaroven z nejakého maximéalneho syna s; vedie
zviizok, teda existuji centrované stavy, sme oSetrili zvIast
v spolo¢nou algoritme. Teda tato situacia nenastane.
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1.3.3.2. Ak z sq vedie zviizok a zo ziadneho maximalneho syna ne-
vedie zvizok. Vymenime farby hranam

(t17/817p1)f (tl?a?xl)f'

Potom zavolame znovu funkciu FLIPEDGES(7). V pripade,
ze funkcia FINDEDGES vrati (1,e],e5) a ziadna hrana z
e1,e2 nie je typu 1, potom ako hranu €} zvolime e;. Potom
novy strom 7y méa rovnaki hlbku ako 7 a z nového s
nevedie zvizok. Teda pripad nastane pre dany maximalny
koren najviac raz. Vid Obrazok 2111

Obréazok 2.11: Z s, vedie zvizok a zo ziadneho maximalneho syna nevedie zvizok,
pripad 1.3.3.2.

1.3.3.3. Ak z 50 nevedie zvizok. Teda nech (s¢,50,90) s je hrana taka,
7e qo # r pre nejaké Gy € 2.
Ak ¢o nepatri do klastru K, potom vymenou farieb hranam

(sﬂaﬂoaqO)f (So,Oz,T‘)f

sa hlbky vrcholov stromu 7' zvic§ia. Oznac¢me korefi Tq
stromu, do ktorého patri ¢y. Dostaneme prave jeden maxi-
malny strom, ktorého koreii je r,. Vid Obréazok 2.12]

Bo=" —

D S Oxa D) , .
O T e Q

§ @@ Oe® S
T2 = @a xgi / *O‘OMG

B2
B1

Obréazok 2.12: Vrchol qq nepatri do klastru K, pripad 1.3.3.3.
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Ak ¢y patri do klastru K, ma kladnd hibku a nelezi na
strome 7', potom vymenou farieb hranam

(507607(]0)f (5070[7T)f

sa hlbky vrchol stromu T zvicsia. Oznaéme r, strom, do
ktorého patri ¢p. Dostaneme prave jeden maximéalny strom,
ktorého koren je r,. Vid Obréazok 2.13

Obréazok 2.13: Vrchol ¢q patri do klastru K, mé kladnt hibku a neleZi na strom

T, pripad 1.3.3.3.

Ak ¢y patri do klastru K a mé nulovi hibku, potom vy-
menou farieb hranam

(507/807q0)f (So,OZ,T)f

sa hibky vrchol stromu 7' zvicSia. Dostaneme prave jeden
maximéalny strom, ktorého koreii je qo. Vid Obrazok 2.14]

e0ns

_@ @“ @O

B2
B1

Obrazok 2.14: Vrchol ¢y patri do klastru K a mé nulovi hibku, pripad 1.3.3.3.
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Ak qo patri do T', urobime vymenu farieb hranam

(807607QO)f (807O[7T)f'
Ak qo je potomkom s;, potom navySe vymenime farby hra-
nam
(t2,02,p2) s (t2,a,m9 =ty - ).

V pripade, ze gy nie je potomkom s;, potom vymenime
farby hranam

(t17/827p1)f (tl?a?xl)f'

Dostaneme prave jeden maximalny strom, ktorého koren

je r. Vid Obrazok 215

@a*%}w@

«

Obrazok 2.15: Vrchol qq patri do T a o je potomkom sy, pripad 1.3.3.3.

2. Funkcia FINDEDGES(7) vrati hodnotu (2,e3), kde e3 = (¢3,03,p3)f je typu 1
alebo 2 a zaroven strom 7" mé jedného maximélneho syna s;. Ozna¢me vrchol
xg taky, ze (t3,a,23)r € E tj. 3 = a3 - a.

2.1. Ak hrana (t3,03,p3)s je typu 1 tj. t3 ¢ I(r). V mnozine I(r) nutne lez
nejaky maximalny koren. Potom vrcholom stromu s maximalnym korefiom
z I(r), po vymene farieb hrandm

(t37/837p3)f (t3,0[,l‘3)f,

.....

je r. Vid Obréazok 210

000 .00
e
‘a-@l\__ﬂg,/

Obrézok 2.16: Sedou farbou st vyznacené vrcholy maximéalne stromu po vymene,
pripad 2.1.
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2.2. Ak hrana (t3,03,p3) je typu 2. Oznacme strom s koretiom 7 ako Tp, ktory
vznikne P, po vymene farieb hranam

(t3,03,03) ¢ (t3,00,x3)

a obsahuje len potomkov vrcholu sg. Ale vymenu neprevedieme, len sme
oznacili strom Tj. Vrcholy stromu 7Tj st oznacené sedou farbou na obraz-
koch.

2.2.1. Ak hibka stromu T} je viicsia ako hibka T', potom vymenou farieb
hranam

(t3,03,03) ¢ (t3,0,x3)

dostaneme prave jeden maximélny strom, ktorého koreni je r. Vid

Obrazok 217

Obrazok 2.17: Sedou farbou st vyznacené vrcholy stromu Ty, pripad 2.2.1.

2.2.2. Ak hibka stromu 7}, je mensia ako hlbka T, prevediem vymenu
farieb hranam

(t37637p3)f (t3,&,$3)f.

Vymenou farieb tychto hran r prestane byt maximélnym koreriom v
P, a nevznikne novy maximalny strom, ostatné maximalne stromy
okrem T sa nezmenili. Vid Obrazok 2.I8.

Obréazok 2.18: Sedou farbou st vyznacené vrcholy stromu Ty, pripad 2.2.2.

2.2.3. Ak hibky stromov T, a T st rovnaké, pouzijeme rovnaky postup
argumentacie ako v bode 1.3.3:

2.2.3.1. Ak z sg a s; vedie zviizok, potom mame centrované stavy.
Tento pripad sme oSetrili v zvlast v spolo¢nom algoritme.
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2.2.3.2. Ak z sg vedie zvizok a z s; nevedie zvizok. Vymenime
farby hranam

(t37637p3)f (t3,&,$3)f.

Vymenou sme previedli na pripad, kedy z nového sy neve-
die zvézok a zavolame funkciu FLIPEDGES(r) znovu. Novy
ro ma prave jedného maximalneho syna. Tento pripad na-
stene len zrejme raz pocas volania FLIPEDGES(7). Vid Ob-
razok 2,19

Obrazok 2.19: Pripad 2.2.3.2.

2.2.3.3. Ak z s¢ nevedie zvizok. Potom nech (s¢,5,q0)s je hrana,
kde gy # r. Rozoberieme pripady kam patri ¢o. Ak go ne-
patri do klastra K vymenime farby hranym

(507607(]0)f (5070[7T)f'

Oznac¢me koreni r, stromu, do ktorého patri vrchol gy. Po-
tom dostaneme prave jeden maximalny strom, ktorého ko-

ren je r,. Vid Obréazok 2.200

Obrazok 2.20: Vrchol ¢ nepatri do klastra K, pripad 2.2.3.3.

Ak ¢o patri do klastru K a ma hibku 0. Vymenime farby
hrandm

(507/807q0)f (So,O[,T)f.

Dostaneme prave jeden maximalny strom, ktorého koren

je qo. Vid Obréazok 2211

96



Obrazok 2.21: Vrchol ¢y patri do klastru K a ma hibku 0, pripad 2.2.3.3.

Ak gy patri do stromu T a p3 nie je potomkom ¢q, vyme-
nime farby hranym

(307/807q0)f (8070[774)]"'

A este prevediem jednu vymenu farieb hranam

(t37637p3)f (tg,O[,l’?,)f.

Potom dostaneme v prave jeden maximalny strom, ktorého

koren je r. Vid Obréazok 2.22

RN

4

@ :

OraOra-Oroly | " Gea-Ora

7

Obrazok 2.22: Vrchol ¢y patri do stromu 7" a nevedie orientovany sled z ¢y do s;
v P, a zaroven qo # o, pripad 2.2.3.3.

Ak gy patri do klastra K a ps je potomkom ¢y, vymenime
farby hranam

(307607(]0)f (SOvavT)f'

Touto vymenou r prestane byt maximalnym korefiom v

P,. Vid Obrézok 2.23]

Obrazok 2.23: Vrchol ¢y patri do klastra K, vedie orientovany sled z qo do s; v
P, alebo ¢y = sy, pripad 2.2.3.3.
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3. Funkcia FINDEDGES(7) vrati hodnotu (3,e4). Hrana eq = (t4,54,p4)r je typu 3
a vietky vrcholy maximalnej hibky z T st potomkovia t,. Ozna¢me x4 vrchol
taky, ze (t4,,24)f € E. Vymenime farby hranam

(t47647p4)f (t4,0[,$’4)f.

Po vymene tejto dvojice hran vrchol r prestane byt maximalnym vrcholom.
Vid Obrazok 2.241

w«;aﬂ(}“@
8OO L

OeOeOeQ ! O G

a

@

Q/

Obrazok 2.24: Pripad 3.
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Z.aver

Najprv sme v prvej kapitole ukézali Trahtmanov dokaz Problému farbenia
cesty. Ukazali sme Béalovej a Perrinov dokaz existencie k-synchronizujtceho pre
obecny stavovy graf. V druhej kapitole sme popisali hlavné myslienky troch al-
goritmom, ktoré hladaju k-synchronizujice farbenie. Prvy je priamodciarou apli-
kéciou dokazu Tvrdenia {1 's asovou zlozitostou O((n — k)dn?). Druhy je Traht-
manova redukcia a treti je Béalovej a Perrinov algoritmus s ¢asovou zlozitostou
O((n — k)dn). Na zaver uvedme, ze v nedavno publikovanom ¢lanku Berlinkov
(2013), ktory prebieha opravami, je dokaz, Ze ndhodny automat s velkou pravde-
podobnostou mé synchronizujice slovo.

So synchronizaciou automatov stvisi otvereny problém tzv. Cerného hypotéza.
Ak automat s m stavmi ma synchronizujice slovo, potom ma synchronizujice
slovo s dlzkou < (n —1)2. Ako povod zadania sa uvadza (Cerny (1964), ale ¢ldnok
neobsahuje presné znenie.
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