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Chtěla bych poděkovat svému vedoućımu, doc. RNDr. Danielu Hlubinkovi, Ph.D.
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rochodovo vnořeńı a jeho použit́ı při dokazováńı klasické centrálńı limitńı věty.
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principle and the distribution of maxima of paths in the case of a random walk
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1.2 Invariantńı transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Seznam použitých symbol̊u

N množina přirozených č́ısel

N0 množina nezáporných celých č́ısel

Q množina racionálńıch č́ısel

R množina reálných č́ısel

AC komplement množiny A

L2[0,1] lebesgue̊uv L2 prostor na uzavřeném intervalu [0,1]

〈h,g〉 skalárńı součin funkćı h a g v prostoru L2[0,1]

1[a,b](x) indikátorová funkce intervalu [a,b] v proměnné x

C[0,1] prostor spojitých funkćı na intervalu [0,1]

E (τ) středńı hodnota náhodné veličiny τ

var(X) rozptyl náhodné veličiny X

P(A|B) podmı́něná pravděpodobnost jevu A vzhledem k B

E (X|B) podmı́něná středńı hodnota náhodné veličiny X za
podmı́nky B

Cov(XsXt) kovariančńı funkce náhodného procesu Xt

N(0, t) normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a rozpty-
lem t

X ∼ N(0, t) náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s nulovou
středńı hodnotou a rozptylem t

Φ(x) distribučńı funkce normálńıho rozděleńı s nulovou
středńı hodnotou a jednotkovým rozptylem

V
(1)
f (t) variace funkce f

V (2)(t) kvadratická variace

h ↓ 0 h konverguje seshora k nule
D−→ konverguje v distribuci
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Úvod

Wiener̊uv proces je náhodný proces, který má centrálńı postaveńı mezi spo-
jitými náhodnými procesy. Za matematizaci a d̊ukaz existence Wienerova procesu
vděč́ıme americkému matematikovi Norbertu Wieneru. Nejedná se však o ryze te-
oretický př́ıklad, p̊uvod Wienerova procesu totiž tkv́ı v biologických pozorováńıch
Roberta Browna, z fyzikálńıho hlediska se o něj zaj́ımal Albert Einstein a z fi-
nančńıho hlediska Louis Bachelier. Myšlenka Wienerova procesu se totiž využ́ıvá
jak v daľśım rozvoji teorie (např́ıklad při definováńı Wienerovy mı́ry a Wienerova
prostoru) tak i v praxi (např́ıklad ve finančnictv́ı: výpočet ceny opce).

V této práci se zaměřujeme na konkrétńı aspekt Wienerova procesu: jeho tra-
jektorie. Ćılem je zjistit, jak se tyto trajektorie chovaj́ı z analytického hlediska,
prezentovat daľśı zaj́ımavé vlastnosti a uplatnit je při řešeńı r̊uzných problému.

V úvodńı kapitole zadefinujeme Wiener̊uv proces a provedeme jeho konstrukci
pomoćı úplné ortonormálńı posloupnosti funkćı a Parsevalovy rovnosti. Zmı́něnou
konstrukci pak využijeme k dokazováńı existence Wienerova procesu a některých
jeho analytických vlastnost́ı. V prvńı kapitole také uvedeme některé invariantńı
transformace Wienerova procesu.

V druhé kapitole uvedeme analytické vlastnosti trajektoríı Wienerova pro-
cesu. Přestože se nejedná o umělý př́ıklad, jsou to často specifické vlastnosti.
Např́ıklad pro trajektorie skoro jistě plat́ı, že nejsou diferencovatelné v žádném
bodě, na žádném intervalu nejsou monotónńı a nemaj́ı konečnou variaci. V této
kapitole jsou také prezentované autorem samostatně řešené problémy týkaj́ıćı se
lokálńıch extrému a nulových bod̊u trajektoríı.

Ve třet́ı kapitole zadefinujeme náhodnou procházku a ukážeme na ńı vlastnosti,
které má s Wienerovým procesem společné. Jedná se např́ıklad o princip reflexe a
rozděleńı maxima trajektoríı. Jako spojovaćı můstek mezi Wienerovým procesem
a náhodnou procházkou použijeme Donsker̊uv princip invariance.

Ve čtvrté kapitole využijeme znalost́ı z předchoźı kapitoly a v samostatně
řešeném problému rozš́ı̌ŕıme d̊ukaz Skorochodovy věty o vnořeńı z náhodné veličiny,
která nabývá jen konečně mnoha hodnot, na obecnou náhodnou veličinu. Ukážeme,
že Skorochodová věta má mnoho aplikaćı na daľśım samostatně řešeném problému.
V daném problému dokážeme klasickou centrálńı limitńı větu s pomoci věty o
vnořeńı náhodné procházky do Wienerova procesu.

Nakonec na základě úvodńı kapitoly a konstrukce Wienerova procesu prove-
deme simulaci Wienerova procesu. Využijeme zmı́něnou simulaci a ilustrujeme
některé vlastnosti trajektoríı na grafu.
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1. Existence a základńı vlastnosti

1.1 Konstrukce Wienerova procesu

Základńı pojem z teorie pravděpodobnosti, kterým se zabýváme v této ba-
kalářské práci, je náhodný proces a jeho trajektorie.

Definice 1.1.
Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor, necht’ T ⊂ R. Kolekce náhodných
veličin {Xt, t ∈ T} definovaných na (Ω,A,P) se nazývá náhodný proces. Pro
pevné ω ∈ Ω, je Xt = Xt(ω) reálná funkce proměnné t, které ř́ıkáme trajektorie
náhodného procesu {Xt}.

Podobně jako má náhodná veličina s normálńım rozděleńım výsadńı posta-
veńı mezi náhodnými veličinami, má Wiener̊uv proces centrálńı postaveńı mezi
spojitými náhodnými procesy. Uvedeme nyńı jeho definici.

Definice 1.2.
Standardńı Wiener̊uv proces na intervalu [0,T ), T ∈ R ∪ {∞}, je náhodný proces
{Wt : 0 ≤ t < T} na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P) definovaný
následuj́ıćımi vlastnostmi:

(i) W0 = 0,

(ii) př́ır̊ustky Wt jsou nezávislé, což znamená, že pro libovolnou množinu čas̊u
0 ≤ t1 < t2 < ... < tn < T plat́ı, že náhodné veličiny Wt2 −Wt1 ,
Wt3 −Wt2 , ...,Wtn −Wtn−1 jsou nezávislé,

(iii) pro libovolnou dvojici 0 ≤ s ≤ t < T plat́ı, že př́ır̊ustek Wt−Ws je náhodná
veličina s normálńım rozděleńım s nulovou středńı hodnotou a rozptylem
(t − s). Z této vlastnosti taky vyplývá, že pro všechna t ∈ [0,T ) náhodná
veličina Wt má normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a rozptylem
t, protože Wt = Wt −W0,

(iv) existuje množina A ⊂ A taková, že P(A) = 1 a zároveň pro každé ω ∈ A :
Wt(ω) je spojitá funkce t. Tedy trajektorie Wienerova procesu jsou skoro
jistě spojité.

Existence náhodného procesu, který splňuje definici Wienerova procesu, je
dokázána v knize [1] pomoćı vhodné reprezentace. Tuto konstrukci poṕı̌seme
podrobněji, jelikož budeme jej́ı d́ılč́ı výsledky potřebovat při dokazováńı ana-
lytických vlastnost́ı trajektorie Wienerova procesu a při simulaci trajektorie Wi-
enerova procesu.

Lemma 1.1. Uvažujme následuj́ıćı funkci h ∈ L2[0,1], pro kterou plat́ı:

h(t) =


1 0 ≤ t < 1

2
,

−1 1
2
≤ t ≤ 1,

0 jinak.
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Definujeme posloupnost funkćı {n}, pomoćı p̊uvodńı funkce h následuj́ıćım zp̊usobem:
hn(t) = 2j/2h(2jt− k), kde n = 2j + k, j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j, dodefinujeme funkci
h0(t) = 1. Zmı́něná posloupnost hn je úplná ortonormálńı posloupnost v prostoru
L2[0,1].

D̊ukaz.

〈hn,hn〉 =

∫ 1

0

h2n(t)dt =

∫ k+1

2j

k

2j

2jdt = 1

〈hn,hm〉 =

∫ 1

0

hn(t)hm(t)dt = 0

Indikátorové funkce interval̊u tvaru
[
k
2j
,k+1

2j

]
lež́ı (až na množiny mı́ry nula) v

lineárńım obalu posloupnosti {hn} a jsou husté v prostoru L2[0,1]. 1 Tud́ıž i
lineárńı obal posloupnost́ı funkćı hn je hustý v prostoru L2[0,1].

�

Poznámka. 1.1. Integrál z funkce hn se dá vyjádřit pomoćı funkce gn, která se kon-
struuje podobně jako hn. Na začátku máme funkci g(s), definovanou následuj́ıćım
zp̊usobem:

g(s) =


2s 0 ≤ s < 1

2
,

2(1− s) 1
2
≤ s ≤ 1,

0 jinak

Potom označ́ıme gn(s) = g(2js − k) pro n ≥ 1 a g0(s) = s. Přičemž j je
určeno stejně jako v lemmatu 1.1 v závislosti na n. Pro integrál z funkce hn
plat́ı

∫ s
0
hn(t)dt = λngn(s), kde λn = 1

2
2−j/2. V posledńı kapitole této práce na

obrázku 5.1 je pro názornost zobrazeno prvńıch sedm funkćı z posloupnosti gn.
Funkce gn budeme využ́ıvat jako základńı stavebńı kameny pro konstrukci Wie-
nerova procesu. Jelikož Wiener̊uv proces je náhodný proces, budeme potřebovat
k deterministickým funkćım přidat ještě prvek náhody ve tvaru posloupnosti
nezávislých náhodných veličin Zn s normálńım rozděleńım. V následuj́ıćım lem-
matu dokážeme, že tato posloupnost je v jistém smyslu omezená, čehož využijeme
při dokazováńı existence Wienerova procesu a jeho α− hölderovskosti.

Lemma 1.2. Necht’ je {Zn : 0 ≤ n < ∞} posloupnost nezávislých náhodných
veličin s normálńım rozděleńım s nulovou středńı hodnotou a jednotkovým roz-
ptylem. Pak existuje náhodná veličina C taková, že |Zn| ≤ C

√
log n pro všechna

n ≥ 2 a zároveň P (C <∞) = 1.

D̊ukaz. Necht’ x ≥ 1, pak plat́ı

P(|Zn| ≥ x) =
2√
2π

∫ ∞
x

e−
v2

2 dv ≤
√

2

π

∫ ∞
0

ve−
v2

2 dv = e−
x2

2

√
2

π
,

tedy pro libovolné α > 1 plat́ı

P
(
|Zn| ≥

√
α log n

)
≤ n−α

√
2

π
.

1Tuto informaci čerpáme z knihy [1].
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Jelikož pro libovolné α > 1 je
∑∞

n=1 n
−α
√

2
π
< ∞ a náhodné veličiny Zn jsou

nezávislé, podle Borelova-Cantelliho lemmatu plat́ı

P
(
|Zn| ≥

√
2α log n pro nekonečně mnoho n

)
= 0,

tedy

P

(
|Zn|√
log n

≥
√

2α jen pro n ∈ K kde K je konečná podmnožina N
)

= 1,

t́ım pádem s pravděpodobnost́ı 1 plat́ı

max
n∈K

|Zn|√
log n

= sup
n≥2

|Zn|√
log n

= M <∞.

Tedy náhodná veličina definovaná předpisem

C := sup
n≥2

|Zn|√
log n

splňuje |Zn| ≤ C
√

log n pro n ≥ 2 a zároveň P(C <∞) = 1.
�

Poznámka. 1.2. Následuj́ıćı vlastnost náhodných proces̊u se využ́ıvá při klasifi-
kaci náhodných proces̊u a při zkoumáńı jejich daľśıch vlastnost́ı. My ji budeme
využ́ıvat v d̊ukazu věty o existenci Wienerova procesu a ve větě o invariantńıch
transformaćıch Wienerova procesu.

Definice 1.3.
Náhodný proces {Xt : t ≥ 0} se nazývá gaussovský, pokud pro libovolná
0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn má náhodný vektor (Xt1 ,...,Xtn) normálńı rozděleńı.

Věta 1.3. Necht’ {Zn, n ∈ N0}} je posloupnost nezávislých náhodných veličin s
normálńım rozděleńım, nulovou středńı hodnotou a jednotkovým rozptylem. Pak
nekonečná suma

∞∑
n=0

Zn

∫ t

0

hn(s)ds =
∞∑
n=0

Znλngn(t) = Xt

na intervalu [0,1] skoro jistě stejnoměrně konverguje. Nav́ıc kolekce náhodných
veličin {Xt : 0 ≤ t ≤ 1} tvoř́ı standardńı Wiener̊uv proces na intervalu [0,1]. Tedy
náhodný proces, který splňuje všechny čtyři vlastnosti z definice 1.2, existuje (pro
T = 1).

D̊ukaz. Důkaz zde uvedeme pouze náznakově, kompletńı provedeńı se dá naj́ıt v
knize [1].
1) Nejdř́ıv se s použit́ım lemmatu 1.2 dokáže, že suma

∑∞
n=0 Znλngn(t) skoro

jistě stejnoměrně konverguje na [0,1], tedy trajektorie procesu Xt jsou skoro jistě
spojité.
2) Dále se dokáže, že kovariančńı funkce procesu {Xt : 0 ≤ t ≤ 1} je taková,
jakou by měl mı́t standardńı Wiener̊uv proces, tedy

Cov(Xs,Xt) = min(s,t) ∀ 0 ≤ s, t ≤ 1.
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Tady se využije lemmatu 1.1 a poznámky 1.1, jelikož

E (XsXt) = E

(
∞∑
n=0

λnZngn(s)
∞∑
m=0

λmZmgm(t)

)
=

=
∞∑
n=0

λngn(s)λngn(t) =
∞∑
n=0

∫ s

0

hn(u)du

∫ t

0

hn(u)du

a podle Parsevalovy rovnosti (kterou můžeme použ́ıt, jelikož posloupnost funkćı
hn je podle lemmatu 1.1 úplná a ortonormálńı)∫ 1

0

f(x)g(x) =
∞∑
n=0

〈f, hn〉〈g, hn〉

pro f(x) = 1[0,s](x) a g(x) = 1[0,t](x) plat́ı

∞∑
n=0

∫ s

0

hn(u)du

∫ t

0

hn(u)du = min(s,t).

(3) Daľśım krokem je pomoćı teorie charakteristických funkćı dokázat, že Xt je
gaussovský proces.
(4) Na závěr se dokáže, že každý gaussovský proces, splňuj́ıćı E (Xt) = 0 a
Cov(Xs,Xt) = min(s,t), má nezávislé př́ır̊ustky. Jelikož z bodu 1) v́ıme, že Xt je
spojitý proces, Xt odpov́ıdá definici Wienerova procesu (prvńı vlastnost, W0 = 0,
plyne z toho, že gn(0) = 0 pro každé n). Tedy Wiener̊uv proces existuje.

�

Poznámka. 1.3. Wiener̊uv proces se dá z omezeného intervalu [0,1] rozš́ı̌rit na
neomezený [0,∞) tak, že

”
sleṕıme“ spočetně mnoho nezávislých Wienerových

proces̊u z [0,1]. Každý následuj́ıćı úsek začneme tam, kde předchoźı skončil (mı́sto

v nule). Tedy pro každé 1 ≤ n <∞ vezmeme nezávislý Wiener̊uv proces W
(n)
t na

intervalu [0,1] a dodefinujeme Wiener̊uv proces na intervalu [1,∞) jako

Wt =
n∑
k=1

W
(k)
1 +W

(n+1)
t−n , t ∈ [n, n+ 1), n ∈ N.

1.2 Invariantńı transformace

Wiener̊uv proces je stabilńı z hlediska určitých transformaćı, které jsou často
užitečné při dokazováńı vlastnost́ı trajektoríı Wienerova procesu. V této kapitole
budeme čerpat z knihy [2].

Tvrzeńı 1.4. (invariantńı transformace Wienerova procesu)
Náhodný proces {Xt : 0 ≤ t <∞}, definovaný předpisem

Xt =
1√
a
Wat, t ≥ 0 (1)
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pro nějaké a > 0
a náhodný proces {Yt : 0 ≤ t <∞}, definovaný

Yt =

{
0 pro t = 0,

tW 1
t
, pro t > 0,

(2)

jsou zase standardńı Wienerovy procesy na intervalu [0,∞).

D̊ukaz.
(1) Plat́ı X0 = 1/

√
aW0 = 0.

Necht’ 0 ≤ t1 < ... < tn <∞ je libovolná uspořádaná n-tice čas̊u. Náhodné veličiny
1√
a
(Wat2 − Wat1), ...,

1√
a
(Watn − Watn−1) jsou nezávislé, jelikož na konstantě 1√

a

nezálež́ı a (Ws2−Ws1), ..., (Wsn−Wsn−1) jsou nezávislé náhodné veličiny (sk := atk).
Pro každé 0 ≤ s ≤ t <∞ náhodná veličina (Wat−Was) má rozděleńı N(0, at−as),
tedy náhodná veličina Xt −Xs má rozděleńı N(0, t− s).
Necht’ t konverguje k s. Pak z vlastnosti (iv) Wienerova procesu a aritmetiky
limit v́ıme, že 1√

a
Wat konverguje k 1√

a
Was skoro jistě. Tedy trajektorie procesu

Xt je skoro jistě spojitá.
(2) Wiener̊uv proces je gaussovský (viz bod 3) v d̊ukazu věty 1.3), tud́ıž libo-

volný konečněrozměrný náhodný vektor
(
W 1

t1

, ...,W 1
tn

)
má normálńı rozděleńı.

Náhodný vektor Yt1 , ...,Ytn je lineárńı kombinaćı náhodného vektoru
(
W 1

t1

, ...,W 1
tn

)
a tedy má také normálńı rozděleńı. Z toho plyne, že Yt je také gaussovský proces.

sE Yt = E tW 1
t

= tE W 1
t

= 0,

Cov(Yt,Ys) = E (Yt − E Yt)(Ys − E Ys) = E YtYs = E tW 1
t
sW 1

s
=

= stCov(W 1
t
,W 1

s
) = min(s,t) max(s,t)

1

max(s,t)
= min(s,t).

Tud́ıž (viz bod 4) z d̊ukazu věty 1.3) náhodný proces Yt má nezávislé př́ır̊ustky.
Yt je skoro jistě spojitý pro t ∈ (0,∞). Jelikož množina racionálńıch č́ısel je
spočetná, rozděleńı procesu Yt na racionálńıch č́ıslech je stejné jako u Wienerova
procesu, proto skoro jistě plat́ı

lim
t→0,t∈Q

Yt = 0.

A jelikož je náhodný proces Yt skoro jistě spojitý pro t ∈ (0,∞), plat́ı

Y0 = 0 = lim
t→0,t∈Q

Yt = lim
t→0

Yt skoro jistě.

Tedy Yt je skoro jistě spojitý na [0,∞) a Y0 = 0, tud́ıž se jedná o Wiener̊uv
proces.

�
Toto tvrzeńı má jeden velmi př́ımočarý d̊usledek:

Důsledek. (zákon velkých č́ısel pro Wiener̊uv proces)
Necht’ {Wt, t ≥ 0} je Wiener̊uv proces, pak

lim
t→∞

Wt

t
= 0.
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D̊ukaz. využijeme druhou část tvrzeńı 1.4 :

lim
t→∞

Wt

t
= lim

s→0
sW 1

s
= lim

s→0
Ys = Y0 = 0.

�
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2. Analytické vlastnosti

Přestože jsou trajektorie Wienerova procesu skoro jistě spojité, co se týče
ostatńıch analytických vlastnost́ı, často tak př́ımočaré nejsou.

2.1 Monotónie

Následuj́ıćı kapitola čerpá z knihy [2] a zkoumáme v ńı, jestli je Wiener̊uv
proces na nějakém intervalu monotónńı.

Věta 2.1. Wiener̊uv proces skoro jistě neńı monotónńı na libovolném intervalu
[a,b], 0 < a < b <∞.

D̊ukaz. Zafixujeme interval [a,b]. Je-li funkce f(t) = Wt(ω) monotónńı na inter-
valu [a,b] (bez újmy na obecnosti předpokládáme, že je funkce f(t) rostoućı), pro
každé s, t taková, že a ≤ s ≤ t ≤ b, plat́ı f(s) ≤ f(t).
Vybereme si děĺıćı body a = d0 ≤ d2 ≤ ... ≤ dn = b a rozděĺıme interval
[a,b] = [d0,dn] na n interval̊u [dj,dj+1]. Jelikož f(t) je rostoućı na [a,b], muśı
být každý př́ır̊ustek f(dj+1) − f(dj) pro 0 ≤ j ≤ n − 1 nezáporný. Jelikož jsou
př́ır̊ustky Wienerova procesu nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım
s nulovou středńı hodnotou (tud́ıž jejich rozděleńı je symetrické kolem 0), muśı
platit

P (f(dj+1)− f(dj) ≥ 0 pro každé 0 ≤ j ≤ n− 1) =

= [P(f(dj+1)− f(dj) ≥ 0)]n = 2−n

Konverguje-li n k nekonečnu, vid́ıme, že

P(f(dj+1)− f(dj) > 0 pro každé 0 ≤ j ≤ n− 1) = 0.

Tedy i P( funkce f(t) je monotónńı na intervalu [a,b]) = 0.
Uvažujeme intervaly, které maj́ı jako koncové body racionálńı č́ısla. Takových
interval̊u je spočetně mnoho, proto i

P (f(t) je monotónńı na nějakém intervalu s racionálńımi koncovými body ) ≤
≤
∑
z,k∈Q

P(f(t) je monotónńı na intervalu [z,k]) = 0.

Jelikož každý interval obsahuje nedegenerovaný interval s racionálńımi koncovými
body, plat́ı tvrzeńı věty, tedy

P (f(t) je monotónńı na nějakém intervalu [a,b]) = 0.

�

2.2 Hölderovskost

V této kapitole se pod́ıváme na to, pro která α ∈ (0,1) je trajektorie Wienerova
procesu skoro jistě α-hölderovská, přitom čerpáme z knihy [1].
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Posloupnost funkćı {gn} popsaná v poznámce 1.1 tvoř́ı bázi pro množinu spo-
jitých funkćı na intervalu [0,1]. Tedy pro libovolnou funkci f ∈ C([0,1]) existuje
jednoznačně určená posloupnost koeficient̊u {cn} takových, že

f(t) = f(0) +
∞∑
n=0

cngn(t),

přičemž konvergence sumy je stejnoměrná.

Definice 2.1.
Řekneme, že funkce f : [a,b]→ R je α-hölderovská pro α ∈ (0,1), pokud existuje
taková konstanta c > 0, že pro každé a < s < t < b plat́ı:

|f(t)− f(s)| ≤ c|t− s|α.

Lemma 2.2. Necht’ pro funkci f ∈ C([0,1]) plat́ı, že f(t) = f(0)+
∑∞

n=0 cngn(t).
Jsou-li všechny koeficienty omezené hodnotou 2−αj, tj. plat́ı-li pro každé n ≥ 0

|cn| ≤ 2−αj kde n = 2j + k, 0 ≤ j, 0 ≤ k < 2j,

funkce f je α-hölderovská na [0,∞).

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı je možné nalézt v knize [1]
�

Věta 2.3. Pro libovolné 0 < α < 1/2 jsou trajektorie Wienerova procesu Wt

skoro jistě α-hölderovské funkce na intervalu [0,∞).

D̊ukaz. Z věty o existenci Wienerova procesu 1.3 v́ıme, že se Wiener̊uv proces dá
vyjádřit jako

Wt =
∞∑
n=0

λnZngn(t) = W0 +
∞∑
n=0

λnZngn(t).

Přičemž Zn jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım, nulovou
středńı hodnotou a jednotkovým rozptylem. O Zn z lemmatu 1.2 v́ıme, že existuje
náhodná veličina C taková, že

|Zn| ≤ C
√

log n pro n ≥ 2 a P(C <∞) = 1.

Jelikož n = 2j + k a 0 ≤ k < 2j, plat́ı, že
√

log n ≤
√
j + 1. Tedy

|cn| ≤
1

2
2−j/2|Zn| ≤

1

2
C2−j/2

√
j + 1,

přičemž 1
2
C je s pravděpodobnost́ı 1 omezené, výraz 2j(α−

1
2
) jde k nule s ros-

toućım j (a tedy i s rostoućım n). Tud́ıž existuje množina A ∈ A taková, že
P(A) = 1 a pro každé ω ∈ A existuje n0(ω) ∈ N. Přitom pro každé n ≥ n0(ω)

plat́ı, že 1
2
C2αj−

1
2
j
√
j + 1 ≤ 1. T́ım pádem pro všechna n ≥ n0(ω) plat́ı, že

1
2
2−j/2C

√
j + 1 ≤ 2−αj. Pro funkci

ft(ω) = W0(ω) +
∞∑

n=n0(ω)

λnZngn(t)
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můžeme tedy použ́ıt lemma 2.2, jelikož koeficienty |cn| = λnZn = 1
2
2−j/2Zn jsou

menš́ı než 2−αj pro všechna n a α ∈ (0,1/2). T́ım pádem f1(t) je skoro jistě
α− hölderovská pro libovolné α ∈ (0,1/2)

Funkce qt(ω) =
∑n0(ω)−1

n=0 λnZngn(t) je také skoro jistě α − hölderovská pro libo-
volné α ∈ (0,1/2), protože se jedná o konečný součet lineárńıch funkćı.
A jelikož Wt(ω) = ft(ω) + qt(ω), jsou trajektorie Wienerova procesu také skoro
jistě α− hölderovské pro libovolné α ∈ (0,1/2).

�

2.3 Diferencovatelnost

Následuj́ıćı kapitola čerpá z knih [1] a [2]. Zkoumáme v ńı, zda jsou trajektorie
Wienerova procesu diferencovatelné.
Za zmı́nku stoj́ı, že pro α > 1

2
už neńı d̊ukaz věty 2.3 z předchoźı kapitoly

použitelný. V jistém smyslu je tento d̊ukaz optimálńı, protože jak ukazuje následuj́ıćı
lemma, pro α > 1

2
trajektorie Wienerova procesu skoro jistě nejsou α- hölderovské.

Lemma 2.4. Označme

G(α,c,ε) = {ω ∈ Ω : ∃s ∈ [0,1], |Wt(ω)−Ws(ω)| ≤ c|t− s|α ∀ |t− s| ≤ ε}.

Pokud je α > 1
2
, P(G(α,c,ε)) = 0 pro každé 0 < c <∞ a ε > 0.

D̊ukaz. Rozděĺıme interval [0,1] na n interval̊u
[
k
n
,k+1
n

]
, 0 ≤ k < n. Nejdř́ıve

zafixujeme č́ıslo m ∈ N a pro n ≥ m definujeme náhodnou veličinu

X(n,k) = max
{∣∣∣W j

n
(ω)−W j+1

n
(ω)
∣∣∣ , k ≤ j < k +m

}
, 0 ≤ k ≤ n−m.

X(n,k) udává největš́ı absolutńı př́ır̊ustek funkce Wt v bloku β, který sestává z
m po sobě jdoućıch interval̊u a zač́ıná v k-tým intervalem. Všechna X(n,k) maj́ı
stejné rozděleńı, protože př́ır̊ustky Wj/n −W(j+1)/n ∼ N(0,1/n) a tedy X(n,k) je
pokaždé maximum z m nezávislých, stejně rozdělených náhodných veličin.
Uvažujme množinu G(α,c,ε) a k ńı bod s ∈ [0,1] takový, že
|Wt(ω)−Ws(ω)| ≤ c|t− s|α pro každé t takové, že |t−s| ≤ ε. Zvoĺıme n tak, aby
m
n
< ε. Bod s patř́ı do nějakého bloku β.

Pro každý z m interval̊u
[
j
n
, j+1
n

]
∈ β plat́ı, že

∣∣ j
n
− s
∣∣ ≤ m

n
≤ ε a∣∣ j+1

n
− s
∣∣ ≤ m

n
≤ ε. Použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti a podmı́nky, kterou kla-

deme na bod s, dostáváme:∣∣∣W j
n
−W j+1

n

∣∣∣ ≤ ∣∣∣W j
n
−Ws

∣∣∣+
∣∣∣Ws −W j+1

n

∣∣∣ ≤ 2c
(m
n

)α
.

T́ım pádem existuje takové 0 ≤ k ≤ n−m tak, že X(n,k) ≤ 2c
(
m
n

)α
. Proto

G (α,c,ε) ⊂
{
ω ∈ Ω : min

0≤k≤n−m
Xn,k ≤ 2c

(m
n

)α}
.

Tud́ıž, využijeme-li toho, že Wj/n −W(j+1)/n jsou stejně rozdělené, máme

P(G(α,c,ε)) ≤ P

(
min

0≤k≤n−m
X(n,k) ≤ 2c(m/n)α

)
≤

11



≤ P

(
n−m⋃
k=0

X(n,k) ≤ 2c(m/n)α

)
≤

n−m∑
k=0

P(X(n,k) ≤ 2c(m/n)α) ≤

≤
n−1∑
k=0

P(X(n,1) ≤ 2c(m/n)α) = nP(X(n,1) ≤ 2c(m/n)α) =

= nP

(
max

1≤j<1+m
|Wj/n(ω)−W(j+1)/n(ω)| ≤ 2c(m/n)α

)
≤

≤ n(P(|W1/n(ω)−W2/n(ω)| ≤ 2c(m/n)α))m ≤ n(P(|W1/n| ≤ 2c(m/n)α))m.

Z prvńı části tvrzeńı 1.4 v́ıme, že náhodná veličina B 1
n

má stejné rozděleńı jako

náhodná veličina 1
n2B1. Přitom B1 ∼ N(0,1), tud́ıž P(|B1| ≤ x) ≤ 2√

2π
. Proto

plat́ı

P(G(α,c,ε)) ≤ n(P(|B1/n| ≤ 2c(m/n)α))m ≤
(

4cmα

2π

)m
n1−m(α−1/2).

Uvážeńım m takového, že m(α− 1/2) > 1, doćıĺıme toho, že výraz(
4cmα

2π

)m
n1−m(α−1/2) p̊ujde s rostoućım n k nule. Tedy P(G(α,c,ε)) = 0.

�

Věta 2.5. Trajektorie Wienerova procesu je skoro jistě nediferencovatelná v
každém bodě 0 ≤ t <∞.

D̊ukaz. Označ́ıme

D := {ω ∈ Ω : ∃s ∈ [0,1] tak, že f(t) = Wt(ω) je diferencovatelná v bodě s}

Pokud ω ∈ D plat́ı, že existuje s ∈ [0,1] tak, že

lim
t→s

Wt(ω)−Ws(ω)

t− s
= L, přičemž L ∈ R.

Tedy

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀|t− s| < δ :

∣∣∣∣Wt(ω)−Ws(ω)

t− s
− L

∣∣∣∣ < ε.

Jelikož z trojúhelńıkové nerovnosti vyplývá, že∣∣∣∣Wt(ω)−Ws(ω)

t− s
− L

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣Wt(ω)−Ws(ω)

t− s

∣∣∣∣− |L|,
plat́ı

|Wt(ω)−Ws(ω)| < (ε+ |L|) (|t− s|).
Tedy nutně existuje k : 1

k
≤ δ a j : j ≥ (ε+ |L|), pro něž plat́ı

|Wt(ω)−Ws(ω)| < j|t− s| pro každé ttakové, že |t− s| < 1

k
.

T́ım pádem

D ⊂
∞⋃
j=1

∞⋃
k=1

G(1,j,1/k).
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Můžeme tedy odhadnout pravděpodobnost toho, že nastane jev D takto:

P(D) ≤ P

(
∞⋃
j=1

∞⋃
k=1

G(1,j,1/k)

)
≤

∞∑
j=1

∞∑
k=1

P(G(1,j,1/k)).

Vzhledem k lemmatu 2.4 pro α = 1, P(G(1,j,1/k)) = 0 pro každé k ≥ 1 a j ≥ 1.
Jelikož se jedná o spočetný součet, P(D) se také rovná nule. Tedy trajektorie
Wienerova procesu jsou skoro jistě nediferencovatelné v každém bodě t ∈ [0,1].
Vzhledem ke konstrukci Wienerova procesu na intervalu [0,∞), kdy pro každé

t ∈ [n,n+ 1), Wt =
∑n

k=1W
(k)
1 +W

(n+1)
t−n (W

(k)
t jsou nezávislé Wienerovy procesy

na intervalu [0,1]), otázka diferencovatelnosti v libovolném bodě t ∈ [n,n + 1) se
dá převést na otázku diferencovatelnosti v bodě t − n, který patř́ı do intervalu
[0,1]. Označ́ıme

D(k) := {ω ∈ Ω : ∃s ∈ [0,1] tak, že W
(k)
t (ω) je diferencovatelná v bodě s }.

Tud́ıž pro množinu δ definovanou

δ := {ω ∈ Ω : ∃s ∈ [0,∞) : Wt(ω) je diferencovatelná v bodě s},

plat́ı, že

δ ⊂
∞⋃
k=1

D(k).

Jedná se o spočetné sjednoceńı, tud́ıž P(δ) = 0.
�

Věta 2.5 dává přirozený př́ıklad spojité funkce, která je ale zároveň nediferen-
covatelná v každém bodě, což je zaj́ımavé i z hlediska matematické analýzy.

Na problematiku diferencovatelnosti trajektoríı Wienerova procesu bychom se
mohli pod́ıvat z odlǐsného úhlu. Mohli bychom se pod́ıvat na Diniho derivace v
nějakém bodě t a zkoumat, jestli se rovnaj́ı. A právě o tom je tvrzeńı následuj́ıćı
věty 2.6, kterou využijeme v daľśı kapitole při řešeńı teoretických úloh.

Věta 2.6. Bud’ t ≥ 0. Pak trajektorie Wienerova procesu skoro jistě neńı dife-
rencovatelná v bodě t. Nav́ıc plat́ı, že

D∗Wt = lim sup
h↓0

Wt+h −Wt

h
=∞, skoro jistě,

D∗Wt = lim inf
h↓0

Wt+h −Wt

h
= −∞, skoro jistě.

D̊ukaz. Důkaz této věty oṕıraj́ıćı se o tvrzeńı 1.4 a o fakt, že

lim sup
n→∞

Wn/
√
n =∞ skoro jistě a

lim inf
n→∞

Wn/
√
n = −∞ skoro jistě,

je uveden v knize [2].
�
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2.4 Lokálńı extrémy a nulové body

V této kapitole jsou uvedené autorem samostatně řešené problémy, které se
zabývaj́ı existenci lokálńıch extrému a chováńım trajektoríı Wienerova procesu v
okoĺı bodu t = 0.

Problém. 1. Uvažujme Wiener̊uv proces {Wt : 0 ≤ t < ∞}. Dokažte, že pak
libovolný bod t ≥ 0 skoro jistě neńı lokálńı maximum trajektorie Wienerova
procesu Wt.

Řešeńı. K d̊ukazu využijeme větu 2.6 která mimo jiné ř́ıká, že pro t ≥ 0

D∗Wt = lim sup
h↓0

Wt+h −Wt

h
=∞,

tedy

lim
δ↓0

(
sup

h∈(t,t+δ)

Wt+h −Wt

h

)
=∞ skoro jistě ,

což znamená, že

∀A > 0 ∀δ > 0 sup
h∈(t,t+δ)

Wt+h −Wt

h
> A skoro jistě.

Tud́ıž pro A = 1

∀δ > 0 ∃hδ ∈ (t,t+ δ) takové, žeWt+hδ −Wt > hδ skoro jistě.

Jelikož hδ > 0, v libovolně malém okoĺı bodu t skoro jistě najdeme takový bod
t+ hδ, že Wt+hδ > Wt. T́ım pádem bod t skoro jistě neńı lokálńı maximum.

4
Druhou otázkou je, s jakou pravděpodobnost́ı lokálńı maximum trajektorie

Wienerova procesu existuje. Bod̊u t ∈ (0,∞) je totiž nespočetně mnoho, proto z
toho, že každý bod skoro jistě neńı lokálńı maximum, nevyplývá, že žádný lokálńı
maximum neexistuje.

Problém. 2. Dokažte, že

P(lokálńı maximum trajektorie Wienerova procesu existuje) = 1

Řešeńı. Weierstrassova věta o extrémech tvrd́ı, že každá spojitá funkce na kom-
paktńı množině nabývá svého maxima i minima. Z definice Wienerova procesu
v́ıme, že jeho trajektorie jsou skoro jistě spojité. Uvažujme uzavřené intervaly
[k,k + 1] pro k ∈ N0, které jsou kompaktńı množiny. Trajektorie Wienerova
procesu tedy skoro jistě nabývaj́ı na každém intervalu [k,k + 1] svého maxima
(i minima). Jenže pokud by s nenulovou pravděpodobnost́ı platilo, že maxima
je nabyto vždy jen v pravém krajńım bodě, tak nemuśıme nutné naj́ıt lokálńı
maximum v tomto krajńım bodě (představme si např́ıklad rostoućı funkci 1).

1My sice z kapitoly o monotónii v́ıme, že trajektorie Wienerova procesu skoro jistě monotónńı
na žádném intervalu neńı, můžeme však rostoućı funkci použ́ıt jako nejjednodušš́ı př́ıklad. Exis-
tuj́ı totiž i pravděpodobněǰśı pr̊uběhy, na které muśıme brát ohled.
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Pod́ıvejme se tedy na to, s jakou pravděpodobnost́ı nastane jev U , který spoč́ıvá
v tom, že maxima bude nabyto vždy v pravém krajńım bodě (pro každý interval
[k,k + 1] v bodě k + 1). Pro libovolné n ∈ N0 plat́ı

P(U) ≤ P

(
n⋂
k=0

{Wk+1 −Wk ≥ 0}

)
.

Jelikož př́ır̊ustky Wienerova procesu jsou nezávisle náhodné veličiny s normálńım
rozděleńım a nulovou středńı hodnotou, plat́ı také

P

(
n⋂
k=0

{Wk+1 −Wk ≥ 0}

)
=

n∏
k=0

P({Wk+1 −Wk ≥ 0}) =

(
1

2

)n+1

.

T́ım pádem

P(U) ≤ lim
n→∞

(
1

2

)n+1

= 0.

Z toho vyplývá, že skoro jistě existuje takový interval [k, k + 1], jehož maximum
nelež́ı v pravém krajńım bodě. Ted’ nastanou dvě možnost́ı. Bud’ existuje takový
maximálńı bod, který lež́ı uvnitř uzavřeného intervalu. A to znamená, že tento
maximálńı bod je zároveň lokálńı maximum trajektorie Wienerova procesu (kolem
něj existuje neprázdné otevřené okoĺı, na kterém je jeho hodnota maximálńı).
Nebo se maximálńıch hodnot nabývá jen v krajńıch levých bodech uzavřených
interval̊u. Tady muśıme být opatrńı (kv̊uli tomu, že by funkce mohla být např́ıklad
klesaj́ıćı) a vybrat si nejmenš́ı krajńı levý bod, ve kterém se na nějakém intervalu
nabývá maxima. Potom je tento bod lokálńım maximem trajektorie Wienerova
procesu. T́ım pádem plat́ı, že

P( lokálńı maximum trajektorie Wienerova procesu existuje ) = 1.

4
Poznámka. 2.1. Dozvěděli jsme se tedy, že každý bod trajektorie Wienerova pro-
ces sice skoro jistě neńı lokálńı maximum, ale na druhou stranu nějaký lokálńı
maximum trajektorie Wienerova procesu skoro jistě existuje. Totéž plat́ı i pro
duálńı pojem, lokálńı minimum.

Problém. 3. Necht’ {Wt, t ≥ 0} je Wiener̊uv proces. Dokažte, že

P(Wt = 0 pro nekonečně mnoho t) = 1.

Řešeńı. Využijeme toho, že i v bodě t = 0 plat́ı věta 2.6. Tedy D∗W0 = ∞ a
D∗W0 = −∞. T́ım pádem

D∗W0 = lim sup
h↓0

Wh −W0

h
= lim sup

h↓0

Wh

h
=∞ skoro jistě,

tedy

lim
δ↓0

(
sup
h∈(0,δ)

Wh

h

)
=∞ skoro jistě ,
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což znamená, že

∀δ > 0 sup
h∈(0,δ)

Wh

h
> 1 skoro jistě.

Tedy pro každé δ > 0 existuje h+ ∈ (0,δ) takové, že Wh+ > h+ > 0.
A analogicky pro každé δ > 0 existuje h− ∈ (0,δ) a Wh− < 0.
T́ım pádem pro libovolné δ > 0 existuj́ı dva body h+, h− ∈ (0,δ) takové, že
Wh+ > 0 a zároveň Wh− < 0.
Trajektorie Wienerova procesu jsou skoro jistě spojité, tedy maj́ı skoro jistě Dar-
bouxovu vlastnost nabýváńı mezihodnot. T́ım pádem plat́ı, že pro libovolné δ > 0
existuje bod h0 ∈ (0,δ) takový, že Wh0 = 0. Ted’ už zbývá definovat nekonečnou
posloupnost nulových bod̊u. Jelikož h0 > 0, můžeme použ́ıt h0 jako δ a odkázat
se na předchoźı úvahy, ze kterých plyne, že existuje daľśı nulový bod h1 ∈ (0, h0),
Wh1 = 0. A rekurentně: hn > 0 pro každé n ∈ N0, tedy existuje hn+1 ∈ (0, hn)
tak, že Whn+1 = 0.

4
Poznámka. 2.2. Našli jsme nekonečně mnoho nulových bod̊u, ale zároveň jsme
dokázali silněǰśı tvrzeńı: na libovolně malém okoĺı bodu t = 0, trajektorie Wiene-
rova procesu skoro jistě nekonečně krát změńı znaménko a nekonečně krát protne
0. Jelikož př́ır̊ustky Wienerova procesu jsou nezávislé, pokaždé, kdy trajektorie
protne 0, zač́ıná standardńı Wiener̊uv proces nanovo. To znamená, že pro každý
nulový bod skoro jistě plat́ı, že v jeho libovolně malém pravém okoĺı existuje daľśı
nulový bod. Tuto vlastnost však nemá každý nulový bod t ∈ [0,1]. Např́ıklad po-
sledńı nulový bod před časem t = 1, τ = sup{t : Wt = 0, t < 1} tuto vlastnost z
definice nemá, což se zdá být na prvńı pohled paradoxńı.2

2.5 Lévyho Modul spojitosti

Ve větě 2.3 jsme dokázali, že trajektorie Wienerova procesu jsou skoro jistě
α-hölderovské pro α ∈ (0,1/2). V lemmatu 2.4 jsme na druhou stranu dokázali,
že pro α > 1/2 trajektorie Wienerova procesu α-hölderovské nejsou. Avšak jsme
zat́ım nezkoumali př́ıpad, kdy α = 1/2. Tomuto př́ıpadu je věnovaná následuj́ıćı
věta z knihy [4].

Věta 2.7. Bud’ {Wt : 0 ≤ t ≤ 1} Wiener̊uv proces, pak skoro jistě plat́ı

lim sup
h↓0

sup
0≤t≤1−h

|Wt+h −Wt|√
2h log 1/h

= 1.

D̊ukaz. D̊ukaz je možné nalézt v knize [4].
�

2.6 Variace a kvadratická variace

Tato kapitola čerpá ze zdroje [2] a zabývá se otázkou konečnosti variace a
kvadratické variace trajektoríı Wienerova procesu.

2čerpáme z knihy [2].
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Definice 2.2.
Necht’ je funkce f : [a,b]→ R zprava spojitá. Řekněme, že f má konečnou variaci,
pokud

V
(1)
f (t) := sup

k∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)| <∞,

kde k ∈ N a a = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tk−1 ≤ tk = b. Jinak řekněme, že f nemá
konečnou variaci.

Definice 2.3.
Necht’ 0 < t <∞ a posloupnost děleńı intervalu [0,t]

0 = t
(n)
0 ≤ t

(n)
1 ≤ ... ≤ t

(n)
k(n) = t

je taková, že k(n) ≥ k(n− 1) + 1 a rozd́ıl

∆(n) := sup
1≤j≤k(n)

{t(n)j − t
(n)
j−1}

konverguje k nule. Pak definujeme kvadratickou variaci Wienerova procesu jako
náhodnou veličinu

V (2)(t) := lim
n→∞

k(n)∑
j=1

(
W (t

(n)
j )−W (t

(n)
j−1)

)2
.

Věta 2.8. Kvadratická variace V (2)(t) = t skoro jistě, a proto Wiener̊uv proces
skoro jistě nemá konečnou variaci.

D̊ukaz. Zde uvedu pouze prvńı část d̊ukazu: jde o implikaci, kdy z V (2)(t) = t
skoro jistě plyne, že trajektorie Wienerova procesu nemá konečnou variaci. Z
věty 2.3 v́ıme, že trajektorie Wienerova procesu je skoro jistě α-hölderovská pro
α ∈

(
0,1

2

)
. Tedy existuje konstanta c > 0 tak, že pro každé a,b ∈ [0,t] plat́ı

|Wa −Wb| ≤ c|a− b|α. Tedy pokud |a− b| ≤ ∆(n), |Wa −Wb| ≤ c (∆(n))α. T́ım

pádem jelikož pro všechny body v děleńı plat́ı, že
(
t
(n)
j − t

(n)
j−1

)
≤ ∆(n),∣∣∣∣Wt

(n)
j
−W

t
(n)
(j−1)

∣∣∣∣ ≤ c∆(n)α.

Rozeṕı̌seme sumu následuj́ıćım zp̊usobem

k(n)∑
j=1

(
W
t
(n)
j
−W

t
(n)
(j−1)

)2

=

k(n)∑
j=1

∣∣∣∣Wt
(n)
j
−W

t
(n)
(j−1)

∣∣∣∣ . ∣∣∣∣Wt
(n)
j
−W

t
(n)
(j−1)

∣∣∣∣ .
Použijeme nerovnost, která plyne z α-hölderovskosti pro jednu z absolutńıch hod-
not

c−1∆(n)−α
k(n)∑
j=1

(
W
t
(n)
j

)−W
t
(n)
(j−1)

)

)2

≤
k(n)∑
j=1

|W
t
(n)
j
−W

t
(n)
(j−1)

|.
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Jelikož α > 0, ∆(n) konverguje k 0 při n jdoućım do nekonečna a
V (2)(t) = t <∞ skoro jistě, muśı skoro jistě platit, že

sup
k∑
j=1

∣∣∣Wtj −Wt(j−1)

∣∣∣ ≥ lim
n→∞

k∑
j=1

|W
t
(n)
j
−W

t
(n)
(j−1)

| ≥ tc−1 lim
n→∞

1

(∆(n))α
=∞.

Tedy Wiener̊uv proces má nekonečnou variaćı. Druhý krok d̊ukazu, který se
zaměřuje na prokázáńı toho, že V (2)(t) = t, využ́ıvá teorii martingal̊u a je po-
drobně uveden v knize [2].

�
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3. Princip reflexe

3.1 Náhodná procházka a jej́ı vlastnosti

Pro lepš́ı pochopeńı Wienerova procesu a s ćılem ukázat jisté vlastnosti Wie-
nerova procesu na jednodušš́ım př́ıkladě zadefinujeme náhodnou posloupnost zva-
nou náhodná procházka. Jak se dále ukáže, souvislost mezi těmito dvěma objekty
je velmi úzká a názorná. V této kapitole čerpáme z knih [1] a [3].

Definice 3.1.
Necht’ {Xi : 1 ≤ i <∞} je posloupnost nezávislých náhodných veličin takových,
že

P(Xi = −1) = P(Xi = 1) =
1

2
.

Položme S0 = k pro nějaké k ∈ N ∪ {0} a Sn = S0 +
∑n

i=1Xi, (1 ≤ n <∞). Pak
náhodnou posloupnost {Sn : 1 ≤ n < ∞} nazveme náhodná procházka. Pokud
S0 = 0, řekněme, že {Sn} je symetrická náhodná procházka.

Nás bude u symetrické náhodné procházky mimo jiné zaj́ımat, s jakou
pravděpodobnost́ı překroč́ı trajektorie náhodné procházky hranici A před t́ım,
než překroč́ı hranici −B. A,B jsou v tomto př́ıpadě kladná přirozená č́ısla, která
si předem stanov́ıme.

Tvrzeńı 3.1. Necht’ náhodná posloupnost {Sn : n ∈ N} je náhodná procházka.
Uváž́ıme dvě kladná č́ısla A,B ∈ N. Zadefinujeme si čas výstupu τ následuj́ıćım
zp̊usobem: τ = min{n ≥ 0 : Sn = A nebo Sn = −B}. Pak plat́ı

(i) P (Sτ = A|S0 = 0) =
B

A+B
,

(ii) P (Sτ = −B|S0 = 0) =
A

A+B
,

(iii) E (τ |S0 = 0) = AB.

D̊ukaz. Nejdř́ıv dokážeme, že P(τ =∞) = 0. Uvažme náhodný jev Ek: náhodné
veličiny (Sn − Sn−1) maj́ı hodnotu 1 pro všechna přirozená n z intervalu
[k(A+B), (k + 1)(A+B)− 1]. Potom plat́ı

P(τ > n(A+B)|S0 = 0) ≤ P

(
n−1⋂
k=0

EC
k

)
=

(
1

2

)n
.

A jelikož pro každé n ∈ N plat́ı

P(τ =∞|S0 = 0) ≤ P(τ > n(A+B)|S0 = 0),

A tedy, při n jdoućım do nekonečna, dostáváme P(τ =∞) = 0.
Z tohoto výsledku můžeme dokonce odvodit, že náhodná veličina τ má konečné
momenty všech řád̊u. Necht’ d ∈ N. Použijeme-li odhad

τ d 1((k−1)(A+B),k(A+B))(τ) ≤ kd(A+B)d 1((k−1)(A+B),∞)(τ)
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a fakt, že pro libovolnou nezápornou celoč́ıselnou náhodnou veličinu N plat́ı,
že

E (N) =
∞∑
k=0

P(N ≥ k),

dostaneme, že

E (τ d) ≤
∞∑
k=0

kd(A+B)d 1((k−1)(A+B),∞)(τ) ≤
∞∑
k=0

kd(A+B)d
(

1

2

)k−1
<∞.

(i) Hledáme hodnotu pravděpodobnosti P(Sτ = A|S0 = 0). Položme
ak = P(Sτ = A|S0 = k). Jelikož se po jednom kroku můžeme dostat z hodnoty k
do hodnoty (k+1) nebo (k−1) s pravděpodobnost́ı 1

2
, plat́ı následuj́ıćı rekurentńı

vztah:

ak =
1

2
ak−1 +

1

2
ak+1, −B < k < A.

Nav́ıc plat́ı okrajové podmı́nky aA = 1 a aB = 0. Výše popsaný rekurentńı
vztah spolu s okrajovými podmı́nkami tvoř́ı homogenńı diferenčńı soustavu s
konstantńımi koeficienty. Přitom charakteristická rovnice této soustavy je
1/2(λ− 1)2 = 0. Kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 1. Obecné řešeńı tedy
muśı být ve tvaru ak = c1 + kc2. Vezmeme-li v úvahu počátečńı podmı́nky, do-

staneme, že řešeńım soustavy diferenčńıch rovnic je posloupnost ak =
B

A+B
+

k
A

A+B
. Dosazeńım k = 0 zjist́ıme, že:

P(Sτ = A|S0 = 0) = a0 =
B

A+B
.

(ii) Jelikož plat́ı

P (Sτ = A|S0 = 0) + P (Sτ = −B|S0 = 0) = 1,

z bodu (i) dostáváme, že P (Sτ = −B|S0 = 0) =
A

A+B
.

(iii) Označme bk = E(τ |S0 = k). Po jednom kroku se změńı hodnota součtu Sn
a zároveň se o jednotku zvýš́ı čas čekáńı na událost {Sn = A nebo Sn = −B} ,
tud́ıž dostáváme opět rekurentńı vzorec

bk =
1

2
bk−1 +

1

2
bk+1 + 1.

Jelikož v okamžiku, kdy dosáhneme bud’ hodnoty A nebo hodnoty −B, už ne-
muśıme na nic čekat, okrajové podmı́nky k této nehomogenńı diferenčńı rovnici
jsou: bA = 0 a b−B = 0.
Abychom vyřešili tuto soustavu, budeme postupovat sṕı̌se intuitivně, s využit́ım
vhodné analogie. Správnost výsledku, který t́ımto zp̊usobem dostaneme, ověř́ıme
dosazeńım do soustavy. Zadefinujeme si operátor diference ∆bk−1 := bk − bk−1.
Použijeme-li operátor ∆ dvakrát, dostáváme ∆2bk−1 = bk+1 − 2bk + bk−1. Naše
soustava se pomoćı tohoto operátoru dá vyjádřit takto:

1

2
∆2bk = −1, −B < k < A.
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Při této formulaci se nab́ıźı analogie mezi druhou diferenćı funkce na přirozených
č́ıslech f : N → R a druhou derivaćı reálné funkce. Jelikož jediná reálná funkce,
která má konstantńı druhou derivaci je kvadratický polynom, koeficient u členu
k2 by měl být −1. Jelikož pro k = A a k = −B je hodnota polynomu nulová,
připadá v úvahu funkce −(k − A)(k +B). Jelikož skutečně plat́ı, že

−(k − A)(k +B) = −1

2
(k − 1− A)(k − 1 +B)− 1

2
(k + 1− A)(k + 1 +B) + 1

je bk = −(k−A)(k+B). Středńı hodnota je t́ım pádem E(τ |S0 = 0) = b0 = AB.
�

Definice 3.2.
Necht’ Sn je náhodná procházka. Necht’ x > 0 a τ := min {n : Sn = x}. Definujeme
náhodnou posloupnost Tn předpisem

Tn =

{
Sn pro n < τ,

Sτ − (Sn − Sτ ) pro n ≥ τ.

Poznámka. 3.1. Všechna sdružená rozděleńı náhodných posloupnost́ı {Sn : n ≥ 0}
a {Tn : n ≥ 0} jsou stejná, a tak můžeme pomoćı náhodné posloupnosti {Tn}
odvodit překvapivé vlastnosti náhodné procházky.

Tvrzeńı 3.2. Necht’ {Sn} je náhodná procházka. Definujeme náhodnou veličinu
Smn := max{Sk, 0 ≤ k ≤ n}. Pak

2P(Sn > x) + P(Sn = x) = P(Smn ≥ x). (1)

D̊ukaz. Překroč́ı-li hodnota náhodné procházky v čase k ≥ τ hranici (x+ y) pro
nějaké y > 0, muśı nutně platit, že Tk ≤ x− y:

P(n ≥ τ, Sn > x+ y) = P(n ≥ τ, Sτ − (Sn − Sτ ) < 2Sτ − x− y) =

= P(n ≥ τ, Tn < 2x− x− y) = P(n ≥ τ, Tn < x− y).

Jelikož plat́ı, že rozděleńı náhodných posloupnost́ı {Tn} a {Sn} jsou stejná, dostáváme
i následuj́ıćı rovnost

P(n ≥ τ, Sn > x+ y) = P(n ≥ τ, Sn < x− y).

Pod́ıvejme se ted’ na náhodnou posloupnost {Smn }. Pro každé n ∈ N0 se jedná
o maximálńı hodnotu, které dosáhla náhodná posloupnost {Sk} do okamžiku n.
Vzhledem k tomu, jak je definovaný čas τ , v́ıme, že právě když je n ≥ τ , tak už
pro nějakou hodnotu 0 < l ≤ n muselo nastat Sl ≥ x. Proto také plat́ı, že

P(Smn ≥ x, Sn ≥ x+ y) = P(Smn ≥ x, Sn ≤ x− y) ∀ x ≥ 0, y ≥ 0.

A jelikož z Sn ≥ x + y plyne Smn ≥ x, dostáváme rovnost P(Sn > x + y) =
P(Smn ≥ x, Sn < x − y). Volbou y = 0 máme P(Sn > x) = P(Smn ≥ x, Sn < x).
Jelikož také plat́ı P(Sn ≥ x) = P(Smn ≥ x, Sn ≥ x),po sečteńı těchto dvou rovnic
dostáváme

2P(Sn > x) + P(Sn = x) = P(Smn ≥ x).

�
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Důsledek. Rovnost (1) z tvrzeńı 3.2 pomáhá zjistit asymptotické rozděleńı ma-
xima náhodné procházky. Pokud do (1) totiž dosad́ıme za x hodnotu

√
nx, do-

staneme
P(Smn /

√
n ≥ x) = 2P(Sn/

√
n > x) + P(Sn/

√
n = x).

Tud́ıž máme

lim
n→∞

P(Smn /
√
n ≥ x) = 2 lim

n→∞
P(Sn

√
n ≥ x) = 2(1− Φ(x)),

kde Φ je distribučńı funkce normálńıho rozděleńı.

3.2 Analogie pro Wiener̊uv proces

Poznámka. 3.2. Náhodnou procházku můžeme využ́ıt při aproximaci Wienerova
procesu následuj́ıćım zp̊usobem. Označ́ıme náhodný proces S(n,t) = Sn + (t −
n)Xn+1 pro n < t ≤ n + 1. Tento proces přeškálujeme a dostaneme WS

(n)
t =

S(n,nt)/
√
n pro 0 ≤ t ≤ 1. Nyńı uvedeme větu z knihy [1], která v jistých

př́ıpadech propojuje znalost́ı, které máme o náhodné procházce s vědomostmi o
Wienerově procesu.

Věta 3.3. (Donsker̊uv princip invariance) Necht’ {Wt, 0 ≤ t ≤ 1} je Wiener̊uv

proces a {WS
(n)
t , 0 ≤ t ≤ 1} je náhodný proces definovaný v poznámce 3.2. Pro

libovolný spojitý funkcionál F : C[0,1]→ R, plat́ı

lim
n→∞

P
(
F
(
WS

(n)
t

)
≤ x

)
= P (F (Wt) ≤ x) .

D̊ukaz. V knize [1] je tato věta uvedená bez d̊ukazu, avšak v knize [6] je možné
nalézt Donskerovu větu i s d̊ukazem. Jedná se o obecněǰśı tvrzeńı, ze kterého
plyne tvrzeńı této věty.

�
Ted’ uvedeme věty, které jsou analogické větám o náhodné procházce, ale

týkaj́ı se Wienerova procesu. Jelikož na rozd́ıl od náhodné procházky je Wiener̊uv
proces spojitý proces, budeme potřebovat následuj́ıćı definice.

Definice 3.3.
Bud’ {Xt : 0 ≤ t < ∞} stochastický proces na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A,P). Řekněme, že σ-algebry Ft ⊂ A tvoř́ı filtraci procesu Xt, jestliže Fs ⊂ Ft
pro s ≤ t a Xt je Ft-měřitelná náhodná veličina, t ≥ 0.

Definice 3.4.
Necht’ {Ft} je filtrace (stochastického procesu Xt). Řekněme, že τ : ω → R∪{∞}
je markovský čas vzhledem k filtraci Ft, pokud {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft pro všechna
t ≥ 0.

Tvrzeńı 3.4. Necht’ A,B > 0 , τ = min {t : Wt = −B nebo Wt = A}, pak plat́ı
P(τ <∞) = 1 a

(i) P(Wτ = A) =
B

A+B
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(ii) P(Wτ = B) =
A

A+B

(iii) E (τ) = AB.

D̊ukaz. Je možné nalézt v knize [1].
�

Podobný princip reflexe jako pro náhodnou procházku plat́ı i pro jej́ı limitńı
spojitou verzi, Wiener̊uv proces.

Věta 3.5. (Princip reflexe pro trajektorii Wienerova procesu) Je-li τ markovský
čas vzhledem k filtraci standardńıho Wienerova procesu {Wt : t ≤ 0}, pak proces
{Vt : t ≤ 0} definovaný předpisem:

Vt =

{
Wt pro t < τ,

Wτ − (Wt −Wτ ) pro t ≥ τ

je taktéž Wiener̊uv proces.

D̊ukaz. Důkaz je možné nalézt v [1].
�

Poznámka. 3.3. Obrázek, znázorňuj́ıćı aproximaci trajektorie náhodného procesu
Vt a jeho vztah k p̊uvodńı trajektorii Wienerova procesu Wt, je možné nalézt v
posledńı kapitole této práce o simulaci Wienerova procesu. Jedná se o obrázek
??.

Věta 3.6. Necht’ {Wt, t ≥ 0} je Wiener̊uv proces, pak pro rozděleńı jeho maxima
na intervalu [0,1] plat́ı

P

(
max
0≤t≤1

Wt ≥ x

)
= 2 (1− Φ(x)) .

D̊ukaz. Využijeme-li d̊usledek 3.1 a větu 3.3, z toho, že maximum je spojitý
funkcionál plyne tvrzeńı věty.

�
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4. Skorochodova věta o vnořeńı

V této kapitole jsou uvedené věty a autorem samostatně řešené problémy
týkaj́ıćı se Skorochodova vnořeńı. Pro každý fixovaný čas t ≥ 0 rozděleńı náhodné
veličiny Wt známe, jedná se o normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a
rozptylem t. Když je ale čas τ také náhodná veličina s nějakým rozděleńım, situace
se zkomplikuje.

4.1 Skorochodovo vnořeńı

Věta 4.1. (Skorochodová věta o vnořeńı)
Necht’ {Wt, t ≥ 0} je Wiener̊uv proces. Necht’ X je náhodná veličina se středńı
hodnotou 0 a rozptylem 0 < σ2 < ∞. Pak existuje náhodný markovský čas τ
takový, že pro každé x ∈ R

P(Wτ ≤ x) = P(X ≤ x)

a
E τ = σ2.

D̊ukaz. V knize [1] je uveden d̊ukaz této věty pro náhodnou veličinu X, která
nabývá jen konečně mnoha hodnot.

�

Problém. 4. Rozšǐrte d̊ukaz věty 4.1 na obecný př́ıpad náhodné veličiny X s
distribučńı funkci F , nulovou středńı hodnotou a konečným rozptylem 0 < σ2.

Řešeńı. E X = 0, proto

−
∫ 0

−∞
xdF (x) =

∫ ∞
0

xdF (x).

Označ́ıme

γ = −
∫ 0

−∞
xdF (x) =

∫ ∞
0

xdF (x).

Mějme náhodný interval (D,H), kde D znač́ı dolńı hranici a H horńı (plat́ı
D ≤ 0 < H). Zadefinujeme čas τ předpisem

τ = inf {t : Wt /∈ (D,H)}.

Urč́ıme sdružené rozděleńı náhodného vektoru (D,H) následuj́ıćım zp̊usobem

P(D ≤ s,H ≤ t) = γ−1
∫ s

−∞

∫ t

0

(x− y)dF (x)dF (y) pros ≤ 0 < t.

K d̊ukazu budeme použ́ıvat vlastnost Wienerova procesu z tvrzeńı 3.4 z předchoźı
kapitoly :

P(Wτ = A|D = −B,H = A) =
B

B + A
,

P(Wτ = −B|D = −B,H = A) =
A

A+B
,

E (τ |D = −B,H = A) = AB.
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Pro y < 0 plat́ı

P(Wτ ≤ y) =

∫ ∞
0

∫ y

−∞
P(Wτ = s|D = s,H = t)γ−1(t− s)dF (s)dF (t) =

=

∫ ∞
0

∫ y

−∞

t

t− s
(t− s)γ−1dF (s)dF (t) =

(
γ−1

∫ ∞
0

tdF (t)

)∫ y

−∞
dF (s) =

=

∫ y

−∞
dF (s) = P(X ≤ y),

pro x ≥ 0 plat́ı

P(Wτ ∈ (0,x)) =

∫ 0

−∞

∫ x

0

P(Wτ = t|D = s,H = t)γ−1(t− s)dF (t)dF (s) =

=

∫ 0

−∞

∫ x

0

−s
t− s

(t− s)γ−1dF (t)dF (s) = γ−1
(
−
∫ 0

−∞
sdF (s)

)∫ x

0

dF (t) =

=

∫ x

0

dF (t) = P(0 ≤ X ≤ x).

Tedy

P(Wτ ≤ x) = P(Wτ ≤ 0) + P(Wτ ∈ (0,x)) = P(X ≤ 0) + P(0 < X ≤ x) = P(X ≤ x),

t́ım pádem je prvńı tvrzeńı Skorochodovy věty o vnořeńı dokázané a plat́ı

P(Wτ ≤ x) = P(X ≤ x) ∀x ∈ R.

Ted’ zbývá dokázat druhé tvrzeńı Skorochodovy věty týkaj́ıćı se vztahu mezi
středńı hodnotou času výstupu a rozptylem vnořené náhodné veličiny. Vyjádř́ıme
středńı hodnotu času výstupu explicitně:

E (τ) =

∫ 0

−∞

∫ ∞
0

−st(t− s)γ−1dF (t)dF (s) = γ−1
(
−
∫ 0

−∞
sdF (s)

)∫ ∞
0

t2dF (t) +

+

(
γ−1

∫ ∞
0

tdF (t)

)∫ 0

−∞
s2dF (s) =

∫ ∞
−∞

x2dF (x) = var(X).

Plat́ı tedy i
E (τ) = var(X) = σ2.

4

4.2 Důkaz klasické centrálńı limitńı věty

Věta 4.2. (Věta o vnořeńı náhodné procházky do Wienerova procesu)
Máme posloupnost nezávislých náhodných veličin {Xi : 1 ≤ i < ∞}, které jsou
stejně rozdělené, maj́ı nulovou středńı hodnotu a pro každé i je var(Xi) = 1.
Pak existuje posloupnost čas̊u Wienerova procesu {τi : 1 ≤ i < ∞} taková,
že {τi} jsou nezávislé, nezáporné, stejně rozdělené náhodné veličiny, pro každé i
je E (τi) = 1 a náhodná procházka Sn = X1 + ... + Xn je totožná s náhodnou
posloupnost́ı Tn = Wτ1+...+τn . Tedy všechna konečněrozměrná sdružená rozděleńı
{Sn : 1 ≤ n <∞} a {Wτ1+...+τn : 1 ≤ n <∞} jsou stejná.
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D̊ukaz. Tvrzeńı věty plyne z věty 4.1.
�

Kromě toho, že nám Skorochodova věta o vnořeńı dává zp̊usob, jak ztotožnit
libovolnou náhodnou veličinu s náhodnou veličinouWτ pro vhodně zvolený náhodný
čas τ , má i mnoho nečekaných aplikaćı. Např́ıklad se pomoćı d̊usledku této věty
dá nezávisle dokázat klasická centrálńı limitńı věta.
Při řešeńı následuj́ıćıho problému jsem použ́ıvala věty z knihy [5] o konvergenci
v pravděpodobnosti, distribuci a v podstatě.

Problém. 5. Dokažte následuj́ıćı větu s pomoćı d̊usledku Skorochodovy věty o
vnořeńı (věta 4.2).

Věta 4.3. Necht’ {Xi} je posloupnost nezávislých, stejně rozdělených náhodných
veličin takových, že E (Xi) = 0 a var(Xi) = 1. Pak pro součet Sn = X1 + ...+Xn

plat́ı

lim
n→∞

P

(
Sn√
n
≤ x

)
=

∫ x

−∞

1

2π
e−

u2

2 du = Φ(x), x ∈ R.

Řešeńı. Nejdř́ıv dokážeme, že proces 1√
n
Wτ1+...+τn konverguje v pravděpodobnosti

k procesu W1. Použijeme-li prvńı část tvrzeńı 1.4, v́ıme, že náhodný proces určený
1√
n
Wτ1+...+τn je ekvivalentńı s náhodným procesem určeným W τ1+...+τn

n
.

Z vlastnosti (iii) Wienerova procesu máme, že(
W τ1+...+τn

n
−W1

)
∼ N

(
0,

∣∣∣∣τ1 + ...+ τn
n

− 1

∣∣∣∣)
Jelikož náhodné veličiny {τi : 1 ≤ i < ∞} jsou nezávislé, stejně rozdělené a
E |τ1| = E (τ1) = 1, ze silného zákona velkých č́ısel pro stejně rozdělené náhodné
veličiny vyplývá, že

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

τi = E (τ1) = 1 skoro jistě,

Z vlastnosti (iv) Wienerova procesu máme, že funkce Wt(ω) je v proměnné t
skoro jistě spojitá. Proto plat́ı

lim
n→∞

W τ1+...+τn
n

= W1 skoro jistě.

Z konvergence skoro jistě plyne konvergence v pravděpodobnosti, proto

lim
n→∞

P
(
|W τ1+...+τn

n
−W1| ≥ ε

)
= 0 ∀ε > 0.

Z konvergence v pravděpodobnosti plyne konvergence v distribuci, tedy při n
jdoućım do nekonečna, plat́ı

W τ1+...+τn
n

D−→ W1.

Konvergence v distribuci je ekvivalentńı s konvergenćı v podstatě a tedy, označ́ıme-
li distribučńı funkci náhodné veličiny W τ1+...+τn

n
pro každé n ∈ N ∪ {0} jako Fn a

distribučńı funkci náhodné veličiny W1 jako F , máme

lim
n→∞

Fn(x) = F (x), ∀x ∈ R, x je bod spojitosti F.
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Distribučńı funkci F známe, z vlastnosti (iii) Wienerova procesu plyne, že náhodná
veličina W1 má normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a rozptylem 1,
tud́ıž je distribučńı funkce F (x) = Φ(x). Jelikož je funkce Φ(x) spojitá v každém
bodě x ∈ R, plat́ı:

lim
n→∞

P(W τ1+...+τn
n

≤ x) = Φ(x) ∀x ∈ R,

tedy také

lim
n→∞

P

(
Sn√
n
≤ x

)
= Φ(x) =

∫ x

−∞

1

2π
e−t

2/2dt.

A tedy jsme pomoćı Wienerova procesu a Skorochodova vnořeńı dokázali kla-
sickou centrálńı limitńı větu o stejně rozdělených, nezávislých náhodných veličinách.

4
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5. Simulace Wienerova procesu

V této kapitole se budeme zabývat aproximaćı Wienerova procesu. Budeme
využ́ıvat software [7]. 1

Často se simulace zakládaj́ı na náhodné procházce pomoćı aproximace 3.2
z kapitoly o principu reflexe. V této práci však založ́ıme simulaci na konstrukci
Wienerova procesu z kapitoly 1.1, protože se jedná z pohledu autora o zaj́ımavěǰśı
př́ıstup, který využ́ıvá posloupnost přeškálovaných funkćı a navazuje na předchoźı
výklad. Budeme použ́ıvat větu 1.3, která tvrd́ı, že se Wiener̊uv proces dá vyjádřit
jako následuj́ıćı suma:

Wt =
∞∑
n=0

λnZngn(t). (1)

Nejdř́ıv ale budeme potřebovat zkonstruovat posloupnost funkćı gn z poznámky
1.1 (anglicky se těmto a podobným posloupnostem funkćı ř́ıká

”
wavelet“ a v

současnost́ı źıskávaj́ı na významu a hojně se použ́ıvaj́ı). Tady uvedeme sedm
prvńıch funkćı gn. Přičemž do prvńıch sedmi nepoč́ıtáme dodefinovanou funkci
g0(t) = t.

0.5 1.0
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

g_nHtL

Obrázek 5.1: Prvńıch 7 funkćı z posloupnosti {gn}

Přesnost aproximace záviśı na tom, kolika sč́ıtanc̊u ze sumy (1) budeme uvažovat
při simulaci Wienerova procesu.

Kdybychom nejdř́ıv konstruovali funkci f(t) =
∑126

n=0 λngn(t), což je aproximace
Wienerova procesu bez náhodné složky pro 127 sč́ıtanc̊u (toto č́ıslo jsme vybrali,
protože se jedná o součet mocnin dvojky), tak bychom dostali funkci na obrázku
5.2. Když ovšem přidáme náhodnou složku, tak pro stejný počet (127) sč́ıtanc̊u
dostaneme funkci, jej́ıž trajektorie už připomı́ná trajektorii Wienerova procesu a
je zobrazená na obrázku 5.3.

Zvýš́ıme-li počet sč́ıtanc̊u na 1000,dostaneme aproximaci Wienerova procesu,
která vypadá jako na obrázku 5.4.

Přestože se libovolná poč́ıtačová simulace skládá jen z konečně mnoha bod̊u a
jejich funkčńıch hodnot, můžeme se částečně ujistit v tom, že výsledky prezento-
vané v této práci jsou pravdivé. V kapitole o diferencovatelnosti trajektorie Wiene-
rova procesu jsme zjistili, že trajektorie Wienerova procesu je v každém bodě skoro

1Soubor, který obsahuje zdrojový kód, je přiložen k této bakalářské práci na CD a nahrán
do informačńıho systému Univerzity Karlovy.
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jistě nediferencovatelná. Na obrázku 5.4, který je nejpřesněǰśı, vid́ıme, že trajek-
torie Wienerova procesu obsahuje mnoho

”
špiček“ a v takových bodech (viz ab-

solutńı hodnota) zpravidla neexistuje derivace. V kapitole o lokálńıch extrémech
a nulových bodech jsme zjistili, že přestože každý bod skoro jistě neńı lokálńı
maximum, nějaké lokálńı maximum skoro jistě existuje. Na grafech z obrázku 5.3
a 5.4 je vidět, že funkce Wt v nějakých bodech dosahuje svého lokálńıho maxima.

Posledńı obrázek 5.5 znázorňuje princip reflexe pro Wiener̊uv proces, který
je popsaný ve větě 3.5 z kapitoly o principu reflexe. Červený graf znázorňuje
trajektorii p̊uvodńıho Wienerova procesu. Z věty 3.5 v́ıme, že náhodný proces
Vt je také Wiener̊uv proces. Trajektorie náhodného procesu Vt je funkce, jej́ıž
prvńı část je také červená, ale druhá modrá. Tvrzeńı věty 3.5 plat́ı v př́ıpadě
libovolného markovského času τ , ale my ho urč́ıme deterministicky jako τ = 0,3.

0.5 1.0
t

0.5

1.0

1.5

f HtL

Obrázek 5.2: Pomocná funkce nezahrnuj́ıćı náhodnost Wienerova procesu pro 127
sč́ıtanc̊u na intervalu [0,1]

0.5 1.0
t

-0.5

0.5

1.0

WHtL

Obrázek 5.3: Simulace Wienerova procesu pro 127 sč́ıtanc̊u na intervalu [0,1]
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0.5 1.0
t

-0.6

-0.4

-0.2

WHtL

Obrázek 5.4: Simulace Wienerova procesu pro 1000 sč́ıtanc̊u na intervalu [0,1]

0.5 1.0
t

-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2
VHtL

Obrázek 5.5: Princip reflexe pro Wiener̊uv proces na intervalu [0,1], přičemž τ =
0,3
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo ukázat, jaké vlastnosti maj́ı trajektorie Wi-
enerova procesu a provést simulaci, na které se některé z těchto vlastnost́ı daj́ı
ilustrovat. V bakalářské práci jsme prozkoumali chováńı a prezentovali propo-
jeńı mezi Wienerovým procesem a např́ıklad náhodnou procházkou, úplnou orto-
normálńı posloupnost́ı funkćı z prostoru L2[0,1] anebo dokonce d̊ukazem klasické
centrálńı limitńı věty. Zjistili jsme, že se trajektorie Wienerova procesu často cho-
vaj́ı nečekaně: jedná se o spojité funkce, ale skoro jistě nemaj́ı v žádném bodě deri-
vaci; jsou to α-hölderovské funkce pro α ∈ (0,1/2), ale na žádném intervalu nejsou
monotónńı; je-li τ správně určená náhodná veličina, potom náhodná veličina Wτ

může mı́t libovolné rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a konečným rozptylem.
Vyřešili jsme pět problémů, kde jsme prohloubili pochopeńı toho, jak zpravi-
dla vypadá pr̊uběh trajektorie Wienerova procesu. Bylo by zaj́ımavé prozkoumat
hlubš́ı teoretické souvislosti mezi vlastnostmi, které jsou v této bakalářské práci
popsány (např́ıklad jestli existuje závislost mezi α-hölderovskosti a kvadratickou
variaćı trajektoríı Wienerova procesu) a zjistit, jakou roli hraj́ı tyto vlastnosti
Wienerova procesu v aplikaćıch např́ıklad ve finančnictv́ı.
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