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lytickym vlastnostem jako je monotonie, diferencovatelnost, holderovskost a kva-
dratickd variace trajektorii. Ve tieti kapitole zadefinujeme ndhodnou prochazku
a zkoumame na ni princip reflexe a rozdéleni maxima trajektorii. Nasledné uve-
deme analogie pro Wieneruv proces. Ve ¢tvrté kapitole se zamérujeme na Sko-
rochodovo vnofeni a jeho pouziti pti dokazovani klasické centralni limitni véty.
Na zavér pomoci uvodni kapitoly o existenci Wienerova procesu konstruujeme
simulaci Wienerova procesu. S vyuzitim simulace ilustrujeme nékteré vlastnosti
trajektorii. V textu préace je nékolik autorem samostatné resenych problému, které
jsou tématicky zaclenény k ruznym kapitolam.
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Abstract: In this thesis we research and introduce several properties of paths of a
Wiener process. At first we present a way to prove existence of a Wiener process
and then we discuss its basic properties. The second chapter is devoted to analy-
tical properties of Wiener’s paths including monotonicity, differentiability, Holder
continuity and quadratic variation. In the third chapter we research the reflection
principle and the distribution of maxima of paths in the case of a random walk
and then also in the case of a Wiener process. The fourth chapter concentrates
on the Skorohod embedding and its application in the proof of the classic central
limit theorem. Finally, using the results of the first chapter we simulate a path of
a Wiener process and illustrate some of the properties discussed earlier. To de-
monstrate the concepts, several problems were included in the relevant chapters
together with an author’s solution.

Keywords: Wiener process, path, nondifferentiability, quadratic variation, Skoro-

hod Embedding



Obsah

[ Seznam pouzitych symbolu |

[Gvod
T T e ’

(1.1  Konstrukce Wienerova procesul. . . . . . . . . .. .. ... ....

2 Analytické vlastnosti
2.1 Monotoniel . . . . . ...

2.4 Lokalni extrémy a nulové body| . . . . ... ... ... ... ...
2.5 Leévyho Modul spojitosti| . . . . . ... .. ... ...
2.6 Variace a kvadraticka variacel . . . ... ... ... ...

[3  Princip reflexe)
[3.1 Nahodna prochazka a jeji vlastnosti) . . . . . . ... .. ... ...
[3.2  Analogie pro Wieneruv proces| . . . . . . .. ... ... L.

[6 Simulace Wienerova procesu|

[Literatural

19
19
22

24
24
25

28

31

32



Seznam pouzitych symbolu

N

Ny

Q

R

AC
L?[0,1]
(h.g)
Lia g ()
C10,1]
E(7)
var(X)
P(A|B)
E(X|B)

Cov(XXy)
N(0,1)

X ~ N(0,1)

mnozina prirozenych ¢isel

mnozina nezapornych celych cisel

mnozina racionalnich ¢isel

mnozina realnych cisel

komplement mnoziny A

lebesgueuv L? prostor na uzavieném intervalu [0,1]
skaldrn{ soucin funkef h a g v prostoru L?[0,1]
indikatorova funkce intervalu [a,b] v proménné x
prostor spojitych funkef na intervalu [0,1]

stfedni hodnota nahodné velic¢iny 7

rozptyl ndhodné veliciny X

podminéna pravdépodobnost jevu A vzhledem k B

podminéna stredni hodnota ndhodné veliciny X za
podminky B

kovarian¢ni funkce nahodného procesu X,

normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozpty-
lem ¢

nadhodné velicina X mé normadalni rozdéleni s nulovou
stfedni hodnotou a rozptylem ¢

distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni s nulovou
sttedni hodnotou a jednotkovym rozptylem

variace funkce f
kvadraticka variace
h konverguje seshora k nule

konverguje v distribuci



Uvod

Wienertuv proces je ndhodny proces, ktery ma centralni postaveni mezi spo-
jitymi ndhodnymi procesy. Za matematizaci a dukaz existence Wienerova procesu
vdécime americkému matematikovi Norbertu Wieneru. Nejedna se vSak o ryze te-
oreticky ptiklad, puvod Wienerova procesu totiz tkvi v biologickych pozorovanich
Roberta Browna, z fyzikalniho hlediska se o néj zajimal Albert Einstein a z fi-
nancniho hlediska Louis Bachelier. Myslenka Wienerova procesu se totiz vyuziva
jak v dalsim rozvoji teorie (napiiklad pti definovéani Wienerovy miry a Wienerova
prostoru) tak i v praxi (napiiklad ve finan¢nictvi: vypocet ceny opce).

V této praci se zamérujeme na konkrétni aspekt Wienerova procesu: jeho tra-
jektorie. Cilem je zjistit, jak se tyto trajektorie chovaji z analytického hlediska,
prezentovat dalsi zajimavé vlastnosti a uplatnit je pfi feseni ruznych problému.

V uvodni kapitole zadefinujeme Wieneruv proces a provedeme jeho konstrukci
pomoci uplné ortonormalni posloupnosti funkci a Parsevalovy rovnosti. Zminénou
konstrukei pak vyuzijeme k dokazovani existence Wienerova procesu a nékterych
jeho analytickych vlastnosti. V prvni kapitole také uvedeme nékteré invariantni
transformace Wienerova procesu.

V druhé kapitole uvedeme analytické vlastnosti trajektorii Wienerova pro-
cesu. Prestoze se nejednd o umély priklad, jsou to casto specifické vlastnosti.
Naptiklad pro trajektorie skoro jisté plati, ze nejsou diferencovatelné v zadném
bodé, na zadném intervalu nejsou monoténni a nemaji konecnou variaci. V této
kapitole jsou také prezentované autorem samostatné feSené problémy tykajici se
lokélnich extrému a nulovych bodu trajektorii.

Ve tteti kapitole zadefinujeme nahodnou prochazku a ukazeme na ni vlastnosti,
které ma s Wienerovym procesem spolecné. Jedna se naptiklad o princip reflexe a
rozdéleni maxima trajektorii. Jako spojovaci mustek mezi Wienerovym procesem
a nahodnou prochazkou pouzijeme Donskeruv princip invariance.

Ve ctvrté kapitole vyuzijeme znalosti z predchozi kapitoly a v samostatné
reSeném problému rozsitime dukaz Skorochodovy véty o vnoteni z ndhodné veliciny,
ktera nabyva jen koneé¢né mnoha hodnot, na obecnou ndhodnou veli¢inu. Ukazeme,
ze Skorochodova véta ma mnoho aplikaci na dalsim samostatné feseném problému.
V daném problému dokazeme klasickou centralni limitni vétu s pomoci véty o
vnoreni ndhodné prochézky do Wienerova procesu.

Nakonec na zdkladé uvodni kapitoly a konstrukce Wienerova procesu prove-
deme simulaci Wienerova procesu. Vyuzijeme zminénou simulaci a ilustrujeme
nékteré vlastnosti trajektorii na grafu.



1. Existence a zakladni vlastnosti

1.1 Konstrukce Wienerova procesu

Zakladni pojem z teorie pravdépodobnosti, kterym se zabyvame v této ba-
kalarské praci, je ndhodny proces a jeho trajektorie.

Definice 1.1.

Necht (£2, A4, P) je pravdépodobnostni prostor, necht 7' C R. Kolekce ndhodnych
velicin {X;,t € T} definovanych na (Q,.A,P) se nazyva ndhodny proces. Pro
pevné w € ), je X; = X;(w) redlnd funkce proménné ¢, které rikame trajektorie
nahodného procesu {X,}.

Podobné jako méa nahodnd velicina s normalnim rozdélenim vysadni posta-
veni mezi ndhodnymi veli¢inami, ma Wieneruv proces centralni postaveni mezi
spojitymi nahodnymi procesy. Uvedeme nyni jeho definici.

Definice 1.2.

Standardni Wieneriv proces na intervalu [0,7"), T' € R U {oo}, je ndhodny proces
{W; : 0 <t < T} na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) definovany
nasledujicimi vlastnostmi:

(1) WO = 07

(i) prirustky W, jsou nezavislé, coz znamend, ze pro libovolnou mnozinu ¢asu
0<t <ty <..<t, <T plati, ze ndhodné veliciny W, — W;,,
Wy, — Wiy, ..., Wy, — W, | jsou nezavislé,

(iii) pro libovolnou dvojici 0 < s < t < T plati, ze piirustek W; — W je ndhodna
veli¢ina s normalnim rozdélenim s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem
(t — s). Z této vlastnosti taky vyplyva, ze pro vSechna ¢t € [0,7) ndhodna
velicina W; ma normélni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem

t, protoze W, = W, — Wy,

(iv) existuje mnozina A C A takovd, ze P(A) = 1 a zdroven pro kazdé w € A :
Wi (w) je spojita funkce t. Tedy trajektorie Wienerova procesu jsou skoro
jisté spojité.

Existence nahodného procesu, ktery splnuje definici Wienerova procesu, je
dokdzéna v knize [I] pomoci vhodné reprezentace. Tuto konstrukei popiseme
podrobnéji, jelikoz budeme jeji diléi vysledky potiebovat pti dokazovani ana-
lytickych vlastnosti trajektorie Wienerova procesu a pfi simulaci trajektorie Wi-
enerova procesu.

Lemma 1.1. Uvazujme nésledujici funkci h € L?[0,1], pro kterou plati:

1 0<t<i,
h(t)=¢-1 $<t<1,
0  jinak.



Definujeme posloupnost funkei {n}, pomoci ptivodni funkce h nasledujicim zpiisobem:
ho(t) = 22/20(27t — k), kden =2/ + k, j >0, 0<k < 2/, dodefinujeme funkci
ho(t) = 1. Zminénd posloupnost h,, je iplna ortonormalni posloupnost v prostoru
L?0,1].

Dukaz.
1 Exl
<hn,hn)=/ hi(t)dt:/ 20dt = 1
0

k

27

(B i) = /0 1 By () o ()t = 0

Indikatorové funkce intervalu tvaru [2%,%} lezi (az na mnoziny miry nula) v

linedrnfm obalu posloupnosti {h,} a jsou husté v prostoru L2[0,1]. [[| Tudiz i
linedrn{ obal posloupnosti funkci h,, je husty v prostoru L?[0,1].
O

Pozndmka. 1.1. Integral z funkce h,, se da vyjadrit pomoci funkce g, ktera se kon-
struuje podobné jako h,. Na zacatku mame funkci g(s), definovanou nasledujicim
zpusobem:

2s 0<s< %,
g(s) =< 2(1—5s) %Ssgl,
0 jinak
Potom oznatime g,(s) = ¢(2’s — k) pro n > 1 a go(s) = s. Pricemz j je

urceno stejné jako v lemmatu v zavislosti na n. Pro integral z funkce h,
plati [ hn(t)dt = Apgn(s), kde A, = 1279/2. V posledni kapitole této prce na
obrazku [5.1] je pro nazornost zobrazeno prvnich sedm funkci z posloupnosti g,.
Funkce g,, budeme vyuzivat jako zdkladni stavebni kameny pro konstrukci Wie-
nerova procesu. Jelikoz Wieneruv proces je nahodny proces, budeme potiebovat
k deterministickym funkcim pfidat jesté prvek ndhody ve tvaru posloupnosti
nezavislych ndhodnych veli¢in Z,, s normalnim rozdélenim. V nésledujicim lem-
matu dokazeme, ze tato posloupnost je v jistém smyslu omezena, ¢ehoz vyuzijeme
pri dokazovani existence Wienerova procesu a jeho a — holderovskosti.

Lemma 1.2. Necht je {Z, : 0 < n < oo} posloupnost nezdvislych ndhodnych
velicin s normalnim rozdélenim s nulovou stredni hodnotou a jednotkovym roz-
ptylem. Pak existuje nahodna velicina C' takova, ze | Z,| < C'v/logn pro vsechna
n > 2 a zarovenn P(C' < o0) = 1.

Diikaz. Necht x > 1, pak plati

2 w2 2 [ V2 22 |2
P(|Z.| > z) = —/ e 2dv < —/ ve  Tdv=e" 24/—,
\/% T T Jo m

tedy pro libovolné v > 1 plati

2
P <|Zn| > \/ozlogn> <n"*/ =
T

'Tuto informaci éerpame z knihy [1].




«

Jelikoz pro libovolné a > 1 je > > n~ % < oo a nahodné veliciny 7, jsou

nezavislé, podle Borelova-Cantelliho lemmatu plati

P <|Zn| > +/2alogn pro nekoneéné mnoho n) =0,

tedy

Zy
P (\/lﬁ > V2« jen pro n € K kde K je koneéna podmnozina N) =1,

tim padem s pravdépodobnosti 1 plati

max |2 = sup 20|
neK \/logn  n>2 v/logn

Tedy nahodna velicina definovana predpisem

=M < 0.

C = sup 20|
' n>2 \/logn

spliuje |Z,| < Cy/logn pro n > 2 a zéroven P(C' < o0) = 1.

O

Pozndamka. 1.2. Nésledujici vlastnost ndahodnych procesu se vyuziva pii klasifi-
kaci ndhodnych procesu a pri zkoumani jejich dalsich vlastnosti. My ji budeme
vyuzivat v dukazu véty o existenci Wienerova procesu a ve vété o invariantnich
transformacich Wienerova procesu.

Definice 1.3.
Néhodny proces {X; : t > 0} se nazyva gaussovsky, pokud pro libovolna
0 <t; <ty <..<t, mdndhodny vektor (Xy,,...,X;, ) normalni rozdéleni.

Véta 1.3. Necht {Z,,n € Ng}} je posloupnost nezdvislych ndhodnych velicin s
normalnim rozdélenim, nulovou stredni hodnotou a jednotkovym rozptylem. Pak
nekonecna suma

00 t 00
>z, / ha(s)ds = ZuAugn(t) = X,
n=0 0 n=0

na intervalu [0,1] skoro jisté stejnomérné konverguje. Navic kolekce nahodnych
velicin { X, : 0 <t < 1} tvorf standardni Wieneruv proces na intervalu [0,1]. Tedy
nahodny proces, ktery splinuje vSechny ¢tyri vlastnosti z deﬁnjce existuje (pro
T=1).

Dikaz. Dukaz zde uvedeme pouze naznakoveé, kompletni provedeni se da najit v
knize [I].

1) Nejdifv se s pouzitim lemmatu dokéze, ze suma Y~ Z,\ngn(t) skoro
jisté stejnomérné konverguje na [0,1], tedy trajektorie procesu X; jsou skoro jisté
Spojité.

2) Déle se dokaze, ze kovarianéni funkce procesu {X; : 0 < t < 1} je takovd,
jakou by meél mit standardni Wieneruv proces, tedy

Cov(Xs,Xy) =min(st) V 0<s,t<1.

5



Tady se vyuzije lemmatu a poznamky [I.1] jelikoz

E(X,X,)=E (Z AnZngn(s) > )\mngm(t)> -

n=0

- Z)\ngn(s))\ngn(t) = Z/OS hn(u)du/o b (uw)du

a podle Parsevalovy rovnosti (kterou muzeme pouzit, jelikoz posloupnost funkef
h,, je podle lemmatu uplnd a ortonorméalni)

| @) = 0 m o)
pro f(z) = lpq(z) a g(x) = 19 4(z) plati

ni:%/os ha(u)du /Ot o (w)du = min(s,t).

(3) Dalsim krokem je pomoci teorie charakteristickych funkei dokazat, ze X je
gaussovsky proces.
(4) Na zavér se dokéze, ze kazdy gaussovsky proces, spliujici E(X;) = 0 a
Cov(Xs,X;) = min(s,t), ma nezavislé prirustky. Jelikoz z bodu 1) vime, ze X; je
spojity proces, X; odpovidé definici Wienerova procesu (prvni vlastnost, Wy = 0,
plyne z toho, ze g,(0) = 0 pro kazdé n). Tedy Wieneruv proces existuje.

O

Pozndmka. 1.3. Wieneruv proces se dd z omezeného intervalu [0,1] rozsitit na
neomezeny [0,00) tak, ze ,slepime“ spocetné mnoho nezdvislych Wienerovych
procesu z [0,1]. Kazdy nésledujici isek zacneme tam, kde predchozi skonéil (misto
v nule). Tedy pro kazdé 1 < n < oo vezmeme nezavisly Wieneruv proces Wt(”) na
intervalu [0,1] a dodefinujeme Wieneruv proces na intervalu [1,00) jako

Wt:ZWfk)-I—Wt(f:l), ten,n+1),nelN

k=1

1.2 Invariantni transformace

Wieneruv proces je stabilni z hlediska urcitych transformaci, které jsou casto
uzitecné pii dokazovani vlastnosti trajektorii Wienerova procesu. V této kapitole
budeme cerpat z knihy [2].

Tvrzeni 1.4. (invariantni transformace Wienerova procesu)
Nahodny proces {X; : 0 < t < oo}, definovany predpisem



pro néjaké a > 0
a nahodny proces {Y; : 0 <t < oo}, definovany

0 prot=0,
Y, = (2)
tW%, pro t > 0,

jsou zase standardni Wienerovy procesy na intervalu [0,00).

Dikaz.

Necht 0 < t; < ... < t, < o0 je libovolnd uspofddand n-tice casti. Nahodné veliciny
\/LE(VVM2 — Waty)y ooy \%(Watn — Wat,_,) jsou nezdvislé, jelikoz na konstanté \/La
nezéalezi a (Wy,—Wy, ), ..., (W, —Ws, ) jsou nezavislé ndhodné veliciny (s := aty).
Prokazdé 0 < s <t < oo ndhodna veli¢ina (Wy;—W,s) mé rozdéleni N (0, at—as),
tedy ndhodnd veli¢ina X; — X, md rozdéleni N(0,¢ — s).

Necht t konverguje k s. Pak z vlastnosti (iv) Wienerova procesu a aritmetiky
limit vime, Ze \%Wat konverguje k \/LEVVQs skoro jisté. Tedy trajektorie procesu
X, je skoro jiste spojita.

(2) Wienertv proces je gaussovsky (viz bod 3) v dikazu véty [L.3)), tudiz libo-

volny kone¢nérozmérny nédhodny vektor (W 1, ...,W ER ma normalni rozdéleni.

Nahodny vektor Yy, , ...,Y;, jelinedrni kombinaci ndhodného vektoru (W1 ; W 1 )

a tedy mé také normalni rozdéleni. Z toho plyne, ze Y; je také gaussovsky proces
sEYt:EtW%:tEW%:O,

Cov(Y,,Y,) =E(Y; —EY)(Y: —~E Y,) =E VY, = EtWisW1 =
1

max(s,t)

= st COV(W%,W;) = min(s,t) max(s,t) = min(s,t).
Tudiz (viz bod 4) z dukazu véty ndhodny proces Y; mé nezdvislé prirustky.
Y; je skoro jisté spojity pro t € (0,00). Jelikoz mnozina racionélnich ¢isel je
spocetnd, rozdéleni procesu Y; na racionalnich ¢islech je stejné jako u Wienerova
procesu, proto skoro jisté plati

lim Y, =0.

t—0,teQ
A jelikoz je ndhodny proces Y; skoro jisté spojity pro ¢ € (0, 00), plati

Yo=0= lim Y, = hth skoro jiste.
t—0,t€Q
Tedy Y; je skoro jisté spojity na [0,00) a Yy = 0, tudiz se jednd o Wieneruv
proces.
0

Toto tvrzeni ma jeden velmi primocary dusledek:

Dusledek. (zdkon velkych c¢isel pro Wieneruv proces)
Necht {W;,t > 0} je Wieneruv proces, pak
Wi

lim — = 0.
t—o0 t



Diikaz. vyuzijeme druhou ¢dst tvrzeni[I.4]:

W,
lim — = limsWi = limY, = Y, = 0.
t—oo 5—0 s s—0



2. Analytické vlastnosti

Prestoze jsou trajektorie Wienerova procesu skoro jisté spojité, co se tyce
ostatnich analytickych vlastnosti, ¢asto tak prfimocaré nejsou.

2.1 Monotonie

Nasledujici kapitola ¢erpa z knihy [2] a zkoumame v ni, jestli je Wieneruv
proces na néjakém intervalu monoténni.

Véta 2.1. Wienertiv proces skoro jisté neni monoténni na libovolném intervalu
[a,b], 0<a<b<oo.

Diikaz. Zafixujeme interval [a,b]. Je-li funkce f(t) = W;(w) monoténni na inter-
valu [a,b] (bez ijmy na obecnosti predpokladame, zZe je funkce f(t) rostouci), pro
kazdé s, t takovd, ze a < s <t < b, plati f(s) < f(t).

Vybereme si délici body a = dy < dy < ... < d,, = b a rozdélime interval
la,b] = [do,d,] na n intervalu [dj,d;;q]. Jelikoz f(t) je rostouci na [a,b], musi
byt kazdy prirtstek f(dj11) — f(d;) pro 0 < j < n — 1 nezédporny. Jelikoz jsou
prirustky Wienerova procesu nezavislé ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim
s nulovou stfedni hodnotou (tudiz jejich rozdéleni je symetrické kolem 0), musi
platit

P(f(dj+1) — f(d;) > 0prokazdé 0 < j<n-—1)=

= [P(f(djs1) = f(dj) 2 0)]" =27"
Konverguje-li n k nekoneénu, vidime, ze
P(f(dj4+1) — f(dj) >0 prokazdé 0 <j<n-—1)=0.

Tedy i P( funkce f(t) je monoténni na intervalu [a,b]) = 0.
Uvazujeme intervaly, které maji jako koncové body racionalni ¢isla. Takovych
intervalt je spo¢etné mnoho, proto i

P (f(t) je monoténni na néjakém intervalu s raciondlnimi koncovymi body ) <

< Z P(f(t) je monoténni na intervalu [z,k]) = 0.
2,k€Q

Jelikoz kazdy interval obsahuje nedegenerovany interval s racionalnimi koncovymi
body, plati tvrzeni véty, tedy

P (f(t) je monoténni na néjakém intervalu [a,b]) = 0.

2.2 Holderovskost

V této kapitole se podivdme na to, pro kterd a € (0,1) je trajektorie Wienerova
procesu skoro jisté a-holderovska, pritom ¢erpame z knihy [1].
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Posloupnost funkei {g,} popsand v poznamce tvofi bazi pro mnozinu spo-
jitych funkei na intervalu [0,1]. Tedy pro libovolnou funkci f € C([0,1]) existuje
jednozna¢né uréend posloupnost koeficientu {c,} takovych, ze

)+ D cngalt
n=0

pricemz konvergence sumy je stejnomeérna.

Definice 2.1.
Rekneme, ze funkce f : [a,b] — R je a-hdélderovskd pro o € (0,1), pokud existuje
takova konstanta ¢ > 0, ze pro kazdé a < s < t < b plati:

[f(t) = f(s)] < cft — 5]
Lemma 2.2. Necht pro funkci f € C([0,1]) plati, Ze f(t) = f(0)+ Y7 ¢ngn(t).
Jsou-li vSechny koeficienty omezené hodnotou 2=%, tj. plati-li pro kazdé n > 0

lca| <279 kde n=2+k, 0<j, 0<k<2,

funkce f je a-hélderovskd na [0,00).

Diikaz. Dukaz tohoto tvrzeni je mozné nalézt v knize [1]

O

Véta 2.3. Pro libovolné 0 < a < 1/2 jsou trajektorie Wienerova procesu W,
skoro jisté a-hélderovské funkce na intervalu [0,00).

Dikaz. Z véty o existenci Wienerova procesu vime, ze se Wieneruv proces da
vyjadrit jako
o0 o
= MZugn(t) = Wo + > MaZuga(t).
n=0 n=0
Pricemz Z, jsou nezavislé nahodné veli¢iny s normalnim rozdélenim, nulovou

stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem. O Z,, z lemmatu[1.2| vime, ze existuje
nahodné velicina C' takova, ze

|Z,] < Cy/logn pron>2 a P(C <o0)=1.

Jelikozn =20+ ka0 <k< 2, plati, Ze Iogn < +/j + 1. Tedy
1 . 1 A
| < 52—J/2|Zn| < §(12—1/2\/‘7' +1,

pricemz %C’ je s pravdépodobnosti 1 omezené, vyraz 2i(a=3) jde k nule s ros-
toucim j (a tedy i s rostoucim n). Tudiz existuje mnozina A € A takova, ze
P(A) = 1 a pro kazdé w € A existuje no(w) € N. Pfitom pro kazdé n > ng(w)
plati, ze %CQO‘j_%j\/j—i——l < 1. Tim padem pro vSechna n > ng(w) plati, Ze
12720 \/7+1 < 279, Pro funkci

filw) = Z AnZn G (t)

n=ng(w)

10



muzeme tedy pouzit lemma , jelikoz koeficienty |c,| = A\, Z, = $279/2Z,, jsou
mens{ nez 27 pro vsechna n a a € (0,1/2). Tim padem fi(t) je skoro jisté
a — holderovskd pro libovolné a € (0,1/2)
Funkce ¢;(w) = ZZOZ(SJ 7YX Zgn(t) je také skoro jisté a — hélderovska pro libo-
volné a € (0,1/2), protoze se jedna o kone¢ny soucet linedrnich funkei.
A jelikoz Wi(w) = fi(w) + ¢:(w), jsou trajektorie Wienerova procesu také skoro
jisté a — holderovské pro libovolné o € (0,1/2).

0

2.3 Diferencovatelnost

Nésledujici kapitola ¢erpa z knih [1] a [2]. Zkouméame v ni, zda jsou trajektorie
Wienerova procesu diferencovatelné.
Za zminku stoji, ze pro a > % uz neni dukaz veéty z predchozi kapitoly
pouzitelny. V jistém smyslu je tento diukaz optimalni, protoze jak ukazuje nasledujici

lemma, pro o > % trajektorie Wienerova procesu skoro jisté nejsou a- holderovskeé.

Lemma 2.4. Oznac¢me
G(a,ce) ={w e Q:3s € [0.1], [Wi(w) — Wi(w)| <c|t —s|* V|t —s| <e}.
Pokud je o > %, P(G(a,c,e)) = 0 pro kazdé 0 < ¢ < 00 ae > 0.

Diikaz. Rozdélime interval [0,1] na n intervalu [%,%} , 0 < k < n. Nejdrive
zafixujeme ¢islo m € N a pro n > m definujeme nahodnou veli¢inu

X(n,k) = Max { )Wl (W) — Wit (w)

,k§j<k+m}, 0<k<n-—m.

X(n,k) udava nejvetsi absolutni prirtstek funkce W, v bloku f3, ktery sestdva z
m po sobé jdoucich intervali a zacind v k-tym intervalem. VSechna X, ;) maji
stejné rozdéleni, protoze piirustky W/, — Wit1ym ~ N(0,1/n) a tedy X ) je
pokazdé maximum z m nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych velicin.
Uvazujme mnozinu G(o,c,e) a k ni bod s € [0,1] takovy, ze
|[Wi(w) — Wy(w)| < c|t — s|* pro kazdé t takové, ze |t — s| < e. Zvolime n tak, aby
7 < e. Bod s patif do néjakého bloku f3.
Pro kazdy z m intervalu [%,J%l} € [ plati, ze |% — s| <" <ca
|]%1 — s‘ < ™ < e. Pouzitim trojihelnikové nerovnosti a podminky, kterou kla-
deme na bod s, dostavame:
< 2c (@>a )
n

Tim padem existuje takové 0 < k < n —m tak, ze X, 1) < 2c (%)a Proto

‘Wj W

n n

S ‘Wl _Ws

+’W$—Wi

G (a,ce) C {w €eQ: min X,; <2c <T>a} :

0<k<n—m n

Tudiz, vyuzijeme-li toho, ze Wj,, — W(j11)/n jsou stejné rozdélené, mame

P(G(ayce)) <P ( min = X, 5 < 20(m/n)a) <

0<k<n—m
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m

(O Xng) < 20(m/n)a> < P(Xn < 2c(m/n)*) <

k=0 0

3
3

<

o
>
Il

n—

IN

P(X(n1) < 2¢(m/n)®) =nP(Xn1 < 2¢(m/n)*) =

B
Il
o

P (| W))Wy n(u)] < 2em/n)* ) <

1<j<l+m

< n(P((Wiyn(w) = Wam(w)| < 2¢(m/n)®))™ < n(P(IWin| < 2¢(m/n)®))™.

Z prvni ¢dsti tvrzeni [1.4] vime, Ze ndhodn4 velicina B1 m4 stejné rozdéleni jako

néhodnd veli¢ina -5 B;. Piitom B; ~ N(0,1), tudiz Ig(|Bl| <z) < \/% Proto
plati

P(Glace)) < n(P(|Byyw| < 2¢(m/n)*)™ < (4(;7:“) mia1/2)

Uvazenim m takového, ze m(a — 1/2) > 1, docilime toho, ze vyraz

(4922)™ pl=me=1/2) pijde s rostoucim n k nule. Tedy P(G(a,c.e)) = 0.

O

Véta 2.5. Trajektorie Wienerova procesu je skoro jisté nediferencovatelna v
kazdém bodé 0 <t < 0.

Diikaz. Oznacime
D :={w e Q:3se€[0,1] tak, ze f(t) = Wi(w) je diferencovatelnd v bodé s}

Pokud w € D plati, ze existuje s € [0,1] tak, ze
lim Wt<w) — Ws(w)

= L, pricemz L € R.

t—s t— s
Tedy
W, — Wi
Ve>0 30>0 V[t—s|<0: t(wi (w)—L’<s.
-5
Jelikoz z trojuhelnikové nerovnosti vyplyva, ze
Wt(wz — Wi(w) L’ - ‘Wt(wi —Ws(w)| L,
— S JR—

plati
[Wiw) = Wi(w)| < (e +[L]) (|t = s]).

Tedy nutné existuje k: ¢ <6 aj:j > (e+ |L|), pro néz plati

1
(Wi (w) — We(w)| < j|t — s| pro kazdé ttakové, ze |t — s| < iz

Tim padem

DcC G G G(1,5,1/k).

j=1k=1
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Muzeme tedy odhadnout pravdépodobnost toho, Zze nastane jev D takto:

D)<P (G D G(1,5,1/k) ) iiP (1.4,1/k)).

j=1k=1 J=1 k=1

Vzhledem k lemmatu 2.4 pro a = 1, P(G(1,5,1/k)) = 0 pro kazdé k > 1 a j > 1.
Jelikoz se jedna o spocetny soucet, P(D) se také rovna nule. Tedy trajektorie
Wienerova procesu jsou skoro jisté nediferencovatelné v kazdém bodeé ¢ € [0,1].
Vzhledem ke konstrukci Wienerova procesu na intervalu [0,00), kdy pro kazdé
tenn+l), Wy=>,_ W k) + (Wt(k) jsou nezavislé Wienerovy procesy
na intervalu [0,1]), otazka dlferencovatelnosti v libovolném bodé t € [n,n + 1) se
da prevést na otazku diferencovatelnosti v bodé t — n, ktery patii do intervalu
[0,1]. Oznacime

D® .= {w e Q:3s € [0,1] tak, ze Wk (w) je diferencovatelnd v bodeé s }.
Tudiz pro mnozinu ¢ definovanou
d:={weN:3Ise€[0,00): Wi(w) je diferencovatelnd v bodé s},

plati, ze
sc|Jp®
k=1

Jedna se o spocetné sjednoceni, tudiz P(d) = 0.
OJ
Véta [2.5] dava prirozeny priklad spojité funkce, kterd je ale zaroven nediferen-
covatelnd v kazdém bodé, coz je zajimavé i z hlediska matematické analyzy.

Na problematiku diferencovatelnosti trajektorii Wienerova procesu bychom se
mohli podivat z odlisSného thlu. Mohli bychom se podivat na Diniho derivace v
néjakém bodé t a zkoumat, jestli se rovnaji. A pravé o tom je tvrzeni nasledujici
véty [2.6, kterou vyuzijeme v dalsi kapitole pfi Feseni teoretickych tloh.

Véta 2.6. Bud t > 0. Pak trajektorie Wienerova procesu skoro jisté neni dife-
rencovatelna v bodé t. Navic plati, ze

Wi — Wy

D*W, = limsup ——— = oo, skoro jisté,
h10 h
— W,
D.W, = liminf —— "t — _ 0. skoro jisté.
R0 h

Diikaz. Dukaz této véty opirajici se o tvrzeni[l.4] a o fakt, ze

lim sup W,,/v/n = oo skoro jisté a

n—oo
lim inf W, /v/n = —oo skoro jisté,
n—oo

je uveden v knize [2].

13



2.4 Lokalni extrémy a nulové body

V této kapitole jsou uvedené autorem samostatné resené problémy, které se
zabyvaji existenci lokalnich extrému a chovanim trajektorii Wienerova procesu v
okoli bodu t = 0.

Problém. 1. Uvazujme Wieneruv proces {WW; : 0 < t < oco}. Dokazte, ze pak
libovolny bod t > 0 skoro jisté neni lokalni maximum trajektorie Wienerova
procesu W;.

Reseni. K dukazu vyuzijeme vétu kterd mimo jiné iika, ze prot > 0

D*W; = limsup Wein = W = 00,
h10 h

tedy

Wien — W,
lim | sup —h ) = 0o skoro jiste |
010 \ he(t,i+6) h

cOZ znamena, ze

VA>0V5>0 sup Ween = We

> A skoro jiste.
he(t,t490) h

Tudiz pro A =1
Vo > 0 3hs € (t,t +9) takové, zeWyip, — Wy > hs skoro jiste.

Jelikoz hs > 0, v libovolné malém okoli bodu ¢ skoro jisté najdeme takovy bod
t+ hs, ze Wiy, > W, Tim padem bod ¢ skoro jisté neni lokalni maximum.
A
Druhou otézkou je, s jakou pravdépodobnosti lokdlni maximum trajektorie
Wienerova procesu existuje. Bodu ¢ € (0,00) je totiz nespoc¢etné mnoho, proto z
toho, ze kazdy bod skoro jisté neni lokdlni maximum, nevyplyvé, ze zadny lokalni
maximum neexistuje.

Problém. 2. Dokazte, ze

P(lokalni maximum trajektorie Wienerova procesu existuje) = 1

Reseni. Weierstrassova véta o extrémech tvrdi, ze kazda spojita funkce na kom-
paktni mnoziné nabyva svého maxima i minima. Z definice Wienerova procesu
vime, ze jeho trajektorie jsou skoro jisté spojité. Uvazujme uzaviené intervaly
[k,k 4+ 1] pro k € Ny, které jsou kompaktni mnoziny. Trajektorie Wienerova
procesu tedy skoro jisté nabyvaji na kazdém intervalu [k,k + 1] svého maxima
(i minima). Jenze pokud by s nenulovou pravdépodobnosti platilo, ze maxima
je nabyto vzdy jen v pravém krajnim bodé, tak nemusime nutné najit lokalni
maximum v tomto krajnim bodé (predstavme si napiiklad rostouci funkci E[)

My sice z kapitoly o monoténii vime, ze trajektorie Wienerova procesu skoro jisté monoténni

vvvvv

tuji totiz i pravdépodobnéjsi prubéhy, na které musime bréat ohled.
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Podivejme se tedy na to, s jakou pravdépodobnosti nastane jev U, ktery spoc¢iva
v tom, ze maxima bude nabyto vzdy v pravém krajnim bodé (pro kazdy interval
[k,k + 1] v bodé k + 1). Pro libovolné n € Ny plati

P(U)<P <ﬁ{Wk+1 - Wy > 0}> :

k=o

Jelikoz prirustky Wienerova procesu jsou nezavisle nahodné veli¢iny s norméalnim
rozdélenim a nulovou stfedni hodnotou, plati také

P <ﬂ{Wk+1 - Wk 2 0}> = H P({Wk+1 - Wk 2 O}) = (%)n .

k=0

Tim padem

1 n+1

n—oo

Z toho vyplyva, ze skoro jisté existuje takovy interval [k, k + 1], jehoz maximum
neleZ{ v pravém krajnim bodé. Ted nastanou dvé moznosti. Bud existuje takovy
maximalni bod, ktery lezi uvniti uzavieného intervalu. A to znamenad, Ze tento
maximélni bod je zaroven lokalni maximum trajektorie Wienerova procesu (kolem
néj existuje neprazdné oteviené okoli, na kterém je jeho hodnota maximéalni).
Nebo se maximélnich hodnot nabyva jen v krajnich levych bodech uzavienych
intervalu. Tady musime byt opatrni (kvuli tomu, Ze by funkce mohla byt napiiklad
klesajici) a vybrat si nejmensi krajni levy bod, ve kterém se na néjakém intervalu
nabyva maxima. Potom je tento bod lokalnim maximem trajektorie Wienerova
procesu. Tim padem plati, ze

P( lokalni maximum trajektorie Wienerova procesu existuje ) = 1.

A

Pozndamka. 2.1. Dozvédéli jsme se tedy, ze kazdy bod trajektorie Wienerova pro-
ces sice skoro jisté neni lokalni maximum, ale na druhou stranu néjaky lokalni
maximum trajektorie Wienerova procesu skoro jisté existuje. Totéz plati i pro
dudlni pojem, lokalni minimum.

Problém. 3. Necht {W;,t > 0} je Wieneruv proces. Dokazte, ze

P(W; = 0 pro nekonecné mnoho t) = 1.

Reseni. Vyuzijeme toho, ze i v bodé t = 0 plati véta . Tedy D*Wy = o0 a
D,Wy = —oc0. Tim padem

Wy, — W, %%
D*Wy = lim sup 70 im sup — " — 50 skoro jiste,
h{0 h h10

tedy

: W, .
lim | sup — | = o0 skoro jisteé ,
010 he(0,5) h
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COZ znamena, ze

Vo >0 sup Wa > 1 skoro jisté.
he(0,6) h

Tedy pro kazdé 6 > 0 existuje hy € (0,0) takové, ze Wy, > hy > 0.
A analogicky pro kazdé § > 0 existuje h_ € (0,0) a Wj,_ < 0.
Tim padem pro libovolné § > 0 existuji dva body hy,h_ € (0,5) takové, ze
Wi, > 0 a zaroven Wj,_ < 0.
Trajektorie Wienerova procesu jsou skoro jisté spojité, tedy maji skoro jisté Dar-
bouxovu vlastnost nabyvani mezihodnot. Tim padem plati, ze pro libovolné § > 0
existuje bod hgy € (0,0) takovy, ze Wy, = 0. Ted uz zbyva definovat nekoneénou
posloupnost nulovych bodu. Jelikoz hg > 0, muzeme pouzit hg jako d a odkazat
se na predchozi tvahy, ze kterych plyne, ze existuje dalsi nulovy bod hy € (0, hy),
Wy, = 0. A rekurentné: h, > 0 pro kazdé n € Ny, tedy existuje h,1 € (0, hy,)
tak, ze Wy, ., = 0.

A

Poznamka. 2.2. Nasli jsme nekonecné mnoho nulovych bodt, ale zéroven jsme
dokéazali silnéjsi tvrzeni: na libovolné malém okoli bodu ¢ = 0, trajektorie Wiene-
rova procesu skoro jisté nekonecéné krat zméni znaménko a nekonecné krat protne
0. Jelikoz prirustky Wienerova procesu jsou nezavislé, pokazdé, kdy trajektorie
protne 0, za¢ind standardni Wieneruv proces nanovo. To znamenad, ze pro kazdy
nulovy bod skoro jisté plati, ze v jeho libovolné malém pravém okoli existuje dalsi
nulovy bod. Tuto vlastnost viak nemé kazdy nulovy bod ¢ € [0,1]. Napiiklad po-
sledni nulovy bod pied ¢asem t = 1, 7 =sup{t: W, =0,t < 1} tuto vlastnost z
definice neméd, coz se zd4 byt na prvni pohled paradoxni ]

2.5 Lévyho Modul spojitosti

Ve véte jsme dokazali, ze trajektorie Wienerova procesu jsou skoro jisté
a-hélderovské pro a € (0,1/2). V lemmatu [2.4] jsme na druhou stranu dokézali,
ze pro o > 1/2 trajektorie Wienerova procesu a-holderovské nejsou. Avsak jsme
zatim nezkoumali pfipad, kdy a = 1/2. Tomuto piipadu je vénovand nasledujici
véta z knihy [4].

Véta 2.7. Bud {W,;:0 <t < 1} Wieneruv proces, pak skoro jisté plati

: Win — Wi
limsup sup ———=1.
hlo  o<t<i—h y/2hlog1/h

Dikaz. Diikaz je mozné nalézt v knize [4].

2.6 Variace a kvadraticka variace

Tato kapitola Cerpa ze zdroje [2] a zabyva se otdzkou konecnosti variace a
kvadratické variace trajektorii Wienerova procesu.

2¢erpame z knihy [2].

16



Definice 2.2.
Necht je funkce f : [a,b] — R zprava spojitd. Reknéme, ze f md konecnou variaci,
pokud

k
() == sup Y [£(t;) — f(tj-1)] < oo,

kde k € Naa =ty <t; < .. <ty <t = b Jinak feknéme, ze f nemd
konecénou variaci.

Definice 2.3.
Necht 0 < ¢ < oo a posloupnost délen{ intervalu [0,

0=t" <t < . <t =t

k(n)
je takova, ze k(n) > k(n — 1) + 1 a rozdil

A(n):= sup {tgn) - t(-ri)l}

J
1<j<k(n)

konverguje k nule. Pak definujeme kvadratickou variaci Wienerova procesu jako
nahodnou veli¢inu

JEEOZ( W) - W)

Véta 2.8. Kvadraticka variace V) (t) = t skoro jisté, a proto Wienertiv proces
skoro jisté nema konec¢nou variaci.

Diikaz. Zde uvedu pouze prvni ¢st dikazu: jde o implikaci, kdy z V) (t) = ¢
skoro jisté plyne, ze trajektorie Wienerova procesu nema konecnou variaci. 7
vety [2.3] vime, Ze trajektorie Wienerova procesu je skoro jisté a-holderovskd pro
a € (0,3). Tedy existuje konstanta ¢ > 0 tak, ze pro kazdé a,b € [0,¢] plati
|Wo, — Wh| < cla — b|*. Tedy pokud |a — b] < A(n), [W, — W,| < c( (n))*. Tim

padem jelikoz pro vsechny body v déleni plati, ze (t§.") t; 1) < A(n),

‘Wt;n) — W | <cA(n)®.

t(] 1)

Rozepiseme sumu nasledujicim zptisobem

k(n) 2 k(n)

5 (Wt(n) - Wt(n) ) - 5 Wt(n) - Wt(n) ’ . ‘Wt(n) - Wt(n)

- ] 1) 5 J (G-1) J (G-1)
7=1 ! U= 7=1

Pouzijeme nerovnost, ktera plyne z a-holderovskosti pro jednu z absolutnich hod-
not

k(n) 2 k(n)
C—1A<n)_a Z (WtEn)) t(n) ) < Z |W(n) — t(;z) ) |
j=1
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Jelikoz a > 0, A(n) konverguje k 0 pi n jdoucim do nekoneéna a
V®(t) =t < oo skoro jisté, musi skoro jisté platit, ze

k
. . 1
> lim E Wy =W |2 te™! lim ————— = 0.
n—oo £=1 G-1)
‘7:

k
sup Z ‘Wtj - Wt(j—l) neyoo (A(’I’L))a
7j=1
Tedy Wieneruv proces ma nekonecénou variaci. Druhy krok dikazu, ktery se
zaméfuje na prokazani toho, ze V@ () = t, vyuziva teorii martingali a je po-
drobné uveden v knize [2].

O
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3. Princip reflexe

3.1 Nahodna prochazka a jeji vlastnosti

Pro lepsi pochopeni Wienerova procesu a s cilem ukazat jisté vlastnosti Wie-
nerova procesu na jednodussim piikladé zadefinujeme ndhodnou posloupnost zva-
nou ndhodna prochazka. Jak se dale ukaze, souvislost mezi témito dvéma objekty
je velmi tizka a nazorna. V této kapitole ¢erpame z knih [1I] a [3].

Definice 3.1.
Necht {X;:1 <i < oo} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in takovych,
ze

1

Polozme Sy = k pro néjaké k € NU{0} a S, = So+ > i Xi, (1 <n < o0). Pak
ndhodnou posloupnost {S,, : 1 < n < oo} nazveme ndhodnd prochdzka. Pokud
So = 0, feknéme, ze {S,} je symetrickd ndhodnd prochdzka.

Nés bude u symetrické ndhodné prochdzky mimo jiné zajimat, s jakou
pravdépodobnosti piekroc¢i trajektorie ndhodné prochazky hranici A pred tim,
nez prekroc¢i hranici —B. A, B jsou v tomto piipadé kladné prirozena cisla, ktera
si pfedem stanovime.

Tvrzeni 3.1. Necht ndhodnd posloupnost {S,, : n € N} je ndhodnd prochdzka.
Uvazime dvé kladna ¢isla A, B € N. Zadefinujeme si ¢as vystupu 7 nasledujicim
zpusobem: T = min{n > 0: S, = A nebo S, = —B}. Pak plati

. B
() P(S, = AlSy=0) = 1o
(ii) P(S, = —B|Sy = 0) =
11 r = 0 — _A+37

(iii) E (7]S, = 0) = AB.

Diikaz. Nejdifv dokdzeme, ze P(T = o0) = 0. Uvazme ndhodny jev Ej: ndhodné
veli¢iny (S, — S,,_1) maji hodnotu 1 pro vSechna pfirozend n z intervalu
|k(A+ B), (k+1)(A+ B) — 1]. Potom plati

P(r >n(A+ B)|Sy=0) <P <7ﬁEkC> = (%)n

k=0
A jelikoz pro kazdé n € N plati

P(T = OQ|SO = O) < P(T > TL(A+ B)|SO = 0)7

A tedy, pfi n jdoucim do nekone¢na, dostavame P(7 = oo) = 0.
Z tohoto vysledku muzeme dokonce odvodit, Ze nahodna veli¢ina 7 ma koneéné
momenty vsech fddi. Necht d € N. PouZijeme-li odhad

T L1yasB)kasn) (1) < KA+ B)* Lh—1y(a+B),00)(T)
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a fakt, ze pro libovolnou nezapornou celoc¢iselnou ndhodnou veli¢inu N plati,

E(N) =S P(N > k),
k=0
dostaneme, ze

00 00 1 k-1
<D KA+ B Lpyarmeo (1) < Y KA+ B)? (5) < oo.
k=0 k=0

(i) Hleddme hodnotu pravdépodobnosti P(S,; = A|Sy = 0). Polozme
ar = P(S; = A|Sy = k). Jelikoz se po jednom kroku muzeme dostat z hodnoty k
do hodnoty (k+1) nebo (k—1) s pravdépodobnosti 3, plati nésledujici rekurentni
vztah:

1 1
ap = §ak_1 + §ak+1, —B< k<A
Navic plati okrajové podminky a4 = 1 a ag = 0. VySe popsany rekurentni

vztah spolu s okrajovymi podminkami tvoii homogenni diferenéni soustavu s
konstantnimi koeficienty. Pritom charakteristicka rovnice této soustavy je

1/2(XA —1)? = 0. Kofeny tohoto polynomu jsou A\; = Ay = 1. Obecné Fesen{ tedy
musi byt ve tvaru ai = ¢; + kco. Vezmeme-li v ivahu pocatecni podminky, do-

staneme, ze feSenim soustavy diferencnich rovnic je posloupnost ap = 1+ B +
kzm Dosazenim k = 0 zjistime, ze:
B
P(S; = AlSy =0) =ag = :
( 150 =0) = a0 A+ B
(ii) Jelikoz plati
P(S,=AlSy=0)+P (S, =—-B|Sy=0) =1,
A
z bodu (i) dostavame, ze P (S; = —B|S; =0) = 115
(iii) Oznacme b, = E(7|Sy = k). Po jednom kroku se zméni hodnota souctu S,
a zdroven se o jednotku zvysi cas ¢ekdni na udélost {S,, = A nebo S,, = —B} ,
tudiz dostavame opét rekurentni vzorec
1 1
by = =bk_1 + =b 1.
k= 501 + 5 k1 +

Jelikoz v okamziku, kdy dosdhneme bud hodnoty A nebo hodnoty —B, uZ ne-
musime na nic ¢ekat, okrajové podminky k této nehomogenni diferen¢ni rovnici
jsou: by =0ab_g=0.

Abychom vytesili tuto soustavu, budeme postupovat spiSe intuitivné, s vyuzitim
vhodné analogie. Spravnost vysledku, ktery timto zptusobem dostaneme, ovérime
dosazenim do soustavy. Zadefinujeme si operator diference Aby_1 := by — br_1.
Pouzijeme-li operdtor A dvakrat, dostdvame A%b,_; = by — 2b, + by_1. Nage
soustava se pomoci tohoto operatoru da vyjadrit takto:

1
§A2bk =—-1, —-B<k<A.
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Pti této formulaci se nabizi analogie mezi druhou diferenci funkce na pfirozenych
¢islech f: N — R a druhou derivaci redlné funkce. Jelikoz jedina redlna funkce,
kterda ma konstantni druhou derivaci je kvadraticky polynom, koeficient u ¢lenu
k? by mél byt —1. Jelikoz pro k = A a k = —B je hodnota polynomu nulové,
piipada v uvahu funkce —(k — A)(k + B). Jelikoz skutecné plati, ze

—<k:—A)(k+B)=—%(k;—1—A)(k—1+B)—%(k+1—A)(k+1+B)+1

je by = —(k — A)(k+ B). Stiedni hodnota je tim pddem E(7|Sy; = 0) = by = AB.
U

Definice 3.2.
Necht S, je ndhodné prochdzka. Necht z > 0 a7 := min {n : S,, = z}. Definujeme
nahodnou posloupnost 7T, predpisem

S, pron<m,
" Sy —(S,—S;) pron>T.

Pozndmka. 3.1. Viechna sdruzend rozdéleni ndhodnych posloupnosti {S,, : n > 0}
a {T, :n >0} jsou stejnd, a tak muzeme pomoci ndhodné posloupnosti {7}
odvodit prekvapivé vlastnosti ndhodné prochazky:.

Tvrzeni 3.2. Necht {S,} je ndhodnd prochézka. Definujeme ndhodnou veli¢inu
S = max{Sk,0 < k < n}. Pak

2P(S, > z) + P(S, = z) = P(S™ > ). (1)

Diikaz. Prekroci-li hodnota ndhodné prochazky v ¢ase k > 7 hranici (z + y) pro
néjaké y > 0, musi nutné platit, ze T, < z — y:

Pn>7S,>z+y)=Pn>71,8—(S,—S,) <25, —z—vy) =
=Pn>1T, <2z —x—y)=Pn>71,T,<x—1y).

Jelikoz plati, ze rozdéleni ndhodnych posloupnosti {7}, } a {S,,} jsou stejnd, dostdvame
i nasledujici rovnost

Pn>1S,>x+y)=Pn>71, S, <z—1y).

Podivejme se ted na nadhodnou posloupnost {S™}. Pro kazdé n € Ny se jednd
o maximélni hodnotu, které dosdhla ndhodna posloupnost {S;} do okamziku n.
Vzhledem k tomu, jak je definovany cas 7, vime, ze pravé kdyz je n > 7, tak uz
pro néjakou hodnotu 0 < [ < n muselo nastat S; > x. Proto také plati, ze

P(SI">x, S, >x+y)=P(S;' >z, Sy, <x—y) Va>0,y>0.

A jelikoz z S, > x + y plyne S > z, dostdvame rovnost P(S, > = 4+ y) =
P(S* >z, S, <z —y). Volbou y = 0 médme P(S,, > z) =P(S" >z, S, < x).
Jelikoz také plati P(S,, > z) = P(S]" > z, S, > x),po seCteni téchto dvou rovnic
dostavame

2P(S, > )+ P(S, =z) =P(S,' > z).
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Disledek. Rovnost Z tvrzenf pomaha zjistit asymptotické rozdéleni ma-
xima nahodné prochazky. Pokud do totiz dosadime za x hodnotu +/nz, do-
Staneme

P(S™//n > x) = 2 P(Sy/v/n > 2) + P(S,/v/n = ).

Tudiz mame

lim P(S;7/v/n > x) =2 lim P(S,v/n > ) = 2(1 — &(x)),

n—o0

kde ® je distribuc¢ni funkce normalniho rozdéleni.

3.2 Analogie pro Wieneruv proces

Pozndmka. 3.2. Nahodnou prochazku muzeme vyuzit pfi aproximaci Wienerova
procesu nasledujicim zpusobem. Ozna¢ime ndhodny proces S(n,t) = S, + (t —
n)Xni1 pron < t < n+ 1. Tento proces preskilujeme a dostaneme WSt(n =
S(n,nt)/y/n pro 0 < t < 1. Nyni uvedeme vétu z knihy [1], kterd v jistych
pripadech propojuje znalosti, které mame o ndhodné prochazce s védomostmi o
Wienerové procesu.

Véta 3.3. (Donskertiv princip invariance) Necht {W;,0 < t < 1} je Wieneruv
proces a {WSt(n), 0 <t < 1} je ndhodny proces definovany v pozndmce . Pro
libovolny spojity funkciondl F' : C[0,1] — R, plat{

lim P <F (Wst(”)) < m) — P(F(W,) <1).

n—oo

Diikaz. V knize [I] je tato véta uvedena bez dikazu, avsak v knize [6] je mozné
nalézt Donskerovu vétu i s dikazem. Jednad se o obecnéjsi tvrzeni, ze kterého
plyne tvrzeni této véty.
OJ
Ted uvedeme véty, které jsou analogické vétdam o ndhodné prochézce, ale
tykaji se Wienerova procesu. Jelikoz na rozdil od nahodné prochazky je Wieneruv
proces spojity proces, budeme potiebovat nasledujici definice.

Definice 3.3.

Bud {X; : 0 <t < oo} stochasticky proces na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P). Reknéme, 7e o-algebry F;, C A tvoii filtraci procesu X, jestlize F, C Fy
pro s <t a X; je Fi-méfitelnd ndhodna veli¢ina, ¢ > 0.

Definice 3.4. )

Necht {F;} je filtrace (stochastického procesu X;). Reknéme, ze 7 : w — RU{oco}
je markovsky ¢as vzhledem k filtraci F;, pokud {w : 7(w) <t} € F; pro vSechna
t>0.

Tvrzeni 3.4. Necht A,B > 0,7 =min{t: W, = —B nebo W, = A}, pak plat{
P(r<oo)=1a

B

(j) P(WT:A):A—l—B
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A

(i) POW, = B) = &

(iii) E(r) = AB.

Diikaz. Je mozné nalézt v knize [IJ.
U
Podobny princip reflexe jako pro ndhodnou prochazku plati i pro jeji limitni
spojitou verzi, Wieneruv proces.

Véta 3.5. (Princip reflexe pro trajektorii Wienerova procesu) Je-li T markovsky
c¢as vzhledem k filtraci standardniho Wienerova procesu {W, : t < 0}, pak proces
{V; : t <0} definovany predpisem:

vo_ W; pro t <,
L W, — W, —=W,) pro t >

je taktéz Wieneruv proces.

Diikaz. Dukaz je mozné nalézt v [1].

O

Pozndamka. 3.3. Obréazek, znazornujici aproximaci trajektorie nahodného procesu
V; a jeho vztah k puvodni trajektorii Wienerova procesu W;, je mozné nalézt v

posledni kapitole této prace o simulaci Wienerova procesu. Jedna se o obrazek
??

Véta 3.6. Necht {W,,t > 0} je Wieneruv proces, pak pro rozdéleni jeho maxima
na intervalu [0,1] plat{

P(max W, > x) =2(1— d(z)).

0<t<l
Dikaz.  Vyuzijeme-li dusledek a vetu 3.3 z toho, ze maximum je spojity

funkcional plyne tvrzeni véty.
O

23



4. Skorochodova véta o vnoreni

V této kapitole jsou uvedené véty a autorem samostatné fesené problémy
tykajici se Skorochodova vnoreni. Pro kazdy fixovany ¢as t > 0 rozdéleni ndhodné
veliciny W; zname, jednd se o normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a
rozptylem t. Kdyz je ale ¢as 7 také nahodna velic¢ina s néjakym rozdélenim, situace
se zkomplikuje.

4.1 Skorochodovo vnoreni

Véta 4.1. (Skorochodova véta o vnoreni)

Necht {W;,t > 0} je Wieneruv proces. Necht X je ndhodnd velicina se stiedni
hodnotou 0 a rozptylem 0 < 0% < oo. Pak existuje nahodny markovsky éas T
takovy, ze pro kazdé x € R

PW; < z) = P(X <)

Er=0"

Diikaz. 'V knize [I] je uveden dukaz této véty pro ndhodnou velicinu X, ktera
nabyva jen konetné mnoha hodnot.
O

Problém. 4. Rozsiite dukaz véty na obecny piipad ndhodné veliciny X s
distribuén{ funkci F', nulovou stiedni hodnotou a koneénym rozptylem 0 < o2

Reseni. E X =0, proto

- /_ OooxdF(:c) _ /0 " AP ().

y o _/(; rdF(z) = /OooxdF(:v)-

Méjme néhodny interval (D,H), kde D znaéi dolni hranici a H horni (plati
D <0 < H). Zadefinujeme ¢as 7 predpisem

T =inf {t: W, ¢ (D,H)}.

Oznacime

Urc¢ime sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru (D,H) nésledujicim zpusobem

s t
P(D<s,H<t)= 7_1/ / (x —y)dF(z)dF(y) pros <0 <t.
—o0 J0

K dukazu budeme pouzivat vlastnost Wienerova procesu z tvrzeni|3.4|z pfedchozi
kapitoly :

B
P(W, =A|D = —B,H = A) =
(W =4 : )= 5o

A

P(W,=-B|D=-BH=A)=———,

( | )= A58

E(7|D = —B,H = A) = AB.
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Pro y < 0 plati

PW, <y) = /0°° /_y PW, =s|D = s,H =t)y '(t — s)dF(s)dF(t) =

_ /0 b / li(t_s)y—ldp(s)dm) — (7_1 /0 OOtdF(t)) / : dF(s) =

~ [ ar) —pex <),

—0o0

pro x > 0 plati

POV, € (0,2)) = /0 /O P(W, = t|D = s,H = t)y-(t — s)dF(£)dF(s) =

:/(; /Omt__ss(t—s)y_ldF(t)dF(s):7_1 (— /(; de(s)> /OmdF(t) =

:/zdF(t) =P(0< X <ux).

Tedy

PW, <z)=PW,<0)+P(W, € (0,z)) =P(X <0)+P0< X <z)=P(X <z,

tim padem je prvni tvrzeni Skorochodovy véty o vnoreni dokdzané a plati
PW,<z)=P(X <z) VxeR.

Ted zbyva dokézat druhé tvrzeni Skorochodovy véty tykajici se vztahu mezi
sttedni hodnotou casu vystupu a rozptylem vnorené ndhodné velic¢iny. Vyjadiime
sttedni hodnotu casu vystupu explicitneé:

E(7) :/_(; /OOO —st(t — s)y 'dF (t)dF(s) =y ! (— /_OOO de(s)) /Ooot2dF(t)+
- (’y—l /O OotdF(t)) /_ (; s*dF(s) = /_ : 2?dF(z) = var(X).

E(7r) = var(X) = 0.

Plati tedy i

4.2 Dukaz klasické centralni limitni véty

Véta 4.2. (Véta o vnoreni nahodné prochdzky do Wienerova procesu)

Maéme posloupnost nezavislych nahodnych velicin {X; : 1 < i < oo}, které jsou
stejné rozdélené, maji nulovou stiedni hodnotu a pro kazdé i je var(X;) = 1.
Pak existuje posloupnost casti Wienerova procesu {r; : 1 < i < oo} takova,
Ze {7;} jsou nezavislé, nezaporné, stejné rozdélené nahodné veliciny, pro kazdé i
je E(1;) = 1 a nahodnd prochazka S, = X; + ... + X,, je totozna s nahodnou
posloupnosti T,, = W, 1. ... Tedy vSechna konecnérozmérna sdruzena rozdéleni
{Sp:1<n<oo} a{Wri 1r 1 <n< oo} jsou stejna.
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Diikaz. Tvrzeni véty plyne z véty [4.1]
OJ

Kromeé toho, ze nam Skorochodova véta o vnoreni dava zpusob, jak ztotoznit
libovolnou ndhodnou veli¢inu s ndhodnou veli¢inou W.. pro vhodné zvoleny ndhodny
¢as 7, ma i mnoho necekanych aplikaci. Naptiklad se pomoci dusledku této véty
da nezéavisle dokézat klasicka centralni limitni véta.
Pii teseni nasledujictho problému jsem pouzivala véty z knihy [5] o konvergenci
v pravdépodobnosti, distribuci a v podstaté.

Problém. 5. Dokazte nasledujici vétu s pomoci dusledku Skorochodovy véty o
vnofeni (véta[d.2).

Véta4.3. Necht {X;} je posloupnost nezdvislych, stejné rozdélenych ndhodnych
velicin takovych, ze E(X;) = 0 a var(X;) = 1. Pak pro soucet S, = X; + ...+ X,,
plati
: Sn s

lm Pl =<z | = —e 2du=®(z), xR

n—00 \/ﬁ o 2w
Reseni. Nejdifv dokdzeme, ze proces %LWTH_“H” konverguje v pravdépodobnosti
k procesu W;. Pouzijeme-li prvni ¢ast tvrzeni|l.4] vime, Ze ndhodny proces urceny
\/LEWTIJF._.M,L je ekvivalentni s ndhodnym procesem urcenym Wfﬁ,fm.

Z vlastnosti (iii) Wienerova procesu méame, ze

T+ e+ Ty _1‘>

(W7'1+~-4+Tn - Wl) ~ N (0,
n n

Jelikoz ndhodné veliciny {7; : 1 < i < oo} jsou nezavislé, stejné rozdélené a
E |7| = E(m1) = 1, ze silného zdkona velkych ¢isel pro stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny vyplyva, ze

lim — Zﬂ- =E(m)=1 skoro jiste,

Z vlastnosti (iv) Wienerova procesu mame, ze funkce Wy(w) je v proménné ¢
skoro jisté spojita. Proto plati

lim Wr+..40a = W7  skoro jiste.
n—oo n

7 konvergence skoro jisté plyne konvergence v pravdépodobnosti, proto

lim P (\Ww.m Wy > 5) =0 Ve>0.

n—oo

Z konvergence v pravdépodobnosti plyne konvergence v distribuci, tedy pfi n
jdoucim do nekonecna, plati

D
Wi, — Wi
n

Konvergence v distribuci je ekvivalentni s konvergenci v podstaté a tedy, oznacime-
li distribuéni funkei nahodné veli¢iny Wr 4.+, pro kazdé n € N U{0} jako F,, a

distribuéni funkei ndhodné veliciny W, jakg F, mame

lim F,(z) = F(z), Vz€R, x jebod spojitosti F.
n—oo
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Distribuéni funkei F zndme, z vlastnosti (iii) Wienerova procesu plyne, ze nahodné
velicina W7 ma normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 1,
tudiz je distribuéni funkce F'(x) = ®(z). Jelikoz je funkce ®(z) spojita v kazdém
bodé x € R, plati:

lim PWotoir <z)=®(x) VreR,

n—o0
tedy také
. Sn r 1 —t2/2
lim P| —=<z)=%®(x) = —e dt.
n—00 \/ﬁ — o0 2

A tedy jsme pomoci Wienerova procesu a Skorochodova vnoreni dokazali kla-

sickou centralni limitni vétu o stejné rozdélenych, nezavislych ndhodnych veli¢inach.
A

27



5. Simulace Wienerova procesu

V této kapitole se budeme zabyvat aproximaci Wienerova procesu. Budeme
vyuzivat software [7]. [

Casto se simulace zakladaji na ndhodné prochézce pomoci aproximace
z kapitoly o principu reflexe. V této praci vsak zalozime simulaci na konstrukci
Wienerova procesu z kapitoly [I.T] protoze se jednd z pohledu autora o zajimavéjsi
piistup, ktery vyuziva posloupnost preskalovanych funkci a navazuje na predchozi
vyklad. Budeme pouzivat vétu [L.3] kterd tvrdi, ze se Wieneruv proces da vyjadrit
jako nasledujici suma:

W= AZugnlt). (1)

Nejdiiv ale budeme pottebovat zkonstruovat posloupnost funkei g,, z poznamky
(anglicky se témto a podobnym posloupnostem funkei #ikd ,wavelet“ a v
soucasnosti ziskavaji na vyznamu a hojné se pouzivaji). Tady uvedeme sedm
prvnich funkei g,. Pficemz do prvnich sedmi nepocitdme dodefinovanou funkci

go(t) =t.

g_n(
10

08
0.6

04

0.5 ‘ ‘ ‘ ‘ 10
Obrazek 5.1: Prvnich 7 funkei z posloupnosti {g, }

Presnost aproximace zavisi na tom, kolika s¢itancu ze sumy (/1)) budeme uvazovat
pri simulaci Wienerova procesu.

Kdybychom nejdiiv konstruovali funkei f(t) = Z:ffo Angn(t), coz je aproximace
Wienerova procesu bez ndhodné slozky pro 127 séitancu (toto ¢islo jsme vybrali,
protoze se jednd o souc¢et mocnin dvojky), tak bychom dostali funkci na obrazku
F.2l Kdyz ovsem piiddme ndhodnou slozku, tak pro stejny pocet (127) s¢itancu
dostaneme funkci, jejiz trajektorie uz pripomina trajektorii Wienerova procesu a
je zobrazend na obrazku [5.3]

Zvysime-li pocet sc¢itancu na 1000,dostaneme aproximaci Wienerova procesu,
ktera vypadd jako na obrdzku [5.4]

Prestoze se libovolna pocitacova simulace skladé jen z koneéné mnoha bodu a
jejich funkcénich hodnot, muzeme se ¢astecné ujistit v tom, ze vysledky prezento-
vané v této praci jsou pravdivé. V kapitole o diferencovatelnosti trajektorie Wiene-
rova procesu jsme zjistili, Ze trajektorie Wienerova procesu je v kazdém bodé skoro

'Soubor, ktery obsahuje zdrojovy kéd, je pfilozen k této bakalaiské praci na CD a nahrin
do informac¢niho systému Univerzity Karlovy.
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jisté nediferencovatelna. Na obrazku ktery je nejptresnéjsi, vidime, ze trajek-
torie Wienerova procesu obsahuje mnoho ,,3picek“ a v takovych bodech (viz ab-
solutni hodnota) zpravidla neexistuje derivace. V kapitole o lokalnich extrémech
a nulovych bodech jsme zjistili, ze prestoze kazdy bod skoro jisté neni lokalni
maximum, néjaké lokalni maximum skoro jisté existuje. Na grafech z obréazku[5.3
a[pb.4]je vidét, ze funkce W; v néjakych bodech dosahuje svého lokalniho maxima.

Posledni obrazek znazornuje princip reflexe pro Wieneruv proces, ktery
je popsany ve vété z kapitoly o principu reflexe. Cerveny graf zndzoriuje
trajektorii puvodniho Wienerova procesu. Z veéty vime, ze nahodny proces
V; je také Wieneruv proces. Trajektorie ndhodného procesu V; je funkce, jejiz
prvni ¢ast je také cervend, ale druhd modra. Tvrzeni véty plati v pripadé
libovolného markovského ¢asu 7, ale my ho uréime deterministicky jako 7 = 0,3.

()

0.5 1.0

Obréazek 5.2: Pomocna funkce nezahrnujici ndhodnost Wienerova procesu pro 127
sc¢itanct na intervalu [0,1]
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Obrazek 5.3: Simulace Wienerova procesu pro 127 séitancu na intervalu [0,1]
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W(t)

0.5 0

-02-

Obréazek 5.4: Simulace Wienerova procesu pro 1000 s¢itanctu na intervalu [0,1]
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Obréazek 5.5: Princip reflexe pro Wieneruv proces na intervalu [0,1], pficemz 7 =
0,3
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Z.aver

Cilem této bakalarské prace bylo ukazat, jaké vlastnosti maji trajektorie Wi-
enerova procesu a provést simulaci, na které se nékteré z téchto vlastnosti daji
ilustrovat. V bakalarské praci jsme prozkoumali chovani a prezentovali propo-
jeni mezi Wienerovym procesem a napiiklad nahodnou prochazkou, iplnou orto-
normdlni posloupnosti funkef z prostoru L?[0,1] anebo dokonce ditkazem klasické
centralni limitni véty. Zjistili jsme, Ze se trajektorie Wienerova procesu ¢asto cho-
vaji necekané: jedna se o spojité funkce, ale skoro jisté nemaji v zadném bodé deri-
vaci; jsou to a-hdlderovské funkce pro a € (0,1/2), ale na zadném intervalu nejsou
monoténni; je-li 7 spravné uréend nahodnd veli¢ina, potom nadhodna veli¢ina W,
muze mit libovolné rozdéleni s nulovou stredni hodnotou a koneénym rozptylem.
Vyftesili jsme pét problému, kde jsme prohloubili pochopeni toho, jak zpravi-
dla vypada prubéh trajektorie Wienerova procesu. Bylo by zajimavé prozkoumat
hlubsi teoretické souvislosti mezi vlastnostmi, které jsou v této bakalarské praci
popséany (napiiklad jestli existuje zdvislost mezi a-holderovskosti a kvadratickou
variaci trajektorii Wienerova procesu) a zjistit, jakou roli hraji tyto vlastnosti
Wienerova procesu v aplikacich napiiklad ve finanénictvi.
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