Posudek oponenta na bakalarskou praci
Evgenie Belyaevy ,/Trajektorie Wienerova procesu*

V predlozené praci je neprve strucné predstavena Ciesielského konstrukce Wie-
nerova procesu a na jejim zakladé je ukazano, Ze trajektorie tohoto procesu jsou
a-holderovské, a < % Déle je podrobné diskutovana neregularita trajektorii: nejsou
nikde monotonni, pii o > % skoro jisté nejsou v zddném bodé a-hélderovské (a tedy
ani differencovatelné), maji kone¢nou kvadratickou variaci.! Poté autorka vysvét-
luje princip zrcadleni pro wienerovské trajektorie a jeho disledky, z velké casti vsak
na jednodussim modelu ndhodné prochazky; na zavér je uvedena Skorochodova véta
o vnofeni ndhodné prochazky do Wienerova procesu.

Autorka se povétsinou dosti tésné drzi knih, citovanych v praci jako [1] a [2]. Kni-
ha [1] se snazi o elementarni vyklad i za cenu osizenych dikazt, kniha [2] naopak
neni urcena zacatecniktim, obé tedy poskytuji dostatek prostoru pro pokus repro-
dukovat jejich diikazy podrobné a pfesné.?2 Autorka postupovala spise extensivné,
uvadi cetné véty, mnohé vsak bez dikazu ¢i dokazuje jen nékterd tvrzeni téchto
vét.3 To je prijatelny piistup, uvazime-li, Ze je pojednano i o dosti obtiznych vy-
sledcich. Dikazy tam, kde byly zarazeny, by vSak mély byt provedeny uspokojive.
V tomto sméru je ale vici praci mozno vznést cetné namitky:

i) Dtikazy z knih [1] a [2] jsou ob¢as rozvinuty nespravnym zpisobem.

ii) Casto se setkdvame s nespravnymi formulacemi a chybami ve vzorcich. Zpra-
vidla svéd¢i spise o nepozornosti, nez o nepochopeni, ale misty ztézuji citel-
nost prace.

iii) Neékteré formulace nejsou pfimo Spatné, ale jsou neobratné a mohou byti
zavadéjici.

iv) Obcas chybi vysvétleni provadéného vypoctu: u bakalarské prace se o¢ekava,
ze postup bude odtivodnén peclivé a detailné.

v) Lze miti i ndmitky proti nepeclivosti, s niz je prace vysézena v TEXu. Takové
namitky jsou jisté méné zavazné, nez pripominky k pochybenim vécnym,
ale pravé v bakalarské praci by mél uchaze¢ prokazat, ze toto ,fFemeslo®
zvladnul.

Jazykova Uroven prace je — uvazime-li, ze autorka nemd cesStinu jako mateisky
jazyk — zcela uspokojiva, n€kolik méalo nedopatteni, jichz jsem si povsiml, nestoji
za explicitni zminku.

Konkrétni namitky jsou uvedeny v seznamu na zavér posudku, zde lze shrnout,
ze zadnéa z chyb, které jsem nalezl, neni fatalni a mnohé z nich by, samy o sobé, ani
nevedly k horsimu hodnoceni prace. Problém vidim v jejich nadmeérné koncentraci,
takové, zZe si nejsem jist, zda prace spliuje pozadavky na bakalaiskou praci kladené.

1Jak uvidime nize, vyklad o kvadratické variaci bohuZel patii k nejslabsim &astem prace.
2 Autorka samostatné fesila i pét cviceni, prevzatych z téchto knih.
3Dusledné se vyhyba vSem kroktim, které vyzaduji znalost zaklad theorie martingald, takze
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jako v tvrzeni 3.1.



Definitivni zavér v této véci by mél byt ucinén na zakladé toho, jak se uchazecka
vyporada s pripominkami pii obhajobé.

V dalsim z¥ (x,) znadi y-tou fadku shora (zdola) na z-té strance.

Kazové postupy

7'4: Pokud diikazu rozumim, autorka ukézala, Ze pro kazdé s pevné je lim; s X; =
X skoro jisté. To jesté neznamena, ze skoro vSechny trajektorie jsou spojité funkce.

919: Autorka zde doplituje chybé&jici detaily do ditkazu z [2] dosti nestastné. Vyraz

[P(f(dj+1) = f(dj) = 0)]" (R)

je obtizné interpretovat. Bud je mozno psati (s odvoldnim na nezavislost ptirtustkd,
ktera by zde méla byt zminéna)

n—1
[T P(f(djsr) — £(d;) > 0),
3=0
anebo Tici, Ze j je v (R) libovolné pevné zvoleno. Déle, body dy, . .., d, zavisi na n,

takze je nesmyslné tvrditi, Ze limitnim prechodem n — oo dostaneme rovnost 9;5.
(Uz jenom pozadavek 0 < j < n — 1 pro n = co by mél autorku zarazit.)

245: Autorka se snazi postupovat podle struéného a neptfesného névodu v knize
[1], obavam se vSak, Ze prehliZi ¢etné technické jemnosti. Neni zfejmé, Ze existuje
nahodny vektor (D, H) s hodnotami v (—oo, 0] X [0, c0), ktery ma rozdéleni zadané
na fadku 245, pokud pracujeme na a priori fixovaném pravdépodobnostnim pro-
storu s mirou P. Dale, na fadcich 245_; se patrné pracuje s vhodnou regularni versi
podminéné pravdépodobnosti P(:|D, H). Jeji existence vSak neni o¢ividng; v kaz-
dém piipadé je uréena jen pro skoro vSechna A a B (vzhledem k rozdéleni (D, H)).
Nadto, tvrzeni 3.4 mtizeme pfimo pouzit, jen pokud vime, ze W je Wienertv proces
vzhledem k desintegrujici mife P(:|D = —B, H = A). Spravny dtkaz uziva nahod-
ny vektor (D, H) nezavisly s W, viz knihu [3], tvrzeni VIL.2.9, coz muZe vyzadovat
prechod na pomocny pravdépodobnostni prostor.

26'6: Tvrzeni 1.4 ukazuje, ze procesy (v/nW(t/n),t > 0) a (W(t),t > 0) maji
stejné rozdéleni na prostoru trajektorii, zde vsak potfebujeme rovnost rozdéleni v
nahodném case 71 + - - - + 7, jejiz ovéfeni vyzaduje dodatecny argument.

Nepresnosti

111: Cov (X, X) je kovariance ndhodnych veli¢in, nikoliv kovarianéni funkce. Nazev
kovarianéni funkce prislusi az zobrazeni (s, t) — Cov(Xy, X5).

34: Funkce h nendlezi prostoru L2[0, 1]: abychom z ni mohli vechny Haarovy funkce
ziskat skalovanim, musi byt definovana na celém R .

4': Zde m4 byt {h,}, nikoliv {n}.
413: Bylo by vhodné specifikovat, Ze g je funkce na R, .
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43: Druhy integral ma miti meze fmoo, nikoli fooo.

4;: Bud mé na pravé strané stat n /2 \/g , takze Borel-Cantelliho lemma by slo po-
uzit pro a > 2, nikoliv pro o > 1, anebo by méla byt odhadovana pravdépodobnost
P(|Z] > v2alogn).

5°: Z rovnosti na fadku 53 autorka vyvodila rovnost na fadku 5°, piehlédnuvsi
viak, Ze je tfeba uvazovat jen K C N\ {1} (jinak by rovnost 5" nemusela platit).
Ze zapisu téz neni ziejmé, ze K zavisi na w.

511: Autorka, nasledujic knihu [1], definovala jen Wieneriv proces indexovany in-
tervaly tvaru [0,7), zde uvazuje Wienertv proces na [0, 1]. (To jisté nemuize vést k
zadnym omylim, ale inkonsistence to je a pozorny ¢tenar [1] by ji mohl opraviti.)
10%: M4 byti a < s < t < b, nikoliv a < s < t < b. (Spojitost neni pfedpokladana,
takze nejde o ekvivalentni pozadavky.)

101%: Véta 2.3 je nepravdiva: trajektorie W jsou na [0, c0) a-hélderovské pouze lo-
kalné. V dikazu autorka pracuje implicitné na intervalu [0, 1], rozsifeni na intervaly
tvaru [0, 7] 1ze snadno provésti slepovaci technikou z poznamky 1.3, ale v praci to
provedeno neni.

10g: O funkci C' bylo ukazano, Ze je skoro jisté konecna, nikoliv, Ze je essencialné
omezena.

115: Funkce g,, nejsou linearni, ale jen po &astech linearni.

125 Proces, doposud znaceny W, je nyni ml¢ky pieznacen na B. (Podotknéme, ze
oznaceni B uziva kniha [1], jiz zde autorka tésné sleduje.)

125: Odhad je uveden $patné, ma byti

2
P(|B| <2) < —.

. (1 , (T . L s v e
17%: Pro¢ Vf( )(t)? Prava strana na t nezavisi. Dale, z definice neni tplné ziejmé,
Ze supremum se bere pfes vSechna kone¢na déleni intervalu [a, b].

177: Definice 2.3 je ponékud zmatena. Jednak, V(Q)(t) zavisi na volbé posloupnosti

déleni {{t;n)}?(:%), n > 1}, nezavislost pro Wieneriv proces je netrividlni tvrzeni.
(To jest, bud je tfeba ptedeslat tvrzeni o nezavislosti definici, anebo zacit definici
kvadratické variace zavislé na déleni.) Déle, je nutno specifikovat, v jakém smyslu
mé limita na fadku 17'4 vpravo existovat. Opét, existence je netrividlni tvrzeni:
pokud chceme limitu v L?-smyslu, je ptedpoklad k(n) > k(n — 1) + 1 nadbytec¢ny,
pokud uvazujeme limitu skoro jisté, je tento predpoklad nedostatec¢ny a je nutno
uvazovat monotonni posloupnosti déleni (tj. (n + 1)-ni déleni musi zjemiiovat n-té,
n > 1).* Zptisob, jakym je definice aplikovana v diikazu véty 2.8, ukazuje, ze autorka
ma na mysli konvergenci skoro jisté, ale ani v této vété to fadné specifikovano neni.

183: Horni mez druhé sumy ma byt k(n).
4 Autorku zde mohla zmaésti nezcela pregnantni formulace v knize [2].
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197: Druha rovnost, zda se, vyzaduje, aby P(Ekc) = % Jestlize vSak dobfte chapu,
jak je Ej zavedeno, pak P(Ey) = (%)AJFB.

20%: V druhém ¢lenu chybi E. Navic se zd4, ze odhad plyne sectenim odhadtl z
iadky 19; pfes k a integrovanim, nikoliv z rovnosti 203.

2218: F je funkce celé trajektorie, tedy role ¢t v uvedené rovnosti je nejasna.

25% Rovnost P(W, € (0,2)) = P(0 < X < z) plati pouze, pokud jsou 0 a z body
spojitosti F', v obecném pripadé je tfeba v celém dikazu byti opatrnéjsi, kde je
ostré a kde neostra nerovnost.

26'8: Vlastnost (iii) z definice Wienerova procesu se tyka deterministickych cast,
nikoliv ndhodnych, a zde ji pfimo uziti nelze. Bylo by ostatné treba vysvétlit, co se
mini normalnim rozdélenim s nahodnym rozptylem. Neni ovSem tfeba se pokouset
dat rovnosti 268 smysl, protoze se nikde dale neuziva.

Nejasné ¢i neobratné formulace

97: Véta 2.1 je jisté spravné, plati véak beze zmény i pro a = 0 a neni ziejmé, proé¢
by mél byt pripad a = 0 vylucovan.

‘ znamenda pro vsechna k, nikoliv

1114: Bylo by mozno zminit, Ze ,vSechna X, )’
vSechna n.

12'': Autorka dokazala, Ze pii a > % skoro kazda trajektorie neni a-holderovska

na [0, 1], ale explicitné tento vysledek nezformulovala (jen dusledek o nediferenco-
vatelnosti), coz je Skoda.

1213: Oznaceni f zde zavedené se v dalsim nikde nevyuzije.

13%: Z této formulace neni zcela zfejmé, Ze skoro kazd4 trajektorie neni diferenco-
vatelna v zadném bodé, nikoliv jen, Ze pro pevné t skoro jisté neexistuje derivace v
bodé t.

135: Véta je vyslovena spravné, ale bylo by mozno vice zdidraznit, Ze situace mezi
neexistenci (vlastni) derivace a (nevlastni) derivace zprava je rozdil: nyni pouze
plati, ze pro kazdy pevny cas derivace zprava neexistuje skoro jisté.

1913: Bylo by velmi vhodné specifikovat vyznam symbolu P(:|Sy = k), nebot ne-
miuze byt interpretovan jako podminéna pravdépodobnost v elementarnim smyslu.
Pfirozené je samoziejmé chapat (P(:|So = k), k € Z) jako markovsky systém meér,
ale to je patrné mimo obzor prace, takze spravny vyklad je asi regularni verse pod-
minéného rozdéleni. Jasn€jsi zavedeni by velmi usnadnilo sledovani dalsich vyklada.
(Povsimnéme si, ze Sy bylo jako ndhodn4 veli¢ina zavedeno jen implicitné.)

1910: Autorka se pfed tvrzenim 3.1 odvoléavéa na knihy [1] a [3]. V knize [3] je vSak
dikaz zalozen na Waldovych rovnostech, v knize [1] je hrubé naznacena myslenka,
ktera je uzita i v praci, ale vznikajici diferen¢ni rovnice neni, zda se, diskutova-
na. Pokud je tato diskuse vlastni pfinos autorky, mohlo to byti vice zdtraznéno.
(Upozornéme v této souvislosti, Ze autorka vzdy odkazuje na celou knihu, neuva-
déjic stranky ¢i jiné blizsi specifikace, a¢ to Standardy bakalafskyjch praci — velmi
rozumné — doporucuji.)



21'!: P¥i zavedeni reflektované ndhodné prochazky bych uvital intuitivni vysvétleni,
ze trajektorie (7),) ziskdme z trajektorii (.S,,) zrcadlenim podle jisté pfimky; to je
v praci naznaceno az v ¢asti vénované simulacim. Déle, z formulace poznamky 3.1
by se mohlo zdat, ze rovnost sdruzenych rozdéleni (S,) a (7)) je zcela trividlni
zalezitost, coz mi pripada jako ponékud zavadeéjici.

248: Ve vété 4.1 se implicitné predpokladé, ze X a W jsou definovany na stejném
pravdépodobnostnim prostoru, coz je zbytecné u vysledku tykajiciho se rovnosti v
distribuci.

253: Prohlaseni, ze (S,,) a (W (11+- - -+75,)) jsou totozné, je ptili§ neurcité. Spravnou
interpretaci podava tvrzeni na nasledujicim fadku, jez je ovSem formulovano jako

dusledek.

26': Struéné prohlaseni, ze véta 4.2 je disledek véty 4.1, je oznaceno jako dikaz.
Pokud néco neprehlizim, prechod od véty 4.1 k vété 4.2 takto ocividny neni.

Chybé¢jici zdiivodnéni

62: O uvazovanych fadach pfi pevnych s a t vime, ze konverguji skoro jisté, pro¢
vsak lze zaménit sumu a integral?

T14: Zatimco je jisté ziejmé, zZe

/11 :
stmm(—, —) = min(s, t),
st

mezikrok, ktery autorka ucinila:

st Cov(W% , W%) = min(s, t) max(s, t) m,

bez vysvétleni sledovat nedokazi.

712: Odivodnéni, proc je proces Y spojity v 0 zprava skoro jisté, autorka prevzala
z knihy [2]. Pokud se nepletu, formalisovat tuto ivahu neni uplné trivialni a v praci
takovy pokus mél byt ucinén.

12%: Piechod od tietiho k étvrtému fadku by bylo mozno vice odfivodnit (ukazat, ze
pravdépodobnost maxima lze vyjadrit jako pravdépodobnost priniku nezavislych
jevll). Druhé nerovnost na ¢tvrtém fadku je ve skutecnosti rovnost.

18%: Na tomto misté by bylo mozné (a patrné i vhodné) upozornit, Ze pravé dokazané
tvrzeni plyne ihned i z véty 2.5, nebot funkce s kone¢nou variaci jsou diferencova-
telné skoro vsude. (Podobné chybi poznamka o vztahu vét 2.5 a 2.1.)

20!9: Diferenéni rovnice pro aj je zavedena intuitivné nazorné, mélo by vsak byt
poskytnuto i odvozeni formalni. (To souvisi s jiz zminénou otdzkou Ffadné interpre-
tace podminénych pravdépodobnosti.) Stejnd pfipominka se vztahuje k diferenéni
rovnici pro by na radku 20.

2171: Na prvni pohled by se zdélo, ze zde potiebuji rovnost sdruzenych rozdéleni

(1,(Sn)) a (7,(T},)), mohlo by byt vysvétleno, pro¢ rovnost sdruzenych rozdéleni
(Sn) a (T3,) stadi.



214 Rovnost na radku 214 je prepisem rovnosti 2111, ale ostré nerovnosti se zménily
v neostré, na rfadku 215 se pak opét vracime k ostrym: meélo by byt zdivodnéno
(pokud ovSem nejde o preklep).

224: Pokud dtikazu rozumim, piechod od 22* k 226 uziva implicitné rovnost

i P =) =0

jez by méla byt odivodnéna.

Pripominky k sazbé mathematiky

111, 51 ajinde: Autorka nékdy pise Cov(X;X;), nékdy Cov(Xs, X¢), druhd moznost

se zda logictéjsi.

311, 313, 5° a dale: Autorka zhusta zapominé psat isolované matematické symboly

v textu v mathematickém modu (takze jsou vysdzeny antikvou misto kursivou).

(Celkem jsem napocital asi patnact piipadi.)

5!8: Jedna z } je nadbytecna.

77 Zapis 1//aWj shledavam neobratnym, nebot by mohl svddét k chybnému ¢teni
1

VaWy*

11'8: M4 byti N misto N.

11g_19: Zlomit fadek v misté mathematické formule lze podstatné tthlednéji, nez je

zde provedeno. Naopak, na mnoha jinych mistech nejsou osetiena preteceni radku
(napt. 41, 1112, 21,3, 26%).

123, 1415 a jinde: Na nékolika mistech chybi mezera mezi mathematickym symbolem
a nasledujicim textem.

(n)
t;

_/; misto ¢

17¢ a nékolikrat dale: Spise by mélo byt G
17;1: Ve formuli jsou dvé pfebyteéné ).

1913_11, 224 a jinde: Autorka zpravidla znaé¢i pravépodobnost a stfedni hodnotu P
a E, je-li vsak okolni text vysazen kursivou, jsou kursivni i tyto symboly: P, E, coz
je prinejmensim nezvyklé.

2013: Ma bytl E(T|SO = k‘), nikoli E(7'|So = k)

2378: M4 byti t > 0, nikoliv ¢ < 0.

236: Odkaz na obrazek je Spatné zkompilovan.

V Praze, dne 25.8.2013 Jan Seidler



