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Abstrakt: Unitarné diagonalizovatelné endomorfismy jsou popsany jako zobrazent,
kterd komutuji s adjungovanym zobrazenim. Tato prace z Linearni algebry se
snazi popsat endomorfismy komplexniho vektorového prostoru, pro které ex-
istuje ortogonalni baze takovd, ze matice endomorfismu vzhledem k této bazi
je v Jordanové tvaru. Zavadime pro né pojem unitdrné jordanizovatelny en-
domorfismus. Prvni dvé kapitoly obsahuji charakterizaci unitdarné diagonalizo-
vatelnych zobrazeni a dikaz existence a jednoznacénosti Jordanova normalniho
tvaru. V treti kapitole se objevuje souvislost s bilinedrnimi formami; s jejich po-
moci je dokdzano, ze endomorfismus s jedinym vlastnim cislem a Jordanovymi
retizky délky nejvyse dva je vzdy unitarné jordanizovatelny. V posledni kapi-
tole je diskutovana jednoznacnost ortogonalni polarni baze bilinearni formy a je
predstaven algoritmus, ktery rozhodne, zda je endomorfismus unitarné jordani-
zovatelny.
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Abstract: There exists an ortonormal set of eigenvectors for a linear operator if
and only if it commutes with its adjoint endomorphism. The aim of this thesis is to
characterize endomorphisms for which there exists a matrix representation with
respect to an orthogonal basis in Jordan form. We introduce the notion of unitarily
jordanisable endomorphism to capture this property. The proof of the Spectral
theorem as well as the existence and uniqueness of Jordan form can be found
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Motivace

D4 se tici, ze volba vhodné bédze pro endomorfismy mezi vektorovymi pros-
tory patii mezi zakladni tdlohy Linearni algebry. Ptritom slovo vhodna muze byt
chapano v zavislosti na kontextu vicero zpusoby, nékdy i protichudnymi. Pohybujeme-
togonalita.

Je vyhodné, kdyz je matice zobrazeni vuci bazi co nejjednodussi, idealné di-
agonalni. V takovém ptipadé fikame, ze je zobrazeni diagonalizovatelné. Bohuzel,
ne kazdy endomorfismus je diagonalizovatelny. Musime tedy slevit z nasich pozadavku.
Jordanova véta zajistuje (nad algebraicky uzavienym télesem), ze pro kazdy en-
domorfismus ¢ existuje takova baze B, aby J = [¢|p byla v Jordanové tvaru.
Dulezité je, ze tento tvar neni nahodily, nybrz jednoznacny az na preusporadani
Jordanovych bunék (pro definici viz strana 8).

Motivaci z jiné strany je pozadavek na kolmost baze. Endomorfismum f, pro
které existuje kolmd baze O takovd, ze [p]o je diagondlni, fikdme unitdrné diag-
onalizovatelné. Dobte znamy Gramuv-Schmidtuv ortogonalizaéni proces dokaze
vytvaret kolmé baze, malokdy ale zachovava diagondlni tvar matice. Chceme-li
takovato zobrazeni vystihnout, ukazuje se, ze dilezitou roli hraje adjungované
zobrazeni f*. Zavedeni tohoto pojmu, dikaz existence a jednoznacnosti nam
umoznuji formulovat péknou algebraickou charakterizaci. f je unitarné diago-
nalizovatelné pravé tehdy, kdyz f a f* komutuji.

Cilem této prace je popsat endomorfismy komplexniho kone¢né-dimenzialniho
vektorového prostoru, kde se tyto dvé podminky potkavaji. Tedy zkoumat, za
jakych podminek existuje pro ¢ béze B takovd, ze [¢|p je v Jordanové tvaru a
navic B je kolma baze.



1 Diagonalizace a unitarni diagonalizace

1.1 Zakladni pojmy a vysledky

V této bakalarské praci budeme uvazovat pouze konec¢né-dimenzionélni vektorovy
prostor V nad C a jeho endomorfismy f : V — V. Mnozinu vsech takovych
endomorfismu ozna¢me Endc(V). Neni-li feceno jinak, n znaéi dimenzi prostoru
V. Pokud tekneme zobrazeni, mdme tim na mysli linedrni zobrazeni. Matici f
vuci bazi B C V znacime jako [f]p, matici pfechodu mezi bazemi By a By jako
[id] 5, B,- Necht N(A) zna¢i nulovy prostor matice, tzn. mnozinu feseni homogenni
soustavy s matici A.

Definice. Necht A je étvercovd matice vddu n nad télesem T a I jednotkovd
matice stejniych rozméru. Vlastni ¢islo matice A je jakékoliv ¢islo N € T takové,
ze A — M je singuldrni. Kazdé teseni v € N(A — N) této homogenni sous-
tavy nazveme vlastnim vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu X. Spektrum o(A)
je mnozina vsech vlastnich cisel. Dale definujeme charakteristicky polynom jako

p(A\) = det(A — \I).

Definice. Nechf A, B jsou dvé ¢tvercové matice. Rekneme, e A je podobnd B,
pokud existuje requldrni matice R takovd, e A = R™'BR. Piseme A ~ B.

Snadno se ovéri, ze se jednd o relaci ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic.
Necht [id]g, B, = R je matice prechodu mezi dvémi bdzemi, [f]p, matice endomor-
fismu vaci bazi By. Pak [id]p,5, = R~ a[f]p, = R|f]p, R*. To znamena, ze dvé
podobné matice mohou piisluset stejnému endomorfismu, akorat vyjadrenému v
ruznych bazich. Nas zajimaji predevsim vlastnosti nezavislé na zméné baze. Proto
se nabizi otazka, zda bychom mohli podobné definice rozsitit na endomorfismy.
Tedy zda jsou vlastni ¢isla ovlivnéna nasi volbou baze. Ukazuje se ze nikoliv. Pti
vysSe uvedeném znaceni snadnym pocitanim dostavame:

det([f]p, — M) = det([f]lp, — ARR™") = det(R([f]p, — A[)R™") =
det(R) det([f]p, — M) det(R)™" = det([f]p, — A).

Vlastni cisla jsou koteny tohoto polynomu, a tedy nezavisi na volbé béaze. To
opravinuje nasledujici definici.

Definice. Necht f € Ende(V). A je vlastni ¢islo endomorfismu f, pokud eristuge
nenulovy vektor v takovy, Ze f(v) = Av. Vektor v nazgvdme vlastnim vektorem a
podprostor V), = Ker(f — Aid) vlastnim podprostorem prislusngm vlastnimu ¢islu

A

Vlastni ¢isla endomorfismu se neméni se zménou baze, lze je pocitat jako
vlastni ¢isla matice endomorfismu vzhledem k libovolné bazi.

Definice. Rekneme, Ze f € Endc(V) je diagonalizovatelny, pokud existuje bdze
B €V takovd, Ze [f]p je diagondlni.

Diagonélni matice jsou velmi vyhodné pro poc¢itani; naptiklad proto, ze mocnéni
i invertovani se celé odehrava po slozkach na diagonale, a tedy se nasobeni matic
redukuje na nasobeni v télese.



Priklad. Matici A=(§}) nelze diagonalizovat.
Pokud bychom méli diagondlni D = P~1AP, pak

D* =P "AAP =P (§3)P = (39) = D=0,

¢imz dostavame spor s tim, ze relace podobnosti zachovava hodnost. Az budeme
mit jednoznacnost Jordanova tvaru, budeme moct argumentovat i jinak: matice
uz je v Jordanové tvaru, diagonalizace by byla ve sporu s jeho jednoznac¢nosti.

Vlastni vektory uzce souvisi s diagonalizaci. Jejich mnozstvi rozhodne o tom,
zda je endomorfismus diagonalizovatelny. Shrnuje to nasledujici jednoduché tvrzeni.

Tvrzeni 1. Endomorfismus f € Endc(V) je diagonalizovatelny prdveé tehdy, kdyz
existuje baze celého prostoru sloZend z vlastnich vektoru.

Diikaz. (<) Je-li B = {by,...,b,} baze slozend z vlastnich vektoru, pak z definice

_J 0, i#yg,

(g ={ % (27
(=) Je-li matice vuci néjaké bazi diagondlni, zjevné vsechny vektory v ni splnuji
podminku kladenou na vlastni vektory. O]

Obratme ted pozornost k ortogonalité a pracujme s unitdrnim prostorem; to
jest s dvojici (V,(,)), po tfadé vektorovy prostor dimenze n a skaldrni soucin.
Béze O = {o1,...,0,} je ortogondini, pokud (0;,0;) = 0 pro i # j. Jsou-li navic
bazové vektory jednotkové délky, tzn. (0;,0;) = 1 pro i = 1,...,n, mluvime o
ortonormalni bazi. Ortogonalni doplnék mnoziny M znac¢ime

M*+={veV|{vym)=0 ¥Yme M}

Je to vzdy podprostor a pokud je M podprostor dimenze s, pak ma M+ doplitkovou
dimenzi n — s. O mnoziné M fekneme, ze je ortogonalni, pokud jsou kazdé dva
ruzné prvky kolmé. Gramuv-Schmidtuv ortogonalizacni proces budeme znacit
zkratkou GSO.

Definice. Rekneme, Ze f € Ende(V) je unitdrné diagonalizovatelné, pokud exis-
tuje ortogondlni bize B C 'V takovd, Ze [f|p je diagondlni.

Pochopitelné, jsou to pravé zobrazeni, pro kterd existuje ortogonalni baze
slozend z vlastnich vektoru. Existuje jesté jina péknda charakterizace unitarné
diagonalizovatelnych endomorfismu.

1.2 Normalni zobrazeni

Definice. Necht ¢ € Endc (V). Podprostor U C V nazveme p-invariatni, pokud
Vu € U : p(u) € U. Pokud je jasné, ktery endomorfismus mdme na mysli, postaci
invariantni podprostor.

Vyhodou invariantniho podprostoru je, ze umoznuje omezit nasi pozornost
pouze na néj, nebot restrikce ¢y je dobie definovany endomorfismus vektorového
prostoru. Jak dédle uvidime naptiklad v charakterizaci unitarné diagonalizovatelnych
endomorfismi, toto byva klicovy obrat umoznujici indukéni krok.

4



Lemma 1. Necht f,g € Endc(V) spolu komutugi, tzn. fg = gf a Vy bud viastni
podprostor endomorfismu f. Pak V) je g-invariantni podprostor.

Diikaz. Necht f(v) = Av je vlastni vektor endomorfismu f. Chceme aby g(v) byl
také vlastni vektor z V). Mame:

flg(v)) = (fg)(v) = (9f)(v) = g(f(v)) = g(Av) = Ag(v).
0

Definice. Necht f € Endc(V). Adjungovanym zobrazenim vzhledem ke skaldrnimu
soucinu (,) rozumime takové f* € Endc(V), Ze pro vsechna v,w € V plati:

(f(v), w) = (v, f*(w))

Na kone¢né dimenziondalnich vektorovych prostorech adjungované zobrazeni
vzdy existuje a je urceno jednozna¢né, jak je dokdzéno napi. v [5, Véta 16.10].
Zjevne (f*)* = f.

Lemma 2. Necht g € Endc(V) a W je g-invariantni podprostor. Pak W+ je
g*-invariantni podprostor.

Diikaz. Chceme ukézat, Ze je-li v € W+, pak také g*(v) € W+. Ale pro libovolné

w € W mame
(9" (v), w) = (v, g(w)) =0,
kde posledni rovnost plyne z g(w) € W. O

Definice. Endomorfismus f € Endc(V) je normalnd, pokud f*f = ff*. Jinak
receno, endomorfismus je normdlni, pokud komutuje s k sobé adjungovanym en-
domorfismem.

Normalni zobrazeni predstavuji pomeérné Sirokou tiidu endomorfismu, ktera
zahrnuje samoadjungovand zobrazeni (f = f*) a unitdrni (f*f = idy). Jejich
vyznam podtrhuje nasledujici véta, ktera tika, ze to jsou pravé vSechna unitarné
diagonalizovatelna zobrazeni.

Véta 1 (Charakterizace unitdrné diagonalizovatelnych zobrazeni). Necht f €
Endc(V). Pak je f unitdrné diagonalizovatelné prdvé tehdy, kdyz je normdlnd.

Diikaz. (<) Dukaz povedeme indukei podle n = dim V. Pro n = 1 je kazdy endo-
morfismus unitarné diagonalizovatelny a také kazdé dva endomorfismy komutuji.

Bud n > 1. Z algebraické uzavienosti C vyplyva existence vlastniho ¢isla A,
jemuz piislusi vlastni podprostor V). Na ném lze GSO procesem najit kolmou bézi
slozenou z vlastnich vektori. Z Lemmatu 1 vyplyva, ze se jednd o f*-invariantni
podprostor. Obratme svoji pozornost k ortogondlnimu doplitku U = Vi-. Podle
Lemmatu 2 plati, ze je to (f*)* = f-invariantni podprostor. Ve V) lezel minimélné
jeden vlastni vektor, je tedy

dim(Vi') = dim(U) < n.

Jelikoz fyy zuistava normalnim endomorfismem, ovSem na prostoru dimenze mensi
nez n, lze pouzit indukéni predpoklad. Dostavame existenci kolmé béaze vlastnich



vektoru pro U. Dohromady s kolmymi vlastnimi vektory z V), médme hledanou
bézi.
(=) Bud B né¢jaké ortonormdlni baze slozend z vlastnich vektoru. Pak D = [f]p
je diagonélni a ddle plati, ze [f*]p = [f]; = D* ([5, Véta 16.11]), také diagondlni.
Diagonélni matice vzdy komutuji, a proto DD* = D*D.

O

Pozndmka. Vétu jsme zformulovali abstraktnéji pro endomorfismy, ale mtuzeme
ji pouzit na aritmeticky vektorovy prostor C". Pro normalni matice splnujici
A*A = AA* (* znadi transpozici matice a komplexni sdruzeni vsech slozek) pak
mdme existenci unitdrn{ matice U (U~! = U*) a diagonalni matice D takovych,
ze:

A=UDU".



2 Jordanova véta

Jestlize ne vSechny matice jsou diagonalizovatelné, jaky rozumny tvar lze pozadovat?
Chtéli bychom pro kazdou matici A garantovat, ze 3T : A ~ T a T je v
pozadovaném tvaru. Odpovédi na tuto otdzku je existence a jednoznac¢nost Jor-
danova tvaru, jimiz se budeme zabyvat v této kapitole.

2.1 Mocniny endomorfismu a invariantni prostory

Lemma 3. Necht f € End¢(V), dimV = n.
1. Ker f* C Ker f*! ¢ Im f* D Im fi*!

2. Eristuje k takové, Ze pro viechna i € N: Ker f* = Ker f** o Im f* =
Im fk—i—i

3. V=Ker f"&Imf"
Diikaz. (1) Mame

v e Ker f' = 1 (v) = f(f'(v)) = f(0) = 0= v € Ker f.
velm f = Ju: fT(u)=v= f(f(v) =v=0v€Imf".

(2) Podivejme se na posloupnost
Imf!'o>---DImf'D>---DImf"2D...

Musi existovat index, kdy nastane rovnost, jinak by soustavné klesala dimenze.
Ukéazeme, ze jakmile nastane, bude rovnost i na vSech nésledujicich pozicich.
Necht Im f¥ = Im f**+!. Pak

I 24 = fi(Tm ) = f(Im 4 = T o

Dimenze Ker f5* a Im f*** je spolu svdzdna vétou o dimenzi jadra a obrazu.
Prestane-li klesat dimenze obrazu, prestane rust dimenze jadra. Do sebe zanorené
vektorové prostory stejné konecné dimenze musi byt totozné, a tedy dostdvame
Ker f* = Ker f*+i,

(3) Z dukazu (2) vyplyva, ze za k lze vzdy volit dimenzi celého prostoru n.
Ukazeme, ze v € (Ker f* N Im f*) = v = 0, a s ndslednym pouzitim véty o
dimenzi pruniku a spojeni budeme hotovi.

velmf" < Ju: f"(u)=v
veKerf" & f*(v)=0
Pak f*(f™(u)) = f*"(u) = 0= u € Ker f?" = Ker f* = v = f"(u) = 0. O

Poznamenejme, ze nejmensi ¢islo k& spliujici (2) se nazyva index endomor-
fismu. Pokud plati Im f™ = {0}, nazveme endomorfismus nilpotentni. V takovém
pripadé nemluvime o indexu endomorfismu, ale o indexu nilpotence. Nasledujici
lemma dava velkou zasobu invariantnich podprostoru.



Lemma 4. Necht ¢ je endomorfismus koneéné dimenziondlniho vektorového
prostoru, A € o(p) a f = ¢ — Xid. Potom Vi > 1 : Ker f* a Im f* jsou ¢-
mvariantni podprostory.

Diikaz. Pro v € Im f? se ptame, jestli je ¢(v) = f(v) + Av € Im f'. Protoze
f(v) € Im f! C Im f*

a A € Im f*, lezi tam i jejich soucet.
Déle je-li v € Ker f*, pak

File() = f1(f0) + X)) = f(f'(v)) + Af'(v) =0+0=0
Timto jsme ovéiili, Ze jak Ker f?, tak Im f? jsou p-invariantni podprostory. [

Tvrzeni 2. Necht ¢ € Endce(V), dimV =n, (@) = {\i,..., s} a definujeme

V =Ker f{' @ ®Ker fI = @) Ker f;
=1

kde kazdy podprostor v direktni sumé je p-invariantni.

Dukaz. Z lemmatu 4 plyne, ze vSechny podprostory jsou ¢-invariantni.
Konstrujme postupné takovy rozklad. Podle lemmatu 3 plati V' = Ker f' &
Im f{'. Zuzime endomorfismus ¢ na Im f{* a diky ¢-invarianci muzeme proces

zopakovat
V =Ker f' ® Ker f3 @ Im f5'

Nic ndm nebrani pokracovat a po koneéné mnoha krocich (protoze dim(Ker f*)
je alespon 1), dostaneme Im fI' = {0}. O

2.2 Jordanuv tvar

Definice. Necht A\, A, ..., \s € C. Mé&me ctvercové matice:

A 0

e}

1
B(A) O 0
0 A 1 0 0 B\ 0
BA) =] : & . J= . :
00 -~ X 1 '
00 0 0 0 B(\)

Matice B(\) se nazgvd Jordanova bunka a blokové diagondlni matice J s Jor-
danovymi bunkami na diagondle se nazyvd Jordanova matice.

Ukézeme, ze kazdd matice je podobna néjaké Jordanové matici. Tato matice,
jak vyplyne z dukazu, je jednoznacna az na preusporadani Jordanovych bunek.
Nasledujici lemma ndm pomuze konstruovat pozadovanou bézi.

Lemma 5. Necht r > 1, B néjakd bdze Ker f* a B UV jeji doplnéni na bdzi
Ker f™*!. Pak f(V) = {f(v)|v € V} je linedrné nezdvisld mnoZina patiici do
Ker 7 a nepatrici do Ker f7~1.



Diikaz. Necht V' = {vy,...,vs}. Nejprve k linedrni nezdvislosti mnoziny f(V) =

{f(vl)a s >f(vs)}:

Zs:aif(vi) =0 = f(i:aivi) =0 = iaivi =0
i=1 =1 =1

V prvni implikaci jsme pouzili linearitu; v druhé fakt, ze (V') N Ker f7 = {0} a
tim spis méa (V') nulovy prunik s Ker f. To ale znamend, ze vSechny koeficienty
a; jsou nulové, nebot V je linedrné nezavisld mnozina.

Inkluze f(V') C Ker f" je zjevné, protoze:

Yo e Vplat f 7 (v) =0 = f(f(v))=0 = f(v) € Kerf"

Konecné, je-li
PO " af() =0 ,pak  f1(O ") = f(u) =0
i=1 =1

coz znamend u = 0, protoze opét (V) N Ker f7 = {0}. O

Poznamenejme, 7e pro f jako vyse a fé(v) =0 A f5'(v) # 0 se linedrné
nezdvislé mnoziné {v, f(v),..., f572(v), f5 1 (v)} ¥kd Jordaniv retizek délky s.
V naésledujicim tvrzeni zpracujeme specialni piipad Jordanovy véty pro ¢ €
Endc(V) s pouze jednim vlastnim ¢islem. V takovém pifpadé je f = ¢ — Aid
nilpotentni. Idea dukazu je jednoduché: budeme seshora konstruovat Jordanovy
retizky.

Tvrzeni 3. Necht ¢ € Endc(V), o(¢) = {\} a f = ¢ — \id je nilpotetni indexu
k. Potom existuje bdze B takovd, Ze

Bi()) 0 0
[l = O B?(A) '
: .. .. 0

0 0 Bn()\)

je blokové diagondlni s Jordanovymi burikami B;(X). Takovd matice je jednoznacnd
az na poradi bunek.

Diikaz. Jelikoz je f nilpotentni indexu k, znamend to, ze Ker f*~1 £ V. Dopliime
tedy Ker f*~! néjakou linedrné nezavislou mnozinou By, tak, aby: Ker f*~14+ B, =
V. Pokracujme dale a dopliime Ker f%=2 linedrné nezdvislou mnozinou By_; aby
platilo

Ker f*72 + By_; = Ker f*' A f(By) C Bi_1.

Dale pokracujme induktivné. Diky Lemmatu 5 dostaneme linearné nezavislé vek-
tory a diky nilpotenci f dostaneme generujici mnozinu, tedy bazi B prostoru
v



kterd mé po preusporadéni B = {vy, v, ..., v, } podle vzniklych fetizku vlastnost:

F(os) = { 0, jedné-li se o vlastni vektor,
! Vi—1, Jlnak
Coz, prepiseme-li ¢(v;) = f(v;) + Av;, davd  ¢(v;) = { AU
Y (2 7 79 (2 )\’U,L + /Uz_l,
Pak mé [¢]p pozadovany tvar.
Co se jednoznacnosti tyce, je zfejmé, ze butika rozmeéru 7 x i odpovida retizku
délky i. Jejich poc¢et muzeme snadno vyjadrit z dimenze jadra mocnin f, oznacime-

li s; = dim(Ker f*):
#{bunék 7 X Z} = 2s; — Sit1 — Si—1.
Tim mame az na preusporadani zajisténu jednoznacnost. O

Véta 2 (Jordanova véta). Necht ¢ € Endc (V). Pak existuje bdze B takovd, Ze
[¢]B je v Jordanové tvaru. Tato matice je az na preuspordddni Jordanovych bunék
jednoznacnd.

Diikaz. (Existence) Oznacme
o(p) ={M,..., Asp a W= Ker(p — \iid)".

Z Tvrzeni 2 mame

V=P Ker(p—Aid)" =Wy & - @ W,.

AEa(p)

Zuzeni ¢ na libovolné W; dava dobie definovany endomorfismus ¢; = ¢, s
jedinym vlastnim ¢islem A; a podle Tvrzeni 3 existuje baze C; takova, ze [¢;]¢, je
v Jordanové tvaru. Pro C' = |J; C; bude [¢]¢ blokové diagondlni s bloky [¢]c;,
tedy stale v Jordanové tvaru. Tim je existence dokazana.

(Jednoznacnost) Budte R, S dvé baze takové, ze jak [¢]gr, tak [p]s jsou v
Jordanové tvaru. Matice jsou podobné, a tedy jak bylo ukazano v prvni kapitole
maji stejny charakteristicky polynom. Ten se nad C rozkldada na linearni cinitele.
Je-li A € o(p), pak se vyskytuje ve stejném poctu na diagondle [¢|g 1 [¢]s.
Zuzenim endomorfismu na Ker(p—\id)" dostdvame podle Tvrzeni 3 stejny pocet
i velikosti bunek. Tim je dokazana i jednoznac¢nost.

O
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3 Ortogonalni baze pro Jordantv tvar

Uz vime, ze pro kazdy ¢ € End¢ (V) existuje baze B takové, ze [¢]p je v Jordanové
tvaru. Pro jaké endomorfismy lze navic pozadovat bazi ortogonalni, tzn. u # v €
B = (u,v) =07

Definice. Rekneme, e o € End¢ (V) je unitdrné jordanizovatelny, pokud existuje
ortogonalni baze B prostoru V' takovd, Ze [¢|p je v Jordanové tvaru.

Bezpochyby bude tato tiida endomorfismi zahrnovat normalni zobrazeni,
nebot ty jsou dokonce unitarné diagonalizovatelné. Zaroven neni tézké vymyslet
zobrazeni, pro které tato podminka nebude splnitelna. Budeme hledat vlastnosti
endomorfismu, které to zapricinuji.

3.1 Endomorfismy, které nejsou unitarné jordanizovatelné

Priklad. Méjme V = C3 se standardnim skaldrnim sou¢inem w a endomorfismus
¢ € Endc(V) zadany na bazi B = {v,vs,v3} = {(1,0,0)T,(1,1,0)7,(1,0,1)}
predpisem

1 0 1 1 1 1
ol 0 P)={01], o 1 =01, of 0 )=1]1
0 0 0 0 1 0

Matice vuéci bazi B uz je v Jordanové tvaru, ktery je podle tvrzeni 3 jednoznacny.
Byla by chyba usuzovat, Ze neni-li B ortogondlni, neni ¢ unitdrné jordanizo-
vatelny. Existuje mnoho dalsich bazi B takovych, ze [p]z = [¢]p. My vSak
ukdzeme, Ze ani jedna z nich neni ortogonalni.

L=lplp=

o O O
OO =
O = O

Na rozdil od dukazu Tvrzeni 3 budeme jediny Jordanuv fetizek konstruovat ‘zes-
dola’ jakozto feseni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic. Ta maji podobu
‘partikuldrni feseni + nulovy prostor matice’ ([3, Véta 5.7]). Presnéji:

ox)=v & L{zyg={n}s & v M ={(1,1,00" +w|{w}p € N(L)}.

V mnoziné M existuje jediny vektor kolmy na v;. Je urceny GSO postupem
aplikovanym na vy
w(vy, vg)

= (0,1,0)T.

Ug = Vg —
Podobné muzeme resit
ey) =0 & L{ytg={t0}p & ye M ={0,-1,1)" + w|{w}p € N(L)}

~ w(vy, (0,—1,1)
05 = (0,—1, )7 — ( 1w<(211 o ) )vl = (0,-1,1)7.

Jelikoz w(vy,v3) # 0, neexistuje pozadovand ortogonalni baze.

11



Priklad. Mé&jme V = C3 se standardnim skaldrnim souc¢inem w a ¢ € Endc(V)
zadany vzhledem ke kanonické bazi K3 matici A.

L[ 4244 1240 —16— 12
[Ol, = A= T -8 26 44
—1+8 1+i 22—4i

Takovy endomorfismus ma dveé vlastni ¢isla o(¢) = {1,2}, oba vlastni podpros-
tory jsou dimenze jedna (smér vlastnich vektoru je tim urcen jednoznacneé.) Z
Tvrzeni 2 vime, Ze se V rozklada na direktni sumu zobecnénych vlastnich pod-
prostoru. V nasem piipadé:

V = Ker(p — id) @ Ker(p — 2id)?

Vlastni vektor pro Ay = 2 je (2, —2,i)T a podobné jako v predchozim pifkladu
muzeme najit kolmy zobecnény vlastni vektor (2,2,0)7. Ten ale neni kolmy na
(1 +1,1,2)T, vlastni vektor ptislusny A\; = 1. Endomorfismus nen{ unitdrné jor-
danizovatelny.

Shrnme tedy nezadouci vlastnosti pro to, aby byl endomorfismus unitarné
jordanizovatelny (které v dalsi kapitole precizujeme):

e Pii konstrukci Jordanova fetizku fesenim nehomogenni soustavy lze vektory
‘narovnavat’ pouze o Ker(¢p—Aid). Jsou-li fetizky delsi nez dva, nemusi tato
volnost stacit.

e Zobecnéné vlastni podprostory na sebe nejsou kolmé. Bud A, u € C dvé
ruznd vlastni ¢éisla pro ¢ € Endc(V). V dalsi kapitole ukdzeme, Ze nutnd
podminka pro to, aby ¢ byl unitarné jordanizovatelny je

Ker(p — Aid)" L Ker(¢ — pid)".

3.2 Jordanovy retizky délky nejvyse dva

Zatimco v predchozi sekci jsme predstavili dva priklady endomorfismu, které ne-
jsou z ruznych duvodu unitarné jordanizovatelné, v nasledujicim ukazeme pozi-
tivni vysledek. Ma-li endomorfismus jedno vlastni ¢islo a jsou-li v Jordanové tvaru
pouze bunky rozmeéru nejvyse 2 x 2, je vzdy unitarné jordanizovatelny. Ukazuje
se zde souvislost s bilinedrnimi formami, proto za¢iname jejich definici.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad C. Hermitovska bilinedrni forma B
je zobrazeni B :'V x V — C splnujici pro vsechna u,v,w € V a a € C

B(u+ v,w) = B(u,w) + B(v,w),

B(u,v + w) = B(u,v) + B(u, w),

B(u,av) = aB(u,v),

B(u,v) = B(v,u).

Matict bilinedrni formy vzhledem k bdzi x = {a1,...,a,} rozumime [B], =
(B(a;,aj)). O bazi P vektorového prostoru V' rekneme, Ze je polarni vzhledem
k B, pokud plati B(u,v) = 0 jakmile w # v € P. Tedy P je poldrni bdze, prdvé
kdyz je [Blp diagondlni.

12



Tvrzeni 4. Necht B je hermitovskd bilinedrni forma na unitdrnim prostoru
(V,(,)). Potom ezistuje poldrni bdze P vzhledem k B, kterd je navic ortogondlni.

Diikaz. Bud x = {a1,...,a,} ortonormélni baze prostoru V a A = [B], matice
bilinearni formy vuci y. Diky B(v, w) = B(w, v) bude takovd matice hermitovska,
tzn, A* = A, a tudiz podle véty 1 existuji unitarni matice U a diagonalni D
takové, ze A = UDU*. Chceme-li znat hodnotu B(v,w), vyjadiime {v}, a {w},
a spocteme

B(v,w) = {v} A{w}, = o}, UDU {w}, = T {v}, ) D (U {w}).

Ovsem prendsobeni invertibilni matici U* odpovidd zméné baze a pro U = (u;;)
n
P = Zuklak a P={p,...,pn}
k=1

dostdvdme poldrni{ bazi, nebot z definice [id]p, = U a déle
[Blp = [id]5 [Blyid]py = U*UDU*U = D.

Unitarni zobrazeni zachova kolmost y (podle [5, Véta 17.9]), takze P bude zéroven
ortogonalni baze. O

Pozndmka. Pri dukazu existence ortogonalni polarni baze jsme vyuzivali vlastnich
vektort matice A. Tvrzeni lze i obratit; méjme prostor V' s ortonormalni bazi x a
definujeme ¢ € Endc(V) jako endomorfismus zadany matici A = [B],. Mame-li
ortogondlni polarni bézi P = {py, ..., p,}, pak se musi sklddat z vlastnich vektoru
zobrazeni ¢. Pro ¢ pevné a j # ¢ mame

{pj};{pi}x =0 a {pj};A {pit = 0.
To znamend, ze jak A {p;}, = {¥(pi) }y, tak {p;} lezi v jednodimenzionalnim
M+ pro M = {{p;},17 € {1,...,n},j #i}. Tedy, oprostime-li se od béze x, jde
o vlastni vektor zobrazeni 1.

Véta 3. Necht ¢ € Endc(V) takovy, Ze o(p) = {A\} a f = ¢ — \id. Pokud je f
nilpotentni indexu 2, pak je @ unitarné jordanizovatelny.

Diikaz. Ozna¢me dimV = n a dim(Ker f) = dim V) = n — s. Pak U = (Ker f)*
kolmy doplnék k vlastnimu podprostoru ma dimenzi s. Definujme hermitovskou
bilinearni formu na U predpisem:

B(u,v) = (f(u), f(v)).

Linearita v obou slozkach plyne z linearity f a skaldrniho sou¢inu, podobné pro
nasobeni skalarem. Dale

B(u,v) = (f(u), f(v)) = {f(v), f(u)) = B(v, u).

Podle Tvrzeni 4 existuje béze By = {vy,...,vs} prostoru U takova, ze pro ¢ # j

(vi,v;) =0 azdroven B(v;,v;) = (f(v), f(v;)) =0.
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Jelikoz v; ¢ Ker f méame podle Lemmatu 5 linedrné nezavislou kolmou mnozinu
{f(v1),..., f(vs)} C Ker f = V), kterou muzeme napiiklad GSO doplnit na bézi
By ={f(v1),..., f(vs),Vss1,- .., Un_s} prostoru V). Pozadovand baze je:

B=BiUBy=A{vy,...,0s, f(v1),..., f(Vs), U541y, Un_s}
Il

Priklad. Méjme aritmeticky vektorovy prostor V = C* se standardnim skaldrnim
souc¢inem w. Endomorfismus ¢ je zaddn vzhledem ke kanonické bazi ¢tvercovou
matici [¢|g, = A. Najdéte ortogondlni bazi O = {01, 09, 03,04} prostoru V, aby
[¢]o byla v Jordanové tvaru.

11 i -3 —
1 1 8+3 -1 —3i
A‘Z 3 i 5 i

1 3 -1 8—3%
Snadno spocteme charakteristicky polynom matice A jako
X(A) = 16 — 32\ + 24X\ — 8\ + \' = (A — 2)%.
Mame tedy jediné vlastni ¢islo A = 2. Dulezitou roli bude hrat matice
3 1 =3 —i
p=A-or=| g Y LY
1 3 —1 =3¢

Vlastni vektory jsou pravé feseni homogenni soustavy s matici L, tzn. N(L).
Podle 3 je Jordanuv tvar jednoznacné urc¢en hodnostmi jejich mocnin.

#{bunék 1x1} = rank(L°) + rank(L?) — 2rank(L') =4 +0 -4 =0
#{bunék 2x2} = rank(L") + rank(L*) — 2rank(L*) =2+ 0 — 0 = 2.

Prostor C* se rozklad4 na dva kolmé podprostory:

3 1 1 —1

1 3 —1 —1
N<L>=< 51 > 2 N<L>L=< ERHE >

1 3 1 1

Matici L*L budeme chapat jako matici bilinarni formy B vzhledem ke kanon-
ické bazi. Omezime se na podprostor W = N(L)L, kde mame ortogonalni bazi
x = {(1,-1,-1,1)7,(~1,-1,1,1)T}. Pak

(10 =60\ oo (1 -t (4 0N1/—il
[BfW]X_<6z' 10)_SDS _(1 1)(0 16>§(z’ 1)

Dostavame tedy ortogonalni polarni bazi L*L na prostoru W

1 -1 1
R 1| 14
il T N BT e
1 1 1=
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1 -1 -1+
~ | -1 -1 —1—1
1 a 1—1
1 1 141
kterou uvedeme piendsobenim vhodnym skalarem do hezc¢iho tvaru a dopocitame
vlastni vektory oy, 03

1 2

02:%(—1—1—@')52: :i a 0y = Loy = 3 ,
1 2
1 1
04:_71(1+i)01: _il a 03 = Loy = —11
—i 1

Skute¢né pro O = {01, 09, 03,04} mame [p]o v Jordanové tvaru, nebot

2 1 1 1 2 1 1 1 2100
A 2 —i =1 _ 2 —i =1 0200
2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 00 21
2 ¢ =1 = 2 1 =1 = 0 00 2

Prendsobenim celého Jordanova tetizku stejnym skaldrem o € C dostavame také
bazi pozadovanych vlastnosti. Az na tuto moznost volby je v tomto pripadé baze
urcena jednoznacne.
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4 Charakterizace unitarné jordanizovatelnych zo-
brazeni

V posledni kapitole popiseme ¢ € Endc(V), které je mozné unitarné jordanizovat.
Nejprve zformulujeme nutnou podminku, ktera nam umozni redukovat problém
na zobecnény vlastni podprostor piislusny jedinému vlastnimu ¢islu.

4.1 Kolmé rozklady vektorovych prostoru

Definice. Necht U, W jsou podprostory na unitdrnim vektorovém prostoru (V, (,)).
Rekneme, Ze V' je kolmou direktni sumou prostoru W a U, coZ zapisujeme jako

V=U&, W,

pokud plati
V=UsW AN ULW

Tvrzeni 5. Necht ¢ € Endc(V) je unitdrné jordanizovatelny, o(o) = {1, ..., A}
a fi=p—Nidproi=1,...,s. Pak

V=Kerf'®, - &5 Kerf.

Diikaz. Podle Tvrzeni 2 plati rozklad jako direktni suma. OvSem ¢ je unitarné
jordanizovatelné, tedy existuje ortogondlni baze O = {0y, ..., 0,} takovd, ze J =
(a;;) = [plo je v Jordanové tvaru. Z dukazu Tvrzeni 3 je patrné, ze vSechny
0; € O takové, ze a; = A tvori bézi pro Ker(p — Aid)™. Jsou-li A # u € o(y), pak
specidlné Ker(¢ — Aid)"™ L Ker(¢p — pid)™. O

Toto tvrzeni ma hlavné nepiimé pouziti. Nejsou-li zobecnéné vlastni podpros-
tory po dvou kolmé, zobrazeni neni unitarné jordanizovatelné. Naopak, mame-li
kolmou bazi pro kazdy prostor zvlast, kolmost zobecnénych vlastnich podprostort
zajisti unitarni jordanizovatelnost.

7 uvedenych duvodu se nadéale budeme zabyvat endomorfismy, které maji
pouze jedno vlastni ¢islo.

Opét bude velkou roli hrat ortogondlni polarni baze, tentokrat otazky kolem
jejl jednoznacnosti.

Lemma 6. Necht B je hermitovskd bilinedrni forma na unitdrnim prostoru
(V,(,)) a U je podprostor s vlastnosti, ze kazdd jeho ortonormdlni bdze je poldrni
vzhledem k B. Pak existuje o € C takové, Ze

a ... 0
[BrU]O = : .o
0 ... «
pro vsechny ortonormdlni baze O prostoru U.

Diikaz. Lemma staci dokazat pro jedinou ortonormélni bazi. Jsou-li O a P dvé
ortonormalni baze prostoru U, je matice prechodu mezi nimi unitarni U = [id]op.
Z [Blo = U*[B]pU vyplyva [B]o ~ [B]p a matice maji stejna vlastni ¢isla.
Vime-li, Zze [B]p je diagonalni s hodnotami « na diagondle, musi i [B]o (kterd je
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diagondlni, protoze O je polarni) mit tento tvar, protoze vlastni ¢isla jsou prave
hodnoty na diagonaéle.
Nejprve lemma dokdzeme pro dim(U) = 2. Bud O = {0y,0,} ortonormdln{

1( V2 V2

3\ s \/5> (zachovavame

baze, a tedy i polarni. Bazi O pozménime unitarni matici
ortonormalitu [5, Véta 17.9]):

1 1
= —=01 + —=029,
h \/5 ! \/§ 2

1 1
= ——01 + —=09.
b2 NN

Chceme ukazat, ze plati B(py, p1) = B(pa, p2). Ale s vyuzitim B(01,02) = B(02,01) =
0 (O je polarni béze) dostavame

1 1
B(p1,p1) = 53(01, 01) + 53(02,02) = B(p2, pa)-
Necht je dim(U) > 2 a O = {oy,...,0,} je ortonormdlni baze. Abychom ukézali
B(0;,0;) = B(0;,0;), staci se omezit na podprostor generovany {o;, 0;}, kde jsou
splnény predpoklady jiz dokazané dvoudimenzionalni verze. Prvky na diagonédle
[Biv]o jsou (po dvou) stejné. O

Pozndmka. Necht x je ortonormdln{ baze V' a definujme 1 € Endc(V) na bazi x
matici [B],. Divame se tak na [B], nikoliv jako na matici bilinearni formy, ale jako
na matici endomorfismu. Predchozi lemma tika, ze podprostory U s vlastnosti, ze
kazda ortonormalni béze je polarni vzhledem k B, lezi ve vlastnim podprostoru
Vo pro néjaké a € o(i). Navic jelikoz [¢*], = []} ([5, Véta 16.11]), jedna se o
samoadjungované zobrazeni.

Tvrzeni 6. Necht B je hermitovskd bilinedrni forma na unitdrnim prostoru
(V,(,)). Definuyme mnoZinu podprostoru M uspordadanou inkluzi C:

M = {Wpodprostor V| libovolnd ortogondlni bdze prostoru W je poldarni}.

Pak existuje jednoznacny rozklad V' na podprostory V; € M, kazZdy z nich
mazimdini v uspordaddni inkluzi, Ze plati:

V=Vie,Vod, - P V. (1)

Dikaz. Definujme v jako v poznamce vyse. Mdame v = ¥*, a podle Véty 1 existuje
ortogonalni béze slozend z vlastnich vektoru pro V. Je-li o(¢) = {A1,..., A\n},
rozklada se vektorovy prostor jako

V=V\,SLVy®PL DLV,

Ukéazeme, ze to je pozadovany rozklad. Méjme V), vlastni podprostor . Libovolna
ortogondlni béze O v ném je stile slozend z vlastnich vektoru, tudiz [B]o je
diagonélni a O poléarni.

Podle Poznamky plati W € M = W C V) pro néjaké A\ € o(¢). To je
ale ptimo definice maximality V). Vlastni podprostory jsou uréeny jednoznacné,
tudiz je jednoznaény i rozklad (1) (pochopitelné az na poradi). O
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Priklad. Méjme hermitovskou bilinearni formu na vektorovém podprostoru W s
ortonormalni bazi y = {01, 09, 03}. Najdéte rozklad prostoru W z Tvrzeni 6, je-li:

41 12 0 3 0 4 100 3 —4 0
By=| 123 0 |=( -4 0 3 010 0 0 5
0 0 25 0 5 0 00 2 4 3 0

Vektorovy prostor W se rozklada jako W = W, &, Wy, kde

W1 = <301 — 402, 503> a Wg = <401 + 302>.

4.2 Vlastnosti ortogonalni baze

V z4jmu lepsi piehlednosti zavadime v celé této sekci jednotné znaceni. Necht
¢ € Endc(V) je endomorfismus s jedinym vlastnim ¢islem o(p) = {A}, o jehoz
unitarni jordanizovatelnosti mame rozhodnout. Definujeme nilpotentni endomor-
fismus f = ¢ — Aid a hermitovskou bilinearni formu B(u,v) = (f(u), f(v)). Index
nilpotence f oznac¢me k.

Nase charakterizacni podminka bude mit algoritmickou podobu. Ukazeme,
za jakych podminek je mozné konstruovat ortogondlni bazi O, aby [¢|o byla v
Jordanové tvaru, postupujeme-li konstrukei odspoda. Definujeme ‘patro’

Z; = Ker f' 0 (Ker f1)*.
Lemma 7. Plati V =72, &, Zy &, -+ Dy L.

Diikaz. Indukci podle k. Pro k = 1 je Lemma platné. Necht k > 1 a U = Ker f¥~1.
Pak
Zy = Ker f*n (Ker f*1* =V n (Ker A7)+ = Ut

Nad komplexnimi éisly vzdy plati V = U @, U+ a z indukéniho predpokladu pro
U (na ném je f nilpotentni indexu k — 1) dostdvame U = Z1 @, -+ - @) Zp_1. O

Lemma 8. Necht ¢ je unitdrné jordanizovatelny bdzi O = {oy,...,0,}. Pak pro
kazdé 1 <1 < n emistuje 1 < j < k takové, Ze o; € Z;.

Diikaz. Bud o; € O a j € N nejmens{ takové, ze plati f7(0;) = 0 (takové j
existuje, protoze f je nilpotentni.) Chceme ukézat

0; € Z; = Ker fI N (Ker f/71)*.

Staci tedy ukdzat o; € (Ker f771)t = Ut a k tomu zase staéi ukdzat kolmost na
bazi tohoto prostoru. Z ditkkazu Tvrzeni 3 vyplyva, ze U je generovano nékterymi
prvky baze O. Ovsem o; ¢ U (z minimality j) a vzhledem k ortogonalité O jsme
nasli bazi U takovou, ze o; je kolmy na kazdy jeji prvek. O

Pozndamka. Ortogonalni baze O pro Jordanuv tvar se tedy musi nachéazet rozeseta
v na sebe kolmych patrech Z;. Z Lemmatu 7 vyplyvé, zZe ji lze preusporadat

k
O=0,U---U0,=|]O0;,
i=1
aby O; byla baze pro Z;.
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Lemma 9. Necht ¢ je unitdrné jordanizovatelny bazi O = {o1,...,0,}, 1> 2 a
O; C O je bdze pro Z;. Pak je O; ortogondlni poldrni bdze vzhledem k bilinedrni
formé B,,.

Diikaz. Je-li [p]o v Jordanové tvaru, tak pro 1 < j < n plati

Flo;) = { 0, nebo

0j—1-

Jelikoz ¢ > 2, plati pro vSechna o € O; druhd moznost a f(0) € O. Z Lemmatu
5 plyne, ze f(O;) je linedrné nezavisla mnozina, a tudiz uréité u # v € O; =
f(u) # f(v). Z ortogonality O pak plyne (f(u), f(v)) = 0. O

4.3 Rozhodovaci algoritmus

N&s algoritmus bude kostruovat pro kazdé patro Z; nejlepsi kolmy rozklad ve
smyslu nasledujici definice.

Definice. Definujeme nejlepsi kolmy rozklad patra Z; rekurzivné. Z, = Zi1 a
ddle bud’
Zin =211 BL Zi—12 DL DL Zi-1)mi,

nejlepsi kolmy rozklad patra Z;_,. Pak
Zi =2y ®1L Zg®1 - DL Lim, (2)
je nejlepsi kolmy rozklad patra Z;, pokud pro vSechna j € {1,...,m;}
o cristuje s € {1,...,m;_1} takové, Ze plati f(Z;;) C Zi—1ys,

o kaZdd ortogondlni bdze Z;; je poldrni vzhledem k Bz

137

=

o Zii CW = proW neplati jedna z predchozich podminek.

Pozndmka. Necht W podprostor V' takovy, Ze
Ker fnW =0.

Pak Ker fi =0, a tedy fjw indukuje izomorfismus vektorovych podprostoru W
—1

a f(W) ={f(w)|we W}. Lze uvazovat inverzn{ zobrazen{ fy;.

Podle pozndmky vyse pro ¢« > 1 indukuje f izomorfismus g = fiz,,, vek-
torovych podprostoru Z;.1 a f(Z;+1). Ten je pro nas obzvlast zajimavy, protoze
prevadi linedrné nezdvislé mnoziny Z;,1 na linedrné nezavislé mnoziny v f(Z;1)
a ¢~ ! naopak.

Prvni podminka z definice nejlepsiho kolmého rozkladu nés pfi hledani pod-
prostort Z(;11); € Zjy1 omezuje ve smyslu nasledujictho lemmatu. Oznacme
Us=g Y Zis N f(Ziz1)) pro 1 < s < m.

Lemma 10. Necht Z(iv1); je direktni s¢itanec z nejlepsiho kolmého rozkladu Z;.
Pak 3s € {1,...,m;} : Z41y; € Us. Navic, podprostory

{U3]$:17...,mi}

magi po dvou trividlni prunik, tj. r # s = U, NUs; = {0}.
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Dikaz. f(Z(H—l)]) - Zis <~ Z(i-‘rl)j - gil(ZZ‘S N f(ZH—l))
Prol<s<r<m;plative U,NU, = Jy e (Z;;NZ; N f(Ziy1)) : g Hy) = v.
Jelikoz dokonce Z;s N Z; = {0}, musi byt y = 0, a tedy i v = 0. ]

Tvrzeni 7. Necht je ddn nejlepsi kolmyj rozklad (2) patra Z;. Pak nejlepsi kolmy
rozklad patra Z;,, existuje pravé tehdy, kdyz

° Z:Zl dim Uy = dim Z; 4
e r#£s = U LU
Navic, pokud nejlepsi kolmy rozklad existuje, je urcen jednoznacné az na poradi.

Dukaz. (=) Méjme dan nejlepsi kolmy rozklad
Zis1 = 2411 DL Zir12 DL - OL Z(i41)ymis

patra Z;.,. Ukdzeme, Ze pti poruseni alespon jedné ze dvou podminek dojdeme
ke sporu.

Je-li )7 dim U, < dim Z;44 (vétsi byt nemuze, protoze Uy, C Z;41 a maji po
dvou trividlni priunik), pak z Z(;11); € Us plyne

dim(Z(Z.+1)1 DD Z(i+1)m(i+1)) S Zdlm Us < dim Zi+1-

s=1

Dva prostory ruzné dimenze se nemohou rovnat.

Necht je splnéna prvni podminka Y " dim Us; = dim Z;;,, ale existuji dva
ruzné podprostory U, [ Us. Pak ale existuji disjunktni podmnoziny indexu
A, B C {]_, cee ,mi+1}, ze

U= Ziv; a U =D Zusy-

jeA jeB

Tim ale dostavame U, L U, spor.
(<) Z obou podminek méme jednoznaéné dany kolmy rozklad

Ziym=U1®1 - @1 Up,. (3)

To jesté neni nejlepsi kolmy rozklad ve smyslu nasi definice. Musime odstranit
direktni sumandy, které jsou nulové; na vsSechny zbyvajici aplikujeme rozklad
z Tvrzeni 6. Tim jsme zafidili prvni dvé podminky z definice a zbyva ovérit
posledni zajistujici maximalitu. Necht Z;; C W. Pak mohou nastat dvé situace:
bud 3s : W C U, pak ale neni kazd4 ortogonélni baze polarni. Nelezi-li W v
zadném Uy, neplati prvni podminka podle Lemmatu 10.

Jelikoz jak rozklad z (3) (po odstranéni nulovych direktnich sc¢itanci), tak
rozklad z Tvrzeni 6 jsou jednoznacné az na poradi direktnich scitancu, je jed-
noznacny i nejlepsi kolmy rozklad Z; ;. Navic ho vzdy lze dostat simulaci dukazu.

[]

Véta 4 (Charakterizace unitarné jordanizovatelnych zobrazeni s jednim vlastnim
¢islem). ¢ je unitarné jordanizovatelné prdvé tehdy, kdyz je mozné nejlepsi kolmy
rozklad Z; zkonstruovat proi1=1,...,k.
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Diikaz. (<) Necht mame nejlepsi kolmy rozklad proi = 1, ..., k. Bdzi O takovou,
aby [¢]o bylo v Jordanové tvaru lze konstruovat shora. Zvolme na kazdém Zj;
ortogonalni bazi xy; libovolné, dohromady ziskdme kolmou bazi x; = U;”z’“l Xkj
pro Zi. Vime, Ze f(xr;) C Zu—1)s pro néjaké s € {1,...,my_1} tvoif opét or-
togonalni mnozinu (z druhé podminky z definice nejlepsiho kolmého rozkladu).
Na téch Z(p_1);, kde jesté nemame bazi, doplnime ortogonalnimi vektory na bazi
X(k—1); libovolné. Dostdvame bdzi x,_1 = U;n:’“flx(k,l)j prostoru Z;_;. Tento
proces opakujeme, dokud neméame bazi

k
O = UXi
i=1

celého prostoru V. Pak skutecné J = [¢]|o je v Jordanové tvaru, O ortogonalni
baze.
(=) Necht ¢ je unitdrné jordanizovatelny bazi O. Z poznamky za Lemmatem 8
vyplyva, ze ji 1ze preusporadat O = O U---U O, = Ule O;, kde O; béze pro Z;.
Budeme tvrzeni dokazovat indukci podlei = 1, ..., k, pficemz budeme ovérovat
vlastnost
0€0; = ds:0¢€ Z, (4)

Pro Z, = Z; rozklad existuje a m4 vlastnost (4), nebot 0 € O = o€ Z;;. V
indukénim kroku méjme nejlepsi kolmy rozklad

Zi=Zin DL Zio®1 - DL Zim,

spliujici (4). Pro existenci nejlepsiho kolmého rozkladu Z;,; musime ovérit obé
podminky z Tvrzeni 7. Pro ty ovSem staci ovérit podminku

Vo € O;p13s: 0€ U (5)

nebot bude-li (5) platit, tak mame zaruceno jak > 7" dim Uy = dim Z; 1 (041
je baze Z;11), tak kolmost (z ortogonality O;41.)

My ale mdme o € O;41 = f(0) € O; z vlastnosti baze O a déle z (4) mame
ds: f(o) € Z;s. Jinak feceno, f(o) € f(Oir1) A f(0) € Zis, a tedy o € Us. Ovérili
jsme obé podminky, tudiz existuje nejlepsi kolmy rozklad Z;.

Pro ukonéeni indukéniho kroku zbyva ovéfit vlastnost (4) pro patro Z;i.
Podle Lemmatu 9 tvoif O;4; ortogonalni poldrni bazi vzhledem k B, a podle
poznamky pod Tvrzenim 4 musi kazdé o € O, 1 byt vlastni vektor zobrazeni ).
kolmy rozklad patra Z; zuzeny na U, je pravé rozklad na vlastni podprostory
zobrazeni 1y, (jak je vidno z dikazu Tvrzeni 6), 3s: 0 € Z(;11)s a vlastnost (4)
je v dalsim patte zachovana. O

Pozndmka. Necht ¢ € Endc(V) je endomorfismus, o némz mdme rozhodnout,
jestli je unitarné jordanizovatelny. Nejprve je potieba ovérit kolmost zobecnénych
vlastnich podprostoru ptislusejicich riznym vlastnim cislum, tedy zda plati

A#peaoa(p) = Ker(p—Aid)" L Ker(p — pid)™.

Pokud ano, pro kazdé A € o(p) restringujeme zobrazeni na zobecnény vlastni
podprostor piislusny A.
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Pro ¢ iKer(p—riay» algoritmus konstruuje nejlepsi kolmé rozklady Z; pro i =
1,...,k, piesné jako v dikazu implikace zprava doleva v Tvrzeni 7. Necht e
je index takovy, ze nelze z nejlepsiho kolmého rozkladu Z. zkonstruovat rozk-
lad pro dalsi patro Z.,q, tj. jedna ze dvou podminek v Tvrzeni 7 neni splnéna.
Tvrdime, ze v tomto ptipadé nemuze byt ¢ unitarné jordanizovatelné. Pro spor
predpokladejme, ze tomu tak neni; Véta 4 potom zarucCuje existenci nejlepsiho
kolmého rozkladu patra Z.,;. Pak jsou ale podle opa¢né implikace Tvrzeni 7
splnény obé podminky a dostavame spor.
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Zaver

Prvni dvé kapitoly obsahuji velmi staré vysledky, jejichz dukazy byly od jejich
vzniku vypilovany k dokonalosti. Oproti tomu jsem nikde v literatufe nenasel
clanek, ktery by se vénoval nami formulovanému problému - pojmu unitarni jor-
danizovatelnosti. VSechny vysledky z kapitoly 3 a 4 jsou tedy vlastni.

Otevienym problémem zustava, zda by neslo popsat unitarné jordanizovatelné
endomorfismy pomoci néjaké algebraické podminky na zobrazeni ¢ a p*. Pocho-
pitelné by se muselo jednat o podminku slabsf nez komutativita, ta uz zajistuje
unitarni diagonalitovatelnost.

Nebud'me ale hned takto ambiciézni a zkoumejme situaci fetizkt délky nejvyse
dva. Podivejme se na dukaz Véty 1, ktery probihd indukei podle dimenze prostoru.
Klicové jsou dvé ingredience:

e Umime odstépit prostor V), na kterém najdeme kolmou bézi z vlastnich
vektoru pomoci GSO.

e Ortogonalni doplnék tohoto prostoru je yp-invariantni.

Pokud bychom se omezili na Jordanovy fetizky délky nejvyse dva, méli bychom
prvni podminku splnénou z Véty 3. Druha se opird o Lemma 2 a Lemma 1,
pricemz prvni by stejné dobte mohlo plnit svoji roli v dukaze. Jediné, co by bylo
potieba najit, je nutnd a postacujici podminka pro to, aby Ker(¢p—\id)? zustdvalo
p*-invariantni, tzn.

(p = NidP () =0 = (o= Md)*(¥" (1)) = 0.

Pak bychom charakterizovali unitarné jordanizovatelnéd zobrazeni s retizky délky
nejvyse dva. Tomu se samoziejmé 1ze vyhnout pozadavkem na kolmost zobecnénych
vlastnich podprostoru; je vsak otazka, ktera charakterizace je hezci.

V kapitole 4 jsme ptedstavili algoritmus, ktery dokaze rozhodnout o unitarni
jordanizovatelnosti zobrazeni . Mohl by byt snadno naprogramovatelny za pouziti
softwaru, ktery zvlada naprosté linedrné algebraické minimum. To je vyrazny po-
sun oproti definici, z niz na prvni pohled neni jasné, jak pro dany endomorfismus
hledat onu kolmou bazi, pripadné dokazat, ze zadna neexistuje.
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