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ze zákona č. 121/2000 Sb., autorského zákona v platném zněńı, zejména skutečnost,
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Motivace

Dá se ř́ıci, že volba vhodné báze pro endomorfismy mezi vektorovými pros-
tory patř́ı mezi základńı úlohy Lineárńı algebry. Přitom slovo vhodná může být
chápáno v závislosti na kontextu v́ıcero zp̊usoby, někdy i protich̊udnými. Pohybujeme-
li se v unitárńıch prostorech, patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı dobré vlastnosti báze or-
togonalita.

Je výhodné, když je matice zobrazeńı v̊uči bázi co nejjednodušš́ı, ideálně di-
agonálńı. V takovém př́ıpadě ř́ıkáme, že je zobrazeńı diagonalizovatelné. Bohužel,
ne každý endomorfismus je diagonalizovatelný. Muśıme tedy slevit z našich požadavk̊u.
Jordanova věta zajǐstuje (nad algebraicky uzavřeným tělesem), že pro každý en-
domorfismus ϕ existuje taková báze B, aby J = [ϕ]B byla v Jordanově tvaru.
Důležité je, že tento tvar neńı nahodilý, nýbrž jednoznačný až na přeuspořádáńı
Jordanových buněk (pro definici viz strana 8).

Motivaćı z jiné strany je požadavek na kolmost báze. Endomorfismům f , pro
které existuje kolmá báze O taková, že [ϕ]O je diagonálńı, ř́ıkáme unitárně diag-
onalizovatelné. Dobře známý Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces dokáže
vytvářet kolmé báze, málokdy ale zachovává diagonálńı tvar matice. Chceme-li
takováto zobrazeńı vystihnout, ukazuje se, že d̊uležitou roli hraje adjungované
zobrazeńı f ∗. Zavedeńı tohoto pojmu, d̊ukaz existence a jednoznačnosti nám
umožňuj́ı formulovat pěknou algebraickou charakterizaci. f je unitárně diago-
nalizovatelné právě tehdy, když f a f ∗ komutuj́ı.

Ćılem této práce je popsat endomorfismy komplexńıho konečně-dimenziálńıho
vektorového prostoru, kde se tyto dvě podmı́nky potkávaj́ı. Tedy zkoumat, za
jakých podmı́nek existuje pro ϕ báze B taková, že [ϕ]B je v Jordanově tvaru a
nav́ıc B je kolmá báze.
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1 Diagonalizace a unitárńı diagonalizace

1.1 Základńı pojmy a výsledky

V této bakalářské práci budeme uvažovat pouze konečně-dimenzionálńı vektorový
prostor V nad C a jeho endomorfismy f : V → V . Množinu všech takových
endomorfismů označme EndC(V). Neńı-li řečeno jinak, n znač́ı dimenzi prostoru
V . Pokud řekneme zobrazeńı, máme t́ım na mysli lineárńı zobrazeńı. Matici f
v̊uči bázi B ⊂ V znač́ıme jako [f ]B, matici přechodu mezi bázemi B1 a B2 jako
[id]B1B2 . Necht’ N(A) znač́ı nulový prostor matice, tzn. množinu řešeńı homogenńı
soustavy s matićı A.

Definice. Necht’ A je čtvercová matice řádu n nad tělesem T a I jednotková
matice stejných rozměr̊u. Vlastńı č́ıslo matice A je jakékoliv č́ıslo λ ∈ T takové,
že A − λI je singulárńı. Každé řešeńı v ∈ N(A − λI) této homogenńı sous-
tavy nazveme vlastńım vektorem př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ. Spektrum σ(A)
je množina všech vlastńıch č́ısel. Dále definujeme charakteristický polynom jako
p(λ) = det(A− λI).

Definice. Necht’ A,B jsou dvě čtvercové matice. Řekneme, že A je podobná B,
pokud existuje regulárńı matice R taková, že A = R−1BR. Ṕı̌seme A ∼ B.

Snadno se ověř́ı, že se jedná o relaci ekvivalence na množině čtvercových matic.
Necht’ [id]B1B2 = R je matice přechodu mezi dvěmi bázemi, [f ]B1 matice endomor-
fismu v̊uči bázi B1. Pak [id]B2B1 = R−1 a [f ]B2 = R[f ]B1R

−1. To znamená, že dvě
podobné matice mohou př́ıslušet stejnému endomorfismu, akorát vyjádřenému v
r̊uzných báźıch. Nás zaj́ımaj́ı předevš́ım vlastnosti nezávislé na změně báze. Proto
se nab́ıźı otázka, zda bychom mohli podobné definice rozš́ı̌rit na endomorfismy.
Tedy zda jsou vlastńı č́ısla ovlivněna naš́ı volbou báze. Ukazuje se že nikoliv. Při
výše uvedeném značeńı snadným poč́ıtáńım dostáváme:

det([f ]B2 − λI) = det([f ]B2 − λRR−1) = det(R([f ]B1 − λI)R−1) =

= det(R) det([f ]B1 − λI) det(R)−1 = det([f ]B1 − λI).

Vlastńı č́ısla jsou kořeny tohoto polynomu, a tedy nezáviśı na volbě báze. To
opravňuje následuj́ıćı definici.

Definice. Necht’ f ∈ EndC(V). λ je vlastńı č́ıslo endomorfismu f, pokud existuje
nenulový vektor v takový, že f(v) = λv. Vektor v nazýváme vlastńım vektorem a
podprostor Vλ = Ker(f −λ id) vlastńım podprostorem př́ıslušným vlastńımu č́ıslu
λ.

Vlastńı č́ısla endomorfismu se neměńı se změnou báze, lze je poč́ıtat jako
vlastńı č́ısla matice endomorfismu vzhledem k libovolné bázi.

Definice. Řekneme, že f ∈ EndC(V) je diagonalizovatelný, pokud existuje báze
B ∈ V taková, že [f ]B je diagonálńı.

Diagonálńı matice jsou velmi výhodné pro poč́ıtáńı; např́ıklad proto, že mocněńı
i invertováńı se celé odehrává po složkách na diagonále, a tedy se násobeńı matic
redukuje na násobeńı v tělese.
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Př́ıklad. Matici A=
(
0 1
0 0

)
nelze diagonalizovat.

Pokud bychom měli diagonálńı D = P−1AP , pak

D2 = P−1AAP = P−1
(
0 0
0 0

)
P =

(
0 0
0 0

)
⇒ D = 0,

č́ımž dostáváme spor s t́ım, že relace podobnosti zachovává hodnost. Až budeme
mı́t jednoznačnost Jordanova tvaru, budeme moct argumentovat i jinak: matice
už je v Jordanově tvaru, diagonalizace by byla ve sporu s jeho jednoznačnost́ı.

Vlastńı vektory úzce souviśı s diagonalizaćı. Jejich množstv́ı rozhodne o tom,
zda je endomorfismus diagonalizovatelný. Shrnuje to následuj́ıćı jednoduché tvrzeńı.

Tvrzeńı 1. Endomorfismus f ∈ EndC(V) je diagonalizovatelný právě tehdy, když
existuje báze celého prostoru složená z vlastńıch vektor̊u.

D̊ukaz. (⇐) Je-li B = {b1, . . . , bn} báze složená z vlastńıch vektor̊u, pak z definice
f(bi) = λibi, a tud́ıž

([f ]B)ij =

{
0, i 6= j,
λi, i = j.

(⇒) Je-li matice v̊uči nějaké bázi diagonálńı, zjevně všechny vektory v ńı splňuj́ı
podmı́nku kladenou na vlastńı vektory.

Obrat’me ted’ pozornost k ortogonalitě a pracujme s unitárńım prostorem; to
jest s dvojićı (V, 〈, 〉), po řadě vektorový prostor dimenze n a skalárńı součin.
Báze O = {o1, . . . , on} je ortogonálńı, pokud 〈oi, oj〉 = 0 pro i 6= j. Jsou-li nav́ıc
bázové vektory jednotkové délky, tzn. 〈oi, oi〉 = 1 pro i = 1, . . . , n, mluv́ıme o
ortonormálńı bázi. Ortogonálńı doplněk množiny M znač́ıme

M⊥ = {v ∈ V | 〈v,m〉 = 0 ∀m ∈M}.

Je to vždy podprostor a pokud jeM podprostor dimenze s, pak máM⊥ doplňkovou
dimenzi n − s. O množině M řekneme, že je ortogonálńı, pokud jsou každé dva
r̊uzné prvky kolmé. Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces budeme značit
zkratkou GSO.

Definice. Řekneme, že f ∈ EndC(V) je unitárně diagonalizovatelné, pokud exis-
tuje ortogonálńı báze B ⊂ V taková, že [f ]B je diagonálńı.

Pochopitelně, jsou to právě zobrazeńı, pro která existuje ortogonálńı báze
složená z vlastńıch vektor̊u. Existuje ještě jiná pěkná charakterizace unitárně
diagonalizovatelných endomorfismů.

1.2 Normálńı zobrazeńı

Definice. Necht’ ϕ ∈ EndC(V). Podprostor U ⊆ V nazveme ϕ-invariatńı, pokud
∀u ∈ U : ϕ(u) ∈ U . Pokud je jasné, který endomorfismus máme na mysli, postač́ı
invariantńı podprostor.

Výhodou invariantńıho podprostoru je, že umožňuje omezit naš́ı pozornost
pouze na něj, nebot’ restrikce ϕ�U je dobře definovaný endomorfismus vektorového
prostoru. Jak dále uvid́ıme např́ıklad v charakterizaci unitárně diagonalizovatelných
endomorfismů, toto bývá kĺıčový obrat umožňuj́ıćı indukčńı krok.
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Lemma 1. Necht’ f, g ∈ EndC(V) spolu komutuj́ı, tzn. fg = gf a Vλ bud’ vlastńı
podprostor endomorfismu f. Pak Vλ je g-invariantńı podprostor.

D̊ukaz. Necht’ f(v) = λv je vlastńı vektor endomorfismu f. Chceme aby g(v) byl
také vlastńı vektor z Vλ. Máme:

f(g(v)) = (fg)(v) = (gf)(v) = g(f(v)) = g(λv) = λg(v).

Definice. Necht’ f ∈ EndC(V). Adjungovaným zobrazeńım vzhledem ke skalárńımu
součinu 〈, 〉 rozumı́me takové f ∗ ∈ EndC(V), že pro všechna v, w ∈ V plat́ı:

〈f(v), w〉 = 〈v, f ∗(w)〉

Na konečně dimenzionálńıch vektorových prostorech adjungované zobrazeńı
vždy existuje a je určeno jednoznačně, jak je dokázáno např. v [5, Věta 16.10].
Zjevně (f ∗)∗ = f .

Lemma 2. Necht’ g ∈ EndC(V) a W je g-invariantńı podprostor. Pak W⊥ je
g∗-invariantńı podprostor.

D̊ukaz. Chceme ukázat, že je-li v ∈ W⊥, pak také g∗(v) ∈ W⊥. Ale pro libovolné
w ∈ W máme

〈g∗(v), w〉 = 〈v, g(w)〉 = 0,

kde posledńı rovnost plyne z g(w) ∈ W .

Definice. Endomorfismus f ∈ EndC(V) je normálńı, pokud f ∗f = ff ∗. Jinak
řečeno, endomorfismus je normálńı, pokud komutuje s k sobě adjungovaným en-
domorfismem.

Normálńı zobrazeńı představuj́ı poměrně širokou tř́ıdu endomorfismů, která
zahrnuje samoadjungovaná zobrazeńı (f = f ∗) a unitárńı (f ∗f = idV ). Jejich
význam podtrhuje následuj́ıćı věta, která ř́ıká, že to jsou právě všechna unitárně
diagonalizovatelná zobrazeńı.

Věta 1 (Charakterizace unitárně diagonalizovatelných zobrazeńı). Necht’ f ∈
EndC(V). Pak je f unitárně diagonalizovatelné právě tehdy, když je normálńı.

D̊ukaz. (⇐) Důkaz povedeme indukćı podle n = dimV . Pro n = 1 je každý endo-
morfismus unitárně diagonalizovatelný a také každé dva endomorfismy komutuj́ı.

Bud’ n > 1. Z algebraické uzavřenosti C vyplývá existence vlastńıho č́ısla λ,
jemuž př́ısluš́ı vlastńı podprostor Vλ. Na něm lze GSO procesem naj́ıt kolmou bázi
složenou z vlastńıch vektor̊u. Z Lemmatu 1 vyplývá, že se jedná o f ∗-invariantńı
podprostor. Obrat’me svoji pozornost k ortogonálńımu doplňku U = V ⊥λ . Podle
Lemmatu 2 plat́ı, že je to (f ∗)∗ = f -invariantńı podprostor. Ve Vλ ležel minimálně
jeden vlastńı vektor, je tedy

dim(V ⊥λ ) = dim(U) < n.

Jelikož f�U z̊ustává normálńım endomorfismem, ovšem na prostoru dimenze menš́ı
než n, lze použ́ıt indukčńı předpoklad. Dostáváme existenci kolmé báze vlastńıch
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vektor̊u pro U . Dohromady s kolmými vlastńımi vektory z Vλ máme hledanou
bázi.
(⇒) Bud’ B nějaká ortonormálńı báze složená z vlastńıch vektor̊u. Pak D = [f ]B
je diagonálńı a dále plat́ı, že [f ∗]B = [f ]∗B = D∗ ([5, Věta 16.11]), také diagonálńı.
Diagonálńı matice vždy komutuj́ı, a proto DD∗ = D∗D.

Poznámka. Větu jsme zformulovali abstraktněji pro endomorfismy, ale můžeme
ji použ́ıt na aritmetický vektorový prostor Cn. Pro normálńı matice splňuj́ıćı
A∗A = AA∗ (∗ znač́ı transpozici matice a komplexńı sdružeńı všech složek) pak
máme existenci unitárńı matice U (U−1 = U∗) a diagonálńı matice D takových,
že:

A = UDU∗.

6



2 Jordanova věta

Jestliže ne všechny matice jsou diagonalizovatelné, jaký rozumný tvar lze požadovat?
Chtěli bychom pro každou matici A garantovat, že ∃T : A ∼ T a T je v
požadovaném tvaru. Odpověd́ı na tuto otázku je existence a jednoznačnost Jor-
danova tvaru, jimiž se budeme zabývat v této kapitole.

2.1 Mocniny endomorfismu a invariantńı prostory

Lemma 3. Necht’ f ∈ EndC(V), dimV = n.

1. Ker f i ⊆ Ker f i+1 a Im f i ⊇ Im f i+1

2. Existuje k takové, že pro všechna i ∈ N: Ker fk = Ker fk+i a Im fk =
Im fk+i

3. V = Ker fn ⊕ Im fn

D̊ukaz. (1) Máme

v ∈ Ker f i ⇒ f i+1(v) = f(f i(v)) = f(0) = 0⇒ v ∈ Ker f i+1.

v ∈ Im f i+1 ⇒ ∃u : f i+1(u) = v ⇒ f i(f(u)) = v ⇒ v ∈ Im f i.

(2) Pod́ıvejme se na posloupnost

Im f 1 ⊇ · · · ⊇ Im f i ⊇ · · · ⊇ Im fn ⊇ . . .

Muśı existovat index, kdy nastane rovnost, jinak by soustavně klesala dimenze.
Ukážeme, že jakmile nastane, bude rovnost i na všech následuj́ıćıch pozićıch.
Necht’ Im fk = Im fk+1. Pak

Im fk+i = f i(Im fk) = f i(Im fk+1) = Im fk+i+1.

Dimenze Ker fk+i a Im fk+i je spolu svázána větou o dimenzi jádra a obrazu.
Přestane-li klesat dimenze obrazu, přestane r̊ust dimenze jádra. Do sebe zanořené
vektorové prostory stejné konečné dimenze muśı být totožné, a tedy dostáváme
Ker fk = Ker fk+i.

(3) Z d̊ukazu (2) vyplývá, že za k lze vždy volit dimenzi celého prostoru n.
Ukážeme, že v ∈ (Ker fn ∩ Im fn) ⇒ v = 0, a s následným použit́ım věty o
dimenzi pr̊uniku a spojeńı budeme hotovi.

v ∈ Im fn ⇔ ∃u : fn(u) = v

v ∈ Ker fn ⇔ fn(v) = 0

Pak fn(fn(u)) = f 2n(u) = 0⇒ u ∈ Ker f 2n = Ker fn ⇒ v = fn(u) = 0.

Poznamenejme, že nejmenš́ı č́ıslo k splňuj́ıćı (2) se nazývá index endomor-
fismu. Pokud plat́ı Im fn = {0}, nazveme endomorfismus nilpotentńı. V takovém
př́ıpadě nemluv́ıme o indexu endomorfismu, ale o indexu nilpotence. Následuj́ıćı
lemma dává velkou zásobu invariantńıch podprostor̊u.
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Lemma 4. Necht’ ϕ je endomorfismus konečně dimenzionálńıho vektorového
prostoru, λ ∈ σ(ϕ) a f = ϕ − λ id. Potom ∀i ≥ 1 : Ker f i a Im f i jsou ϕ-
invariantńı podprostory.

D̊ukaz. Pro v ∈ Im f i se ptáme, jestli je ϕ(v) = f(v) + λv ∈ Im f i. Protože

f(v) ∈ Im f i+1 ⊆ Im f i

a λv ∈ Im f i, lež́ı tam i jejich součet.
Dále je-li v ∈ Ker f i, pak

f i(ϕ(v)) = f i(f(v) + λv) = f(f i(v)) + λf i(v) = 0 + 0 = 0

T́ımto jsme ověřili, že jak Ker f i, tak Im f i jsou ϕ-invariantńı podprostory.

Tvrzeńı 2. Necht’ ϕ ∈ EndC(V), dimV = n, σ(ϕ) = {λ1, . . . , λs} a definujeme
fi = ϕ− λi id. Pak

V = Ker fn1 ⊕ · · · ⊕Ker fns =
s⊕
i=1

Ker fni

kde každý podprostor v direktńı sumě je ϕ-invariantńı.

D̊ukaz. Z lemmatu 4 plyne, že všechny podprostory jsou ϕ-invariantńı.
Konstrujme postupně takový rozklad. Podle lemmatu 3 plat́ı V = Ker fn1 ⊕

Im fn1 . Zuž́ıme endomorfismus ϕ na Im fn1 a d́ıky ϕ-invarianci můžeme proces
zopakovat

V = Ker fn1 ⊕Ker fn2 ⊕ Im fn2

Nic nám nebráńı pokračovat a po konečně mnoha kroćıch (protože dim(Ker fni )
je alespoň 1), dostaneme Im fns = {0}.

2.2 Jordan̊uv tvar

Definice. Necht’ λ, λ1, . . . , λs ∈ C. Mějme čtvercové matice:

B(λ) =


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · λ 1
0 0 · · · 0 λ

 J =


B(λ1) 0 · · · 0

0 B(λ2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 B(λs)


Matice B(λ) se nazývá Jordanova buňka a blokově diagonálńı matice J s Jor-
danovými buňkami na diagonále se nazývá Jordanova matice.

Ukážeme, že každá matice je podobná nějaké Jordanově matici. Tato matice,
jak vyplyne z d̊ukazu, je jednoznačná až na přeuspořádáńı Jordanových buňek.
Následuj́ıćı lemma nám pomůže konstruovat požadovanou bázi.

Lemma 5. Necht’ r ≥ 1, B nějaká báze Ker f r a B ∪ V jej́ı doplněńı na bázi
Ker f r+1. Pak f(V ) = {f(v) | v ∈ V } je lineárně nezávislá množina patř́ıćı do
Ker f r a nepatř́ıćı do Ker f r−1.
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D̊ukaz. Necht’ V = {v1, . . . , vs}. Nejprve k lineárńı nezávislosti množiny f(V ) =
{f(v1), . . . , f(vs)}:

s∑
i=1

αif(vi) = 0 ⇒ f(
s∑
i=1

αivi) = 0 ⇒
s∑
i=1

αivi = 0

V prvńı implikaci jsme použili linearitu; v druhé fakt, že 〈V 〉 ∩ Ker f r = {0} a
t́ım sṕı̌s má 〈V 〉 nulový pr̊unik s Ker f . To ale znamená, že všechny koeficienty
αi jsou nulové, nebot’ V je lineárně nezávislá množina.

Inkluze f(V ) ⊂ Ker f r je zjevná, protože:

∀v ∈ V plat́ı f r+1(v) = 0 ⇒ f r(f(v)) = 0 ⇒ f(v) ∈ Ker f r.

Konečně, je-li

f r−1(
s∑
i=1

αif(vi)) = 0 , pak f r(
s∑
i=1

αivi) = f(u) = 0

což znamená u = 0, protože opět 〈V 〉 ∩Ker f r = {0}.

Poznamenejme, že pro f jako výše a f s(v) = 0 ∧ f s−1(v) 6= 0 se lineárně
nezávislé množině {v, f(v), . . . , f s−2(v), f s−1(v)} ř́ıká Jordan̊uv řet́ızek délky s.
V následuj́ıćım tvrzeńı zpracujeme speciálńı př́ıpad Jordanovy věty pro ϕ ∈
EndC(V) s pouze jedńım vlastńım č́ıslem. V takovém př́ıpadě je f = ϕ − λ id
nilpotentńı. Idea d̊ukazu je jednoduchá: budeme seshora konstruovat Jordanovy
řet́ızky.

Tvrzeńı 3. Necht’ ϕ ∈ EndC(V), σ(ϕ) = {λ} a f = ϕ− λ id je nilpotetńı indexu
k. Potom existuje báze B taková, že

[ϕ]B =


B1(λ) 0 · · · 0

0 B2(λ)
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Bm(λ)


je blokově diagonálńı s Jordanovými buňkami Bi(λ). Taková matice je jednoznačná
až na pořad́ı buňek.

D̊ukaz. Jelikož je f nilpotentńı indexu k, znamená to, že Ker fk−1 6= V . Doplňme
tedy Ker fk−1 nějakou lineárně nezávislou množinou Bk tak, aby: Ker fk−1+Bk =
V . Pokračujme dále a doplňme Ker fk−2 lineárně nezávislou množinou Bk−1 aby
platilo

Ker fk−2 +Bk−1 = Ker fk−1 ∧ f(Bk) ⊂ Bk−1.

Dále pokračujme induktivně. Dı́ky Lemmatu 5 dostaneme lineárně nezávislé vek-
tory a d́ıky nilpotenci f dostaneme generuj́ıćı množinu, tedy bázi B prostoru
V

B =
k⋃
i=1

Bi
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která má po přeuspořádáńı B = {v1, v2, . . . , vn} podle vzniklých řet́ızk̊u vlastnost:

f(vi) =

{
0, jedná-li se o vlastńı vektor,
vi−1, jinak.

Což, přeṕı̌seme-li ϕ(vi) = f(vi) + λvi, dává ϕ(vi) =

{
λvi,
λvi + vi−1.

Pak má [ϕ]B požadovaný tvar.
Co se jednoznačnosti týče, je zřejmé, že buňka rozměr̊u i× i odpov́ıdá řet́ızku

délky i. Jejich počet můžeme snadno vyjádřit z dimenze jádra mocnin f , označ́ıme-
li si = dim(Ker f i):

#{buněk i× i} = 2si − si+1 − si−1.

T́ım máme až na přeuspořádáńı zajǐstěnu jednoznačnost.

Věta 2 (Jordanova věta). Necht’ ϕ ∈ EndC(V). Pak existuje báze B taková, že
[ϕ]B je v Jordanově tvaru. Tato matice je až na přeuspořádáńı Jordanových buněk
jednoznačná.

D̊ukaz. (Existence) Označme

σ(ϕ) = {λ1, . . . , λs} a Wi = Ker(ϕ− λi id)n.

Z Tvrzeńı 2 máme

V =
⊕
λ∈σ(ϕ)

Ker(ϕ− λ id)n = W1 ⊕ · · · ⊕Ws.

Zúžeńı ϕ na libovolné Wi dává dobře definovaný endomorfismus ψi = ϕ�Wi
s

jediným vlastńım č́ıslem λi a podle Tvrzeńı 3 existuje báze Ci taková, že [ψi]Ci
je

v Jordanově tvaru. Pro C =
⋃s
i Ci bude [ϕ]C blokově diagonálńı s bloky [ψi]Ci

,
tedy stále v Jordanově tvaru. T́ım je existence dokázána.

(Jednoznačnost) Bud’te R, S dvě báze takové, že jak [ϕ]R, tak [ϕ]S jsou v
Jordanově tvaru. Matice jsou podobné, a tedy jak bylo ukázáno v prvńı kapitole
maj́ı stejný charakteristický polynom. Ten se nad C rozkládá na lineárńı činitele.
Je-li λ ∈ σ(ϕ), pak se vyskytuje ve stejném počtu na diagonále [ϕ]R i [ϕ]S.
Z̊užeńım endomorfismu na Ker(ϕ−λ id)n dostáváme podle Tvrzeńı 3 stejný počet
i velikosti buňek. T́ım je dokázána i jednoznačnost.
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3 Ortogonálńı báze pro Jordan̊uv tvar

Už v́ıme, že pro každý ϕ ∈ EndC(V) existuje báze B taková, že [ϕ]B je v Jordanově
tvaru. Pro jaké endomorfismy lze nav́ıc požadovat bázi ortogonálńı, tzn. u 6= v ∈
B ⇒ 〈u, v〉 = 0 ?

Definice. Řekneme, že ϕ ∈ EndC(V) je unitárně jordanizovatelný, pokud existuje
ortogonálńı báze B prostoru V taková, že [ϕ]B je v Jordanově tvaru.

Bezpochyby bude tato tř́ıda endomorfismů zahrnovat normálńı zobrazeńı,
nebot’ ty jsou dokonce unitárně diagonalizovatelné. Zároveň neńı těžké vymyslet
zobrazeńı, pro které tato podmı́nka nebude splnitelná. Budeme hledat vlastnosti
endomorfismů, které to zapř́ıčiňuj́ı.

3.1 Endomorfismy, které nejsou unitárně jordanizovatelné

Př́ıklad. Mějme V = C3 se standardńım skalárńım součinem ω a endomorfismus
ϕ ∈ EndC(V) zadaný na bázi B = {v1, v2, v3} = {(1, 0, 0)T , (1, 1, 0)T , (1, 0, 1)T}
předpisem

ϕ(

 1
0
0

) =

 0
0
0

 , ϕ(

 1
1
0

) =

 1
0
0

 , ϕ(

 1
0
1

) =

 1
1
0

 .

Matice v̊uči bázi B už je v Jordanově tvaru, který je podle tvrzeńı 3 jednoznačný.
Byla by chyba usuzovat, že neńı-li B ortogonálńı, neńı ϕ unitárně jordanizo-
vatelný. Existuje mnoho daľśıch báźı B̃ takových, že [ϕ]B̃ = [ϕ]B. My však
ukážeme, že ani jedna z nich neńı ortogonálńı.

L = [ϕ]B =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0


Na rozd́ıl od d̊ukazu Tvrzeńı 3 budeme jediný Jordan̊uv řet́ızek konstruovat ‘zes-
dola’ jakožto řešeńı nehomogenńı soustavy lineárńıch rovnic. Ta maj́ı podobu
‘partikulárńı řešeńı + nulový prostor matice’ ([3, Věta 5.7]). Přesněji:

ϕ(x) = v1 ⇔ L{x}B = {v1}B ⇔ x ∈M = {(1, 1, 0)T + w | {w}B ∈ N(L)}.

V množině M existuje jediný vektor kolmý na v1. Je určený GSO postupem
aplikovaným na v2

ṽ2 = v2 −
ω(v1, v2)

ω(v1, v1)
v1 = (0, 1, 0)T .

Podobně můžeme řešit

ϕ(y) = ṽ2 ⇔ L{y}B = {ṽ2}B ⇔ y ∈M = {(0,−1, 1)T + w | {w}B ∈ N(L)}

ṽ3 = (0,−1, 1)T − ω(v1, (0,−1, 1)T )

ω(v1, v1)
v1 = (0,−1, 1)T .

Jelikož ω(ṽ2, ṽ3) 6= 0, neexistuje požadovaná ortogonálńı báze.
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Př́ıklad. Mějme V = C3 se standardńım skalárńım součinem ω a ϕ ∈ EndC(V)
zadaný vzhledem ke kanonické bázi K3 matićı A.

[ϕ]K3 = A =
1

18

 42 + 4i 12− 4i −16− 12i
−8 26 4i

−1 + 8i 1 + i 22− 4i


Takový endomorfismus má dvě vlastńı č́ısla σ(ϕ) = {1, 2}, oba vlastńı podpros-
tory jsou dimenze jedna (směr vlastńıch vektor̊u je t́ım určen jednoznačně.) Z
Tvrzeńı 2 v́ıme, že se V rozkládá na direktńı sumu zobecněných vlastńıch pod-
prostor̊u. V našem př́ıpadě:

V = Ker(ϕ− id)⊕Ker(ϕ− 2 id)2

Vlastńı vektor pro λ2 = 2 je (2,−2, i)T a podobně jako v předchoźım př́ıkladu
můžeme naj́ıt kolmý zobecněný vlastńı vektor (2, 2, 0)T . Ten ale neńı kolmý na
(1 + i, 1, 2)T , vlastńı vektor př́ıslušný λ1 = 1. Endomorfismus neńı unitárně jor-
danizovatelný.

Shrňme tedy nežádoućı vlastnosti pro to, aby byl endomorfismus unitárně
jordanizovatelný (které v daľśı kapitole precizujeme):

• Při konstrukci Jordanova řet́ızku řešeńım nehomogenńı soustavy lze vektory
‘narovnávat’ pouze o Ker(ϕ−λ id). Jsou-li řet́ızky deľśı než dva, nemuśı tato
volnost stačit.

• Zobecněné vlastńı podprostory na sebe nejsou kolmé. Bud’ λ, µ ∈ C dvě
r̊uzná vlastńı č́ısla pro ϕ ∈ EndC(V). V daľśı kapitole ukážeme, že nutná
podmı́nka pro to, aby ϕ byl unitárně jordanizovatelný je

Ker(ϕ− λ id)n ⊥ Ker(ϕ− µ id)n.

3.2 Jordanovy řet́ızky délky nejvýše dva

Zat́ımco v předchoźı sekci jsme představili dva př́ıklady endomorfismů, které ne-
jsou z r̊uzných d̊uvod̊u unitárně jordanizovatelné, v následuj́ıćım ukážeme pozi-
tivńı výsledek. Má-li endomorfismus jedno vlastńı č́ıslo a jsou-li v Jordanově tvaru
pouze buňky rozměr̊u nejvýše 2 × 2, je vždy unitárně jordanizovatelný. Ukazuje
se zde souvislost s bilineárńımi formami, proto zač́ınáme jejich definićı.

Definice. Necht’ V je vektorový prostor nad C. Hermitovská bilineárńı forma B
je zobrazeńı B : V × V → C splňuj́ıćı pro všechna u, v, w ∈ V a α ∈ C

• B(u+ v, w) = B(u,w) +B(v, w),

• B(u, v + w) = B(u, v) +B(u,w),

• B(u, αv) = αB(u, v),

• B(u, v) = B(v, u).

Matićı bilineárńı formy vzhledem k bázi χ = {a1, . . . , an} rozumı́me [B]χ =
(B(ai, aj)). O bázi P vektorového prostoru V řekneme, že je polárńı vzhledem
k B, pokud plat́ı B(u, v) = 0 jakmile u 6= v ∈ P . Tedy P je polárńı báze, právě
když je [B]P diagonálńı.
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Tvrzeńı 4. Necht’ B je hermitovská bilineárńı forma na unitárńım prostoru
(V, 〈, 〉). Potom existuje polárńı báze P vzhledem k B, která je nav́ıc ortogonálńı.

D̊ukaz. Bud’ χ = {a1, . . . , an} ortonormálńı báze prostoru V a A = [B]χ matice

bilineárńı formy v̊uči χ. Dı́ky B(v, w) = B(w, v) bude taková matice hermitovská,
tzn, A∗ = A, a tud́ıž podle věty 1 existuj́ı unitárńı matice U a diagonálńı D
takové, že A = UDU∗. Chceme-li znát hodnotu B(v, w), vyjádř́ıme {v}χ a {w}χ
a spočteme

B(v, w) = {v}χ
T
A {w}χ = {v}χ

T
UDU∗ {w}χ = (U∗{v}χ

T
)D (U∗{w}χ).

Ovšem přenásobeńı invertibilńı matićı U∗ odpov́ıdá změně báze a pro U = (uij)

pl =
n∑
k=1

uklak a P = {p1, . . . , pn}

dostáváme polárńı bázi, nebot’ z definice [id]Pχ = U a dále

[B]P = [id]∗Pχ[B]χ[id]Pχ = U∗UDU∗U = D.

Unitárńı zobrazeńı zachová kolmost χ (podle [5, Věta 17.9]), takže P bude zároveň
ortogonálńı báze.

Poznámka. Při d̊ukazu existence ortogonálńı polárńı báze jsme využ́ıvali vlastńıch
vektor̊u matice A. Tvrzeńı lze i obrátit; mějme prostor V s ortonormálńı báźı χ a
definujeme ψ ∈ EndC(V) jako endomorfismus zadaný matićı A = [B]χ. Máme-li
ortogonálńı polárńı bázi P = {p1, . . . , pn}, pak se muśı skládat z vlastńıch vektor̊u
zobrazeńı ψ. Pro i pevné a j 6= i máme

{pj}∗χ{pi}χ = 0 a {pj}∗χA {pi}χ = 0.

To znamená, že jak A {pi}χ = {ψ(pi)}χ, tak {pi}χ lež́ı v jednodimenzionálńım
M⊥ pro M = {{pj}χ | j ∈ {1, . . . , n}, j 6= i}. Tedy, oprost́ıme-li se od báze χ, jde
o vlastńı vektor zobrazeńı ψ.

Věta 3. Necht’ ϕ ∈ EndC(V) takový, že σ(ϕ) = {λ} a f = ϕ− λ id. Pokud je f
nilpotentńı indexu 2, pak je ϕ unitárně jordanizovatelný.

D̊ukaz. Označme dimV = n a dim(Ker f) = dimVλ = n− s. Pak U = (Ker f)⊥

kolmý doplněk k vlastńımu podprostoru má dimenzi s. Definujme hermitovskou
bilineárńı formu na U předpisem:

B(u, v) = 〈f(u), f(v)〉.

Linearita v obou složkách plyne z linearity f a skalárńıho součinu, podobně pro
násobeńı skalárem. Dále

B(u, v) = 〈f(u), f(v)〉 = 〈f(v), f(u)〉 = B(v, u).

Podle Tvrzeńı 4 existuje báze B2 = {v1, . . . , vs} prostoru U taková, že pro i 6= j

〈vi, vj〉 = 0 a zároveň B(vi, vj) = 〈f(vi), f(vj)〉 = 0.
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Jelikož vi 6∈ Ker f máme podle Lemmatu 5 lineárně nezávislou kolmou množinu
{f(v1), . . . , f(vs)} ⊂ Ker f = Vλ, kterou můžeme např́ıklad GSO doplnit na bázi
B1 = {f(v1), . . . , f(vs), vs+1, . . . , vn−s} prostoru Vλ. Požadovaná báze je:

B = B1 ∪B2 = {v1, . . . , vs, f(v1), . . . , f(vs), vs+1, . . . , vn−s}.

Př́ıklad. Mějme aritmetický vektorový prostor V = C4 se standardńım skalárńım
součinem ω. Endomorfismus ϕ je zadán vzhledem ke kanonické bázi čtvercovou
matićı [ϕ]K4 = A. Najděte ortogonálńı bázi O = {o1, o2, o3, o4} prostoru V , aby
[ϕ]O byla v Jordanově tvaru.

A =
1

4


11 i −3 −i
1 8 + 3i −1 −3i
3 i 5 −i
1 3i −1 8− 3i


Snadno spočteme charakteristický polynom matice A jako

χ(λ) = 16− 32λ+ 24λ2 − 8λ3 + λ4 = (λ− 2)4.

Máme tedy jediné vlastńı č́ıslo λ = 2. Důležitou roli bude hrát matice

L = A− 2I =
1

4


3 i −3 −i
1 3i −1 −3i
3 i −3 −i
1 3i −1 −3i

 .

Vlastńı vektory jsou právě řešeńı homogenńı soustavy s matićı L, tzn. N(L).
Podle 3 je Jordan̊uv tvar jednoznačně určen hodnostmi jej́ıch mocnin.

#{buněk 1 x 1} = rank(L0) + rank(L2)− 2 rank(L1) = 4 + 0− 4 = 0

#{buněk 2 x 2} = rank(L1) + rank(L3)− 2 rank(L2) = 2 + 0− 0 = 2.

Prostor C4 se rozkládá na dva kolmé podprostory:

N(L) =

〈
3
1
3
1

 ,


1
3
1
3


〉

a N(L)⊥ =

〈
1
−1
−1
1

 ,


−1
−1
1
1


〉
.

Matici L∗L budeme chápat jako matici bilinárńı formy B vzhledem ke kanon-
ické bázi. Omeźıme se na podprostor W = N(L)⊥, kde máme ortogonálńı báźı
χ = { (1,−1,−1, 1)T , (−1,−1, 1, 1)T}. Pak

[B�W ]χ =

(
10 −6i
6i 10

)
= SDS−1 =

(
i −i
1 1

)(
4 0
0 16

)
1

2

(
−i 1
i 1

)
Dostáváme tedy ortogonálńı polárńı bázi L∗L na prostoru W

õ2 = −i


1
−1
−1
1

+


−1
−1
1
1

 =


−1− i
−1 + i
1 + i
1− i

 ,
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õ4 = i


1
−1
−1
1

+


−1
−1
1
1

 =


−1 + i
−1− i
1− i
1 + i

 ,

kterou uvedeme přenásobeńım vhodným skalárem do hezč́ıho tvaru a dopoč́ıtáme
vlastńı vektory o1, o3

o2 =
1

2
(−1 + i) õ2 =


1
−i
−1
i

 a o1 = Lo2 =


2
2
2
2

 ,

o4 =
−1

2
(1 + i) õ4 =


1
i
−1
−i

 a o3 = Lo4 =


1
−1
1
−1

 .

Skutečně pro O = {o1, o2, o3, o4} máme [ϕ]O v Jordanově tvaru, nebot’

A


2 1 1 1
2 −i −1 i
2 −1 1 −1
2 i −1 −i

 =


2 1 1 1
2 −i −1 i
2 −1 1 −1
2 i −1 −i




2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

Přenásobeńım celého Jordanova řet́ızku stejným skalárem α ∈ C dostáváme také
bázi požadovaných vlastnost́ı. Až na tuto možnost volby je v tomto př́ıpadě báze
určena jednoznačně.
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4 Charakterizace unitárně jordanizovatelných zo-

brazeńı

V posledńı kapitole poṕı̌seme ϕ ∈ EndC(V), které je možné unitárně jordanizovat.
Nejprve zformulujeme nutnou podmı́nku, která nám umožńı redukovat problém
na zobecněný vlastńı podprostor př́ıslušný jedinému vlastńımu č́ıslu.

4.1 Kolmé rozklady vektorových prostor̊u

Definice. Necht’ U,W jsou podprostory na unitárńım vektorovém prostoru (V, 〈, 〉).
Řekneme, že V je kolmou direktńı sumou prostor̊u W a U , což zapisujeme jako

V = U ⊕⊥W,

pokud plat́ı
V = U ⊕W ∧ U ⊥ W.

Tvrzeńı 5. Necht’ ϕ ∈ EndC(V) je unitárně jordanizovatelný, σ(ϕ) = {λ1, . . . , λs}
a fi = ϕ− λi id pro i = 1, . . . , s. Pak

V = Ker fn1 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Ker fns .

D̊ukaz. Podle Tvrzeńı 2 plat́ı rozklad jako direktńı suma. Ovšem ϕ je unitárně
jordanizovatelné, tedy existuje ortogonálńı báze O = {o1, . . . , on} taková, že J =
(aij) = [ϕ]O je v Jordanově tvaru. Z d̊ukazu Tvrzeńı 3 je patrné, že všechny
oi ∈ O takové, že aii = λ tvoř́ı bázi pro Ker(ϕ−λ id)n. Jsou-li λ 6= µ ∈ σ(ϕ), pak
speciálně Ker(ϕ− λ id)n ⊥ Ker(ϕ− µ id)n.

Toto tvrzeńı má hlavně nepř́ımé použit́ı. Nejsou-li zobecněné vlastńı podpros-
tory po dvou kolmé, zobrazeńı neńı unitárně jordanizovatelné. Naopak, máme-li
kolmou bázi pro každý prostor zvlášt’, kolmost zobecněných vlastńıch podprostor̊u
zajist́ı unitárńı jordanizovatelnost.

Z uvedených d̊uvod̊u se nadále budeme zabývat endomorfismy, které maj́ı
pouze jedno vlastńı č́ıslo.

Opět bude velkou roli hrát ortogonálńı polárńı báze, tentokrát otázky kolem
jej́ı jednoznačnosti.

Lemma 6. Necht’ B je hermitovská bilineárńı forma na unitárńım prostoru
(V, 〈, 〉) a U je podprostor s vlastnost́ı, že každá jeho ortonormálńı báze je polárńı
vzhledem k B. Pak existuje α ∈ C takové, že

[B�U ]O =

 α . . . 0
...

. . .
...

0 . . . α


pro všechny ortonormálńı báze O prostoru U .

D̊ukaz. Lemma stač́ı dokázat pro jedinou ortonormálńı bázi. Jsou-li O a P dvě
ortonormálńı báze prostoru U , je matice přechodu mezi nimi unitárńı U = [id]OP .
Z [B]O = U∗[B]PU vyplývá [B]O ∼ [B]P a matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla.
Vı́me-li, že [B]P je diagonálńı s hodnotami α na diagonále, muśı i [B]O (která je
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diagonálńı, protože O je polárńı) mı́t tento tvar, protože vlastńı č́ısla jsou právě
hodnoty na diagonále.

Nejprve lemma dokážeme pro dim(U) = 2. Bud’ O = {o1, o2} ortonormálńı

báze, a tedy i polárńı. BáziO pozměńıme unitárńı matićı 1
2

( √
2
√
2

−
√
2
√
2

)
(zachováváme

ortonormalitu [5, Věta 17.9]):

p1 =
1√
2
o1 +

1√
2
o2,

p2 = − 1√
2
o1 +

1√
2
o2.

Chceme ukázat, že plat́ıB(p1, p1) = B(p2, p2). Ale s využit́ımB(o1, o2) = B(o2, o1) =
0 (O je polárńı báze) dostáváme

B(p1, p1) =
1

2
B(o1, o1) +

1

2
B(o2, o2) = B(p2, p2).

Necht’ je dim(U) > 2 a O = {o1, . . . , on} je ortonormálńı báze. Abychom ukázali
B(oi, oi) = B(oj, oj), stač́ı se omezit na podprostor generovaný {oi, oj}, kde jsou
splněny předpoklady již dokázané dvoudimenzionálńı verze. Prvky na diagonále
[B�U ]O jsou (po dvou) stejné.

Poznámka. Necht’ χ je ortonormálńı báze V a definujme ψ ∈ EndC(V) na bázi χ
matićı [B]χ. Dı́váme se tak na [B]χ nikoliv jako na matici bilineárńı formy, ale jako
na matici endomorfismu. Předchoźı lemma ř́ıká, že podprostory U s vlastnost́ı, že
každá ortonormálńı báze je polárńı vzhledem k B, lež́ı ve vlastńım podprostoru
Vα pro nějaké α ∈ σ(ψ). Nav́ıc jelikož [ψ∗]χ = [ψ]∗χ ([5, Věta 16.11]), jedná se o
samoadjungované zobrazeńı.

Tvrzeńı 6. Necht’ B je hermitovská bilineárńı forma na unitárńım prostoru
(V, 〈, 〉). Definujme množinu podprostor̊u M uspořádanou inkluźı ⊆:

M = {Wpodprostor V | libovolná ortogonálńı báze prostoru W je polárńı}.

Pak existuje jednoznačný rozklad V na podprostory Vi ∈ M , každý z nich
maximálńı v uspořádáńı inkluźı, že plat́ı:

V = V1 ⊕⊥ V2 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Vm. (1)

D̊ukaz. Definujme ψ jako v poznámce výše. Máme ψ = ψ∗, a podle Věty 1 existuje
ortogonálńı báze složená z vlastńıch vektor̊u pro V . Je-li σ(ψ) = {λ1, . . . , λm},
rozkládá se vektorový prostor jako

V = Vλ1 ⊕⊥ Vλ2 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Vλm .

Ukážeme, že to je požadovaný rozklad. Mějme Vλi vlastńı podprostor ψ. Libovolná
ortogonálńı báze O v něm je stále složená z vlastńıch vektor̊u, tud́ıž [B]O je
diagonálńı a O polárńı.

Podle Poznámky plat́ı W ∈ M ⇒ W ⊆ Vλ pro nějaké λ ∈ σ(ψ). To je
ale př́ımo definice maximality Vλ. Vlastńı podprostory jsou určeny jednoznačně,
tud́ıž je jednoznačný i rozklad (1) (pochopitelně až na pořad́ı).
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Př́ıklad. Mějme hermitovskou bilineárńı formu na vektorovém podprostoru W s
ortonormálńı báźı χ = {o1, o2, o3}. Najděte rozklad prostoru W z Tvrzeńı 6, je-li:

[B]χ =

 41 12 0
12 34 0
0 0 25

 =

 3 0 4
−4 0 3
0 5 0

 1 0 0
0 1 0
0 0 2

 3 −4 0
0 0 5
4 3 0


Vektorový prostor W se rozkládá jako W = W1 ⊕⊥W2, kde

W1 = 〈3o1 − 4o2, 5o3〉 a W2 = 〈4o1 + 3o2〉.

4.2 Vlastnosti ortogonálńı báze

V zájmu lepš́ı přehlednosti zavád́ıme v celé této sekci jednotné značeńı. Necht’

ϕ ∈ EndC(V) je endomorfismus s jediným vlastńım č́ıslem σ(ϕ) = {λ}, o jehož
unitárńı jordanizovatelnosti máme rozhodnout. Definujeme nilpotentńı endomor-
fismus f = ϕ−λ id a hermitovskou bilineárńı formu B(u, v) = 〈f(u), f(v)〉. Index
nilpotence f označme k.

Naše charakterizačńı podmı́nka bude mı́t algoritmickou podobu. Ukážeme,
za jakých podmı́nek je možné konstruovat ortogonálńı bázi O, aby [ϕ]O byla v
Jordanově tvaru, postupujeme-li konstrukćı odspoda. Definujeme ‘patro’

Zi = Ker f i ∩ (Ker f i−1)⊥.

Lemma 7. Plat́ı V = Z1 ⊕⊥ Z2 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Zk.

D̊ukaz. Indukćı podle k. Pro k = 1 je Lemma platné. Necht’ k > 1 a U = Ker fk−1.
Pak

Zk = Ker fk ∩ (Ker fk−1)⊥ = V ∩ (Ker fk−1)⊥ = U⊥.

Nad komplexńımi č́ısly vždy plat́ı V = U ⊕⊥ U⊥ a z indukčńıho předpokladu pro
U (na něm je f nilpotentńı indexu k− 1) dostáváme U = Z1⊕⊥ · · · ⊕⊥ Zk−1.

Lemma 8. Necht’ ϕ je unitárně jordanizovatelný báźı O = {o1, . . . , on}. Pak pro
každé 1 ≤ i ≤ n existuje 1 ≤ j ≤ k takové, že oi ∈ Zj.

D̊ukaz. Bud’ oi ∈ O a j ∈ N nejmenš́ı takové, že plat́ı f j(oi) = 0 (takové j
existuje, protože f je nilpotentńı.) Chceme ukázat

oi ∈ Zj = Ker f j ∩ (Ker f j−1)⊥.

Stač́ı tedy ukázat oi ∈ (Ker f j−1)⊥ = U⊥ a k tomu zase stač́ı ukázat kolmost na
bázi tohoto prostoru. Z d̊ukazu Tvrzeńı 3 vyplývá, že U je generováno některými
prvky báze O. Ovšem oi 6∈ U (z minimality j) a vzhledem k ortogonalitě O jsme
našli bázi U takovou, že oi je kolmý na každý jej́ı prvek.

Poznámka. Ortogonálńı báze O pro Jordan̊uv tvar se tedy muśı nacházet rozeseta
v na sebe kolmých patrech Zi. Z Lemmatu 7 vyplývá, že ji lze přeuspořádat

O = O1 ∪ · · · ∪Ok =
k⋃
i=1

Oi,

aby Oi byla báze pro Zi.
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Lemma 9. Necht’ ϕ je unitárně jordanizovatelný báźı O = {o1, . . . , on}, i ≥ 2 a
Oi ⊆ O je báze pro Zi. Pak je Oi ortogonálńı polárńı báze vzhledem k bilineárńı
formě B�Zi

.

D̊ukaz. Je-li [ϕ]O v Jordanově tvaru, tak pro 1 ≤ j ≤ n plat́ı

f(oj) =

{
0, nebo
oj−1.

Jelikož i ≥ 2, plat́ı pro všechna o ∈ Oi druhá možnost a f(o) ∈ O. Z Lemmatu
5 plyne, že f(Oi) je lineárně nezávislá množina, a tud́ıž určitě u 6= v ∈ Oi ⇒
f(u) 6= f(v). Z ortogonality O pak plyne 〈f(u), f(v)〉 = 0.

4.3 Rozhodovaćı algoritmus

Náš algoritmus bude kostruovat pro každé patro Zi nejlepš́ı kolmý rozklad ve
smyslu následuj́ıćı definice.

Definice. Definujeme nejlepš́ı kolmý rozklad patra Zi rekurzivně. Z1 = Z11 a
dále bud’

Zi−1 = Z(i−1)1 ⊕⊥ Z(i−1)2 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Z(i−1)mi−1

nejlepš́ı kolmý rozklad patra Zi−1. Pak

Zi = Zi1 ⊕⊥ Zi2 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Zimi
(2)

je nejlepš́ı kolmý rozklad patra Zi, pokud pro všechna j ∈ {1, . . . ,mi}

• existuje s ∈ {1, . . . ,mi−1} takové, že plat́ı f(Zij) ⊆ Z(i−1)s,

• každá ortogonálńı báze Zij je polárńı vzhledem k B�Zij
,

• Zij ( W ⇒ pro W neplat́ı jedna z předchoźıch podmı́nek.

Poznámka. Necht’ W podprostor V takový, že

Ker f ∩W = 0.

Pak Ker f�W = 0, a tedy f�W indukuje izomorfismus vektorových podprostor̊u W
a f(W ) = {f(w) | w ∈ W}. Lze uvažovat inverzńı zobrazeńı f−1�W .

Podle poznámky výše pro i ≥ 1 indukuje f izomorfismus g = f�Zi+1
vek-

torových podprostor̊u Zi+1 a f(Zi+1). Ten je pro nás obzvlášt zaj́ımavý, protože
převád́ı lineárně nezávislé množiny Zi+1 na lineárně nezávislé množiny v f(Zi+1)
a g−1 naopak.

Prvńı podmı́nka z definice nejlepš́ıho kolmého rozkladu nás při hledáńı pod-
prostor̊u Z(i+1)j ⊆ Zi+1 omezuje ve smyslu následuj́ıćıho lemmatu. Označme
Us = g−1(Zis ∩ f(Zi+1)) pro 1 ≤ s ≤ mi.

Lemma 10. Necht’ Z(i+1)j je direktńı sč́ıtanec z nejlepš́ıho kolmého rozkladu Zi+1.
Pak ∃s ∈ {1, . . . ,mi} : Z(i+1)j ⊆ Us. Nav́ıc, podprostory

{Us | s = 1, . . . ,mi}

maj́ı po dvou triviálńı pr̊unik, tj. r 6= s ⇒ Ur ∩ Us = {0}.
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D̊ukaz. f(Z(i+1)j) ⊆ Zis ⇔ Z(i+1)j ⊆ g−1(Zis ∩ f(Zi+1)).
Pro 1 ≤ s < r ≤ mi plat́ı v ∈ Ur ∩Us ⇒ ∃ y ∈ (Zis ∩Zir ∩ f(Zi+1)) : g−1(y) = v.
Jelikož dokonce Zis ∩ Zir = {0}, muśı být y = 0, a tedy i v = 0.

Tvrzeńı 7. Necht’ je dán nejlepš́ı kolmý rozklad (2) patra Zi. Pak nejlepš́ı kolmý
rozklad patra Zi+1 existuje právě tehdy, když

•
∑mi

s=1 dimUs = dimZi+1

• r 6= s ⇒ Ur ⊥ Us

Nav́ıc, pokud nejlepš́ı kolmý rozklad existuje, je určen jednoznačně až na pořad́ı.

D̊ukaz. (⇒) Mějme dán nejlepš́ı kolmý rozklad

Zi+1 = Z(i+1)1 ⊕⊥ Z(i+1)2 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Z(i+1)mi+1

patra Zi+1. Ukážeme, že při porušeńı alespoň jedné ze dvou podmı́nek dojdeme
ke sporu.

Je-li
∑mi

s=1 dimUs < dimZi+1 (větš́ı být nemůže, protože Us ⊆ Zi+1 a maj́ı po
dvou triviálńı pr̊unik), pak z Z(i+1)j ⊆ Us plyne

dim(Z(i+1)1 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Z(i+1)m(i+1)
) ≤

mi∑
s=1

dimUs < dimZi+1.

Dva prostory r̊uzné dimenze se nemohou rovnat.
Necht’ je splněna prvńı podmı́nka

∑mi

s=1 dimUs = dimZi+1, ale existuj́ı dva
r̊uzné podprostory Ur 6⊥ Us. Pak ale existuj́ı disjunktńı podmnožiny index̊u
A,B ⊂ {1, . . . ,mi+1}, že

Us =
⊕
j∈A

Z(i+1)j a Ur =
⊕
j∈B

Z(i+1)j.

T́ım ale dostáváme Ur ⊥ Us, spor.
(⇐) Z obou podmı́nek máme jednoznačně daný kolmý rozklad

Zi+1 = U1 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Umi
. (3)

To ještě neńı nejlepš́ı kolmý rozklad ve smyslu naš́ı definice. Muśıme odstranit
direktńı sumandy, které jsou nulové; na všechny zbývaj́ıćı aplikujeme rozklad
z Tvrzeńı 6. T́ım jsme zař́ıdili prvńı dvě podmı́nky z definice a zbývá ověřit
posledńı zajǐst’uj́ıćı maximalitu. Necht’ Zij ( W . Pak mohou nastat dvě situace:
bud’ ∃ s : W ⊆ Us, pak ale neńı každá ortogonálńı báze polárńı. Nelež́ı-li W v
žádném Us, neplat́ı prvńı podmı́nka podle Lemmatu 10.

Jelikož jak rozklad z (3) (po odstraněńı nulových direktńıch sč́ıtanc̊u), tak
rozklad z Tvrzeńı 6 jsou jednoznačné až na pořad́ı direktńıch sč́ıtanc̊u, je jed-
noznačný i nejlepš́ı kolmý rozklad Zi+1. Nav́ıc ho vždy lze dostat simulaćı d̊ukazu.

Věta 4 (Charakterizace unitárně jordanizovatelných zobrazeńı s jedńım vlastńım
č́ıslem). ϕ je unitárně jordanizovatelné právě tehdy, když je možné nejlepš́ı kolmý
rozklad Zi zkonstruovat pro i = 1, . . . , k.
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D̊ukaz. (⇐) Necht’ máme nejlepš́ı kolmý rozklad pro i = 1, . . . , k. Bázi O takovou,
aby [ϕ]O bylo v Jordanově tvaru lze konstruovat shora. Zvolme na každém Zkj
ortogonálńı bázi χkj libovolně, dohromady źıskáme kolmou bázi χk =

⋃mk

j=1 χkj
pro Zk. Vı́me, že f(χkj) ⊂ Z(k−1)s pro nějaké s ∈ {1, . . . ,mk−1} tvoř́ı opět or-
togonálńı množinu (z druhé podmı́nky z definice nejlepš́ıho kolmého rozkladu).
Na těch Z(k−1)j, kde ještě nemáme bázi, doplńıme ortogonálńımi vektory na bázi
χ(k−1)j libovolně. Dostáváme bázi χk−1 =

⋃mk−1

j=1 χ(k−1)j prostoru Zk−1. Tento
proces opakujeme, dokud nemáme bázi

O =
k⋃
i=1

χi

celého prostoru V . Pak skutečně J = [ϕ]O je v Jordanově tvaru, O ortogonálńı
báze.
(⇒) Necht’ ϕ je unitárně jordanizovatelný báźı O. Z poznámky za Lemmatem 8
vyplývá, že j́ı lze přeusporádat O = O1 ∪ · · · ∪Ok =

⋃k
i=1Oi, kde Oi báze pro Zi.

Budeme tvrzeńı dokazovat indukćı podle i = 1, . . . , k, přičemž budeme ověřovat
vlastnost

o ∈ Oi ⇒ ∃ s : o ∈ Zis (4)

Pro Z1 = Z11 rozklad existuje a má vlastnost (4), nebot’ o ∈ O1 ⇒ o ∈ Z11. V
indukčńım kroku mějme nejlepš́ı kolmý rozklad

Zi = Zi1 ⊕⊥ Zi2 ⊕⊥ · · · ⊕⊥ Zimi

splňuj́ıćı (4). Pro existenci nejlepš́ıho kolmého rozkladu Zi+1 muśıme ověřit obě
podmı́nky z Tvrzeńı 7. Pro ty ovšem stač́ı ověřit podmı́nku

∀o ∈ Oi+1 ∃ s : o ∈ Us (5)

nebot’ bude-li (5) platit, tak máme zaručeno jak
∑mi

s=1 dimUs = dimZi+1 (Oi+1

je báze Zi+1), tak kolmost (z ortogonality Oi+1.)
My ale máme o ∈ Oi+1 ⇒ f(o) ∈ Oi z vlastnost́ı báze O a dále z (4) máme

∃ s : f(o) ∈ Zis. Jinak řečeno, f(o) ∈ f(Oi+1) ∧ f(o) ∈ Zis, a tedy o ∈ Us. Ověřili
jsme obě podmı́nky, tud́ıž existuje nejlepš́ı kolmý rozklad Zi+1.

Pro ukončeńı indukčńıho kroku zbývá ověřit vlastnost (4) pro patro Zi+1.
Podle Lemmatu 9 tvoř́ı Oi+1 ortogonálńı polárńı bázi vzhledem k B�Zi+1

a podle
poznámky pod Tvrzeńım 4 muśı každé o ∈ Oi+1 být vlastńı vektor zobrazeńı ψ.
Nav́ıc z (5) plyne, že každé o ∈ Oi+1 lež́ı již v Us (pro nějaké s). Jelikož nejlepš́ı
kolmý rozklad patra Zi zúžený na Us je právě rozklad na vlastńı podprostory
zobrazeńı ψ�Us (jak je vidno z d̊ukazu Tvrzeńı 6), ∃ s : o ∈ Z(i+1)s a vlastnost (4)
je v daľśım patře zachována.

Poznámka. Necht’ ϕ ∈ EndC(V) je endomorfismus, o němž máme rozhodnout,
jestli je unitárně jordanizovatelný. Nejprve je potřeba ověřit kolmost zobecněných
vlastńıch podprostor̊u př́ıslušej́ıćıch r̊uzným vlastńım č́ısl̊um, tedy zda plat́ı

λ 6= µ ∈ σ(ϕ) ⇒ Ker(ϕ− λ id)n ⊥ Ker(ϕ− µ id)n.

Pokud ano, pro každé λ ∈ σ(ϕ) restringujeme zobrazeńı na zobecněný vlastńı
podprostor př́ıslušný λ.
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Pro ϕ�Ker(ϕ−λ id)n algoritmus konstruuje nejlepš́ı kolmé rozklady Zi pro i =
1, . . . , k, přesně jako v d̊ukazu implikace zprava doleva v Tvrzeńı 7. Necht’ e
je index takový, že nelze z nejlepš́ıho kolmého rozkladu Ze zkonstruovat rozk-
lad pro daľśı patro Ze+1, tj. jedna ze dvou podmı́nek v Tvrzeńı 7 neńı splněna.
Tvrd́ıme, že v tomto př́ıpadě nemůže být ϕ unitárně jordanizovatelné. Pro spor
předpokládejme, že tomu tak neńı; Věta 4 potom zaručuje existenci nejlepš́ıho
kolmého rozkladu patra Ze+1. Pak jsou ale podle opačné implikace Tvrzeńı 7
splněny obě podmı́nky a dostáváme spor.
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Závěr

Prvńı dvě kapitoly obsahuj́ı velmi staré výsledky, jejichž d̊ukazy byly od jejich
vzniku vypilovány k dokonalosti. Oproti tomu jsem nikde v literatuře nenašel
článek, který by se věnoval námi formulovanému problému - pojmu unitárńı jor-
danizovatelnosti. Všechny výsledky z kapitoly 3 a 4 jsou tedy vlastńı.

Otevřeným problémem z̊ustává, zda by nešlo popsat unitárně jordanizovatelné
endomorfismy pomoćı nějaké algebraické podmı́nky na zobrazeńı ϕ a ϕ∗. Pocho-
pitelně by se muselo jednat o podmı́nku slabš́ı než komutativita, ta už zajǐst’uje
unitárńı diagonalitovatelnost.

Nebud’me ale hned takto ambiciózńı a zkoumejme situaci řet́ızk̊u délky nejvýše
dva. Pod́ıvejme se na d̊ukaz Věty 1, který prob́ıhá indukćı podle dimenze prostoru.
Kĺıčové jsou dvě ingredience:

• Umı́me odštěpit prostor Vλ, na kterém najdeme kolmou bázi z vlastńıch
vektor̊u pomoćı GSO.

• Ortogonálńı doplněk tohoto prostoru je ϕ-invariantńı.

Pokud bychom se omezili na Jordanovy řet́ızky délky nejvýše dva, měli bychom
prvńı podmı́nku splněnou z Věty 3. Druhá se oṕırá o Lemma 2 a Lemma 1,
přičemž prvńı by stejně dobře mohlo plnit svoji roli v d̊ukaze. Jediné, co by bylo
potřeba naj́ıt, je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby Ker(ϕ−λ id)2 z̊ustávalo
ϕ∗-invariantńı, tzn.

(ϕ− λ id)2(v) = 0 ⇒ (ϕ− λ id)2(ϕ∗(v)) = 0.

Pak bychom charakterizovali unitárně jordanizovatelná zobrazeńı s řet́ızky délky
nejvýše dva. Tomu se samozřejmě lze vyhnout požadavkem na kolmost zobecněných
vlastńıch podprostor̊u; je však otázka, která charakterizace je hezč́ı.

V kapitole 4 jsme představili algoritmus, který dokáže rozhodnout o unitárńı
jordanizovatelnosti zobrazeńı ϕ. Mohl by být snadno naprogramovatelný za použit́ı
softwaru, který zvládá naprosté lineárně algebraické minimum. To je výrazný po-
sun oproti definici, z ńıž na prvńı pohled neńı jasné, jak pro daný endomorfismus
hledat onu kolmou bázi, př́ıpadně dokázat, že žádná neexistuje.
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