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Uvod

Cilem této prace je zavést pojem frakcionalnitho Brownova pohybu. Tento né-
hodny proces je netrivialnim zobecnénim standardniho Brownova pohybu, nebo-li
Wienerova procesu. Chapeme-li Browntuv pohyb jako popis néjaké veli¢iny v case,
pak jeji budouci vyvoj zavisi pouze na soucasnosti a na minulosti nezavisi. Tato
vlastnost je u frakcionalniho Brownova pohybu porusena. Zavislost na minulosti
je navic kontrolovana pomoci parametru H, takzvaného Hurstova indexu. V praci
se seznamime s tim, jak nékteré vlastnosti frakcionélniho Brownova pohybu pod-
statnym zptisobem zavisi na Hurstové indexu. Na druhou stranu nékteré vlast-
nosti tohoto procesu jsou podobné vlastnostem standardniho Brownova pohybu
a na Hurstové indexu nezavisi.

Historie frakcionalniho Brownova pohybu

Frakcionélni Browniv pohyb jako prvni popsal v roce 1940 sovétsky matema-
tik Andrej Nikolajevic Kolmogorov v [9]. AvSak proces dostal své dnesni jméno
az v roce 1968, kdy jej Francouzsko-americky matematik polského pivodu Benoit
Mandelbrot spolu se svym kolegou Johnem van Nessem v [11] definovali pomoci
reprezentace stochastickym integralem a navrhli oznaceni frakcionalni Browntv
pohyb. Byl to také Mandelbrot, kdo navrhl nazyvat parametr H po britském
hydrologu Heroldu Edwinu Hurstovi.

H. E. Hurst pracoval ve 20. stoleti pro egyptskou vladu a byl v ¢ele Fyzikalniho
oddéleni p¥i Ministerstvu verejnych praci. Pod Hurstovym vedenim shromazdoval
tstav podrobnéa hydrologickd data z Nilské niziny. Hurst v [7] zkoumal roéni
pribytky vody na Nilu a objevil ne¢ekanou véc. Zjistil, Zze suché nebo destivé roky
maji tendenci se seskupovat. Zejména mize byt prekvapujici, ze jednotlivé roky
na sobé, co do mnozstvi vody, nejsou nezavislé. O tomto fenoménu se vyskytuje
zminka i v Bibli (Genesis 41, 29-30): ,,Na celou egyptskou zem prichazi sedm
let veliké hojnosti. Po nich v8ak nastane sedm let hladu, kdy se v egyptské zemi
na vSechnu tu hojnost zapomene®. Pochopitelné taméjsi zemédelstvi bylo tehdy
zcela zéavislé na Nilu. Mandelbrot proto pojmenoval tento jev jako Joseftuv efekt.

Soucasnost a vyznam

Frakcionélni Browniv pohyb lze pouzit pro modelovani systémi v case, kde
je pritomna zavislost na historii, neboli pamét procesu. Frakcionalni Brownuv
pohyb muze byt pouzit napfiklad pro modelovani nasledujiciho:

1. Pritok v fece v zavislosti na case. Tim se empiricky zabyval Hurst pii
méteni toku Nilu, prestoze neznal aparat frakcionalniho Brownova pohybu.



2. Dalsi prirodni jevy jako intenzita slune¢niho zafeni v Case, teplota na urci-
tém misté v Case nebo Sitka letokruhi ve dreve.

3. Logaritmus ceny akcie. Pro dalsi informace odkaZzeme ¢tenaie na heslo geo-
metricky frakcionalni Browntv pohyb.

4. Finanéni turbulence (volatilita) a jiné turbulence.

5. Sitovy provoz a telekomunikace. Castecné se timto (informativné) zabyva
Dieker v [5].

V piirodnich jevech typicky plati, ze H > 1/2. V tomto piipadé objekty, které
modelujeme pomoci frakcionalniho Brownova pohybu, vykazuji dlouhodobou za-
vislost na minulosti (viz [[L3]) a vlastnosti téchto objektd maji persistentni cha-
rakter. Hurst béhem své prace na Nilu odhadl H pfiblizné na hodnotu 0.7.

Pfi modelovani turbulenci se ¢asto vyuziva pripadu H < 1/2. Systémy pak
maji tendenci byt nestalé a rychle ménit své vlastnosti.

Struktura prace a mij prinos

V prvni kapitole se prvné zabyvam zavedenim zakladi teorie ndhodnych pro-
cesti. Nésleduji definice zkoumanych procest, tedy standardniho Brownova po-
hybu podle tradi¢ni i ,,moderni* definice, frakcionalntho Brownova pohybu a frak-
cionalntho gaussovského Sumu. V dalsich sekcich prvni kapitoly jiz podrobné doka-
zuji vlastnosti frakcionélniho Brownova pohybu: korelaci mezi priristky, sobépo-
dobnost a dlouhodobou zavislost pro H > 1/2. Nasledné uvadim a dokazuji Man-
delbrotovu a van Nessovu stochastickou reprezentaci. Zkoumam také analytické
vlastnosti trajektorii procesu. Piestoze jsem frakcionalni Browntuv pohyb defino-
val jako spojity proces, uvadim, Ze spojitost je (ve smyslu prechodu k verzi) spl-
néna automaticky. Pomoci Kolmogorovféencovovy véty o lokalni holderovskosti
dokazuji holderovskost trajektorii na kompaktnim intervalu. Posledni sekce této
kapitoly se tyka nediferencovatelnosti. Mandelbrot a van Ness v [I1], ¢ jini au-
tofi, jejichz prace jsem cetl, dokazuji nediferencovatelnost trajektorii v kazdém
bodé skoro jisté. Dokazuji silnéjsi verzi tohoto tvrzeni, totiz Ze derivace neexistuje
skoro jisté v zadném bodé. Ptesnéji, ze P-skoro vSechny trajektorie nemaji ani
v jednom bodé derivaci.

Druhé kapitola se zabyvé simulacemi trajektorii frakcionalniho Brownova po-
hybu a z ¢asti i obecnych gaussovskych procesti. Uvadim celkem t#i simula¢ni
metody. Prvni, Hoskingova metoda, spo¢iva v postupném generovani bodu, pii-
¢emz je potfeba spocitat podminéné rozdéleni dalstho bodu na zakladé hodnot
z minulosti. Druhé, Choleského metoda, pfevadi simulaci procesu na simulaci
vicerozmérného normalniho rozdéleni. Vyuziva pfitom tzv. Choleského rozkladu.
Tteti metoda je zaloZena na stochastické reprezentaci odvozené v prvni kapitole.
Provadim zékladni zhodnoceni popsanych metod. VSechny metody jsem napro-
gramoval a jejich zdrojové kody prikladdm na CD.

V posledni kapitole se zabyvam bodovym odhadem Hurstova indexu H. Uva-
dim dvé metody. Prvni vyuzivd sobépodobnosti procesu a vypoctu rozptylu.
Druha porovnava normované rozpéti maxima a minima v ¢ase. Pravé tuto me-
todu pouzival Hurst, kdyz méril tok vody v Nilu. Metody jsem naprogramoval a
vyzkousel na simulovanych datech. Zdrojové kody prikladdm na CD.



Kapitola 1

Frakcionalni Brownuv pohyb

1.1 Zakladni pojmy teorie ndhodnych procest

Nez se pustime do zkoumani vlastnosti frakcionalniho Brownova pohybu, je
zapotiebi definovat zakladni pojmy z teorie nahodnych procesii.

Definice 1.1.1. Necht (2,4,P) je pravdépodobnostni prostor a T' C R. Ndhod-
nym procesem rozumime indexovany systém (X (¢));er, kde pro kazdé ¢ € T je
X (t) ndhodna veli¢ina na prostoru (£2,.4,P).

Nahodny proces (X (t));er muzeme chéapat jako funkci dvou proménnych w €
Q,t € T. Chceme-li explicitné zdaraznit zavislost na w, budeme psat X (¢,w). Pro-
ménnou ¢ interpretujeme jako ¢as a w vnasi do vyvoje procesu nedeterminismus,
nahodnost. Pro pevné ¢ je X (t) ndhodna veli¢ina. Pro pevné w je X(-,w) realna
funkce. Tuto funkci budeme nazyvat trajektorii procesu (X (t));er. Je-li T' = N,
pak proces zna¢ime (X, )nen, & typicky nazyvame ndhodnd posloupnost.

Zvolme si n-tici bodu t,...,t, € T. Potom (X(t1),...,X(t,))" je ndhodny
vektor a muzeme se zajimat o jeho distribu¢ni funkei a rozdéleni. Vybérem vsech
moznych n-tic z T dostaneme celou sadu distribu¢nich funkei a rozdéleni.

Definice 1.1.2. Necht X = (X (¢))ier je ndhodny proces. Systém rozdéleni od-
povidajici systému distribu¢nich funkei

Fooo (@, .o z) =P (X () <zp,...,X(t,) <z,),21,....2, €R
pro vSechny n-tice t1,....,t, € T se nazyva konecné rozmérnd rozdélend.

Informace obsazena v kone¢né rozmérnych rozdélenich staci pro jednoznacné
urceni rozdéleni nahodného procesu ve smyslu nasledujici véty.

Véta 1.1.3. Necht X = (X (t))wer je ndhodny proces. Chdapeme-li X jako méri-
telné zobrazeni X : (LA) — (X, R, &1 B(R)), pak je jeho rozdélent urceno
jednoznacné systémem konecné rozmeérnijch rozdélend.

Diikaz. Pomoci Dynkinova lemmatu, viz [13], véta 1.10.1, str 83. O

Mezi zékladni charakteristiky ndhodné veli¢iny patii stfedni hodnota a roz-
ptyl. Zékladnimi charakteristikami nahodného vektoru jsou vektor strednich hod-
not a varian¢ni matice. Zavedeme analogické pojmy pro nahodny proces.



Definice 1.1.4. Necht X = (X (t)):er je ndhodny proces. Potom realnou funkci
wu(t) = EX(t),t € T, nazyvame stiedni hodnotou nahodného procesu X a funkci
dvou proménnych K (t,s) = cov(X(t),X(s)),t,s € T, nazyvame autokovariancni
funkci ndhodného procesu X.

Nahodny proces typicky popisuje chovani néjakého objektu v ¢asu. Chtéli

bychom umét pojmenovat skutecnost, Ze ,,zakonitost* jeho chovani se v ¢ase ne-
méni. K tomu slouzi pojem stacionarity.

Definice 1.1.5. Necht X = (X (¢));er je nahodny proces. Rekneme, Ze je striktne
stactondrni, pokud pro jeho konecné rozmérné rozdéleni plati

Bt (@1, @0) = Fyinin (@1, - 20),
kdykoliv n € Nyzq,...,xn € Rih > 05tq,... 06, € T'a t; +h € T pro kazdé
j = 1,...,n. Necht ndhodny proces X ma konecné druhé momenty. Rekneme,

ze je slabé staciondrni, pokud mé konstantni stfedni hodnotu u(t) = u,t € T, a
jeho autokovariancéni funkee je translaéné invariantni, tj. K(t,s) = K(t+h,s+h),
kdykoliv h € R;s € T;t+ h,s + h € T. Anebo jinak, jeho autokovarian¢ni funkce
je pouze funkei vzdélenosti argumentt, piseme K (t,s) = vy(t — s).

Ztejmé, pokud je ndhodny proces striktné stacionarni a ma konecné druhé
momenty, pak je i slabé stacionarni.

Definice 1.1.6. Rekneme, Ze nahodny proces (X (t))er je centrovang, jestlize
plati p(t) = EX(t) = 0 pro v8echna t € T

Mezi rozdélenimi nédhodnych velicin a vektori existuje sada obzvlasté vy-
znamnych rozdéleni — normalni (gaussovska) rozdéleni. Poznamenejme jesté, ze
i degenerované rozdéleni (skoro jisté konstanta, také nazyvané Diracovo rozdéleni)
povazujeme za normalni rozdéleni s nulovym rozptylem. Zadefinujeme normalitu
pro ndhodné procesy.

Definice 1.1.7. Rekneme, Ze nahodny proces (X (t))er je gaussovsky, jestlize
pro vSechna ty,...,t, € T ma nahodny vektor (X (t1),...,X(¢,)) n-rozmérné
normalni rozdélent.

Casto se pise, ze X ~ GP(u,K), kde p je stiedni hodnota procesu a K je jeho
autokovarian¢ni funkce. Znalost funkei p, K a faktu, ze je proces gaussovsky,
zarucuje dle véty [LI.3] jednoznac¢nost rozdéleni nahodného procesu. Dalsim diu-
sledkem tohoto faktu je, ze pro gaussovské procesy splyvaji pojmy slabé a striktni
stacionarity.

Jesté si zadefinujeme spojitost procesu ve smyslu spojitosti jeho trajektorii.

Definice 1.1.8. Necht X = (X(t));er je ndhodny proces. f{eknen}e, ze je spojity,
pokud pro vSechna w €  je funkce t — X(t,w) spojitd na T. Rekneme, Ze je
skoro jisté spojity, jestlize existuje A € A, P(A) =1, ze t — X(t,w) je spojita na
T pro kazdé w € A.

V nasledujicim textu budeme c¢asto prechazet mezi ,,podobnymi“ procesy.

Definice 1.1.9. Necht X = (X(t))ier a Y = (Y(¢))er jsou ndhodné procesy.
Rekneme, 7e Y je verzi (stochastickou verzi, modifikact) X, pokud

VteT:P(X(t)=Y(t) =1.

Pokud (X (t))ier je verzi (Y (t))ier, pak tyto procesy maji ziejmé stejna ko-
necné rozmérnd rozddleni a diky veété [L1.3]1 stejna rozdéleni.



1.2 Brownitv a frakcionalni Browntiv pohyb

V této sekci zadefinujeme vSechny zkoumané procesy, dokazeme vztahy mezi
nimi a odvodime zakladni vlastnosti. Zacnéme s tzv. tradi¢ni definici Brownova
pohybu.

Definice 1.2.1 (Tradi¢ni definice Brownova pohybu). Browniv pohyb je spojity
nédhodny proces (B(t)):>0 s nasledujicimi vlastnostmi:

1. B(0) = 0 skoro jisté,

2. (B(t))i>0 mé nezavislé prirtustky. To znamend, ze pro kazdé 0 < s; < t; <
Sg < ty < --- <8, < t, jsou ndhodné veliciny B(t;) — B(s1),B(ts) —
B(ss),...,B(t,) — B(s,) nezavislé.

3. B(t) — B(s) ~ N(0,t —s),0<s<t.

Nékteri autori Browntuv pohyb nazyvaji Wieneruv proces. V tomto textu bu-
deme oba nazvy povazovat za synonyma.

Fakt, ze prirustky jsou nepiekryvajici je zésadni. Piekryvajici se prirustky
budou jisté zavislé a kladné korelované.

Nyni zadefinujme frakcionélni Browniiv pohyb.

Definice 1.2.2. Necht H je konstanta z intervalu (0,1). Frakciondlni Browniv
pohyb (B ()0 s Hurstovym indezem H je spojity centrovany gaussovsky pro-
ces s autokovarian¢ni funkei

1
K(t,s)=E[BW (t) B (s)] = 5 T+ =t —sP), ts>0. (1.1)

Konstanta H se také nazyva Hurstiv exponent nebo Hurstiv parametr.

Pozdéji ukdzeme, ze pro H = 1/2 definice odpovida tradi¢ni definici
Brownova pohybu [L2.1l ProtoZe tato skutecnost je natolik vyznamné, uvedme
piepis definice pro H =1/2.

Definice 1.2.3. Standardni Browniv pohyb (B(t)):>0 je spojity centrovany gaus-
sovsky proces s autokovarian¢ni funkci

K(t,s) =E [B(H) (t) BUD (s)] = min(t,s), t,s>0.

Hurstuv index zasadnim zptsobem ovliviuje nékteré vlastnosti frakcionalniho
Brownova pohybu. Jak se presvédéime v sekei [[L3] interval (0,1) se $tépi na tii
dilezité podmnoziny.

e Pro H € (0,1/2) dostavame proces se zaporné korelovanymi piirtstky.

e Pro H = 1/2 dostavame ve skute¢nosti Browniiv pohyb, ktery ma nezavislé
priristky.

e Pro H € (1/2,1) dostavame proces s kladné korelovanymi piirastky.

Dalsi predstavu o vlivu Hurstova indexu na tvar trajektorii si muzeme udélat

z obréazku [[L1l Vice o simulacich frakcionalniho Brownova pohybu lze dohledat
v kapitole 21



H=0.3

0 200 400 600 800 1000

20¢
10+

H =105

0 200 400 600 800 1000

0 200 400 600 800 1000

Obrézek 1.1: Frakcionalni Browniv pohyb po fadé s H = 0.3, 0.5 a 0.7

Véta 1.2.4. Frakciondlni Browntiv pohyb (B (t));>0 md ndsledujici zdkladni
vlastnosti:

1. BH) (0) = 0 skoro jiste,
2. BH) (1) ~ N(0,t3),t > 0,
3. md staciondrni priristky; to znamend, Ze
B (t 4 s) — B (s) ~ B (1), t5>0.
Diikaz. 1. E [BU) (0) B (0)] = 0 = var B (0), tedy B (0) je skoro jisté
konstanta. Nutng B (0) = EB®) (0) = 0 skoro jisté.

2. BH) (t) ma normélni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem

1
var B (8) = B [(BU) (1)°)] = S (7 + 27 — 0%) = 21,

3. BH) (t +s) — B (s) a BH) () maji normalni rozdéleni. Norméaln{ rozdéleni
jsou stejna, maji-li prislusné nédhodné veli¢iny stejné prvni a druhé momenty.
Spocitame prvni momenty

E[BW (t+s)— B ()] =E[BW (t+5)] —E[BW (s)] =0=E[B" ()]



Spoéitame druhy moment BY (¢ 4 s) — BU ()
EUBWMan—BWMgf}Z
—E [(B<H> (t+ s))2] ~E[2B" (t+5) B (5)] + E [(B<H> (s))2] -
= (t+ )T = (t+s) + T =t +5—s) + 3 =1,

ktery se rovna druhému mementu B%) () podle bodu 2.
U

Véta 1.2.5. Frakciondlni Browniv pohyb s Hurstovgm indezem H = 1/2 je
Browniv pohyb ve smyslu tradicni definice [L.2]

Diikaz. Necht B = (B(t))t>0 je frakcionalni Browniv pohyb s indexem H = 1/2.
Potom je spojity a vlastnosti[laBlv definici [L2.T]jsou splnény z véty [L2.4l Zbyva
dokazat nezavislost prirustki. Necht 0 < s1 <t; <59 <ty <--- <5, < t,. Pak
pro ¢ < j plati:
ov (B — B(s;)) = E[( B(t:) — B(s:)) (B(t;) — B(s;))] =
= [B(t:)B(s;)] — E[B(s:) B(t;)] + E[B(s:) B(s;)] =
=t —t;—s;+s; =0.

(ti) = B(s:), B(1;)
E[B(t:)B(;)] - E

Pro sdruzené n-rozmérné norméalni rozdéleni je nekorelovanost po dvojicich ekvi-
valentni s nezavislosti celé n-tice veli¢in a vektor (B(t1)—B(s1), B(t2)—B(s2), - - .,
B(t,) — B(sy)) ma sdruzené normélni rozdéleni z definice gaussovského procesu.

Necht B = (B(t))i>0 je Brownuv pohyb podle tradi¢ni definice [L2Il B je
zfejmé spojity a centrovany proces, nebot B(t) ~ N(0,t) a tedy EB(t) = 0.

Dokazeme, zZe je to gaussovsky proces. Vezméme si Casy ty,...,t, > 0, bez
jmy na obecnosti rizné a bez Gjmy na obecnosti sefazené 0 < t; <ty < -+ <
t,. Chceme dokazat, ze linedrni kombinace Z?Zl a;B(t;) je normalné rozdélena
nahodné veli¢ina pro ay, ..., a, € R. Trik spoc¢iva v pfevodu sumace na piirtstky.
Plati (dokazalo by se indukci), klademe-li ¢y = 0,

S B0, Z(gﬁ) ) = B(t;1).

Jj=1 Jj=1 =
pticemz B(t;) — B(t;—1),7 = 1,...,n, jsou nepiekryvajici se piiristky, které jsou
nezavislé podle bodu [2] tradi¢ni definice Brownova pohybu. Linearni kombinace
nezavislych normalnich veli¢in je normalné rozdélena veli¢ina.

Zbyva spocitat autokovarianéni funkei

E[B(t)B(s)] = 5 (E[B(1)*] + E[B(s)°] ~E[(B(t) - B(5))*]) =

1
= §(t + s — |t — s|) = min(t,s).

N | —
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Obrazek 1.2: Frakcionalni gaussovsky Sum po fadé s H = 0.2, 0.5 a 0.8

Definice 1.2.6. Necht (B*)(t));> je frakcionalni Browntv pohyb s Hurstovym
parametrem H. Potom definujeme frakciondlni gaussovsky sum jako nédhodnou

posloupnost
X, =B (n+1)-B% (n), neN,.

Frakcionalni gaussovsky Sum je podle véty [[.2.4] striktné stacionarni proces
a X, ~ N(0,1),n € Ny. Avsak obecné nemame nezavislost X,,. Pro stacionarni
proces je jeho autokovarian¢ni funkce pouze funkci vzdalenosti argumenti. Bu-
deme ji znaéit y(k) = K(n+ k,n). Po kratkém vypoctu (podrobné ve vété [[L3.7])
zjistime, Ze

1
(k) = 5 (k+ 12 + [k = 127 —2[k™), k€ Z.

Na obréazku si mizeme prohlédnout trajektorie frakcionalniho gaussovského
Sumu pro ruznd H. Jednotlivé body posloupnosti jsou propojeny lomenou ¢arou.

Necht X = (X, ..., X,)" je za¢atek posloupnosti frakcionalniho gaussovského
Sumu. Oznacme jeho varian¢ni matici
L(n) = (v(i = J))ij=o- (1.2)

V nasledujicim ovéfime, ze matice I'(n) je pro kazdé n € N pozitivné definitni,
neboli Ze kone¢né rozmérné rozdéleni frakcionalniho gaussovského Sumu maji re-
gularni varian¢ni matici.

Definice 1.2.7. Rekneme, ze funkce f: R — C je strikiné pozitivne definitni,
jestlize matice (f(z; — x;))i;=; je pozitivné definitni pro kazdou n-tici po dvou
ruznych déisel x4, ... ,z, € R.



Véta 1.2.8 (zobecnéna Bochnerova). Necht u je nezapornd konecénd borelovskd
mira na R takovd, Ze jeji nosi¢ (tj. R\ U{G: G je oteviend, u(G) = 0}) md
kladnou Lebesqueovu miru. Potom Fourierova transformace miry p

B(z) = \/LQ_W /]R e du(t)

je striktné pozitivné definitni funkce.
Diikaz. Viz [6], véta 3.4, str. 32. O
Lemma 1.2.9. Necht H € (0,1)\ {1/2} . Potom funkce

1
v(z) = 3 (|x+ 122 4 |z — 127 — 2\x|2H) , x€R,

je striktné pozitivné definitni.

Diikaz. Necht H # 1/2. Staci Vypoéita inverzni Fourierovu transformaci funkce
v, a tedy zjistit, ze v lze psat ve tvaru

1 —ixt
) =~ [,

= V2m(cos(t) — 1)|t| 21

Jt) = 2cos(mH)[(—2H)
kde I' je gamma funkce. Chapejme integral jako integraci podle miry s hustotou
f. Tato mira je kone¢nd, nebot f je integrovatelna. Vyraz (cos(mH)I'(—2H)) je
pro H € (0,1/2) U (1/2,1) zaporny. Vyraz (cos(t) — 1) je nekladny, pricemz je
nulovy pouze pro t € 27Z. Tedy f je nezaporna funkce a indukuje nezapornou
miru. Jeji nosi¢ je uzavér mnoziny {t: f(¢) > 0}, tedy cela realna piimka. Podle
véty [L2.8 je funkce v striktné pozitivné definitni. O

Véta 1.2.10. Necht H € (0,1). Potom matice (L2) je pozitivné definitni.
Dikaz. Pro H # 1/2 pouzijeme lemma [[.2.9] Pfipad H = 1/2 je trivialni. O]

1.3 Korelace mezi dvéma prirtstky

Piirastkem procesu (X (t)):;>0 mezi ¢asy 0 < t; <ty rozumime rozdil X (¢5) —
X(t1). V nasledujicim budeme zkoumat kovarianci mezi dvéma nepiekryvajicimi
se pifrustky frakcionélniho Brownova pohybu.

Hursttv index H € (0,1) zasadnim zptisobem ovliviiuje chovani trajektorii
procesu. Ve vété jsme jiz dokazali, ze frakcionalni Brownuv pohyb s Hur-
stovym indexem H = 1/2 je Brownav pohyb a ma tedy nezévislé prirustky. Pro
H # 1/2 nezévislost nemame. Ve skutecnosti zjistime, ze pro H € (1/2,1) ma
proces kladné korelované ptirtstky, zatimco pro H € (0,1/2) korelované zaporné.
V prvnim piipadé proces vykazuje tendenci shlukovat lokalni trendy a jeho cho-
vani se dé interpretovat jako existence paméti procesu. V druhém piipadé se
proces jevi nestabilné a roztékané.

Inverzni Fourierovu transformaci jsem spoé¢ital s pomoci softwaru Mathematica. Skript pro
jeji vypodet prikladam na CD, viz piiloha [Al
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Véta 1.3.1. Zvolme s,t,h > 0 tak, aby s+h <t an = (t—s)/h € N. Oznacujme
pu (h,n) kovarianci mezi priristky BH) (t + h)— B (t) a BH) (s + h)— B ().
Potom 1

pu(hn) = éhQH ((n+1)*" + (n—1)*" —2n°") .

Nadto
e pu(h,n) <0 pro H € (0,1/2),
e py(hn)>0pro He (1/2,1).
Drikaz. Pocitejme
pr(hn) =E [(B® (t+h) — B (1)) (B™) (s + h) = BH) (s))] =

=E[B® (t+h) B® (s +h)] —E[B® (t) B™) (s + h)] —

—E [BY (t+h) B (s)] + E [BY) (¢t) BY) (s)] =

= %((t +h)H (s +Rh)2H — (t —8)2H 12 4 2H — (t — 5)2H —

— M (s D) (t—s—h)" — (t+h)*H - 4 (t+ h—s)?H) =
= ()" 2 (= D 4 (DR =

1
= Sh (1) 4 (= 1) = 20%)

Zjistime znaménko pgy(h,n) pro pevné n,h,H

1
pu(h,n) = §h2H ((” + 1) —p2H 4 (n — 1)2H) —

h2H

n+1 n
= ([xZH}ZJrl B [sz}ZA) _p2Hpy (/ 22H-1 _/ L2H-1 dx) .
n n—1

(1.3)

Jestlize H > 1/2, pak funkce z2#~1 je rostouci a prvni integral v (IL3) bude
vétst nez druhy. Tedy py(h,n) > 0. Naopak, je-li H < 1/2, pak funkce 22771 je
klesajici a py(h,n) < 0.

0

1.4 Sobépodobnost

Jestlize se podivame na obrézek [LL.3] v&imneme si, Zze trajektorie frakcional-
niho Brownova pohybu vypadaji ,fraktalné“ a pfi priblizeni jsou ,,sobépodobné®.
Matematicky koncept této skutecnosti zachycuje nasledujici definice.

Definice 1.4.1. Rekneme, 7e ndhodny proces X = (X ()0 je sobépodobnyj
s Hurstovym indexem H, jestlize pro kazdé a > 0 plati

(X (at))iz0 ~ (" X (t))ez0- (1.4)

Pro zkoumani sobépodobnosti frakcionalnfho Brownova pohybu je klicovym
pojmem homogenni funkce.

11
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Obréazek 1.3: Sobépodobnost frakcionalniho Brownova pohybu pro H = 0.5

Definice 1.4.2. Necht A C R™. Rekneme, Ze realna funkce f: R™ — R je pozi-
tion€ homogenni stupné o € R na A, jestlize
VYA >0Ve e A: f(Ax) =\ f(x).

Piiklad 1.4.3. Funkce K (t,s) = 1/2(t*H + s — |t — s|*),t,5 > 0, je pozitivnd
homogenni stupné 2H na mnoziné {(¢,s): t,s > 0}. Skutecné

1
K(AtAs) = SO+ (AP — [\ = As*") =
)\QH
= S (P S = s = XK (1),

Véta 1.4.4. Frakciondlni Browniiv pohyb (B (t))>o je sobépodobnyj s Hursto-
vym indexem H.

Diikaz. Nahodné procesy maji podle véty [LI.3]stejna rozdéleni, pravé kdyz maji
stejna konecné rozmérné rozdéleni. Zvolme tq,...,t, > 0. Staci tedy ovérit, ze

(B (aty), ..., B (at,)) ~ (a B (t,),... .o B (t,)Y.

Z definice gaussovského procesu vime, Ze oba vektory maji n-rozmérné normélni
rozdéleni. Stac¢i tedy ovérit rovnost vektori stfednich hodnot

E(B(H) (atl) gt 7B(H) (atn))/ = (07 te 70)/ = E<G’HB(H) (tl) re ’G’HB(H) <tn>>/

a varian¢nich matic. Rovnost matic se ovéfuje po prvcich, tj. pro kazdé 1,57 €
{1,...,n} musi platit

cov (BY) (at;), BY (at;)) = cov (a”" B (t;),a" B (1)) .

Oznacme K (t,s) = 1/2(t*1 4 s*H — |t —s|?!) autokovarianéni funkei frakcionélniho
Brownova pohybu. V piikladu [L4.3] jsme ukazali, ze K je pozitivné homogenni
stupné 2H na mnoziné {(¢,s): t,s > 0}. Pocitejme

cov (B(H) (at;) , BUD (at;)) = K(at;,at;) = a* K (t; t;) =
= a*# cov (B(H) (t;), BH) (t;)) = cov (aHB(H) (t;), a' B (t;)) -
Tedy (BY)(t)):>0 je sobépodobny s Hurstovym indexem H. O

12



Sobépodobnosti se vyuziva naptiklad pii statistickych odhadech Hurstova pa-
rametru. Metoda agregovaného rozptylu B.1] odhaduje H na zakladé role, jakou
hraje ve vztahu (IL4]). Hurstova R/S analyza .2 vyuziva sobépodobnost nepiimo.

1.5 Dlouhodobi zavislost

V této sekci ukazeme, ze frakcionalni Brownuv pohyb vykazuje pro H > 1/2
takzvanou dlouhodobou zévislost. (Pfesnéjsi by bylo mluvit o dlouhodobé zavis-
losti jeho prirastka — frakcionélniho gaussovského Sumu.)

Necht (X, )nen, je slabé stacionarni nahodna posloupnost. Potom autokova-
rian¢ni{ funkce tohoto procesu je pouze funkci vzdalenosti argumentti. Oznacujme
v(k) = cov(Xpir, Xp). Jestlize (X,)nen, POpisuje vyvoj n&jakého systému v case,
pak bychom ocekavali, ze zavislost mezi X,, a X, je mala, jestlize casy n a
n + k jsou ,daleko od sebe“. Proto v aplikacich funkce v zpravidla klesa k nule
pro k — oo. Otézka zni, jak rychle klesa?

Definice 1.5.1. Necht (X, )nen, je slabé stacionarni ndhodna posloupnost a

~

v(k) = cov(Xpik, Xy). Rekneme, Ze (X, )nen, vykazuje dlouhodobou zdvislost,

jestlize
> (k) = oo
k=1

Naopak, je-li fada >_;-, v(k) scitatelna, Fikdme, Ze proces vykazuje krdtkodobou
zavislost.

Necht (B¥)(t));>0 je frakcionalni Browntiv pohyb s Hurstovym parametrem
H, pak piiriistky tohoto procesu X,, = BH) (n 4+ 1) — BH) (n) ,n € Ny, se nazy-
vaji frakcionalni gaussovsky sum. Po kratkém vypoctu (podrobné ve vété [L3.T])
zjistime, Ze

1
(k) = 5 (Jk+ 1 + [k = 127 —2[kP™), k€ Z.

Pomoci konecného Taylorova rozvoje (1 + x)® dostaneme asymptotické chovani
funkce (k) v nekonecnu (pro H # 1/2)

=t ((H;)”Z (1_%)”_2) _

k,2H—2

(2H(2H — 1)+ o(k™®)) < k*'?,  k — oo

Pouzitim limitniho srovnévaciho kritéria ziskame
L > 72 v(k) =00 pro H > 1/2,
2. > 02 [v(k)| < o0 pro H < 1/2.

Proto frakcionalni gaussovsky sum vykazuje dlouhodobou zavislost pro H > 1/2.
Pritomnost dlouhodobé zavislosti je diilezité zohlednit pii statistickém zpra-
covani ¢asovych rad. Vice o dusledcich dlouhodobé zavislosti 1ze dohledat v [3].
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1.6 Stochasticka reprezentace

Umluva. Definujeme 0° =0 a 2° = 1,2 # 0.
Mandelbrot a van Ness ptivodné v [I1] definovali frakcionalni Brownuv pohyb
pomoci stochastického integralu

1 H-1/2 H-1/2 1
Z<t>:r<H+1/z)A<<t_> "= (9 />dB<S):F(H+1/2)

( / ((t— )17/ — (—s)"12) dB(s) + /0 (t—s)HWdB(s)), (1.5)

—00

kde I je gamma funkce a H € (0,1). Konstanta T'(H+1/2)~! je v [11] motivovéna
jistou podobnosti s frakciondlnimi integraly. Vice informaci o tzv. frakcionalnim
Riemann-Liouvillovu integralu lze dohledat v [4], dodatek B, str. 285.

V nasledujicim textu vybudujeme nejjednodussi stochasticky integral. Pro po-
drobny vyklad lze odkazat ¢tenafe na [§], kap. 3. Aparat stochastického integralu
dovoluje integrovat ndhodny proces podle jiného ndhodného procesu. Nam vsak
bude stacit integroval pouze deterministickou funkci podle Brownova pohybu.

Nejprve rozsifime Browntv pohyb na celou realnou primku. Necht (B (t)):>0
a (Ba(t))i>0 jsou nezavislé Brownovy pohyby, pak definujeme Browniv pohyb na
celé redlné primce predpisem

) Bi(t) >0,
B = {BQ(—t) 't <0.

Oznacme & linearni prostor schodovitych funkei tvaru

n—1
t) = Z 11, 1;,) (1)
=0

kde —co <a <ty <---<t,<b<oojedéleniaag,...,a,1 €R.

Definice 1.6.1. Stochasticky integral funkce g € £ definujeme jako

/a b Zaj (ti1) - B(1).

Takto definovany stochasticky 1ntegral je linearni operator z £ do prostoru
L*(Q). Navic plati Itéova isometrie
= ll9llz2(a- (1.6)

I/ g1 aB() .

Vzhledem k tomu, Ze prostory L*(Q2) a L?(a,b) jsou tplné, € je husta v L?(a,b)
a plati (ICH), lze korektné rozsifit stochasticky integral na funkce z L?(a,b) nasle-
dovné.

Definice 1.6.2. Necht f € L*(a,b). Stochasticky integral funkce f je definovan

jako
/f t)dB(t hm/fn t)dB(t

kde (f)nen, C & je takova, ze f, — f v L*(a,b).
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Nésledujici véta shrnuje zékladni vlastnosti stochastického integralu.

Véta 1.6.3. Necht f,g € L*(ab), — oo < a < b < 00,1, \a € R. Stochasticks
integral:

1. je urcen skoro jisté jednoznacné,

2. md normdlni rozdélent
[ oo f ),
3. je linedrni
b b b
n [ 1OaB0 % [Ca0aB0O 2 [ a0 + a0 aBe)
4. a plati pro néj Itéova isometrie

f(t) dB(t)

= I f1lz2(a,p)-
L2(Q2)

Véta 1.6.4. Proces (Z(t))i>0 2z (LA) je aZ na multiplikativnd konstantu a aZ na
prechod ke spojité verzi frakciondlni Browniv pohyb s Hurstovym indexem H.

Diikaz. Pro jednoduchost vynechejme konstantu T'(H + 1/2)71. Z(t) je zfejmé
centrovany proces.

Dokazeme, Ze je gaussovsky. Z(t) mé tvar Z(t) = [, K(t,s) dB(s). Volme n €
N,¢,...,tn > 0,a4q,...,a, € R. Chceme dokazat ze ZF .Z(t;) je normalné
rozdélend ndhodna veli¢ina. Skutecné

n n
Zaj Za]/Kt s)dB(s / (Z ajK(tj,s)> dB(s)
j=1 R \j=1
z linearity integralu a faktu, Ze stochasticky integral je normalné rozdélena veli-
¢ina.
Zbyvéa spocitat autokovariancni funkci. Oznac¢me

Cu= [ (1= = (™)

(1t = )72 — () 2) da =

:tQH/R ((1—%)?1/2— <—§)f1/2)2dx:

_ tQH/R (L =wl - (—u)f_l/Q)Qdu _

= t2HCH7
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kde jsme pfi vypoc¢tu v druhém integralu pouzili substituci x = tu. Podobné,
postupné vyuzivajice substituce = s +y a y = (t — s)u, dostavame

B(2(0) - 2()7] = [ (=27 = (s = ) 7) o =
— [ (= s =)t = ) -
= [ (= s == = (= = )t ™) = sl -
== sP [ (1w ) -

= |t - 8‘2HCH.
Takze
E[Z(t)Z(s)] = % (E[Zt)°] +E[Z(s)°] —E[(Z(t) - Z(s))?]) =
_ % (tQH 1o2H It — $|2H) Ch.

Pokud bychom proces (Z(t)):>o podélili konstantou 0111{2/1"(H +1/2), dostali
bychom autokovarian¢ni funkci z definice

Stochasticky integral je definovéan jen skoro jisté jednoznac¢né. Hovorit o vlast-
nosti trajektorii jakou je spojitost tedy moc dobte nelze. Pokud bychom chtéli mit
splnénou i tuto vlastnost, muzeme podle dusledku prejit ke spojité verzi. [

7 vyse uvedenych vypocti mizeme snadno znormovat stochastickou reprezen-
taci, aby vysledny proces mél piesné autokovarianéni funkei (IL1J), a tedy v ¢ase t
rozptyl t2. Po ¢astetném zjednoduseni Cy; dostaneme normujici konstantu Vi:

0 —-1/2
_ 17972 1
Vi = (/_OO ((1 N U)H 1/2 (—U)H 1/2) du + ﬁ) . (17)
Dusledek 1.6.5. Necht H € (0,1). Frakciondlni Browniv pohyb s Hurstovim
indexem H md stochastickou reprezentaci

BUD () = VH/

R

(=912 = (=9)) aBs), (1.8)

kde Vi je konstanta definovand v (LT).

1.7 Spojitost a holderovskost

Z definice frakcionélnitho Brownova pohybu vime, Ze je to spojity nahodny
proces, to jest, Ze vSechny jeho trajektorie jsou spojité. Néktefi autori tento po-
zadavek zeslabuji na spojitost skoro jisté nebo ho do definice viibec nekladou.
V této sekci si ukdZzeme, Ze z pouhé informace o momentech procesu mizeme
usoudit, ze existuje verze (viz definice [[T.9]) tohoto procesu, kterd ma trajek-
torie spojité vSechny. Déale pro frakcionalni Brownuv pohyb dokézeme i silnéjsi
vlastnost — holderovskost.
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Definice 1.7.1. Rekneme, ze realna funkce realné proménné f: M — R, kde
M C R, je hélderovskd fadu v > 0 (také Fikame, Ze je y-holderovskd), jestlize

Definice 1.7.2. Rekneme, Ze realna funkce f: M — R, kde M C R, je lokdlne
hélderovskd tadu v > 0, jestlize

Jh>036>0Ve,ye MO< |z —y| < h:|f(x)— fly)] <d|lz—y|".

Kli¢ovou vétou, kterou vyuzijeme v této sekci je Kolmogorov—éeneovova. Tato
véta zarucuje, za jistych podminek kladenych na momenty ndhodného procesu,
existenci verze s lokalné holderovskymi trajektoriemi.

Véta 1.7.3 (Kolmogorov-Cencovova). Necht X = (X (t))o<i<r je ndhodny pro-
ces. Necht existuji konstanty o5, K > 0, Ze

E[|X(t) — X(s)]*] < K |t —s|'t?, t,s€[0,T]. (1.9)

Potom X md spojitou verzi (Y (t))o<i<r, kterd ma s.j. lokdlné hélderovské trajek-
torie fddu v € (0,5/a) ve smyslu

Plw: sup |Y(tw) —Y(sw)| <dlt—s]"] =1, (1.10)
0<t—s<h(w)
5,t€[0,T]

kde h(w) je vhodnd s.j. nezdpornd ndhodnd veli¢ina a 6 > 0 vhodnd konstanta.
Diikaz. Viz [§], véta 2.8, str. 53, 54. O

Véta 1.7.4. Necht H € (0,1), T > 0. Restrikce frakciondlniho Brownova pohybu
s Hurstovgm indexem H na kompaktni interval [0,T] md verzi s holderovskymi
trajektoriemi Tadu (ostre) mensiho nez H.

Diikaz. Ovéitme podminku (L3) pro (BY) (¢))g<i<r. S vyuzitim stacionarity p¥i-
rustkl a sobépodobnosti dostaneme

E [\B<H> (t) — BUD (s)\“] —E [\B<H> (1)\“} It — s[oH. (1.11)

Podle Kolmogorov-Cencovovy véty mé tedy (B (t))ocicr verzi (Y (t))o<i<r
s vlastnosti (LI0) pro libovolné v < (aH — 1)/ = H — 1/a. Volbou dosta-
tecné velkého o docilime moznost volby libovolného v < H. Ozna¢me A ndhodny
jev, na kterém lokalni holderovskost ve smyslu (LLI0) plati.

Fixujme w € A. Dokézeme, ze z lokalni holderovskosti plyne hélderovskost.
Protoze interval [0,7] je kompaktni, existuje N = N, ze Nh(w) > T. Volme
t,s € [0,T] libovolng, bez Gjmy na obecnosti t < s a |t — s| > h(w). Existuje
n<Nadélenit <ty <ty<---<t,<stak, zet;—t,_1 <h(w),j=2,...,na
t1 —t < h(w),s —t, < h(w). Potom

Y () =Y ()| <Y () = Y(E)| + [YV(t) = Y(t)| + ... 4 Y (tns1) = Y(ta) |+
FY () =Y () <O (t—ti] 4|t —ta] oot [ty — ]+ |ta — 7)) <
< SNt — 8|7,
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nebot |t —t1],|s —t,| < h(w); |t; —t;—1| < h(w) < |t —s],j =2,...,n. Tedy Y(w)
ma pro w € A ~-holderovské trajektorie, protoze 6* = 0N je konstanta nezavisla

na t,s. Definujme
Y(t A
Z(tw) = (tw) swed,
0 yw ¢ A

Potom Z = (Z(t))o<t<r je verzi X, kterd ma ~y-holderovské vsechny trajektorie.
U

Jesté poznamenejme, ze byt kazda z trajektorii je holderovska, tak trajektorie
nemusi byt stejnomérné holderovské v w ve smyslu, ze konstanta 6* muze zaviset
na w a to prostrednictvim N.

Zatim jsme dokazali existenci verze se spojitymi a holderovksymi trajektoriemi
pouze na kompaktnim intervalu. Kompaktnost je dulezité, nebot dukaz véty [L7.3]
v [8] je zaloZen na omezenosti intervalu. Uvedme podobnou vétu uvedenou v [13],
ktera predpoklad omezenosti intervalu nepotiebuje, ale na druhou stranu zarucuje
jen existenci spojité verze.

Véta 1.7.5 (Kolmogorovova o spojité verzi). Necht X = (X(t))i>0 je nahodny
proces. Necht existuji konstanty o,3,K > 0, Ze

E[X(t) — X(s)]*] < K |t — s, ts>0. (1.12)
Pak existuje spojitd verze procesu X.
Diikaz. Viz [13], véta I11.5.8, str. 232. O

Proces vyhovujici podmince (LI2) lze tedy bez ztraty informace o rozdéleni
povazovat za spojity. Pro urceni rozdéleni frakcionélniho Brownova pohybu tedy
neni potieba vyzadovat spojitost jeho trajektorii. Zformulujme tuto skutec¢nost
do néasledujiciho dusledku.

Disledek 1.7.6. Necht H € (0,1) je konstanta. Necht X = (X (t))i>0 je centro-
vany gaussovsky proces s autokovariancni funkci

K(t,s) =E[X(t)X(s)] = % (T + 2 =t —sP), ts>0.

Potom existuje verze procesu X, kterd je frakciondlnim Brownovym pohybem
s Hurstovym indexem H, tedy md trajektorie spojité.

Diikaz. Podminku (LI2)) jsme jiz overili v (LIT)). 0O

1.8 Nediferencovatelnost trajektorii

V této sekci se presvédéime, ze trajektorie frakcionalniho Brownova pohybu
jsou ukazkovym piikladem ,nehezkych® funkci, které nemaji nikde derivaci, pfes-
toze jsou spojité.

Véta 1.8.1. Necht H € (0,1). Frakciondlni Brownidv pohyb s Hurstovym in-
dexem H nemd derivaci skoro jisté v Zadném bodé (0,00). Presnéji, existuje
E ¢ AP(E) =1, Ze pro vsechna w € E funkce t — B (t,w) nemd v Zdd-
ném bodé (0,00) konecnou derivaci.
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Diikaz. Volme N € N tak, aby N(H — 1) + 1 < 0. Nejdfive dokazeme, Ze
(BH)(t))50 neméa derivaci v zddném bodé (0,1) skoro jisté. Oznacme

D={weQ: BY (. w) méa konecnou derivaci v alespoii jednom bodé (0,1)}.
Jestlize w € D, pak existuji 6 > 0,r € N, t5 € (0,1), ze

B (t) = BUD (t,)
t— 1ty

<1 |t—to| <. (1.13)
K témto 6 > 0,y € (0,1) volme m = m(d,ty) tak, ze

1 :
Vn>m3dl<i<n-—-N+1: —<t0<—
n
1—1

I

i

= :
—I_.
=
|
—_

Pak podle (II3) dostaneme

— 1
'B<H>< ) RB(H) <J_>’§ ’B(m (i) — BUD ()| +
n n n
-y . o
+'B(H) <J—>—B(H)(t0) <rlto— L] +r|ty— 2 'g
n n n
2Nr

< ’ j=4i+1,...,i+N—1. (1.15)

Pomoci (LI3), (LI4) a (LI5) obdrzime inkluzi
oo oo o0 n—N+1i+N-1 .
-1 2Nr
DCA= — ) (! < _
ca=UuN U N [ () e (50 <%

r=1m=1n=m =1

:UUAWEA'

r=1m=1

Poznamenejme, Ze nemame zaru¢enou meéfitelnost mnoziny D. Mnozina A uz
métitelna je. DokdZzeme, Ze mé nulovou pravdépodobnost. Pro rym € N

n—N+1i+N—-1 j 1 QNT'
P(A4,,,) = inf P W (L) | <221 =
=gt (U0 o (2) -0 (551 <2)
n—N+1i+N—1
@ing(U N {—H}Bw G) = B® (j - 1)| < 2NTD§
n=m =1 =i

n—N+1 i+N—-1
< inf P ( ﬂ HB(H) (j) _ B#H) (] — 1)‘ < QNTnH1}> <

n>m 4
i=1

j=i

< inf nP (m [|BY () = B (5 - 1)| < 2NmH‘1}> =

j=1

N
(i) iI>1f nP (n UX]| < QNT’an) .
> i1
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V rovnosti (1) jsme pouzili sobépodobnost, v tipravé (2) striktni stacionaritu pii-
rustki frakcionalniho Brownova pohybu (a nerovnost n > n — N + 1). Nakonec
jsme v upravé (3) tyto piirtstky oznacily X;,j =1,..., N. Veli¢iny X;,..., Xy
znad¢i neprekryvajici se prirustky frakciondlniho Brownova pohybu na intervalech
délky jedné. Tedy se jedné o zacatek posloupnosti frakcionalniho gaussovského
Sumu. Ozna¢me 7 autokovarianéni funkci frakcionalniho gaussovského Sumu. Na-
hodny vektor X = (Xi,...,Xy) ma rozdéleni N(0,I'), kde I' = (y(i — j5))¥

ij=1-
Protoze T je pozitivné definitni (viz véta [[2.10), existuj odmocninova matice L,
tj. LL’ = I. Protoze T je regularni, je i L regularni. Ozna¢me L~ = (lg;l))fyjzl.
Potom vektor X lze pséat ve tvaru
X=LY, Y-=L"X,
kde Y = (Y1,...,Yy) je vektor nezavislych veli¢in s rozdélenim N (0, 1). Ozna¢me
ICD — max l(fl)’
max 1< <N iJ
Predpokladejme, ze | X;| <¢,j=1,...,N. Potom
N N
Yil =50 < ST 1x < MiGe, =1, N (116)
j=1 j=1
Z (LI6) dostaneme inkluzi jevii
N N
() [1X5] < 2Nm/1] < () [I5] < 2850 N1 (1.17)
j=1 j=1

Z nezavislosti a stejného rozdéleni veli¢in Y7, ..., Y, dostaneme

n>m

N
P (A.) < inf nP (ﬂ [|Yj| < 2lr(n;QN27”nH_1]> _
j=1
= inf nP (V3] < 2AGYNZ )Y =
_ ANzt Y
S ([ ) <
< inf en!tNVE-D — g

I )
n>m

kde ¢ je konstanta nezavisla na n. Z vyse uvedenych tivah méme, Ze existuje
E, € A,P(E)) = 1, 7e pro kazdé w € E; funkce t — B (t,w) nema derivaci
v zadném bodé (0, 1). Diky sobépodobnosti mizeme analogicky dokézat existenci
E, € AP (E,) = 1, takové, aby pro kazdé w € E, funkce t — B (¢, w) neméla
derivaci v zadném bodé (0,n). Potom E = N2, FE,, ma pozadované vlastnosti:
P(E) = 1 a pro kazdé w € E funkce t + BY (t,w) nema derivaci v ziddném
bodé (0, 00).

O

2Lze ji nalézt napiiklad metodou Choleského rozkladu, viz. sekce 2.3

20



Kapitola 2

Simulace frakcionalniho Brownova
pohybu

V této kapitole se seznamime se tfemi metodami generovani frakcionalniho
Brownova pohybu. Prvni uvedena metoda — Hoskingova metoda — umoznuje si-
mulovat centrované stacionarni gaussovské procesy, které maji regularni varianéni
matice konec¢né rozmérnych rozdéleni. Druhéd — Choleského metoda — umoz-
nuje simulovat libovolny gaussovsky proces. Pro jednoduchost vSak také budeme
predpokladat centrovanost, stacionaritu a regularitu variancnich matic kone¢né
rozmérnych rozdéleni. PrestoZze nés zajiméa simulace frakcionalniho Brownova po-
hybu, uvedené metody budou odvozovany s obecnou autokovarianéni funkei. Jako
posledni je uvedena metoda, ktera vyuziva stochastickou reprezentaci frakcional-
niho Brownova pohybu (L8). Je proto aplikovatelné jen na tento proces.

Trajektorie ndhodného procesu, jakozto realné funkce, obsahuje v podstaté
,hekoneéné mnoho informace*. Proto je mozné simulovat pouze hodnoty procesu
v koneéné mnoziné ¢astu. Tyto casy budeme volit ekvidistantné a bez tjmy na
obecnosti 0,1,2,...,N. Frakcionalni Brownuv pohyb je sobépodobny, takze nasi-
mulovanou trajektorii v ¢asech 0,1,...,N lehce ztransformujeme do libovolného
kompaktniho intervalu. Poznamenejme, Ze tato tvaha nebude platit pro ostatni
gaussovské procesy, které sobépodobné nejso. Vzhledem ke skutecnosti, ze nés
primarné zajimé pravé tento proces, zvolime popsany postup.

M¢jme na paméti, ze frakcionalni Browntuv pohyb rozhodné stacionarni neni.
MiZzeme ovSem prechazet mezi nim a jeho prirastky, které uz stacionarni jsou.
Pripomenme, ze podle definice je frakcionalni gaussovsky Sum zaveden jako
nahodna posloupnost

X, =B" (n+1) - B (n), necN,

kde BU) (t) je frakcionalni Browniiv pohyb s Hurstovym parametrem H. Jestlize
méame nasimulovany frakcionalni gaussovsky sum (X,,)nen,, pak muZzeme ziskat

hodnoty frakcionalnitho Brownova pohybu v ¢asech 0,1,2,... transformaci
Yo =0,
n—1
2.1
Y,=> X; neN. (21)
5=0

Ve skute¢nosti je frakcionalni Browntiv pohyb jediny sob&podobny gaussovsky nahodny
proces. Presné znéni tvrzeni a dikaz si ¢tenar mize dohledat v [11].
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Vsechny uvedené metody jsem naprogramoval v Mathematice. Skripty prikla-
dam na CD, viz priloha [Al

2.1 Simulace normalniho rozdéleni

Nez se pustime do simulace ndhodnych procesti, zminme se o metodéach gene-
rovani jednorozmérnych a vicerozmérnych normalnich rozdéleni.

Jednorozmérné normalni rozdéleni

V nejjednodussim pripadé se budeme zabyvat, jak modelovat ndhodnou veli-
¢inu s normovanym normalnim rozdélenim N (0,1). Pfedpokladejme, Ze jiz dispo-
nujeme generatorem nédhodnych ¢isel z intervalu (0,1). MuZeme tedy generovat
nédhodné veli¢iny z rovnomérného rozdéleni na (0,1) kolikrat chceme a nezavisle
na sobé.

Dale ozna¢me U néhodnou veli¢inu s rovnomérnym rozdélenim na (0,1). Pri-
mocary zpusob, jak generovat ¢isla ze spojitého rozdéleni s rostouci distribucéni
funkei F', je nasledujici. Spocitame-li inverzni distribu¢ni funkci F~1, potom na-
hodn4 veli¢ina F~'(U) ma rozdéleni s distribu¢ni funkei F (diikaz lze dohledat
v [1], véta 2.6, str. 36). Mluvime-li o normalnim rozdéleni, F' bohuZzel nelze vy-
jadiit v uzavieném tvaru, a tim padem ani F~'. Vhodngjsi je jiny zptisob.

Necht U,V jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na
(0,1). Pouzijeme Box—Miillerovu transformaci

X =+/—2logU cos(27V),

Y = +/—2logUsin(27V).
Pomoci véty o transformaci 1ze spocitat, ze X a Y jsou nezéavislé nahodné velic¢iny
s normovanym normalnim rozdélenim. Touto metodou jsme ziskali dvé realizace

generatoru nahodnych ¢isel, druhou si mizeme ulozit pro pozdéjsi pouziti.
Obecné jednorozmérné rozdéleni ziskdme transformaci

X =p+oY.

Pokud Y ~ N(0,1), pak X ~ N(u,0?).

Vicerozmérné normalni rozdéleni

Necht X je normélné rozdéleny ndhodny n-rozmérny vektor se stfedni hod-
notou p a pozitivné definitni varian¢éni matici 3. Potom X lze psat ve tvaru

X = p+ BY, (2.2)

kde B je odmocninova matice X, tj. BB’ = 3, a Y je vektor nezavislych N(0,1)
nédhodnych velic¢in. Pro takto definovany vektor X skute¢né plati X ~ N(u,X).
Afinni transformace zachovava normalitu s parametry, které vypocteme nésle-
dovné:

EX = pu+ BEY = pu,
var X = var(BY) = BvarYB' = BB’ = X..
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Pro simulaci ndhodného vektoru s rozdélenim N (p,3) si nejprve vygenerujeme
vektor Y slozeny z n nezéavislych N(0,1) veli¢in, a pak pouZijeme transformaci
2.
Problémem je, jak spocitat odmocninovou matici B. Jedno z moznych feseni
prinasi Choleského rozklad, kterého se vyuzivd i v jedné z metod generovani
frakcionalniho Brownova pohybu. Vice uvedeme v sekci 2.3]

2.2 Hoskingova metoda

Hoskingova metoda dovoluje simulovat libovolny stacionérni gaussovsky pro-
ces. Idea algoritmu je jednoducha. Generujeme (X,,)Y_ rekurentng. Jestlize jiz
mame X;,j = 0,...,n, spoc¢itame podminéné rozdéleni dalstho bodu X, za
podminky X;,7 =0,...,n.

Zavedme si nejprve znaceni, které pouziva Dieker v [5]. Autokovarianéni funkei
oznacme 7:

v(k) = E[X, Xoik], k€EZ.
Predpokladejme v(0) = 1. Dale I'(n) budeme znaéit varianéni matici I'(n) =
(v(@ = 4))7j=0 typu (n + 1) x (n + 1) a sloupcovy vektor c(n) o velikosti n +
1 se slozkami c(n) = (y(1),...,7(n + 1))". Nakonec F(n) = (Lyi=n—j})fj=0 je
matice, kterd ma na vedlejsi diagonale jednicky, jinak nuly. Vynasobenim (n+ 1)-
prvkovym vektorem zleva ¢i zprava ,,obraci* tento vektor.

Vsimnéme si, ze matice I'(n) maji rekurzivni strukturu:

L(n+1)= (C&) ;(&))I) = (2.3)

_( T(n) F(n)c(n)
—<c(n)'F(n) | ) (2.4)

Véta 2.2.1. Necht X = (Y',Z") ma reguldrni rozdéleni N (1, V), kde u a 'V maji
tvar
5 Vii Vi
= 5 V = 5
a <,u2) <V21 V22)
odpovidagici margindlnim vektorum Y a Z. Pak podminéné rozdéleniY pri daném
Z = z je requldrni
N(p + VsV (2 = p2), Vi — VoV V).

Diikaz. Viz 2], véta 4.12, strana 67. O

Pfipomenme, Ze pokud je matice I'(n) varian¢ni matici frakcionélniho gaus-
sovského Sumu, pak je podminka regularity v predpokladech véty 2.2.1] splnéna
z véty [L2.T0L Nyni jiz mazeme podle véty 221 a vyjadieni (2.3]) spocitat podmi-
néné rozdéleni X, 1 pfi podminkach X, ..., X,. Dostaneme normalni rozdéleni
s parametry
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Pfirozené bychom se chtéli vyvarovat pocitani inverze I'(n) v kazdém kroku.
Uvedme algoritmus navrzeny v [5] vyuzivajici rekurzivni vyjadieni ([2.4]). Potie-
bujeme pocitat inverzi matice rozdélené do blok.

A B\ . : . . .
Lemma 2.2.2. Necht (B’ C) je symetrickd pozitivné definitni matice takovd,

Ze bloky A a C jsou ctvercové. Pak také P = C — B'A™1B je pozitivné definitni
a plat?

A BY' /A !'+ABPBA! —A'BP!
B C = _PIB'A! P! : (26)
Diikaz. Viz [2], véta A.10, str. 319. O

Piedpokladejme, ze T'(n) je regularni pro kazdé n € Ny (coz je pro frakcionéalni
gaussovsky §um splnéno). Polozme d(n) = I'(n) 'c(n). Dosazenim (2.4]) do (2.6])
ziskdme

L4177 = L (00D FOMOIEE) F@ie))

Oznacme 7, = d(n)'F(n)c(n) = c¢(n)F(n)d(n). Pouzijeme-li (Z7) pii vypoctu
02, (z definice (2.1))), dostaneme rekurzi

2 s (Y(n+2)— Tn)2

n

Polozme ¢, = (y(n + 2) — 7,)/0o2. Rekurentni vyjadfent pro o2, a d(n + 1)
dostaneme opét z (2.7)) ve tvaru

o =0on(1=07), (2.8)
d(n +1) = (d(”) - ¢(Zf(”)d(”)) | (2.9)

Algoritmus tedy pracuje nasledovné. Za¢neme vygenerovanim X, ~ N(0,1) a na-
stavenim of = 1 — v(1)? a d(0) = (1). Poté postupujeme rekurentné. Po n kro-
cich méame d(n) a o2. Miizeme z nich vypoéitat d(n+1) a o2, pomoci rekurenci
2Z]) a [29). Ze vztahu (2.5) miZzeme vypoditat ju, a generovat X, 1 ~ N(pi,,02).
Zajimé-li nas frakcionalni Browntv pohyb namisto frakcionalniho gaussovského
Sumu, pouzijeme transformaci (2.1]).

Pro vypocet d(n + 1) i o2, potiebujeme Fadové N operaci. Vyndsobenim
velikosti vzorku N dojdeme k ¢asové slozitosti O(N?).

Vyhodou tohoto algoritmu je skutecnost, ze dopredu nemusime znat velikost
vzorku a dal$i body mizeme dosimulovat pozdéji.

2.3 Choleského metoda

Opét budeme simulovat frakcionalni gaussovsky sum. Choleského metoda spo-
¢iva v pozorovani, ze generovani gaussovského procesu je v podstaté generovani
normalné rozdéleného vektoru. Skutecné, pozorujeme-li centrovany gaussovsky
proces X v casech 0,1,..., N, ziskdme normalné rozdéleny vektor (X, ..., Xy)"
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Oznac¢me jeho rozdéleni N(0,T"). Nalezneme matici L takovou, ze LI’ = I'. Na-
simulujeme vektor Y slozeny z N + 1 nezavislych N(0,1) veli¢in a pomoci trans-
formace

X =LY

ziskdme kyzeny vysledek. A pravé matici L mtuzeme nalézt pomoci Choleského
rozkladu.

Méjme redlnou symetrickou pozitivné definitni matici A = (a;;);;—,. Potom
existuje jednoznacny rozklad A = LL/, kde L je realna dolni trojuhelnikova
matice. Ditkaz uvedeného tvrzeni lze nalézt v [12], sekce 4.4, strana 101.

V pripadé frakcionalniho gaussovského Sumu je skute¢né realna matice I' po-
zitivng definitni (viz véta [L2.10).

Citujme algoritmus pro vypocet Choleského rozkladu uvedeny v [12], AS,
strana 103:

input A®:=A = a;}]

for k=1:n
k—1
lk,k = aék )
for i=k+1:n
NG
e i,k
li,k T Tlex

for j=k+1:1
ag}) = 1(71351) — ligljx
end
end

end

Choleského metoda m4 diky tfem vnofenym cykliim éasovou sloZitost O(N?),
kde N je pocet bodii, kde hodnoty procesu simulujeme.

Chceme-li ale simulovat frakcionalni Browntuv pohyb nékolikrat, sta¢i nam
matici L nalézt jednou a pro dalsi simulace generovat jen vektor nezavislych
N(0,1) veli¢in a vynasobit jim matici L, coz bude mit ¢asovou slozitost O(N?).

Vyhodou muze byt jednoducha implementace a univerzalnost metody. Ve vyse
uvedeném odvozovani metody jsme predpokladali stacionaritu a centrovanost
z davodu jednoduchosti znaceni. Tyto dva predpoklady lze snadno odstranit,
zobecnéni je ziejmé.

Uvedeny algoritmus vypoc¢tu Choleského rozkladu funguje pouze pro pozitivné
definitni matice. AvS8ak Choleského rozklad existuje i pro singularni matice a
metodu lze zobecnit i na zcela libovolné gaussovské procesy.
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2.4 Metoda stochastické reprezentace

V sekei jsme reprezentovali frakcionalni Browntuv pohyb stochastickym
integralem

B (1) = VH< /_ ((t—5)"712 = (—s)"=1/2) dB(s)+

+/Ot(t—s)H1/2dB(s)>, (2.10)

kde Vp je normujici konstanta definovana v (IL7).

Zabyvejme se obecné problémem, jak simulovat nahodnou veli¢inu reprezen-
tovanou stochastickym integrédlem X = fR t)dB(t). Stochasticky integral je
definovan postupnymi aproximacemi schodovitymi funkcemi. Volme déleni reélné
piimky —oo < ¢y < t; < --- < t, < oo. Potom ¢(t) = Z;.:Ol F5) L 00(t) je
schodovité funkce a jeji stochasticky integral se spocita jako

n—1
[ o0 = 3 e)(Bltya) - Bty
=0
Vime, ze veli¢iny B(t;11) — B(t;) jsou pro j = 0,...,n — 1 nezavislé a maji

rozdéleni B(t;41) — B(t;) ~ N(0,tj+1 — t;). Ty uz nasimulovat umime. Pokud
budeme volit déleni realné primky ekvidistantné s krokem 1 od n; do no + 1
(n1,n9 € Z), ziskame piirastky s rozdélenim N(0,1) a obdrzime aproximaci

/ £(t)dB(t Z FG)BG). (2.11)

kde B = (B(ny),...,B(ny))" je vektor ny — ny + 1 nezavislych N(0,1) ndhodnych
velicin.

Néhodny proces reprezentovany ve tvaru (2.I0) budeme ve smyslu aproximace
(Z10) simulovat jako

Y, = VH< Z ((n— - (—j)H_l/Q) Bi(j)+

n—1

+2_((n=5)") Bz(]))

pron=1,...,N, kde By = (By(=b),...,Bi(=1)) a By = (B5(0),...,By(N—1))
jsou nezavislé vektory nezavislych N(0,1) ndhodnych velicin. Cislo b € N udava
restrikei nekonecného integra¢niho oboru na konecny.

Normujici konstanta V je definovana pomoci integralu, ten mizeme spocitat
libovolnou numerickou metodou integrace.

Podle [5] neni tato metoda dobrym zptisobem jak simulovat frakcionalni Brow-
nuv pohyb a jeji vyznam je pouze didakticky.
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Kapitola 3

Odhady Hurstova indexu

V této kapitole budeme tesit tlohu bodového odhadu Hurstova parametru
frakcionalniho Brownova pohybu. Predpokladejme, ze mame k dispozici jednu tra-
jektorii a zname jeji hodnoty v koneéné mnoziné c¢asii. Pro jednoduchost budeme
predpokladat ¢asy {0,...,N}. Podobné jako v kapitole 2] o simulacich budeme
prechéazet mezi frakcionalnim Brownovym pohybem (zna¢me Y, hodnotu v Case
n) a jeho prirtstky — frakcionalnim gaussovkym Sumem (zna¢me X,, hodnotu
v ¢ase n). Tyto procesy maji mezi sebou vztahy

Xn — n+l — Yn7 n E NO, (31)
n—1

Yo=0, Y,=> X;, neN (3.2)
=0

Vsechny uvedené metody jsem naprogramoval ve statistickém softwaru R.
Skripty prikladam na CD, viz piiloha [Al

3.1 Metoda agregovaného rozptylu

V sekci [I.4] jsme se zabyvali sobépodobnosti frakcionalnitho Brownova pohybu.
Pripomenme, ze jsme dosli k vysledku

B (at) ~ a" B (t), t>0.
Tedy pro rozptyl plati
var B (at) = a®" var B®) (1), ¢ >0. (3.3)

Metoda agregovaného rozptylu se snazi odhadovat parametr H na zakladé sobé-
podobnosti, a to pomoci role, jakou H hraje v rovnosti (3.3)).

Mé&jme hodnoty Xo,..., Xy frakcionalniho gaussovského Sumu v casech
0,...,N. Prom € N v rozmezi 2 < m < N/2 definujme

1 & N

(m)

= — 1.2, ..., | — 3.4
2 X k=12 11 (3.4)

kde [-] je dolni celé ¢ast. Fixujme pro ted m a ozna¢me M = | N/m|. Zamysleme
se, co definice (3.4) znamena. Prirustky X, rozdélime do m-tic. V kazdé z nich
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je seCteme a podélime poctem, tedy pocitame aritmeticky prumér. Avsak soucet
prirtstku je frakcionalni Brownuav pohyb. S vyuzitim této tvahy a sobépodobnosti
ziskame informaci o rozdéleni:

X}gm) ~m7YY,, ~mPY ~mI X

Protoze X; ~ N(0,1), tak X\™ ~ N(0,m2#2) k = 1,...,M. Spoéitdme vybe-
rovy rozptyl z dat X 1(m), e ,X](\;[n)

2
VarX()_M_1;<Xk X )) ’

kde
1 § : (m)
){(m) 2 Xk

je vybérova stredni hodnota.
Pokud H = 1/2, pak Xl(m),...,X](\?) jsou nezavislé a vybérovy rozptyl je
nestrannym odhadem rozptylu. V piipadé H # 1/2 ale ze zékladnich statistickych

poznatkii nemtzeme nic o chovani var X (™ soudit. Beran v [3], sekce 1.1, ukazuje,
ze Vm) je skutecné pro H # 1/2 vychyleny. AvSak pro M — oo jde vychyleni
k nule, takze Vm) je asymptoticky nestrannym odhadem rozptylu.

Jestlize var X () odhaduje m?#-2, pak log var X odhaduje (2H — 2) log m.
Parametr H nalezneme pomoci lineérni regrese, kdyz jako Eez\évisle proménné

budeme chapat ¢&isla log m a jako zavisle proménné hodnoty var X (™), Poté pomoci

S
g N
< o
5
o
boo C) L .I_;_';‘
Z ]
O H
T o
=i 4
~< o ¥
= . +
F o &
o
S -
© +

| T T T T T T
2 5 10 20 50 100 200

m (v logaritmickém méritku)

Obrazek 3.1: Odhad H pomoci metody agregovaného rozptylu
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metody nejmensich ¢tverci prolozime body piimkou (prochazejici pocatkem).
Sklon pfimky bude odhadovat 2H — 2. -

Problémy mohou nastat, budeme-li pocitat var X (™) pro velka m. Poté se vy-
bérovy rozptyl pocita z malého vzorku dat a takovy odhad neni kvalitni. Fakt, Ze
z malého poc¢tu dat neziskavame obecné dobry odhad, neni zde tolik podstatny.

Horsti je velka vychylenost odhadu Vm) pro mala M (velkd m). Otéazku, jaka
m uz nejsou pro metodu agregovaného rozptylu vhodna, se tato prace nesnazi
zodpovidat. Predstavu o relativni vychylenosti pro rizna M lze ziskat v [3], ta-
bulka 1.4, str. 10.

Na obréazku B.1]je uveden piiklad pouziti metody agregovaného rozptylu na si-
mulované data (pomoci exaktni Choleského metody, viz[23)) frakcionalniho Brow-
nova pohybu. V piikladu je zvolen Hurstiv index H = 0.7 a rozsah vzorku

—

N = 1000. Do regrese jsou zahrnuty var X(™ pro m = 2,...,50. Diky tomu se
kazdy z vybérovych rozptyli pocita z alespon 20 pozorovani. Cervend je zakres-
lena regresni piimka (prochéazejici poc¢atkem). Odhad v tomto piikladé vychazi
H = 0.684. Modra prerusSované ¢ara znaci skol primky odpovidajici skuteénému
parametru H = 0.7.

Poznamenejme jesté, ze jsme vyuzivali faktu, ze frakcionélni gaussovsky Sum
mé jednotkovy rozptyl. Pokud by tomu tak nebylo (coz je v piirodé obvyklé),
musime metodu upravit. Zobecnéni metody je jednoduché. Pfedpoklém@jﬂe, ze
X, ~ N(0,6%). Pak dostaneme X ~ N(0,02m?"72), a tudiz logvar X(™) je
odhadem pro logo? + (2H — 2)logm. Jedina odlignost v regresnim modelu je
takové, ze pifimka nemusi prochazet po¢atkem (musime navic odhadovat absolutni
¢len logo?). Za to, Zze odhadujeme dalsi (rusivy) parametr, ztracime piesnost
odhadu H.

3.2 Hurstova R/S analyza

Metoda agregovaného rozptylu B.1] odhaduje H na zakladé porovnévani roz-
ptyli. Jinym méfitkem variability muze byt rozpéti, ¢ehoz vyuzil H. E. Hurst,
kdyz méfil priatoky na Nilu.

Uvazujme hodnoty ro¢nich pritokia X, ..., Xy_; a tomu odpovidajici kumu-
lované hodnoty Yy = 0,Y7,...,Yy. Hodnoty X; a Y; jsou ve vztahu, jaky jsme
definovali pro frakcionalni gaussovsky Ssum a frakcionalni Browniv pohyb v (B1))
a (3.2)).

Pro n,r takova, ze n +r < N definujme rozpéti

k

R(n,T) = Imax <Yn+k — Yn — ; (Yn+7‘ — Yn)) —

0<k<r

k

— min (YnJrk -Y,— — (Yo — Yn)) )
r

0<k<r

Clen k/r(Ypyr — Y,) je vlastné ,ocekévand hodnota“ ziskana linearni interpolaci
mezi Y, a Y, .. Pfi vypoc¢tu R(n,r) nalezneme nejvyssi odchylky v obou smérech
této o¢ekavané hodnoty od skutecné hodnoty Y, r — Y, a jejich soucet nazveme
rozpeti.
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Abychom mohli provadét analyzu rozpéti nezéavisle na méritku, musim rozpéti
vhodné znormovat. Rozsahu mezi kumulovanymi hodnotami Y,, a Y,,, odpovidaji

prirastky X, ..., X,4,_1. Spoctéme vybérovou smérodatnou odchylku
1 n+r—1 ) 1 n+r—1
S(nr) = |~ ; (Xp = Xony)", kde X,, = - ; X,  (3.5)
Potom podil
R(n,r)
Q(?’L,’I") - S(n,'r’)

nazveme preskdlované rozpéti (v angli¢ting rescaled adjusted range).

Rozdélme fadu 0, ..., N na K nepfekryvajicich se blokt. Necht kazdy z téchto
bloki obsahuje M pozorovani. Oznacme ny pocatecni index k-tého bloku, k =
1,...,K. Potom spocitame celou sadu statistik

Q(npr), k=1,...K,r=2,... N n,+r<N.

Pro mala r dostaneme presné K bodi, avSsak pro rostouci r se pocet bodua bude
zmensSovat az k jedné. Navic statistiky Q(ng,r) za¢nou byt pocitany ¢astecné i ze
stejnych pozorovani.

Hurst zakreslil hodnoty Q(ng,r) proti r v log-log méritku (obé osy s logarit-
mickym méfitkem). Vsiml si, ze body [log Q(ny,r);logr| lezi pro dostateéné velké
r kolem piimky se skolen pfiblizné 0.7.

Mandelbrot byl zaujat Hurstovou empirickou praci a zabyval se touto analyzou
v teoretické roviné. V praci [10] dokézal, ze

rHQn,r) 4, & r— 00, (3.6)

20.0

Q(n,r) (v log. méfitku)
20 5.0

0.5

| T T T T T T T
2 5 10 20 50 100 200 500

r (v logaritmickém méfitku)

Obrazek 3.2: Odhad H pomoci R/S statistiky
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kde £ je nedegerovana ndhodné veli¢ina a d znaci konvergenci v distribuci. Jestlize
je tedy r dostatecné velké, lze predpokladat

log E[Q(n,r)] ~ C + Hlogr. (3.7)

Odhad pomoci R/S analyzy provedeme nasledovné. Vypocteme hodnoty sta-
tistik Q(ng,r) pro vhodna r. Nesméji byt piili§ mald, jinak nemuzeme pouZit
asymptotiku (B.6). Nemohou byt ani ptilis velka, nebot vypocty () pak probihaji
z prekryvajicich se usekii a takové odhady mohou byt nespolehlivé. Beran v [3],
kap. 4, diskutuje obtiznost volby vhodného rozpéti pro r. Z vypoctenych hodnot
Q(ny,r) odhadneme H pomoci linearni regrese ve tvaru (3.1).

Na obrazku je uveden priklad pouziti metody. Data pochézi ze simulace
s parametrem H = 0.7 a rozsahem N = 1000. Do regrese zahrnujeme hodnoty
10 < r < 300. Odhadem je cervené primka, jejiz sklon odpovida H = 0.775. To
je pomérné daleko od skutecné hodnoty H = 0.7, které odpovida sklon modré
prerusované ¢ary (pouze sklon, posunuti je irelevantni).

Vsimnéme si, ze pokud pracujeme s frakciondlnim gaussovskym Sumem, ktery
mé jednotkovy rozptyl, pak odhad (B.5]) odhaduje pravé tuto jedni¢ku a mohlo by
se zdat zbytecné ho délat. MiZzeme tedy metodu modifikovat tak, Ze pfi vypoctu
(@ nedélime S, tj. predpokladdme S = 1.

3.3 Porovnani metod

Na obréazcich B3], B.4] a B0l jsou krabitkové grafy odhadu H proti skutec-
nym hodnotam H € {0.3,0.5,0.65,0.8}. Frakcionalni gaussovsky Sum o délce 1000
byl simulovan exaktni Choleského metodou 2.3l Pro kazdou hodnotu parametru
H bylo pouzito 1000 trajektorii. VBl resp. B.2] jsme diskutovali, které hodnoty
m, resp. r, zahrnout do regrese. V nasledujicim porovnéani jsou pouzity stejné
meze, jako byly uzity v uvedenych prikladech.

7 téchto grafi si mizeme udélat predstavu o rozdéleni odhadu metodou agre-
govaného rozptylu (zkratka ,m.agr.r.) i metodou R/S analyzy. Metody s hvéz-
dickou znac¢i pouziti predpokladu o jednotkovém rozptylu, jak bylo diskutovano
vBIa

Pohledem na obrazky miizeme dojit k nasledujicim zavérim. Pro malé hod-
noty Hurstova indexu (H < 0.5 nebo i H ~ 0.5) neni R/S analyza vhodna.
Naopak metoda agregovaného rozptylu odhaduje H dobte. Pro velké H je situace
opa¢na, R/S analyza dava dobré odhady. S jistou nadsazkou by se dalo fici, ze
Hurst mél stésti, kdyz pro studium Nilu pouzil tuto metodu.

Vsimnéme si jesté nasledujiciho. Jak jiz bylo v [B.1] diskutovano, metoda agre-
govaného rozptylu dava vychyleny vysledek pro H # 0.5. Pozorujeme, ze metoda
by skutecné pro H = 0.5 mohla byt nestranna. Ale pro H # 0.5 je odhad H
posunuty k 0.5.

VEBIa jsme diskutovali, jak vyuzit predpokladu jednotkového rozptylu
jednotlivych X,,. Na obrézcich jsou upravené metody ohvézdickované. V&imnéme
si, ze zatimco tento pfedpoklad vyrazné pomohl v piipadé metody agregovaného
rozptylu, tak pro R/S modifikace zlepSeni nepfinesla. Dokonce pak metoda vra-
cela horsi vysledky.
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Zaver

V této praci jsem se zabyval frakcionalnim Brownovym pohybem, ktery je
netrivialnim zobecnénim standardniho Brownova pohybu (Wienerova procesu).
Uvedl jsem a podrobné dokazal vlastnosti tohoto nahodného procesu. V dikazech
jsem doplioval kroky, které autori v literatufe vynechavaji. Zvlastni pozornost
jsem vénoval analytickym vlastnostem trajektorii frakcionélntho Brownova po-
hybu. Mym vlastnim vysledkem je zobecnéni véty o nediferencovatelnosti skoro
jisté, ktera prinasi silnéjsi tvrzeni, nez jaké je publikovano v ptuvodni Mandel-
brotové a van Nessové praci. Rovnéz jsem detailné sepsal dikaz o existenci verze
s holderovskymi trajektoriemi.

Béhem pripravy bakalarské prace jsem se seznamil s celou fadou metod simu-
lovani gaussovskych procest. Zakladni z nich jsem uvedl v tomto textu a napro-
gramoval v Mathematice.

Zabyval jsem se také problematikou odhadu Hurstova indexu. Popsal jsem dvé
metody bodového odhadu tohoto parametru. Obé metody jsem naprogramoval
ve statistickém softwaru R a vyzkousel na simulovanych datech.
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Pouzité znaceni

Ciselné obory, vektorové prostory

Us(a)

1m

mnozina prirozenych ¢isel

mnozina prirozenych ¢isel s nulou
mnozina celych ¢isel

mnozina realnych ¢isel

mnozina komplexnich ¢isel

matice A typu m X n s prvky a;;
¢tvercova matice A typu n X n s prvky a;;
transponovana matice k matici A
vektor v, vzdy chapeme jako sloupcovy
transponovany vektor v, tedy radkovy
skaldrni sou¢in na prostoru R"

kladna cast ¢isla x

oteviené okoli bodu = o poloméru §
indikatorova funkce mnoziny M

o-algebry a prostory L”

B(X)
®tET S

L*(X,S, p)

|- M| zr (x5,
LP(R)

LP(a,b)

borelovska o-algebra na topologickém prostoru X
souc¢inova g-algebra g-algeber S, t € T'; nejmensi o-algebra
obsahujici konecné rozmérné vélce

linearni prostor (t¥id p-s.v. rovnych) méfitelnych funkei f
pro které [, |f(z)[Pdu(z) < oo v piipadé 1 < p < o0 a
|f| < o0 p-s.v. pro p = oo; zkracené LP(X), LP, je-li zfejmé
o jaky prostor s mirou se jedna

norma na prostoru LP(X, S, p); zkracené | - || zo(x), || - [|zr
nebo jen || - ||, je-1li zfejmé, o jaky prostor s mirou se jedna
chapeme jako LP(R,B(R), ), kde A Lebesgueova mira na
R

chapeme jako LP((a,b),B((a,b)), M|, kde Xp) je re-
strikce Lebesgueovy miry na (a, b)
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Pravdépodobnost

(Q, A, P)
EX
cov(X,Y)
N(p,0?)
N(p,0)
N(p, )

X ~pu
X~Y

pravdépodobnostni prostor

stfedni hodnota nahodné veliciny (vektoru) X
kovariance mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y

normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem o
Diracovo rozdéleni v bodé p

vicerozmérné normalni rozdéleni s vektorem stiednich hod-
not p a varian¢ni matici

nahodné veli¢ina (vektor, proces) X mé rozdéleni p
nahodné veli¢ina (vektor, proces) X ma stejné rozdéleni
jako nahodna veli¢ina (vektor, proces) Y’

2

Landauovy symboly

f(x) =o(g9(x), v —a  lim, ., f(z)/g(x) =0
f(x) =0(g(x)), v = a  limsup,_,[f(x)/g(x)] < oo
f(z) < g(x), 2 —a lim, ., f(x)/g(z) € (0,00)
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Priloha A
Obsah prilozeného CD

BcPrace-final.pdf
Text této prace v PDF.

choleskeho metoda.nb
Skript generujici trajektorie frakcionalniho Brownova pohybu pomoci Cho-
leského metody 2.3] v Mathematice.
fgn.R
Funkce generujici frakcionalni gaussovsky sum v R.
hoskingova metoda.nb
Skript generujici trajektorie frakcionalniho Brownova pohybu pomoci Hos-
kingovy metody 2.2] v. Mathematice.
rs.R
Hurstova R/S analyza [3:2] pro odhad H naprogramované v R.
stochasticka reprezentace.nb
Skript generujici trajektorie frakcionalniho Brownova pohybu pomoci me-
tody stochastické reprezentace 2.4 v Mathematice.

testovani.RData
Data pro porovnani metod odhadu Hurstova indexu z nichz vychazi B.3

varplot.R
Metoda agregovaného rozptylu B.1l pro odhad H naprogramované v R.

vypocet ift.nb
Skript v Mathematice, ktery jsem vyuzil v [[.L2.9] pro vypocet inverzni Fou-
rierovy transformace autokovarian¢ni funkce frakcionalniho gaussovského
Sumu.
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