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Abstrakt: Optimalizace je dulezitd kazdodenni ¢innost, at uz chceme maxima-
lizovat efektivitu nebo minimalizovat néklady. Mnoho problémi z praxe umime
prevést do teorie grafii a nasledné optimalizovat. V této praci se budeme vénovat
dopravnimu problému, ktery spoc¢iva v uspokojeni pozadavki vSech odbératelu
za co nejnizsi cenu. Dalsi je problém maximalniho toku, kde chceme siti, v které
mé kazda hrana kapacitni omezeni, pfepravit co nejvice komodity (ropa, plyn,
... ). Také se podivame na jeho alternaci v pfipadé, Ze spolu s maximalizaci toku
chceme zaroven minimalizovat naklady. Na feSeni téchto problému si zavedeme
numerické algoritmy jako metodu fadkovych a sloupcovych ¢isel, znackovaci algo-
ritmus, algoritmus nejkratsi zvétsujici se cesty a Preflow-Push algoritmus. Jejich
funké¢nost si nakonec pfedvedeme na piikladé, kde se potvrdi spravnost algoritmu
a jejich rozdily.
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Abstract: When it comes to maximization of effectively or minimizing of cost,
optimization represents the key activity. There is a number of practical examples
that can be implemented into Theory of Graphs and subsequently optimized. This
thesis includes the introduction to transportation problem where the consumer
demand is met by the lowest price. Also there is maximum flow problem which
is to transfer maximum of commodity (petroleum, gas...) through the network
where each edge has a capacity restriction. We will also look into the alterna-
tive situations where we will maximize the flow along with minimizing of cost.
To resolve these problems we will establish numeric algorithms like distribute
method, labeling algorithm, shortest augmented path algorithm, and Preflow-
Push algorithms. We will also illustrate functionality on example which confirms
appropriate application of algorithms and differences among them.
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Abstrakt: Optimalizacia je dolezita kazdodenné ¢innost, ¢i uz chceme maximali-
zovat efektivitu alebo minimalizovat néklady. Vela problémov z praxe vieme pre-
viest do tedrie grafov a nésledne optimalizovat. V tejto préci sa budeme venovat
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spolu s maximalizaciou toku chceme zaroven minimalizovat naklady. Na rieSenie
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Uvod

V tejto bakalarskej praci sa budeme venovat optimalizacii toku grafom.

Na uvod si pripomenieme niektoré klicové pojmy zo suvisiacich matematic-
kych disciplin ako st diskrétna matematika a optimalizacia.

Jednym z doélezitych problémov je dopravny problém, ktorému venujeme druhu
kapitolu. Problém spoc¢iva v minimalizacii dopravnych nakladov pri preprave to-
varu od dodéavatela do skladov odberatelov. Musime v8ak dodrzat podmienky,
ktoré st obmedzené ponukou dodévatela a musia sa naplnit poZziadavky skladov.
Predstavime si matematickt formulaciu tohto problému, t.j. prechod na tlohu
linedrneho programovania. UkaZeme si tri algoritmy na hladanie pripustného ba-
zického riesenia a spomenieme ich vyhody a nevyhody. Potom si predstavime me-
todu riadkovych a stlpcovych éisel, ktora postupnymi iterdciami najde optimalne
rieSenie z pripustne bazického riesenia. Kapitolu ukon¢ime praktickou ukézkou
metody severozapadného rohu, metdédy minimélnej ceny a nakoniec metody riad-
kovych a stipcovych ¢isel na priklade.

V tretej kapitole si zadefinujeme pojmy ako tok a siet a takisto aj tlohu o
maximéalnom toku. T4 sa da v praxi predstavit ako siet ropovodov alebo plynovo-
dov, kde ¢asti potrubia maju isté kapacitné obmedzenia a my hladame maximalne
mnozstvo komodity, ktortt mézeme nimi prepravit. Ukdzeme si Ford a Fulkersonov
algoritmus, ktory sa nazyva algoritmom zvécsujucich ciest a znackovaci algorit-
mus. Patria medzi najjednoduchsie algoritmy, ktoré riesia tlohu maximélneho
toku, no ich nevyhodou je vysoka ¢asova naro¢nost. Dalej si ukdZzeme algoritmus
najkratsej zvacsujucej cesty, ktory je o nie¢o komplikovanejsi, ale jeho ¢asova na-
ro¢nost je vyrazne nizsia. Ako posledny algoritmus v tretej kapitole uvedieme
Preflow-Push algoritmus, v ktorom si budeme musiet pozmenit definiciu toku a
opat dostaneme algoritmus s nizkou ¢asovou naro¢nostou. Nakoniec si uvedieme
rozne modifikicie ilohy o maximalnom toku a sposob akym ich previest na po-
vodnu tlohu, ktora uz vieme riesit.

V stvrtej kapitole budeme opéat maximalizovat tok, no zaroven budeme chciet
minimalizovat cenu. V tejto Casti si uvedieme algoritmus zapornych cyklov, ktory
nadviaze na algoritmy predstavené v tretej kapitole.

V poslednej kapitole pouzijeme znackovaci algoritmus, algoritmus najkrat-
Sej zvacsujucej cesty a Preflow-Push algoritmus na priklade inSpirovanom praxou,
kde uvidime rozdielny pristup algoritmov k rieSeniu tlohy.



Kapitola 1

Teoretické zaklady

1.1 Disktrétna matematika

Aby sme pochopili vety, definicie, dokazy a algoritmy, ktoré budeme rozobe-
rat v dalsich kapitolach, budeme si musiet pripomenit niektoré ¢asti diskrétne;j
matematiky. VSetky pojmy a vety, o ktoré sa budeme opierat a ktoré budeme
pouzivat, sa nachadzaju v tejto sekcii a dalej v texte budeme predpokladat ich
znalost za samozrejmu.

Definicia 1 (graf, orientovany graf). Graf G pozostdva z neprdzdnej konecénej
mnoziny V' a mnoZiny E, ktord je mnozinou dvojbodovijch podmnoZzin mnoZiny V.
Prvok mnoziny V' nazgvame vrchol (vertex) a prvok mnoZiny E nazgvame hrana
(edge). Zvycajné znacenie je G = (V, E).

Ak E je mnoZinou usporiadanych dvojbodoviych podmnoZin mnozZiny V', potom
G = (V, E) nazyvame orientovany graf.

Definicia 2 (bipartitny graf). Graf G = (V, E) sa nazyva bipartitny, pokial
vieme mmnoZinu V' rozdelit na dve podmnoZiny V', V" také, Ze kaZdd hrana z
mnozZiny E spdja vrchol z mnoZiny V' s vrcholom z mnoZiny V.

Definicia 3 (podgraf). Graf G’ je podgrafom grafu G, ak plati, Ze V(G') C
V(G) a E(G") C E(G).

Definicia 4 (cyklus). Cyklom v grafe G = (V, E) rozumieme postupnost
(vo, €1, V1, €2, -.., €41, Vy_1, €, Vo),

kde v; € V(G) pre Vi =1, ..., t — 1, navzdjom rézne a e; = v;_1v; € E(G).

Pozndmka. Iné pomenovanie cyklu v grafe je kruznica.

Definicia 5 (suvislost). Graf G nazgvame savisly, pokial pre kazdé dva vrcholy
x a vy existuje cesta z x do y.

S tymito znalostami o grafoch si mo6zme pripomenut zékladné poznatky o
stromoch.

Definicia 6 (strom). Suvisly graf, ktory neobsahuje cyklus, nazgjvame strom.



Lemma 1 (o koncovom vrchole). KaZdy strom s aspor dvoma vrcholmi obsahuje
nagmenej dva vrcholy, z ktorgch vychddza prdve jedna hrana (vrchol stupria 1).
Takyto vrchol nazyvame koncovym.

Nasledujuce dve vety su prevzaté z [8] strany 141, 142.

Veta 2 (postupna vystavba stromu). Pre dany graf G a jeho koncovy vrchol v si
nasledugjice tvrdenia ekvivalentné:

i) G je strom,

ii) G — v je strom.

Dékaz. V [8] strana 141.
4

Veta 3 (charakterizécia stromu). Pre graf G = (V, E) s nasledujice podmienky
ekvivalentné:

i) G je strom.

ii) (jednoznacnost cesty)
Pre kazdé dva vrcholy x, y € V' existuje prdve jedna cesta z x do y.

iii) (minimdlna sivislost)
Graf G je suvisly, vynechanim lubovolnej hrany vznikne nesuvisly graf.

i) (mazximdlny graf bez kruznic)
Graf G neobsahuje kruznicu, kaZdy graf, ktory vznikne z G pridanim hrany
(t.j. graf tvaru G + e, kde e € (1) \ E), uz bude kruZnicu obsahovat.

v) (Eulerov vzorec)

G je suvisly a |V| = |E| + 1.

Dékaz. Jednotlivé kroky dokazu si podrobne popisané v [8| strany 142, 143.

3

Definicia 7 (kostra). Nech G = (V, E) je suvisly graf. Kostrou potom roz-
umieme graf K = (V, E'), pre ktory plati:

i) E' CE,
ii) T je stromom.

Takyto teoreticky tvod z oblasti diskrétnej matematiky nam zatial bude sta-
¢it.



1.2 Optimalizacia

Okrem pojmov z diskrétnej matematiky si pripomenieme niektoré pojmy z
optimalizacie, ktorych znalost v dalsich kapitolach budeme opéat povazovat za
samozrejmi.

Definicia 8. Uloha linearneho programovania v Standardnom tvare je
zadand:

min{c'x : Ax = b, > 0}, (1.1)

kde b € RP, A € RP*? sii podmienky, pri ktoryjch minimalizujeme a ¢ € R?
reprezentuje vyraz, ktory minimalizujeme.

Nasledujuica definicia je prevzata z [5] strana 22.

Definicia 9. UvazZujme maticu A € RP*?. Vyberme nejaki mnoZinu indexov
premennych L C {1, 2, ..., q} tak, aby obsahovala prdve m réznych poloZiek.
Vezmeme prislusné stlpce matice A a zostavime z nich Stvorcovi maticu Ay =

(Aji,je{l,2,...,p}, i€ L)
e Pokial je matica Ay, requldrna, potom hovorime, Ze L je baza alohy (1.1).

o Ak L je bazou ulohy 1.1, potom k nej patri (L) € R™, ktoré je jednoznacne
urcené podmienkami Ax(L) = b a x(L); = 0 pre vsetky i ¢ L. Bod x(L)
nazyvame bazické rieSenie prislusné k bdze L.

e Nech L je bdazou ulohy (1.1) a bazické riesenie (L) je nezdaporné. Potom
sa jednd o pripustna bazu.

e Nech L je bazou tlohy (1.1) a prislusné bdzické riesenie (L) je optimdlnym
riesenim tlohy (1.1). Potom sa jednd o optimalnu bazu.

e Hovorime, Ze x je bazické rieSenie ulohy (1.1), pokial existuje bdiza L
takd, Ze x = x(L).

e Hovorime, Ze x je pripustné bazické rieSenie ulohy (1.1), pokial ezistuje
pripustnd biza L takd, Ze x = x(L).

e Hovorime, Ze x je optimalne bazické rieSenie ulohy (1.1), pokial existuje
optimdlna baza L takd, Ze x = x(L).

Nasledujicu definiciu sme prevzali z [5] strany 31, 32.

Definicia 10 (duélna uloha). Nech je dand matica A dimenzie (p X q), p-
rozmerny vektor b, q-rozmerny vektor ¢ a disjunkiné rozklady mmnozin indexov
Lul-Ulc={1,2,...,q}, >UJcUJ- ={1, 2, ..., p}. Potom dvojica 1loh



linedrneho programovania

manimalizovat

za podmienok

maximalizovat

za podmienok

q
Z CiT;i
i=1
q
Z Ajﬂ‘l’i Z bj
=1

q
D A < b
=1

q

Z Aj,ixi = bj

i=1
z;, >0
z; <0
z;, €ER

p
> b
=1

p
Z Ajiy; < ¢
=1

p
Z Aj,iyj > ¢
=1

p
> Ajiy; = ¢
=1

y; >0
y; <0
ijR

pre Vj € J>,

pre Vj € J<,

pre Vj € J_,

pre Vi € I,
pre Vi € I<,
pre Vi € I,

pre Vi € I,

pre Vi € I<,

pre Vi € I,

pre Vj € J>,
pre Vj € J<,
pre Vj € J_,

sa nazyva dvojicou dudlnych dloh linedrneho programovania.



Kapitola 2

Dopravna tuloha

Najprv sa budeme venovat dopravnej tlohe, ktora je Specidlnou tlohou line-
arneho programovania. Jedna sa o tok bipartnym grafom, ktorého hrany maja
Specialnu orientaciu.

2.1 Zadefinovanie dopravnej tlohy

Zavedme si slovnu a matematicka formulaciu dopravnej tlohy.

Mame p skladov sy, .. ., sp, v ktorych sa nachadza rovnorody vyrobok v mnoz-
stvach aq, ..., a,, ktory je treba rozviezt odberatelom ¢, ..., t,, ktori pozaduji
mnozstva by, ..., b,. Naklady na prepravu zo skladu s; k odberatelovi b; st ¢ ;.

Cielom je minimalizovat celkové dopravné naklady a naplnit poziadavky odbera-
telov. Nech z; ; je hTadané mnozstvo tovaru prevazané zo skladu s; k odberatelovi
tj, potom matematickd formulécia mé nasledujtci tvar.

Nech a;, b; > 0, ¢;; € R, potom

P4
minimalizovat Z Z Ci i %ij, (2.1)

i=1 j=1
q

za podmienok Zx” = a; (t=1, ..., p),
j=1
p

> wij =1 G=1, ..., 9),
i=1

wi,jZO (Z:L,p,_]zl,,q)

Vys&sie sformulovand dopravna tloha sa nazyva vyvéazena kvoli rovnostiam
D Tig=a,preVi=1 .., pa)y mz;=0bpreVj=1, .., ¢, teda dopyt
odberatelov sa rovna ponuke skladov. Pri hladani pripustného a optiméalneho
rieSenia mozeme pouzivat tento tvar vdaka nasledujucej lemme.

Lemma 4. Nasledujice podmienky si pre ilohu (2.1) ekvivalentné:
i) plati Y8 a; = ;1.:1 b;



i1) md pripustné riesenie,

iii) md optimdlne rieSenie.

Dékaz. V [4] strany 189, 190.
J

- . ~ ~ , p q . . ’ , . v
Pozndmka. Je zrejmé, Ze v pripade » 3, a; < » 7, b; neexistuje pripustné riese-
nie.

Na zéaver tejto Casti si napiSeme dopravni ulohu (2.1) ako tulohu linearneho
programovania v Standardnom tvare:

min{c'x : Az = b,z > 0}. (2.2)

2.2 Hladanie pripustného bazického rieSenia

Ststava rovnic Az = b (vyraz (2.2)) ma Specificky tvar. Pre lepsiu predstavu
sa pozrieme, ako vyzera. Pouzijeme rozmery p = 3, ¢ = 4.

-
T = ($1,1, T12, T1,3, L14, L21, 2,2, 2,3, L24, T3,1, L3,2, L33, 5103,4) )

ay
a2
as
by
by
bs
by

AN

I
coo oo~
cC o~ olo o
O~ o oo o
—_— o o oo o
coorlo~o
cComolo~Oo
o~ oolo~oO
—_ o o oo~ o
coorl~oo
corR oo
o~ oo~ oO
_ o ook oo

-

I

Matica A € RPTP7 m4 v kazdom stlpci prave 2 jednotky a vidime systém ich

rozmiestnenia. Hodnost matice A je p+ ¢ — 1, vid. [4] strana 190, ¢o vyuZzijeme
v dalsej avahe.
Oznac¢me si stlpce matice A ako aii, @12, - .., Qig, Q21, --., Gpg. A mozeme
priradit grafu K, , a opacne, kde hrane s;t; prinalezi stlpec a;jpreVi=1,...,p
aVj =1, ..., q. Pomocou nasledujtcej lemmy transformujeme problém hladania
pripustnej bazy dopravnej tlohy na problém hladania kostry grafu K, ,.

Lemma 5. Sustava S pozostavajica z p + q — 1 stl})cov matice A je linedrne
nezavisld prave vtedy, ked podgraf grafu K, , s hranami prindleZiacimi sistave S
je stromom.



Dékaz. V |4] strana 191.
4

Staci teda najst kostru grafu K, , a urcit pocet prepravovaného tovaru z;; > 0
na jej hranach. Samozrejme nesmieme pri konstrukeii kostry zabudnut na pod-
mienky dané a; a b;. Z lemmy o koncovom vrchole vieme, Ze v strome existuju
aspon dva koncové body, teda body, z ktorych vedie prave jedna hrana. To zna-
mend, ze ak maju byt splnené podmienky dopravnej tlohy, tak na tejto hrane
plati, napriklad z;; = a; (alebo x;; = b;, zalezi na tom, ¢ je koncovym vrcho-
lom sklad alebo odberatel). Z vety o postupnej vystavbe stromu vieme, Ze po
odstraneni koncového vrcholu nam zostane strom. Odstranme teda vrchol a; a
prislusni hranu (uz pozname mnoZstvo tovaru prepravené touto hranou). Dostali
sme o jeden vrchol mensiu dopravnu ulohu. Na tejto myslienke st vybudované
nasledujtce algoritmy.

Algoritmus 1 (vSeobecny). Priradimei € {1,...,p}:=1,j€{1, ..., q} :=J.
1. krok Lubovolne vyberieme i € I, j € J.
2. krok Priradime x;; := min{a;, b;} a a; == a; — x;;, b; = b; — x;;.

3. krok Ak plati, Ze a; = 0 alebo b; =0, tak I := I\ {i} alebo J :=J\ {j}. V
pripade, Ze a; = 0 a zdroven b; = 0, odstranime index z lubovolnej mnoZiny s
aspon dvoma prvkami, ak neexistuje takd mnoZina, odstranime z lubovolnej.

4. krok Vrdtime sa na 1. krok. Algoritmus skoncime pri vyprdzdneni jednej z
mmnozin.

Existuju viaceré modifikacie tohoto algoritmu, niektoré si teraz uvedieme.
Algoritmus 2 (metoda severozapadného rohu).
1. krok Vyberiemei € I, j € J, aby boli o najmensie.
2. krok Kroky 2, 3, 4 su rovnaké ako v Algoritme 1.

Vyhodou metédy severozéapadného rohu je jednoduchost a rychlost vypoctov.
To si ndzorne ukdzeme na rieSeni Prikladu 1, taktiez tam demonstrujeme tabul-
kovy zapis, pomocou ktorého pocitame.

Uvedieme si d'ali alogritmus.
Algoritmus 3 (metéda minimalnej ceny).

1. krok Vyberieme 1 € I, j € J tak, aby bolo c;;, teda cena za prepravu, co
najmensia moznd.

2. krok Kroky 2, 3, 4 su rovnaké ako v Algoritme 1.

Poznamka. Tento algoritmus sa vyskytuje aj s menom indexova metoda.

KedZe vyberame najnizsiu cenu, mozeme oc¢akavat rieSenie blizsie ku optimal-
nemu, no vo vieobecnosti to neplati.



Algoritmus 4 (Vogelova aproxima¢na metoda).

1. krok Pre kazdy stlpec a kazdy riadok tabulky vypocitame rozdiel medzi naj-
mensou a druhou najmensou cenou. Zvolime riadok alebo stlpec, kde je tdto
hodnota najvicsia a v om c; ;, t € I, j € J, ktoré je najmensie.

2. krok Kroky 2, 3, 4 su rovnaké ako v Algoritme 1.

Tento algoritmus dava v praxi Casto rieSenia blizke optimalnemu, no opét
to teoreticky nie je zarucené. Nevyhodou je mnozstvo vypoctov v porovnani s
Algoritmami 2 a 3.

Veta 6. Algoritmus 1 zaruci bazické pripustné riesenie dopravnej ulohy po p+q—1
iterdciach.

Dékaz. Vdaka Lemme 5 nam sta¢i dokazat, ze hrany s;t;, zodpovedajtce vy-
branym dvojiciam indexov (7,5), tvoria kostru grafu K, a ze zlozky z;; tvoria
pripustné rieSenie. Vetu dokazeme pomocou matematickej indukcie.

Nech p = ¢ = 1, potom na hrane s;?; jednoducho uré¢ime z;; = a; = b;, teda je
zrejmé, ze to plati.

Indukénym predpokladom je, Ze tvrdenie plati pre p +qg — 1 > 2.

Dokéazeme tvrdenie pre p + ¢ > 2. Ak postupujeme podla algoritmu, teda po
vybrani prvého indexu odstranime koncovy vrchol stromu, dostaneme dopravnii
tlohu s p + ¢ — 1 vrcholmi, ¢o je nas indukény predpoklad. .

2.3 Testovanie optimality

Pri testovani optimality pouzijeme modifikiaciu simplexovej metody pre vyva-
zeny dopravny problém. Tato modifikicia sa nazyva metoda riadkovych a stlp-
covych ¢isiel.

Najprv sa pozrime, ako vyzera dudlna tloha k tlohe (2.1).

p q
max E a;u; + E b;jv;
i=1 j=1

za podmienok u; +vj < ¢ Vi=1, ...,paj=1, ..., q.

Oznacme si J = {(i,j):i=1,...,p;j =1, ..., ¢}. Uvedieme algoritmus. Tento
algoritmus je prevzaty z [5| strana 43.

Algoritmus 5 (metéda riadkovych a stlpcovych ¢isel).

1. krok Ndjdeme pociatocni primdrne pripustni bizu Ly C J, card(Ly) = p +
q — 1 pomocou jedného z algoritmov uwvedengjch v predchdadzajicej sekcii.



2. krok Madme k dispozicii primdrne pripustni bizu Ly C J, card(Ly) = p+q—1.
Vyriesime stustavu rovnic

U; +Vj = G5 V<Z,j) € L.

Vigsledkom si riadkové ¢isla w;*, @ =1, ..., p a stlpcové ¢islav;*, j =1, ...,
q. Riesenie nie je dané jednoznacne, ale sucty w;* + v;* st jednoznacné.

3. krok Pokial

wt + v <y V(i.j) € Ly,

tak prejdeme na 5. krok.
V opacnom pripade ndjdeme (v,x) € J také, Ze u,* +v.* > ¢, a prejdeme
na 4. krok.

4. krok Ndjdeme cestu (ig,jo), (i1,J1); - -, (iap.Jjap) € J taki, Ze

® g =1lap =L, Jo = Jap = K.
e Pred=0,1, ..., D—1 jeisg 1 =iogso @ Jog = I2d41-
e (i1,J1), (i2.J2), - -, (f2p—1,J2p-1) € Li.

Ndjdeme A € {0, 1, ..., D — 1} tak, Ze

x(Ly) = min{x(Ly) :d=0,1,...,D—1}.

12A+1,J2A+1 12d+1,J2d+1

Polozime L1 = (Lx U {(t,5)} \ {iaas1,d2a+41}). Potom Lyyy je primdrne
pripustnd bdza a vraciame sa na 2. krok.

5. krok Ndjdend baza Ly je optimdlna a preto x(Ly) je optimdlnym rieSenim
dopravnej ulohy (2.1).

Priklad 1. Pouzili sme zadanie z [5] strana 43. Nech p = 3 a ¢ = 4 (méame tri
sklady s1, s2, s3 a Styroch odberatelov ti, to, 3 a t4). Ceny c¢;; za prepravu
uvedieme v matici e¢. Podmienky a; a b; zadame vo vektoroch a a b.

5 ;l 2 211
a= 4], b= ] e=(1121
3 ) 121 2

Prvy krok Algoritmu 5 hovori, Ze mame néjst primérne pripustnu bazu. Aby
sme si nazorne ukazali rozdiely medzi algoritmami, pouzijeme dva z nich. Ako
prvy Algoritmus 2 (metdda severozapadného rohu) a po iom Algoritmus 3 (me-
toda minimalnej ceny). Pre obidva uvedieme tabulku uZz s kone¢nou bazou. Po-
stupnost jednotlivych krokov moézeme vidiet pri postupnej zmene podmienok (¢o
je druhy krok v obidvoch algoritmoch) a naviac uvedieme poradie, v ktorom sme
ziskavali prvky bazy.
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tl t2 t3 t4 a
s[4 1 3L
S 1 3 4,3
S3 1 2 | 3.2
b |4 I 41 2

S Algoritmom 2 sme dostali takuto postupnost prvkov v baze: (1,1), (1,2),
(2,2), (2,3), (3,3), (3,4). Mozeme vidiet, Ze tento algoritmus je naozaj jednoduchy
a prehladny, v tabulke za¢neme v pravom hornom rohu a postupne prechadzame
k Tavému dolnému.

Hodnota ucelovej funkcie je:

4Xx24+1%x24+1x1+3%x24+1x1+2x2=22.

tl tg t3 t4 a
S1 4 1 5,1
Sy | 4 4
s3| 0 2 IBED:
b |4 2 4 21

S Algoritmom 3 sme dostali takato postupnost prvkov v béaze: (2,1), (3,1),
(1,3), (1,4), (3,2), (3,4). KedZze matica ¢ obsahuje iba jednotky a dvojky, mohli
sme dostat aj iné poradie alebo int bézu, pretoze pri vyberani najmensej ceny
vyberdame z viacerych moznosti. Vsimnime si takisto pritomnost 0 v béaze. T4
vznikla tak, ze v prvej iteracii sa nam vynulovali obidve podmienky, teda mohli
sme si vybrat, z ktorej mnoziny odstranime index a kedze ¢; 3 = 1, ¢o je najnizsia
cena, tak sme ju nasledne vybrali do bazy.

Hodnota tucelovej funkcie je:

4x14+0x14+4x14+1x14+2%x24+1x2=15.

Vidime, Ze obidva algoritmy sa skoncili po p + ¢ — 1 = 6 iteraciach. V tomto
pripade je k optimalnemu rieSeniu blizsie algoritmus 3 a bézu, ktori sme s nim
nasli, budeme pouzivat dalej.

Dopocitame si riadkové a stIpcové ¢isla, ktoré zapiseme do prehl'adnej tabulky.

\% 0 1 1 1
u t to ts 21 a
2 0|2 1|1 111 1
01 sy 4 1 5
1 1|1 12 |2 211 12
1] s 1 4
1 112 211 1212 2
1] 55 0 2 1 3
b 4 2 4
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V Tavom hornom rohu mame ¢; ;, v pravom hornom rohu sa nachadza stucet
w;* + v;*. Teraz vidime, Ze kritérium optimality bolo porusené pre 3 dvojice in-
dexov (vykri¢nik). Nech (¢,x) = (2,2). Najdeme cestu: (2,2) — (3,2) — (3,1) —
(2,1) — (2,2). Zistime, ze (2,2) bude v novej baze namiesto (3,2). Prepocitame
tabulku a vypoéitame nové riadkové a stlpcové ¢sla.

\ 0 0 1 1
u t to ts ta a
2 0|2 0|1 11 1
01 s 4 1 5
1 1|1 112 211 12
1| s9 2 2 4
1 112 111 1212 2
1| s3 2 1 3
b 4 2 4

Vidime, ze kritérium optimality bolo porusené 2 dvoch pripadoch (vykri¢nik).
Nech (1,) = (2,4). Najdeme cestu: (2,4) — (3,4) — (3,1) — (2,1) — (2,4). Zis-
time, Ze (2,4) bude v novej baze namiesto (3,4). Prepoc¢itame tabulku.

v 0 0 0 0
u t1 to t3 t4 a
2 1]2 1]1 1]1 1
1] s 4 1 )
1 1)1 11]2 1]1 1
1] s9 1 2 1 4
1 1]2 1]1 1]2 1
1| s3 3 1 3
b 4 2 4

Vidime, Ze teraz s splnené vSetky kritéria optimality, Co znamené, Ze sme
nasli optimélne riesenie.
Hodnota tucelovej funkcie:

IX1+1x14+2x14+4x1+1x1+1x1=12.
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Kapitola 3

Uloha o maximalnom toku

V tejto kapitole sa budeme venovat maximalizacii toku v sieti a predstavime
si zékladné algoritmy.

3.1 Uvod

Ako prvé si zadefinujeme pojem siete.

Definicia 11 (siet). Orientovany graf G = (V, E) s vyznacengm vrcholom zdroja
s a vrcholom vystupu t a s kapacitnou funkciou u: E(G) — Ny sa nazjva siet.

Funkcia u(E) priradzuje kazdej orientovanej hrane kapacitu (v praxi to moze
byt §irka potrubia .. .), ktora v kone¢nom désledku predstavuje maximéalne mnoz-
stvo komodity, ktoré moze cez tuto orientovand hranu prejst za jednu casovi
jednotku. Casto budeme pouzivat znacenie u(e;;) = uy;, ij € E(G). Oznatme si
U = maz{u;;: ij € E}.

Majme siet G = (V, E). V tejto kapitole predpokladame, Ze pre kazdu hranu
1) € E plati, Zze hrana ji € F. Nestratime tym na obecnosti, pretoze Definicia 11
povoluje nulové kapacity hran.

V predchadzajucej kapitole sme pracovali s pojmom tok intuitivne, ako presun
vyrobku zo skladu k odberatelovi. V tejto kapitole budeme potrebovat presnejsi
pristup a preto si tento pojem zadefinujeme (tok méze prezentovat rozne komodity
z praxe ako ropa, plyn, piesok, ... alebo aj elektricky prad).

Definicia 12 (tok). Funkciu x: E(G) — Ny s vlasnostami:

Yooy Y wp=0  VieV(G)\{st} (3.2)
{j:ijeE} {j:jicE}

nazyvame tok.

Prva podmienka zarucuje dodrzanie kapacit orientovanych hran ij a druha
podmienka nam zarucuje to, ze mnozstvo komodity, ktoré do vrcholu pritecie,
vrchol aj opusti. Vidime, ze mnozstvo komodity pocas toku medzi vstupom s a
vystupom t ni¢ nemoéze zmenit. Zadefinujeme si pojem velkost toku.
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Definicia 13 (velkost toku). Cislo
flay="D> wy— > w
{j:sjcE} {j:jseE}
nazyvame velkostou toku.

Uloha o maximéalnom toku znamena maximalizovat f(x) (takyto tok sa na-
zyva maximalny).

Posledny velmi doélezity pojem, ktory si zavedieme v tejto casti kapitoly je rezi-
duéalna siet.

Definicia 14. Nech x je tok v sieti. Pre kaZdi orientovani hranu v sieti zavedieme
pojem rezidualna kapacita r;;, ktord predstavuje mazimdlnu velkost doplnko-
vého toku (tok, ktory mozZeme pridal k aktudlnemu toku z vrcholu i do vrcholu
J vyuZivac hrany ij a ji). Plati, Ze r;; = w;; — x;; + ;. Rezidudlna kapacita je
zloZend z dvoch prvkov, prvy je nevyuzitda kapacita toku na orientovanej hrane a
druhy je zrusenie pripadného toku z vrcholu j do vrcholu 1.

Siet zostaveni z orientovanych hrdan ohodnoteniyjch kladnymi rezidudlnymi kapa-
citami (z povodného toku x) nazgvame rezidualna siet.

3.2 Algoritmus zvacsujucich ciest a znackovaci al-
goritmus

Algioritmus zvéacsujucich ciest predstavili Ford a Fulkerson. Technicky to nie
je algoritmus, kedZe nezaviedli, ako mame hladat zvacSujuce cesty, pozrime sa, v
¢om spociva.

Algoritmus 6.
1. krok Zavedieme tok x = 0 a vytvorime rezidudlnu siet.

2. krok Najdeme orientovani cestu P zo zdroja s do viystupu t. Ak Ziadna ne-
existuje, tdeme na 4. krok.

3. krok Priradime A = min{r;; : ij € P}, zvysime tok x pozdlZ P o A a prepo-
citame ohodnotienie hrdn v nasej rezidudlnej sieti. Vrdatime sa na 2. krok.

4. krok Ziskali sme maximdlny tok f(x).
Pozndamka. Nulovy tok, ktory sme si zaviedli v 1. kroku, je pripustny tok.

Definicia 15 (zvicsujuca cesta). Orientovand cesta zacinajica v s a konciaca v
t v rezidudlnej sieti sa nazyva zvac¢Sujiaca cesta.

V znackovacom algoritme si uz ukazeme konkrétne kroky ako hladat zvéicsu-
juce cesty a ako zistime, Ze uz Ziadna neexistuje. Vrcholy budeme oznackovavat
¢islom vrcholu, z ktorého sme do nich prisli, teda pre vrchol j, do ktorého sme sa
dostali z vrcholu i bude znacka vyzerat: pred(j) = 1.
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Algoritmus 7.
0. krok Zavedieme tok x = 0.
1. krok Vytvorime rezidudlnu siet. Oznackujeme si vrchol s (zdroj).

2. krok Vyberieme oznackovany vrchol ©. Pre vsetky hrany ij vychddzajice z vr-
cholu i (nezabidajme, Ze pracujeme v rezidudlnej sieti) skontrolujeme, ¢i je
vrchol j oznackovany. Ak nie je oznackovany a r;; > 0, potom pred(j) = 1.

3. krok Ak t nie je oznackované a neexistuje Ziadna hrana spdjajica oznacko-
vané a neoznackované vrcholy, ideme na 5. krok. Ak je vrchol t (vystup)
oznackovany, postupime na 4. krok, inak sa vratime na 2. krok.

4. krok VyuzZijeme znacky pred pri kaZdom vrchole, aby sme nasl zvicsujicu
cestu P z s do t. Zvicsime tok x po ceste P o A = min{r; : ij € P},
zmazeme vsetky oznacenia pred a vrdtime sa na 1. krok.

5. krok Nasli sme mazimdlny tok, ktoryj si z rezidudlnych kapacit vieme vypocitat
ako

Tij = WUi5 — Tij, Tji = 0 pre u; > Tij

Tji =Ty — Uiy, Ty =10 pre Uiy < 7y

Nevyhodou tohoto algoritmu je jeho vysoka ¢asova naroc¢nost. Kazdy znacko-
vaci proces v jeho priebehu presktma kazdy vrchol najviac raz. Kedze znackovaci
alogoritmus zvacsi velkost toku o najmenej jedni¢ku, hornéa hranica poc¢tu iterécii
je nU v sieti s n vrcholmi. Pri velkom U moéZeme dosahovat velmi velké pocty
iteracii. Druhou nevyhodou tohto algoritmu je fakt, ze vzdy zmazeme celé oznac-
kovanie vrcholov. MéZeme pri tom mazat niektoré informacie, ktoré by nam mohli
pomoct pri dalsich iteraciach. Vidime, Ze je tu priestor na zlepSovanie, ¢o si uka-
zeme v dalsich algoritmoch.

V zavere tejto Casti este uvedieme vetu, ktora dokazuje korektnost vyssie uve-
denych algoritmov.
Nech S C V(G), S =V(G)\ S, s € S, t € S. Ozna¢me (S,5)g mnozinu orien-
tovanych hran, ktoré spajaju kazdé i € S s j € S. Tato mnozinu nazyvame
rezom. Kapacitu rezu oznacujeme c(S,S)q a definujeme ju ako stcet individudl-
nych kapacit vietkych hran rezu, teda f(S,5)q = 3¢ g Uij- Rez s minimalnou
kapacitou sa nazyva minimovy.

Veta 7 (0 maximalnom toku a minimovom reze). V lubovolnej sieti sa maximdlny
tok rovnd kapacite minimového rezu.

Dékaz. V [1] strana 74.
d
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3.3 Algoritmus najkratsej zvacsujicej cesty

Ako nazov tohto algoritmu naznacuje, budeme si musiet zaviest pojem vzdiale-
nosti, aby sme vedeli ndjst najkratsiu zvacsujucu cestu. V celej tejto casti budeme
pracovat s rezidudlnou sietou.

Definicia 16. Zavedieme vzdialenostna funkciu d : V' — Ny, pre ktord su
splnené nasledujice podmienky

d(t) =0,
Pod d(i) rozumieme oznackovanie vzdialenosti vrcholu i.

Plati, Ze d(i) < k pre Tubovolni cestu dlzky k v rezidudlnej sieti zac¢inajtcej
vo vrchole i. To nam dava spodné ohranicenie dlzky najkratsej zvacsujicej cesty.

Definicia 17. Orientovani hranu ij v rezidudlnej sieti nazveme prijatelnou,
pokial plati d(i) = d(j) + 1. Ostatné orientované hrany si neprijatelné.

Algoritmus, ktory uvedieme, bude zvySovat tok po prijatelnych cestach, ktoré
su zloZené z prijatelnych hran a spajaju zdroj s vystupom. Pre Tubovolna prija-
telni cestu dizky k& bude platit d(s) = k. Spodnou hranicou dlzky kazdej cesty
zo zdroja s k vystupu t je d(s) a alogritmus bude zvySovat tok po najkratsich
cestach. Dolezité je poznamenat, Ze v sieti s n vrcholmi sa dizka najdlhsej moznej
cesty z s do t rovnd n — 1. Tento poznatok vyuzijeme pri urceni, kedy ukoncit
algoritmus.

Algoritmus 8.

1. krok Zavedieme tok x = 0 a vytvorime rezidudlnu siet. Prevedieme spdtné
prehladdvanie do Sirky zacdinajic vo vystupe t a stanovime d(i), Vi € V.
Ako aktudlny vrchol i* oznacime vrchol s.

2. krok Ak je d(s) > n, algoritmus sa skoncil a nasli sme mazximdlny tok. Inak
skontrolujeme, ¢i existuju prijatelné hrany vychddzajice z vrcholu i*. Ak
ano, ideme na 4. krok, ak nie, ideme na 5. krok.

3. krok Skontrolujeme, ¢i1* =t, ak dno, ideme na 6. krok, ak nie, vrdtime sa
na 2. krok.

» 3k

4. krok Nech prijatelnd hrana spdja vrcholy i* a j*. Oznackujeme pred(j*) = i*,
zmenime aktudlny vrchol i* = 7% a vrdtime sa na 3. krok.

5. krok Zmenime vzdialenost d(i*) = min{d(j) + 1 :1j € E(i*) ar;; > 0}. Ak
i* # s, tak zmenime aktudlny vrchol i* = pred(i*) a vrdtime sa na 3. krok.

6. krok Pomocou oznackovania pred ndjdeme zvicsujicu cestu P zo zdroja s do

vystupu t a zvacsime po nej tok o A = min{r;; : ij € P}. Zmenime aktudlny
vrchol na i* = s a vrdtime sa na 2. krok.

Stvrty krok v tomto algoritme predstavuje posun na dalsi vrchol v hladane;j
najkratSej prijatelnej ceste. Naopak v piatom kroku sa o jeden vrchol vratime,
ked neexistuje uz ziadna prijatelna orientovana hrana a nasledne sa zvysi hodnota
vzdialenosti d(i*) vrcholu, z ktorého sme sa vratili tak, aby z neho viedla aspon
jedna prijatelna hrana.

Vyhoda tohoto algoritmu je niZgia ¢asova naro¢nost a to konkrétne O(n?m).
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3.4 Preflow-Push algoritmus

Definicia 18. Posielanie toku o velkosti A po ceste pozostdvajicej z k oriento-
vangch hrdn sme v predchddzajucucich algoritmoch vnimali ako jednu operdciu.
Tuito operdciu si teraz rozloZime na k zdkladnijch operdcii, ktoré poslu tok velkosti
A po jednotlivijch hrandch cesty. Tuto zdkladni operdciu budeme volat push.

KedZe jedna push operécia dokaZe poslat tok na prave jednu hranu, nastéva
spor s (3.2). Tento algoritmus povoluje, aby tok na vstupe do vrcholu presahoval
tok, ktory z vrcholu vychadza. Kazdy takyto tok budeme nazyvat preflow.

Definicia 19. Preflow z je funkcia z x : E — R, pre ktoru plati (3.1) a

{s:yieE} {s:ijeE}

Pre dany preflow = definujeme prebytok pre kazZdy vrchol i € V(G) \ {s,t} ako

6(2) = Z SL’ji — Z xij
{j:jicE} {j:ijeE}
Virchol s kladnou hodnotou prebytku budeme nazyvat aktivnym vrcholom.

Dve zakladné operacie v tomto algoritme buda push operacia na prijatelne;j
hrane a zmena hodnoty vzdialenosti d(i) pri vrcholoch. Preflow-Push algoritmus
vyuziva iba lokélne informacie. Pri kazdej iteracii algoritmu (okrem inicializacie a
ukoncenia) siet obsahuje aspon jeden aktivny vrchol a cielom kazdej iteracie je po-
slat jeho prebytok blizsie k vystupu t. Blizkost je chapana ako oznacenie vrcholov
d(i), ktoré sme si vysvetlili skor v tejto kapitole. Podobne ako pri predchadza-
jucom algoritme budeme vyuzivat iba prijatelné hrany. Ak nevieme z nejakého
vrcholu poslat prebytok dalej (kvoli neexistencii prijatelnych hran), zvysime d(i)
vrcholu tak, aby sme dostali aspon jednu novu prijatelnt hranu. Algoritmus sa
ukon¢i, ak siet neobsahuje ziadne aktivne vrcholy.

Pri pouzivani tohto algoritmu si pri kazdom vrchole ¢ € V(G) \ {s,t} musime
pamaétat okrem vzdialenosti d(¢) aj hodnotu prebytku e(7).

Algoritmus 9.

1. krok Zavedieme tok x = 0 a vytvorime rezidudlnu siet. Prevedieme spdtné
prehladdvanie do Sirky zacinajic vo vystupe t a stanovime d(i), Vi € V.
Dalej priradime Tg; = ug; kaZdej orientovanej hrane sj vychddzajicej z
vrcholu s a d(s) = n.

2. krok Ak neezistuje Ziaden aktivny vrchol, algoritmus sa skoncil a nasli sme
mazimdlny tok.

3. krok Zoberieme aktivny vrchol i. Ak existuje prijatelnd hrana ij, potom pre-
vedieme push operdciu velkosti 6 = min{e(i), r;} na hrane ij. V opacnom
pripade zmenime d(i) = min{d(j) +1:1ij € E(i) ar;; > 0} a vrdtime sa
na 2. krok.

Pozndmka. Nesmieme zabudnit, Ze po kazdej push operacii musime prepocitat

hodnoty prebytkov e(i) a e(j).

Tento algoritmus méa ¢asovi zloZitost O(n*m), avsak najlepsie algoritmy za-
lozené na push-preflow predéia algoritmy, ktoré hladaju najkratsiu zvacsujtucu
cestu.
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3.5 Modifikacie

Na zaklade vyssie vysvetleného modelu siete je mozné formulovat modifiko-
vané tilohy o maximalnom toku sietou.

V pripade, Ze siet ma viacej ako jeden zdroj s, mozeme si ju previest na tlohu,
ktort sme riesili v tejto kapitole. Spravime tak pomocou pridania nového zdroja,
ktory spojime pomocou umelych hran s nekonecne velkymi kapacitami s mnozi-
nou zdrojov v povodnej tlohe. To isté plati, ak by mala tloha viacero vystupov.

Dalsou modifikéciou je, ak méame zadané okrem kapacit hrédn aj kapacitu vr-
cholov. V tom pripade uzol i s kapacitou k; nahradime dvoma uzlami ' a i”,
medzi ktorymi vedie hrana s kapacitou k;. Uzol i’ je k sieti pripojeny rovnakymi
hranami, aké vchadzali do uzla i a i” je obdobne pripojeny k sieti s rovnakymi
uzlami, aké vychadzali z uzla i. Tymto sme previedli tlohu na pozadovany tvar.
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Kapitola 4

Uloha o najlacnejsom maximalnom
toku

Dalsou modifikaciou tlohy o maximélnom toku je, Ze na kazdej hrane okrem
kapacity zavedieme aj cenu ¢;; € R prepravy za jednotku komodity. Budeme
hladat minimalnu cenu maximalneho toku v sieti.

4.1 Algoritmus zapornych cyklov

V tomto algoritme sa opat budeme opierat o rezidualnu siet. Z pdvodnej siete
vytvorime rezidualnu siet nasledujicim spésobom. Kazdi orientovanii hranu ij €
E s cenou ¢; ; nahradime dvoma orientovanymi hranami ¢5 a ji, pre ktoré plati
nasledovné: orientovand hrana ¢j ma cenu ¢; ; a rezidualnu kapacitu r;; = u;; — x4
a orientovand hrana ji ma cenu —c¢;; a rezidualnu kapacitu r;; = z;;. Rezidualna
siet pozostéava jedine z orientovanych hran, ktoré maju kladné reziduélne kapacity.
Problém moéze nastat, ak méame v pévodnom grafe orientované hrany ij aj 7ji.
Potom by v rezidualnej sieti mohla nastat situacia, ze mame dve hrany idice z ¢
do j a dve hrany idice z j do ¢ s réznymi cenami. Tento problém vyrieSime tym,
7e zavedieme pomocné vrcholy medzi i a j, podobne ako, ked sme prevadzali
modifikovanu tulohu s kapacitami pre vrcholy na pévodny problém.

Definicia 20. Cena cyklu (orientovaného)je definovand ako sicet cien na jeho
orientovanych hrandch.

Veta 8. Tok x velkosti f(x) = h na sieti md minimdlnu cenu (spomedzi tokov s
velkostou h) prave vtedy, ak v rezidudlnej sieti neexistuje cyklus zdpornej ceny.

Dékaz. V |4] strana 209.
4

Na tejto vete je zalozeny algoritmus zapornych cyklov.
Algoritmus 10.

1.krok Ndjdeme mazimdlny tok x v sieti pomocou niektorych algoritmov z tretej
kapitoly.

2.krok V rezidudlnej sieti zistime existenciu cyklu zdpornej ceny K. Ak Ziaden
neexistuje, tok x je hladaniy maximdlny tok.
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3.krok Urcime 6 = min{r;; : ij € K} a zmenime tok v K o prislusné §. Vrditime
sa na 2.krok.
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Kapitola 5

Aplikacia algoritmov na priklade

V tejto kapitole si predvedieme funkénost troch algoritmov na tlohe o hla-
dani maximalneho toku. Priklad je inSpirovany realnymi datami zo siete plynovo-
dov v Eurépe. Mnozstva plynu, ktoré jednotlivymi tisekmi plynovodu pretecu, su
ovplyvnené dohodami medzi Statmi. Velkost potrubia je Standardizovana, teda
neurcuje hodnoty kapacit medzi jednotlivymi mestami. Pre jednotlivé tseky ply-
novodu sa nam nepodarilo zistit aktualne kapacity. Hodnoty kapacit sme si preto
nastavili sami. Finalna siet, s ktorou budeme pracovat, je uvedené na Obrazku 5.1.
Ako zdroj s si oznac¢ime mesto Novy Urengoy, kde sa zemny plyn tazi a chceme
ho prepravit do Berlina, ¢o bude nas vystup t. Pri ostatnych mestiach sme uviedli
vedl'a nazvu aj ¢islo, ktorym na dany vrchol budeme odkazovat v postupe rieSenia
jednotlivymi algoritmami.

5.1 Aplikacia znackovacieho algoritmu

Zavedieme si tok x = 0 a vytvorime rezidualnu siet. Vrchol s povazujeme za
oznackovany. Ako prva preverime hranu s2. Plati, Ze vrchol 2 nie je oznackovany
a rg > 0, teda nasledne ho oznackujem a pred(2) = s. Tymto spésobom postu-
pujeme cez vrchol 6 az do vrcholu ¢. KedZe sme oznackovali vystup, vyuZijeme
znacky pred a najdeme zvacsujicu cestu P z s do t, na ktorej zvacsime tok x
o min{r;; : ij € P}, ¢o je v naSom pripade r;, = 8. Po tomto kroku zmazeme
vsetko znackovanie a zacneme odznova. Uvedieme zvacSujlce cesty, ktoré sme
dostali postupnymi iteraciami.

Zvacsujuca cesta (s, 3, 4, 5, 7, t), na ktorej zvy$im tok o r7; = 6.
Zvacsujuca cesta (s, 3, 4, b, 6, t), na ktorej zvysim tok o rs, = 2.
Zvacsujuca cesta (s, 4, 5, 6, t), na ktorej zvysim tok o ry5 = 3.
Zvacsujuca cesta (s, 4, 2, 6, t), na ktorej zvysim tok o rg = 2.

Y Y

Dostali sme sa do bodu, ked z oznackovaného vrcholu s v reziduélnej sieti,
vedie jedina hrana s kladnou rezidualnou kapacitou do vrcholu 3. Ten oznacku-
jeme, z neho uz neexistuje ziadna hrana, ktora vedie do neoznackovaného vrcholu.
Algoritmus teda ukon¢ime a méame maximalny tok o velkosti 21, 4 = 8, 2,3 = 8,
Tsq = 5, Tog = ].O, Tos = O, T34 = 87 Ty = 2, Ty5 = 1]_, T56 = 5, Ts7 = 6, Lot — ]_5,
T = 6.
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5.2 Aplikacia algoritmu najkratsej zvacsujticej cesty

Zavedieme si tok x = 0 a vytvorime rezidualnu siet. Prevedieme spétné pre-
hl'adavanie do Sirky zacinajuc vo vystupe ¢t a dostavame: d(s) = 3, d(2) = 2,
d(3) =4, d4) =3,d(5) =2,d6) =1, d7) =1, d(t) = 0. Ako aktuélny vr-
chol si oznac¢ime s. Pracujeme zo sietou, ktora obsahuje 8 vrcholov, teda n = 8
a vidime, Ze d(s) = 3 < n = 8, preto mozeme v algoritme pokracovat. Hrana
s2 spaja vrchol s, d(s) = 3 a vrchol 2, d(2) = 2, teda je prijatelna. Oznacime
pred(2) = s a za aktuélny vrchol zvolime vrchol 2. Pokra¢ujeme v hladani pri-
jateInych hran, prejdeme cez vrchol 1 aZz do vrcholu ¢t. Pomocou znadiek pred
najdeme najkratsiu zvacsujicu cestu P zo zdroja s do vystupu t. Zvacsime na
nej tok x o min{r;; : ij € P}, ¢o je v naSom pripade ry = 8. Oznac¢ime vrchol s
ako aktualny a opakujeme algoritmus. Uvedieme aké najkratsie zviacSovacie cesty
sme dostali ako aj zmeny vzdialenosti bodov v reziduélnej sieti.

Najkratsia zviacsujtca cesta (s, 4, 5, 7, t), na ktorej zvysim tok o rg = 5.

Dalej z bodu s uZ neexistuje prijatelna hrana a preto d(s) = min{d(j) +1:ij €
E(i*) ar;; >0} =4+ 1=75. Pokrac¢ujeme v algoritme.

Najkratsia zviacsujtca cesta (s, 3, 4, 5, 7, t), na ktorej zvysim tok o r7 = 1.
Najkratsia zvac¢Sujuca cesta (s, 3, 4, 5, 6, t), na ktorej zvysim tok o r45 = 5. Pri
tejto iteracii sme vrcholu 7 museli zvysit vzdialenost na d(7) = 3.

Najkratsia zvacSujuca cesta (s, 3, 4, 2, 6, t), na ktorej zvySim tok o rgqy = 196 =
Tet = 2.

Dostali sme sa do situécie, kde ako aktualny vrchol méme oznaceny vrchol s,
d(s) =5 a jedina prijatelna hrana v reziduélnej sieti vedie do vrcholu 3, d(3) = 4,
ktory oznacime ako aktualny vrchol. Z vrcholu 3 Ziadna prijatelna hrana nevedie
a preto d(3) = 5+ 1 = 6 a opit oznacim s ako aktudlny vrchol. Tentoraz z
vrcholu s nevedie ziadna prijatelna hrana a preto d(s) = 6 +1 = 7. Tento proces
sa zopakuje este raz, az bude splnené, ze d(s) > n a algoritmus ukon¢ime. Méame
maximalny tok o velkosti 21, x4, = 8, 1,3 = 8, Ty = 5, T9g = 10, x95 = 0,
T34 = 87 Ty = 2, Ty5 = 11, T56 = 57 Ts7 = 6, Lot = 15, T = 6.

5.3 Aplikaicia Preflow-Push algoritmu

Zavedieme si tok x = 0 a vytvorime rezidualnu siet. Prevedieme spétné pre-
hladavanie do Sirky zacinajic vo vystupe ¢t a dostavame: d(s) = 3, d(2) = 2,
d(3) = 4, d(4) = 3,d(5) = 2,d6) = 1,d(7) =1, d(t) = 0. Nech x5 = 8,
ze3 = 10, 54 = 5 a d(s) = n = 8. Pri vrcholoch 2, 3, 4 dostavame prebytky
es = 8, e3 = 10, e, = 5 a teda vSetky tri su aktivnymi vrcholmi. Zoberieme si
vrchol 2. Z neho vedie prijatelna hrana do vrcholu 6. Prevedieme push operaciu
o velkosti min{e(i), ;;}, ¢o je v nasom pripade 8. Prebytok vo vrchole 2 bude
es = 0 a eg = 8. Z vrcholu 6 sa stal aktivny, existuje z neho prijatelnéa cesta
do t, a preto z neho nasledne vykoname push operaciu o velkosti 8 a eg = 0.
Pripomenme si, ze pre vrcholy s a t prebytky nie st definované.

Ako dalsi aktivny vrchol, s ktorym budeme pracovat, si vyberme vrchol 3. Exis-
tuje z neho prijatelna cesta do vrcholu 4, vykoname push operaciu o velkosti 8 a
dostaneme ez = 2, e, = 13.

Tymto spésobom postupujeme dalej a postupne zvySujeme tok a posuvame ho
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push operaciami blizsie k vystupu ¢. Vzdialenost vrcholu 7 sa zmeni na d(7) = 3,
az sa dostaneme do situécie, kde jedinym aktivnym vrcholom je vrchol 3, e3 = 2.
Nevedi z neho ziadne prijatelné hrany a preto zvysim jeho vzdialenost na d(3) =
min{d(j) +1:1ij € E(i) a r;; > 0}. Jedinou hranou v rezidualnej sieti s kladnou
rezidualnou kapacitou je hrana 3s a preto d(3) = 8 + 1 = 9. Vrchol 3 je stale
aktivnym, ale tentoraz uz existuje prijatelna hrana. Vykondme push operéciu o
velkosti 2 z vrcholu 3 do vrcholu s, e3 = 0. Tymto v reziduélnej sieti nezostal ani
jeden aktivny vrchol a dostavame maximalny tok o velkosti 21, z,0 = 8, 2,3 = 8,
Tea =D, Tog = 10, o5 =0, 234 = 8, Tyo = 2, 245 = 11, 256 = 5, T57 = 6, x4t = 15,
T = 6.
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Obr. 5.1: Siet plynovodu
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Zaver

V prvej casti tejto prace sme sa zamerali na algoritmy pouzivané pri hladani
pripustne bazického riesenia dopravnej tlohy. V teoretickej ¢asti sme uviedli jed-
noduchost metédy severozapadného rohu ako vyhodu tohto algoritmu, ¢o sa v
praktickej casti potvrdilo. Pri metode najnizsej ceny sme ako vyhodu spomenuli
tendenciu dostéavat rieSenia, ktoré su blizsie k optimalnemu rieseniu, ¢o prakticka
¢ast potvrdila (neplati vSeobecne), ale nevyhodou je zlozitejsi algoritmus. Pri hla-
dani optimalneho rieSenia sme uviedli iba jeden algoritmus - metédu riadkovych a
stipcovych ¢isel. Praktické ¢ast potvrdila funkénost tohto algoritmu. Mohli sme v
praci uviest variacie tejto metddy pri degenerovanych dopravnych tlohéch alebo
dalgie algoritmy na hladanie optimalneho rieSenia. PovaZujeme v8ak miesto vy-
hradené dopravnej tlohe za dostatoc¢né.

V druhej ¢asti sme sa venovali tilohe o maximalnom toku. Teoreticky sme si
zaviedli znackovaci algoritmus, algoritmus najkratsej zvacsujicej cesty a Preflow-
Push algoritmus. Pouzili sme ich na priklade inSpirovanom praxou a preukazali
sme ich funkénost v hladani maximalneho toku. Bolo by zaujimavé v praci po-
kracovat naprogramovanim uvedenych algoritmov, ¢o by umoznovalo efektivne
riesit ovela zloZitejsie priklady, na ktorych by sa lepsie demonstrovali rozdiely v
¢asovych narocnostiach jednotlivych algoritmov.

Priestor na dalsie rozsirenie tejto prace vidime aj v algoritmoch na rieSenie
tlohy najlacnejSieho maximéalneho toku.
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