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1. Uvod

1.1 Historie problému

Objekt zvany tuplné separabilni MAD systém, jehoz existence je hlavnim téma-
tem této prace, se poprvé objevuje v dile S. H. Hechlera Classyfying families of
almost disjoint sets with applicatons on Bw \ w. Uplné separabilni MAD systém
je totiz speciadlnim piipadem skoro disjunktniho systému podmnozin w. Hechler
ve své praci dokazal jeho existenci za predpokladu Martinova axiomu. Na jeho
préaci navazal Erdés se Shelahem svym ¢lankem [5]. V tom je polozena otéazka, zda
1ze dokazat existenci uplné separabilniho MAD systému pouze v ZFC(Zermelo-
Frankel-Choice). Tuto moznost rozvijeli Balcar, Do¢kalkova a Simon - viz [3], ktefi
dokazali jeho existenci za predpokladu jistych nerovnosti mezi kardinélnimi in-
varianty kontinua. V roce 2011 publikoval Shelah ¢lanek, ktery nasledné rozvedli
Mildenbergerova, Raghavan a Steprans [7], ve kterém je dokdzana existence tplné
separabilniho MAD systému za predpokladu s < a, ktery v sobé obsahuje vSech-
ny piedchozi nekonec¢né-kombinatorické predpoklady, pouzivané pii konstrukei
tohoto MAD systému, takze jde v jistém smyslu o zatim nejobecnéjsi vysledek.
Jediné, co se tak doposud vi, je to, Ze existence uplné separabilniho systému je
konzistentni se ZFC, tedy s axiomy Zermelo-Frankelovy teorie mnozin doplnéné
o axiom vybéru.

1.2 Znaceni

Symbol w zna¢i mnozinu vSech pfirozenych ¢isel. Pismena i az q budou znaéit
prirozena ¢isla a vSechna velka pismena budou znacit nekone¢né podmnoziny w.
[w]¥ zna¢i mnozinu vSech nekone¢nych podmnozin pifirozenych ¢isel. Kofinitni
mnozina je takovad podmnozina w, zZe jeji doplnék je kone¢ny. V opa¢ném piipadé
fikdme, Zze mnozina je koinfinitni. [X]¥ znaéi vechny nekoneéné podmnoziny X €
[w]¥. Kofinitni mnozina vzhledem k [X]“ je takovy prvek Y € [X]“, pro ktery je
| X\ Y] < w. Necht je X,V € [w]“. Potom X° zna¢f X a X! zna¢i w\ X. Déle
X C*Y znamend | X \ Y| < w. Symbol “w ozna¢uje mnozinu v8ech funkei z w do
w. Na této mnoziné definujeme usporadani <* a to tak, ze pro f,g € “wje f <* g
pokud plati: [{n € w: f(n) > g(n)}| < w. Znaceni (I°n : G(n)), kde G(n) je
n&jakd formule, znamend, ze mnozina {n € w : G(n)} je nekonetna. Podobné
vyrok (V*°n : G(n)) znamend, 7e mnozina {n € w : =G(n)} je kone¢na. Dale
symbol fin znadi ideal kone¢nych podmnozin w. Potenéni algebru P(w) muzeme
faktorizovat pravé podle idealu fin, vyslednou algebru budeme znacit P(w)/ fin.
Jeji prvky jsou tiidy ekvivalence na [w]” a to takové, ze dva prvky A, B € |w]¥
jsou ve stejné tiidé, pokud (A C* B) A (B C* A). Nulovy prvek jsou pak vSechny
konec¢né podmnoziny w. V nékterych kontextech nebudeme formélné rozlisovat
mezi podmnozinou w a prislusnou tridou ekvivalence.



2. Nékteré kardinalni
charakteristiky kontinua

Kardinalni charakteristiky kontinua jsou kardinalni ¢isla lezici mezi w a 2¢. Typic-
ky se zadavaji jako nejmensi mohutnosti néjak strukturovanych systémi podmno-
7in prirozenych cisel. Diky tomu se "nabyvaji", tzn. systémy jejich mohutnosti
existuji. V této kapitole definujeme ty kardinalni charakteristiky, které budeme
potiebovat, a dokdzeme zikladni vztahy mezi nimi.

Definice 2.1. Stépici ¢islo s (z anglického "splitting number"). Rekneme, 7e
mnozina S € [w]* §tépi mnozinu X € [w]*, pokud plati, ze |S N X| = w a zaroven
| X N (w)\ S)| =w. Jinymi slovy, pokud |S°N X| =w = |[S' N X].

S C [w]“ je stépict systém, pokud plati: (VX € [w]*) (3S € S)(S stépi X). Stepici
¢islo s je pak nejmensi mohutnost $tépiciho systému, jinymi slovy: s = min{|S] :
S C [w]¥ a S je stépici systém}.

Definice 2.2. Mnozina P € [w]“ je pseudoprinik souboru {X, € [w]* : a € K}
pokud plati, ze pro kazdé a € k je P C* X,. Soubor {X, € [w]* : a € K} je
fetézec, pokud plati, Ze pro kazdé o < 8 € Kk je X5 C* X,,.

Pozorovani 2.1. Kazdy spocetny fetézec ma pseudoprinik.

Diikaz. Bud {X, : n € w} n&aky spocetny fetézec. Jeho pseudoprinikem je
napiiklad selektor na mnoziné {(;_, X : n € w}. O

Tato skutecnost vede k nésledujici definici nového kardinalniho invariantu:

Definice 2.3. Kardinalni ¢islo t je nejmensi mohutnost fetézce, ktery nema pseu-
doprinik.

Je tedy ziejmé, ze t > w.
Tvrzeni 2.1. c¢f(s) > w.

Diikaz. Sporem. Necht je cf(s) = w. To znamen4, Ze existuje posloupnost {~, :
n € w}, pro kterou plati sup{7y, : n € w} = s. Vezméme nyni néjaky Stépici
system S = {S, : a < s} a definujme mnoziny S, = {S, € S : a < Y.}
Plati |S,| < s. Tim padem 7z definice $tépiciho ¢isla existuje X, € [w]*, 7Ze X
neni rozs§tépena zadnou z mnozin v Sy. Déle existuje X; € [X(]“ takova, ze
zadny prvek mnoziny S; nestépi X,. Kdyby takovd mnozina neexistovala, tak
S je $tépici systém na Xg, coZ je mnoZina mohutnosti w, a pfitom |S;| < s.
Indukei tak ziskdime posloupnost nekone¢nych mnozin {X, : n € w}, pro které
plati Xo 2 X; 2 ... 2 X,, 2 X,41... Necht H = {h,, : n € w} je pseudoprinik
souboru {X,, : n € w}. Nyni ke sporu sta¢i ukazat, ze 7adna mnozina S € S
nerozstipne mnozinu H. Necht takova Ss existuje. Potom existuje i, Ze v, > f.
Tomuto «y;, odpovid4d X, které neni roz§tépené Sz. Také plati H C* X, protoze
(Vn > k : h, € X,, C Xj). Proto plati, Ze mnozina Sz nemohla rozstépit H,
protoze by stépila i X, - spor. O



Plati dokonce, 7e cf(s) > t; v pFedchozim diitkazu $lo o existenci pseudopri-
niku a ten existuje, pokud ma pftislusny fetézec mohutnost < t. Zadarmo tak
dostavame i nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.2. s > t
O

Definice 2.4. MAD ¢éislo a (z anglického "Maximal Almost Disjoint"). Rekne-
me, 7Ze mnoziny A, B € w jsou skoro disjunktni, pokud plati, ze |[AN B| < w.
Systém mnozin A C [w]* nazveme skoro disjunktni (dale jen AD systém pod-
le anglického "almost disjoint"), pokud kazdé dva prvky systému A jsou skoro
disjunktni a A je nekonec¢ny. MAD systém je AD systém, ktery je maximalni
vzhledem k inkluzi. Ekvivalentné, nekone¢ny soubor M C [w]¥ je MAD systém,
pokud: (VX € [w]*)(IM € M) : [M N X| = w. Cislo a je nejmensi mohutnost,
jakou muze MAD systém mit. Plati tedy, Zze pokud A C [w]¥ je libovolny AD
systém takovy, ze |A| < a, tak potom existuje X € [w]¥, ze X je skoro disjunktni
se viemi A € A.

Definice 2.5. Omezujici ¢islo b ("bounding number"). Toto ¢islo podle nazvu
odpovida nejmensi mohutnosti mnoziny funkci z w do w, kterd neni omezené ve
smyslu usporadani <*. Jinak fec¢eno b = min{|F|: F C¥ wa (Vh € “w) (3f € F)

(3*n: f(n) = h(n))}.
Tvrzeni 2.3. b > w

Diikaz. Sporem. Necht je F = {f, : n € w} neomezena mnozina funkci. Definuj-
me funkci g(m) = max(f,(m) : n < m). Pro g plati: (Vn € w)(¥V" : f,(m) <
g(m)). Pro libovolné n € w totiz mame: (Vk > n)(g(k) > f.(k)). Funkce g tak
omezuje mnozinu F - spor. ]

Plati jesté lepsi odhad:
Tvrzeni 2.4. b > ¢

Diikaz. Pro spor predpokladejme, 7e b < t. Bud F = {f, : @ € b} neomezena
mnozina funkci z “w, pro kterou plati: (Va, f € b)(av < 8 = fo <* f3). Definujme
systém mnozin (B, : a € b) a jim odpovidajicich funkeci b,. By = w a pokud
mame definované B, = {b,, : m € w}, tak necht b,(m) = b,,. K této funkci
najdeme g € F, pro kterou (3°n : b,(n) < g(n)), tato n si ozna¢me N. Nyni
polozme B,,; = {prvni b,, > g(n) : n € N}. Pro limitni @ vezméme za g
funkci, kterd je na néjaké nekonecné mnoziné N vétsi nez vSechny bg : 5 < a.
{Bs : f < a} tvoii fetézec, jehoz pseudoprunik P = {p,, : m € w} pouzijeme
v definici B, = {prvni p,, > g(n) : n € N}. Celkové tak ziskime fetézec délky
b < t, tedy musi mit pseudoprinik. Ten by ovSem jako svoje vy¢islujici funkce
omezoval mnozinu F. O

V nasledujicim tvrzeni ukdzeme, ze pro MAD ¢islo a plati silnéjsi omezeni
zdola:

Tvrzeni 2.5. b < a.



Diikaz. Piedpokladame a < b. To znamend, Ze existuje MAD systém A mohut-
nosti mensi nez b a z toho vyvodime spor s maximalitou A. Vezméme X,, : n € w
prvki A a definujme funkce {f4 : A € A\{X,, :new}}zJ{X,:new}do
w tak, ze fa(n) = min(X, \ (A Umaz(X, N A)). Protoze soubor f4 : A € A je
mensi nez b, tak existuje funkce g, ze f4 <* g pro kazdou fa. Rng(g) je pak skoro
disjunktni se v§emi mnozinami A € A. O

Invariant b lze charakterizovat jesté pomoci intervalovych rozkladu w. Inter-
valovy rozklad w je mnozina tvaru I = {I,, = [in,ins1) : (in : n € W) je rostouci
posloupnost pfirozenych ¢isel}. Na mnoziné vSech intervalovych rozkladi mazeme
definovat uspofadani C* a to tak, ze J C* I, pokud plati (V>°n)(3k)(Jy C I,).
b je i v tomto pripadé nejmensi mohutnost mnoziny intervalovych rozkladi w,
kterd neni omezena ve smyslu C*.

Tvrzeni 2.6. b = min{|Z| : Z je mnozina intervalovych rozkladi w, ktera neni
omezena ve smyslu C*}.

Diikaz. Méjme nejprve mnozinu funkei F = {f, : a € b}. Bez jmy na obecnosti
predpokladejme, 7ze v8echny tyto funkce jsou ostie rostouci a Vo € b : f,(0) > 0.
Z takové mnoziny vyrobime mnozinu intervalovych rozkladu a to tak, ze funkci f,
piifadime rozklad w, ozna¢me ho I,,, a to predpisem I, = {I,,, = [f(0), f21(0)) :
n € w}. Vyraz f*(0) znamena f(f"1)(0), kde f© = 0 a f! = f. Dale necht
je dan J = {J, : n € w} libovolny intervalovy rozklad w. Definujme funkci
g(n) = min(k : [n,k) obsahuje alesponi dvé mnoziny z {J, : n € w}). K ta-
kové funkci podle definice F existuje funkce f € F, 7e (3*°n : f(n) > g(n)).
Kazdé n, pro které plati f(n) > g(n), musi byt obsazeno v né&jakém interva-
lu tvaru [f?(0), f771(0)) kde ¢ € w. Pro toto n plati n < f971(0), a tedy i
gn) < f(n) < F(F771(0)) = F9%2(0). Z toho plyne [n, g(n)) < [f7(0), f7+(0))
a interval [f9(0), f972(0)) obsahuje dvé mnoziny Ji, Jo z {J,, : n € w}. Tedy ale
minimalné jeden z intervalt I; = [f4(0), f771(0)), I = [f97(0), f772(0)) obsahuje
jednu z Jy, Jo. Z konstrukce téchto mnozin také vyplyva: (I C J;) = (Jo C I5).
Tedy (3*°n)(3k) : (Ji € I,,), kde I, je intervalovy rozklad piitazeny f = f,. To
ale znamena, ze rozklad I, neni mensi nez rozklad J.

Na druhou stranu predpokladejme, 7e mame neomezenou mnozinu Z intervalo-
vych rozkladu, a vytvoime stejné velikou mnozinu funkci a to tak, 7ze pro I € 7
definujme f;(n) = im0, pokud plati n € [iy,, ime1). Vyslednd mnozina funkei
{fr : I € I} je neomezena: necht je g libovolna funkce. Z g udélame rozklad G =
{lg"(0),¢""1(0)) : n € w}. ProtoZe T je neomezend, tak existuje intervalovy roz-
klad J € Z, pro ktery plati: (3%n : [¢"(0), ¢""1(0)) neobsahuje Z4dnou mnoZinu z J).
Nyni se situace rozpadé na dva piipady: necht nejdiiv pro takové n existuje in-
terval Ji, 7e [¢"(0),¢""1(0)) € Jp. V takovém piipadé je g(¢g"(0)) < jri1 <
Jire = f7(g™(0)). Necht nyni takovy J neexistuje. Interval [¢"(0), g""*(0)) je
tak obsazen ve sjednoceni dvou intervali z J a oba dva ho prec¢nivaji. Necht je
Jiy1 ten, ktery ho pre¢niva na pravé strang, tedy [¢"(0),¢" ™ (0)) € Jp U Jyi1.
Pak plati g(¢"(0)) < jrio = fs(g™(0)). Tedy existuje nekoneéné n € w, 7e plati
g(n) < f;(n) a mnozina funkei {f; : I € Z} tak neni omezena. O

Dokéazali jsme vlastné vic. Totiz to, ze existuje neomezend mnozina intervalo-
vych rozkladi Z nejmensi mozné velikosti b, pro kterou plati:
(V intervalovy rozklad J)(3I € Z), ze (3°n)(3k) : (Jp € In,).
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Déle zavedeme zesileni Stépiciho ¢isla s a ve zbytku kapitoly ukazeme, 7ze pres

vvvvvv

Definice 2.6. Kardinlni invariant s,, ,, je nejmensi mohutnost systému mnozin S
7z [w]¥, pro ktery plati, Ze pro libovolnou spocetnou mnozinu {4, : n € w} C |[w]*
existuje S € S, pro kterou plati: (I3%n : |4, NS =w) A (I®n : [A, NS =w).
Systému mnozin S budeme fikat w, w-Stépici.

vvvvv

To je ono zesileni - je jasné, 7e kazdy w, w-§tépici systém je také Stépici (staci
za {A, : n € w} vzit {X}, k nému existuje S ve w,w-§tépicim systému, ktera
rozstipne X), tedy plati s,,,, > 6. V nasledujicich odstavcich ukazeme, Ze existuje
w, w-§tépici systém mohutnosti s, jinymi slovy s, ,, = s. Dikaz vychazi z [7].

Tvrzeni 2.7. Predpokladejme s < b, potom s, = s.

Diikaz. Dokazujeme sporem, tedy predpokladejme s, > s. Necht {5, : a € s}
je takovy Stépici systém, pro ktery existuje soubor nekone¢nych podmnozin { A, :
n € w} tak, ze plati (Va € 5)(Ji, € {0,1}) : (V*°n : A, C* Si»). Dle lemmatu
o disjunktnim zjemnéni pouzitém na {A, : n € w} muzeme piredpokladat, ze je
A, N A, =0 pron # m. Pro kazdou S, nyni definujme funkci f, €“ w a to
nasledujicim zpusobem: vime, 7e existuje k € w, Ze pro vSechna n > k je bud
|A, N S%| < w, anebo |A, N S!| < w. Nechf nastava druha moznost. Definujme
tedy fo(m) =0 prom < k a pro m > k miizeme poloZit f,(m) = maz(A,, NSL).
Mnozina {f, : @ € s} je podle predpokladu mensi nez b, a tedy existuje funkce f,
pro kterou plati: (Va € s : f, <* f). Protoze jsou mnoziny A, nekone¢né, miuzeme
pro kazdé n € w vybrat [, € A, takové, ze [, > f(n), a protoze jsou mnoziny A,
disjunktni, je mnozina L = {l, : n € w} nekone¢na. Tedy existuje 5 € s, ze Sp
stépi L. Déle z fz <* f existuje k € w, ze pron > k je f(n) > fg(n). Z konstrukce
fs také vime, ze existuje m takové, ze pro n > m je fz(n) = max(A, N S;_ZB).
Vzhledem k tomu, Ze S;ﬂﬁ N L je nekoneéna, jisté existuje ¢ > max(k, m), pro

které je [, € ngiﬁ. A jsme hotovi, nyni mame [, < f5(q), protoze [, € AqﬂSéfiﬁ a

z definice f5(q) = max(A, ﬂSé_iﬂ). Také plati f5(q) < f(q) <, coz je spor. O

vvvvv

Pripad b < s je komplikovanéjsi a zavedeme kvili nému dalsi verzi stépiciho
systému.

Definice 2.7. Systém mnozin R C [w]“ nazveme blok-§té&pici, pokud spliiuje, ze
pro kazdy nekone¢ny rozklad w na kone¢éné podmnoziny, oznac¢me ho {r,, : n € w},
existuje R € R, 7e plati (3%°n : r, C R) A (3%°n : r, N R = ). Rekneme, 7e R
rozstépila rozklad {r, : n € w}. Nejmensi mohutnost blok-§tépiciho systému
oznac¢me bs.

Konec¢né rozklady nejsou proti intervalovym rozkladim tdplné vyhodné pro
manipulaci, proto dokdzeme pozorovani, ze blok-Stépici systém staci ovérovat pou-
ze na intervalovych rozkladech.

Pozorovani 2.2. Pokud néjaky soubor R splhuje, ze pro kazdy intervalovy roz-
klad w existuje R € R, kterd tento rozklad rozstipne, tak potom je soubor R
blok-stépici.



Diikaz. Méjme rozklad A = {a, : n € w} na konetné podmnoziny. Muzeme
vytvorit intervalovy rozklad G a to tak, ze Gy = [0, g1), kde g1 = min(k : [0, k)
obsahuje jednu mnozinu 7z A), a dale G,, = [gn, gn+1), kde g,11 = min(k : [gn, k)
obsahuje jednu mnozinu z A). Takto ziskime intervalovy rozklad a je jasné, ze
pokud R € R rozstépi intervalovy rozklad G, pak rozstépi i rozklad A. O

Tvrzeni 2.8. s < bs.

Diikaz. Necht je dana libovolna M € [w]“ a necht je R blok-§tépici systém mo-
hutnosti bs. M = {m(n) : n € w}. Definujme k(0) = [m(0),m(1)) a k(n) =
[m(n),m(n+1)). {k(n) : n € w} je rozklad w na kone¢né mnoziny. Tedy existuje
R € R, ze plati jednak (3°n : k(n) C R) a také (3°n : k(n) N R = 0). To ale
neznamena nic jiného, nez |[M N R°| =w = |[M N RY|. O

Tvrzeni 2.9. b < bs

Diikaz. Dokazujeme sporem, necht tedy existuje blok-Stépici systém R mohut-
nosti < b. Kazda R € R je koinfinitni; kdyby totiz byla kofinitni, tak by pro
zadny rozklad {a, : n € w} mnoziny w na kone¢né mnoziny nemohlo platit
(3*°n : a, N R = (). Muzeme tedy piedpokladat, ze vSechny prvky R jsou ko-
infinitni. Diky tomu ma nésledujici definice smysl. Pro R € R definujme funkci
fr(n) = min(k : [n,k) N R® # 0 # [n, k) N RY). K mnoziné funkei {fr : R € R}
existuje bez Gjmy na obecnosti rostouci funkce g, ze fr <* g pro vSechna R € R.
Pomoci g definujme rozklad w a to takto: go = [0, g(0)) a g, = [¢"(0), g"*1(0)).
Co by se stalo, kdyby néjaky R € R rozstépil {g, : n € w}? Necht n je ta-
kové, ze plati: (Ym > n) : (g(n) > fr(n)). Dale necht p je prvni ¢islo, pro
které je g?(0) > n. Pro kazdé ¢ > p plati [¢9(0), fr(g?%(0))) C [¢g%(0), g?*1(0)).
[99(0), fr(g?%(0))) ma neprazdny prinik jak s R°, tak s R', a tak mnoZina R
nemohla rozs§tépit {g, : n € w} - spor. O

Tvrzeni 2.10. bs < b-s = max(b,s)

Diikaz. Zafixujme Stépici systém S a neomezenou mnozinu intervalovych rozkladi
T, pro kterou plati: (V intervalovy rozklad J)(3I € I), ze (3°n)(Fk(n)) : (Jem) C
I,,)). Definujme R(S,I) € [w]* : S € S, I € T atotak, ze R(S,I) =J{I,:n € S}.
Nyni staéi ovéfit, ze soubor {R(S,I) : S € §,I € I} je blok-§tépici. Necht je
dan libovolny intervalovy rozklad J. K nému existuje I € Z, ze (3°n)(3k(n)) :
(Jem) C 1). Téch nekonecné n tvoii néjakou mnozinu N € [w]”. Déle existuje
S €8, ze S rozstipne N. R(S,I) tak obsahuje nekoneéné intervalu I,,, pro které
(3k) : (Jx C I,), a to samé plati pro w \ R(S, I). Kazdy takovy interval I, ovem
obsahuje né&jaky Jy; tedy R(S, ) rozstépi J, coz jsme chtéli dokazat. O

Posledni tii tvrzeni davaji dohromady nésledujici:
Tvrzeni 2.11. bs = b - s = max(b,s)
Diikaz. Je dusledek predchozich t¥ech tvrzeni. O

Nyni tedy miizeme konec¢né piikrocit k druhé c¢asti dikazu tvrzeni, ze plati
Sww = 5.

Tvrzeni 2.12. Za piedpokladu b < s plati 5., ., = s.



Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni zafixujme blok-stépici systém R, ktery je velky
s. UkdZzeme, 7e tento systém je w, w-Stépici. Necht je dana {4, : n € w} spocetna
mnozina nekonec¢nych podmnozin w. Definujme rozklad w na kone¢né mnoziny
pomoci {A, : n € w} takto: sp = {0, min(Ay)} a

Sp = {min(w\ U{sm :m < n}) U {min(4;\ U{sm cm<n}):i<n}

Je jasné, 7ze {s, : n € w} je rozklad w na kone¢né mnoziny. Tedy existuje R € R,
7e (3°n : s, C R°) a také (I°n : s, C RY). s, jsou disjunktni a (Vi)(Vn > i :
s, N A; # 0). Z toho plyne, 7e dokonce plati (Vi)(|A; N R’ =w =|A;NRY). O

S pfihlédnutim k tvrzeni 2.4. je dikaz s, ., = s dokonc¢en. Odted tedy mizeme

vvvvv

Nerovnosti mezi kardinalnimi invarianty shrnuje nasledujici diagram.

T

5 —> bs

W



3. Disjunktni a skoro disjunktni
zjemnéni systémi podmnozin w

Necht B C [w]* je néjaky soubor mnozin. Soubor {¢(B) : B € B} C |[w]“ nazveme
disjunktnim zjemnénim souboru B, pokud je tento soubor disjunktni a plati (VB €
B)(¢(B) C B). Pokud je soubor {¢(B) : B € B} pouze skoro disjunktni, tak je to
skoro disjunktni zjemnéni. Znamé lemma o disjunktnim zjemnéni, které poprvé
zformuloval Menger, tvrdi nésledujici:

Tvrzeni 3.1 (Menger). Kazdy spoc¢etny soubor {4, : n € w} nekoneénych pod-
mnozin w méa disjunktni zjemnéni.

Diikaz. Definujme pfirozena ¢isla {a,,, : n € w,m = 0...n} induktivné na-
sledujicim predpisem: ago necht je prvek Ay, dile v n-tém kroku definujme pro
k=0...na, jako prvek Ay, ktery je vétsi nez vSechny doposud vybrané. Pokud
polozime ¢(Ay) = U:_;{anx}, tak ziskime hledané disjunktni zjemnéni. O

Je celkem jasné, ze systém nekonec¢nych podmnozin w, ktery je nespocetny,
nemuze mit disjunktni zjemnéni. MiZeme se ale ptat na existenci skoro disjunkt-
niho zjemnéni a tam je mnozstvi kladnych odpovédi prekvapivé bohaté. Nejdiiv
bychom potiebovali znat nejvétsi moznou mohutnost AD systému. Ac¢koli u ¢isté
disjunktniho systému je to w, tak u AD systému je to nejvétsi mozna mohutnost
2¢. Stoji za tim fakt, ze |2<¥| = w.

Tvrzeni 3.2. Existuje AD systém mohutnosti 2¢.

Diikaz. Pracujeme na o¢islované mnoziné 2<¢. Definujme A C [2<¥]“ a to tak,
ze pro f € 2¢ definujme Ay = {f [n:new} Ay C2%aproge2¥zeg# f
existuje n : f(n) # g(n). Potom ovSem pro m > n plati g [ m # f [ m, a tedy
Ay je skoro disjunktni s A,. O

Definice 3.1. Mnozina H C [w]“ je husta, pokud plati: (VX € [w]¥)(3H €
H)(H C X).

U skoro disjunktniho zjemnéni tedy nejsme limitovani mohutnosti systému,
ktery chceme zjemnovat. Nékteré pokrocilejsi véty o skoro disjunktnim zjemnéni
se opiraji o strukturu podmnozin w usporadanych C*, kteri je dana bazovym
stromem na algebie P, (w), coz je soubor mnozin T C [w]* s nasledujicimi vlast-
nostmi:

(i) (T, D) je strom nejmensi mozné vysky vzhledem ke vlastnostem (ii), (i),
oznac¢me ji b.

(ii) Jeho hladiny tvoifi MAD systémy M, : a € b, kofen je pak celé w.
(iii) Kazdy vrchol ma 2¥ piimych nasledniki a cely strom 7 je husta podmno-
Zina [w]®.

Pro podrobnosti ohledné struktury bazového stromu a z ni vyplyvajicich tvr-
zeni lze nahlédnout do [I] a [2]. Dulezita vlastnost bazového stromu je ta, ze se
hladiny jako MAD systémy postupné zjemnuji ve smyslu (o < ) — (VM €
Mp)(AN € M,)(M C* N).



Tvrzeni 3.3. Pokud ma4 libovolny soubor mnozin S C [w]* mohutnost mensi nez
2¥, tak potom mé skoro disjunktni zjemnéni.

Diikaz. Pro libovolnou nekone¢nou podmnozinu M existuje jeji rozklad v P(M)/ fin
na MAD systém velikosti 2¥ a to znamend, Ze mnozina {SN M : S € S} neni v
P(M)/ fin husté, tedy existuje A C M, pro kterou plati (VS € S)(|S\ A| = w).
Protoze M bylo libovolné, tak je soubor takovychto mnozin husty v P(w)/fin a
tak z nich 1ze vybrat MAD systém Ay. Pro kazdé A € Ay mizeme tuto uvahu
zopakovat a indukci tak dostavame systém zjemnujicich se rozkladu A, : n € w,
pricemz plati, Ze se na n-té hladiné kazdy prvek S € S rozpada na 2" svych pod-
mnozin velkych w, pficemz diky zjemnovani hladin tento rozpad odrazi strukturu
Cantorova stromu - v n-tém kroku totiz ve skutecnosti ziskivime 2" tetézcu. Po
limitnim prechodu k pseudoprinikim tak pod kazdou mnozinou S mame 2“ ne-
kone¢nych podmnozin, které dohromady tvoii skoro disjunktni systém, z ¢ehoz
tvrzeni ihned plyne. O

Pro systémy mohutnosti kontinua situace neni tak jednoducha a konstrukce
skoro disjunktniho zjemnéni vétsinou byva naro¢na. Obzvlast netrividlni a zaji-
mavy je nasledujici vysledek, ktery je také postaven na vlastnostech bazového
stromu.

Tvrzeni 3.4. (Balcar, Vojtas)
Kazdy uniformni ultrafiltr 7 na w méa skoro disjunktni zjemnéni.

Diikaz. Dukaz viz [2]. O

Zaméime se na skoro disjunktni zjemnéni z druhé strany, tedy co lze tict
o souboru mnozin, ktery méa skoro disjunktni zjemnéni. Znamené to, ze jeho
mnoziny jsou bud disjunktni, nebo v jistém smyslu velké - totiz Ze jsou tak velké,
ze v nich to skoro disjunktni zjemnéni Ize definovat.

Definice 3.2. Ideidlem budeme nazyvat soubor mnozin z P(w), ktery je uzavien
na podmnoziny a kone¢né sjednoceni svych mnozin a obsahuje vSechny konecné
podmnoziny w.

Definice 3.3. Ideal generovany AD systémem. Necht je A néjaky AD systém.
Symbolem Z(.A) ozna¢ime ideal generovany timto AD systémem - tedy mnozinu
vSech kone¢nych sjednoceni prvki z A doplnénou o podmnoziny téchto kone¢nych
sjednoceni a kone¢né mnoziny.

Pozorovani 3.1. Je-li A MAD systém, potom je Z(.A) husty ideal.

Diikaz. Pro X € [w] existuje A € A, Zze mnozina X N A je nekonecné. Tato
mnozina je zaroveh prvkem Z(A), a tak je tento ideal husty. O

Malé mnoziny jsou pravé prvky néjakého idedlu. To, 7e jsou mnoziny C oprav-
du v jistém smyslu velké, je obsah nasledujiciho tvrzeni.

w

Tvrzeni 3.5. Pokud ma soubor mnozin C C [w]¥ skoro disjunktni zjemnéni,

potom existuje husty ideal Z, ktery je disjunktni s C.
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Diikaz. Mame zadany soubor mnoZin C a jeho skoro disjunktni zjemnéni A =
{A. : c € C}. Je ziejmé, 7e stadi vytvorit husty ideal disjunktni s 4. Disjunktnost
znamend, 7e kone¢né sjednoceni mnozin z Z nikdy neobsdhne zadny prvek A,
pficemz mnozina O = w \ |J.A nés nezajima, protoze nelezi v C. Zkonstruujme
AD systém M jako sjednoceni MAD systému na A, pres vSechna ¢ € C. Nakonec
rozsifme tento AD systém na MAD systém. Z(M) je pak husty ideal, stacéi tedy
ovéfit, ze je disjunktni s A. Pokud by platilo, ze né&jaka A. C* U{M; : i <
k,M; € M}, tak M; jsou bud prvky MAD systému na Az € A, potom ale
nemohly dat dohromady skoro celou A., anebo pfisly s rozsifenim M na MAD
systém, potom ale nemohly dat ani nekonec¢nou ¢ast A., protoze pak by jedna z
nich méla nekone¢ny prunik s A. a tedy i s néjakym prvkem MAD systému na
A. a nemohla by byt p¥i rozsifovani pripusténa. O

Zasadni otazka zni, zdali je predchozi tvrzeni ekvivalence. Obecnéjsi formu-
lace zni takto: mame néjaky husty idedl Z a hleddme skoro disjunktni zjemnéni
souboru P(w)\Z. Pokud je Z prvoidedl, tak je husty - libovolnd mnozina z [w]“ je
bud pfimo v Z, nebo ji néjakou mnozinou mizeme roz$tépit a to zaruc¢i existenci
nekone¢né podmnoziny v Z. A protoze v piipadé prvoidealu je P(w)\ Z ultrafiltr,
tak vysledek Balcara a Vojtase [2] dava pro prvoideal kladnou odpovéd.

V obecném piipadé je problém udrzet "nemaximalni" skoro disjunktnost zjem-
néni pres celou indukci délky 2%, lze to nicméné zatidit za predpokladu a = 2¢.

Tvrzeni 3.6. Za predpokladu a = 2¢ plati, ze pokud pro soubor mnozin C
existuje husty ideal Z disjunktni s C, tak potom ma soubor C skoro disjunktni
zjemnéni.

Diikaz. Ocislujme si C = {C, : a € 2}. Za ¢(Cy) vezmu prvek Z, ktery lezi pod
Cy. Predpokladejme tedy, ze mame vybranou {¢(C,) : @ < k} a chtéli bychom
vybrat mnozinu z C,. To ovSem pijde snadno - {¢(C,) : @ < Kk} nemuze byt
kvili své malé mohutnosti MAD a tak v C, existuje nekone¢nd mnozina skoro
disjunktni se v8emi dosud vybranymi {¢(C,) : o < k}. V této mnoziné pak
existuje prvek z Z, ktery vezmeme jako ¢(Cy). O

Definice 3.4. Velkou mnozinou viuc¢i hustému idedlu Z nazyvame mnozinu z
P(w) \ Z. Velkou mnozinou viaci AD systému 4 nazyvame mnoZinu, kterou az
na konecnou ¢ast nelze zapsat jako konec¢né sjednoceni prvka z A. Pokud je AD
systém A MAD, tak obé& definice splyvaji. Soubor velkych mnoZzin AD systému
A budeme znacit Z(A).

Objekt, ktery zajimaveé spojuje jak ideal Z, tak jeho velké mnoziny, je takzvany
uplné separabilni MAD systém.

Definice 3.5. MAD systém A je tplné separabilni, pokud zjemnuje svoje velké
mnoziny, tedy pokud pro kazdou M € Z7(A) existuje A € A, 7ze A C M.

Uplné separabilni MAD systém je v jistém smyslu velky, napifklad musi mit
velikost 2¢, jak plyne z dikazu nasledujiciho pozorovani.

Pozorovani 3.2. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) Uplné separabilni MAD systém existuje.
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(ii) Existuje MAD systém, jehoz kazda velkd mnoZina obsahuje 2 jeho prvku.

(iii) Existuje MAD systém, jehoz kazda velkd mnozina skoro obsahuje jeden jeho
prvek.

(iv) Existuje MAD systém, jehoz kazda velki mnozina méa nekoneény priinik s
2“ jeho prvky.

Diikaz. (i) — (ii): Necht je A uplné separabilni MAD systém a bud V' jeho
velkd mnozina. Pak V' m& nekoneény prunik s w mnozinami z A, ozna¢me je
{B,, : n € w}. Kazdou V N B,, rozdélme na 2" ruznych nekoneénych mnozin, tedy
VN B, DU{B::se€2"}. Pak {{J{BI" :n e w}: f €29} je soubor 2 riiznych
velkych mnozin v mnoziné V| které maji z definice iplné separability zjemnéni.
(i4) — (iid): jasneé.

(13i) — (iv): stejné jako (i) — (i).

(tv) — (i): Bud M MAD systém 7 podminky (iv). Pro kazdou velkou mnozinu
X najdeme M(X) € M, kterd ma s X nekone¢ny prunik. Diky piedpokladu
mizeme pozadovat (X # Y — M(X) # M(Y)). Pokud pro M(X) plati, ze
M(X)\ X je nekonecna, tak ji rozdélime na dvé mnoziny - M (X)NX a M(X)\ X.
Pokud je kone¢na, tak ji bereme jako prazdnou. Definujme MAD systém A =
{XNMX),MX)\X : X €e TV (M)} U{M : M # M(X) pro zadné X}.
Snadno se ovéri, ze jde o uplné separabilni MAD systém. O

Existence tplné separabilniho MAD systému je spojend s existenci skoro dis-
junktniho zjemnéni nasledujicim tvrzenim:

Tvrzeni 3.7. P(w) \ Z méa skoro disjunktni zjemnéni pro kazdy husty ideal Z
pravé tehdy, kdyz pro kazdy husty ideal existuje uplné separabilni MAD systém
ACT.

Diikaz. Pokud pro néjaky ideal Z takovy uplné separabilni MAD systém existuje,
tak kazdou svoji velkou mnozinu zjemnuje 2“ prvky a tak lze ono zjemnéni vybrat
indukci. Opacnou implikaci dokdZzeme v nasledujicim tvrzeni. O

Opacné implikace je totiz snadny disledek obecnéjsiho tvrzeni. Hustému ide-
alu Z lze pomoci Zornova lemmatu piiradit MAD systém M, jehoz velké mnoziny
jsou mimo jiné P(w) \ Z. Pak tedy plati, ze P(w)\Z C Z7(M) a staci se zamé&Fit
na zjemnéni Z+(M).

Tvrzeni 3.8. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) Pro kazdy MAD systém M existuje skoro disjunktni zjemnéni Z*(M).

(ii) Pro kazdy MAD systém M existuje skoro disjunktni zjemnéni Zt (M) taplné
separabilnim MAD systémem.

(iii) Existuje bazovy strom T, jehoz kazdou hladinu tvo¥i aplné separabilni MAD
systém.

Diikaz. (ii1) — (ii): Diky hustoté a uspofadani 7 muzeme z jeho prvka vybrat
skoro disjunktni zjemnéni M, které je uplné separabilnim MAD systémem a z
toho tvrzeni ihned plyne.

(17) — (4): je trivialni.

(1) — (i4i): Necht je D = {B, : a € b} n&aky bazovy strom. Indukeci najdéme
MAD systémy A,, pro které plati:
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1 Pro kazdé a < b plati, ze A, zjemnuje B,,.

2 Kazdy A..1 je velky 2¥ a je zaroven skoro disjunktnim zjemnénim Z(A,)
- coz lze diky (7).

Pro kazdé a a A € A, vyberme jeden prvek C(A) C* A z A,41 a polozme
E={C(A): A€ U,y Aa}- € je husty strom v uspofadané mnoziné (P(w), C*).
Bud nyni D libovolny MAD systém slozeny z prvku £ a bud V' né&jaka jeho velka
mnozina. Pro kazdé o« definujme A,(V) = {A € A, ND :|ANV| = w}. Bud
nyni A\ < b prvni ordinél, Ze J,_, Aa(V) je nekonecna. Necht je A = 4 1:
As(V) je diky tomu nekonetné a (5 Aa(V) koneénd. Diky tomu plati, Ze kazda
A € As(V) ma nekonecény prinik s V=V \ U,4 U_AQ(V), soubor D je totiz
skoro disjunktni a mnozina V' jeho velkd mnozina. V je velkd vici Az a tak
existuje R € Agy, 7o R C V. Pfitom R je disjunktni s prvky A,(V) :a < 3, a
tak diky inkluzivnimu uspotradani £ plati, Ze ta nekoneéna D € D, ktera protne
R, do ni skoro nalezi: D C* R.

Necht je nyni A limitni ordinél se spocetnou kofinalitou, tedy A = sup{a, :
n € w}. Pro kazdy «,, < A existuje pouze koneéns mnoho prvki C* € A,, (V),
které protinaji V' v nekone¢né mnozing, a tak plati V' \ {C1U...UC*} je velkd
vuci Ay. PFi limitnim piechodu tak dostavame fetézec velkych mnozin vici Ay
a 7 pozorovani vyplyva existence pseudopruniku P C V, ktery je velky vuci
Ay a s kazdou C¥ m4 pouze kone¢ny prinik. Tedy ho zjemiiuje néjaka mnozina
Z € Ayy1. Z maximalnosti D existuje jeho prvek, ktery je skoro pod A. D je
tak tplné separabilni. Diky tomu lze vybrat novy béazovy strom z postupné se
zjemnujicich tplné separabilnich rozkladu w. U

13



4. Existence uplné separabilniho
MAD systému

V této kapitole predvedeme vysledek Shelaha [8] vylepseny Mildenbergerovou,
Raghavanem a Stepransem [7], a totiz, 7e uplné separabilni MAD systém existu-
je za predpokladu s < a. Nejprve napevno zafixujme §tépici systém S = {5, :
o € s}, ktery je zaroveii i (w,w)-§tépicim. Zac¢néme s myslenkou dikazu. Uplné
separabilni MAD systém vyrobime indukci podle podmnozin w. Budeme postup-
né prochazet vSsechny podmnoziny w a pokud se stane, 7e néjaki podmnozina je
velka vici jiz zkonstruovanému AD systému, tak k nému pfidame néjakou jeji
podmnozinu. Netriviadlni tikol spoc¢iva v nalezeni takové jeji podmnoziny, kter& by
byla skoro disjunktni se vS8emi mnozinami jiz vytvoreného AD systému. Vyraz-
nou pomoci je nésledujici tvrzeni, které umozni najit v libovolné velké mnoziné
dvé podmnoziny, které jsou opét velké. Iterovinim tohoto postupu pak najdeme
dokonce 2¢ velkych podmnozin. Onu skoro disjunktni mnozinu totiz musime vy-
birat z velké mnoziny vuci jiz definovanému AD systému, v malé mnoziné bychom
skoro disjunktni mnozinu nenasli. Stépict systém se v tomto tkolu osveédéi tak, ze
pravé on tyto dvé podmnoziny té konkrétni velké mnoziny "vykroji" - to je obsah
néasledujictho pozorovani.

Pozorovani 4.1. Necht je A libovolny AD systém a V' € [w]” je libovolna velka
mnozina vici A. Potom existuje § € s, ze ob& mnoziny V' N .53,V N S} jsou velké
vici A.

Diikaz. Mizou nastat dva piipady. Ten jednodussi je, Ze existuje N € [V]“, ktera
je skoro disjunktni se v8emi prvky A. Napiiklad pokud existuje pouze kone¢né
mnoho A € A, pro které plati |AN V| = w. Potom jisté existuje Sz € S, ktera
rozstépi N. V N 5§,V N S jsou ony hledané mnoziny. Druhy pripad nastava,
pokud existuje soubor mnozin {4, :n € w, A4, € A} ze (Vn € w)(|A, NV] =w).
Zuzime tento soubor na V: necht je tedy B, = A, NV. Potom ale z definice
(w, w)-8tépiciho systému existuje § € s, ze (I°n : |B, N Sg| =w=|B,N Sé\)
Mnoziny V NS5,V N S} jsou velké vici A, protoze kazda ma nekonecny prinik
s nekone¢né mnoha ¢leny A. O]

Nyni jesté dokdzeme jedno technické tvrzeni, které také budeme potiebovat.

Pozorovani 4.2. Necht je A libovolny AD systém a necht je {E, : n € w}
soubor velkych mnozin vuci A, ze plati E; O E>... D E, O .... Potom existuje
pseudoprinik E souboru {E, : n € w}, ktery je navic velky vuci A.

Diikaz. Necht je Sy selektorem na {F, : n € w} a Sy selektorem na

{E.\ U;:OI S new\k—1}. U;_, Sk je pak hledany pseudoprinik, ktery je
velky vuci A; sta¢i pozadovat, aby ruzné selektory vybiraly své prvky z ruznych
prvku A. O

gtépici systém tedy budeme pouzivat béhem celé indukce, proto si nejdiive
zavedeme znaceni, pomoci kterého se budeme orientovat. Pokud pf#i indukci na-
razime na velkou mnozinu, tak ji pomoci stépiciho systému "ofezeme' na skoro
disjunktni mnozinu vudi jiz definovanému AD systému. Toto ofezavani se zastavi
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pfed s. Proto kazdému prvku A, € A bude odpovidat posloupnost o, € 2<%, pfi-
¢em? bude platit: (Vy € dom(o,))(As C* S;’a(’”). Konecné sjednoceni takovych
mnozin bude stale ofezano pouze na kone¢nych mnozinach, proto pro kazdou
posloupnost o € 2<¢ definujme ideal I, = {M : (Vv € dom(c))(M C* SI7)}.
Nagim cilem je tedy provést indukci tak, ze konstruovany AD systém A je v
kazdém kroku "Fidky na velkych mnozinach", tzn. (VA € Z7(A))(3R € [A]“ :
R je skoro disjunktni vaci A). Pravé k tomu bude poti¥eba predpoklad s < a.
Pro 0,7 € 2<° definujme o < 7, pokud 7 prodluzuje o, a o L 7, pokud existuje
v € dom(o) N dom(T), pro které plati o(y) # 7(7). Pokud o L 7, tak fekneme,
ze to jsou disjunktni posloupnosti.

Pozorovani 4.3. 0,7 € 2<°. Plati:
(i) Pokud o L 7 potom (VK € [,)(VL € I )(|K N L| < w).
(ii) Pokud ¢ < 7 potom I, C I,.
Diikaz. Obé tvrzeni se jednoduSe ovéri z definice. O

Hlavni ¢ast ditkazu se nyni provede tak, Ze velkou mnozinu v w krocich po-
stupné rozstépime na 2“ velkych mnozin, pticemz Stépeni bude kontrolovano
posloupnostmi ordinédlnich ¢isel, které se zastavi pod s. Pak vybereme takovou
posloupnost, ze vSechny uz sestrojené mnoziny budou v idealech disjunktnich
posloupnosti, nebo v idealech pod vybranou posloupnosti. Abychom v tento mo-
ment mohli uplatnit pfedpoklad s < a, tak potfebujeme indukéni predpoklad
(VAn, Ag € A)(o, # 0p), kde A je uz sestrojeny AD systém. Tento induke-
ni predpoklad pak musime zachovat do dalsi iterace indukce. Nyni ukdzeme, Ze
je to mozné. Ozna¢me tedy A = {A, : a € A} jiz sestrojeny AD systém a
P = {0, : @ € A\} odpovidajici mnozinu posloupnosti.

Tvrzeni 4.1. Pokud plati (Vo,7 € P)(o # 7), tak potom pro kazdé M € ZT(A)
existuje B € [M]“ a op € 2<° 7e:

(i) B je skoro disjunktni se véemi A € Aa B € I,,.
(ii) (V7 € P)(op £ 7).

Diikaz. Pismena 4,7 budou vzdy prvky {0,1}. Podle pozorovani najdeme
nejmensi g, pro které plati, ze ob&é mnoziny M N .SY , M N S, jsou velké vi-
¢ A. Diky tomu, Ze ag je nejmensi, tak existuje posloupnost 7, € 2%, ktera
kontroluje ofezavani mnoziny M, tedy (Vy € ap)(o(y) =i & M\ S} € Z(A)).
Opétovnym pouzitim pozorovani 4.1l dostaneme nejmensi «g, pro které plati, ze
mnoziny M NS NSY, a MNSI NSL  jsou velké viaci A. Analogicky dostaneme

nejmensi oy, pro které jsou mnoziny M NS, NSY a M NS, NS, velké vici

A. K ordinalim oy, ap; existuji posloupnosti 799 a 791 € 2<°, pro které je
TQJ(’Y) :z{:)MﬂSg{OﬂS; EZ+(A) (41)

ap; je definiéni obor 7p;. Déle plati, Ze og; > o, protoze kdyby ne, tak M N
Sgoj aMnN Sclmj jsou velké viiéi A a pfitom je ag; < v, coZ je spor s minimalitou
ap. NemilZe nastat ani ag; = v, protoze pak by napfiklad M NS5 N Séoj byla

kone¢na mnozina a tedy by nebyla velkd vici A. Ze stejného duvodu dostavame
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Toj > 7o Plati dokonce 79;(cg) = j, protoze dle BTl plati M N S7 N Smoi(e0) ¢
Z+(A). Prikro¢ime tedy k obecnému piipadu. Necht je 0 # s € 2<% a 7, €
2= dom(1s) = ag. Z predchozi indukce predpokladame, ze obé mnoziny M N
SL.oN (N{Sa) ¢ < s}), kde i € {0,1}, jsou velké viici A. Zafixujme i. Opét
najdeme nejmensi o, —;, Ze mnoziny S, N M NS, N (LS« t < s}), kde
j € {0,1}, jsou velké vici A. Dale na a,—; definujme posloupnost 7,—;(v) = j <
mnoZina MﬂSésﬂ(ﬂ{S;i(at) it < s})NST je velka vaci A. Opét plati e~ > a
a také 7,;, > 7, —~ i. Takto jsme zkonstruovali mnoziny {as : s € 2<¥} a
{75 : s € 2<¥}. Prvni mnozina odpovida defini¢nim oborim posloupnosti z druhé
mnoziny, pficemz obé mnoziny odrazeji strukturu Cantorova stromu 2<“. Pro
kazdy prvek f € 2¢ definujme ay = sup{aysm, :n € w} a7y = U{74mn : 0 € w}.
Diky tomu, ze kofinalita s je vétsi nez w, vime, ze (Vf € 2¥)(ay < s). Dale
pro g,f € 2 : f # g existuje nejmensi n, ze f(n) # g(n). Pro s = f[n =
g[n plati, 7e 730 > 7, —~ 0 a 751 > 7, —~ 1 a diky tomu jsou posloupnosti
7f, Ty disjunktni. MnoZina posloupnosti P z pfedpokladu je mensi nez 2 a tedy
existuje prvek z 2¥, Ze 7; neni prodlouZend Zadnou posloupnosti z P. Z konstrukce
vime, 7e mnoziny FE, = M N (ﬂ{STf(a”m) :m < n}) jsou velké vuci A pro

Aflim
kazdé n € w. Déle plati M O ... D fbn D E,i1... Ozna¢me FE pseudoprunik
souboru {E, : n € w}, ktery je velky vuaci A. Takovy pseudoprinik existuje
podle pozorovani Z této velké mnoziny bychom radi vybrali hledanou skoro
disjunktni mnoZinu. Pozadavek na posloupnosti bude splnén - 7; se nerovna a
neni prodlouzena zadnou posloupnosti z P. Zamérme se nyni na otazku, kolik
prvkiu z A protina E v nekonefné mnoziné. Ozna¢me G ty posloupnosti z P,
které 7y prodluzuje, tedy G = {0 : 0 € P Ao < 74}. Protoze posloupnosti z P
jsou po dvou riuzné, tak je |G| < |ay| < s. Kyzenou mnozinu B tedy vybereme z
E. Posledni pozadavek je, aby B € Z.,. Pro kazdé § < ay existuje n, ze & < a;p,.

)

74(&) = T (§) a tedy mnoZina S;Tf(g N E, neni velka vuci A. Tedy existuje

soubor F; € [A]<¥, ze S;_Tf(g) N E, C* [JFe. A protoze plati E C* E,, tak i

pro E plati S;Tf(g) NE C* |JFe Polozme F = [J{F¢ : £ € as}. Mnozina F
je také mensi nez s. Dohromady dostavame, ze mnozina G U F je mensi nez s.
Predpokladdme s < a a diky tomu muzeme z FE vybrat mnozinu B, ktera je skoro
disjunktni se v§emi mnozinami z G U F. Skoro disjunktnost s prvky z F zarucuje,
7e B € 1,,. Plati totiz, 7e BﬂSgl_Tf c* Bﬂ(Sgl_Tf\U}"g) = BNkonefna mnozina.
Staci tedy polozit op = 7f a overit skoro disjunktnost s prvky A\ J{G U F}. Ta
ale plyne z pozorovéani 4.3., protoZe posloupnost 77 je disjunktni s posloupnosti
libovolného prvku z A\ (J{G U F}. 0O

Tim jsme si pripravili hlavni néstroj na induktivni vytvoreni tplné separabil-
niho MAD systému:

Tvrzeni 4.2. Za piedpokladu s < a uplné separabilni MAD systém existuje.

Diikaz. Ocislujme si prvky [w]? = {N, : a € ¢ = |2¢|}. Induktivné postavme AD
systém Ay = {A, : @ € A} a odpovidajici mnozinu po dvou riaznych posloupnosti
Py = {0, : @ € A}, piicemz plati, ze (Vo € \)(A, € Z,,). To udélame pomoci
predchoziho tvrzeni. V kroku A < ¢ se podivime na mnozinu N,. Pokud je velk&
vzhledem k jiz sestrojenému AD systému Ay, tak v ni pomoci predchoziho tvrzeni
najdeme mnozinu A, kterou pridame k A,. Pokud N, neni velkd vuci A,, tak
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misto ni vezmeme w - ta je rozhodné velka vuci A,. Sestrojeny AD systém A, je
maximalni a také uplné separabilni - kazdou velkou mnozinu vzhledem k A, jsme
totiz museli potkat a zjemnit pii indukei podle {N,, : « € c}. O

Béhem indukce muzeme prvky budouciho tplné separabilniho MAD systému
vybirat navic z néjakého hustého idedlu Z. Balcar, Dockalkova a Simon dokazali
existenci uplné separabilniho MAD systému za piedpokladu s = w; a b =0, viz
[3]. Kazdy z téchto predpokladii implikuje s < a.
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5. Topologické disledky vét o skoro
disjunktnim zjemnéni v fw \ w

V této kapitole se zaméiime na topologicky prostor fw \ w a co pro né&j plyne 7
nékterych vét o skoro disjunktnim zjemnéni. Za¢néme rychlou rekapitulaci, co to
fw \ w vlastné je. Pojmy z topologie 1ze nalézt napt. v [4], pojem ultrafiltru v [I].

Definice 5.1. Sw je prostor vSech ultrafiltri na w opatfeny topologii, kterd je
generovana bazi B = {B : B C w}, kde B je mnozina ultrafiltri obsahujicich
mnozinu B. Jinymi slovy, pokud je p ultrafiltr na w, tak plati:

peBsBep

Pro A C Bw oviem A znadi uzavér mnoziny A v fw. w miiZzeme piirozenéd
ztotoznit s trividlnimi ultrafiltry, proto symbol w* = fw \ w znadi podprostor Sw,
ktery je tvofen pouze uniformnimi ultrafiltry. Analogicky B* zna¢i mnozinu vSech
uniformnich ultrafiltrii obsahujicich mnozinu B. Néasledujici tvrzeni je souhrnem
zakladnich informaci, jak topologie na fw vypada.

Tvrzeni 5.1. A, B vzdy znac¢i nekone¢né podmnoziny ptirozenych ¢&isel.
(i) Platt ANB=ANB,AUB=AUBafw\A=w\ A,
(ii) ACB& ACB, AC* B« A* C B~

(iii) Kazda mnozina z B je zarovei uzaviena.
(iv) Kazdou uzavienou mnozinu lze zapsat jako prunik prvka z B.

(v) Necht je P = {p, : 0 € O} C Bw. Potom uzévér mnoziny P je mnozina
P ={q € pw : q rozsituje filtr generovany systémem (| P}.

Diikaz. Body (i) az (iv) jsou trividlni, (v) dokdzeme: Nejprve ovéfime, ze (| P
je centrovany systém - pro libovolny kone¢ny pocet prvka z () P plati, ze lezi v
kazdém ultrafiltru z P a tedy i jejich prinik musi byt nekone¢ny a lezet v kazdém
ultrafiltru, tedy i v () P. Vime, 7e P je uzaviend mnozina, takze P lze zapsat
jako P = (\{B;:i € I}. MnoZina

K = {q € Bw : q rozifuje filtr generovany systémem ﬂ P}

je uzaviena, protoze je to ve skute¢nosti mnozina ({Q : Q € (| P}. Je ziejmé, Ze
P C K. K dokonceni ditkazu predpokladejme, Ze existuje mensi uzavienid mnozina
obsahujici P. Ta by byla obsaZend v mnoziné tvaru (J{Q : Q € NP} N A4, kde
A je néjakd nekonefna podmnozina w. ProtoZe ale A neni v () P, znamena to,
7e existuje ultrafiltr ¢ € P, ktery neobsahuje A. Tento ultrafiltr pak neni ani v

N{Q:QeNP}INA 0O
Dale uvadime nékteré globalni vlastnosti fw.

Tvrzeni 5.2. A opét znadi nekoneénou podmnozinu w.
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(i) |Bw| = 2% a taks [A] = |A*| = 2.
(i) w je hustd v fw a fw \ w je uzavieny podprostor.

(iii) Sw je Hausdorffiv kompaktni prostor homeomorfni s Cech-Stoneovou kom-
paktifikaci diskrétniho prostoru w.

Diikaz. (i) Je tvrzeni znamé jako Pospisilova véta, dikaz lze najit v [I].

(ii) Pro libovolnou nekonefnou A C w plati, ze triviadlni ultrafiltr generovany
libovolnym prvkem z A lezi v A*. Druha ¢ast tvrzeni je ziejma.

(iii) Je znamy fakt, dikaz se nachazi napiiklad v [10]. O

Ted muzeme piikro¢it k oném vétam o fw \ w, které plynou z vét o skoro
disjunktnim zjemnéni. Odted se pohybujeme pouze v w* = fw \ w.

Definice 5.2. Necht je x kardinalni ¢islo. Mnozinu P C w* nazveme k-mnozinou,
pokud v w* existuje x po dvou disjunktnich otevienych mnozin tak, ze P nélezi
do uzavéru kazdé z nich.

Tvrzeni 5.3. Kazdy bod podprostoru w*, tedy kazdy uniformni ultrafiltr, je 2“-
bodem.

Diikaz. Tvrzeni plyne z existence skoro disjunktniho zjemnéni pro libovolny uni-
formni ultrafiltr F. Zafixujme si tedy néjaky uniformni ultrafiltr F = {F, : a €
2¢} a takeé jeho skoro disjunktni zjemnéni {¢(F) : F' € F}. Kazdou ¢(F) muzeme
rozdélit na 2 skoro disjunktnich mnozin, tedy ¢(F') = (J{d(F ), : @ € 2¥}. Dale
polozme U, = |J{(¢(F).)* : F € F}. Mnoziny (U, : « € 2¥) jsou oteviené a
disjunktni - pokud by pro « # [ existoval spolec¢ny ultrafiltr lezici jak v U,, tak
v Ug, pak by tento ultrafiltr pfisel do obou z mnozin s néjakou ¢(F1), a ¢(F2)s.
Tyto mnoziny jsou ale skoro disjunktni, jeden ultrafiltr tedy nemuze obsahovat
obé. Zbyva ovéfit, ze F lezi v kazdé U,. K tomu postadi ukazat, ze F rozsifuje
kazdy centrovany systém (| U,. Kdyby nerozsifoval, tak existuje F' € F, 7e w\ F’
lezi v ( U,. To je ale spor, protoze w \ F' nemohou obsahovat ty ultrafiltry, které
ptisly do U, s mnozinou ¢(F),. O

7 druhé a treti kapitoly vime, ze za piedpokladu s < a plati, ze pro kazdy
husty ideal I existuje skoro disjunktni zjemnéni [w]|* \ I. Predpokladejme tedy,
ze to plati (napiiklad za hypotézy kontinua). Diky tomu muZeme zformulovat
obecnéjsi verzi predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 5.4. Kazda fidkd mnozina v prostoru w* je 2“ mnozina.

Diikaz. Necht je tedy T né&jaka ridka mnozina. Z definice Fidkosti existuje husty
ideal T = {M € [w]* : M*NT = (}. Soubor [w]* \ I ma podle piedpokladu
skoro disjunktni zjemnéni. Stejné jako v predchozim tvrzeni definujme mnoziny
Uy : a € K, kde & je velikost mnoziny [w]“\ I, tedy 2¥. U* jsou oteviené a T C U,
se ukize stejné jako vyse. O

V uplné obecnosti lze tvrzeni o 2¥-mnozinach zformulovat takto:
Tvrzeni 5.5. Pro podmnozinu 7" C w* jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) Mnozina T je 2“-mnoZina.
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(ii) Soubor M ={M Cw: M*NT # 0} ma skoro disjunktni zjemnéni.

Diikaz. (i) — (ii): Necht je tedy V soubor 2* po dvou disjunktnich otevienych
mnozin w*, ze T lezi v uzavéru kazdé z nich. Mnozina M je velka nejvyse 2¢, takze
kazdé M € M muzeme piitadit V(M) € V tak, ze V(M) # V(N) pro N # M z
M. Mnozina M*NV je oteviend a neprazdnd, to plyne z neprazdnosti M*N7T a z
inkluze T' C V. Diky tomu lze v kazdé M NV (M) najit bazovou otevienou A(M)*,
které odpovida nekoneéna podmnozina A(M) C M. Soubor {A(M) : M € M} je
zjemnénim M a je skoro disjunktni, protoze kazdé dva jeho prvky A(M), A(N)
jsou pod disjunktnimi otevienymi mnozinami V' (M), V(N). Opa¢na implikace se
dokéze stejné jako jeji specidlni piipad v predchozim tvrzeni. O
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6. Zaveér

Za predpokladu s < a se podafilo transfinitni indukei pres 2¢ zkonstruovat tiplné
separabilni MAD systém. Konstrukce se opirala a zesilenou charakteristiku ¢isla
5 a o ,Stépici strom*, ktery sestaval z jistych posloupnosti, které urcovaly, kde se
rozStépila néjaka velkd mnozina. V konstrukci byl uvedeny predpoklad potieba k
udrzeni moznosti rozsiteni stavajiciho systému o dalsi skoro disjunktni mnozinu.
Tento predpoklad nemusi byt splnén, jak dokazal Shelah konstrukci modelu ZFC,
kde plati a < s - viz [3]. V takovém p¥ipadé by snad $lo vybirat posloupnosti
rafinovanéji, i kdyz se to dosud neobes$lo bez jinych dodatec¢nych piedpokladi,
viz [8], kde je situace a < s feSend pomoci dodateénych predpokladii ¢erpajicich
ze Shelahovy pcf teorie. Jeho vysledkem je, 7Ze uplné separabilni MAD systém
existuje za predpokladu 2 < N,,.
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