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1. Úvod1.1 Historie problémuObjekt zvaný úpln¥ separabilní MAD systém, jehoº existen
e je hlavním téma-tem této prá
e, se poprvé objevuje v díle S. H. He
hlera Classyfying families ofalmost disjoint sets with appli
atons on βω \ ω. Úpln¥ separabilní MAD systémje totiº spe
iálním p°ípadem skoro disjunktního systému podmnoºin ω. He
hlerve své prá
i dokázal jeho existen
i za p°edpokladu Martinova axiomu. Na jehoprá
i navázal Erd®s se Shelahem svým £lánkem [5℄. V tom je poloºena otázka, zdalze dokázat existen
i úpln¥ separabilního MAD systému pouze v ZFC(Zermelo-Frankel-Choi
e). Tuto moºnost rozvíjeli Bal
ar, Do£kálková a Simon - viz [3℄, kte°ídokázali jeho existen
i za p°edpokladu jistý
h nerovností mezi kardinálními in-varianty kontinua. V ro
e 2011 publikoval Shelah £lánek, který následn¥ rozvedliMildenbergerová, Raghavan a Steprans [7℄, ve kterém je dokázána existen
e úpln¥separabilního MAD systému za p°edpokladu s ≤ a, který v sob¥ obsahuje v²e
h-ny p°ed
hozí nekone£n¥-kombinatori
ké p°edpoklady, pouºívané p°i konstruk
itohoto MAD systému, takºe jde v jistém smyslu o zatím nejobe
n¥j²í výsledek.Jediné, 
o se tak doposud ví, je to, ºe existen
e úpln¥ separabilního systému jekonzistentní se ZFC, tedy s axiomy Zermelo-Frankelovy teorie mnoºin dopln¥néo axiom výb¥ru.1.2 Zna£eníSymbol ω zna£í mnoºinu v²e
h p°irozený
h £ísel. Písmena i aº q budou zna£itp°irozená £ísla a v²e
hna velká písmena budou zna£it nekone£né podmnoºiny ω.
[ω]ω zna£í mnoºinu v²e
h nekone£ný
h podmnoºin p°irozený
h £ísel. Ko�nitnímnoºina je taková podmnoºina ω, ºe její dopln¥k je kone£ný. V opa£ném p°ípad¥°íkáme, ºe mnoºina je koin�nitní. [X ]ω zna£í v²e
hny nekone£né podmnoºiny X ∈
[ω]ω. Ko�nitní mnoºina vzhledem k [X ]ω je takový prvek Y ∈ [X ]ω, pro který je
|X \ Y | < ω. Ne
h´ je X, Y ∈ [ω]ω. Potom X0 zna£í X a X1 zna£í ω \X . Dále
X ⊆∗ Y znamená |X \ Y | < ω. Symbol ωω ozna£uje mnoºinu v²e
h funk
í z ω do
ω. Na této mnoºin¥ de�nujeme uspo°ádání ≤∗ a to tak, ºe pro f, g ∈ ωω je f ≤∗ gpokud platí: |{n ∈ ω : f(n) > g(n)}| < ω. Zna£ení (∃∞n : G(n)), kde G(n) jen¥jaká formule, znamená, ºe mnoºina {n ∈ ω : G(n)} je nekone£ná. Podobn¥výrok (∀∞n : G(n)) znamená, ºe mnoºina {n ∈ ω : ¬G(n)} je kone£ná. Dálesymbol fin zna£í ideál kone£ný
h podmnoºin ω. Poten£ní algebru P(ω) m·ºemefaktorizovat práv¥ podle ideálu fin, výslednou algebru budeme zna£it P(ω)/fin.Její prvky jsou t°ídy ekvivalen
e na [ω]ω a to takové, ºe dva prvky A,B ∈ [ω]ωjsou ve stejné t°íd¥, pokud (A ⊆∗ B)∧ (B ⊆∗ A). Nulový prvek jsou pak v²e
hnykone£né podmnoºiny ω. V n¥který
h kontexte
h nebudeme formáln¥ rozli²ovatmezi podmnoºinou ω a p°íslu²nou t°ídou ekvivalen
e.
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2. N¥které kardinální
harakteristiky kontinuaKardinální 
harakteristiky kontinua jsou kardinální £ísla leºí
í mezi ω a 2ω. Typi
-ky se zadávají jako nejmen²í mohutnosti n¥jak strukturovaný
h systém· podmno-ºin p°irozený
h £ísel. Díky tomu se "nabývají", tzn. systémy jeji
h mohutnostíexistují. V této kapitole de�nujeme ty kardinální 
harakteristiky, které budemepot°ebovat, a dokáºeme základní vztahy mezi nimi.De�ni
e 2.1. �t¥pí
í £íslo s (z angli
kého "splitting number"). �ekneme, ºemnoºina S ∈ [ω]ω ²t¥pí mnoºinu X ∈ [ω]ω, pokud platí, ºe |S ∩X| = ω a zárove¬
|X ∩ (ω \ S)| = ω. Jinými slovy, pokud |S0 ∩X| = ω = |S1 ∩X|.
S ⊆ [ω]ω je ²t¥pí
í systém, pokud platí: (∀X ∈ [ω]ω) (∃S ∈ S)(S ²t¥pí X). �t¥pí
í£íslo s je pak nejmen²í mohutnost ²t¥pí
ího systému, jinými slovy: s = min{|S| :
S ⊆ [ω]ω a S je ²t¥pí
í systém}.De�ni
e 2.2. Mnoºina P ∈ [ω]ω je pseudopr·nik souboru {Xα ∈ [ω]ω : α ∈ κ}pokud platí, ºe pro kaºdé α ∈ κ je P ⊆∗ Xα. Soubor {Xα ∈ [ω]ω : α ∈ κ} je°et¥ze
, pokud platí, ºe pro kaºdé α ≤ β ∈ κ je Xβ ⊆∗ Xα.Pozorování 2.1. Kaºdý spo£etný °et¥ze
 má pseudopr·nik.D·kaz. Bu¤ {Xn : n ∈ ω} n¥jaký spo£etný °et¥ze
. Jeho pseudopr·nikem jenap°íklad selektor na mnoºin¥ {⋂n

k=1Xk : n ∈ ω}.Tato skute£nost vede k následují
í de�ni
i nového kardinálního invariantu:De�ni
e 2.3. Kardinální £íslo t je nejmen²í mohutnost °et¥z
e, který nemá pseu-dopr·nik.Je tedy z°ejmé, ºe t > ω.Tvrzení 2.1. cf(s) > ω.D·kaz. Sporem. Ne
h´ je cf(s) = ω. To znamená, ºe existuje posloupnost {γn :
n ∈ ω}, pro kterou platí sup{γn : n ∈ ω} = s. Vezm¥me nyní n¥jaký ²t¥pí
ísystém S = {Sα : α < s} a de�nujme mnoºiny Sn = {Sα ∈ S : α < γn}.Platí |Sn| < s. Tím pádem z de�ni
e ²t¥pí
ího £ísla existuje X0 ∈ [ω]ω, ºe X0není roz²t¥pená ºádnou z mnoºin v S0. Dále existuje X1 ∈ [X0]

ω taková, ºeºádný prvek mnoºiny S1 ne²t¥pí X0. Kdyby taková mnoºina neexistovala, tak
S1 je ²t¥pí
í systém na X0, 
oº je mnoºina mohutnosti ω, a p°itom |S1| < s.Induk
í tak získáme posloupnost nekone£ný
h mnoºin {Xn : n ∈ ω}, pro kteréplatí X0 ⊇ X1 ⊇ ... ⊇ Xn ⊇ Xn+1... Ne
h´ H = {hn : n ∈ ω} je pseudopr·niksouboru {Xn : n ∈ ω}. Nyní ke sporu sta£í ukázat, ºe ºádná mnoºina S ∈ Sneroz²típne mnoºinu H . Ne
h´ taková Sβ existuje. Potom existuje γk, ºe γk ≥ β.Tomuto γk odpovídá Xk, které není roz²t¥pené Sβ. Také platí H ⊆∗ Xk, protoºe
(∀n > k : hn ∈ Xn ⊆ Xk). Proto platí, ºe mnoºina Sβ nemohla roz²t¥pit H ,protoºe by ²t¥pila i Xk - spor. 3



Platí dokon
e, ºe cf(s) ≥ t; v p°ed
hozím d·kazu ²lo o existen
i pseudopr·-niku a ten existuje, pokud má p°íslu²ný °et¥ze
 mohutnost < t. Zadarmo takdostáváme i následují
í tvrzení:Tvrzení 2.2. s ≥ t.De�ni
e 2.4. MAD £íslo a (z angli
kého "Maximal Almost Disjoint"). �ekne-me, ºe mnoºiny A,B ∈ ω jsou skoro disjunktní, pokud platí, ºe |A ∩ B| < ω.Systém mnoºin A ⊆ [ω]ω nazveme skoro disjunktní (dále jen AD systém pod-le angli
kého "almost disjoint"), pokud kaºdé dva prvky systému A jsou skorodisjunktní a A je nekone£ný. MAD systém je AD systém, který je maximálnívzhledem k inkluzi. Ekvivalentn¥, nekone£ný soubor M ⊆ [ω]ω je MAD systém,pokud: (∀X ∈ [ω]ω)(∃M ∈ M) : |M ∩ X| = ω. �íslo a je nejmen²í mohutnost,jakou m·ºe MAD systém mít. Platí tedy, ºe pokud A ⊆ [ω]ω je libovolný ADsystém takový, ºe |A| < a, tak potom existuje X ∈ [ω]ω, ºe X je skoro disjunktníse v²emi A ∈ A.De�ni
e 2.5. Omezují
í £íslo b ("bounding number"). Toto £íslo podle názvuodpovídá nejmen²í mohutnosti mnoºiny funk
í z ω do ω, která není omezená vesmyslu uspo°ádání ≤∗. Jinak °e£eno b = min{|F| : F ⊆ω ω a (∀h ∈ ωω) (∃f ∈ F)
(∃∞n : f(n) ≥ h(n))}.Tvrzení 2.3. b > ωD·kaz. Sporem. Ne
h´ je F = {fn : n ∈ ω} neomezená mnoºina funk
í. De�nuj-me funk
i g(m) = max(fn(m) : n < m). Pro g platí: (∀n ∈ ω)(∀m : fn(m) ≤
g(m)). Pro libovolné n ∈ ω totiº máme: (∀k > n)(g(k) ≥ fn(k)). Funk
e g takomezuje mnoºinu F - spor.Platí je²t¥ lep²í odhad:Tvrzení 2.4. b ≥ tD·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe b < t. Bu¤ F = {fα : α ∈ b} neomezenámnoºina funk
í z ωω, pro kterou platí: (∀α, β ∈ b)(α < β ⇒ fα <∗ fβ). De�nujmesystém mnoºin (Bα : α ∈ b) a jim odpovídají
í
h funk
í bα. B0 = ω a pokudmáme de�nované Bα = {bm : m ∈ ω}, tak ne
h´ bα(m) = bm. K této funk
inajdeme g ∈ F , pro kterou (∃∞n : bα(n) < g(n)), tato n si ozna£me N . Nynípoloºme Bα+1 = {první bm > g(n) : n ∈ N}. Pro limitní α vezm¥me za gfunk
i, která je na n¥jaké nekone£né mnoºin¥ N v¥t²í neº v²e
hny bβ : β < α.
{Bβ : β < α} tvo°í °et¥ze
, jehoº pseudopr·nik P = {pm : m ∈ ω} pouºijemev de�ni
i Bα = {první pm > g(n) : n ∈ N}. Celkov¥ tak získáme °et¥ze
 délky
b < t, tedy musí mít pseudopr·nik. Ten by ov²em jako svoje vy£íslují
í funk
eomezoval mnoºinu F .V následují
ím tvrzení ukáºeme, ºe pro MAD £íslo a platí siln¥j²í omezenízdola:Tvrzení 2.5. b ≤ a. 4



D·kaz. P°edpokládáme a < b. To znamená, ºe existuje MAD systém A mohut-nosti men²í neº b a z toho vyvodíme spor s maximalitou A. Vezm¥me Xn : n ∈ ωprvk· A a de�nujme funk
e {fA : A ∈ A \ {Xn : n ∈ ω}} z ⋃
{Xn : n ∈ ω} do

ω tak, ºe fA(n) = min(Xn \ (A ∪max(Xn ∩ A)). Protoºe soubor fA : A ∈ A jemen²í neº b, tak existuje funk
e g, ºe fA ≤∗ g pro kaºdou fA. Rng(g) je pak skorodisjunktní se v²emi mnoºinami A ∈ A.Invariant b lze 
harakterizovat je²t¥ pomo
í intervalový
h rozklad· ω. Inter-valový rozklad ω je mnoºina tvaru I = {In = [in, in+1) : 〈in : n ∈ ω〉 je rostou
íposloupnost p°irozený
h £ísel}. Na mnoºin¥ v²e
h intervalový
h rozklad· m·ºemede�novat uspo°ádání ⊆∗ a to tak, ºe J ⊆∗ I, pokud platí (∀∞n)(∃k)(Jk ⊆ In).
b je i v tomto p°ípad¥ nejmen²í mohutnost mnoºiny intervalový
h rozklad· ω,která není omezená ve smyslu ⊆∗.Tvrzení 2.6. b = min{|I| : I je mnoºina intervalový
h rozklad· ω, která neníomezená ve smyslu ⊆∗}.D·kaz. M¥jme nejprve mnoºinu funk
í F = {fα : α ∈ b}. Bez újmy na obe
nostip°edpokládejme, ºe v²e
hny tyto funk
e jsou ost°e rostou
í a ∀α ∈ b : fα(0) > 0.Z takové mnoºiny vyrobíme mnoºinu intervalový
h rozklad· a to tak, ºe funk
i fαp°i°adíme rozklad ω, ozna£me ho Iα, a to p°edpisem Iα = {Iαn

= [fn
α (0), f

n+1
α (0)) :

n ∈ ω}. Výraz fn(0) znamená f(fn−1)(0), kde f 0 ≡ 0 a f 1 = f . Dále ne
h´je dán J = {Jn : n ∈ ω} libovolný intervalový rozklad ω. De�nujme funk
i
g(n) = min(k : [n, k) obsahuje alespo¬ dv¥ mnoºiny z {Jn : n ∈ ω}). K ta-kové funk
i podle de�ni
e F existuje funk
e f ∈ F , ºe (∃∞n : f(n) > g(n)).Kaºdé n, pro které platí f(n) > g(n), musí být obsaºeno v n¥jakém interva-lu tvaru [f q(0), f q+1(0)) kde q ∈ ω. Pro toto n platí n < f q+1(0), a tedy i
g(n) < f(n) < f(f q+1(0)) = f q+2(0). Z toho plyne [n, g(n)) ⊆ [f q(0), f q+2(0))a interval [f q(0), f q+2(0)) obsahuje dv¥ mnoºiny J1, J2 z {Jn : n ∈ ω}. Tedy aleminimáln¥ jeden z interval· I1 = [f q(0), f q+1(0)), I2 = [f q+1(0), f q+2(0)) obsahujejednu z J1, J2. Z konstruk
e t¥
hto mnoºin také vyplývá: (I1 ⊆ J1) ⇒ (J2 ( I2).Tedy (∃∞n)(∃k) : (Jk ( Iαn

), kde Iα je intervalový rozklad p°i°azený f = fα. Toale znamená, ºe rozklad Iα není men²í neº rozklad J .Na druhou stranu p°edpokládejme, ºe máme neomezenou mnoºinu I intervalo-vý
h rozklad·, a vytvo°me stejn¥ velikou mnoºinu funk
í a to tak, ºe pro I ∈ Ide�nujme fI(n) = im+2, pokud platí n ∈ [im, im+1). Výsledná mnoºina funk
í
{fI : I ∈ I} je neomezená: ne
h´ je g libovolná funk
e. Z g ud¥láme rozklad G =
{[gn(0), gn+1(0)) : n ∈ ω}. Protoºe I je neomezená, tak existuje intervalový roz-klad J ∈ I, pro který platí: (∃∞n : [gn(0), gn+1(0)) neobsahuje ºádnou mnoºinu z J).Nyní se situa
e rozpadá na dva p°ípady: ne
h´ nejd°ív pro takové n existuje in-terval Jk, ºe [gn(0), gn+1(0)) ( Jk. V takovém p°ípad¥ je g(gn(0)) < jk+1 <
jk+2 = fJ(g

n(0)). Ne
h´ nyní takový Jk neexistuje. Interval [gn(0), gn+1(0)) jetak obsaºen ve sjedno
ení dvou interval· z J a oba dva ho p°e£nívají. Ne
h´ je
Jk+1 ten, který ho p°e£nívá na pravé stran¥, tedy [gn(0), gn+1(0)) ( Jk ∪ Jk+1.Pak platí g(gn(0)) < jk+2 = fJ(g

n(0)). Tedy existuje nekone£n¥ n ∈ ω, ºe platí
g(n) < fJ(n) a mnoºina funk
í {fI : I ∈ I} tak není omezená.Dokázali jsme vlastn¥ ví
. Totiº to, ºe existuje neomezená mnoºina intervalo-vý
h rozklad· I nejmen²í moºné velikosti b, pro kterou platí:
(∀ intervalový rozklad J)(∃I ∈ I), ºe (∃∞n)(∃k) : (Jk ( In).5



Dále zavedeme zesílení ²t¥pí
ího £ísla s a ve zbytku kapitoly ukáºeme, ºe p°estoto zesílení z·stane ²t¥pí
í £íslo stejné.De�ni
e 2.6. Kardinální invariant sω,ω je nejmen²í mohutnost systému mnoºin Sz [ω]ω, pro který platí, ºe pro libovolnou spo£etnou mnoºinu {An : n ∈ ω} ⊂ [ω]ωexistuje S ∈ S, pro kterou platí: (∃∞n : |An ∩ S0| = ω) ∧ (∃∞n : |An ∩ S1| = ω).Systému mnoºin S budeme °íkat ω, ω-²t¥pí
í.To je ono zesílení - je jasné, ºe kaºdý ω, ω-²t¥pí
í systém je také ²t¥pí
í (sta£íza {An : n ∈ ω} vzít {X}, k n¥mu existuje S ve ω, ω-²t¥pí
ím systému, kterároz²típne X), tedy platí sω,ω ≥ s. V následují
í
h odstav
í
h ukáºeme, ºe existuje
ω, ω-²t¥pí
í systém mohutnosti s, jinými slovy sω,ω = s. D·kaz vy
hází z [7℄.Tvrzení 2.7. P°edpokládejme s < b, potom sω,ω = s.D·kaz. Dokazujeme sporem, tedy p°edpokládejme sω,ω > s. Ne
h´ {Sα : α ∈ s}je takový ²t¥pí
í systém, pro který existuje soubor nekone£ný
h podmnoºin {An :
n ∈ ω} tak, ºe platí (∀α ∈ s)(∃iα ∈ {0, 1}) : (∀∞n : An ⊆∗ Siα

α ). Dle lemmatuo disjunktním zjemn¥ní pouºitém na {An : n ∈ ω} m·ºeme p°edpokládat, ºe je
An ∩ Am = ∅ pro n 6= m. Pro kaºdou Sα nyní de�nujme funk
i fα ∈ω ω a tonásledují
ím zp·sobem: víme, ºe existuje k ∈ ω, ºe pro v²e
hna n ≥ k je bu¤
|An ∩ S0

α| < ω, anebo |An ∩ S1
α| < ω. Ne
h´ nastává druhá moºnost. De�nujmetedy fα(m) = 0 pro m < k a pro m ≥ k m·ºeme poloºit fα(m) = max(Am ∩S1

α).Mnoºina {fα : α ∈ s} je podle p°edpokladu men²í neº b, a tedy existuje funk
e f ,pro kterou platí: (∀α ∈ s : fα ≤∗ f). Protoºe jsou mnoºiny An nekone£né, m·ºemepro kaºdé n ∈ ω vybrat ln ∈ An takové, ºe ln > f(n), a protoºe jsou mnoºiny Andisjunktní, je mnoºina L = {ln : n ∈ ω} nekone£ná. Tedy existuje β ∈ s, ºe Sβ²t¥pí L. Dále z fβ ≤∗ f existuje k ∈ ω, ºe pro n > k je f(n) ≥ fβ(n). Z konstruk
e
fβ také víme, ºe existuje m takové, ºe pro n > m je fβ(n) = max(An ∩ S

1−iβ
β ).Vzhledem k tomu, ºe S

1−iβ
β ∩ L je nekone£ná, jist¥ existuje q > max(k,m), prokteré je lq ∈ S

1−iβ
β . A jsme hotovi, nyní máme lq ≤ fβ(q), protoºe lq ∈ Aq∩S

1−iβ
β az de�ni
e fβ(q) = max(Aq ∩S

1−iβ
β ). Také platí fβ(q) ≤ f(q) < lq, 
oº je spor.P°ípad b ≤ s je komplikovan¥j²í a zavedeme kv·li n¥mu dal²í verzi ²t¥pí
íhosystému.De�ni
e 2.7. Systém mnoºin R ⊆ [ω]ω nazveme blok-²t¥pí
í, pokud spl¬uje, ºepro kaºdý nekone£ný rozklad ω na kone£né podmnoºiny, ozna£me ho {rn : n ∈ ω},existuje R ∈ R, ºe platí (∃∞n : rn ⊂ R) ∧ (∃∞n : rn ∩ R = ∅). �ekneme, ºe Rroz²t¥pila rozklad {rn : n ∈ ω}. Nejmen²í mohutnost blok-²t¥pí
ího systémuozna£me bs.Kone£né rozklady nejsou proti intervalovým rozklad·m úpln¥ výhodné promanipula
i, proto dokáºeme pozorování, ºe blok-²t¥pí
í systém sta£í ov¥°ovat pou-ze na intervalový
h rozklade
h.Pozorování 2.2. Pokud n¥jaký soubor R spl¬uje, ºe pro kaºdý intervalový roz-klad ω existuje R ∈ R, která tento rozklad roz²típne, tak potom je soubor Rblok-²t¥pí
í. 6



D·kaz. M¥jme rozklad A = {an : n ∈ ω} na kone£né podmnoºiny. M·ºemevytvo°it intervalový rozklad G a to tak, ºe G0 = [0, g1), kde g1 = min(k : [0, k)obsahuje jednu mnoºinu z A), a dále Gn = [gn, gn+1), kde gn+1 = min(k : [gn, k)obsahuje jednu mnoºinu z A). Takto získáme intervalový rozklad a je jasné, ºepokud R ∈ R roz²t¥pí intervalový rozklad G, pak roz²t¥pí i rozklad A.Tvrzení 2.8. s ≤ bs.D·kaz. Ne
h´ je dána libovolná M ∈ [ω]ω a ne
h´ je R blok-²t¥pí
í systém mo-hutnosti bs. M = {m(n) : n ∈ ω}. De�nujme k(0) = [m(0), m(1)) a k(n) =
[m(n), m(n+1)). {k(n) : n ∈ ω} je rozklad ω na kone£né mnoºiny. Tedy existuje
R ∈ R, ºe platí jednak (∃∞n : k(n) ⊂ R) a také (∃∞n : k(n) ∩ R = ∅). To aleneznamená ni
 jiného, neº |M ∩ R0| = ω = |M ∩ R1|.Tvrzení 2.9. b ≤ bsD·kaz. Dokazujeme sporem, ne
h´ tedy existuje blok-²t¥pí
í systém R mohut-nosti < b. Kaºdá R ∈ R je koin�nitní; kdyby totiº byla ko�nitní, tak by proºádný rozklad {an : n ∈ ω} mnoºiny ω na kone£né mnoºiny nemohlo platit
(∃∞n : an ∩ R = ∅). M·ºeme tedy p°edpokládat, ºe v²e
hny prvky R jsou ko-in�nitní. Díky tomu má následují
í de�ni
e smysl. Pro R ∈ R de�nujme funk
i
fR(n) = min(k : [n, k) ∩ R0 6= ∅ 6= [n, k) ∩ R1). K mnoºin¥ funk
í {fR : R ∈ R}existuje bez újmy na obe
nosti rostou
í funk
e g, ºe fR ≤∗ g pro v²e
hna R ∈ R.Pomo
í g de�nujme rozklad ω a to takto: g0 = [0, g(0)) a gn = [gn(0), gn+1(0)).Co by se stalo, kdyby n¥jaký R ∈ R roz²t¥pil {gn : n ∈ ω}? Ne
h´ n je ta-kové, ºe platí: (∀m ≥ n) : (g(n) ≥ fR(n)). Dále ne
h´ p je první £íslo, prokteré je gp(0) ≥ n. Pro kaºdé q ≥ p platí [gq(0), fR(gq(0))) ⊆ [gq(0), gq+1(0)).
[gq(0), fR(g

q(0))) má neprázdný pr·nik jak s R0, tak s R1, a tak mnoºina Rnemohla roz²t¥pit {gn : n ∈ ω} - spor.Tvrzení 2.10. bs ≤ b · s = max(b, s)D·kaz. Za�xujme ²t¥pí
í systém S a neomezenou mnoºinu intervalový
h rozklad·
I, pro kterou platí: (∀ intervalový rozklad J)(∃I ∈ I), ºe (∃∞n)(∃k(n)) : (Jk(n) ⊂
In). De�nujme R(S, I) ∈ [ω]ω : S ∈ S, I ∈ I a to tak, ºe R(S, I) =

⋃
{In : n ∈ S}.Nyní sta£í ov¥°it, ºe soubor {R(S, I) : S ∈ S, I ∈ I} je blok-²t¥pí
í. Ne
h´ jedán libovolný intervalový rozklad J . K n¥mu existuje I ∈ I, ºe (∃∞n)(∃k(n)) :

(Jk(n) ⊂ In). T¥
h nekone£n¥ n tvo°í n¥jakou mnoºinu N ∈ [ω]ω. Dále existuje
S ∈ S, ºe S roz²típne N . R(S, I) tak obsahuje nekone£n¥ interval· In, pro které
(∃k) : (Jk ⊂ In), a to samé platí pro ω \R(S, I). Kaºdý takový interval In ov²emobsahuje n¥jaký Jk; tedy R(S, I) roz²t¥pí J , 
oº jsme 
ht¥li dokázat.Poslední t°i tvrzení dávají dohromady následují
í:Tvrzení 2.11. bs = b · s = max(b, s)D·kaz. Je d·sledek p°ed
hozí
h t°e
h tvrzení.Nyní tedy m·ºeme kone£n¥ p°ikro£it k druhé £ásti d·kazu tvrzení, ºe platí
sω,ω = s.Tvrzení 2.12. Za p°edpokladu b ≤ s platí sω,ω = s.7



D·kaz. Podle p°ed
hozího tvrzení za�xujme blok-²t¥pí
í systém R, který je velký
s. Ukáºeme, ºe tento systém je ω, ω-²t¥pí
í. Ne
h´ je dána {An : n ∈ ω} spo£etnámnoºina nekone£ný
h podmnoºin ω. De�nujme rozklad ω na kone£né mnoºinypomo
í {An : n ∈ ω} takto: s0 = {0, min(A0)} a

sn = {min(ω \
⋃

{sm : m < n})} ∪ {min(Ai \
⋃

{sm : m < n}) : i ≤ n}Je jasné, ºe {sn : n ∈ ω} je rozklad ω na kone£né mnoºiny. Tedy existuje R ∈ R,ºe (∃∞n : sn ⊆ R0) a také (∃∞n : sn ⊆ R1). sn jsou disjunktní a (∀i)(∀n ≥ i :
sn ∩Ai 6= ∅). Z toho plyne, ºe dokon
e platí (∀i)(|Ai ∩R0| = ω = |Ai ∩R1|).S p°ihlédnutím k tvrzení 2.4. je d·kaz sω,ω = s dokon£en. Odte¤ tedy m·ºemep°edpokládat, ºe kaºdý ²t¥pí
í systém je i ω, ω-²t¥pí
í.Nerovnosti mezi kardinálními invarianty shrnuje následují
í diagram.

ω > t > b > a

s >
>

bs

>

8



3. Disjunktní a skoro disjunktnízjemn¥ní systém· podmnoºin ωNe
h´ B ⊆ [ω]ω je n¥jaký soubor mnoºin. Soubor {φ(B) : B ∈ B} ⊆ [ω]ω nazvemedisjunktním zjemn¥ním souboru B, pokud je tento soubor disjunktní a platí (∀B ∈
B)(φ(B) ⊆ B). Pokud je soubor {φ(B) : B ∈ B} pouze skoro disjunktní, tak je toskoro disjunktní zjemn¥ní. Známé lemma o disjunktním zjemn¥ní, které poprvézformuloval Menger, tvrdí následují
í:Tvrzení 3.1 (Menger). Kaºdý spo£etný soubor {An : n ∈ ω} nekone£ný
h pod-mnoºin ω má disjunktní zjemn¥ní.D·kaz. De�nujme p°irozená £ísla {an,m : n ∈ ω,m = 0 . . . n} induktivn¥ ná-sledují
ím p°edpisem: a0,0 ne
h´ je prvek A0, dále v n-tém kroku de�nujme pro
k = 0 . . . n an,k jako prvek Ak, který je v¥t²í neº v²e
hny doposud vybrané. Pokudpoloºíme φ(Ak) =

⋃ω

n=k{an,k}, tak získáme hledané disjunktní zjemn¥ní.Je 
elkem jasné, ºe systém nekone£ný
h podmnoºin ω, který je nespo£etný,nem·ºe mít disjunktní zjemn¥ní. M·ºeme se ale ptát na existen
i skoro disjunkt-ního zjemn¥ní a tam je mnoºství kladný
h odpov¥dí p°ekvapiv¥ bohaté. Nejd°ívby
hom pot°ebovali znát nejv¥t²í moºnou mohutnost AD systému. A£koli u £ist¥disjunktního systému je to ω, tak u AD systému je to nejv¥t²í moºná mohutnost
2ω. Stojí za tím fakt, ºe |2<ω| = ω.Tvrzení 3.2. Existuje AD systém mohutnosti 2ω.D·kaz. Pra
ujeme na o£íslované mnoºin¥ 2<ω. De�nujme A ⊆ [2<ω]ω a to tak,ºe pro f ∈ 2ω de�nujme Af = {f ↾ n : n ∈ ω}. Af ⊆ 2<ω a pro g ∈ 2ω ºe g 6= fexistuje n : f(n) 6= g(n). Potom ov²em pro m > n platí g ↾ m 6= f ↾ m, a tedy
Af je skoro disjunktní s Ag.De�ni
e 3.1. Mnoºina H ⊆ [ω]ω je hustá, pokud platí: (∀X ∈ [ω]ω)(∃H ∈
H)(H ⊆ X).U skoro disjunktního zjemn¥ní tedy nejsme limitovaní mohutností systému,který 
h
eme zjem¬ovat. N¥které pokro£ilej²í v¥ty o skoro disjunktním zjemn¥níse opírají o strukturu podmnoºin ω uspo°ádaný
h ⊆∗, která je dána bázovýmstromem na algeb°e Pω(ω), 
oº je soubor mnoºin T ⊂ [ω]ω s následují
ími vlast-nostmi:(i) 〈T ,∗⊇〉 je strom nejmen²í moºné vý²ky vzhledem ke vlastnostem (ii), (iii),ozna£me ji h.(ii) Jeho hladiny tvo°í MAD systémy Mα : α ∈ h, ko°en je pak 
elé ω.(iii) Kaºdý vr
hol má 2ω p°ímý
h následník· a 
elý strom T je hustá podmno-ºina [ω]ω.Pro podrobnosti ohledn¥ struktury bázového stromu a z ní vyplývají
í
h tvr-zení lze nahlédnout do [1℄ a [2℄. D·leºitá vlastnost bázového stromu je ta, ºe sehladiny jako MAD systémy postupn¥ zjem¬ují ve smyslu (α < β) → (∀M ∈
Mβ)(∃N ∈ Mα)(M ⊆∗ N). 9



Tvrzení 3.3. Pokud má libovolný soubor mnoºin S ⊂ [ω]ω mohutnost men²í neº
2ω, tak potom má skoro disjunktní zjemn¥ní.D·kaz. Pro libovolnou nekone£nou podmnoºinuM existuje její rozklad v P(M)/finna MAD systém velikosti 2ω a to znamená, ºe mnoºina {S ∩M : S ∈ S} není v
P(M)/fin hustá, tedy existuje A ⊆ M , pro kterou platí (∀S ∈ S)(|S \ A| = ω).Protoºe M bylo libovolné, tak je soubor takový
hto mnoºin hustý v P(ω)/fin atak z ni
h lze vybrat MAD systém A0. Pro kaºdé A ∈ A0 m·ºeme tuto úvahuzopakovat a induk
í tak dostáváme systém zjem¬ují
í
h se rozklad· An : n ∈ ω,p°i£emº platí, ºe se na n-té hladin¥ kaºdý prvek S ∈ S rozpadá na 2n svý
h pod-mnoºin velký
h ω, p°i£emº díky zjem¬ování hladin tento rozpad odráºí strukturuCantorova stromu - v n-tém kroku totiº ve skute£nosti získáváme 2n °et¥z
·. Polimitním p°e
hodu k pseudopr·nik·m tak pod kaºdou mnoºinou S máme 2ω ne-kone£ný
h podmnoºin, které dohromady tvo°í skoro disjunktní systém, z £ehoºtvrzení ihned plyne.Pro systémy mohutnosti kontinua situa
e není tak jednodu
há a konstruk
eskoro disjunktního zjemn¥ní v¥t²inou bývá náro£ná. Obzvlá²´ netriviální a zají-mavý je následují
í výsledek, který je také postaven na vlastnoste
h bázovéhostromu.Tvrzení 3.4. (Bal
ar, Vojtá²)Kaºdý uniformní ultra�ltr F na ω má skoro disjunktní zjemn¥ní.D·kaz. D·kaz viz [2℄.Zam¥°me se na skoro disjunktní zjemn¥ní z druhé strany, tedy 
o lze °í
to souboru mnoºin, který má skoro disjunktní zjemn¥ní. Znamená to, ºe jehomnoºiny jsou bu¤ disjunktní, nebo v jistém smyslu velké - totiº ºe jsou tak velké,ºe v ni
h to skoro disjunktní zjemn¥ní lze de�novat.De�ni
e 3.2. Ideálem budeme nazývat soubor mnoºin z P(ω), který je uzav°enna podmnoºiny a kone£ná sjedno
ení svý
h mnoºin a obsahuje v²e
hny kone£népodmnoºiny ω.De�ni
e 3.3. Ideál generovaný AD systémem. Ne
h´ je A n¥jaký AD systém.Symbolem I(A) ozna£íme ideál generovaný tímto AD systémem - tedy mnoºinuv²e
h kone£ný
h sjedno
ení prvk· z A dopln¥nou o podmnoºiny t¥
hto kone£ný
hsjedno
ení a kone£né mnoºiny.Pozorování 3.1. Je-li A MAD systém, potom je I(A) hustý ideál.D·kaz. Pro X ∈ [ω]ω existuje A ∈ A, ºe mnoºina X ∩ A je nekone£ná. Tatomnoºina je zárove¬ prvkem I(A), a tak je tento ideál hustý.Malé mnoºiny jsou práv¥ prvky n¥jakého ideálu. To, ºe jsou mnoºiny C oprav-du v jistém smyslu velké, je obsah následují
ího tvrzení.Tvrzení 3.5. Pokud má soubor mnoºin C ⊂ [ω]ω skoro disjunktní zjemn¥ní,potom existuje hustý ideál I, který je disjunktní s C.

10



D·kaz. Máme zadaný soubor mnoºin C a jeho skoro disjunktní zjemn¥ní A =
{Ac : c ∈ C}. Je z°ejmé, ºe sta£í vytvo°it hustý ideál disjunktní s A. Disjunktnostznamená, ºe kone£né sjedno
ení mnoºin z I nikdy neobsáhne ºádný prvek A,p°i£emº mnoºina O = ω \

⋃
A nás nezajímá, protoºe neleºí v C. ZkonstruujmeAD systém M jako sjedno
ení MAD systém· na Ac p°es v²e
hna c ∈ C. Nakone
roz²i°me tento AD systém na MAD systém. I(M) je pak hustý ideál, sta£í tedyov¥°it, ºe je disjunktní s A. Pokud by platilo, ºe n¥jaká Ac ⊆∗

⋃
{Mi : i <

k,Mi ∈ M}, tak Mi jsou bu¤ prvky MAD systém· na AC ∈ A, potom alenemohly dát dohromady skoro 
elou Ac, anebo p°i²ly s roz²í°ením M na MADsystém, potom ale nemohly dát ani nekone£nou £ást Ac, protoºe pak by jedna zni
h m¥la nekone£ný pr·nik s Ac a tedy i s n¥jakým prvkem MAD systému na
Ac a nemohla by být p°i roz²i°ování p°ipu²t¥na.Zásadní otázka zní, zdali je p°ed
hozí tvrzení ekvivalen
e. Obe
n¥j²í formu-la
e zní takto: máme n¥jaký hustý ideál I a hledáme skoro disjunktní zjemn¥nísouboru P(ω)\I. Pokud je I prvoideál, tak je hustý - libovolná mnoºina z [ω]ω jebu¤ p°ímo v I, nebo ji n¥jakou mnoºinou m·ºeme roz²t¥pit a to zaru£í existen
inekone£né podmnoºiny v I. A protoºe v p°ípad¥ prvoideálu je P(ω)\I ultra�ltr,tak výsledek Bal
ara a Vojtá²e [2℄ dává pro prvoideál kladnou odpov¥¤.V obe
ném p°ípad¥ je problém udrºet "nemaximální" skoro disjunktnost zjem-n¥ní p°es 
elou induk
i délky 2ω, lze to ni
mén¥ za°ídit za p°edpokladu a = 2ω.Tvrzení 3.6. Za p°edpokladu a = 2ω platí, ºe pokud pro soubor mnoºin Cexistuje hustý ideál I disjunktní s C, tak potom má soubor C skoro disjunktnízjemn¥ní.D·kaz. O£íslujme si C = {Cα : α ∈ 2ω}. Za φ(C0) vezmu prvek I, který leºí pod
C0. P°edpokládejme tedy, ºe máme vybranou {φ(Cα) : α < κ} a 
ht¥li by
homvybrat mnoºinu z Cκ. To ov²em p·jde snadno - {φ(Cα) : α < κ} nem·ºe býtkv·li své malé mohutnosti MAD a tak v Cκ existuje nekone£ná mnoºina skorodisjunktní se v²emi dosud vybranými {φ(Cα) : α < κ}. V této mnoºin¥ pakexistuje prvek z I, který vezmeme jako φ(Cκ).De�ni
e 3.4. Velkou mnoºinou v·£i hustému ideálu I nazýváme mnoºinu z
P(ω) \ I. Velkou mnoºinou v·£i AD systému A nazýváme mnoºinu, kterou aºna kone£nou £ást nelze zapsat jako kone£né sjedno
ení prvk· z A. Pokud je ADsystém A MAD, tak ob¥ de�ni
e splývají. Soubor velký
h mnoºin AD systému
A budeme zna£it I+(A).Objekt, který zajímav¥ spojuje jak ideál I, tak jeho velké mnoºiny, je takzvanýúpln¥ separabilní MAD systém.De�ni
e 3.5. MAD systém A je úpln¥ separabilní, pokud zjem¬uje svoje velkémnoºiny, tedy pokud pro kaºdou M ∈ I+(A) existuje A ∈ A, ºe A ⊆ M .Úpln¥ separabilní MAD systém je v jistém smyslu velký, nap°íklad musí mítvelikost 2ω, jak plyne z d·kazu následují
ího pozorování.Pozorování 3.2. Následují
í podmínky jsou ekvivalentní:(i) Úpln¥ separabilní MAD systém existuje.11



(ii) Existuje MAD systém, jehoº kaºdá velká mnoºina obsahuje 2ω jeho prvk·.(iii) Existuje MAD systém, jehoº kaºdá velká mnoºina skoro obsahuje jeden jehoprvek.(iv) Existuje MAD systém, jehoº kaºdá velká mnoºina má nekone£ný pr·nik s
2ω jeho prvky.D·kaz. (i) → (ii): Ne
h´ je A úpln¥ separabilní MAD systém a bu¤ V jehovelká mnoºina. Pak V má nekone£ný pr·nik s ω mnoºinami z A, ozna£me je

{Bn : n ∈ ω}. Kaºdou V ∩Bn rozd¥lme na 2n r·zný
h nekone£ný
h mnoºin, tedy
V ∩Bn ⊇

⋃
{Bs

n : s ∈ 2n}. Pak {
⋃
{Bf↾n

n : n ∈ ω} : f ∈ 2ω} je soubor 2ω r·zný
hvelký
h mnoºin v mnoºin¥ V , které mají z de�ni
e úplné separability zjemn¥ní.
(ii) → (iii): jasné.
(iii) → (iv): stejné jako (i) → (ii).
(iv) → (i): Bu¤ M MAD systém z podmínky (iv). Pro kaºdou velkou mnoºinu
X najdeme M(X) ∈ M, která má s X nekone£ný pr·nik. Díky p°edpokladum·ºeme poºadovat (X 6= Y → M(X) 6= M(Y )). Pokud pro M(X) platí, ºe
M(X)\X je nekone£ná, tak jí rozd¥líme na dv¥ mnoºiny -M(X)∩X aM(X)\X .Pokud je kone£ná, tak jí bereme jako prázdnou. De�nujme MAD systém A =
{X ∩ M(X),M(X) \ X : X ∈ I+(M)} ∪ {M : M 6= M(X) pro ºádné X}.Snadno se ov¥°í, ºe jde o úpln¥ separabilní MAD systém.Existen
e úpln¥ separabilního MAD systému je spojená s existen
í skoro dis-junktního zjemn¥ní následují
ím tvrzením:Tvrzení 3.7. P(ω) \ I má skoro disjunktní zjemn¥ní pro kaºdý hustý ideál Ipráv¥ tehdy, kdyº pro kaºdý hustý ideál existuje úpln¥ separabilní MAD systém
A ⊆ I.D·kaz. Pokud pro n¥jaký ideál I takový úpln¥ separabilní MAD systém existuje,tak kaºdou svojí velkou mnoºinu zjem¬uje 2ω prvky a tak lze ono zjemn¥ní vybratinduk
í. Opa£nou implika
i dokáºeme v následují
ím tvrzení.Opa£ná implika
e je totiº snadný d·sledek obe
n¥j²ího tvrzení. Hustému ide-álu I lze pomo
í Zornova lemmatu p°i°adit MAD systém M, jehoº velké mnoºinyjsou mimo jiné P(ω) \ I. Pak tedy platí, ºe P(ω) \ I ⊆ I+(M) a sta£í se zam¥°itna zjemn¥ní I+(M).Tvrzení 3.8. Následují
í tvrzení jsou ekvivalentní:(i) Pro kaºdý MAD systém M existuje skoro disjunktní zjemn¥ní I+(M).(ii) Pro kaºdý MAD systémM existuje skoro disjunktní zjemn¥ní I+(M) úpln¥separabilním MAD systémem.(iii) Existuje bázový strom T , jehoº kaºdou hladinu tvo°í úpln¥ separabilní MADsystém.D·kaz. (iii) → (ii): Díky hustot¥ a uspo°ádání T m·ºeme z jeho prvk· vybratskoro disjunktní zjemn¥ní M, které je úpln¥ separabilním MAD systémem a ztoho tvrzení ihned plyne.
(ii) → (i): je triviální.
(i) → (iii): Ne
h´ je D = {Bα : α ∈ h} n¥jaký bázový strom. Induk
í najd¥meMAD systémy Aα, pro které platí: 12



1 Pro kaºdé α < h platí, ºe Aα zjem¬uje Bα.2 Kaºdý Aα+1 je velký 2ω a je zárove¬ skoro disjunktním zjemn¥ním I+(Aα)- 
oº lze díky (i).Pro kaºdé α a A ∈ Aα vyberme jeden prvek C(A) ⊆∗ A z Aα+1 a poloºme
E = {C(A) : A ∈

⋃
α<h Aα}. E je hustý strom v uspo°ádané mnoºin¥ 〈P(ω),⊆∗〉.Bu¤ nyní D libovolný MAD systém sloºený z prvk· E a bu¤ V n¥jaká jeho velkámnoºina. Pro kaºdé α de�nujme Aα(V ) = {A ∈ Aα ∩ D : |A ∩ V | = ω}. Bu¤nyní λ < h první ordinál, ºe ⋃

α<λ Aα(V ) je nekone£ná. Ne
h´ je λ = β + 1:
Aβ(V ) je díky tomu nekone£ná a ⋃α<β Aα(V ) kone£ná. Díky tomu platí, ºe kaºdá
A ∈ Aβ(V ) má nekone£ný pr·nik s V = V \

⋃
α<β

⋃
Aα(V ), soubor D je totiºskoro disjunktní a mnoºina V jeho velká mnoºina. V je velká v·£í Aβ a takexistuje R ∈ Aβ+1, ºe R ⊆ V . P°itom R je disjunktní s prvky Aα(V ) : α < β, atak díky inkluzivnímu uspo°ádání E platí, ºe ta nekone£ná D ∈ D, která protne

R, do ní skoro náleºí: D ⊆∗ R.Ne
h´ je nyní λ limitní ordinál se spo£etnou ko�nalitou, tedy λ = sup{αn :
n ∈ ω}. Pro kaºdý αn < λ existuje pouze kone£n¥ mnoho prvk· Ck

n ∈ Aαn
(V ),které protínají V v nekone£né mnoºin¥, a tak platí V \ {C1

n ∪ . . . ∪ Ck
n} je velkáv·£i Aλ. P°i limitním p°e
hodu tak dostáváme °et¥ze
 velký
h mnoºin v·£i Aλa z pozorování 4.2 vyplývá existen
e pseudopr·niku P ⊆ V , který je velký v·£i

Aλ a s kaºdou Ck
n má pouze kone£ný pr·nik. Tedy ho zjem¬uje n¥jaká mnoºina

Z ∈ Aλ+1. Z maximálnosti D existuje jeho prvek, který je skoro pod A. D jetak úpln¥ separabilní. Díky tomu lze vybrat nový bázový strom z postupn¥ sezjem¬ují
í
h úpln¥ separabilní
h rozklad· ω.

13



4. Existen
e úpln¥ separabilníhoMAD systémuV této kapitole p°edvedeme výsledek Shelaha [8℄ vylep²ený Mildenbergerovou,Raghavanem a Stepransem [7℄, a totiº, ºe úpln¥ separabilní MAD systém existu-je za p°edpokladu s ≤ a. Nejprve napevno za�xujme ²t¥pí
í systém S = {Sα :
α ∈ s}, který je zárove¬ i (ω, ω)-²t¥pí
ím. Za£n¥me s my²lenkou d·kazu. Úpln¥separabilní MAD systém vyrobíme induk
í podle podmnoºin ω. Budeme postup-n¥ pro
házet v²e
hny podmnoºiny ω a pokud se stane, ºe n¥jaká podmnoºina jevelká v·£i jiº zkonstruovanému AD systému, tak k n¥mu p°idáme n¥jakou jejípodmnoºinu. Netriviální úkol spo£ívá v nalezení takové její podmnoºiny, která bybyla skoro disjunktní se v²emi mnoºinami jiº vytvo°eného AD systému. Výraz-nou pomo
í je následují
í tvrzení, které umoºní najít v libovolné velké mnoºin¥dv¥ podmnoºiny, které jsou op¥t velké. Iterováním tohoto postupu pak najdemedokon
e 2ω velký
h podmnoºin. Onu skoro disjunktní mnoºinu totiº musíme vy-bírat z velké mnoºiny v·£i jiº de�novanému AD systému, v malé mnoºin¥ by
homskoro disjunktní mnoºinu nena²li. �t¥pí
í systém se v tomto úkolu osv¥d£í tak, ºepráv¥ on tyto dv¥ podmnoºiny té konkrétní velké mnoºiny "vykrojí" - to je obsahnásledují
ího pozorování.Pozorování 4.1. Ne
h´ je A libovolný AD systém a V ∈ [ω]ω je libovolná velkámnoºina v·£i A. Potom existuje β ∈ s, ºe ob¥ mnoºiny V ∩S0

β, V ∩S1
β jsou velkév·£i A.D·kaz. M·ºou nastat dva p°ípady. Ten jednodu²²í je, ºe existuje N ∈ [V ]ω, kteráje skoro disjunktní se v²emi prvky A. Nap°íklad pokud existuje pouze kone£n¥mnoho A ∈ A, pro které platí |A ∩ V | = ω. Potom jist¥ existuje Sβ ∈ S, kterároz²t¥pí N . V ∩ S0

β, V ∩ S1
β jsou ony hledané mnoºiny. Druhý p°ípad nastává,pokud existuje soubor mnoºin {An : n ∈ ω,An ∈ A} ºe (∀n ∈ ω)(|An ∩ V | = ω).Zúºíme tento soubor na V : ne
h´ je tedy Bn = An ∩ V . Potom ale z de�ni
e

(ω, ω)-²t¥pí
ího systému existuje β ∈ s, ºe (∃∞n : |Bn ∩ S0
β | = ω = |Bn ∩ S1

β|).Mnoºiny V ∩ S0
β, V ∩ S1

β jsou velké v·£i A, protoºe kaºdá má nekone£ný pr·niks nekone£n¥ mnoha £leny A.Nyní je²t¥ dokáºeme jedno te
hni
ké tvrzení, které také budeme pot°ebovat.Pozorování 4.2. Ne
h´ je A libovolný AD systém a ne
h´ je {En : n ∈ ω}soubor velký
h mnoºin v·£i A, ºe platí E1 ⊇ E2 . . . ⊇ En ⊇ . . .. Potom existujepseudopr·nik E souboru {En : n ∈ ω}, který je naví
 velký v·£i A.D·kaz. Ne
h´ je S0 selektorem na {En : n ∈ ω} a Sk selektorem na
{En \

⋃k−1
l=0 Sl : n ∈ ω \ k − 1}. ⋃ω

k=1 Sk je pak hledaný pseudopr·nik, který jevelký v·£i A; sta£í poºadovat, aby r·zné selektory vybíraly své prvky z r·zný
hprvk· A.�t¥pí
í systém tedy budeme pouºívat b¥hem 
elé induk
e, proto si nejd°ívezavedeme zna£ení, pomo
í kterého se budeme orientovat. Pokud p°i induk
i na-razíme na velkou mnoºinu, tak ji pomo
í ²t¥pí
ího systému "o°eºeme" na skorodisjunktní mnoºinu v·£i jiº de�novanému AD systému. Toto o°ezávání se zastaví14



p°ed s. Proto kaºdému prvku Aα ∈ A bude odpovídat posloupnost σα ∈ 2<s, p°i-£emº bude platit: (∀γ ∈ dom(σα))(Aα ⊆∗ S
σα(γ)
γ ). Kone£né sjedno
ení takový
hmnoºin bude stále o°ezáno pouze na kone£ný
h mnoºiná
h, proto pro kaºdouposloupnost σ ∈ 2<s de�nujme ideál Iσ = {M : (∀γ ∈ dom(σ))(M ⊆∗ S

σ(γ)
γ )}.Na²ím 
ílem je tedy provést induk
i tak, ºe konstruovaný AD systém A je vkaºdém kroku "°ídký na velký
h mnoºiná
h", tzn. (∀A ∈ I+(A))(∃R ∈ [A]ω :

R je skoro disjunktní v·£i A). Práv¥ k tomu bude pot°eba p°edpoklad s ≤ a.Pro σ, τ ∈ 2<s de�nujme σ ≤ τ , pokud τ prodluºuje σ, a σ ⊥ τ , pokud existuje
γ ∈ dom(σ) ∩ dom(τ), pro které platí σ(γ) 6= τ(γ). Pokud σ ⊥ τ , tak °ekneme,ºe to jsou disjunktní posloupnosti.Pozorování 4.3. σ, τ ∈ 2<s. Platí:(i) Pokud σ ⊥ τ potom (∀K ∈ Iσ)(∀L ∈ Iτ )(|K ∩ L| < ω).(ii) Pokud σ ≤ τ potom Iτ ⊆ Iσ.D·kaz. Ob¥ tvrzení se jednodu²e ov¥°í z de�ni
e.Hlavní £ást d·kazu se nyní provede tak, ºe velkou mnoºinu v ω kro
í
h po-stupn¥ roz²t¥píme na 2ω velký
h mnoºin, p°i£emº ²t¥pení bude kontrolovánoposloupnostmi ordinální
h £ísel, které se zastaví pod s. Pak vybereme takovouposloupnost, ºe v²e
hny uº sestrojené mnoºiny budou v ideále
h disjunktní
hposloupností, nebo v ideále
h pod vybranou posloupností. Aby
hom v tento mo-ment mohli uplatnit p°edpoklad s ≤ a, tak pot°ebujeme induk£ní p°edpoklad
(∀Aα, Aβ ∈ A)(σα 6= σβ), kde A je uº sestrojený AD systém. Tento induk£-ní p°edpoklad pak musíme za
hovat do dal²í itera
e induk
e. Nyní ukáºeme, ºeje to moºné. Ozna£me tedy A = {Aα : α ∈ λ} jiº sestrojený AD systém a
P = {σα : α ∈ λ} odpovídají
í mnoºinu posloupností.Tvrzení 4.1. Pokud platí (∀σ, τ ∈ P)(σ 6= τ), tak potom pro kaºdé M ∈ I+(A)existuje B ∈ [M ]ω a σB ∈ 2<s ºe:(i) B je skoro disjunktní se v²emi A ∈ A a B ∈ IσB

.(ii) (∀τ ∈ P)(σB � τ).D·kaz. Písmena i, j budou vºdy prvky {0, 1}. Podle pozorování 4.1 najdemenejmen²í α0, pro které platí, ºe ob¥ mnoºiny M ∩ S0
α0
,M ∩ S1

α0
jsou velké v·-£i A. Díky tomu, ºe α0 je nejmen²í, tak existuje posloupnost τ0 ∈ 2α0 , kterákontroluje o°ezávání mnoºiny M , tedy (∀γ ∈ α0)(τ0(γ) = i ⇔ M \ Si

γ ∈ I(A)).Op¥tovným pouºitím pozorování 4.1 dostaneme nejmen²í α00, pro které platí, ºemnoºiny M∩S0
α0
∩S0

α00
a M∩S0

α0
∩S1

α00
jsou velké v·£i A. Analogi
ky dostanemenejmen²í α01, pro které jsou mnoºiny M ∩ S1

α0
∩ S0

α01
a M ∩ S1

α0
∩ S1

α01
velké v·£i

A. K ordinál·m α00, α01 existují posloupnosti τ00 a τ01 ∈ 2<s, pro které je
τ0j(γ) = i ⇔ M ∩ Sj

α0
∩ Si

γ ∈ I+(A). (4.1)
α0j je de�ni£ní obor τ0j . Dále platí, ºe α0j > α0, protoºe kdyby ne, tak M ∩
S0
α0j

a M ∩S1
α0j

jsou velké v·£i A a p°itom je α0j < α0, 
oº je spor s minimalitou
α0. Nem·ºe nastat ani α0j = α0, protoºe pak by nap°íklad M ∩ S0

α0
∩ S1

α0j
bylakone£ná mnoºina a tedy by nebyla velká v·£i A. Ze stejného d·vodu dostáváme15



τ0j > τ0. Platí dokon
e τ0j(α0) = j, protoºe dle 4.1 platí M ∩ Sj
α0

∩ S
τ0j(α0)
α0

∈
I+(A). P°ikro£íme tedy k obe
nému p°ípadu. Ne
h´ je 0 6= s ∈ 2<ω a τs ∈
2<s, dom(τs) = αs. Z p°ed
hozí induk
e p°edpokládáme, ºe ob¥ mnoºiny M ∩

Si
αs

∩ (
⋂
{S

τs(αt)
αt : t � s}), kde i ∈ {0, 1}, jsou velké v·£i A. Za�xujme i. Op¥tnajdeme nejmen²í αs⌢i, ºe mnoºiny Sj

αs⌢i
∩M ∩ Si

αs
∩ (

⋂
{S

τs(αt)
αt : t � s}), kde

j ∈ {0, 1}, jsou velké v·£i A. Dále na αs⌢i de�nujme posloupnost τs⌢i(γ) = j ⇔mnoºina M∩Si
αs
∩(

⋂
{S

τs(αt)
αt : t � s})∩Sj

γ je velká v·£i A. Op¥t platí αs⌢i > αsa také τs⌢i ≥ τs ⌢ i. Takto jsme zkonstruovali mnoºiny {αs : s ∈ 2<ω} a
{τs : s ∈ 2<ω}. První mnoºina odpovídá de�ni£ním obor·m posloupností z druhémnoºiny, p°i£emº ob¥ mnoºiny odráºejí strukturu Cantorova stromu 2<ω. Prokaºdý prvek f ∈ 2ω de�nujme αf = sup{αf⌈n : n ∈ ω} a τf =

⋃
{τf⌈n : n ∈ ω}.Díky tomu, ºe ko�nalita s je v¥t²í neº ω, víme, ºe (∀f ∈ 2ω)(αf < s). Dálepro g, f ∈ 2ω : f 6= g existuje nejmen²í n, ºe f(n) 6= g(n). Pro s = f⌈n =

g⌈n platí, ºe τs⌢0 ≥ τs ⌢ 0 a τs⌢1 ≥ τs ⌢ 1 a díky tomu jsou posloupnosti
τf , τg disjunktní. Mnoºina posloupností P z p°edpokladu je men²í neº 2ω a tedyexistuje prvek z 2ω, ºe τf není prodlouºená ºádnou posloupností z P. Z konstruk
evíme, ºe mnoºiny En = M ∩ (

⋂
{S

τf (αf⌈m)
αf⌈m : m < n}) jsou velké v·£i A prokaºdé n ∈ ω. Dále platí M ⊇ . . . ⊇ En ⊇ En+1 . . . Ozna£me E pseudopr·niksouboru {En : n ∈ ω}, který je velký v·£i A. Takový pseudopr·nik existujepodle pozorování 4.2. Z této velké mnoºiny by
hom rádi vybrali hledanou skorodisjunktní mnoºinu. Poºadavek na posloupnosti bude spln¥n - τf se nerovná anení prodlouºena ºádnou posloupností z P. Zam¥°me se nyní na otázku, kolikprvk· z A protíná E v nekone£né mnoºin¥. Ozna£me G ty posloupnosti z P,které τf prodluºuje, tedy G = {σ : σ ∈ P ∧ σ < τf}. Protoºe posloupnosti z Pjsou po dvou r·zné, tak je |G| ≤ |αf | < s. Kýºenou mnoºinu B tedy vybereme z

E. Poslední poºadavek je, aby B ∈ Iτf . Pro kaºdé ξ < αf existuje n, ºe ξ < αf⌈n.
τf (ξ) = τf⌈n(ξ) a tedy mnoºina S

1−τf (ξ)

ξ ∩ En není velká v·£i A. Tedy existujesoubor Fξ ∈ [A]<ω, ºe S
1−τf (ξ)
ξ ∩ En ⊆∗

⋃
Fξ. A protoºe platí E ⊆∗ En, tak ipro E platí S1−τf (ξ)

ξ ∩ E ⊆∗
⋃
Fξ. Poloºme F =

⋃
{Fξ : ξ ∈ αf}. Mnoºina Fje také men²í neº s. Dohromady dostáváme, ºe mnoºina G ∪ F je men²í neº s.P°edpokládáme s ≤ a a díky tomu m·ºeme z E vybrat mnoºinu B, která je skorodisjunktní se v²emi mnoºinami z G ∪F . Skoro disjunktnost s prvky z F zaru£uje,ºe B ∈ Iτf . Platí totiº, ºe B∩S

1−τf
ξ ⊆∗ B∩(S

1−τf
ξ \

⋃
Fξ) = B∩kone£ná mnoºina.Sta£í tedy poloºit σB = τf a ov¥°it skoro disjunktnost s prvky A \

⋃
{G ∪F}. Taale plyne z pozorování 4.3., protoºe posloupnost τf je disjunktní s posloupnostílibovolného prvku z A \

⋃
{G ∪ F}.Tím jsme si p°ipravili hlavní nástroj na induktivní vytvo°ení úpln¥ separabil-ního MAD systému:Tvrzení 4.2. Za p°edpokladu s ≤ a úpln¥ separabilní MAD systém existuje.D·kaz. O£íslujme si prvky [ω]ω = {Nα : α ∈ c = |2ω|}. Induktivn¥ postavme ADsystém Aλ = {Aα : α ∈ λ} a odpovídají
í mnoºinu po dvou r·zný
h posloupností

Pλ = {σα : α ∈ λ}, p°i£emº platí, ºe (∀α ∈ λ)(Aα ∈ Iσα
). To ud¥láme pomo
íp°ed
hozího tvrzení. V kroku λ < c se podíváme na mnoºinu Nλ. Pokud je velkávzhledem k jiº sestrojenému AD systému Aλ, tak v ní pomo
í p°ed
hozího tvrzenínajdeme mnoºinu Aλ, kterou p°idáme k Aλ. Pokud Nλ není velká v·£i Aλ, tak16



místo ní vezmeme ω - ta je rozhodn¥ velká v·£i Aλ. Sestrojený AD systém Ac jemaximální a také úpln¥ separabilní - kaºdou velkou mnoºinu vzhledem k Ac jsmetotiº museli potkat a zjemnit p°i induk
i podle {Nα : α ∈ c}.B¥hem induk
e m·ºeme prvky budou
ího úpln¥ separabilního MAD systémuvybírat naví
 z n¥jakého hustého ideálu I. Bal
ar, Do£kálková a Simon dokázaliexisten
i úpln¥ separabilního MAD systému za p°edpokladu s = ω1 a b = d, viz[3℄. Kaºdý z t¥
hto p°edpoklad· implikuje s ≤ a.

17



5. Topologi
ké d·sledky v¥t o skorodisjunktním zjemn¥ní v βω \ ωV této kapitole se zam¥°íme na topologi
ký prostor βω \ ω a 
o pro n¥j plyne zn¥který
h v¥t o skoro disjunktním zjemn¥ní. Za£n¥me ry
hlou rekapitula
í, 
o to
βω \ω vlastn¥ je. Pojmy z topologie lze nalézt nap°. v [4℄, pojem ultra�ltru v [1℄.De�ni
e 5.1. βω je prostor v²e
h ultra�ltr· na ω opat°ený topologií, která jegenerovaná bází B = {B : B ⊆ ω}, kde B je mnoºina ultra�ltr· obsahují
í
hmnoºinu B. Jinými slovy, pokud je p ultra�ltr na ω, tak platí:

p ∈ B ⇔ B ∈ pPro A ⊆ βω ov²em A zna£í uzáv¥r mnoºiny A v βω. ω m·ºeme p°irozen¥ztotoºnit s triviálními ultra�ltry, proto symbol ω∗ = βω \ω zna£í podprostor βω,který je tvo°en pouze uniformními ultra�ltry. Analogi
ky B∗ zna£í mnoºinu v²e
huniformní
h ultra�ltr· obsahují
í
h mnoºinu B. Následují
í tvrzení je souhrnemzákladní
h informa
í, jak topologie na βω vypadá.Tvrzení 5.1. A,B vºdy zna£í nekone£né podmnoºiny p°irozený
h £ísel.(i) Platí A ∩ B = A ∩ B, A ∪ B = A ∪ B a βω \ A = ω \ A.(ii) A ⊆ B ⇔ A ⊆ B, A ⊆∗ B ⇔ A∗ ⊆ B∗.(iii) Kaºdá mnoºina z B je zárove¬ uzav°ená.(iv) Kaºdou uzav°enou mnoºinu lze zapsat jako pr·nik prvk· z B.(v) Ne
h´ je P = {po : o ∈ O} ⊆ βω. Potom uzáv¥r mnoºiny P je mnoºina
P = {q ∈ βω : q roz²i°uje �ltr generovaný systémem ⋂

P}.D·kaz. Body (i) aº (iv) jsou triviální, (v) dokáºeme: Nejprve ov¥°íme, ºe ⋂
Pje 
entrovaný systém - pro libovolný kone£ný po£et prvk· z ⋂

P platí, ºe leºí vkaºdém ultra�ltru z P a tedy i jeji
h pr·nik musí být nekone£ný a leºet v kaºdémultra�ltru, tedy i v ⋂
P . Víme, ºe P je uzav°ená mnoºina, takºe P lze zapsatjako P =

⋂
{Bi : i ∈ I}. Mnoºina

K = {q ∈ βω : q roz²i°uje �ltr generovaný systémem ⋂
P}je uzav°ená, protoºe je to ve skute£nosti mnoºina ⋂

{Q : Q ∈
⋂

P}. Je z°ejmé, ºe
P ⊆ K. K dokon£ení d·kazu p°edpokládejme, ºe existuje men²í uzav°ená mnoºinaobsahují
í P . Ta by byla obsaºená v mnoºin¥ tvaru ⋂

{Q : Q ∈
⋂

P} ∩ A, kde
A je n¥jaká nekone£ná podmnoºina ω. Protoºe ale A není v ⋂

P , znamená to,ºe existuje ultra�ltr q ∈ P , který neobsahuje A. Tento ultra�ltr pak není ani v⋂
{Q : Q ∈

⋂
P} ∩A.Dále uvádíme n¥které globální vlastnosti βω.Tvrzení 5.2. A op¥t zna£í nekone£nou podmnoºinu ω.18



(i) |βω| = 2(2
ω) a také |A| = |A∗| = 2(2

ω).(ii) ω je hustá v βω a βω \ ω je uzav°ený podprostor.(iii) βω je Hausdor�·v kompaktní prostor homeomorfní s �e
h-Stoneovou kom-pakti�ka
í diskrétního prostoru ω.D·kaz. (i) Je tvrzení známé jako Pospí²ilova v¥ta, d·kaz lze najít v [1℄.(ii) Pro libovolnou nekone£nou A ⊆ ω platí, ºe triviální ultra�ltr generovanýlibovolným prvkem z A leºí v A∗. Druhá £ást tvrzení je z°ejmá.(iii) Je známý fakt, d·kaz se na
hází nap°íklad v [10℄.Te¤ m·ºeme p°ikro£it k on¥m v¥tám o βω \ ω, které plynou z v¥t o skorodisjunktním zjemn¥ní. Odte¤ se pohybujeme pouze v ω∗ = βω \ ω.De�ni
e 5.2. Ne
h´ je κ kardinální £íslo. Mnoºinu P ⊂ ω∗ nazveme κ-mnoºinou,pokud v ω∗ existuje κ po dvou disjunktní
h otev°ený
h mnoºin tak, ºe P náleºído uzáv¥ru kaºdé z ni
h.Tvrzení 5.3. Kaºdý bod podprostoru ω∗, tedy kaºdý uniformní ultra�ltr, je 2ω-bodem.D·kaz. Tvrzení plyne z existen
e skoro disjunktního zjemn¥ní pro libovolný uni-formní ultra�ltr F . Za�xujme si tedy n¥jaký uniformní ultra�ltr F = {Fα : α ∈
2ω} a také jeho skoro disjunktní zjemn¥ní {φ(F ) : F ∈ F}. Kaºdou φ(F ) m·ºemerozd¥lit na 2ω skoro disjunktní
h mnoºin, tedy φ(F ) =

⋃
{φ(F )α : α ∈ 2ω}. Dálepoloºme Uα =

⋃
{(φ(F )α)

∗ : F ∈ F}. Mnoºiny (Uα : α ∈ 2ω) jsou otev°ené adisjunktní - pokud by pro α 6= β existoval spole£ný ultra�ltr leºí
í jak v Uα, takv Uβ , pak by tento ultra�ltr p°i²el do obou z mnoºin s n¥jakou φ(F1)α a φ(F2)β.Tyto mnoºiny jsou ale skoro disjunktní, jeden ultra�ltr tedy nem·ºe obsahovatob¥. Zbývá ov¥°it, ºe F leºí v kaºdé Uα. K tomu posta£í ukázat, ºe F roz²i°ujekaºdý 
entrovaný systém ⋂
Uα. Kdyby neroz²i°oval, tak existuje F ∈ F , ºe ω \Fleºí v ⋂

Uα. To je ale spor, protoºe ω \F nemohou obsahovat ty ultra�ltry, kterép°i²ly do Uα s mnoºinou φ(F )α.Z druhé a t°etí kapitoly víme, ºe za p°edpokladu s ≤ a platí, ºe pro kaºdýhustý ideál I existuje skoro disjunktní zjemn¥ní [ω]ω \ I. P°edpokládejme tedy,ºe to platí (nap°íklad za hypotézy kontinua). Díky tomu m·ºeme zformulovatobe
n¥j²í verzi p°ed
hozího tvrzení.Tvrzení 5.4. Kaºdá °ídká mnoºina v prostoru ω∗ je 2ω mnoºina.D·kaz. Ne
h´ je tedy T n¥jaká °ídká mnoºina. Z de�ni
e °ídkosti existuje hustýideál I = {M ∈ [ω]ω : M∗ ∩ T = ∅}. Soubor [ω]ω \ I má podle p°edpokladuskoro disjunktní zjemn¥ní. Stejn¥ jako v p°ed
hozím tvrzení de�nujme mnoºiny
Uα : α ∈ κ, kde κ je velikost mnoºiny [ω]ω \I, tedy 2ω. U∗

α jsou otev°ené a T ⊆ Uαse ukáºe stejn¥ jako vý²e.V úplné obe
nosti lze tvrzení o 2ω-mnoºiná
h zformulovat takto:Tvrzení 5.5. Pro podmnoºinu T ⊆ ω∗ jsou následují
í podmínky ekvivalentní:(i) Mnoºina T je 2ω-mnoºina. 19



(ii) Soubor M = {M ⊆ ω : M∗ ∩ T 6= ∅} má skoro disjunktní zjemn¥ní.D·kaz. (i) → (ii): Ne
h´ je tedy V soubor 2ω po dvou disjunktní
h otev°ený
hmnoºin ω∗, ºe T leºí v uzáv¥ru kaºdé z ni
h. MnoºinaM je velká nejvý²e 2ω, takºekaºdé M ∈ M m·ºeme p°i°adit V (M) ∈ V tak, ºe V (M) 6= V (N) pro N 6= M z
M. Mnoºina M∗∩V je otev°ená a neprázdná, to plyne z neprázdnosti M∗∩T a zinkluze T ⊆ V . Díky tomu lze v kaºdéM∩V (M) najít bázovou otev°enou A(M)∗,které odpovídá nekone£ná podmnoºina A(M) ⊆ M . Soubor {A(M) : M ∈ M} jezjemn¥ním M a je skoro disjunktní, protoºe kaºdé dva jeho prvky A(M), A(N)jsou pod disjunktními otev°enými mnoºinami V (M), V (N). Opa£ná implika
e sedokáºe stejn¥ jako její spe
iální p°ípad v p°ed
hozím tvrzení.
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6. Záv¥rZa p°edpokladu s ≤ a se poda°ilo trans�nitní induk
í p°es 2ω zkonstruovat úpln¥separabilní MAD systém. Konstruk
e se opírala a zesílenou 
harakteristiku £ísla
s a o �²t¥pí
í strom�, který sestával z jistý
h posloupností, které ur£ovaly, kde seroz²t¥pila n¥jaká velká mnoºina. V konstruk
i byl uvedený p°edpoklad pot°eba kudrºení moºnosti roz²í°ení stávají
ího systému o dal²í skoro disjunktní mnoºinu.Tento p°edpoklad nemusí být spln¥n, jak dokázal Shelah konstruk
í modelu ZFC,kde platí a < s - viz [3℄. V takovém p°ípad¥ by snad ²lo vybírat posloupnostira�novan¥ji, i kdyº se to dosud neobe²lo bez jiný
h dodate£ný
h p°edpoklad·,viz [8℄, kde je situa
e a < s °e²ená pomo
í dodate£ný
h p°edpoklad· £erpají
í
hze Shelahovy p
f teorie. Jeho výsledkem je, ºe úpln¥ separabilní MAD systémexistuje za p°edpokladu 2ω < ℵω.
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