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Uvod

Podmiefiovanie mé velky vyznam v teoretickych odvetviach pravdepodobnosti
ako aj v jej aplikdciach. Je intuitivne jasné ako podmiefiovat javmi s kladnou
pravdepodobnostou. Pri podmiefiovani ndhodnymi veli¢inami sa objavuje nut-
nost podmiefiovania javmi [X = z|, ktoré mozu mat aj nulovi pravdepodob-
nost (ako je tomu napriklad pri ndhodnych veli¢indch so spojitym rozdelenim).
Teéria podmienenej pravdepodobnosti v tomto pripade nestaci a musime vy-
budovat pojem podmienenej strednej hodnoty a podmienenej pravdepodobnosti
vzhladom k o-algebre. Od nich je jednoduché prejst k podmiefiovaniu ndhodnou
veli¢inou a podmienenému rozdeleniu. Pri zavadzani tychto pojmov sa obraciame
na poznatky z tedrie miery. Vo svojej praci ukazujem postupné budovanie tejto
tedrie a v zavere jej aplikaciu na jednoduché problémy. Zakladom je podmienend
pravdepodobnost, s ktorou si vysta¢ime pri podmiefiovani ndhodnymi javmi a
diskrétnymi ndhodnymi velicinami.



Kapitola 1

Podmienena pravdepodobnost

Bud (9, A, P) pravdepodobnostny priestor, A,B Tubovolné javy z A. Casto
nas zaujima podmienens pravdepodobnost javu A za podmienky B — prav-
depodobnost, Ze nastane jav A, pricom predpokladdme, Ze nastal jav B. Ttito
pravdepodobnost znac¢ime P(A|B).

Definicia 1. Bud (2, A, P) pravdepodobnostny priestor A,B € A také, Ze
P(B) > 0. Potom definujeme podmienenti pravdepodobnost javu A za podmienky

B ako
P(AN B)

PIAIB) = =5

(1.1)

Pozndmka. Vsimnime si, ze v definicii podmienenej pravdepodobnosti je pod-
mienka P(B) > 0 velmi dolezitd, pretoze inak by sme vo vzorci mali v
menovateli 0 a teda dostdvame nedefinovany vyraz. Mohli by sme sa pokusit
vyuzit limitny prechod P(B,) — 0, ale nie je jasné, ¢o by sme vo vSeobecnom
pripade dostali. Zatial sme ale neukézali, ze P(A|B) je naozaj pravdepodobnost.
To plynie z nasledujuicej vety.

Veta 1. Bud (2, A, P) pravdepodobnostny priestor, B € A taky, e P(B) > 0.
Potom (Q, A, P(-|B)) je pravdepodobnostny priestor.

Dékaz. Potrebujeme ukdzat, ze:
1. P(A|B) > 0,4 € A,
2. P(0|B) =0,P(QB) =1,
3. V{A,}>2 ., A, € A, splitujicu Vi # j : A; N A; = () plati, ze:

”QﬁmBngfV“W)

Vyuzitim toho, ze P je pravdepodobnostnd miera na .4 a P(B) > 0 dostavame:
ad (1):  zvolme Tubovolni A € A, potom

P(ANB) _

P(A|B) = “P(B) -
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ad (2):

P(O|B) — Pg(;)B) _ ;’((g)) _0, P(QB) = _ 1

ad (3): bud {A,}>2, ako v (3). Potom

. P(U A.NB)  P(U(4.NB))
PUAIB) = =S = 5w

KedZe P je pravdepodobnostnd miera na A a javy A, N B si disjunktné mozeme
d'alej upravit:

P(UMNB)  YPANB)  « .
n=1 n=1 . (A, N B) _
P(B)  _ P(B) ; P(B) ; P(An]B).

H

Definicia 2. Bud (9, A, P) pravdepodobnostnyj priestor, A,B lubovolné javy z A.
Povieme, Ze javy A,B st nezdvislé prdve vtedy, ked P(AN B) = P(A) - P(B).

Pozndmka. Pri podmiefiovani nezdvislym javom plati nasledujiici vzfah:
P(A|B) = P(A) & A, B si nezavislé javy a P(B) > 0.
Tento vztah bude mat svoje analdgie aj neskor pri podmienovani ndhodnymi
veli¢inami a podmienenej strednej hodnote.
Staci si uvedomit, ze z platnosti P(A|B) = P(A). Potom nutne P(B) > 0 a
plati, ze
P(ANB)

P(A) = P(AIB) = ~5

< P(A)-P(B)=P(ANB).
Teda javy A,B st nezavislé.

Naopak, ked P(B) > 0 a A,B st nezdvislé javy. Potom

P(A|B) = P(ﬁ(g)B) - P(fg('BF;(B) — P(A).

Nasledujica veta mé velky vyznam pri pocitani s podmienenymi pravdepo-
dobnostami, ako si ukdzeme neskor na priklade.

Veta 2 (O tplnej pravdepodobnosti). Bud A € A, I indexovd mnoZina, ktord
je konecnd, alebo spocitatelnd. Nech {B;}ier je disjunktny rozklad Q, t.j. Vi # j :
BiNB;j=0aJB; =9, kde ¥Yi: P(B;) > 0. Potom plati:

il

P(A) = P(A|B)) - P(B,).

i€l



Dokaz. 7 definicie podmienenej pravdepodobnosti a predpokladu, ze
Vi P(B;) > 0 dostdvame, ze

Z toho, ze {B;}ics je disjunktny rozklad méme Vi # j, ze

(AN B;) st disjunktné a | J(A; N B) = A.

i€l

Odtial

P(A)zP(UAﬂB) > P(ANB;) => P(AB) P(B).

el el el

]

Priklad. Majme nasledujuci pokus. Hadzeme mincou, az pokym nepadne hlava.
Potom hédZzeme Seststennou kockou tolkokrat, kolkokrat sme hadzali mincou.
Ak4 je pravdepodobnost, Ze aspon raz padne Sestka?

Oznacme:

A jav, ze hodime aspon jednu Sestku pri nasom pokuse
A% jav, 7e ziadnu Sestku nehodime

By, jav, ze hlava padla pri k-tom hode mincou

By, k € N tvori rozklad €2, pretoze hadzanie mincou kon¢i po tom ako prvy
krat padne hlava, teda javy su disjunktné a aj vycerpavaji vsetky moznosti.

Spocitajme pravdepodobnosti vyuzité vo vete [2| o iplnej pravdepodobnosti:
P(A%|By) = (2)* ... vieme, Ze kockou hddzeme k-krét, nechceme aby padla Sestka
P(By) = (5)"1(3) = (3)" ... musi padnit (k — 1)-krdt znak a potom hlava
Vyuzitim vety o uplnej pravdepodobnosti dostavame:

- S-S0 (£ () 3

k=1

\IIOT
N

Teda odpovedou na nasu otézku je P(A) =1 —



Kapitola 2

Nahodné veliciny podmienené
nahodnym javom

Podmienenti pravdepodobnost vyuzivame aj pri skimani ndhodnych veli¢in.
Ich rozdelenie moézeme podmiefiovat ndhodnym javom, ale aj inymi ndhodnymi
veli¢inami. Zaujimat nas budu aj vlastnosti podmienenych rozdeleni.

Definicia 3. Bud X : (2, 4) — (S,S) ndhodnd velicina, B € A, P(B) > 0
lubovolny ndhodny jav s kladnou pravdepodobnostou. Podmienenym rozdelenim
X pri B rozumieme pravdepodobnostni mieru Pxp(A) = P(X € A|B),A € S.
Bud’ d’alej X redlna ndhodnd velicina, potom podmienenou distribucnou funkciou
X pri B nazjvame funkciv F(x|B) = Pxp(X < z) = P(X < z|B),z € R. Ak
je distribucnd funkcia F(x|B) absolitne spojitd, potom jej derivdcia f(x|B) =
F'(z|B) je podmienend hustota X pri B.

Pozndamka. Ak polozime B = (2, tak dostdavame povodni nepodmienent dis-
tribu¢nu funkciu.

Priklad. Nech ndhodna velicina X ma exponencidlne rozdelenie s parametrom
A > 0. Toto rozdelenie sa vyuziva napriklad pri modelovani doby ¢akania na dant
udalost. Vo fyzike sa vyuziva konkrétne pre modelovanie dIZky zivota radioaktivne-
ho atému. Spocitajme teda jej rozdelenie za podmienky, ze sa atém do ¢asu tg > 0
nerozpadne.

X ma exponencidlne rozdelenie s parametrom A > 0, teda X ma spojité
rozdelenie s hustotou
f)=X-e ™ x>0

Potom mozeme spoécitat distribuént funkciu X

x

F(z) =P(X <) Z/f(t)dtz/xe”dt: [—e Ml =1z >0
0 0

Dalej pocitajme podmienent distribuéni funkciu X za podmienky [X > t(]

P(X <z X > to)




Pre pripad, ze x <ty dostavame v citateli 0, pre x > t; mame

P(X <2.X >ty) F(x)—F(ty) e —e
P(X > to) n F(to) a e~ Ao

=1— e*)\(:rfto).

Dostavame vysledni podmienent distribuéni funkciu a podmieneni hustotu X
za podmienky [X > to] spocitame jej derivaciou

F(z|X > ty) =1 — e Moto), x > 1,
(@)X > to) = F'(2|X > tg) = A-e 2@ g > ¢,

Odtial vidime, ze X podmienend javom [X > ¢5] md rovnaké rozdelenie ako
nahodnd velicina Y = X + ¢.

Definicia 4. Bud X redlna ndhodnd velicina a A bud jav s kladnou pravdepo-
dobnostou. Definujeme podmienenti strednii hodnotu X za podmienky A ako

E(X]A) = /XdPX|A,
Q

ak md vyraz napravo zmysel.

Pozndmka. Z vety [1] plynie, Ze Pxja je opét pravdepodobnostnd miera. Teda
vyuzitim definicie podmienenej strednej hodnoty E (X|A) zistujeme, ze ma rov-
naké vlastnosti ako nepodmienend strednd hodnota (linearitu, monoténiu, ... ).

Veta 3. Bud X redlna ndhodnd velicina, pre ktori je E | X| < oo a A bud jav s
kladnou pravdepodobnostou. Potom pre podmienent stredni hodnotu plati

E(X-1a)

E(X14) = =™

ak md jedna strana zmysel a kde I4 znaci indikdtor javu A (ndhodni velicinu
Ij(w)=1,we A alsw)=0 inak).

Dékaz. Ukézme tvrdenie najprv pre X = Ip, kde B je lubovolni.

B 1 P(ANB)  E(X-14)
E(X\A)_/Xdpm_mA/IBdP_ TR T

Dalej vyuzitim linearity strednej hodnoty a vyuzitim vyvojovej metédy dostévame
tvrdenie najprv pre linedrnu kombindciu indikatorov. Vyuzitim majoranty | X | pre
limitny prechod dostavame tvrdenie pre nezaporni nahodnu veli¢inu a rozkladom
na Xt a X~ dostdvame tvrdenie pre lubovolnti ndhodnu veli¢inu. O

Pozndmka. Ak F(z|A) je podmienend distribu¢na funkcia X pri A a f(z]A)
podmienena hustota X pri A, potom plati

E(X|A) = /mdF(a:|A): /:E-f(a:]A)dx.



Priklad. Spocitajme pre X nahodnu veli¢cinu s normalnym rozdelenim s nulovou
strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom jej podmienent strednii hodnotu
E(X|X >0).

Vyuzitim predchadzajicej vety

8

E(X - Iixs0)

% d
P(X > 0) -

E(X|X >0)= =2-E(X - Iixs0) =

Dalej pomocou substiticie y = \% upravime na tvar:

covx> 0L fovcunm T Jonao fE

Teda nasa hladand podmienend strednd hodnota X pri [X > 0] j f



Kapitola 3

Podmienovanie diskrétnou
nahodnou veli¢inou

Oznacme Y pocet hodov mincou v priklade na konci prvej kapitoly. Potom Y
je diskrétna ndhodnd veli¢ina s rozdelenim danym vztahom P(Y = k) = (%)k :
k € N. Pravdepodobnosti P(A|By) = P(A|Y = k) st ¢isla zdvislé na k. Chceli by
sme aj v pripade vSeobecnej ndhodnej veliciny néjst vztah, ktory tito zavislost
opisuje. V pripade diskrétnej nahodnej veli¢iny si pomozeme podmienenou prav-
depodobnostou.

3.1 Pravdepodobnost podmienena
diskrétnou nahodnou veli¢inou

Bud teda X Tubovolnd diskrétna nahodnd veli¢ina definovand na pravdepo-
dobnostnom priestore (€2, .4, P) a bud'te 2, k € N vSetky hodnoty, ktoré velicina
X nadobuda s kladnou pravdepodobnostou a B € A Tubovolny jav. Definujme
zobrazenie Px(B) : (2, A) — (R, B(R)) vztahom

Px(B)(w) = P(B|X = xy), pre X(w) = xy. (3.1)

Potom Py (B) nadobtida hodnoty zo spoc¢etnej mnoziny {P(B|X = xy),
k € N} a plati vztah

weQ:Px(B)(w)=PB|X =z5)] =weQ: X =z € A

Vidime, ze Px(B) je A-meratelné zobrazenie a teda ndhodné veli¢ina. Dalej bu-
deme potrebovat pojem o-algebry generovanej ndhodnou velic¢inou, ktory si hned
zadefinujeme pre vSeobecny pripad. Poznamenajme, ze veli¢inu P x(B) mozeme
pisat aj v tvare

= P(BIX =) I x=p,-
k=1

Definicia 5. Bud (Q, A, P) pravdepodobnostny priestor, X : (Q, A) — (S,S),
o-algebra generovand ndhodnou velicinou X je o(X) = {[X € B],B € §} C A,
kde [X € B] ={w € Q, X(w) € B}.



Pozndmka. Zo vztahov
[X c U c,
n=1

plynie, ze o-algebra generovana X je skutocne o-algebra. Navyse je to najmensia
o-algebra (v zmysle inklizie), voéi ktorej je zobrazenie X : (Q,A4) — (S,S)
meratelné.

Veta 4. Bud X diskrétna ndhodnd velicina definovand na (2,A, P) a Px(B)
ndhodnd veli¢ina definovand vztahom (3.1]). Potom pre lubovolné A € o(X),
B e A plati

:O[XECH] a[XeCi\Co)=[XeO|\[Xely,CeS

n=1

P(ANB) = / Py(B)dP. (3.2)
A
Dokaz. Kedze A € 0(X), tak existuje C € B(R), ze A = [X € C]. Oznaéme javy
[X = ;] ako Ag. Zrejme pre kazdé k € N je bud Ay C A, alebo Ay NA =10, Ay
su disjunktné javy a Px(B) je konstantnad na Aj. Teda potom

[e.e]

/PX(B)dP = /PX(B)[AdP = /PX(B)I[Xec]dP = ZP(B’X = &) g e
P(X =) = > P(BJA)P(Ar) = Y P(BNA) =

zpeC rreC

=P(BN[X €C])=P(ANDB).
L

Veli¢ina Px (B) mé vyznam podmienenej pravdepodobnosti javu B pri danej
hodnote ndhodnej veliciny X. Chceme tento pojem zovseobecnit pre Iubovolnt
ndhodnt veli¢inu a to tak, aby platil vzfah (3.2)). Ak by sme cheeli zadefinovat
Px(B) pre vieobecnti ndhodni velicinu X vzfahom , tak hned v pripade
spojitej nahodnej veli¢iny narazame na problém. Doteraz sme podmieneni prav-
depodobnost definovali iba v pripade, Ze podmienujtci jav mé kladnt pravdepo-
dobnost, ale pre spojiti ndhodnt velicinu je P(X = z) = 0,Vz € R.

3.2 Stredna hodnota podmienena
diskrétnou nahodnou veli¢inou

Podobne ako sme zaviedli podmienend pravdepodobnost javu B pri danej
hodnote X mozeme zaviest aj podmienent strednti hodnotu ndhodnej veliciny Y
pri danej hodnote X v diskrétnom pripade. T4 mé vyznam ocakavanej hodnoty
Y, ak vieme aku hodnotu nadobudla veli¢ina X.

Bud X diskrétna ndhodn4 veli¢ina definovand na pravdepodobnostnom pries-
tore (9, A,P) a budte z;, k € N vsetky hodnoty, ktoré velicina X nadobida s
kladnou pravdepodobnostou. Dalej nech Y je Iubovolnd nghodné velicina taka,
ze E |Y] < co. Definujme E x Y : (2, 4) = (R, B(R)) vztahom

ExY(w)=EY|X = zy), pre X(w) = xy. (3.3)

10



Podobne ako v pripade Px(B) sa dd ukézat, Zze FxY je ndhodnd velicina,
ktord mozeme pisat aj v tvare

ExY =) E(Y|X =) Ixep,

k=1

Veta 5. Budte X a'Y ndhodné veliciny ako vyssie a Ex Y definovand vztahom
(13.3). Potom pre A € o(X) plati

/EXYdP:/YdP. (3.4)

A A

Dokaz. Kedze A € 0(X), tak existuje C € B(R), ze A = [X € C]. Oznaéme javy
[X = 3] ako Ay. Zrejme pre kazdé k € N je bud Ay C A, alebo Ay N A =10, Ay
st disjunktné javy a E x Y je konStantnd na A,. Teda potom aj s vyuzitim vety
dostavame

/EXYdP:/EXY-IAdP:/EXY-I[XEc]dP:ZE[Y|X:xk]-

A Q Q k=1
EY -1\
Mippeo) P(X =) = ) wp(flk) =) E(Y - I4)=
zpeC k €A

—E(Y-I4) = [ YdP.
/

]

Veli¢ina E x Y méa vyznam podmienenej strednej hodnoty Y pri danej hod-
note X. Opit budeme chciet tento pojem zovseobecnit aj pre pripad Iubovolne;
néhodnej veliciny X a to tak, aby platil vztah (3.4). Definicia E (Y'|X) pomocou
(3.3) nam ale nepomoze, pretoze podobne ako v pripade podmienenej pravdepo-
dobnosti B pri danej hodnote X narazame na problém, Ze by sme podmienovali
javom s nulovou pravdepodobnostou.
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Kapitola 4

Podmienena stredna hodnota

Pri skimani rozdeleni podmienenych vseobecnou ndhodnou veli¢inou sa za-
oberdme podmienenymi pravdepodobnostami P(B|X), kde X je lubovoln ndhod-
n4 veli¢ina a B je dany jav. Pri nepodmienenych pravdepodobnostiach plati vztah
P(B) = E (Ip) a nim sa budeme inspirovat aj pri definovani P(B|X). Preto je ro-
zumné zacat od zavedenia podmienenej strednej hodnoty podmienenej ndhodnou
velicinou. V d'alSom texte budeme potrebovat Radonovu-Nikodymovu vetu.

Veta 6 (Radonova-Nikodymova veta). Nech A je o-algebra podmnozin mnoZiny
Q, u(A) nech je miera na A a v(A) nech je redlna spocitatelne aditivna funkcia
na A. Nech p je o-konecénd (teda ) je zjednotenie spocitatelného poétu mnoZin
QO € A takych, ze 1(Qr) < 0c0). Nech d'alej v je absolitne spojitd vzhladom k
(teda ak pre A € A je u(A) = 0, tak pre lubovolni mnozinu B C A,B € A je
v(B) = 0). Potom existuje funkcia f(w), meratelnd vzhladom k A a takd, Ze pre
kazdi mnozinu A € A plati, Ze

v(4) = [ fw)dp. (4.1)
/

Ak ezistuje ind funkcia g(w), vyhovugica tordeniu vety, potom f(w) = g(w) skoro
vsade vzhladom k miere p(teda ak Ay je mnoZina vietkijch bodov w, Ze f(w) #
g(w), potom pu(Ag) =0). Ak funkcia v je nezdpornd, tak f(w) > 0(skoro vsade).

Funkciu f(w) vo vztahu budeme znacit dv/dp a budeme ju nazgvat
derivdciou mnoZinovej funkcie v podla miery .

Dékaz. vid (2) strana 114 O

Pozndmka. Kvoli zjednoduSeniu zdpisu si zavedme pre 1 < p < oo symbol
L,(Q, A, P), ktory znaci systém ndhodnych veli¢in na pravdepodobnostnom pries-
tore (€2, A, P), ktoré maji kone¢ny p-ty absolitny moment.

Zadefinujme si najskor pojem podmienenej strednej hodnoty podmienenej o-
algebrou, od ktorého sa potom pohneme k podmienovaniu ndhodnymi veli¢inami.

4.1 Zavedenie podmienenej strednej hodnoty
Definicia 6. Bud X ndhodnd velicina na (Q, A, P), E|X| < oo, F C A bud
o-algebra. Podmienend strednd hodnota X pri F je ndhodnd velicina E(X|F),

ktord splnuje podmienky:

12



1. E(X|F) € Li(Q, F, P¥)
2. VB € F plati:
/XdP:/E(X|}“)dP

B B

Naviac pre A € A podmienenou pravdepodobnostou javu A pri F rozumieme

P(AIF) = E(1a]F).

Pozndamka. Symbol P¥ znaéf pravdepodobnostni mieru P zizent na mnoziny
z F. Prvé poziadavka v predchddzajicej definicii znamend, ze E (X|F) je F-
meratelnd a méa koneény prvy absoltitny moment. Pri overovani tejto poziadavky
sa staci ststredif na meratelnost, pretoze kone¢nost absoltitneho momentu vyply-
va z predpokladu E | X| < oo a druhej poziadavky v definicii.

Zaujimalo by nés, ¢i pre lubovolné X a F existuje E (X|F) a € je urcéend
jednoznacne. To nam prezradi nasledujica veta.

Veta 7. Bud X € Li(Q, A, P), F C A bud c-algebra. Potom E(X|F) existuje
a je urcend P -skoro iste jednoznacne (ak'Y je ind ndhodnd velic¢ina vyhovujica
definicii podmienenej strednej hodnoty X pri F, potom existuje M € F,P(M) = 1
takd, ze Y (w) = E(X|F)(w),w € M ).

Dokaz. Polozme

V(A) :/XdP,Aef
A

Potom pre Tubovolni A € F,P(A) = 0 plati, ze VB C A,B € F je P(B) = 0
a teda aj v(B) = 0, z ¢oho plynie, ze v je absolitne spojitd vzhladom k P
ktord je koneénd a Radonova-Nikodymova veta [6] ndm déva existenciu ndhodne;
veliciny Y € Li(Q, F, P'f) tak, ze spliuje

v(B) = /YdP'f

B

Dostali sme teda existenciu podmienenej strednej hodnoty pri F, jednozna¢nost
P _skoro iste vyplyva tiez z Radonovej-Nikodymovej vety [6l Naviac je vidiet, ze
E (X|F) zodpovedd Radonovej-Nikodymovej derivicii v podla P ]

4.2 Vlastnosti podmienenej strednej hodnoty

Mame teda zarucentu existenciu a jednoznacénost P¥_skoro iste. O tom, aké
ma podmienend strednd hodnota pri F vlastnosti nam viac povie nasledujica
veta.

Veta 8. Bud'te XY € Li(Q, A, P), S C F C A o-algebry. Potom plati:
1. abc e R: E(aX +bY +¢|F) =aE(X|F)+bE(Y|F)+ c s.i.(skoro iste).
2. ak X <Y s.i., potom E(X|F) < E(Y|F) s.i.
3. E|[E(X|F)] = EX.
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4. ak X je F-meratelnd, potom E(X|F) =X s.i.
5. E[E(X|F)|S] = E[E(X|S)|F] = E(X|S) s.i.
6. ak o(X) a F su nezdvislé systémy javov, potom E(X|F) = E X s.i.

Dékaz. Tvrdenia budeme ukazovat hlavne overenim poziadavok definicie a vy-
plyni zo skoro istej jednoznacnosti podmienenej strednej hodnoty.

ad (1):  aE(X|F)+bE(Y|F)+ce Li(Q,F,PV), volme B € F

/(aE(X|]-")+bE(Y\]—")+c)dP:a/E(X|]-")dP+b/E(Y]]-")dP+cP(B) _

:a/XdP+b/YdP+cP(B) :/(aX+bY+c)dP
B B B

Teda o E (X|F) + b0E (Y|F) + ¢ vyhovuje definicii podmienenej strednej hodnoty
aX +bY + ¢ pri F a teda plati a E (X|F) +bE(Y|F) + ¢ = E(aX +bY + ¢|F)
(s.d.).

ad (2):  tvrdenie dokdzeme sporom.
Polozme D = [E(X|F) > E(Y|F)] € F z F-meratelnosti podmienenych stred-
nych hodnét a nech P(D) > 0. Potom

/XdP:/E(XU:)dP > /E(Y|.7-")dP:/YdP > /XdP a mame Spor.
D D D D D
ad (3):

E[E (X|F)] = /E(X]]—")dP - /XdP —EX

0 0

ad (4):  tvrdenie je zrejmé priamo z definicie.
ad (5): 2. rovnost plynie z toho, ze E (X|S) je S-meratelnd, teda aj F-meratelna.
Pre prvi rovnost staci overit druhu poziadavku definicie:

BGS:/E[E(X|]—")|S]dP:/E(X]]—")dP:/XdP:/E(XLS)dP

B B
odtial vidime, ze E [E (X|F)|S] = E (X|S) (s.i.) zo skoro iste] jednoznacnosti pod-
mienenej strednej hodnoty pri S.
ad (6): zrejme E X € L(Q, F,P¥) ako konstanta

Be]—":/EXdP:P(B)-EX
B

vyuzitim nezavislosti dostavame:

/EXdP:P(B)-EX:/IB-XdP:/XdP
B Q B
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Zékladné vlastnosti méme zhrnuté v predoslej vete. Okrem nich nés este budu
zaujimat limitné vlastnosti podmienenej strednej hodnoty. Hlavne predpoklady,
za ktorych mozeme zamienat limitu a podmienent strednd hodnotu. O tom hovor{
nasledujuca veta.

Veta 9. Budte X,,n € N a X redlne ndhodné veliciny na (2, A, P), X, — X
skoro iste a F C A o-algebra. Potom plati:

1. Ak E|X| <00, X1 >20s.4. aVneN, X, > X, s.i. Potom
E(X,|F) = E(X|F) s.i.

2. Ak existuje Y € L1(Q, A, P), Ze Vn € N, |X,,| <Y s.i. Potom
E(X,|F) = E(X|F) s.i.

Dokaz. Prvé tvrdenie je obdobou Leviho vety a druhé Lebesgueovej vety o zamene
integralu.

ad(1): Z nerovnosti 0 < X,, < X,n € N (s.i.) plynie, ze X,, € L1(£2, A, P).
Vyuzitim (2) z predoslej vety [§|mame 0 < E (X;|F) < E(X,|F) < ... s
Polozme za Y = sup E (X,,|F) < E(X|F) s.i.

neN
A polozme Z = Y - Iycg. Kedze E |X| < oo, tak sme Y zmenili nanajvys
na mnozine miery 0. Zostdva overit poziadavky definicie. Meratelnost je jasna,
pretoze ide o supremum meratelnych funkcii. Bud teda B € F Tubovolna.

/ZdP:/supE(XnU:)dP
neN
B

B
Vyuzitim Leviho vety o zamene integralu a monotoénie dostavame.

/supE(Xn|]:)dP:/hm E(X,|F)dP = lim [ X,dP= /XdP

neN n—00
B B

ad (2):
Polozme

*Xn = inf Xk,
k>n
¢o je neklesajica postupnost ndhodnych veli¢in (v zmysle skoro iste) a , X, — X

S.1.

*X,, = sup X

k>n

je nerastiica postupnost nahodnych veli¢in a *X,, — X s.i.
Pouzitim predpokladov dostavame nasledujiice nerovnosti platiace skoro iste

0<, X1+Y <, Xo+Y <..anaopak 0 <Y - X; <Y —* X, <
Vyuzitim zékladnych nerovnosti (s.i.) tykajicich sa infima a suprema dostavame,

ze
(*Xn+Y)—Y§Xn§Y—(Y—*Xn)
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EGLX,+Y|F)—-EY|F) <E(X,|F) <EY|F)—-EY =" X,|F)

Pravé aj lava strana konvergujt podla linearity a prvej casti dokazu skoro iste k
E (X|F) a dostdvame tvrdenie. O

Limitné vlastnosti podmienenej strednej hodnoty st vyznamné najmé pri
dokazoch tvrdeni a umoziiuji ndm v nich vyuzivat vyvojovii metédu. Ako v
nasledujicom dosledku.

Désledok. Bud X € Li(Q, A, P), Y redlna ndhodna velicina, pre ktoré X - Y €
Li(Q, A, P) anech F C A je o-algebra. Ak Y je F-meratelnd, potom E (X -
Y|F) =Y - E(X|F) si.

Dokaz. Dokaz prebehne vyvojovou metddou. Zacéneme najskor s A € F,
Y = I4. Chceme ukézat, ze I, E(X|F) je podmienend strednd hodnota E (X -
I4|F). Zrejme 14 E (X|F) € Li(Q, F, P¥). Bud teda B € F:

/IAE(X\]-")dP: / E(X|F)dP = /XdP:/[A-XdP

B ANB ANB B

Z linearity podmienenej strednej hodnoty a prvej casti dostavame tvrdenie pre
n

jednoduché ndhodné veliciny Y = > ¢;14,,¢; € R, A; € F.
i=1
Pre nezéaporné XY existuje postupnost jednoduchych nahodnych veliéin, Ze

Y, Y s.i. Z predchadzajicej casti a predoslej vety dostdvame platnost tvr-
denia pre X > 0,Y > 0 s.i.

Vseobecné XY nahodné velic¢iny potom staci rozlozit na kladni a zdporni cast
a vyuzit linearitu podmienenej strednej hodnoty.

E(XY|F) =E(XTY*HF) +E(X Y |F) - E(X*Y"|F) — E(X"Y*|F) =
=YY" E(X+|.7:) +Y E(XT|F)-Y"~ E(X+|.7-")|]:) —-Y* E(X™|F) =
— YE(X|F)

Pricom rovnosti platia skoro iste vzhladom k miere P O]

Od pojmu strednej hodnoty podmienenej o-algebrou prejdeme jednoducho
k pojmu podmienenej strednej hodnoty podmienenej ndhodnou veli¢inou. Jej
existencia, jednozna¢nost a vlastnosti vyplyvajui z uz dokdzanych tvrdeni.

Definicia 7. Bud X € Li(Q,A,P), Y : (Q,A) — (S,S) ndhodnd veli¢ina.
Podmienenou strednou hodnotou X pri Y rozumieme E(X|Y) = E(X|o(Y))

a pre B € A podmienenou pravdepodobnostou B pri Y rozumieme P(B|Y) =
P(Blo(Y)).

4.3 Vyjadrenia podmienenej strednej hodnoty

V tejto podkapitole sa budeme venovat réoznemu pohladu na podmienent
stredni hodnotu. Na zaciatok budeme potrebovat nasledujiice tvrdenie.
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Veta 10. Budte X : (2, A) — (S,S), YV : (2, A) = (R, B(R)) ndhodné veliciny
a o(Y) C o(X). Potom existuje meratelnd funkcia f : (S,S) — (R, B(R)) takd,
Ze Y(w) = f(X(w)),w € Q.

Dokaz. vid (3)) kapitola 2, §4, Veta 3. O

Budte teda X € Li(Q,A,P), Y : (Q,A) — (S,8) ndhodné velicina. Po-
tom pouzitim predoslej vety, kde rolu X* hra teraz Y a rolu Y* hrd E(X|Y)
dostévame, ze existuje meratelnd funkcia f : (S,S) — (R, B(R)) tak, ze E (X|Y) =
f(Y) skoro iste. To ndm umoziiuje poloZit nasledujicu definiciu.

Definicia 8. Pre X € Li(AP), Y : (2, A) — (5,S) definujeme podmie-
nent stredni hodnotu X pri Y =y ako E(X|Y = vy) = f(y), kde pre f plati
f(Y)=E(X[Y) s.i.

Pre A € A podmienenou pravdepodobnostou A pri Y = y rozumieme
E(1lY =y).

Poznamka. Ak zmenime E (X|Y = y) na mnozine Py-miery 0, tak dostavame

tzv. verziu E (XY =y).

Ak pozname E (X|Y = y) vieme z nej jednoducho zrekonstruovat E (X|Y)
(stac{ za y dosadit Y) a naopak. Prirodzenejsie a intuitivnejsie je pocitat s
E(X|Y = y) ako s funkciou, ktora opisuje ako sa meni ocakdvand hodnota X
pri zmene hodnoty Y. Avsak s E (X]Y") ako o(Y')-meratelnou ndhodnou veli¢inou
sa v teorii lepsie pracuje.

4.4 Priklady

Diskrétne rozdelenie. Bud Y € L;(2, A, P) a X diskrétna ndhodnd veli¢ina
s hodnotami v mnozine {1, xs,...}. V tretej kapitole sme zaviedli podmienent
stredni hodnotu Y pri X ako ndhodnt veli¢inu

ExY =) E(Y|X =) Ixep,
k=1

Podla Vety [5| plat{

VAEJ(X):/EXYdP:/YdP.
A A

Zo vztahu
weN ExY(w) =EY|X =a4)] =weQ: X =ux € a(X).

plynie meratelnost E x Y a teda vyhovuje definicii podmienenej strednej hodnoty
Y pri X zavedenej v tejto kapitole. Potom E x Y = E (Y| X) skoro iste a

1

EY|X =) = m

E(Y - Ix—y,).
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Pre x ¢ {x,x9,...} polozime E (Y |X = z) = 0 a dostavame verziu E (Y |X = z).

Podobne pre B € A sme zaviedli podmienent pravdepodobnost B pri danej
hodnote X ako

= P(BIX =) Ix=p,-
k=1
Podla Vety [4] mame, ze
VAEJ(X):/IBdP:P(AﬂB):/PX(B)dP.
A

A

Teda Px(B) vyhovuje definicii podmienenej pravdepodobnosti B pri X, plati
P(B|X) = Px(B) skoro iste a

PIBIX =) = =5

Pre z ¢ {x1, 22, ...} polozime P(B|X = x) = 0 a dostavame verziu P(B|X = z).

Spojité rozdelenie. Majme nahodny vektor (X,Y") so spojitym rozdelenim
s hustotou fxy(z,y),z,y € R. Polozme

Ixy (z,y)
fr(y) 7

pre fy(y) > 0 a 0 inak, kde fy(y) je margindlna hustota Y.

Uvedomme si najskor, ze pre A € A je P(A|Y =y) = h(y) pricom P(A]Y) =
h(Y') skoro iste. Vyuzitim vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti a prenosu
integricie dostdvame sériu rovnosti pre Tubovolné C' = [Y € D] € o(Y)

fxy (zly) =

P(Aﬂ[YeD]):/IAdP:/P(A|Y)dP: / h(Y)dP:/h(y)dPy(y).

C C [YeD] D
Mnoziny [Y € D], D € B(R) vycerpavaju o(Y) a je vidno, ze na to, aby sme
overili, ze h(y) je verziou P(A]Y = y) staci overit podmienku
P(AN[Y € D) = /h@) dPy(y). D € B(R).
D

Bud C € B(R) lubovolna. Ukdzeme, Ze pre fxy(z|y) plati nasledujici vztah

D

Postupne tpravou pravej strany dostavame

/ /fX|Y zly)dr| dPy(y / /leY zly)dz | fy(y)dy

D D
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= / xiy(xly) fy (y) dedy = / Ixy(zy)dzdy =P([X € C]N[Y € DJ).
CxD CxD

Teda sme zistili, ze pre kazdi C' € B(R) plati

PXeCly =y = /fX|y(x|y) dx , pre Py-skoro vsetky .
C

Podobnou cestou mozeme ukazat, Ze

(e 9]

EX|Y =y) = / z fx)y(z|ly) dz , pre Py-skoro vietky y.

— 00
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Kapitola 5

Podmienené rozdelenia

Miame zadefinované podmienené pravdepodobnosti vzhladom k o-algebre. Vo
vSeobecnom pripade sa ale s tymito ndhodnymi veli¢inami nedd pracovat ako
s pravdepodobnostnymi mierami zavislymi na w. To si ukazeme v nasledujicej
casti.

Budte Bi,Bs,... disjunktné ndhodné javy z pravdepodobnostného priestoru
(Q,A,P), F C A o-algebra. Potom plati

P(| BulF) =) P(B.|F) (si) (5.1)

Pri dokaze sa staci opriet o nezdpornost indikdtorov a prvii éast vety [o} Dolezité
viak je, Ze tato rovnost je splnend iba v zmysle skoro iste a teda P(:|F)(w)
nemus{ byt pravdepodobnostnd miera. Dokonca ani miera mnoziny w € €, pre
ktoré P(:|F)(w) nie je pravdepodobnostnd miera, nemusi byt nulova. Ked'ze ak
oznacime N (By,Bs,...) mnozinu tych w € €, pre ktoré v (5.1)) neplati rovnost,
tak potom mnozina w, pre ktoré P(-|F)(w) nie je pravdepodobnostna miera je

N= |J N(B.B,,.)

{Bn}CA

N teda moze byt aj nespocitatelné zjednotenie mnozin s mierou 0. Preto moze
mat kladni mieru, ¢o v praktickych prikladoch ¢asto nastéva. Jednou z moznosti
ako sa tejto situdcii vyhnit je obmedzit sa na reguldrne podmienené pravde-
podobnosti a ukézat, Ze pri rozumnych predpokladoch reguldrne verzie podmie-
nenych pravdepodobnosti existuju.

Definicia 9. Funkcia P(w,B),w € Q,B € F, kde F je c-algebra, je reguldrna
podmienend pravdepodobnost pri o-algebre F prdve vtedy, ked

1. Yw € Q: P(w,-) je pravdepodobnostnd miera na F;
2. pre kazdi B € F plati, Ze P(w, B) = P(B|F)(w) s.i.

Zavedme d'alej reguldrne podmienené rozdelenie X pri F ako reguldrnu verziu
podmienenej pravdepodobnosti P(X € B|F). Odtial je potom uz len maly krok
k regularnej distribuénej funkcii X pri F.
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Definicia 10. Bud X : (Q, A) — (S, S) ndhodnd velicina, F C A bud o-algebra.
Funkcia Q(w, B),w € 0, B € S je requldrne podmienené rozdelenie X pri F prdve
vtedy, ked

1. Yw € Q: Q(w, B) je pravdepodobnostnd miera na (S,S)
2. pre kazdi B € S : Q(w,B) = P(X € B|F)(w) s.i

Definicia 11. Pre X redlnu ndhodni velicinu a F C A o-algebru definujeme re-
guldrnu distribucni funkciu X pri F ako funkciu F(w,z),w € Q,x € R spliujicu

1. F(w,x) je pre kazdé w € Q distribuc¢nd funkcia v x.
2.Vx e R: F(w,z) = P(X < z|F)(w) s.i

Nasledujica veta nés ubezpecuje, ze pojem reguldrneho rozdelenia je do-
statocne vieobecny, aby ndm umoznil vysetrovat podmienené rozdelenia redlnych
nahodnych veli¢in.

Veta 11. Pre lubovolni redlnu ndhodni velicinu X a o-algebru F C A existuje
requldrna distribucnd funkcia X pri F a reguldrne podmienené rozdelenie X pri

F.
Dékaz. vid (3)) kapitola 2, §7, Veta 4. m

Zaver predchadzajiicej vety mozno zovSeobecnit aj na Borelovské priestory,
teda meratelné priestory Borelovsky ekvivalentné nejakej Borelovskej podmnozine
realnej priamky.

Definicia 12. Meratelnyj priestor (S,S) je Borelovsky priestor prdve vtedy, ked
existuje bijekcia ¢ : (S,S) — (R, B(R)),

1. ¢(S) € B(R)
2. ¢ je S-meratelnd
3. o=t je B(R)-meratelnd

Veta 12. Bud X ndhodnd velicina s hodnotami v Borelovskom priestore (S, S).
Potom existuje requldrne podmienené rozdelenie X pri o-algebre F C A.

Dékaz. Oznaéme ¢ bijekciu z definicie Borelovkého priestoru. Potom ¢(X) je
realna ndhodn4 veli¢ina vd'aka druhej vlastnosti z predchédzajicej definicie. Podla
vety (11| dostdvame reguldrne podmienené rozdelenie ¢(X) pri F: Q(w,A), A C
©(5), A € B(R).

Polozme Q*(w, B) = Q(w,¢(B)), B € S. Tretia vlastnost z predoslej definicie
déva, ze p(B) C ¢(S5),¢(B) € B(R) a teda mame dobre definovani Q*(w, B). Z
regularity Q(w, A) vyplyva, ze Q*(w, B) je pravdepodobnostnd miera pre kazdé
w € . Zostdva este overit druht poZiadavku definicie reguldrneho podmie-
neného rozdelenia. Bud B € S lubovolnd. Potom vyuZitim toho, Ze ¢ je bijekcia
dostavame

Q*(w, B) = Q(w, ¢(B)) = P(p(X) € p(B)|F) = P(X € B|F) si

Teda Q*(w, B) je hladané reguldrne podmienené rozdelenie X pri F. O]
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Vyuzitim toho, ze iplné separabilné metrické priestory si Borelovské, dostava-
me zaver.

Dosledok. Ak X je ndhodnéa veli¢ina s hodnotami v separabilnom uplnom met-
rickom priestore a F C A je o-algebra, potom existuje regularne podmienené
rozdelenie X pri F.

Teda rozdelenie ndhodnej veli¢iny s hodnotami v separabilnom tplnom met-
rickom priestore (ako je napriklad (R", B(R™)),n € N) mozeme podmieiovat
Iubovolnou nédhodnou veli¢inou a podla predchddzajiiceho dosledku vieme, Ze
podmienené rozdelenie bude existovat.
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Kapitola 6

Problémy

1. problém Bud X reilna ndhodnd veli¢ina a F o-algebra. Potom X a F
st nezavislé (teda pre kazdé B € F su X a Ip nezavislé ndhodné veli¢iny) préve
vtedy, ked E (g(X)|F) = E g(X) s.i. pre kazdi Borelovsku funkciu s E |g(X)| <
00.

Dékaz. Zacneme implikdciou zlava doprava. Teda predpokladdme, Ze X a F su
nezdvislé. Bud ¢ Borelovskd funkcia, pre ktord E |g(X)| < oco. Potom g(X) je
nahodn4 veli¢ina a g(X) a F su nezdvislé. Budte B € F, A € B(R) Tubovolna,
vyuzitim nezavislosti dostavame

P(g(X) € AB) =P(g(X) € AIp=1)=P(g(X) € A)P(Ip =1) =

= P(9(X) € A)P(B)

teda o-algebry o(g(X)) a F st nezdvislé. Podla 6. casti z vety [8 dostdvame, ze
E(9(X)|F) = E g(X) s.i.

Pre druhu implikdciu volme B € F Tubovolni. Chceme ukdzat, ze X a I st
nezavislé. Bud teda A € B(R) lubovolnd. Vyuzitim vlastnost{ podmienej stredne;
hodnoty a predpokladu pre g(X) = Ixea dostdvame

PX€EAIz=1)= /I[XeA]mB dP = /JXeA dP = /g(X) dpP =
Q B B

/E(g(X)\]—") dP :/E g(X)dP =E g(X)/ dP=P(X € A)P(Ip=1)
B B B
Vyuzitim tohto zaveru dostavame

P(XeAlpg=0)=P(Xe€cA)-PXecAlg=1)=
=PXeA)-PXecAP(Up=1)=PXe€APIp=0)
Teda vidime, ze X a Ip st nezavislé nahodné veli¢iny. O]
2. problém Bud X nezdporna nahodna veli¢ina F C A o-algebra. Potom

E (X|F) < 00 s.i. prave vtedy, ked miera Q(A) = [ X dP, A € F je o-konetna.
A
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Dokaz. Zaéneme implikdciou zlava doprava. Predpokladéme, ze E (X|F) < oo
s.i. Potom pre ndhodnt velicinu Y = E (X|F) - [|g (x|F)<oc) Plati Y = E (X|F) s.i.
a'Y je F-meratelna. Potrebujeme najst postupnost {D,,} C F tak, aby D, 7
a Q(D,) < co,n € N. Polozme

D,=[Y <n|eF
Potom vyuzitim predpokladov méme, ze D,, /Q a

Q(Dn):/XdP:/E(XU-")dP:/YdPgn

D, D, D,

Teda @ je o-konecna.

Pre dokaz opac¢nej implikicie budeme postupovat sporom. Bud
D e F:E(X|F)(w)=o00,w € D anech P(D) >0

Vdaka o-kone¢nosti si moézeme zobrat {A,} € F, A,  Q,Q(A,) < co,n € N.
Kedze D C Q, tak existuje p € N, pre ktoré je D C A,. Potom

00 =Q(D) < Q(A,) < oo a mame spor.
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Zaver

Tato praca bola zamerana na priblizenie teoretickych vlastnosti podmienenych
pravdepodobnosti a strednych hodnot. Od intuitivneho pojmu podmienenej prav-
depodobnosti sme sa cez pojem podmienenej strednej hodnoty vzhladom k o-
algebre postupne prepracovali az k regularnym distribuénym funkciam a rozdele-
niam. Zistili sme, ze pre typicky pripad podmienovania nahodnej veli¢iny s hod-
notami v (R”, B(R™)),n € N Tubovolnou vseobecnou ndhodnou veli¢inou méme
zarucenu existenciu regularneho podmieneného rozdelenia. Na jednoduchych pri-
kladoch teoretickych problémov v poslednej kapitole sme si ukazali aplikdciu
dokazanych tvrdeni.

Podmiefiovanie, ako vyznamna kapitola tedrie pravdepodobnosti, je vd aénym
ndmetom na daldie stidium. Zaujimat by nds mohlo, ktoré d'alsie vlastnosti
pravdepodobnosti podmienenej javom s kladnou pravdepodobnostou je mozné
zovieobecnit aj pre pripad podmiefiovania v§eobecnou ndhodnou veli¢inou.
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