
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikálńı fakulta
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s použit́ım citovaných pramen̊u, literatury a daľśıch odborných zdroj̊u.
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ze zákona č. 121/2000 Sb., autorského zákona v platném zněńı, zejména skutečnost,
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Title: Conditional distributions and conditional expectations

Author: Matúš Čellár
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a v závere si vyriešime niekol’ko teoretických problémov.
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Nikodýmova veta, regulárne podmienené rozdelenie
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Úvod 2
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Úvod

Podmieňovanie má vel’ký význam v teoretických odvetviach pravdepodobnosti
ako aj v jej aplikáciách. Je intuit́ıvne jasné ako podmieňovat’ javmi s kladnou
pravdepodobnost’ou. Pri podmieňovańı náhodnými veličinami sa objavuje nut-
nost’ podmieňovania javmi [X = x], ktoré môžu mat’ aj nulovú pravdepodob-
nost’ (ako je tomu napŕıklad pri náhodných veličinách so spojitým rozdeleńım).
Teória podmienenej pravdepodobnosti v tomto pŕıpade nestač́ı a muśıme vy-
budovat’ pojem podmienenej strednej hodnoty a podmienenej pravdepodobnosti
vzhl’adom k σ-algebre. Od nich je jednoduché prejst’ k podmieňovaniu náhodnou
veličinou a podmienenému rozdeleniu. Pri zavádzańı týchto pojmov sa obraciame
na poznatky z teórie miery. Vo svojej práci ukazujem postupné budovanie tejto
teórie a v závere jej aplikáciu na jednoduché problémy. Základom je podmienená
pravdepodobnost’, s ktorou si vystač́ıme pri podmieňovańı náhodnými javmi a
diskrétnymi náhodnými veličinami.
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Kapitola 1

Podmienená pravdepodobnost’

Bud’ (Ω,A,P) pravdepodobnostný priestor, A,B l’ubovol’né javy z A. Často
nás zauj́ıma podmienená pravdepodobnost’ javu A za podmienky B — prav-
depodobnost’, že nastane jav A, pričom predpokladáme, že nastal jav B. Túto
pravdepodobnost’ znač́ıme P(A|B).

Defińıcia 1. Bud’ (Ω,A,P) pravdepodobnostný priestor A,B ∈ A také, že
P(B) > 0. Potom definujeme podmienenú pravdepodobnost’ javu A za podmienky
B ako

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
. (1.1)

Poznámka. Všimnime si, že v defińıcii podmienenej pravdepodobnosti je pod-
mienka P(B) > 0 vel’mi dôležitá, pretože inak by sme vo vzorci (1.1) mali v
menovateli 0 a teda dostávame nedefinovaný výraz. Mohli by sme sa pokúsit’

využit’ limitný prechod P (Bn) → 0, ale nie je jasné, čo by sme vo všeobecnom
pŕıpade dostali. Zatial’ sme ale neukázali, že P(A|B) je naozaj pravdepodobnost’.
To plynie z nasledujúcej vety.

Veta 1. Bud’ (Ω,A,P) pravdepodobnostný priestor, B ∈ A taký, že P(B) > 0.
Potom (Ω,A,P(·|B)) je pravdepodobnostný priestor.

Dôkaz. Potrebujeme ukázat’, že:

1. P(A|B) ≥ 0, A ∈ A,

2. P(∅|B) = 0,P(Ω|B) = 1,

3. ∀{An}∞n=1, An ∈ A, splňujúcu ∀i 6= j : Ai ∩ Aj = ∅ plat́ı, že:

P(
∞⋃
n=1

An|B) =
∞∑
n=1

P(An|B).

Využit́ım toho, že P je pravdepodobnostná miera na A a P(B) > 0 dostávame:
ad (1): zvol’me l’ubovol’nú A ∈ A, potom

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
≥ 0.
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ad (2):

P(∅|B) =
P(∅ ∩B)

P(B)
=

P(∅)
P(B)

= 0, P(Ω|B) =
P(Ω ∩B)

P(B)
=

P(B)

P(B)
= 1.

ad (3): bud’ {An}∞n=1 ako v (3). Potom

P(
∞⋃
n=1

An|B) =

P(
∞⋃
n=1

An ∩B)

P(B)
=

P(
∞⋃
n=1

(An ∩B))

P(B)
.

Ked’že P je pravdepodobnostná miera na A a javy An ∩B sú disjunktné môžeme
d’alej upravit’:

P(
∞⋃
n=1

(An ∩B))

P(B)
=

∞∑
n=1

P(An ∩B)

P(B)
=
∞∑
n=1

P(An ∩B)

P(B)
=
∞∑
n=1

P(An|B).

k

Defińıcia 2. Bud’ (Ω,A,P) pravdepodobnostný priestor, A,B l’ubovol’né javy z A.
Povieme, že javy A,B sú nezávislé práve vtedy, ked’ P(A ∩B) = P(A) · P(B).

Poznámka. Pri podmieňovańı nezávislým javom plat́ı nasledujúci vzt’ah:

P(A|B) = P(A)⇔ A,B sú nezávislé javy a P(B) > 0.

Tento vzt’ah bude mat’ svoje analógie aj neskôr pri podmieňovańı náhodnými
veličinami a podmienenej strednej hodnote.

Stač́ı si uvedomit’, že z platnosti P(A|B) = P(A). Potom nutne P(B) > 0 a
plat́ı, že

P(A) = P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
⇔ P(A) · P(B) = P(A ∩B).

Teda javy A,B sú nezávislé.

Naopak, ked’ P(B) > 0 a A,B sú nezávislé javy. Potom

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
=
P (A) · P(B)

P(B)
= P(A).

Nasledujúca veta má vel’ký význam pri poč́ıtańı s podmienenými pravdepo-
dobnost’ami, ako si ukážeme neskôr na pŕıklade.

Veta 2 (O úplnej pravdepodobnosti). Bud’ A ∈ A, I indexová množina, ktorá
je konečná, alebo spoč́ıtatel’ná. Nech {Bi}i∈I je disjunktný rozklad Ω, t.j. ∀i 6= j :
Bi ∩Bj = ∅ a

⋃
i∈I
Bi = Ω, kde ∀i : P(Bi) > 0. Potom plat́ı:

P(A) =
∑
i∈I

P(A|Bi) · P(Bi).
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Dôkaz. Z defińıcie podmienenej pravdepodobnosti a predpokladu, že
∀i P(Bi) > 0 dostávame, že

P(A|Bi) · P(Bi) = P(A ∩Bi).

Z toho, že {Bi}i∈I je disjunktný rozklad máme ∀i 6= j, že

(A ∩Bi) sú disjunktné a
⋃
i∈I

(Ai ∩B) = A.

Odtial’

P(A) = P

(⋃
i∈I

(A ∩Bi)

)
=
∑
i∈I

P(A ∩Bi) =
∑
i∈I

P(A|Bi) · P(Bi).

Pŕıklad. Majme nasledujúci pokus. Hádžeme mincou, až pokým nepadne hlava.
Potom hádžeme šest’stennou kockou tol’kokrát, kol’kokrát sme hádzali mincou.
Aká je pravdepodobnost’, že aspoň raz padne šestka?

Označme:
A jav, že hod́ıme aspoň jednu šestku pri našom pokuse
AC jav, že žiadnu šestku nehod́ıme
Bk jav, že hlava padla pri k-tom hode mincou

Bk, k ∈ N tvoŕı rozklad Ω, pretože hádzanie mincou konč́ı po tom ako prvý
krát padne hlava, teda javy sú disjunktné a aj vyčerpávajú všetky možnosti.

Spoč́ıtajme pravdepodobnosti využité vo vete 2 o úplnej pravdepodobnosti:
P(AC |Bk) = (5

6
)k . . . vieme, že kockou hádžeme k-krát, nechceme aby padla šestka

P(Bk) = (1
2
)k−1(1

2
) = (1

2
)k . . . muśı padnút’ (k − 1)-krát znak a potom hlava

Využit́ım vety o úplnej pravdepodobnosti dostávame:

1−P(A) = P(AC) =
∞∑
k=1

P(AC |Bk)·P(Bk) =
∞∑
k=1

(
5

6

)k
·
(

1

2

)k
=
∞∑
k=1

(
5

12

)k
=

5

7
.

Teda odpoved’ou na našu otázku je P(A) = 1− 5
7

= 2
7
.
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Kapitola 2

Náhodné veličiny podmienené
náhodným javom

Podmienenú pravdepodobnost’ využ́ıvame aj pri skúmańı náhodných velič́ın.
Ich rozdelenie môžeme podmieňovat’ náhodným javom, ale aj inými náhodnými
veličinami. Zauj́ımat’ nás budú aj vlastnosti podmienených rozdeleńı.

Defińıcia 3. Bud’ X : (Ω,A) → (S,S) náhodná veličina, B ∈ A,P(B) > 0
l’ubovol’ný náhodný jav s kladnou pravdepodobnost’ou. Podmieneným rozdeleńım
X pri B rozumieme pravdepodobnostnú mieru PX|B(A) = P(X ∈ A|B), A ∈ S.
Bud’ d’alej X reálna náhodná veličina, potom podmienenou distribučnou funkciou
X pri B nazývame funkciu F (x|B) = PX|B(X ≤ x) = P(X ≤ x|B), x ∈ R. Ak
je distribučná funkcia F (x|B) absolútne spojitá, potom jej derivácia f(x|B) =
F ′(x|B) je podmienená hustota X pri B.

Poznámka. Ak polož́ıme B = Ω, tak dostávame pôvodnú nepodmienenú dis-
tribučnú funkciu.

Pŕıklad. Nech náhodná veličina X má exponenciálne rozdelenie s parametrom
λ > 0. Toto rozdelenie sa využ́ıva napŕıklad pri modelovańı doby čakania na danú
udalost’. Vo fyzike sa využ́ıva konkrétne pre modelovanie d́lžky života rádioakt́ıvne-
ho atómu. Spoč́ıtajme teda jej rozdelenie za podmienky, že sa atóm do času t0 > 0
nerozpadne.

X má exponenciálne rozdelenie s parametrom λ > 0, teda X má spojité
rozdelenie s hustotou

f(x) = λ · e−λx, x > 0.

Potom môžeme spoč́ıtat’ distribučnú funkciu X

F (x) = P(X ≤ x) =

x∫
0

f(t) dt =

x∫
0

λ · e−λt dt =
[
−e−λt

]x
0

= 1− e−λx, x > 0.

Ďalej poč́ıtajme podmienenú distribučnú funkciu X za podmienky [X > t0]

F (x|X > t0) = P(X ≤ x|X > t0) =
P(X ≤ x,X > t0)

P(X > t0)
.
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Pre pŕıpad, že x ≤ t0 dostávame v čitateli 0, pre x > t0 máme

P(X ≤ x,X > t0)

P(X > t0)
=
F (x)− F (t0)

F (t0)
=
e−λt0 − e−λx

e−λt0
= 1− e−λ(x−t0).

Dostávame výslednú podmienenú distribučnú funkciu a podmienenú hustotu X
za podmienky [X > t0] spoč́ıtame jej deriváciou

F (x|X > t0) = 1− e−λ(x−t0), x > t0,

f(x|X > t0) = F ′(x|X > t0) = λ · e−λ(x−t0), x > t0.

Odtial’ vid́ıme, že X podmienená javom [X > t0] má rovnaké rozdelenie ako
náhodná veličina Y = X + t0.

Defińıcia 4. Bud’ X reálna náhodná veličina a A bud’ jav s kladnou pravdepo-
dobnost’ou. Definujeme podmienenú strednú hodnotu X za podmienky A ako

E (X|A) =

∫
Ω

X dPX|A,

ak má výraz napravo zmysel.

Poznámka. Z vety 1 plynie, že PX|A je opät’ pravdepodobnostná miera. Teda
využit́ım defińıcie podmienenej strednej hodnoty E (X|A) zist’ujeme, že má rov-
naké vlastnosti ako nepodmienená stredná hodnota (linearitu, monotóniu, . . . ).

Veta 3. Bud’ X reálna náhodná veličina, pre ktorú je E |X| <∞ a A bud’ jav s
kladnou pravdepodobnost’ou. Potom pre podmienenú strednú hodnotu plat́ı

E (X|A) =
E (X · IA)

P(A)
,

ak má jedna strana zmysel a kde IA znač́ı indikátor javu A (náhodnú veličinu
IA(ω) = 1, ω ∈ A a IA(ω) = 0 inak).

Dôkaz. Ukážme tvrdenie najprv pre X = IB, kde B je l’ubovol’ná.

E (X|A) =

∫
Ω

X dPX|A =
1

P(A)

∫
A

IB dP =
P(A ∩B)

P(A)
=

E (X · IA)

P(A)
.

Ďalej využit́ım linearity strednej hodnoty a využit́ım vývojovej metódy dostávame
tvrdenie najprv pre lineárnu kombináciu indikátorov. Využit́ım majoranty |X| pre
limitný prechod dostávame tvrdenie pre nezápornú náhodnú veličinu a rozkladom
na X+ a X− dostávame tvrdenie pre l’ubovolnú náhodnú veličinu.

Poznámka. Ak F (x|A) je podmienená distribučná funkcia X pri A a f(x|A)
podmienená hustota X pri A, potom plat́ı

E (X|A) =

∞∫
−∞

x dF (x|A) =

∞∫
−∞

x · f(x|A) dx.
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Pŕıklad. Spoč́ıtajme pre X náhodnú veličinu s normálnym rozdeleńım s nulovou
strednou hodnotou a jednotkovým rozptylom jej podmienenú strednú hodnotu
E (X|X > 0).

Využit́ım predchádzajúcej vety

E (X|X > 0) =
E (X · I[X>0])

P(X > 0)
= 2 · E (X · I[X>0]) = 2 ·

∞∫
0

x√
2π
e−

x2

2 dx.

Ďalej pomocou substitúcie y = x√
2

uprav́ıme na tvar:

E (X|X > 0) =

√
2

π

∞∫
0

2y · e−y2 dy =

√
2

π

∞∫
0

e−z dz =

√
2

π
.

Teda naša hl’adaná podmienená stredná hodnota X pri [X > 0] je
√

2
π
.
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Kapitola 3

Podmieňovanie diskrétnou
náhodnou veličinou

Označme Y počet hodov mincou v pŕıklade na konci prvej kapitoly. Potom Y

je diskrétna náhodná veličina s rozdeleńım daným vzt’ahom P(Y = k) =
(

1
2

)k
,

k ∈ N. Pravdepodobnosti P(A|Bk) = P(A|Y = k) sú č́ısla závislé na k. Chceli by
sme aj v pŕıpade všeobecnej náhodnej veličiny nájst’ vzt’ah, ktorý túto závislost’

opisuje. V pŕıpade diskrétnej náhodnej veličiny si pomôžeme podmienenou prav-
depodobnost’ou.

3.1 Pravdepodobnost’ podmienená

diskrétnou náhodnou veličinou

Bud’ teda X l’ubovol’ná diskrétna náhodná veličina definovaná na pravdepo-
dobnostnom priestore (Ω,A,P) a bud’te xk, k ∈ N všetky hodnoty, ktoré veličina
X nadobúda s kladnou pravdepodobnost’ou a B ∈ A l’ubovol’ný jav. Definujme
zobrazenie PX(B) : (Ω,A)→ (R,B(R)) vzt’ahom

PX(B)(ω) = P(B|X = xk), pre X(ω) = xk. (3.1)

Potom PX(B) nadobúda hodnoty zo spočetnej množiny {P(B|X = xk),
k ∈ N} a plat́ı vzt’ah

[ω ∈ Ω : PX(B)(ω) = P(B|X = xk)] = [ω ∈ Ω : X = xk] ∈ A.

Vid́ıme, že PX(B) je A-meratel’né zobrazenie a teda náhodná veličina. Ďalej bu-
deme potrebovat’ pojem σ-algebry generovanej náhodnou veličinou, ktorý si hned’

zadefinujeme pre všeobecný pŕıpad. Poznamenajme, že veličinu PX(B) môžeme
ṕısat’ aj v tvare

PX(B) =
∞∑
k=1

P(B|X = xk) · I[X=xk].

Defińıcia 5. Bud’ (Ω,A,P) pravdepodobnostný priestor, X : (Ω,A) → (S,S),
σ-algebra generovaná náhodnou veličinou X je σ(X) = {[X ∈ B], B ∈ S} ⊂ A,
kde [X ∈ B] = {ω ∈ Ω, X(ω) ∈ B}.
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Poznámka. Zo vzt’ahov[
X ∈

∞⋃
n=1

Cn

]
=
∞⋃
n=1

[X ∈ Cn] a [X ∈ C1 \ C2] = [X ∈ C1] \ [X ∈ C2] , Ck ∈ S

plynie, že σ-algebra generovaná X je skutočne σ-algebra. Navyše je to najmenšia
σ-algebra (v zmysle inklúzie), voči ktorej je zobrazenie X : (Ω,A) → (S,S)
meratel’né.

Veta 4. Bud’ X diskrétna náhodná veličina definovaná na (Ω,A,P) a PX(B)
náhodná veličina definovaná vzt’ahom (3.1). Potom pre l’ubovol’né A ∈ σ(X),
B ∈ A plat́ı

P(A ∩B) =

∫
A

PX(B) dP . (3.2)

Dôkaz. Ked’že A ∈ σ(X), tak existuje C ∈ B(R), že A = [X ∈ C]. Označme javy
[X = xk] ako Ak. Zrejme pre každé k ∈ N je bud’ Ak ⊂ A, alebo Ak ∩ A = ∅, Ak
sú disjunktné javy a PX(B) je konštantná na Ak. Teda potom∫
A

PX(B) dP =

∫
Ω

PX(B)IA dP =

∫
Ω

PX(B)I[X∈C] dP =
∞∑
k=1

P(B|X = xk)I[xk∈C]·

· P(X = xk) =
∑
xk∈C

P(B|Ak)P(Ak) =
∑
xk∈C

P(B ∩ Ak) =

= P (B ∩ [X ∈ C]) = P (A ∩B).

Veličina PX(B) má význam podmienenej pravdepodobnosti javu B pri danej
hodnote náhodnej veličiny X. Chceme tento pojem zovšeobecnit’ pre l’ubovol’nú
náhodnú veličinu a to tak, aby platil vzt’ah (3.2). Ak by sme chceli zadefinovat’

PX(B) pre všeobecnú náhodnú veličinu X vzt’ahom (3.1), tak hned’ v pŕıpade
spojitej náhodnej veličiny narážame na problém. Doteraz sme podmienenú prav-
depodobnost’ definovali iba v pŕıpade, že podmieňujúci jav má kladnú pravdepo-
dobnost’, ale pre spojitú náhodnú veličinu je P(X = x) = 0,∀x ∈ R.

3.2 Stredná hodnota podmienená

diskrétnou náhodnou veličinou

Podobne ako sme zaviedli podmienenú pravdepodobnost’ javu B pri danej
hodnote X môžeme zaviest’ aj podmienenú strednú hodnotu náhodnej veličiny Y
pri danej hodnote X v diskrétnom pŕıpade. Tá má význam očakávanej hodnoty
Y , ak vieme akú hodnotu nadobudla veličina X.

Bud’ X diskrétna náhodná veličina definovaná na pravdepodobnostnom pries-
tore (Ω,A,P) a bud’te xk, k ∈ N všetky hodnoty, ktoré veličina X nadobúda s
kladnou pravdepodobnost’ou. Ďalej nech Y je l’ubovolná náhodná veličina taká,
že E |Y | <∞. Definujme EX Y : (Ω,A)→ (R,B(R)) vzt’ahom

EX Y (ω) = E (Y |X = xk), pre X(ω) = xk. (3.3)
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Podobne ako v pŕıpade PX(B) sa dá ukázat’, že EXY je náhodná veličina,
ktorú môžeme ṕısat’ aj v tvare

EX Y =
∞∑
k=1

E (Y |X = xk) · I[X=xk].

Veta 5. Bud’te X a Y náhodné veličiny ako vyššie a EX Y definovaná vzt’ahom
(3.3). Potom pre A ∈ σ(X) plat́ı∫

A

EX Y dP =

∫
A

Y dP . (3.4)

Dôkaz. Ked’že A ∈ σ(X), tak existuje C ∈ B(R), že A = [X ∈ C]. Označme javy
[X = xk] ako Ak. Zrejme pre každé k ∈ N je bud’ Ak ⊂ A, alebo Ak ∩ A = ∅, Ak
sú disjunktné javy a EX Y je konštantná na Ak. Teda potom aj s využit́ım vety 3
dostávame∫

A

EX Y dP =

∫
Ω

EX Y · IA dP =

∫
Ω

EX Y · I[X∈C] dP =
∞∑
k=1

E [Y |X = xk]·

· I[xk∈C] P(X = xk) =
∑
xk∈C

E [Y · IAk
]

P(Ak)
P(Ak) =

∑
xk∈A

E (Y · IAk
) =

= E (Y · IA) =

∫
A

Y dP .

Veličina EX Y má význam podmienenej strednej hodnoty Y pri danej hod-
note X. Opät’ budeme chciet’ tento pojem zovšeobecnit’ aj pre pŕıpad l’ubovol’nej
náhodnej veličiny X a to tak, aby platil vzt’ah (3.4). Defińıcia E (Y |X) pomocou
(3.3) nám ale nepomôže, pretože podobne ako v pŕıpade podmienenej pravdepo-
dobnosti B pri danej hodnote X narážame na problém, že by sme podmieňovali
javom s nulovou pravdepodobnost’ou.
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Kapitola 4

Podmienená stredná hodnota

Pri skúmańı rozdeleńı podmienených všeobecnou náhodnou veličinou sa za-
oberáme podmienenými pravdepodobnost’ami P(B|X), kdeX je l’ubovol’ná náhod-
ná veličina a B je daný jav. Pri nepodmienených pravdepodobnostiach plat́ı vzt’ah
P(B) = E (IB) a ńım sa budeme inšpirovat’ aj pri definovańı P(B|X). Preto je ro-
zumné začat’ od zavedenia podmienenej strednej hodnoty podmienenej náhodnou
veličinou. V d’aľsom texte budeme potrebovat’ Radonovu-Nikodýmovu vetu.

Veta 6 (Radonova-Nikodýmova veta). Nech A je σ-algebra podmnož́ın množiny
Ω, µ(A) nech je miera na A a ν(A) nech je reálna spoč́ıtatel’ne adit́ıvna funkcia
na A. Nech µ je σ-konečná (teda Ω je zjednotenie spoč́ıtatel’ného počtu množ́ın
Ωk ∈ A takých, že µ(Ωk) < ∞). Nech d’alej ν je absolútne spojitá vzhl’adom k µ
(teda ak pre A ∈ A je µ(A) = 0, tak pre l’ubovol’nú množinu B ⊂ A,B ∈ A je
ν(B) = 0). Potom existuje funkcia f(ω), meratel’ná vzhl’adom k A a taká, že pre
každú množinu A ∈ A plat́ı, že

ν(A) =

∫
A

f(ω) dµ. (4.1)

Ak existuje iná funkcia g(ω), vyhovujúca tvrdeniu vety, potom f(ω) = g(ω) skoro
všade vzhl’adom k miere µ(teda ak A0 je množina všetkých bodov ω, že f(ω) 6=
g(ω), potom µ(A0) = 0). Ak funkcia ν je nezáporná, tak f(ω) ≥ 0(skoro všade).

Funkciu f(ω) vo vzt’ahu (4.1) budeme značit’ dν/dµ a budeme ju nazývat’

deriváciou množinovej funkcie ν podl’a miery µ.

Dôkaz. vid’ (2) strana 114

Poznámka. Kvôli zjednodušeniu zápisu si zaved’me pre 1 ≤ p < ∞ symbol
Lp(Ω,A, P ), ktorý znač́ı systém náhodných velič́ın na pravdepodobnostnom pries-
tore (Ω,A, P ), ktoré majú konečný p-ty absolútny moment.

Zadefinujme si najskôr pojem podmienenej strednej hodnoty podmienenej σ-
algebrou, od ktorého sa potom pohneme k podmieňovaniu náhodnými veličinami.

4.1 Zavedenie podmienenej strednej hodnoty

Defińıcia 6. Bud’ X náhodná veličina na (Ω,A,P), E |X| < ∞, F ⊂ A bud’

σ-algebra. Podmienená stredná hodnota X pri F je náhodná veličina E (X|F),
ktorá splňuje podmienky:
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1. E (X|F) ∈ L1(Ω,F ,P|F)

2. ∀B ∈ F plat́ı: ∫
B

X dP =

∫
B

E (X|F) dP

Naviac pre A ∈ A podmienenou pravdepodobnost’ou javu A pri F rozumieme
P(A|F) = E (IA|F).

Poznámka. Symbol P|F znač́ı pravdepodobnostnú mieru P zúženú na množiny
z F . Prvá požiadavka v predchádzajúcej defińıcii znamená, že E (X|F) je F -
meratel’ná a má konečný prvý absolútny moment. Pri overovańı tejto požiadavky
sa stač́ı sústredit’ na meratel’nost’, pretože konečnost’ absolútneho momentu vyplý-
va z predpokladu E |X| <∞ a druhej požiadavky v defińıcii.

Zauj́ımalo by nás, či pre l’ubovol’né X a F existuje E (X|F) a či je určená
jednoznačne. To nám prezrad́ı nasledujúca veta.

Veta 7. Bud’ X ∈ L1(Ω,A,P), F ⊂ A bud’ σ-algebra. Potom E (X|F) existuje
a je určená P|F -skoro iste jednoznačne (ak Y je iná náhodná veličina vyhovujúca
defińıcii podmienenej strednej hodnoty X pri F , potom existuje M ∈ F ,P(M) = 1
taká, že Y (ω) = E (X|F)(ω), ω ∈M).

Dôkaz. Položme

ν(A) =

∫
A

X dP, A ∈ F

Potom pre l’ubovol’nú A ∈ F ,P(A) = 0 plat́ı, že ∀B ⊂ A,B ∈ F je P(B) = 0
a teda aj ν(B) = 0, z čoho plynie, že ν je absolútne spojitá vzhl’adom k P|F ,
ktorá je konečná a Radonova-Nikodýmova veta 6 nám dáva existenciu náhodnej
veličiny Y ∈ L1(Ω,F ,P|F) tak, že splňuje

ν(B) =

∫
B

Y dP|F

Dostali sme teda existenciu podmienenej strednej hodnoty pri F , jednoznačnost’

P|F -skoro iste vyplýva tiež z Radonovej-Nikodýmovej vety 6. Naviac je vidiet’, že
E (X|F) zodpovedá Radonovej-Nikodýmovej derivácii ν podl’a P|F .

4.2 Vlastnosti podmienenej strednej hodnoty

Máme teda zaručenú existenciu a jednoznačnost’ P|F -skoro iste. O tom, aké
má podmienená stredná hodnota pri F vlastnosti nám viac povie nasledujúca
veta.

Veta 8. Bud’te X,Y ∈ L1(Ω,A,P), S ⊂ F ⊂ A σ-algebry. Potom plat́ı:

1. a,b,c ∈ R : E (aX + bY + c|F) = aE (X|F) + bE (Y |F) + c s.i.(skoro iste).

2. ak X ≤ Y s.i., potom E (X|F) ≤ E (Y |F) s.i.

3. E [E (X|F)] = E X.
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4. ak X je F-meratel’ná, potom E (X|F) = X s.i.

5. E [E (X|F)|S] = E [E (X|S)|F ] = E (X|S) s.i.

6. ak σ(X) a F sú nezávislé systémy javov, potom E (X|F) = E X s.i.

Dôkaz. Tvrdenia budeme ukazovat’ hlavne overeńım požiadavok defińıcie a vy-
plynú zo skoro istej jednoznačnosti podmienenej strednej hodnoty.

ad (1): aE (X|F) + bE (Y |F) + c ∈ L1(Ω,F ,P |F), volme B ∈ F∫
B

(aE (X|F) + bE (Y |F) + c) dP = a

∫
B

E (X|F) dP+b

∫
B

E (Y |F) dP+cP(B) =

= a

∫
B

X dP+b

∫
B

Y dP+cP(B) =

∫
B

(aX + bY + c) dP

Teda aE (X|F) + bE (Y |F) + c vyhovuje defińıcii podmienenej strednej hodnoty
aX + bY + c pri F a teda plat́ı aE (X|F) + bE (Y |F) + c = E (aX + bY + c|F)
(s.i.).

ad (2): tvrdenie dokážeme sporom.
Položme D = [E (X|F) > E (Y |F)] ∈ F z F -meratel’nosti podmienených stred-
ných hodnôt a nech P(D) > 0. Potom∫
D

X dP =

∫
D

E (X|F) dP >

∫
D

E (Y |F) dP =

∫
D

Y dP ≥
∫
D

X dP a máme spor.

ad (3):

E [E (X|F)] =

∫
Ω

E (X|F) dP =

∫
Ω

X dP = E X

ad (4): tvrdenie je zrejmé priamo z defińıcie.
ad (5): 2. rovnost’ plynie z toho, že E (X|S) je S-meratel’ná, teda aj F -meratel’ná.
Pre prvú rovnost’ stač́ı overit’ druhú požiadavku defińıcie:

B ∈ S :

∫
B

E [E (X|F)|S] dP =

∫
B

E (X|F) dP =

∫
B

X dP =

∫
B

E (X|S) dP

odtial’ vid́ıme, že E [E (X|F)|S] = E (X|S) (s.i.) zo skoro istej jednoznačnosti pod-
mienenej strednej hodnoty pri S.
ad (6): zrejme E X ∈ L1(Ω,F ,P|F) ako konštanta

B ∈ F :

∫
B

E X dP = P(B) · E X

využit́ım nezávislosti dostávame:∫
B

E X dP = P(B) · E X =

∫
Ω

IB ·X dP =

∫
B

X dP
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Základné vlastnosti máme zhrnuté v predošlej vete. Okrem nich nás ešte budú
zauj́ımat’ limitné vlastnosti podmienenej strednej hodnoty. Hlavne predpoklady,
za ktorých môžeme zamieňat’ limitu a podmienenú strednú hodnotu. O tom hovoŕı
nasledujúca veta.

Veta 9. Bud’te Xn, n ∈ N a X reálne náhodné veličiny na (Ω,A,P), Xn → X
skoro iste a F ⊂ A σ-algebra. Potom plat́ı:

1. Ak E |X| <∞, X1 ≥ 0 s.i. a ∀n ∈ N, Xn+1 ≥ Xn s.i. Potom
E (Xn|F)→ E(X|F) s.i.

2. Ak existuje Y ∈ L1(Ω,A,P), že ∀n ∈ N, |Xn| ≤ Y s.i. Potom
E (Xn|F)→ E(X|F) s.i.

Dôkaz. Prvé tvrdenie je obdobou Leviho vety a druhé Lebesgueovej vety o zámene
integrálu.

ad(1): Z nerovnosti 0 ≤ Xn ≤ X,n ∈ N (s.i.) plynie, že Xn ∈ L1(Ω,A, P ).
Využit́ım (2) z predošlej vety 8 máme 0 ≤ E (X1|F) ≤ E (X2|F) ≤ ... s.i.
Položme za Y = sup

n∈N
E (Xn|F) ≤ E (X|F) s.i.

A položme Z = Y · IY ∈R. Ked’že E |X| < ∞, tak sme Y zmenili nanajvýš
na množine miery 0. Zostáva overit’ požiadavky defińıcie. Meratel’nost’ je jasná,
pretože ide o supremum meratel’ných funkcíı. Bud’ teda B ∈ F l’ubovolná.∫

B

Z dP =

∫
B

sup
n∈N

E (Xn|F) dP

Využit́ım Leviho vety o zámene integrálu a monotónie dostávame.∫
B

sup
n∈N

E (Xn|F) dP =

∫
B

lim
n→∞

E (Xn|F) dP = lim
n→∞

∫
B

Xn dP =

∫
B

X dP

ad (2):
Položme

∗Xn = inf
k≥n

Xk,

čo je neklesajúca postupnost’ náhodných velič́ın (v zmysle skoro iste) a ∗Xn → X
s.i.

∗Xn = sup
k≥n

Xk

je nerastúca postupnost’ náhodných velič́ın a ∗Xn → X s.i.
Použit́ım predpokladov dostávame nasledujúce nerovnosti platiace skoro iste

0 ≤∗ X1 + Y ≤∗ X2 + Y ≤ ... a naopak 0 ≤ Y −∗ X1 ≤ Y −∗ X2 ≤ ...

Využit́ım základných nerovnost́ı (s.i.) týkajúcich sa infima a suprema dostávame,
že

(∗Xn + Y )− Y ≤ Xn ≤ Y − (Y −∗ Xn)
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E (∗Xn + Y |F)− E (Y |F) ≤ E (Xn|F) ≤ E (Y |F)− E (Y −∗ Xn|F)

Pravá aj l’avá strana konvergujú podl’a linearity a prvej časti dôkazu skoro iste k
E (X|F) a dostávame tvrdenie.

Limitné vlastnosti podmienenej strednej hodnoty sú významné najmä pri
dôkazoch tvrdeńı a umožňujú nám v nich využ́ıvat’ vývojovú metódu. Ako v
nasledujúcom dôsledku.

Dôsledok. Bud’ X ∈ L1(Ω,A,P), Y reálna náhodná veličina, pre ktoré X · Y ∈
L1(Ω,A, P ) a nech F ⊂ A je σ-algebra. Ak Y je F -meratel’ná, potom E (X ·
Y |F) = Y · E (X|F) s.i.

Dôkaz. Dôkaz prebehne vývojovou metódou. Začneme najskôr s A ∈ F ,
Y = IA. Chceme ukázat’, že IA E (X|F) je podmienená stredná hodnota E (X ·
IA|F). Zrejme IA E (X|F) ∈ L1(Ω,F , P |F). Bud’ teda B ∈ F :∫

B

IA E (X|F) dP =

∫
A∩B

E (X|F) dP =

∫
A∩B

X dP =

∫
B

IA ·X dP

Z linearity podmienenej strednej hodnoty a prvej časti dostávame tvrdenie pre

jednoduché náhodné veličiny Y =
n∑
i=1

ciIAi
, ci ∈ R, Ai ∈ F .

Pre nezáporné X,Y existuje postupnost’ jednoduchých náhodných velič́ın, že
Yn ↗ Y s.i. Z predchádzajúcej časti a predošlej vety dostávame platnost’ tvr-
denia pre X ≥ 0, Y ≥ 0 s.i.
Všeobecné X,Y náhodné veličiny potom stač́ı rozložit’ na kladnú a zápornú čast’

a využit’ linearitu podmienenej strednej hodnoty.

E (XY |F) = E (X+Y +|F) + E (X−Y −|F)− E (X+Y −|F)− E (X−Y +|F) =

= Y + E (X+|F) + Y − E (X−|F)− Y − E (X+|F)|F)− Y + E (X−|F) =

= Y E (X|F)

Pričom rovnosti platia skoro iste vzhl’adom k miere P|F .

Od pojmu strednej hodnoty podmienenej σ-algebrou prejdeme jednoducho
k pojmu podmienenej strednej hodnoty podmienenej náhodnou veličinou. Jej
existencia, jednoznačnost’ a vlastnosti vyplývajú z už dokázaných tvrdeńı.

Defińıcia 7. Bud’ X ∈ L1(Ω,A,P), Y : (Ω,A) → (S,S) náhodná veličina.
Podmienenou strednou hodnotou X pri Y rozumieme E (X|Y ) = E (X|σ(Y ))
a pre B ∈ A podmienenou pravdepodobnost’ou B pri Y rozumieme P (B|Y ) =
P (B|σ(Y )).

4.3 Vyjadrenia podmienenej strednej hodnoty

V tejto podkapitole sa budeme venovat’ rôznemu pohl’adu na podmienenú
strednú hodnotu. Na začiatok budeme potrebovat’ nasledujúce tvrdenie.
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Veta 10. Bud’te X : (Ω,A) → (S,S), Y : (Ω,A) → (R,B(R)) náhodné veličiny
a σ(Y ) ⊂ σ(X). Potom existuje meratel’ná funkcia f : (S,S) → (R,B(R)) taká,
že Y (ω) = f(X(ω)), ω ∈ Ω.

Dôkaz. vid’ (3) kapitola 2, §4, Veta 3.

Bud’te teda X ∈ L1(Ω,A,P), Y : (Ω,A) → (S,S) náhodná veličina. Po-
tom použit́ım predošlej vety, kde rolu X∗ hrá teraz Y a rolu Y ∗ hrá E (X|Y )
dostávame, že existuje meratel’ná funkcia f : (S,S)→ (R,B(R)) tak, že E (X|Y ) =
f(Y ) skoro iste. To nám umožňuje položit’ nasledujúcu defińıciu.

Defińıcia 8. Pre X ∈ L1(Ω,A,P), Y : (Ω,A) → (S,S) definujeme podmie-
nenú strednú hodnotu X pri Y = y ako E (X|Y = y) = f(y), kde pre f plat́ı
f(Y ) = E (X|Y ) s.i.
Pre A ∈ A podmienenou pravdepodobnost’ou A pri Y = y rozumieme
E (IA|Y = y).

Poznámka. Ak zmeńıme E (X|Y = y) na množine PY -miery 0, tak dostávame
tzv. verziu E (X|Y = y).

Ak poznáme E (X|Y = y) vieme z nej jednoducho zrekonštruovat’ E (X|Y )
(stač́ı za y dosadit’ Y ) a naopak. Prirodzeneǰsie a intuit́ıvneǰsie je poč́ıtat’ s
E (X|Y = y) ako s funkciou, ktorá opisuje ako sa meńı očakávaná hodnota X
pri zmene hodnoty Y . Avšak s E (X|Y ) ako σ(Y )-meratel’nou náhodnou veličinou
sa v teórii lepšie pracuje.

4.4 Pŕıklady

Diskrétne rozdelenie. Bud’ Y ∈ L1(Ω,A,P) a X diskrétna náhodná veličina
s hodnotami v množine {x1, x2, ...}. V tretej kapitole sme zaviedli podmienenú
strednú hodnotu Y pri X ako náhodnú veličinu

EX Y =
∞∑
k=1

E (Y |X = xk) · I[X=xk].

Podl’a Vety 5 plat́ı

∀A ∈ σ(X) :

∫
A

EX Y dP =

∫
A

Y dP .

Zo vzt’ahu

[ω ∈ Ω : EX Y (ω) = E (Y |X = xk)] = [ω ∈ Ω : X = xk] ∈ σ(X).

plynie meratel’nost’ EX Y a teda vyhovuje defińıcii podmienenej strednej hodnoty
Y pri X zavedenej v tejto kapitole. Potom EX Y = E (Y |X) skoro iste a

E (Y |X = xk) =
1

P(X = xk)
E (Y · IX=xk).
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Pre x /∈ {x1, x2, ...} polož́ıme E (Y |X = x) = 0 a dostávame verziu E (Y |X = x).

Podobne pre B ∈ A sme zaviedli podmienenú pravdepodobnost’ B pri danej
hodnote X ako

PX(B) =
∞∑
k=1

P(B|X = xk) · I[X=xk].

Podl’a Vety 4 máme, že

∀A ∈ σ(X) :

∫
A

IB dP = P(A ∩B) =

∫
A

PX(B) dP .

Teda PX(B) vyhovuje defińıcii podmienenej pravdepodobnosti B pri X, plat́ı
P(B|X) = PX(B) skoro iste a

P(B|X = xk) =
P(B ∩ [X = xk])

P(X = xk)
.

Pre x /∈ {x1, x2, ...} polož́ıme P(B|X = x) = 0 a dostávame verziu P(B|X = x).

Spojité rozdelenie. Majme náhodný vektor (X,Y ) so spojitým rozdeleńım
s hustotou fXY (x,y), x,y ∈ R. Položme

fX|Y (x|y) =
fXY (x,y)

fY (y)
,

pre fY (y) > 0 a 0 inak, kde fY (y) je marginálna hustota Y .

Uvedomme si najskôr, že pre A ∈ A je P(A|Y = y) = h(y) pričom P(A|Y ) =
h(Y ) skoro iste. Využit́ım vlastnost́ı podmienenej pravdepodobnosti a prenosu
integrácie dostávame sériu rovnost́ı pre l’ubovol’né C = [Y ∈ D] ∈ σ(Y )

P(A ∩ [Y ∈ D]) =

∫
C

IA dP =

∫
C

P(A|Y ) dP =

∫
[Y ∈D]

h(Y ) dP =

∫
D

h(y) dPY (y).

Množiny [Y ∈ D], D ∈ B(R) vyčerpávajú σ(Y ) a je vidno, že na to, aby sme
overili, že h(y) je verziou P(A|Y = y) stač́ı overit’ podmienku

P(A ∩ [Y ∈ D]) =

∫
D

h(y) dPY (y), D ∈ B(R).

Bud’ C ∈ B(R) l’ubovol’ná. Ukážeme, že pre fX|Y (x|y) plat́ı nasledujúci vzt’ah

P([X ∈ C] ∩ [Y ∈ D]) =

∫
D

∫
C

fX|Y (x|y) dx

 dPY (y).

Postupne úpravou pravej strany dostávame∫
D

∫
C

fX|Y (x|y) dx

 dPY (y) =

∫
D

∫
C

fX|Y (x|y) dx

 fY (y) dy =

18



=

∫
C×D

fX|Y (x|y)fY (y) dx dy =

∫
C×D

fXY (x,y) dx dy = P([X ∈ C] ∩ [Y ∈ D]).

Teda sme zistili, že pre každú C ∈ B(R) plat́ı

P (X ∈ C|Y = y) =

∫
C

fX|Y (x|y) dx , pre PY -skoro všetky y.

Podobnou cestou môžeme ukázat’, že

E (X|Y = y) =

∞∫
−∞

xfX|Y (x|y) dx , pre PY -skoro všetky y.
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Kapitola 5

Podmienené rozdelenia

Máme zadefinované podmienené pravdepodobnosti vzhl’adom k σ-algebre. Vo
všeobecnom pŕıpade sa ale s týmito náhodnými veličinami nedá pracovat’ ako
s pravdepodobnostnými mierami závislými na ω. To si ukážeme v nasledujúcej
časti.

Bud’te B1,B2,... disjunktné náhodné javy z pravdepodobnostného priestoru
(Ω,A,P), F ⊂ A σ-algebra. Potom plat́ı

P(
∞⋃
n=1

Bn|F) =
∞∑
n=1

P(Bn|F) (s.i.) (5.1)

Pri dôkaze sa stač́ı opriet’ o nezápornost’ indikátorov a prvú čast’ vety 9. Dôležité
však je, že táto rovnost’ je splnená iba v zmysle skoro iste a teda P(·|F)(ω)
nemuśı byt’ pravdepodobnostná miera. Dokonca ani miera množiny ω ∈ Ω, pre
ktoré P(·|F)(ω) nie je pravdepodobnostná miera, nemuśı byt’ nulová. Ked’že ak
označ́ıme N (B1,B2,...) množinu tých ω ∈ Ω, pre ktoré v (5.1) neplat́ı rovnost’,
tak potom množina ω, pre ktoré P(·|F)(ω) nie je pravdepodobnostná miera je

N =
⋃

{Bn}⊂A

N (B1,B2,...)

N teda môže byt’ aj nespoč́ıtatel’né zjednotenie množ́ın s mierou 0. Preto môže
mat’ kladnú mieru, čo v praktických pŕıkladoch často nastáva. Jednou z možnost́ı
ako sa tejto situácii vyhnút’ je obmedzit’ sa na regulárne podmienené pravde-
podobnosti a ukázat’, že pri rozumných predpokladoch regulárne verzie podmie-
nených pravdepodobnost́ı existujú.

Defińıcia 9. Funkcia P(ω,B), ω ∈ Ω, B ∈ F , kde F je σ-algebra, je regulárna
podmienená pravdepodobnost’ pri σ-algebre F práve vtedy, ked’

1. ∀ω ∈ Ω : P(ω, ·) je pravdepodobnostná miera na F ;

2. pre každú B ∈ F plat́ı, že P(ω,B) = P(B|F)(ω) s.i.

Zaved’me d’alej regulárne podmienené rozdelenie X pri F ako regulárnu verziu
podmienenej pravdepodobnosti P(X ∈ B|F). Odtial’ je potom už len malý krok
k regulárnej distribučnej funkcii X pri F .
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Defińıcia 10. Bud’ X : (Ω,A)→ (S,S) náhodná veličina, F ⊂ A bud’ σ-algebra.
Funkcia Q(ω,B), ω ∈ Ω, B ∈ S je regulárne podmienené rozdelenie X pri F práve
vtedy, ked’

1. ∀ω ∈ Ω : Q(ω,B) je pravdepodobnostná miera na (S,S)

2. pre každú B ∈ S : Q(ω,B) = P(X ∈ B|F)(ω) s.i.

Defińıcia 11. Pre X reálnu náhodnú veličinu a F ⊂ A σ-algebru definujeme re-
gulárnu distribučnú funkciu X pri F ako funkciu F (ω, x), ω ∈ Ω, x ∈ R splňujúcu

1. F (ω, x) je pre každé ω ∈ Ω distribučná funkcia v x.

2. ∀x ∈ R : F (ω, x) = P (X ≤ x|F)(ω) s.i.

Nasledujúca veta nás ubezpečuje, že pojem regulárneho rozdelenia je do-
statočne všeobecný, aby nám umožnil vyšetrovat’ podmienené rozdelenia reálnych
náhodných velič́ın.

Veta 11. Pre l’ubovol’nú reálnu náhodnú veličinu X a σ-algebru F ⊂ A existuje
regulárna distribučná funkcia X pri F a regulárne podmienené rozdelenie X pri
F .

Dôkaz. vid’ (3) kapitola 2, §7, Veta 4.

Záver predchádzajúcej vety možno zovšeobecnit’ aj na Borelovské priestory,
teda meratel’né priestory Borelovsky ekvivalentné nejakej Borelovskej podmnožine
reálnej priamky.

Defińıcia 12. Meratel’ný priestor (S,S) je Borelovský priestor práve vtedy, ked’

existuje bijekcia ϕ : (S,S)→ (R,B(R)), že

1. ϕ(S) ∈ B(R)

2. ϕ je S-meratel’ná

3. ϕ−1 je B(R)-meratel’ná

Veta 12. Bud’ X náhodná veličina s hodnotami v Borelovskom priestore (S,S).
Potom existuje regulárne podmienené rozdelenie X pri σ-algebre F ⊂ A.

Dôkaz. Označme ϕ bijekciu z defińıcie Borelovkého priestoru. Potom ϕ(X) je
reálna náhodná veličina vd’aka druhej vlastnosti z predchádzajúcej defińıcie. Podl’a
vety 11 dostávame regulárne podmienené rozdelenie ϕ(X) pri F : Q(ω,A), A ⊂
ϕ(S), A ∈ B(R).
Položme Q∗(ω,B) = Q(ω, ϕ(B)), B ∈ S. Tretia vlastnost’ z predošlej defińıcie
dáva, že ϕ(B) ⊂ ϕ(S), ϕ(B) ∈ B(R) a teda máme dobre definovanú Q∗(ω,B). Z
regularity Q(ω,A) vyplýva, že Q∗(ω,B) je pravdepodobnostná miera pre každé
ω ∈ Ω. Zostáva ešte overit’ druhú požiadavku defińıcie regulárneho podmie-
neného rozdelenia. Bud’ B ∈ S l’ubovol’ná. Potom využit́ım toho, že ϕ je bijekcia
dostávame

Q∗(ω,B) = Q(ω, ϕ(B)) = P (ϕ(X) ∈ ϕ(B)|F) = P(X ∈ B|F) s.i.

Teda Q∗(ω,B) je hl’adané regulárne podmienené rozdelenie X pri F .

21



Využit́ım toho, že úplné separabilné metrické priestory sú Borelovské, dostáva-
me záver.

Dôsledok. Ak X je náhodná veličina s hodnotami v separabilnom úplnom met-
rickom priestore a F ⊂ A je σ-algebra, potom existuje regulárne podmienené
rozdelenie X pri F .

Teda rozdelenie náhodnej veličiny s hodnotami v separabilnom úplnom met-
rickom priestore (ako je napŕıklad (Rn,B(Rn)), n ∈ N) môžeme podmieňovat’

l’ubovol’nou náhodnou veličinou a podl’a predchádzajúceho dôsledku vieme, že
podmienené rozdelenie bude existovat’.
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Kapitola 6

Problémy

1. problém Bud’ X reálna náhodná veličina a F σ-algebra. Potom X a F
sú nezávislé (teda pre každé B ∈ F sú X a IB nezávislé náhodné veličiny) práve
vtedy, ked’ E (g(X)|F) = E g(X) s.i. pre každú Borelovskú funkciu s E |g(X)| <
∞.

Dôkaz. Začneme implikáciou zl’ava doprava. Teda predpokladáme, že X a F sú
nezávislé. Bud’ g Borelovská funkcia, pre ktorú E |g(X)| < ∞. Potom g(X) je
náhodná veličina a g(X) a F sú nezávislé. Bud’te B ∈ F , A ∈ B(R) l’ubovol’ná,
využit́ım nezávislosti dostávame

P (g(X) ∈ A,B) = P (g(X) ∈ A,IB = 1) = P (g(X) ∈ A)P (IB = 1) =

= P (g(X) ∈ A)P (B)

teda σ-algebry σ(g(X)) a F sú nezávislé. Podl’a 6. časti z vety 8 dostávame, že
E (g(X)|F) = E g(X) s.i.

Pre druhú implikáciu vol’me B ∈ F l’ubovol’nú. Chceme ukázat’, že X a IB sú
nezávislé. Bud’ teda A ∈ B(R) l’ubovol’ná. Využit́ım vlastnost́ı podmienej strednej
hodnoty a predpokladu pre g(X) = IX∈A dostávame

P (X ∈ A, IB = 1) =

∫
Ω

I[X∈A]∩B dP =

∫
B

IX∈A dP =

∫
B

g(X) dP =

=

∫
B

E (g(X)|F) dP =

∫
B

E g(X) dP = E g(X)

∫
B

dP = P (X ∈ A)P (IB = 1)

Využit́ım tohto záveru dostávame

P (X ∈ A, IB = 0) = P (X ∈ A)− P (X ∈ A, IB = 1) =

= P (X ∈ A)− P (X ∈ A)P (IB = 1) = P (X ∈ A)P (IB = 0)

Teda vid́ıme, že X a IB sú nezávislé náhodné veličiny.

2. problém Bud’ X nezáporná náhodná veličina F ⊂ A σ-algebra. Potom
E (X|F) <∞ s.i. práve vtedy, ked’ miera Q(A) =

∫
A

X dP,A ∈ F je σ-konečná.
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Dôkaz. Začneme implikáciou zl’ava doprava. Predpokladáme, že E (X|F) < ∞
s.i. Potom pre náhodnú veličinu Y = E (X|F) · I[E (X|F)<∞] plat́ı Y = E (X|F) s.i.
a Y je F -meratel’ná. Potrebujeme nájst’ postupnost’ {Dn} ⊂ F tak, aby Dn ↗ Ω
a Q(Dn) <∞, n ∈ N. Položme

Dn = [Y ≤ n] ∈ F

Potom využit́ım predpokladov máme, že Dn ↗ Ω a

Q(Dn) =

∫
Dn

X dP =

∫
Dn

E (X|F) dP =

∫
Dn

Y dP ≤ n

Teda Q je σ-konečná.

Pre dôkaz opačnej implikácie budeme postupovat’ sporom. Bud’

D ∈ F : E (X|F)(ω) =∞, ω ∈ D a nech P (D) > 0

Vd’aka σ-konečnosti si môžeme zobrat’ {An} ⊂ F , An ↗ Ω, Q(An) < ∞, n ∈ N.
Ked’že D ⊂ Ω, tak existuje p ∈ N, pre ktoré je D ⊂ Ap. Potom

∞ = Q(D) ≤ Q(Ap) <∞ a máme spor.
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Záver

Táto práca bola zameraná na pribĺıženie teoretických vlastnost́ı podmienených
pravdepodobnost́ı a stredných hodnôt. Od intuit́ıvneho pojmu podmienenej prav-
depodobnosti sme sa cez pojem podmienenej strednej hodnoty vzhl’adom k σ-
algebre postupne prepracovali až k regulárnym distribučným funkciám a rozdele-
niam. Zistili sme, že pre typický pŕıpad podmieňovania náhodnej veličiny s hod-
notami v (Rn,B(Rn)), n ∈ N l’ubovol’nou všeobecnou náhodnou veličinou máme
zaručenú existenciu regulárneho podmieneného rozdelenia. Na jednoduchých pŕı-
kladoch teoretických problémov v poslednej kapitole sme si ukázali aplikáciu
dokázaných tvrdeńı.

Podmieňovanie, ako významná kapitola teórie pravdepodobnosti, je vd’ačným
námetom na d’aľsie štúdium. Zauj́ımat’ by nás mohlo, ktoré d’aľsie vlastnosti
pravdepodobnosti podmienenej javom s kladnou pravdepodobnost’ou je možné
zovšeobecnit’ aj pre pŕıpad podmieňovania všeobecnou náhodnou veličinou.
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