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Uvod

Vo svete finanénictva a ekondémie sa stretavame s roznymi analyzami finanénych
a ekonomickych dat. Tieto studie su casto postavené na vySetrovani, ¢i rozlicné
veli¢iny sa navzadjom ovplyviiuji alebo nie. Casto pouzivany sposob skimania
vztahov medzi velicinami vychddza napriklad z linedrnej regresie, ¢o je uzitoény
nastroj. Avsak existuji i iné metédy, ktoré su ale menej zname v praktickej sfére.
Popis jednej z nich je aj cielom tejto bakaldrskej prace.
Praca sa zaobera statistickym Studiom vzajomnych suvislosti ndhodnych pre-
mennych principom grafov podmienenych nezavislosti. Podrobne sa tejto proble-
matike venuje kniha Graphical models in applied multivariate statisticsWhittaker
(1990). Pravdepodobnostné modely vychadzajuce prave z tychto grafov by mohli
byt uzitoéné a dolezité pre efektivnejsie dosahovanie hospodarskych cielov.
Praca je clenend do troch kapitol a ich podkapitol. Prva kapitola pojednava
o zakladnych charakteristikach nahodnych veli¢in a vektorov. Definuje a rozobera
parcialnu a mnohondasobnu korelaciu. Tiez popisuje zaklady linearneho odhadu a
podrobne analyzuje inverznu varianciu. Druhd kapitola je zamerana
na nezdvislost ndhodnych vektorov, tedériu grafov a spodsoby testovania zhody
pravdepodobnostného modelu s datami. Tretia kapitola konkretizuje postupy
rieSenia problematiky grafov podmienenych nezavislosti najskor vseobecne a
nasledne na konkrétnych finanénych datach.
Teoretické cast prace vychadza hlavne z knih [Andeél (2007) a [Whittaker| (1990),
odkial bola prevzaté vicsina definicii a tvrdeni. Dokazy viicsiny tvrdeni si pod-
robne rozpisané a odvodené. U definicii a tvrdeni prevzatych z inej literatury
je zdroj citovany priamo na mieste. Internetové odkazy uvedené v literature su
citované zo stavu aprila a maja 2013.



Kapitola 1

Zakladné pojmy a tvrdenia

1.1 Charakteristiky nahodnych veli¢in
a vektorov

V celej praci budeme brat vsetky vektory ako stipcové.

Dalej budeme predpokladat, ze vietky ndhodné veli¢iny, resp. ndhodné vektory

maji kone¢né druhé momenty, ¢o znamend, ze EX? < oo, resp. EX? < oo
pre k = 1,....n, kde X je n-zlozkovy vektor.

Definicia 1.1: Ndhodny vektor

Nech X;,...,X,, st ndhodné veliciny na tom istom pravdepodobnost-
nom priestore (,4,P). Potom vektor X = (Xi,...,X,,)T nazveme
ndhodnym vektorom.

Definicia 1.2: Strednd hodnota vektora

Ak existuji stredné hodnoty EX ..., EX,,, potom EX = (EX,...,.EX,,)T
sa nazyva strednd hodnota vektora X.

Definicia 1.3: Kovariancia, rozptyl

Nech X je ndhodny vektor. Potom moZeme definovat kovarianciu
cov(X;,X;) vztahom cov(X;,X;) = E(X; — EX;)(X; — EX}),
kde i,j = 1,...,n. Pre i = j je cov(X;,X;) rovna rozptylu varX;.

Poznamka:

Upravou vyssie uvedeného vztahu pre kovarianciu ndhodnych veli¢in dostaneme

COV(Xi,Xj) = EXZXJ — EXIEX]

Definicia 1.4: Variancénd matica

Maticu tvaru varX = (cov(X;,X;)) nazyvame variancnd matica vek-
tora X, je typu n x n. Plati

varX = E(X — EX)(X — EX)T = EXX” — (EX)(EX)T.



Poznamka:
Pre maticu B,,«, plati varBX = BvarXBT.

Definicia 1.5: Korelacny koeficient

Nech X a Y st nahodné veli¢iny s koneénymi druhymi momentmi a
s varX > 0,varY > 0. Potom mozeme definovat korelacny koeficient
tychto dvoch ndhodnych veli¢in ako

~ cov(X)Y)
Py VvarXvarY

Poznamka:
Pre korela¢ny koeficient plati —1 < pxy < 1.

Definicia 1.6: Skdlovanie matice

Operécia skdlovanie matice U = (u;;)nxn sa tvorl prendsobenim ma-
tice U sprava i zlava diagondlnou maticou A~!, kde

A =diag {/u11,....;\/Unn }

¢im dostaneme jednotky na diagonéle.

U1p U2 -+ Uk
A1 Ugr U2 - Uk A1
Uk Ur2 - Ukk
1 w2 ., Wik
U114/ U22 VUL UkK
Uk U2 .. 1

VUEEV/ULT Ukl W22
Definicia 1.7: Korelacnd matica ndéhodného vektora X

Nech X = (Xj,...,X,,)T je ndhodny vektor, kde varX; > 0 pre kazdé
1 = 1,...,n. Korelacnd matica ndhodného vektora X je

corX = A 'varX A,

kde A = diag {v/varX,...,/varX, } .

Poznamka:

(4,4)-ty prvok korelacnej matice je px, x;-

Z definicie vidiet, Ze korelaénd matica ndhodného vektora je skdlovand variancénd,
matica.



Definicia 1.8: Kovarianénda matica dvoch ndahodnijch vektorov

Nech X = (X1,...,.X,,)T aY = (V1,...,Y,,)T st ndhodné vektory. Kova-
riancnd matica vektorov X a Y sa znaci ako cov(X,Y), je typu n x m.
Jej (i,5)-ty prvok je rovny cov(X;,Y;) a plati

cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)”.

Poznamka:
Upravou vyssie uvedeného vztahu dostaneme cov(X,Y) = EXY” — (EX)(EY)”.

Plati
cov(BixnX,DixmY) = Beov(X,Y)D”

cov(Xy £+ X5,Y) = cov(X1,Y) £ cov(X,,Y).

Definicia 1.9: Korelac¢na matica dvoch nahodnijch vektorov

Nech nahodné vektory X = (Xi,...,.X,)T a Y = (V1,...,Y,,)T maji
konecné druhé momenty a vsetky zlozky tychto dvoch vektorov maju
kladné rozptyly. Korelacnou maticou vektorov X a Y nazveme maticu

cor(X,Y) = A cov(X,Y) A1,

kde Ay = diag{v/varXy,...../varX, } a Ay = diag{+/varYi,...,\/varY,,}.

Poznamka:
(1,7)-ty prvok korelaénej matice dvoch ndhodnych vektorov je rovny korelaé¢nému
koeficientu veli¢in X; a Y.
Plati
cov(Y,X) = [cov(X,Y)]"

cor(Y,X) = [cor(X,Y)]".

V nasledujticom texte budeme pracovat s maticami, a preto si pripomenieme
niektoré maticové operacie.

Tvrdenie 1.10:

e (Bican, 2000, str. 58) Nech su A, B regularne stvorcové matice
stupna n. Potom plati

i) stéin AB je reguldrna matica a plati (AB)' =B 'A™!
ii) matica A™! jereguldrna aplati (A™')"'=A

i) (A7) =(AT)"



e (Bican| 2000, str. 33) Nech A je matica typu m x n a B matica
typu n X p. Potom plati

i) (AT =4
ii) (AB)T = BTAT

e (Bican, [2000, str. 54) Ak st A = (a;;) a B = (b;;) dve Stvorcové
matice stupna n, potom det(AB) = det AdetB.

Dékaz. Dokazy bodov z tvrdenia si uvedené v knihe Bican| (2000, 8.6. Véta, str.
58, 4.14. Véta, str. 33, 7.21 Véta, str. 54).
[]

1.2 Parcialna a mnohonasobna korelacia

Definicia 1.11: Jednorozmerny linedrny odhad

Linearny odhad nahodnej veli¢iny ¥ pomocou ndhodného vektora X
definujeme predpisom Y(X) = a + b’X, kde a = EY — b’EX a
b = (varX) !cov(X,Y). Za predpokladu nulovosti strednych hodnot
Y a X plati

~

Y(X) =b’'X.

Poznamka:
Znacenie Y (X) zdoraziiuje zdvislost na X, dalej znac¢ime uz len Y.

Definicia 1.12:

Strednii $tvorcovi odchyjlku E(Y — Y)Z nazyvame rezidualny rozptyl.

Poznamka:
Plati

~

E(Y —Y)? = varY — cov(Y,X)(varX) 'cov(X,Y)

V knihe |Andél| (2007, Véta 2.15, str. 38) je dokdzané, ze Y je optimdlny v zmysle
minimalizécie strednej stvorcovej odchylky.

Definicia 1.13: Koeficient mnohondsobnej koreldcie

Koeficient mnohondsobnej koreldcie pyx je korelacny koeficient py y
medzi veliéinou Y a jej linedrnym odhadom Y (X) = a + b'X, kde a
a b st uvedené v definicii 1.11. Ak je b = 0, definuje sa pyx = 0.

Poznamka:
Plati pyx = py .1prx = Pyprx 2 cov(Y,b'X) = cov(Y,X)varX *cov(X,Y) > 0,
teda koeficient mnohonésobnej korelacie je vzdy nezaporny.
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Definicia 1.14: Koeficient determindcie

Koeficient determindcie je definovany vztahom
2 2
R® = pyx.

Poznamka:
7 definicie vyplyva, ze 0 < R? < 1.
Dalej plati
varY’

R? = cor(Y,X)corX 'cor(X,)Y) = :
cor(Y,X)corX “cor(X,Y) —

Dalej nés bude zaujimat ako mézu byt dve ndhodné veli¢iny Y a Z, kde varY > 0
a varZ > 0, ovplyviiované velicinami Xj,....X,,. Pre X = (Xi,...,X,,)T predpo-
kladame, ze matica varX je reguldrna.

Uvazujme linearny odhad Y (X) = a; + bYX, kde b; = varX 'cov(X,Y) a

a, = EY — bl EX.

T cast veliciny Y, ktort vektor X nevysvetli, je mozné si predstavit ako rezi-
duum Y —Y . Obdobne pre nahodni veli¢inu Z mézeme pisatl Z(X) = ay + bl X,
kde by = varX ‘cov(X,Z) a ay = EZ — bLEX. Reziduum ma tvar Z — Z. Této
uvaha vedie k nasledujticej definicii.

Definicia 1.15: Parcidlny korelacny koeficient

Za predpokladu var(Y — Y) > (0 avar(Z— Z) > 0 definujme parcidlny
korelacng koeficient py,zx dvoch ndhodnych veli¢in Y a Z pri pevnom
X ako korela¢ny koeficient Py _v.z-7

Poznamka:
KedZe korelacny koeficient Py v.z-% nezavisi na a; a aq, tak plati

Py,z|X = Py—bTxX z-blX-

1.3 Mnohorozmerny linearny odhad

Budeme predpokladat, ze matica varX je reguldrna.

Definicia 1.16:

Linearny odhad ndhodného vektora’Y = (Y7,...,Y;,)? pomocou ndhodného
vektora X = (X1,...,X,,)T je definovany vzfahom:

Y(X) = EY + cov(Y,X)var(X) (X — EX).

Poznamka:
Jedna sa o priame zobecnenie definicie 1.11.



My vsak budeme predpokladat, ze EX = 0 a EY = 0. Potom vztah z definicie
1.16 ma tvar

~

Y (X) = cov(Y,X)var(X) ' X.

Ak oznacéime B = cov(Y,X)var(X)~!, budeme pisal Y = BX.

Linearny odhad nahodného vektora Y z nahodného vektora X ma vlastnosti,
ktoré si ukdazeme a odvodime.

Tvrdenie 1.17:

Pre ndhodné vektory X, Y a Y z definicie 1.16 plati

i) cov(Y =Y, X)=0

i) cov(Y —Y,AX) =0 pre YAnn
i) cov(Y =Y, Y)=0

iv)  cov(Y,X) = cov(Y,X)

v) cov(Y,Y) = var(Y),

kde 0 oznacuje maticu s nulovymi prvkami.

Dokaz.
i)

A

cov(Y =Y, X) = cov(Y,X) — cov(Y,X) =
= cov(Y,X) — Beov(X,X) =
= cov(Y,X) — cov(Y,X)var(X) 'varX =
=0
ii) Odvodi sa analogicky ako bod i). X
iii) Ide o specidlny pripad ii), pretoze vieme, ze Y = BX. Staci polozit A = B a
dokaz je zrejmy.
iv)
cov(Y,X) = cov(BX,X) = Bvar(X) =
= cov(Y,X)var(X) 'var(X) =
= cov(Y,X)

cov(Y,Y) = cov(Y,X)var(X) tcov(X,Y)
var(Y) = BvarX BT =
= cov(Y,X)var(X) tcov(X,Y)

Teda rovnost z tvrdenia plati.



Poznamka:
Prv4 a druhd vlastnost ukazuju, ze vektor rezidui Y—7Y je ortogonalny s ndhodnym
vektorom X a linedrnymi transformaciami X v zmysle nulovej kovariancie.

Uvazujme ndhodné vektory X = (X1,...X,,)", Y = (V1,....Y) T aZ = (Z1,...,.2,)T.
Y (X) a Z(X) nech st najlepsimi linedrnymi odhadmi vektorov Y a Z z vektora
X. Nadalej budeme predpokladat, ze EX = 0, EY = 0 a EZ = 0. Potom mozeme
definovat parcidlnu kovarianciu vektorov Y a Z pri pevnom X.

Definicia 1.18: Parcidlna kovariancia, parcidlny rozptyl
Parcialna kovariancia je definovana vztahom
cov(Y,Z|X) = cov(Y — Y(X),Z — Z(X)),

kde vektory Y — Y a Z —AZ st vektory rezidui, Y = Y(X) =
cov(Y X)var(X)'X a Z = Z(X) = cov(Z,X)var(X)'X. Pre Y = Z
mame parcidlny rozptyl

var(Y|X) = cov(Y,Y|X).

Poznamka:
Budeme predpokladat, ze matica var(Y|X) je reguldrna.

Tvrdenie 1.19:
Parcialny rozptyl var(Y|X) splita nasledovné
var(Y|X) = varY — cov(Y,X)var(X) 'cov(X,Y) =
= varY — varY = var(Y — Y).
Dokaz.

var(Y|X) = cov(Y =Y, Y - Y) =
— varY — cov(Y,Y) — cov(Y,Y) + varY =
— varY — varY =
= varY — cov(Y,X)var(X) tcov(X,Y)

Predposledn4 rovnost plynie z tvrdenia 1.17, bod v) a poAslednéArovnost’ plynie z
uprav v dokaze tohto bodu v). Dalej je zrejmé, ze cov(Y—-Y,Y—-Y) = var(Y-Y).



Dosledok 1.20:

Ak polozime m = p = 1, ide s vyuzitim definicie parcidlnej kovariancie
a parcidlneho rozptylu zapisat parcidlny korela¢ny koeficient uvedeny
v definicii 1.15

PY.ZIX = Py_vz-7 =
cov(Y —Y(X),Z — Z(X))
Vvar(Y — ¥ (X)y/var(Z — Z(X))
_ cov(Y,Z|X)
Vvar(Y[X)/var(Z|X)

Dosledok 1.21:

Pre m =1, p = 0 a maticu A = diag{\/vaer,...,\/vaan} mame
podla definicie 1.7 a 1.9
varY = cov(Y,X)var(X) tcov(X,Y) =
= VvarYcor(Y,X)AA cor(X) A7 Acor(X,Y)VvarY =
= varY cor(Y,X)cor(X) 'cor(X,Y).
Odstial plynie rovnost

varyY

var

= cor(Y,X)cor(X) *cor(X,Y),

uvedend v poznamke za definiciou 1.14.

1.4 Inverzna variancna matica a jej aplikacia

S inverznou varianénou maticou var(X)~! sme pracovali pri vyjadreni naj-
lepsieho linearneho odhadu nahodného vektora pomocou iného ndhodného vek-
tora. Blizsia analyza inverznej varianénej matice mé svoje opodstatnenie a dovedie

nas k dolezitej lemme o inverznej variancii a k jej dosledkom.

Tvrdenie 1.22:

Nech L je matica tvaru

. In><n 0n><m
L N ( _Bmxn Im><m > ’
X = (X1,....X)", Y = (Y1,....Y,,)T a B = cov(Y,X)var(X)~!. Potom
plati, ze L je regularna



Y

L<§):<Y>_<?),

ktory ma ortogondlne zlozky.

. X
a L transformuje vektor ( ) na vektor

Dékaz. Jednoduchym vyndsobenim matic LL™! a L™'L dostaneme jednotkovi
maticu, ¢o dokazuje prvi éast tvrdenia.
Druhti ¢ast tvrdenia dostaneme blokovym roznisobenim matice L a vektoru

( i? ) Ortogonalita zloziek je dokdzand v tvrdeni 1.17, bod 1).
[]

X
v ) do blokov:

. X\ varX,, xn cov(X,Y ) nxm
Varlly ) = cov(Y, X)msn  varYosm ’

Teraz rozpiSeme variancnu maticu vektora (

Poznamka:

Dalej budeme var ( X ) znacit ako var(X,Y).

Y

Tvrdenie 1.23:

Choleského rozklad matice var(X,Y) ma za predpokladov z tvrdenia
1.22 tvar

var(X,Y) = L War(X,Y — Y)(L 1T =
(5 )0 i ) (0 7))

) . ) X
Dokaz. Podla tvrdenia 1.22 vieme, ze L ( i(( ) = ( v_v

Jednoduchd uprava s vyuzitim poznamky za definiciou 1.4 vedie k nasledujucemu
var(X,Y) = L~ 'var(X,Y = Y)(L1)". Kedze cov(X,Y —Y) = 0 podla tvrdenia
1.17, bod i) a var(Y — Y) = var(Y|X) podla tvrdenia 1.19, tak
o varX 0
var(X,)Y = Y) = 0 var(Y|X)
[]

Inverzni varianéni maticu var(X,Y)™! budeme d'alej oznacovat symbolom D a
zapisovat jej odpovedajtice bloky ako

D Dxx Dxy
Dyx Dyy )
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Lemma 1.24: Lemma o inverznej variancii

Inverzna variancna matica nahodného vektora ( sa da vyjadrit

Y
ako
o1 var(X)" + BTvar(Y|X)'B  —BTvar(Y|X)™!
var(X,Y)™ = ( —var(Y|X)" !B var(Y|X) ™! ’

kde B = cov(Y,X)var(X)™!.

Doékaz. Na zéklade tvrdenia 1.23 o Choleského rozklade a tvrdenia 1.22 je mozné
pisat var(X,Y) ! = LTvar(X,Y — Y)"'L. S vyuzitim toho, ze

var(X,Y — Y) je blokova diagondlna matica a jej bloky var(X), var(Y|X) s
reguldrne matice, mozeme pisat

var(X,Y)"! = ( (I) _fT ) ( Var((}f)_l var(\;]|X)1 ) ( —IB (1] ) '

Roznasobenim tychto blokovych matic dostaneme vztah z tvrdenia.

]

Dosledky plynice z Lemmy o inverznej variancii objasinuju tizke prepojenie medzi
prvkami inverznej variancie a parcialnym korelacnym koeficientom. Nasledujuce
4 dosledky st dokazané v knihe Whittaker (1990} str. 143-145).

Dosledok 1.25:

Dyx Dvyy
tom Dxy = 0 vtedy a len vtedy, ked cov(X,Y) = 0.

. e . Dxx Dxy
Nech inverzna varianénd matica je tvaru D = ( . Po-

Dosledok 1.26:

X
Uvazujme nahodny vektor | Y | s inverznou varianénou maticou
Z
Dxx Dxy Dxz
D =var(X,Y,Z)"' = | Dyx Dyy Dyz |.Potom plati

Dzx Dzvy Dzz
Dyz =0 <= cov(Y,Z|X)=0
Dxz =0 <= cov(X,Z]Y) =0
Dxy =0 <= cov(X,Y|Z) = 0.

Zaved'me si znacenie X = (X1,...,X3)7,

XA\A{X} ={X1<r<k,r#i}

X\{X X} ={Xps1<r<kr#ir#j}.
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Dosledok 1.27:

Nech X = (X3,...,X;)T. Potom vsetky diagonélne prvky matice var(X)~*
su prevratené hodnoty parcidlnych rozptylov var(X;|X \ {X;}), kde
i=1,..k

Dosledok 1.28:

Nech X = (X1,...,X;)". Skélovana inverzna varianéna matica var(X) !
mé mimodiagondlne prvky tvaru (—1)px, x;x\{x,,.x;}, ¢ 7 J-

Dosledok 1.29:

Nech X = (X1,...,X;)T. Potom diagonalne prvky inverznej korela¢nej

matice cor(X) ™! st tvaru =, kde R} = p%. X\ (X}

Dékaz. 7 definicie 1.7 vieme, 7ze corX = A~ 'varX AL, kde
A = diag {\/vaer,...,\/V&an}. Teda inverznd korelécia je

cor(X)™! = Avar(X)'A. Diagonélne prvky inverznej varian¢nej matice st podla
dosledku 1.27 tvaru

1

i=1,..k

Odtial jednozna¢ne plynie, Ze cor(X)~! m4 na diagondle prvky

varX;
var(X;| X\ {X:})

Podla pozndmky za definiciou 1.14 plati, Ze

L 1 B 1 B varX;
1— RZZ o 1 — varX;  varX;—varX; var(Xi|X \ {Xz})
varX; varX;

Posledné rovnost plynie z tvrdenia 1.19.

Dosledok 1.30:

Nech X = (Xj,...,X;)T. Skdlovana inverzné korela¢na matica ma rov-
naké mimodiagondlne prvky ako skdlovana inverzna varianéna matica.

Doékaz. Oznaéme varX = (0y;), var(X)™t = (d;;). Prvky skélovanej inverznej
variancnej matice su

Prvky inverznej korelacnej matice su tvaru ,/04;0;;d;;, pretoze
cor(X)™ = Avar(X)'A, kde A = diag {\/711,....,,/Tux } . Skdlovand cor(X)™ m4
potom prvky
\/Tajjdij _ dij
Voiudiojidi;  \/dudy;

12



Kapitola 2

° , e 4 Y,
Grafty a podmienena nezavislost

2.1 Nezavislost ndhodnych vektorov

Budeme prepokladat, ze ndhodné vektory X a Y majui hustoty fx a fy
vzhladom k o-koneénym mieram i1, po a Ze existuje zdruZend hustota fxy
vzhladom k sti¢inovej miere 11, X jis.

Nahodné vektory X a Y sa nazyvaju nezduvislé, ak plati

fXY(X>Y) = fx(X)fY(Y) Vx,y.

Poznamka:
Nezévislost ndhodnych vektorov budeme znacit X LY

Ak su X a Y nezavislé z toho vyplyva, ze hodnoty Y neovplyvnia rozdelenie
vektora X. Podmieneni hustotu ndhodného vektora X pri pevnom Y modzeme
teda vyjadrit vztahom

fxy(xy) = fx(x) Vvx

V pripade, Ze o nezdvislosti vektorov nevieme v danej chvili rozhodnit alebo
vieme, zZe nie su nezavislé, podmienend hustota ndhodného vektora X pri pevnom
Y je definovand vztahom

fxy(x,y)

fx(y) f(3) #0

fX|Y<X7y) =

Definicia 2.1: Podmienend nezdvislost

Podmienend nezavislost ndhodnych vektorov Y a Z pri pevnom X je
definovand ako

fyzx(y.z.x) = fyix(y.x) fzix(z,x) Vyz Vx: fx(x)>0

Poznamka:
Podmieneni nezdvislost budeme znacit Y 1Z|X.

13



2.2 Zaklady tedrie grafov

V nasledujticej podkapitole si zadefinujeme zakladné pojmy, vlastnosti grafov
a hlavne graf podmienenych nezavislosti, ktoré budi tvorit zdklad pre tzv. mar-
kovské vlastnosti.

Graf G je matematicky objekt, usporiadand dvojica G = (K,FE), kde K predsta-
vuje konec¢ni mnozinu vrcholov a F je konetnd mnozina hran. Zvycajne berieme
K ako mnozinu prirodzenych ¢éisel {1,2,...,k}. Hrana medzi dvomi vrcholmi i a j
z K je vtedy, ak mnozina hran E obsahuje dvojicu vrcholov (i,7).

Plati teda ak i € K,j € K a (i,j) € E = 3 hrana medzi vrcholom i a j.

Terminom podgraf grafu G = (K,E) sa oznaCuje usporiadand dvojica G =
(K1,E4), pre ktoru plati, K1 C K a F; C E.

Graf sa nazyva tplng, pokial vsetky dvojice vrcholov z mnoziny K st spojené
hranou.

Cestou z vrcholu ¢ do j sa v grafe oznacuje postupnost takych vrcholov iy,... iy,
z K (iy = 4,4, = j), kde 4, a i;y1 st spojené hranou, (i,i;41) € E pre kazdé
l=1,...m—1.

Mnozinou bd(a) budeme zna¢it mnozinu vrcholov z K \ a, ktoré st spojené hranou
s nejakym vrcholom z a C K. Tato mnozina sa vola hranica mnoziny a.

Pre mnoziny a,b,c C K hovorime, Ze a separuje b, ¢, ked separuje kazdi dvojicu
vrcholov i a j, kde i € b a j € c. Znamena to, ze Vi € b, j € ¢ kazda cesta z 1
do j obsahuje aspon jeden vrchol z mnoziny a.

Podgraf indukovany mnozinou a C K je graf obsahujici vsetky vrcholy z mnoziny
a a vSetky hrany spéjajice dvojice vrcholov z a.

Klika v grafe je takd mnozina vrcholov a C K, ktord indukuje maximéalny uplny
podgraf. Ak priddme ku klike d'als{ lubovolny vrchol z K \ a, indukuje podgraf,
ktory uz nie je uplny.

Nech X = (X1,....X3)T, a ¢ K = {1,..,k}. Symbolom X, oznacime vektor
(Xiyyeo, Xi )T kde 4y < i < ..o <y, {i1,0ij} =a, 1 < j < k.

i
Definicia 2.2: Graf podmienengjch nezdvislosti

Graf G = (K,E) je grafom podmienenijch nezavislosti ndhodného vek-
tora X, ked plati

(1,4) € E < Xi LXG X\ (i

kde 7,57 € E.
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2.3 Markovské vlastnosti

Nech a C K. Nasledujuce tri markovské vlastnosti su alternativne vyjadrenia
podmienenej nezavislosti dvojic ndhodnych velicin a vektorov pri pevnhom X,.
Tym definujeme graf podmienenych nezavislosti pre ndhodny vektor X.

Definicia 2.3: Pdrovd markovskd vlastnost

Nech i € K a j € K st dva vrcholy. Mnozina a = K \ {i,j}.
Pre vsetky dvojice vrcholov (4,7), ktoré nie si spojené hranou, plati

X XX,
Definicia 2.4: Lokdlna markovskd vlastnost
Pre kazdy vrchol i z mnoziny K, a = bd(i) a b= K \ ({i} Ua) plati
X; L XX,

Definicia 2.5: Globdlna markovskd viastnost

Pre vsetky po dvoch disjunktné podmnoziny a C K,b C K,c C K
také, ze a separuje b, ¢ plati

X, L X, X,.

Tvrdenie 2.6:

Vsetky tri markovské vlastnosti, parova, lokalna i globdlna st navzajom
ekvivalentné.

Dékaz. Dokaz je k nahliadnutiu v knihe [Whittaker| (1990, str. 70,71).

2.4 Konstrukcia grafického modelu
pre konkrétne data

Nagimi ddtami bude N realiz4cii ndhodného vektora X = (X1,...,X})T. Ide ich
zapisat v tvare matice

Xll X12 Xlk

Xyt Xnz2 o Xig
kde i-ty riadok X; je ¢-tou realizaciou vektora X.

Na zdklade tychto dat chceme ndjst graf G = (K,E), ktory popisuje struktiru
podmienenych nezavislosti zloziek ndahodného vektora X. Pripomenme si najskor
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odhady zékladnych charakteristik vektora X.

Odhad strednej hodnoty EX je vgberovy priemer X = % Zfil X; so zlozkami

1 N
i=1

Odhadom varian¢nej matice varX je vyberovd variancnd matica

s prvkami

Pokial st vsetky diagondlne prvky matice S kladné, mozeme definovat vijberovi

korelacni maticu 5
ij

K néajdeniu grafu podmienenych nezavislost{ pre dané data je mozné dospiet
na zaklade nasledujicich krokov.

C =

), ij=1,..k

1. Odhadneme varianént maticu varX pomocou vyberovej varianénej matice S.

2. Vypocitame S™1, ktord je odhadom inverznej varianénej matice D. Tdto matica
mé podla dosledku 1.27 na diagondle odhady prevratenych hodndt parcidlnych
rozptylov, t.j. —————, i=1,.. k.

Pty J var(X; | X\{X;})
3. Namaticu S~ prevedieme operaciu skdlovanie. Tym dostaneme podla dosledku
1.28 mimo jednotkovi diagondlu hodnoty (—1)rx, x;x\(x,.x;}, ¢ize odhadnuté
zéporne vzaté parcidlne korelacné koeficienty velicin X; a X; (i # j) pri pevnych
hodnotach ostatnych zloziek vektora X.

4. Testujeme nulovost jednotlivych koeficientov parcidlnej korel4cie
PX;, X X\{X:,X,;} = P-

2.4.1 Test nulovosti parcialnych korelacnych koeficientov

Tento test je popisany v knihe |Andél (2007, str. 99). Predpokladom pre pre-
vedenie testu je, ze data si vyberom z k-rozmerného normalneho rozdelenia.
Oznacme r = rx, x;|x\{X;,X;}

Testujeme hypotézu
Hy:p=0

proti alternative
Hy:p#0
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Testova statistika je

r
T=—+FVN—-k—2 ~ ity
m N—k—2

H, zamietame v prospech alternativy H; na hladine o vtedy, ked
Q@
|T| > tN_k_Q(l — 5)7
kde ty_r—2(1 — §) je kvantil ¢ rozdelenia o N — k — 2 stuprioch volnosti.

Ak nezamietame Hj, znamend to, ze ndhodné veliciny X; a X; su podmienene
nezévislé pri pevnych hodnotéch ostatnych zloziek vektora X vzhladom k pred-
pokladanej normalite X. Podla parovej markovskej vlastnosti z definicie 2.3

v takomto pripade vrcholy ¢ a j v grafe G nie st spojené hranou. Tymto postu-
pom je mozné testovat nepritomnost kazdej hrany v grafe G' na hladine o zvIast.
Lepsim pristupom je test, ktory by overoval zhodu celého navrhnutého grafu

s datami na hladine «. Ide o vierohodnostny pristup, ktory si popiseme v nasle-
dujucej podkapitole.

2.5 Vierohodnostny pristup
Nech X = (X,...X)7, K = {1,....k}.

1. Budeme predpokladat, ze X ~ Ni(0,), kde ¥ = varX. Potrebujeme od-

hadnit 3 metddou maximdinej vierohodnosti.

2. Zostrojime vierohodnostni funkciu. Budeme predpokladat k-rozmerny ndhodny
vyber taky, Zze pozorovania si navzdjom nezavislé a maju rovnaku hustotu odpo-
vedajucu rozdeleniu N¢(0,Y).

3. Od vierohodnostnej funkcie odvodime testovi statistiku pre overenie zhody
modelu predstavovaného konkrétnym grafom s datami.

Definicia 2.7:

(Kulich, 2013, Definice 1.26.) Nech Z = (Z,...,Z;,)", kde Z; ~ N(0,1)
sti nezavislé. Nech Ay, je matica a u € R” je pevny vektor. Nahodny
vektor X definovany ako X = AZ+p potom ma k-rozmerné normdalne
rozdelenie s parametrami g a ¥ = AAT. Znacime X ~ Ni(p, X).

Hustota je definovand ako

1
(27)2 v/ detS

e 3= TS T (x—p) x € R*.

fx(x) =

Plati Dyyp = X1 = detD = ﬁ. Matica D je symetrickd pozitivne definitna.
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Nadalej budeme predpokladat nulovost strednej hodnoty, tj. u = EX = 0.
Z toho plynie, ze hustota k-rozmerného normalneho rozdelenia ma tvar

(d€tD)% e—%xTDx

: x € R”.
(2m)t

fx(x) =

2.5.1 Marginalne a podmienené rozdelenia

Nasledujice tvrdenie hovori o vlastnostiach marginalnych a podmienenych
rozdeleni a o nezavislosti a podmienenej nezavislosti podvektorov vektora X,
ktory ma k-rozmerné normalne rozdelenie.

Tvrdenie 2.8:

Nech K =aUb,anb=10aX ~ N,(0,), potom

[. Marginalne rozdelenie podvektora X, resp. X,, je normalne N (ftq,%4),
resp. N(pp,2p), kde prg, resp. py je prislusny podvektor g a ¥,
resp. Yy, je odpovedajuici diagonalny blok v matici X.

IT1. Podmienené rozdelenie X, pri pevnej hodnote X, je normélne.

II.  V podmienenom rozdeleni X, pri pevnom X, je
E(Xp|X,) = Xp(Xa), teda linedrny odhad X, z X, a var(X,|X,)
je rovny parcialnemu rozptylu.

IV. X, a X} st nezavislé & X, = cov(X,,Xp) = 0 & Dy = 0,
kde D = var(X)™! a D, je prislusnd submatica v D. Znac¢ime
XL Xp.

Nech dalej a,b,c C K = {1,2,....,k} si po dvoch disjunktné, potom

V. X, a X, st podmienene nezavislé pri pevnom X, <
cov(Xp,X(|X,) =0 < Dy, = 0. Znacime X, 1 X |X,.

VI. X, a X, st podmienene nezavislé pri pevnych hodnotach zvysnych
zloziek vektora X < d;; = 0, kde d;; je (4,7)-ty prvok matice D.
Znacime X; L X X\ (5,5}

Dékaz. Vsetky body tvrdenia si dokdzané v knihe (Whittaker| (1990, str. 162-164).
]

2.5.2 Graficky gaussovsky model
Definicia 2.9:

Graficky gaussovsky model s grafom G je systém norméalnych rozdeleni
nahodného vektora X splnajucich struktiru podmienenych nezavislosti
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dvojic zloziek vektora X popisani grafom podmienenych nezavislosti

G.
Zo VI. bodu tvrdenia 2.8 plynie, ze v grafe podmienenych nezavislosti chyba

hrana medzi vrcholmi ¢ a j prdve vtedy, ked prvok d;; inverznej variantnej ma-
tice D je nulovy.

Existuje 2(2) roznych grafov pre k-rozmerny ndhodny vektor X. Krajnymi pripadmi
su graf bez hran a uplny graf.

Podla dosledku 1.27 vieme, ze d;; =  a zaroven podla dosledku 1.28

1
a 1.30 mame, ze \/# = (—1)px, x;x\{x:.x;}, | 7 J-

i1
Graficky gaussovsky model je zalozeny na vlastnosti

dij = 0 & X; LX;|X g\ (i)

a na parovej markovskej vlastnosti.

2.5.3 Logaritmicka vierohodnostna funkcia a
maximalne vierohodné odhady

Nech Xj,...,Xy je ndhodny vyber s rozdelenim Nj(p,X). ¥ mé prvky (o;;).

Logaritmickd vierohodnostnd funkcia ma potom tvar

Ln(p,X) = zOgHﬂx» =

= log{ - e%ZfL(Xiu)Tz-l(xiu)} -
(2m) 72 (VdetL)N
N
kN N 1
— ——log27r — —log(detZ) -3 Z(Xl —w)"E X, — )

i=1

Ly je funckia parametrov p a ¥ pri pevnych Xi,...,Xy. Nad'alej budeme pred-
pokladat, ze p = EX = 0. V tomto pripade ma funkcia Ly(3) tvar

kN N
Ly(X) = ——log27r - —log (dety) — = ZXTE X,
Maximalne vierohodné odhady
KedZe predpokladdme nulovost strednej hodnoty, sta¢i ndm maximalizovat lo-

garitmickt vierohodnostnu funkciu iba cez parameter X.
MozZeme to vyjadrit ako

N
max 2LN(2) + k:NlogQW] & max [ — Nlog(detX) — Z XiTZ—lXZ}

=1
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Tvrdenie 2.10:

1. Maximaliziciou bez obmedzeni, teda ked ¥ nie je obmedzen4
ziadnymi dodatoénymi podmienkami, dostavame, ze maximalne
vierohodny odhad variancnej matice ¥ je vyberova varian¢na

: _ 1N T
matica S = 5 > . XX .

2. Maximalne vierohodny odhad ¥ varianénej matice © a odhad D
matice D = Y~! pri obmedzeniach danych grafickym modelom
s grafom G s h > 0 chybajicimi hranami (model znac¢ime M)
splnuje

—~

I. dij - O,

ked vrcholy 7 a j nie st spojené hranou v grafe G a

—

IT. Yo = Saa,

ked mnozina a je klika a .4, Sqq sd prislusné submatice matic

Yals.

Dékaz. Tvrdenie je odvodené v knihe Whittaker| (1990, str. 172, 173, 176, 177).

[

Definicia 2.11: Deviancia

Deviancia grafického modelu M s grafom G je definovana ako

~

dev(M) = 2[Ly(S) — Ly (%)),

kde Ly(S) je maximum logaritmickej vierohodnostnej funkcie bez ob-
medzeni a Ly(X) je maximum logaritmickej vierohodnostnej funkcie
pri obmedzeniach danych grafom G.

Devianciu je mozné vyjadrit i pomocou vyberovej varianénej matice a odhadnute;
inverznej variancnej matice. K dokazu tohto alternativneho vyjadrenia budeme
potrebovat vztah z nasledujiiceho tvrdenia.

Tvrdenie 2.12:

(Whittaker] 1990, str. 148) Stopa matice A s prvkami {a;;} je suma
Tr(A) =), a; diagonalnych prvkov matice A. Stopa ma nasledujicu
vlastnost Tr(AB) = Tr(BA).

Dékaz. Na dokaz tvrdenia sa autor odvoldva na literatiru Lang (1970).

]
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Tvrdenie 2.13:
Devianciu ide vyjadrif v tvare

dev(M) = N[Tx(SD) — log(det(SD)) — kJ.

Dokaz. Po rozpisani oboch logaritmickych vierohodnostnych funkeil pre para-
metre S a X a s vyuzitim toho, ze ¥ je maximalne vierohodny odhad varianc¢nej
matice ¥ a D odhad D = ¥~! pri obmedzeniach dostdvame po dosadeni v definicii
2.11

kN N
[——l0g27r — —log(detS - = ZXTS X+
=1

kN N T
+ Tlog%r + Elog detZ Z X; DX

— —Nlog(det(SD)) ZXTS X, +ZXTDX1»

=1 i=1

X DX ide vyjadrif ako Tr(XI DX;) = Tr(DX,XT) a XTS1X, = Tr(SX,X7).
Vyplyva Eo z tvrdenia %.12. Dalej tiez vieme, ZAe S = %Zfil X; X a preto
SN (DX X = (DN, X, XT) = NTr(SD) a

SV Tr(S'XXT) = Nk. Teda

dev(M) = —Nlog(det(SD)) — Nk + NTr(SD).

Tvrdenie 2.14:

Deviancia mé asymptoticky rozdelenie x%, kde h je pocet obmedzeni
definujicich testovany model M, t.j. pocet chybajicich hran v grafe
G.

Dékaz. Dokaz tvrdenia nie je rozobrany v knihe Whittaker| (1990| 186,187). Autor
sa odvoldva na literatiru (Cox, D.R. and Hinkley, D.V.| (1974).
[]

Pri vyuziti deviancie ako testovacicho kritéria, budeme testovat nulovi hypotézu
Hy, ze v modele M s grafom G chyba h > 0 hran, proti alternative, ze model s
grafom G je uplny. Ked

dev(M) > X%L(]‘ - Oé),

tak zamietame zhodu modelu M s grafom G s ddtami na hladine a. x%(1 — «)
je kvantil x? rozdelenia o h stupiioch volnosti. To znamen4, ze nas model M s
grafom G nezobrazuje Struktiru podmienenych nezavislosti v détach lepsie ako
uplny graf, kde kazda veli¢ina s kazdou je zavisla.
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Kapitola 3

Prakticka aplikacia testovania
podmienenej nezavislosti

Vypocty k tejto kapitole boli prevedené v programe Wolfram Mathematica 9
a notebooky sa nachadzaji na prilozenom CD k bakalarskej praci pod nazvami
matice.nb a indexry.nb. PopiSeme si postup riesenia problematiky grafov pod-
mienenych nezavislosti na konkrétnych datach. Rozoberieme vSeobecny, detailny
postup pre 3-vrcholové grafy. Budeme pozorovat N realizdcii trojrozmerného
nahodného vektora X, t.j. k = 3. NaSe ddta mozeme vyjadrit v maticovom tvare

ako
X X2 X
Xo1 Xoo  Xog

Xn1 Xne Xns

kde -ty riadok X; je ¢-tou realizaciou vektora X.

V kapitole 2.5.2 sme uviedli vzorec, ktory ndm uréi, kolko grafov podmienenych
nezavislosti pre dané k dostaneme. V nasom pripade pojde o 8 roznych grafov
pretoze 2(2) = 2(0) = 8. Jednotlivé grafy si moZeme rozdelit do 4 skupin podla
poctu chybajicich hréan:

a) ziadna chybajica hrana (iplny graf)

b) 1 chybajica hrana

¢) 2 chybajtice hrany

d) 3 chybajtice hrany

Uplny graf je krajnym pripadom, ktorym sa nebudeme bliZsie zaoberat, pretoze
v odpovedajicom grafickom modele pre ndhodny vektor X plati zdvislost medzi
vSetkymi veli¢inami navzajom. Podla tvrdenia 2.10 je S = S a teda deviancia je
nulova.

Zo skupiny b) a c) budeme testovat na zhodu s ddtami len jedného zdstupcu,
pretoze ostatné su postupovo ekvivalentné.

Pre d'alsie vypocty budeme potrebovat urcit kliky pre jednotlivé grafy. Predpo-
kladajme, ze zdstupcovia zo skupiny b), ¢) a d) st grafy na obrazku [3.1]
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Obr. 3.1: Typy trojuholnikovych grafov s aspon jednou chybajicou hranou

Potom kliky pre graf s jednou chybajicou hranou st a = {1,2}, {2,3},
pre graf s dvomi chybajicimi hranami st a = {1,2},{3} a pre graf bez hrén st

a={1},{2},{3}.

Pre kazdého zastupcu jednotlivych skupin si popiSeme postup vypoctu deviancie.
Najskor vypocitame vyberovi variancéni maticu S. Pre vypocet deviancie

dev(M) = N[Tx(SD) — log(det(SD)) — k]

dalej potrebujeme uréit vyberovi varianénd maticu 3 pre konkrétny graficky
model a ndsledne odhad inverznej varianénej matice X~ = D.

I. Graficky model s jednou chybajiicou hranou

Vyberova varianénd matica a odhad inverznej varianénej matice maju tvary

S11 S12 013 dyy diz O
Y= 512 S22 523 D= dya  dao d23
013 S23 S33 0 dos ds3

Pre submatice
S11 S12 S22 523
S12 S22 523 533

z matice 3 na zéklade tvrdenia 2.10, bod 2., plati, Ze ide o podmatice

Yoa = Sua, kde a = {1,2},{2,3} je klika daného grafu. Nuly v matici D, teda
g;g = 0, st dosledkom I. podmienky z tvrdenia 2.10, ¢o znamen4d, ze vrcholy 1 a
3 nie sd spojené hranou.

Ukazme si na tomto grafe markovské vlastnosti zmienené v kapitole 2.3.

Pre i = 1, j = 3, a = {2} plat{ parovd markovskd vlastnost X; 1 X3|X,. Ak
zvolime napriklad i = 1, jea = bd(i) = {2} ab = K\ ({i}Ua) = {3}. Potom podla
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lokalnej markovskej vlastnosti X; 1 X3|X5. Nakoniec a = {2} separuje b = {1} a
¢ = {3}, a teda vzhladom ku globdlnej markovskej vlastnosti X; 1 X3|X5.

To, ze X~' = D, ndm déva moznost odvodit pomocou zndmych prvkov vyberovej
varianénej matice vztah pre nezndme hodnoty 3.
Na to budeme potrebovat nasledujicu definiciu a tvrdenie.

Definicia 3.1:

(Bican| (2000, 8.11. Definice, str. 60)) Bud A = (a;;) Stvorcovd matica
stupiia n. Matica A = (a;;), kde a;; = Aj; je algebraicky doplnok
prvku a;; v matici A, sa nazyva matica adjungovana k matici A.

Tvrdenie 3.2:

(Bican| (2000, 8.12. Véta, str. 60)) Bud A = (a;;) Stvorcova matica

stupna n.

i) Ak A = (a;;) je matica adjungovand k matici A, potom

AA = detA -1, kde I je jednotkovd matica.

ii) Ak je matica A reguldrna, potom A~! = %, t.j. A7t = (bi), kde
A]'i

bij - ‘A| .

Poznamka:

Vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca matice A, dostaneme submaticu matice
A, ktorej determinant znacime M,;. Opatrenim tohto subdeterminantu znamien-
kom, méme prvok A;; = (—1)" M;;, ktory sa vold algebraicky doplnok prvku a;
v matici A.

Mozeme teda pisat

a dostavame, ze
~ S12523

013 = .
522

Deviancia mé podla tvrdenia 2.14 asymptoticky rozdelenie x3?, kde h je pocet
chybajicich hran v grafe alebo pocet obmedzeni definujicich testovany model
M, to znamena, ze h = 1. Deviancia ma potom tvar

dev(M) = N[Tr(Sﬁ) - log(det(SD)) — k] =

_ —Nlog (1 . (813322 - 812523)2 )

(S11592 — 8%2) (522533 — 3%3)

II. Graficky model s dvomi chybajicimi hranami

Vyberova varianénd matica a odhad inverznej varianénej matice maju tvary

S11 S12 013 dyy diz O
Y= S12 S22 023 D= diy dea O
013 023 833 0 0 dss
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Pre submaticu
S11 512
S12 S22

a jednoprvkovu submaticu s33 z matice 3 na zéklade tvrdenia 2. 10, bod 2., plati,
7e ide 0 submatice S, = = Saa, kde a = {1,2},{3} je klika daného grafu

Nuly v matici D, teda d13 =0a d23 = 0, su dosledkom I. podmienky z tvrdenia
2.10, ¢o znamena, ze vrcholy 1, 3 a vrcholy 2, 3 nie st spojené hranou. K tomu,
aby sme boli schopni ur¢it, ¢omu sa rovnaji nase nezniame parametre 3 a a3, Si
musime pripomentit vypocet inverzie blokovej matice s reguldrnymi diagondlnymi

blokmi. Plati .
A 0\ - A0
0 B o 0o B! )

Z toho ndm vyplyva, Ze oba hladané parametre si rovné nule, t.j. o3 = 0 a

g3 = 0.

Deviancia mé asymptoticky rozdelenie 7, kde h = 2. Deviancia ma potom tvar
dev(M) = N[Tr(SD) — log(det(SD)) — k] =

2 2
511853 — 2512513523 + S73522
=—Nlog|(1-— 5 .
533(311322 - 512)

III. Graficky model s tromi chybajicimi hranami

Ide o graf, ktory neobsahuje ziadne hrany, ¢o evokuje to, ze vSetky zlozky vektora
X = (X1,X5,X3)7 st nezdvislé za platnosti tohoto modelu. Vyberovéa varianénd
matica a odhad inverznej variancnej matice maju tvary

X s511 012 013 R dn 00
Y= 012 S22 093 D = 0 dyy O
013 023 533 0 0 dss

Pre jednoprvkové submatice sq1, S22 @ S33 7 matice 3 na zdklade tvrdenia 2. 10,
bod 2., plati, ze ide o submatice Eaa = Saa, kde a = {1} {2},{3} je klika daného

grafu. Nuly v matici D teda d12 = 0, d13 =0a d23 = 0, su dosledkom I. pod-
mienky z tvrdenia 2.10, ¢o znamend, ze vrcholy 1, 2, vrcholy 1, 3 a vrcholy 2, 3 nie
st spojené hranou. Hodnoty nagich nezndmych parametrov s zrejmé, pretoze D
je diagondlna matica a vieme, Ze plati 2! = D. Preto d15 = 0, 513 = 0 a 623 = 0.

Deviancia mé asymptoticky rozdelenie x3, kde h = 3. Deviancia ma potom tvar

dev(M) = N[Tr(SD) — log(det(SD)) — k] =

2 2 2
—511522833 + 511553 + ST9533 — 2512513523 + 813822)

= —Nlog(—
511522533

Dalej si uvedieme priklad s redlnymi ddtami, ktory bude testovat ich zhodu s mo-
delom M s grafom G a tiez si predvedieme test nulovosti parcidlnych korelacnych
koeficientov.
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3.1 Analyza realnych dat

Détami, na ktorych budeme prevadzat oba testy, ¢i uz test zhody grafického
modelu s datami alebo test nulovosti parcidlnych korela¢nych koeficientov, budu
tri svetové burzové indexy, Dow Jones Industrials (USA, newyorska burza), NA-
SDAQ Composite (USA), FTSE 100 (Velkd Britdnia), po dobu 105 dn{ od
1. decembra 2012 do 5. méja 2013. Casovii radu hodnét vsetkych troch indexov
sme previedli na ¢asovi radu logaritmickych vynosov, ktord sa definuje ako

Xy
X’

kde X, je hodnota indexu v ¢ase t a X;_; je hodnota indexu v case t — 1. KedZe
pre testovanie pozadujeme normalitu dat prevedieme Shapiro - Wilkov test nor-
mality, ktory je implementovany v systéme Mathematica. Vieme, ze pre norméalne
rozdelenie plati, ak s nahodné veli¢iny nekorelované, s aj nezavislé a samozrejme
aj naopak. V praxi sa ukazuje, Ze spravidla finanéné c¢asové rad logaritmickych
vynosov su nekorelované, rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s nulovou strednou
hodnotou. To, ¢i nase data si naoza]j nezavislé si overime testom zalozenym

na znamienkach diferencii, ktory je prevzaty zo zdroja Hurt| (2012). V oboch tes-
toch budeme uvazovat hladinu o = 0,01.

In

Konkrétne dané a dosiahnuté hodnoty:

Dosledkom toho, ze pozorujeme tri burzové indexy, je k = 3. Pocet pozorovanych
dni je 105, ¢o po prevedeni dat na casovi radu logaritmickych vynosov, bude
N =104.

Shapiro - Wilkovym testom sme dostali p-hodnoty, ktoré odpovedaju tomu, ze
nezamietame nulovi hypotézu, ze data su realizaciami vyberu z normalneho roz-
delenia. Pri teste nezdvislosti dat sme opif dostali vyhovujtice p-hodnoty. Neza-
mieta sa teda hypotéza, ze data su tromi nahodnymi vybermi.

P-hodnoty pre oba testy pre vSetky tri burzové indexy st uvedené v tabulke .

L s Shapiro-Wilkov test Test nezavislosti
Burzové indexy

p-hodnota p-hodnota
DJI 0,094 0,027
IXIC 0,275 0,612
FTSE 0,051 0,236

Pozn: Dow Jones Industrials (DJI), NASDAQ Composite (IXIC), FTSE 100 (FTSE)

Tabulka 3.1: P-hodnoty Shapiro-Wilkovho testu normality a testu nezavislosti
pomocou znamienok diferencii na burzové indexy

Dalej otestujeme zhodu grafickych modelov s grafmi z obrazka s datami.
To znamena, ze zistime, ¢i dany model s ur¢itym grafom vyhovuje nasim datam.
Vyberova variancna matica vypocitana z dat je
0,0000386358 0,0000449645 0,0000104601
S =1 0,0000449645 0,0000702288 0,0000139369
0,0000104601 0,0000139369  0,000044055
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Maximélne vierohodné odhady variancnej matice 3 postupne pre vsetky tri grafy
z obrazka oznacime El, 22 a X3. Ich hodnoty st

R 0,0000386358  0,0000449645 8,92323 x 10~°
Y = 0,0000449645 0,0000702288  0,0000139369
8,92323 x 1075 0,0000139369  0,000044055

0,0000386358 0,0000449645 0

Yy = | 0,0000449645 0,0000702288 0
0 0 0,000044055

0,0000386358 0 0

Yy = 0 0,0000702288 0
0 0 0,000044055

Na zéklade podrobného popisu vypoctu neznamych hodnot a1z, 03 a 013 v tejto
kapitole, mozeme vypocitat postupne odhady Dl, Dy a Dy inverznej variancnej
matice. Ich hodnoty su

) 101554  —65021 0
Dy = | —65021 56823,2 —4806,35
0  —4806,35 242194

101554 —65021 0

Dy = | —65021 55869,4 0
0 0 226989

) 25882,7 0 0

Dy = 0 14239,2 0
0 0 22698.9

Mame vsetky potrebné hodnoty k vypoctu deviancii
dev(M) = N[Tx(SD) — log(det(SD)) — k.
Hodnoty pre kazdy graficky model st
dev1=0,606

devy=17,349
dev3=149,519.

Kriticky obor testu zhody grafického modelu M s grafom s h chybajicimi hranami
s datami ma tvar
dev(M) > xi(1 — a).

Z tabulkovej ¢asti knihy Likes, J., Laga, J. (1978, str. 7) pre kvantily x? rozdelenia
pre 1 az 3 stupne volnosti a pre a = 0,01 mame hodnoty v tabulke [3.2]
Na zéklade tychto hodnot mozeme usidit, Ze vyhovujice grafické modely pre nase
data si graf s jednou chybajicou hranou a graf s dvomi chybajicimi hranami,
pretoze

dev; < X7

devy < X3

27



Stupne volnosti a

h=1 6,63
h=2 9,21
h=3 11,34

Tabulka 3.2: Kvantily x? rozdelenia pre h = 1,2,3 stupne volnosti pri a = 0,01

¢o znamena, ze nezamietame zhodu modelu M s grafom G s datami. Z toho
vyplyva, ze burzové indexy DJI a FTSE pre graf s jednou chybajicou hranou su
podmienene nezavislé pri pevnom indexe IXIC a pre graf s dvomi chybajicimi
hranami plati, ze indexy DJI a FTSE st podmienene nezavislé pri pevnom in-
dexe IXIC a zaroven indexy IXIC a FTSE st podmienene nezavislé pri pevnom
indexe DJI. Pretoze netestujeme zhodu modelu s grafom G' s datami pre vsetkych
7 moznych grafov, ale len pre vybranych zistupcov, nemoézeme tvrdit, Ze sme
ziskali jediné mozné vyhovujice grafické modely pre nase data.

O spravnosti ziskanych zaverov sa este presvedéime testom nulovosti parcialnych
korelacnych koeficientov, ktory je popisany v kapitole 2.4.1 Pre vypocet budeme
potrebovat vyberovi varianéni maticu, ktora je

0,0000386358 0,0000449645 0,0000104601
S = 0,0000449645 0,0000702288 0,0000139369
0,0000104601 0,0000139369  0,000044055

Vypocitame S~!, ktord je odhadom inverznej varianénej matice D. T4to matica
je rovna
102148  —64646,4 —3802,08
St = | —64646,4 561058 —2400,13
—3802,08 —2400,13 24360,9

Na maticu S~! prevedieme operdciu skélovanie, oznac¢ime ju S;.'. Dostaneme, Ze

1 —0,853937 —0,0762183
St= —0,853937 1 —0,0649207
—0,0762183 —0,0649207 1

Mimo jednotkovi diagondlu sme dostali odhadnuté zaporne vzaté parcialne ko-
relacné koeficienty velicin X; a X; (i # j) pri pevnych hodnotach ostatnych
zloziek vektora X. Dalej postupne vypoéitame testové statistiky s vyuzitim jed-
notlivych odhadnutych parcidlnych korelaénych koeficientov.

Ty = — 1 XXelXs N9 - 16,3277
\/1 - (TX17X2|X3)2

Ty = 22N /N 2 =0,647319
\/1 - (TX27X3|X1 )

Ty = XuXalXe VN — k2 = 0,760575.
\/1 - (TX17X3|X2)

7 kapitoly 2.4.1 vieme, ze hypotézu H, zamietame v prospech alternativy H;
na hladine o vtedy, ked’

(6]
|T| > tN_k_g(l — 5)
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Z tabulkovej casti knihy |Likes, J., Laga, J. (1978, str. 16) mame, Ze kvantil ¢
rozdelenia o N — k — 2 = 99 stupiioch volnosti pri hladine o = 0,01 m4 hodnotu
2,62. 7Z toho nam plynie zhodny zaver ako pri teste grafického modelu s datami,
ze indexy DJI a FTSE st podmienene nezavislé pri pevnom indexe IXIC a indexy
IXIC a FTSE st podmienene nezavislé pri pevnom indexe DJI.
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Zaver

Cielom tejto prace bolo poskytnit §iroky teoreticky podklad pre jednu
z moznosti analyzy vztahov medzi veli¢inami. Jednalo sa 0 menej zndmu a pouzivani
metédu medzi finanénymi analytikmi, testovanie vzajomnych suvislosti nahodnych
veli¢in principom zhody grafickych modelov s testovanymi dédtami. O spravnosti
fungovania tohto testu, sme sa pokusili i dalsfm moZnym sposobom, a to tes-
tom nulovosti parcidlnych korelaé¢nych koeficientov. Videli sme, ze oba pristupy,
ktoré sme previedli na redalnych finanénych datach z oblasti svetovych burzovych
indexov, ndm poskytli zhodné vysledky. Prdve preto by mohli byt oba principy
testovania dat viac pouzivané, a tak nahradit vSeobecne zndme a velmi ¢asto
vyuzivané metédy zalozené na linearnej regresii.
Testovanie dat sposobom zhody grafickych modelov nam poskytlo informacie
o podmienenych nezavislostiach ndhodnych veli¢in, ¢o je uzitoény fakt a moze
byt ndpomocny pri realizovani lepsich hospodarskych vysledkov v ekonomickom
a financ¢nom svete.
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