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Uvod

,Nedefinugi ¢as, prostor, misto a pohyb, jezto jde o véci vsem dobre zndmé. Musim
pouze konstatovat, Ze neucent lidé si nepredstavuji tyto veliciny jinak neZ v jejich
vztahu k smyslovym objektum. A z toho pochdzeji jisté predsudky . .. “

Isaac Newton

Fyzika je neustalym bojem clovéka o popis piirody. Z tohoto pohledu dala
klasickd mechanika v zacatku svého vyvoje mnoho — nejen moznost vyslovovat o
chovani prirody rizna tvrzeni, ale i moznost jistym zptsobem interpretovat tato
tvrzeni.

Jiz ptred zacatkem minulého stoleti se vSak zacala objevovat omezeni platnosti
tvrzeni vyvozenych z klasické mechaniky a problémy s interpretacemi novych po-
znatkl - konec¢né rychlosti svétla ve vSech inercidlnich soustavach a s ni spojeny
problém naslednosti ¢i soucasnosti nesoumistnych déju a interference jednotlivé
castice, ktera mohla vzniknout jen interferenci se sebou samotnou. Novy myslen-
kovy pristup tak vyzadovaly obé dvé nové se vyvijejici teorie - teorie relativity i
kvantova teorie.

V klasické mechanice mtizeme z Newtonovych zakont o télese z pohledu zvo-
lené inercialni soustavy v urcitém cCase zjistit jeho polohu 7" a rychlost ¢. V tomtéz
okamziku z pohledu stejné soustavy nemiize mit téleso jiz zadnou jinou polohu ani
rychlost. Pokud naopak o télese prohlasime, Ze nemé danou polohu 7" a rychlost
v, pak mize mit jakoukoliv jinou polohu a rychlost z mnoziny, ktera je doplitkem
k témto hodnotam. O kazdém takovém a podobném vyroku tak mizeme fici, zda
pravdou je, nebo neni, a prisoudit mu tak jednoznac¢nou pravdivostni hodnotu.
Vzdy platny vyrok pro nas bude mit hodnotu 1 a vzdy neplatny hodnotu 0l
Pokud chceme vyrok s opac¢nou pravdivostni hodnotou, budeme vybirat vyrok
z doplinkové mnoziny. Timto zptisobem miizeme s vyroky, které vytvorime v ram-
ci klasické mechaniky, pracovat jako v klasickém vyrokovém poctu.

Klasicky vyrokovy pocet (vice viz [I]) je vlastné abstraktni jazyk, ktery mi-
zeme vybudovat z neomezené mnoziny atomickych (zakladnich) vyrokt pomoci
nékolika binarnich operaci (A, V, —) a jedné unarni operace (') pisobicich na
téchto vyrocich. V jeho obvyklé interpretaci (sémantice) rovnéz vyuzivame hod-
notu 1 pro pravdivy vyrok a hodnotu 0 pro nepravdivy. Dale je nutné urcit
pravidla vyhodnoceni operaci. Naptiklad pfisoudime vyroku z’ hodnotu 1 praveé
tehdy, kdyz mé vyrok z hodnotu 0, vyroku x A y prisoudime hodnotu 1 pravé
tehdy, kdyz maji oba vyroky x a y hodnotu 1, a obdobné i pro zbyvajici operace.

Vsimnéme si, Ze v tomto jazyce mizeme vytvorfit dva (syntakticky) rtizné
vyroky, které pti stejném ohodnoceni zadkladnich podvyrokd maji stejné pravdi-
vostni hodnoty. Jako piiklad uvedme tyto dva vyroky

(xAy)V(xA2)

vvvvv

»INikdy jsem nebyla na Meésici.“ V matematice naopak pro vyjadieni zadporu musime vyuzit
pravé lichy podet negaci. Aby nevznikala nedorozumnéni, budu se drzet ,matematické“ verze a
pro vyjadfeni zaporu pouzivat pouze jednu negaci.



zA(yVz)

Z hlediska interpretaci tedy v klasickém vyrokové poctu plati ekvivalence
(xAy)V(xAz)ezA(yV2)

Poznamenejme, 7ze v klasickém vyrokovém poctu jsou tyto dva vyroky ekvi-
valentni i z hlediska vyplyvani, jez se formuluje pomoci syntaxe.

Kvantovou mechaniku miizeme vici klasické vymezit diky ctyfem jevim —
vlnové-korpuskularnimu dualismu, principu neurcitosti, kvantovani urc¢itych veli-
¢in a provazanosti stavi. Jiz v téchto svych zakladnich principech obsahuje prv-
ky, které neumoznuji aplikovat stejnym zptisobem klasicky vyrokovy pocet. Jako
asi nejnazornéjsi se v tomto jevi vlnové-korpuskularni dualismus pfi interferenci
v dvojstérbinovém experimentu.

Ptedstavme si rovinné stinitko (dle [2]), pfed nimz je v uréité vzdalenosti po-
stavena neprostupnd prekazka s urc¢itym mnozstvim velmi malych stérbin. Nej-
prve provedme ,¢asticovy“ experiment.

Budeme proti prekazce smérem ke stinitku posilat dostatecné malé objekty
(pro jednoduchost si predstavujme napiiklad kulicky) a sledovat ¢etnost dopa-
di na jednotlivd mista stinitka. Méjme nejprve pouze jednu stérbinu. V tomto
pripadé nam na stinitko budou dopadat kulicky s jistym pravdépodobnostnim
rozlozenim, které je v roviné kolmé na stinitko a prochézejici stérbinou velmi
podobné Gaussové rozlozeni. Pokud nyni pfidame do prekazky druhou stérbinu
blizko prvni, objevi se nam na stinitku vzorec odpovidajici souc¢tu pravdépodob-
nostnich rozlozeni od obou stérbin.

Nyni provedme ,,vlnovou® variantu tohoto experimentu. Proti pfekazce bude-
me tentokrat posilat vinéni. To projde v misté stérbiny, kde se pozméni na vinéni
se sférickymi vinoplochami, se stejnou frekvenci. Pokud budeme mit opét pouze
jednu stérbinu, pak se nam na stinitku objevi podobné rozlozeni, jako v pred-
chozim pripadé. Po pridani druhé stérbiny se vSak pravdépodobnostni rozlozeni
zméni. V misté, kde bude mit kazda z ptichazejicich vin od obou $térbin opa¢nou
fazi, zaznamename minimum a v misté, kde se setkaji se stejnou fazi, naopak
maximum.

O elektronech zname jejich klidovou hmotnost, jejich naboj, spin, a proto
je v jistém smyslu prirozené pokladat elektrony za klasicky objekt z hlediska
dvojstérbinového experimentu. Pokud budeme vysilat jednotlivé elektrony proti
prekazce s jedinou stérbinou, ziskame stejné rozlozeni jako pro klasické castice.
Jelikoz mtzeme zmensit inteznitu zdroje dostatecné, je dokonce mozné sledovat
postupné pribyvajici stopy po dopadu jednotlivych elektront. To vSe nas presvéd-
¢uje o spravnosti klasického pohledu na elektron.

Nechame-li vSak elektrontim moznost prochézet dvéma stérbinami, jejich cho-
vani se podstatné zméni. I pri nizké intenzité, kdy bude prochézet celou drahou
vzdy pouze samostatny elektron, se nam postupem casu zacnou na stinitku obje-
vovat stejné interferen¢ni obrazce jako v pripadé postupujiciho vinéni. Elektron
jsme vysilali jako klasicky objekt a detekujeme ho na stinitku jako klasicky objekt,
ale jeho chovéni pti prichodu stérbinami neodpovida klasickym objektiim.

Mizeme tedy fici, ze zjistime, jak vypada prichod elektronu skrz stérbiny
tak, ze v blizkosti kazdé z nich postavime detektor, ktery nam fekne, kterou ze
stérbin elektron prochazel. Jakmile to vsak udélame, nas interferencni obrazec



opét zmizi, a to i presto, zZe maji elektrony stale na vybér. Nemizeme tedy roz-
hodnout, kteréa ze stérbin je ta ,spravna“, pokud nenarusime experiment. Vyrok
yelektron prochazel jednou ze stérbin“ je pravdivy, vyrok ,elektron neprochazel
ani jednou ze Stérbin“ je nepravdivy, ale vyrokim ,elektron prochazel stérbinou
1* a ,elektron prochazel stérbinou 2 nemiizeme prisoudit zadnou z dosud urce-
nych pravdivostnich hodnot.

Dalsim ptikladem ukazujicim nutnost vyuzit jiny typ logiky vychazi z principu
neurcitosti.

Predstavme si povrch, na kterém se nachazeji dveé kvantové tecky. Kvantova
tecka je seskupeni nékolika atomil na povrchu néjakého vzorku. Modulaci tvaru
tecky, jeji velikosti a jeji rozdilné vodivosti viic¢i okolnimu vzorku mizeme vytvorit
objekt, ktery oproti svému okoli velmi snadno vaze elektrony. Pozici elektronu,
ktery se nam takto ,chyti do pasti“, mizeme snadno zjistit pomoci pozice a
rozmértu tecky. V piipadé dvou kvantovych tecek ale miize nastat situace, kdy se
chyti do obou zaroven a nastane takzvana superpozice obou stavi. Elektron se
tak bude z ¢asti nachazet v obou teckach a jeho pozice bude dana pozicemi obou
tecek.

Nyni méjme vedle sebe dvé takovéto tecky a elektron, ktery je v nich chycen
tak, ze vime velmi pfesné jeho hybnost. Predstavme si, ze se nam povede urcit jeho
hybnost dokonce tak pfesné, ze v pripadé zachyceni do jediné kvantové tecky by
elektron nemohl splnovat Heisenbergovu relaci neurcitosti, ale v ptipadé zachyceni

Reknéme, Ze vyrok = bude obsahovat informaci o velikosti a stfedni kvadra-
tické odchylce hybnosti elektronu, vyrok y bude obsahovat informaci o velikosti
a stfedni kvadratické odchylce polohy elektronu, pokud se nachazi v prvni kvan-
tové tecce, a vyrok z bude obsahovat informaci o velikosti a stfedni kvadratické
odchylce polohy elektronu, pokud se nachazi v druhé kvantové tecce.

Tak, jak jsme systém vytvareli, vytvorili jsme rovnéz podminky, za nichz z Ay
a x A z jsou nepravdivé vyroky, reprezentujici nesplnéni relace neurcitosti, tedy
jim mizeme prisoudit hodnotu 0. Ale jelikoz je poloha déana superpozici obou
moznych stavi reprezentovanych zde tvrzenim y V z, ;mize byt vyrok x A (y V 2)
jiz pravdivy a my mu musime pfisoudit hodnotu 1. Oproti klasickému vyrokovému
poctu tak

(xAy)V(xAz)LzA(yV2)

I pres tyto dvé ukazky, které potvrdily, ze samotny klasicky vyrokovy pocet se
nehodi pro kvantovou mechaniku, se nabizi otazka, zda mtizeme vytvorit néjakou
strukturu, z které bychom rovnéz mohli vyvozovat ,,pravdivost” ¢i ,nepravdivost®
tvrzeni.

Jednim z mala koncepti, které kvantova mechanika sdili s klasickou, je kon-
cept fazového prostoru (viz [3]). Ve fazovém prostoru klasické mechaniky je stav
kazdého systému neustale svazan s urc¢itym bodem ve fazovém prostoru. Ten je
matematicky popsatelny a reprezentuje stav zjistitelny z tzv. maximalniho pozo-
rovani. Bod tak odpovida zméfeni 2n proménnych odpovidajicich n proménnym
polohovych a n proménnym pohybovych souradnic.

Zatimco v klasické mechanice je maximalni pozorovani totozné s maximalnim
moznym pozorovanim, v kvantové mechanice nejsme vzdy schopni urcit vsechny
vlastnosti v dtsledku principu neurcitosti. Pro kvantové systémy je tak presné



urceni bodu ve fazovém prostoru nedosazitelné. Je ale mozné vytvorit ,analogic-
ky“ formalismus, kdy jsou jednotlivé stavy systému popsany vlnovymi funkcemi,
prvky néjakého Hilbertova prostoru. Pozorovatelné veliciny pak odpovidaji her-
mitovskym operatortim.

Oznacme si tedy soucasné pozorovatelné veli¢iny oy, ao, . .. a,. Vime, ze v Hil-
bertové prostoru existuje mnozina navzajem ortogonalnich uzavienych linedrnich
podprostorii ; odpovidajicich tfidam vlastnich funkei fi. Kazdy bod (funkce) f
Hilbertova prostoru tak muze byt jednoznacné zapsan jako linedrni kombinace

f:ZCifi, i€y, a€eC

Matematickou reprezentaci podmnoziny S pozorovatelnych veli¢in (urcenych
soucasné méritelnymi aq, s, ...a,), tak budeme rozumét mnozinu vsech bodu
f Hilbertova prostoru, urc¢enou splnénim podminek

ar (fr) = Mfk
a (fr) = Xafk

kde (A1, Ag,... \,) € S. Z toho nam vyplyva, Ze kazda matematicka reprezentace
jakéhokoli experimentéalniho tvrzeni je uzavieny linedrni podprostor Hilbertova
prostoru. Dale, jelikoz jsou operatory pozorovatelnych veli¢in v kvantové mecha-
nice hermitovské, je matematicka reprezentace negace tvrzeni o jakémkoli vyro-
ku ortogonalnim dopliikem této reprezentace. Rovnéz vidime ekvivalenci tvrzeni
,matematicka reprezentace P je podmnozinou matematické reprezentace QQ“,, pro
jakykoliv statisticky soubor systému je pravdépodobnost P nejvyse rovna prav-
dépodobnosti Q“ a ,,P implikuje Q“.

S operatory tak muzeme zachazet obdobné jako s linedrnimi podprostory pri
souctu, direktnim soucinu ¢i ortogonalnim doplinku a dle G. Birkhofta a J. von
Neumanna tak systém fyzikalnich vlastnosti systému umoznuje operace podobné
operacim logického poc¢tu. Operaci implikace mizeme pojmout jako zptisob Cas-
teéného usporadani, coz nabidl i G. Mackey ve svém VII. Axiomu (viz [4]), kde
mnoziny vSech moznych tvrzeni o systému, izomorfné priradil k ¢astecné uspora-
danym mnozinam, se kterymi budeme pracovat i my, a na nichz budeme budovat
kvantovou logiku - jako operace se svazem.

V prvni kapitole se tak sezndmime s vlastnostmi svazi (pfi¢emz vychazime
z [3] a [4]). UkdZzeme, Ze Heisenbergové principu neurcitosti dobfe odpovida ne-
splnéni distributivnich zakont a nekomutativité fyzikalni méfeni pak nesplnéni
modularni podminky. Ukazeme, jaké podminky musime klast na dimenzi Hilber-
tova prostoru, pokud chceme z mnoziny vSech jeho (uzavienych) podprostort
vytvorit modularni ¢i distributivni svaz.

V druhé kapitole pfiddme k svazu novou operaci - negaci. Jak jsme vidéli,
je nutné zde nahradit koncept negace vyroku z klasické mechaniky, kde hledame
negaci vyroku v dopliikové mnoziné. V kvantové mechanice musime hledat negaci
vyroku, chapaného jako vektor v Hilbertové prostoru, v ortogonalnim dopliku



k tomuto vektoru v Hilbertové prostoru. Tato operace nam pak umozni podminku
modularity nahrazovat slabsi podminkou ortomodularity.

V treti kapitole pak pfevedeme tento pohled do ,feci projektivnich prosto-
ri“. Jelikoz projektivni prostory miizeme vytvatet projektivizaci vektororovych
prostori i axiomaticky, ukazeme si nejprve, jak spolu tato dvé zavedeni souvisi
pomoci Veblenovy-Youngovy véty. Za tucelem zavedeni operace negace z kvanto-
vé logiky zavedeme operaci involuce. Pomoci ni zavedeme déle skalarni soucin
a vlastnost ,ortogonality v projektivnich prostorech. Tyto posledné jmenova-
né struktury vyuzijeme prti formulaci a dikazu jedné implikace Birkhoffovy-von
Neumannovy véty z [3].



1. Svazy

1.1 Zakladni vlastnosti svazu

Definice 1.1.1. Cdstecné usporddand mnoZina je kazdé mnozina X, na které je
zavedena binarni operace <, kterd pro vSechny prvky z, y, z € X spliuje

r<uw (1.1)
Pokud x <yay<uz, pakx=y (1.2)
Pokud z <yay <z pakz <z (1.3)

Poznamka 1.1.2. Vlastnost (I[LT]) oznac¢ujeme jako reflexivitu, (L2) jako antisy-
metrii a (L3) jako tranzitivitu. C4steénd uspotadané mnozina se anlicky oznacuje
jako ,,poset”.

Poznamka 1.1.3. Pokud = < y a zaroven x # y, pak pisSeme x < y. Pro z <y
miiZzeme vyuzit alternativniho zapisu y > z.

Pro lepsi predstavu o konecnych c¢astecné usporadanych mnozinach mizeme
vytvofit tzv. Hassetv diagram (viz [[1). Zde je kazdy prvek z mnoziny reprezen-
tovan kruhem. Pokud je prvek y vétsi nez prvek x, pak umistime y nad z. Pokud
neexistuje zadny prvek z takovy, ze z < z < y, spojime x a y ,hranou”.

GO

Diagram délitelnosti
Obrazek 1.1: Hasseovy diagramy ¢astecné usporadanych mnozin

@

na mnozme
{2,3,4,6,8,9, 18}

Definice 1.1.4. Univerzdalnimi hranicem: Castecné usporadané mnoziny X na-
zveme takové dva prvky O, € X, pro které pokud existuji, plati pro vSechna
reX

O<uz (1.4)

x <1 (1.5)

Prvek O tedy oznacuje nejmensi prvek X a prvek I nejvétsi prvek X. Pokud by
existovaly dva takové prvky O, O splitujici (I4), pak dle (L2) O = O. Obdobné
pro I.

Poznamka 1.1.5. Céstecné usporadand mnozina {2,3,4,6,8,9,18} s operaci <
jako délitelnosti, jejiz Hassetv diagram je na[l.Il neméa ani nejvétsi ani nejmensi
prvek. Césteéné usporddand mnozina, ktera by méla nejvétsi a nejmensi prvek,
by musela byt tvofena na mnoziné {2,4, 8} nebo na mnoziné {3,6,9, 18}.
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Poznamka 1.1.6. JelikoZ jsme motivovani hledanim vhodné struktury pro kvan-
tovou logiku, budeme tyto hranice déle znacit jako O =0 a I =1 a o 0 uvazovat
jako o vzdy nepravdivém vyroku a 1 jako o vzdy pravdivém vyroku.

Definice 1.1.7. Svaz je Castecné usporadand mnozina L takova, Ze pro kazdé
dva prvky =, y € L existuje pravé jedna nejvétsi dolni zavora inf{z,y} v L a
pravé jedna nejmensi horni zévora sup{z,y} v L.

Tyto prvky budeme dale znacit

r Ay = inf{z,y} (1.6)

x Vy =sup{z,y} (1.7)

Pokud pro vSechny podmnoziny D C L existuji jejich univerzalni hranice
inf{D} € D asup{D} € D, pak se L nazyva uzavieny svaz.

Poznamka 1.1.8. Budeme fikat, Ze svaz L obsahuje podsvaz L', jestlize L' je
podmnozina mnoziny L a tvoii svaz dle definice [LT.7

Poznamka 1.1.9. Pokud z,y € L odpovidaji dvéma pozorovatelnym fyzikalnim
veli¢inam, pak i xAy a xVy odpovidaji pozorovatelnym fyzikalnim veli¢inam. Tyto
dva prvky by tak mély byt rovnéz obsazeny v L. Pti hledani vhodné struktury
pro kvantovou logiku, se tak budeme nadale zabyvat pouze uzavienymi svazy.

Jak si miizeme nyni vSimnout, jsou ¢astecné usporadané mnoziny na obrazku
LT oznadené jako Nj a 22 svazy, zatimco Ps neni svaz, jelikoz pro prvky z a y jsme
schopni najit dva rtizné prvky odpovidajici jejich dolni univerzalni hranici (prvky
z a w). Navic jsme schopni pro prvky z a w najit i dva rtzné prvky odpovidajici
jejich horni univerzéalni hranici (prvky z a y).

-+

Obrazek 1.2: Hasseovy diagramy svazl

Priklad 1.1.10. Nékolik priklada svazi

1. Klasicky vyrokovy pocet (déle jiz jen KVP) pracujici pouze se dvéma prav-
divostnimi hodnotami miize byt reprezentovan prvnim svazem na obrazku
Vidime, Ze operaci uspofadani (0 < 1) zde odpovida operace implikace
0=1).



2. M&mé mnozinu M a mnozinu vech jejich podmnozin ozna¢me 2. Spolu
s operaci inkluze (C) pak 2M tvoi{ svaz, kdy infimum mnoZiny A mno#in
A; splnuje

infA = ﬂ A;
(2

a jeji supremum je

supA = U A,

Univerzalnimi hranicemi pak jsou O =0 a [ = M.

3. Nechf nad komutativnim t&leseml] K je vybudovan vektorovy prostor K" a
L(K™) ozna¢uje mnozinu vSech podprostorii prostoru K”. Linedrnim obalem
mnoziny A ozna¢me prinik vSech podprostort obsahujicich A, neboli

Lind = n{V e L(K"): AC V}.

Potom definujice VAW =V W aVVvW = Lin(VUW) se mnozina
L(K™) s operaci ,<* definovanou jako ,C“ svaz. Univerzalnimi hranicemi
jsou O = {0} a I = K". Velmi schematicky obrazek tohoto pfipadu miizeme
vidét na druhém svazu na obrazku [L.2L

4. Kvantové mechanicky systém, ktery miize nabyvat pouze dvou hodnot a mu-
ze byt i v jejich libovolné kvantové superpozici, navyzame qubitE Takovyto
fyzikalni systém mtze byt realizovan napiiklad pomoci excitace elektronu,
polarizaci fotonu ¢i spinem castice. Samostatny takovy qubit pfed mére-
nim muzeme reprezentovat tfetim svazem na obrazku[L.2l Prvek 0 oznacuje
vyrok ,¢astice nebude po méfeni v zadném ze stavi®, prvek |—) oznacuje
naptiklad vyrok ,¢astice bude mit z-ovou slozku spinu —A/2“, |[+) oznacuje
vyrok ,castice bude mit z-ovou slozku spinu +4/2“ a prvek 1 oznacuje vy-
rok ,,castice bude v néjakém stavu* B Operaci ,,<* pak odpovida porovnani
pravdépodobnosti, ze dany stav bude zméfenﬁ

Na tento fyzikalni systém se muzeme nahlizet i z hlediska mnohasvétové
interpretace. Ta kazdému vyroku pritadi mnozinu svéti, ve kterém je tento
vyrok pravdivy (po uskuteénéni méfeni). Probéhlo-li méfeni a my zjistili
stav systému |—), pak prvku 0 miZzeme pfifadit tvrzeni ,pravda v zddném
svéte“, prvku |—) muzeme pfifadit ,pravda v nasem skutetném svété®,
prvku |+) tvrzeni ,pravda v alternativnim svété“ a prvku 1 tvrzeni ,pravda
v néjakém svéte“. Tento pristup tak odpovida ¢tyrhodnotové modalni logice,
kdy do klasického vyrokového poc¢tu pridame operatory nutnosti a moznosti
(vice o modélni logice viz [1]).

Wice v kapitole Projektivni geometrie.

2 Zatimco matematicky principem superpozice rozumime linedrni kombinaci s konstan-
tami a, b, zde musime chapat princip superpozice kvantové, tedy s dodatecnou podminkou
lal> + b =1

3Tento stav tedy miZeme zapsat ve tvaru a |—) + b |+).

4Napiiklad pravdépodobnost zméfeni stavu |+) je |b|?. Tuto hodnotu ale nejsme schopni
zjistit. Méfenim mizeme dostat vzdy pouze hodnotu |—) nebo [+).



Definice 1.1.11. Morfismus svazu je zobrazeni
o: (LA V<) = (LN, V<)
takové, ze pro vSechny prvky z, y € L plati

Pokud = <y, pak ¢ (z) < ¢ (y) (1.8)
)

pAy)=p@)ANp(y (1.9)
pxVy) =p@)Ve(y) (1.10)

Lemma 1.1.12. Svaz systému podmnozin 2M pro | M| = 1 (pocet prvkt mnoZiny
M je 1) je izomorfni s KVP a pro |M| = 2 je izomorfni se svazem pro spinové
stavy samostatného qubitu (viz ptiklad [LTI0).

Diikaz: Jelikoz je pocet prvki v téchto svazech koneény a pomérné maly, mtizeme
dtikaz provést primo vyctem tim, ze prevedeme jednotlivé prvky pomoci zobrazeni

©.
Pro |M| =1 ztotoznime 0 z KVP s ) z 2" a 1 2 KVP s M 7 2M.

Pro |M| = 2, kde prvky M oznac¢ime jako a, b, ztotoznime prvek 0 ze stavi
qubitu s ) z 2¥, |-) s mnozinou {a}, |+) s mnozinou {b} a prvek 1 s mnoZinou

{a, b}.

Jak vidime, odpovidaji uvedena ztotoznéni definici [LT.1Tl

Pro dalsi snazsi praci se svazy nyni ukazeme nékolik jejich vlastnosti.
Véta 1.1.13. Svaz (L, A, V, <) spliluje nasledujici vlastnosti.

Idempotence x Nz =x, tVxr==x 1.11

(1.11)

Komutativita x Ny=yAx, cVy=yVz (1.12)
Asociativita x AN(yANz)=(@xAy)ANz, zV(yVz)=(xVy)Vz (1.13)
Kontrakce xAN(xVy)=zV(xAy)==c (1.14)
Konzistence x <y rxANy=rz<xVy=y (1.15)

Diikaz: Vlastnosti idempotence a komutativity piimo vyplyvaji ze zavedeni svazu
v definici [LI.7l Asociativita vyplyva ze vztahu z A (y A z) = inf{x,{y, z}} =
inf{z,y, 2} = inf{{z,y}, 2} = (r Ay) A z a obdobného vztahu pro z V (y V z) =
sup{z,y, z}. Rovnéz snadno nahlédneme, ze z x < y plyne z A y = z, a obdobné
naopak. Dale z x < y plyne z V y = y a naopak taktéz, coz dokazuje konzistenci.

Pro diikaz kontrakce nejprve predpokladejme piipad z < y (z konzistence pak
vime z <y rxAy=x< xVy=y). Vztah (LI4) se ndm tak zjednodussi na
tvrzeni

zA(xzVy) =zV(rAy)=xzcéhozzNy=xVzr=ur,

coz je opét z konzistence pravda.
A obdobné pfipad y <z (& 2 Ay =y < xVy = x) nam nejprve zjednodusi

vztah (LI4]) na
zA(xVy)=xzV(xAy)=xzlhozzNr=xVy=nuz,

coz jak vidime, opét plati. Pro obé moznosti tedy vztah (I.14]) plati.
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g

Poznamka 1.1.14. Z véty [LT.13] vidime déle tyto dvé vlastnosti, které budeme
dale nazyvat spojeni.
r<y, r<z=ax<yAz (1.16)

y<z, z<z=yVz<a (1.17)

Ukéazeme si dikaz pouze pro (L.I6]), nebot pro (ILIT) je obdobny.
Z predpokladi (LI6) a (LI5) vidime

TANYy=x, TNz2=2x
Pomoci (LI3]) mizeme upravovat
cAyAz)=(@AyYANz=xANz=(xA2)ANz=axN(zANz)=cNz=21

To nam z (LI5]) dava
< yAz
Véta 1.1.15. Svaz (L, A, V, <) spliiuje pro vSechny své prvky z,y,z € L tzv.

distributioni nerovnosts

A(yV2)
xV(yAz)

(xAy)V(zAz2) (1.18)
(xVy)A(xV2) (1.19)

a pro x < z tzv. moduldrni nerovnost

IN 1V
>

eV (yNz)<(zVy Az (1.20)

Diikaz: Pro dikaz modularni nerovnosti vyjdeme ze vztahu konzistence. Diky
nému vime, ze vzdy plati * < z V y (pokud = < y, pak x Vy = y, a pokud
x >y, pak x Vy = x > x). Spojenim s podminkou z < z a znovu aplikovanim
konzistence ziskavame z < (z V y) A z. Ze vztahu konzistence dale vime, ze vzdy
plati y A z <y < xVy (pokud y < z, pak y A z = y < y, piipadné y > z pak
y Az =z <y, kde nyni miizeme vyuzit obdobné y < xV y). Jelikoz je y < z V y,
plati y A z < (2 V y) A z. Jestlize jsou oba prvky x a (y A z) mensi nebo rovny
(x Vy) A z, vidime, ze
zV(yANz)<(zVy Az

Pro diikkaz distributivni nerovnosti vyuzijeme jiz ziskanych poznatki. Vime,
zeplati x Ay <z, 2 Ay <y < yV z Odkud ziskdvame z Ay < z A (y V 2).
Obdobné z poznatkit z Az <z, x Az < 2z <y V z ziskavaime x A z < z A (y V 2).
JelikoZ je x Ay 1 x A z mensi nez x A (y V z), ziskdavame vysledné

(xAy)V(eAz)<zA(yV=2)

Obdobné se dokéze i druha distributivni nerovnost.

Dle véty (LII5H) mizeme svazy dale rozdélit.
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Definice 1.1.16. Svaz (L, A, V, <) nazyvame moduldrni, pokud pro vSechny své
prvky z,y,x € L spliuje

Pokud z < z, pak x V (yAz) = (zVy) Az (1.21)

Definice 1.1.17. Svaz (L, A, V, <) nazyvame distributivni, pokud pro vSechny
své prvky x,y,z € L spliuje

zA(yVz)=(xAy)V(zAz) (1.22)

Poznamka 1.1.18. V tvodu jsme zminovali pfipad z kvantové mechaniky, ktery
ukazoval, ze tato rovnost nemusi byt splnéna v dtsledku Heisenbergovych relaci
neurcitosti. Dalsim pfikladem z kvantové mechaniky, ktery ukazuje poruseni této
rovnosti mizeme najit v [3].

Uvazujme vlastnosti vlnové funkce v prostoru, ktery mame rozdélen na dva
poloprostory rovinou ¢. Prvek y € L bude oznacovat vSechny vinové funkce
splnujici ,,vinova funkce je nenulovd pouze na prvnim poloprostoru®, prvek z
vlnové funkce splnujici ,,vlnova funkce je nenulovéa pouze na druhém poloprostoru*
a prvek z ,,vinova funkce je symetrickd vici roviné ¢“. Pak vidime

rA(yVz)=1

Avsak
(xANy)V(zAz)=0

Véta 1.1.19. Vztah (L22) je ekvivalentni se vztahem
zV(yANz)=(xVy A(zV=z) (1.23)

Neboli pokud plati vztah (L22]), pak plati i vztah ([.23]), a naopak.

Diikaz: Vyjdéme z levé strany (L23]) a postupné upravujme.

Kontrakei (L.I4) zV(yANz)=lzV(ezAy)]V(yAz)
Asociativitou (LI3]) V(@AY |VyAz)=xV[(xAy)V(yAz)
Distributivitou (I.22l) zV[(zAy)V(yANz)]=xzVyA(zVz)
Kontrakei (L.I4) zVyA(@Vz))=[xA(xV2)]VyA(xVz)
Distributivitou (L.22)) [EA(xV2)|VIiyA(xzVvz)]=(zVz)A(xVy),

¢imz jsme ekvivalenci dokézali.
OJ

Nejjednodussi svaz, ktery neni moduldrni, je svaz Ny (viz obrazek [[3]). Pfi
snaze oveérit platnost vztahu (L2I) snadno zjistime, Ze plati pouze nerovnost
(C20). A obdobné nejjednodussimi nedistributivnimi svazy jsou svazy Ny a Ms,
coz rovnéz muzeme snadno ovérit dosazenim jednotlivych prvka do vztahu (L22]).

Véta 1.1.20. Obsahuje-li svaz L podsvaz izomorfni s N5, pak jiz automaticky ne-
ni ani modularni ani distributivni. Obdobné obsahuje-li podsvaz izomorfni s Ms,
pak automaticky neni distributivni.

12



M5
Obrazek 1.3: Nejjednodussi priklady nemodularnich a nedistributivnich svazi

Véta 1.1.21. Svaz podprostort konecné dimenzionalniho vektorového prostoru
je modulérni.

Diikaz: Vime, ze pro vSechny svazy musi platit modularni nerovnost (L20), tedy
budeme dokazovat pouze druhou nerovnost, t;j.

r<z=azVyNz)>(xVy ANz

Méjme tii podprostory U, V, W, kde U C V. Pfipomenme si pfiklad [LT.10]
kde jsme definovali VAW jako VNW a V' vV W ztotoziovali s Lin{V, W'}.

Podprostor Lin{U, W} NV je tvofen prvky, které muzeme vzdy vyjadiit jako
a=b+c,kdeacV,becUaceW.

Jelikoz jsou tyto prostory budovany nad télesem, v némz je sc¢itani abelovska
grupa, existuje v nich prvek inverzni pfi s¢itani k b, prvek —b € U, a tedy

c=—-b+a

Vime, ze prvek a € V a prvek —b € U C V. Tedy i prvek ¢ € V, z ¢ehoz vidime
ceVnw.

Prvek a = b+ ¢ € Lin{U, V N W}. V8echny prvky z Lin{U, W} NV tak jsou
obsazeny v Lin{U,V N W}. Pro U C V tedy plati rovnost

Lin{U,W}NV =Lin{W NV}

Svaz vektorovych podprostori konec¢né dimenzionalniho prostoru je tak modu-
larni.

g

Ptesto by se mohlo zdat, ze lze na L(K") jednoduse vytvofit svaz, ktery ob-
sahuje podsvaz izomorfni s N5 (tedy by svaz na L(K") nemél byt modulérni).

Zjednodusené lze uvazované podprostory tohoto prostoru vidét na obr. [L4l
Primka z je obsazena v roviné z, ¢imz mame splnénu podminku x < z. Primka y
ma s = a z spoleény pouze podprostor {0}.

Ve vztahu pro modularitu svazu (L.2I]) v8ak vyuzivame i prostor x V y, ktery
tak musi byt z definice ve svazu obsazen. ObsazZen je i v tomto pripadé - jedna se
o rovinu z V y. Hassetiv diagram tohoto svazu (viz[[.4)) v8ak neni izomorfni s Ns.

Poznamka 1.1.22. Pfipad ukazany v [[L1.18 o vlastnostech vlnové funkce v pro-
storu odpovida svazu Ms.

13
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Obrazek 1.4: Svaz vektorovych podprostort

1.2 Vlastnosti svazil kvantové logiky

Jak je to vSak s modularitou a distributivitou v kvantové logice? Kvantovou logiku
chceme budovat na Hilbertové prostoru. Jako vyroky chceme brat Hilbertovy
podprostory tohoto prostoru. V nésledujici ¢asti si tak nejprve ujasnime, s ¢im
musime ztotoznovat operace A a V v téchto prostorech, abychom stale pracovali
s Hilbertovymi podprostory. A dale si ukdzeme podminky na Hilbertiv prostor,
aby svaz jeho podprostori byl modularni ¢i distributivni.

Poznamka 1.2.1. Hilbertiv prostor je pro nas uplny separabilni vektorovy pro-
stor se skalarnim soucinem. Uplnosti zde myslime vlastnost, kdy kazda cauchy-
ovska posloupnost ma v tomto prostoru svou limitu vi¢i metrice indukované
skalarnim souc¢inem. Separabilni znamend, ze obsahuje spocetnou hustou pod-
mnozinu, coz je vSak ekvivalnetni s existenci iplného ortonormélni systému (viz

napiiklad [5]).

Lemma 1.2.2. Méjme nekonecné dimenzionalni Hilberttiv prostor H a dva jeho
nekonecné dimenzionalni Hilbertovy podprostory A a B B Mnozina

AeB={a+b|acAbe B} (1.24)

nemusi byt celym Hilbertovym podprostorem H.

Dikaz: Nekonecné dimenzionalni separabilni Hilberttiv prostor mizeme izomort-
né ztotoznit s prostorem

H 20 = {(an)en, | D lanl* < o0, a, € R}
n=0

Pficem? skalarni soucin v [? je dan
o

((a")nENo ) (bn)neNO) = Z anbn

n=0
Podprostory A, B si tak mtizeme zkonstruovat jako

A = {(an)neNO € l2| Aopn = 0}
B = {(bu)nen, € U] bant1 = nbzn}

®Neboli tyto dva prostory jsou oba opét Hilbertovy.
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Z cehoz vidime, ze ANB = 0 (neexistuje zidna takova posloupnost, krom (0),,c, ;
ktera by pattila do A i B).

1
Nyni pfedpokladejme, ze posloupnost (?> € A® B. To znamena, ze
n n€Ng

= Up bn
1 an +

7 konstrukce A vidime

= Qo + b2n - b2n

2n +1
Z toho dostavame dle definice B predpis pro liché cleny posloupnosti (by),cy,
n
boniy = ——
T o+ 1

Avsak tato posloupnost neni z lzﬁ z ¢ehoz vidime A ® B # H a plati tedy pouze
A®BCH.

g

Lemma 1.2.3. Prostor A ® B, kde A, B jsou z dukazu [[L.2.2] obsahuje vSechny
posloupnosti s kone¢nym nosicem.

Diikaz: Pfedstavme si libovolnou posloupnost prvki (f,),cy s konetnym nosi-
¢em. Pokud ji lze vyjadiit pomoci A @ B, pak nutné

fn =a, + bn
Neboli

f2n = a9, + b2n = b2n

font1 = Qont1 + bapg1 = a1 + nbay, = agny1 + nfon

7 toho vidime, ze musi platit

as, = 0

Azn1 = Jfant1 — Nfon
bon = fon

bont1 = nfon

Jelikoz je nosi¢ (f,),cy konecny, jsou takto vyjadiené posloupnosti (an), .y a
(bn),en v 1. Posloupnosti s konednym nosicem jsou tak obsazeny v A & B.

g

6Jelikoz m4 byt suma kvadratt absolutnich hodnot mensi nez +oo, musi i suma kvadrata
lichych ¢lentt byt mensi nez +oo. My vSak vidime, ze

n S|
I ==
nLn§o<2n+1> 170

¢imz je poruSena nutna podminka konvergence fady
7 Tedy s pouze koneénym poétem nenulovych ¢lenti.

15



Lemma 1.2.4. MnoZina posloupnosti s koneénym nosi¢em je husta v prostoru /2.

Diikaz: Mé&me posloupnost (a,),oy € *. Chceme nalézt posloupnost (7,),cy
takovou, kterd pron € M: a, # 0 a pron ¢ M: a, = 0, kde M je konetna

podmnozina N, aproximuje (a,), .y s pfesnosti . Neboli

I (@n)new = (Y )nen I < €

JelikoZ (ap),cy € 12, pak dle Bolzano-Cauchyovy véty pro fady existuje néjaké

ng takové, ze
oo
D an? <e

n=ngo

Zvolme tedy posloupnost (V,),,cy tak, Ze Vn < ng : 9, = an, Y > ng : 7, = 0. Je
tedy

I (@n)nen = (i )nen I < &

Jak vidime, mfizeme se tedy k libovolné posloupnosti z I? piibliZit s libovolnou
presnosti.

0
Shriime pfedchozi lemmata v nasledujici véte.

Véta 1.2.5. Pokud A, B jsou Hilbertovy podprostory prostoru H z dtkazu [1.2.2),
pak A ® B je cely Hilberttv prostor H

Diikaz: V [1.2.2] jsme si ukézali, ze
A®BCH

72123 a[l.2.4 vime, ze A® B obsahuje mnozinu, ktera je husta v H. Taki A® B
je husté v H. Zaroven z predchoziho lemmatu vime, Ze ,zGplnénim“ mnoziny
posloupnosti s koneénym nosic¢em ziskavame H, tedy i zuplnénim A @ B ziskdme
H, neboli

A®B=H

g

Jak tedy plyne z predchozi véty, pokud v kvantové logice (pfislusném svazu)
chceme pracovat s Hilbertovymi podprostory, musime definovat operace V a A
jinak, nez jak jsme to ucinili v tfetim bodé prikladu [L.I.10.

Definice 1.2.6. Operaci ,,v* v Hilbertovych prostorech chidpeme jako ,,&“, ne-
boli

AVB=A3B=A®dB={a+b|lac Abc B} (1.25)
Operaci A v Hilbertovych prostorech chapeme jako N, neboli

ANB=ANB={z|z€ ANz € B} (1.26)
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Modulérni identita (L2I)) tak méa pro Hilbertovské prostory podobu
Ap(BNnC)=(AeB)nC (1.27)

Distributrivni identita (L22) ma pro Hilbertovské prostory podobu
AN(BaC)=(ANnB)® (ANC) (1.28)

Véta 1.2.7. Svaz podprostori Hilbertova prostoru je modularni pravé tehdy,
kdyz je tento Hilberttv prostor konecné dimenzionalni.

Diikaz: Méjme v nekonecné dimenzionalnim Hilbertoveé prostoru H tplnou or-
tonormalni mnozinu vektort (&), oy a tii Hilbertovy podprostory

A = Lin{fgn -+ 1077151 —+ 1072n£2n+1| n e N}
B Lin{§2n| n e N}
C = Lin{AU{&}}

Podprostor A obsahuje vektory
€+ 10716 +10728;, & + 10726 + 1074, & +107°6 +107%,, ...
a podprostor B obsahuje vektory

&2, &4, &6y -

Jejich linearni kombinaci

M = (&on+ 107" +107*"Eo11) — (&20)
tak mtzeme ziskat vektory

m o= 107 +107%&
Ny = 1072 4+ 10745
ns = 1073¢ +107%;

Zacneme-li z téchto vektorti vytvaret nové vektory

2 10M, 1 Y 1~
Umzzl - ZE;(ﬁl-l-lO §2n+1)=§1+E;10 Sont1-
7Z uzavienosti A & B dostaneme, Ze i
lim 0, € A® B (1.29)
m—0o0

1 m
lim o, = lim (fl +— g 10_n§2n+1> = &1,
m—00 m—00 m —
neboft

. T T 1 gen
nll_rgOHUmH < Al_lgo“azlo Eonti]| < nll_lgogzlo [&2n1ll =

ol o1 107t — 10" (mtD) o 1—10m
:iﬂﬁoﬁgw R [ -
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Tedy podprostor Lin{&} C A® B .

Leva strana (L27) tak mé pro podprostory A, B, C hodnotu podprostoru

Lin{fgn +1077& + 10—2n£2n+1| n e N} S (Lln{€2n| n e N} N Lln{A, fl}) =
—Ap0=A=A

zatimco prava strana ma hodnotu podprostoru

<Lin{§2n +1077& + 10727&y,44| n € N} @ Lin{&,| n € N}> NLin{A4,&} D
2 LIH{A, B, 51} N LIH{A, 51} 2 LIH{A, 51} =C

JelikoZ zfejmé A C C, neni splnén vztah (L27) a svaz Hilbertovych podpro-
stortl Hilbertova prostoru tedy neni modulérni.

Svaz podprostort konecné dimenzionalniho Hilbertova prostoru je izomorfni
se svazem linedrnich podprostori vektorového prostoru. O téch jsme si ukazali,
ze jsou modularni ve vété [LT.2T], ¢imz je naSe véta dokdzana.

g

Poznamka 1.2.8. Prostory A, B, C z dukazu[L.2.7tvoii svaz izomorfni se svazem
Ns.
Véta 1.2.9. Hilbertiiv prostor je distributivni pravé tehdy, kdyz je jednodimen-

zionalni.

Diikaz: Ukazme, ze jiz dvoudimenzionalni Hilbertiiv prostor nespliuje distribu-

tivni rovnost (L.28)).

Necht {£,,n = 1,2} je ortonormdlni baze. Pak mizeme uvazovat i t¥i Hilber-
tovy podprostory

A = Lin{&}
B := Lin{&)
C = Lm{fl + 52}

Jak vidime, jsou vSechny tii prostory generovany vektory, které jsou vzdy po dvou
navzajem linearné nezavislé, tedy AN B=ANC = BNC =0. Avsak

Leva strana ([L28)) je tak
AN(B® C) = Lin{&} NLin{¢, &} = Lin{G ) = A

Zatimco prava strana je

(ANB)&(ANC)=0

Jelikoz 0 C A, neni splnéna distributivni rovnost (L28]).
Pouze pro prostor o pouze jedné dimenzi neni mozné takovéto prostory zkon-
struovat, a jak se da snadno ovéfit, platit tam tak distributivni rovnost (L28]).

g

Poznamka 1.2.10. Prostory A, B, C z dikazu [[.2.9 tvoii svaz izomorfni se
svazem M5.
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2. Logiky

Logiku budeme obecné chapat jako svaz, ktery méa univerzalni hranice, s dalsi
pridanou specialni operaci - negaci.

Definice 2.0.11. Slabou negaci nazyvame zobrazeni svazu L s univerzalnim hra-
nicemi 0 a 1

"L — L

xr —

takové, ze pro vSechny prvky z, y € L plati néasledujici vztahy

r < (o) (2.1)
Pokud z <y, pak ¢ < 2 (2.2)
0=1al =0 (2.3)

Objekt (L, ) pak oznacujeme jako fuzzy logiku.
Pokud je slaba negace navic bezespornd, tedy

x Az =0 (2.4)
pak (L)) oznacujeme jako logiku a slabou negaci jako negaci.

Poznamka 2.0.12. Vlastnost (21) se nékdy nazyva jako slaba dvojitd negace,
vlastnost ([2.2)) jako antitonni a vlastnost (23]) jako Booleova hrani¢ni podminka.

Poznamka 2.0.13. Pro zjednoduseni zépisu budeme (2')" obcas znaéit pouze
jako z”.

Véta 2.0.14. Necht svaz L se zobrazenim ' : L — L spliiuje (2.1]). Pak plati (2.2))
pravé tehdy, kdyz plati pro vSechna x,y € L tzv. disjunktivni De Morganovo
pravidlo

ANy =(xVy) (2.5)

Diikaz: Nejprve predpokladejme, Ze plati vztah antitonie (2.2). Pak

Z konzistence (15 r<zVy, y<zVy

Z antitonie (2.2) (zvy) <2, (zvy) <y

Ze spojeni (.10 (xVvy) <2 Ay (2.6)
Z konzistence (L.I5) ANy <2 ANy <o

Z antitonie (2.2)) r<(Z'NY), y< (2 AY)

Ze spojeni (LIT) eVy < (' Ay

Z antitonie (2.2)) (xVy) >2' Ny (2.7)

Spojenim vztaht (2.6) a (2.7) ziskavame
(zVy) =2 Ny
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Nyni predpokladejme naopak platnost disjunktivniho De Morganova pravidla
23). Pro z < y vime z konzistence (L.15)

y=zVy
Z (25) vime
v =@Vvy) =2 Ny
Z konzistence pak vidime ¢ < 2/, tj. antitonie je splnéna.

g

Lemma 2.0.15. Pro svaz L se zobrazenim ' : L — L spliujicim (2.1) a (2.2)
(resp. (23])) plati pro vSechna z,y € L i tzv. slabé konjunktivni De Morganova
pravidlo

2 Vy <(zAy) (2.8)

Diikaz: Vyjdéme z platnosti (2.5]), pak
(V) =2" Ny
Jelikoz x < 2" a y < y” z (2], plati
zAy<a' Ny = vy
O

Jednoduchym piikladem se da ukézat, ze rovnost v (2.8) nemusi nastavat, tj.
konjunktivni De Morganovo neplyne z vlastnosti antitonie ¢i z disjunktivniho De
Morganova pravidla.

Priklad 2.0.16. Mé&jme svaz Ms viz obr. a zavedme na ném operaci negace

x‘Oabcl
x"lcOaO

Obréazek 2.1: Svaz logiky, v niz existuji prvky, jez nesplituji rovnost ve (2.8])

Pak snadno nahlédneme, Ze jsou splnény vsechny podminky definice 2.0.11],
tj. Ze plati vztah ([2.2]) i vztah ([2.5]). Avsak

v Vy #(xAy)

Pouze
VY <(zny)
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S nésledujicim pfidanim podminky (')’ = z vsak jiz plati rovnost, jak se déle
presvédcéime.

Lemma 2.0.17. Fuzzy logika na svazu L spliiujici pro vSechna z € L rovnost
2" = x spliiuje rovnéz
o Vy = (xAy) (2.9)

Diikaz: Diky (2')" = = ze vztahu (2.5) vime
(@ Vy) =" Ny =2 Ny

¢ehoz negaci rovnou ziskavame dtikaz rovnosti.

Z toho ale ziskavame pro logiku zakon vyloucent tretiho.

Véta 2.0.18. Logika na svazu L splitujici pro viechna x € L rovnost (2')' = x
musi splnovat také
rVi =1 (2.10)

Diikaz: 7 lemmatu 2.0.17 vime
rVva = (@A)

Jelikoz se jedna o logiku (ne jen o fuzzy logiku), vime x Az’ = 0 a z definice fuzzy
logiky vime, ze 0/ = 1.

O
Tuto vétu pouzijeme v nasledujici kapitole.
2.1 Kvantova logika
Definice 2.1.1. Kvantovd logika je logika spliujici
Pokud x <y pak VvV (z' Ay) =y (2.11)
Véta 2.1.2. Logika je kvantova pravé tehdy, kdyz
¥ =ux (2.12)

Diikaz: Nejprve predpokladejme, Ze logika je kvantova. Pak mtzeme ve vztahu
(2.11) nahradit y = 2" (jelikoz z (2.1]) vime x < 2”, je podminka z < y splnéna),
¢imz ziskavame

V(' AN2")=2a"
Jelikoz se jednd o logiku, pak

s A =2 N2 =0
a tedy ziskavame

rVO0=x=2a2"

Nyni naopak predpokladejme x = z”. Pak mame dvé moZnosti
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o ' >y

Pak z (LI8) vime 2’ Ay = y a s predpokladem x < y vidime opét z (.15
xVy =y, tedy
xV (' Ay) =y

e ' <y

Pak s predpokladem = < y ziskdvame x V 2’ < y. Ale z x = 2 s pouzitim
210) vime z V' =1 a tedy y = 1. Z ehoz ziskavame

zV(@ ANy)=zV@ANl)=zva=1=y

Pro obé moznosti tedy plati vztah definujici kvantovou logiku.
O

Piiklad 2.1.3. V[LII0 jsme si ukazali, ze mnozina podprostori L(K™) prostoru
K™ s operacemi N, Lin{-, -} a C tvofi svaz s univerzalnimi hranicemi 0 = {0}
a 1 = K". Pokud definujeme operaci negace vyroku jako ortogonalni doplnék
daného podprostoru V' C K", neboli

Vi=Vit={zecK" |z Ly YyeV}

pak vidime, Ze pro tuto operaci je splnéno

VAVE={0}
VvVt =K"

Déle |
(V5 =V

nam z definice kvantové logiky a z véty [2.12] fika, Ze se jedna o kvantovou logiku,
ve které plati rovnost v obou De Morganovych pravidlech.

Poznamka 2.1.4. JelikoZ svaz podprostoru vektorového prostoru konecné di-
menze je modularni a je zde definovana negace jako ortogonalni doplnék, je pod-
minka (2.11]) ob¢as nazyvana ortomoduldrni identitou. Stejné tak nazyvame (2.11))
i v Hilbertovych prostorech.

Nyni jiz vidime, zZe mnozina Hilbertovych podprostorti, véetné nekonecné di-
menzionalniho Hilbertova prostoru H, s operacemi N, @, C a * tvoii kvantovou
logiku s univerzalnimi hranicemi 0 = {0} a 1 = H.

2.2 Soucasné pozorovatelné veli¢iny

Pokud o néjakych dvou veli¢inach v kvantové fyzice prohlasime, Ze jsou soucasné
méritelné, pak to znamend, ze zméfeni hodnoty x jedné veli¢iny neni zménéno
naslednym zmeérenim hodnoty y druhé veli¢iny. Po opétovném zméteni prvni ve-
liciny tak ziskdme x. A méfeni jsou tak prohoditelna (nezédlezi na jejich pofadi).

Tato situace nastava napriklad pti zméreni nejprve z-tové slozky spinu castice
a naslednym zmétenim souctu kvadratt velikosti spinil. Operatory reprezentujici
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tato méfeni zna¢me S, a S% = S? + S; + 52, kde S;, S, a S, znadl po fadé
operatory méfeni z-ové, y-ové a z-ové slozky spinu castice.

Pokud naopak méame dvé méfeni, kterd se navzajem ovliviuji, pak nemi-
Ze nastat okamzik, kdy mame vysledky z obou méfeni. ,Pravdivost“ vlastnéni
spravného vysledku z prvniho méteni byla znicena druhym meérenim v disledku
Heisenbergova principu neurcitosti. To néas vede k zavedeni néasledujici definice.

Definice 2.2.1. Ortogondlnimi nazyvame ty prvky x,y kvantové logiky L, které
spliuji zaroven
rAy=0, x<y, y<a. (2.13)
Znacime x | y.
Dva vyroky x,y jsou soucasné meritelne, pokud existuji takové tii prvky
u, v, w kvantové logiky L, ze jsou splnény podminky

ulwv, vlw, ulw (2.14)
uVv=z a vVw=y (2.15)

Podsvaz budovany na svazu prvki
{z,y,u,v,w, o',y v v w'} spliuje vztah (2.11]) (2.16)

Abychom dokézali jednodusSe sestavit svaz spliiujici podminky definice 2.2.1],
ukazme si, ze prvky u, v, w z této definice jsou dany jednoznac¢né pomoci z, y.

Véta 2.2.2. Pokud L je kvantova logika a u,v,w jsou dany pro soucasné méri-
telné x a y dle definice 2.2.1], pak

u=zAy (2.17)
w=1" Ay (2.18)
v=aAy=zxzA@Vy) =yA(xVy) (2.19)

Diikaz: Vzhledem k symetrii v uréeni x a y z u, v, w ukdzeme diikaz pouze pro

217), pro (218) se da dokazat analogicky.
Jelikoz se jedna o kvantovou logiku, mizeme vyuzit (2.5) a (2.9). Z definice

221 tak vidime, ze
Yy =@wVw) =v Auw

Predpokladem je u 1 v, z ¢ehoz vime u < v/, a u L w, odkud u < w’, tedy
u < v Aw' = y. Déle vime u Vv = z, coz nam dava u < z. Vysledné pak
ziskavame prvni nerovnost

u<zAy

Pomoci vztahu (2.2)) z toho déle ziskdavame y < v/, coz muZeme vyuzit jako
podminku ve vztahu uréujicim kvantovou logiku (2.I1])

y<u = yVvyAud)=1d
7 urceni r a y vime
uVy=uV(@Vw)=uV[vVv)Vw =wVv)V(@wVw) =xVy
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Pro ziskani druhé nerovnosti tedy nyni jiz jen upravujme
Ay <(@VyYAY =@wVy) Ay =[W Ay)Vyl] = @W) =u

Pro dikaz (2.19) nejprve z ortogonality v L v vidime u < ¢ a jelikoZ se jedna
o kvantovou logiku, mtizeme to vyuzit jako podminku (21I1))

u<v = uV W AV)=1
Z I7) vime u =2 Ay = v =2’ Vy, ¢imz ziskdvame
v=(2'Vy) Az
obdobné z ortogonality w L v vidime w < v a obdobné ziskédvame
v=(xVy)Ay
Posledni ¢ast ([2.19) ziskame z dvou nerovnosti. Nejprve jelikoz vime uVov = x

a vV w =y ziskdvame
v<zAYy

A déle z ortogonality u, v, w ziskdvame u < v' a w < v’, to ndm dava u VvV w < v/,
coZ muzeme pouzit jako podminku (2.1TI)

(uVw)V [(uVw) Av] =1
Negaci a dosazenim z (2.I7)) a (2.18)
[(zVy) A @ VYIA(zVy) =
Z kontrakce (I.I14]) vime platnost
(@vy)=[@vy)rylvy @' Vvy =[a"Vvy rz]va
a z jiz dokézanych ¢asti rovnosti v = (2’ Vy) Az, v = (x Vy') Ay tak vime
[(wvy)AwVa)A(zVy) =v
Z distributivni nerovnosti z véty vime
wV@EAyA@Vy) <[(vVy) A V) Az Vy)
A z modulérni nerovnosti z vty
vVIxAyY AleVy)l <oV (zAy)]AxVy)
levou stranu vsak z asociativity (LI3) a kontrakce (LI4]) miZeme upravit
vViay AaVy)=vVza(zvy) Ayl =vV(zAy)

Vysledné tedy
(xANy)<ovV(zAy)<wv

coz nam dava druhou hledanou nerovnost.
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Obrazek 2.2: Logiky obsahujici soucasné pozorovatelné = a y

g

Nyni, kdyz uz vime, jaké podminky musi takovato logika spliiovat, mizeme
si zkontruovat nékolik prikladi, takovych logik.

Velmi jednoduse bude vypadat logika, do které priddme dodatecné ptredpo-
klady u # 0,v # 0,w # 0 a predpoklady = = w',y = «/, jak miZeme vidét na

Svaz logiky, obsahujici soucasné pozorovatelné prvky x a y, se bude jevit

vvvvvv

nebudeme zadné dalsi prvky spolu ztotoznovat.
Z druhého, obecnéjsiho ptripadu, vsak vidime dobrou motivaci pro nasledujici
vétu.

Véta 2.2.3. V kvantové logice L jsou z a y soucasné meéritelné prave tehdy, kdyz
r=(xAy)V(zANY) (2.20)
y= (@AY V(@ Ay) (2.21)
Diikaz: Nejprve predpokladejme, Ze = a y jsou dané dle definice 221 a jsou
soucasné métitelné. Pak z (ZI7) a (2.19) vime
u=xAy, v=zANy =uVo=(xAy)V(xAy)
Ale ze zavedeni x = u V v ziskdvame

z=(xAy)V(zNY)

a obdobné i (Z.21)).
Nyni naopak pfedpokladejme platnost (2.20) a (2.21]). Pak si ozna¢me jednot-
livé casti
u=xAy, v=xAy, TANy=w
Ze splnéni

(@Ay) A (xAy) =0
eANy <y <2'Vy = (xAy)
vidime u L v. Obdobnym zptsobem mtizeme ovéfit iu L wav L w. Vztah (2.15)

jsme splnili jiz oznacenim ¢asti (220) a (221]). Ortomodularitu celého svazu pak
miuiZzeme jednoduse ovérit. Dand logika tak obsahuje souCasné méritelné x a y.
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Priklad 2.2.4. Ukazme si nyni nékolik ptiklada kvantovych logik.

1. V prikladé [LT.10 jsme si ukazali svaz odpovidajici systému jednoho qubitu.
Ukazme si, ze tento svaz umozinuje zavedeni kvantové logiky:.
Opacny vyrok k ,nebude zméfen zadny stav® je ,,bude zméfen néjaky stav®.
Z fyzikalniho pohledu je rovnéz jasné, Ze tvrzeni ,bude zméfen stav |+)“ je

opa¢né k tvrzeni ,bude zméfen stav |—)“. Nami zavedend operace negace
je tedy

z |0 |+ [-)

—_
|
~
+
~
S| =

Jak vidime, jedna se o kvantovou logiku.

2. Predchozi piiklad se da dale rozvinout do tzv. kvantového registru (vice viz
[6]). V ném budeme uvazovat systém tvoreny z k navzajem neinteragujicich
qubiti. Tento systém mtize reprezentovat napriklad méteni, pti némz Castice
muze vylétavat v k rtznych smérech a my zjistujeme jeji orientaci spinu.
Svaz totoho systému muzeme vidét na [2.3]

Obrazek 2.3: Svaz kvantové logiky tvorené k-qubity

Operaci negace zavedeme obdobné jako v pfedchozim ptipadé

x‘O DT S ST o VI o TR & 9 L O o
x"l T o PR ) PR & PP e PR R S T |

Jak vidime, opét se jedna o kvantovou logiku.
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3. Projektivni geometrie

Projektivni geometrii je mozné vymezit pomoci t¥i axiomt (jako v napiiklad
[7) pfidanym k axiomim pro obecnou geometrii. Rovnéz ji ale lze chapat jako
zobrazeni prostoru na rovinné ,malifské“ platno (jako v [8]), kde tento prostor
obvykle chdpeme jako vektorovy prostor dimenze n nad komutativnim (pfipadné
i nekomutativnim) télesem R (vice o vlastnostech téchto objektt viz [9]).

3.1 Zakladni vlastnosti projektivni geometrie

Definice 3.1.1. T¢leso (Skew field) je mnozina prvki F se dvéma bindrnimi
operacemi oznacenymi +, - uzavienymi na I, neboli

+:FxF—=F

FxF—TF
splnujici pro vSechy prvky a,b,c € F

+, - jsou asociativni : a+(b+c)=(a+b)+c

a-(b-c)=(a-b)-c

pro +, - existuji neutralni prvky : a+0=0+a=a
a-1=1-a=a
+ je komutativni : a+b=b+a

pro Va existuje u operace + inverzni prvek : a+(—a)=(—a)+a=0

pro Va # 0 existuje u operace - inverzni prvek : a-at=atla=1

- je distributivni k + : a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c

Definice 3.1.2. Komutativnim télesem nazyvame téleso, v némz je i druha z bi-
narnich operaci komutativni.

Poznamka 3.1.3. Jak vidime, je (F, +, —, 0) abelovsk4 grupa a (F \ {0},-,71,1)
grupa. Dohromady jsou pak svazané distributivnim zédkonem pro télesa.

Definice 3.1.4. Vektorovy prostor nad télesem F je mnozina prvki V' s operacemi

skalarni nasobeni : FxV —=V
vektorové scéitani : VxV -V

splnujici pro vsechny prvky a,b € F a u,v,w € V

e Vektorovy prostor V' s operaci vektorového scitani tvori komutativni grupu

+ je asociativni : u+ (v+w)=(ut+v)+w
pro + existuje neutralni prvek : v+0=0+v="10
+ je komutativni : v+w=w+0v
pro Vv existuje u operace + inverzni prvek : v+ (—v) = (—v)+v=0
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e Niasobeni skalarem je asociativni

a-(b-v)=(a-b)-v

e Pro vSechny v € V prii operaci nasobeni skalarem s neutralnim prvkem F
plati
l-v=w

e Mezi nasobenim skalarem a vektorovym nasobenim plati distributivni vzta-

hy
a-(v+w) = a-vta-w
(a+b)-v = a-v+b-v
Prvky a € F pak zde nazyvame skaldry a prvky v € V vektory.

Potvrdme si, Ze existuje pouze jeden neutralni prvek. Pokud by totiz existovaly
dva rtizné neutralni prvky 0; a 0y, pak

a tedy jsou tyto prvky totozné. Stejné tak vidime, Ze pro kazdy prvek v € V
existuje pravé jeden inverzni prvek. Pokud by totiz existovaly pro prvek v dva
rizné inverzni prvky v/, v”, pak

v'+v = 0
v +v = 0
O+v' =@ +v)+v = (0" +v)+o'
W"+v)+v = v +@w+v)=0v"40
Neboli
v =0’

Jesté si ujasnéme, ¢emu se rovna 0 - v. Upravovanim
v=1-v=(140)-v=1-v+0-v=0v+0-v

a porovnanim s definici neutralniho prvku 0 vidime

(=1}

0-v=
Poznamka 3.1.5. O vektorech vy, vy, ...v,, prohlasime, Ze jsou linedrné nezdvislé,
pokud
n
E )\ﬂ}i =0
i=1
miize byt splnéno pouze pro \; =0, 1 =1,...n.
Jako dimenzi vektorového prostoru pak oznacujeme nejvyssi pocet linearné

nezavislych vektori, které jsou v ném obsazeny. Tyto vektory pak nazyvame
bazi.
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Z Frobeniovy véty (viz napfiklad [9]) pro komutativni F vime, Ze dimenze
daného prostoru V' je vzdy stejné, bez ohledu na mnoziny generatori. Lze snadno
nahlédnout, Ze pro obecné téleso plati Frobeniova véta také, a tak i pro néj je
pojem dimenze dobfe definovan.

V tzv. aritmetickym vektorovym prostorem rozumime n-dimenzionalni vek-
torovy prostor V,, slozeny z n téles F, neboli

Vi=FxFx...xF=F"

n

v némz vektor v € V,, vyjadfujeme jako
v = (v, V2, ...U,)

kde v; € F. S¢itani dvou vektort a skaldrni ndsobeni pak definujeme pro vektory
u = (ug,...u,),v = (v1, ...v,) po slozkach jako

utv = (up+vy,...U, +0,)

veAd = (v A Lo A)

Z [9] vime, Ze kazdy vektorovy prostor V' dimenze n je izomorfni s aritmetic-
kym vektorovym prostorem V,, = F". Dale tedy budeme vse vyjadiovat pomoci
F™. To nam usnadni orientaci - snadno pozname téleso, nad kterym se ,,pohybu-
jeme®, i dimenzi daného prostoru.

Definice 3.1.6. n-rozmérnym projektivnim prostorem vektorového prostoru F*t
nazyvame mnozinu P,[F vSech jednorozmérnych podprostorti vektorového prosto-
ru F* 1. Neboli

P,F = {Lin{v} | v € F"*! v # 0} (3.1)

Prvky této mnoziny pak nazyvame body projektivniho prostoru. Bod reprezento-
vany vektorem v budeme déle znacit jako [v] € P,F.

Takto definovany projektivni prostor budeme nazyvat aritmeticky projektivni
prostor.

Poznamka 3.1.7. PovSimnéme si, ze pro A # 0 jsou v a A - v sice dva rizné
vektory, ale
[Av] = [v]

V projektivnim prostoru jsou tedy zobrazeny na stejny bod.

Definice 3.1.8. Podprostorem v projektivnim prostoru P,F myslime obraz vek-
torového podprostoru F**! prostoru F**!, k41 < n+1, v projektivnim prostoru
P,F. Neboli

PF = {[v] | ve F*} (3.2)

Podprostory projektivniho prostoru o dimenzi 0 nazyvame bod, o dimenzi 1
nazyvame primka, o dimenzi 2 rovina a o dimenzi (n — 1) nadrovina.

Poznamka 3.1.9. Pokud budeme projektovat podprostor V' C F**! 0 neznamé
dimenzi, pak jeho projektivni prostor budeme znacit P(V).
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Definice 3.1.10. Projektivni prostor P axiomaticky vymezujeme mnozinou prv-
k@i B s mnozinou L C 25, kde 28 zna¢i mnozinu podmnozin mnoziny B, a relaci
nalezeni R C B x 1 spliiujici nasledujici axiomy

e Dva rtzné prvky a,b € B jsou vzdy obsazeny v pravé jednom prvku p € L.

e Pokud pro rizné prvky a, b, c,d € B existuji prvky p,q € L tak, ze a,b € p,
c,d € q, pak existuji r, s € L takové, ze a,c € r a b,d € s, a dale r, s maji
spolecny prvek z B.

e Kazdy prvek z L obsahuje alespon tii prvky z B.
Prvky mnoziny B nazyvame body, prvky mnoziny L nazyvame primky.

Poznamka 3.1.11. Vsimnéme si, Ze nam tak podprostory v projektivnim pro-
storu tvoii ,fetézce®, kde () nalezi bodu, bod nélezi piimce, piimka nélezi roving
... Aziomatickou dimenzi projektivniho prostoru pak rozumime délku nejdelsi-
ho takto vytvoreného tetézce, pricemz prostor s nejdelsim fetézcem bod-primka
bereme jako jednodimenzionalni.

Mize se zdat, ze rozdilné pristupy k zavedeni projektivniho prostoru aritme-
ticky a axiomaticky, davaji i rozdilné vysledky.

Véta 3.1.12. (Veblenova-Youngova) Kazdy axiomaticky zavedeny projektivni
prostor P s axiomatickou dimenzi n > 3 je izomorfni s néjakym aritmeticky
zavedenym projektivnim prostorem P,[F.

Tuto vétu nebudeme dokazovat. V pfipadé zajmu se da dikaz najit v [10].
Zde si ukdzeme pouze jednu z implikaci, a sice, ze aritmeticky projektivni prostor
s dimenzi n > 3 je axiomaticky zavedeny projektivni prostor.

Tvrzeni 3.1.13. Dva riazné body aritmetického projektivniho prostoru jsou ob-
sazeny v prave jedné pfimce.

Diikaz: Méjme v projektivnim prostoru P,F dva rtzné body [u], [v]. Vektory
u,v € V, které je reprezentuji pak musi byt linearné nezavislé. Tedy neexis-
tuje A € F takové, aby u = A -v. V opacném pripadé by se nejednalo o dva rtizné
body

[u] = [A-v] =[]

Z linearni algebry pak vime, Ze linearni obal dvou lineadrné nezavislych vektort
vytvaii dvojdimenzionalni prostor, jenz oznac¢me U C V. Projekce tohoto pod-
prostoru P(U) pak obsahuje oba body [u], [v] a odpovida definici pfimky v (B.1.8]).

Pokud by existoval dalsi podprostor U’ C V' vytvoreny pomoci u, v, pak musi
obsahovat i U. Podprostory U, U’ jsou ale oba dvojdimenzionalni, a tedy U = U’.

g

Tvrzeni 3.1.14. Dvé ruzné primky projektivni roviny maji spoleény praveé jeden
bod z projektivniho prostoru.

'Prvek b € B nalezi prvku [ € L, neboli b € .
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Diikaz: Projektivni rovina P,F odpovida prostoru F3. Kazd4 z pifmek v projek-
tivnim prostoru P,U, P,V odpovida podprostorim U,V o dimenzi 2. Z linearni
algebry pak vime

dimF? > dim (U+4+V)=dimU +dimV — dim (UN V)
7 toho vidime
dm(UnNV)>1

Zaroven vsak vime, Ze se jedna o dvojdimenzionalni podprostory, tedy
dim(UNV) <2

Pokud by dim éU N V) = 2, pak by se nejednalo o dva rtizné podprostory. Jedinou
dalsi moznostild tedy je dim (U N'V') = 1. Projekce tohoto podprostoru P (U NV)
je pak hledany spolec¢ny bod.

g

Tvrzeni 3.1.15. Kazda pfimka z aritmetického projektivniho prostoru obsahuje
alesponl tii rtizné body.

Diikaz: P¥imka P;F odpovida dvojdimenzionalnimu podprostoru F2. V dvojdi-
menzionalnim prostoru musi existovat dva linedrné nezavislé vektory w, v. Z nich
jsme schopni ziskat jesté tieti vektor w = w + v. Takto jsou kazdé dva vektory
po dvou linedrné nezavislé.

Tyto tii vektory se ndm pak zobrazi na body [u], [v], [w], které musi byt rtizné,
nebot

u#N-v, YA€ F = [u] # [v]
u# N w, VA € F = [u] # [w]
v#E N w, YA EF = [v] # [w]

Priklad 3.1.16. Priklady projektivnich prostort na télesech

1. Zbytkova t¥ida Zy = {[alzla € Z}, kde [a]s = {b]b = a(mod n)}, tvori
komutativni téleso, kde operaci + definujeme jako

0+0 =
0O+1=14+0 =
1+41 =0
a operaci - definujeme jako
0
0-1=1-0 = 0
1-1

Coz muzeme udélat alternativné pomoci tzv. Cayleyho tabulek

2Jelikoz dimenze vektorového prostoru miiZze nabyvat pouze hodnot z Ny
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00 1
111 0
10 1
0(0 O
110 1

Na tomto télese pak muzeme vytvorit vektorovy prostor V; = Z, a déle
jeho projektivni prostor PyZ,. Jak vidime, bude tebnto projektivni prostor
obsahovat pouze jeden bod.

2. Zbytkova tiida Zs tvori komutativni téleso s operacemi definovanymi jako

0
0
1
2

O DN ==
— O NN

Na tomto télese pak muzeme vytvorit vektrorovy prostor Vo = Zs X Zs.
Projektivni prostor P; (Z3 X Z3) ma pouze pét ruznych bodu lezicich na
jedné primce.

Na obr. BJ] vidime prvky prostoru Vs, jeZ zna¢ime [aj, as], kde a; € Zs,
které jsou zde spojeny v piipadé, Ze se zobrazuji na jeden spole¢ny bod v
projektivnim prostoru.

[0, 2]e 1, 2] 2, 2]

0, 0] [ 0] 2. 0]

Obréazek 3.1: Vektorovy prostor Zs X Zs

3. Vektorovy prostor Vi = Zgy X 7o X 7.5 si muzeme piedstavit jako sedm vektori
sméfujicich do vrcholt krychle na [3.21 Projektivni rovina tohoto prostoru
je Py (Zo X 7y X Zs), jinak nazyvané téz Fanova rovina[l1].
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Jak vidime, lezi na kazdé piimce v projektivnim prostoru vzdy tfi body.
Znamena to tedy, ze misto ocekavanych 21 piimek, vidime pouze 7 pfimek.
To neni tak prekvapivé, kdyz si uvédomime, co jsou primky v projektivnim
prostoru.

Rovina dané body [0, 0, 0], [1,0,0], [1, 1, 1], ktera se zobrazi na pfimku spoju-
jici body [1,0,0],[1,1,1], je totozna s rovinou [0, 0, 0], [0, 1, 1], [1, 1, 1], kte-
rd se zobrazi na piimku spojujici body [0,1,1],[1,1, 1]. Piimka spojujici
[1,0,0],[1,1,1] tedy musi obsahovat i bod [0, 1, 1].

Za upozornéni stoji rovina prochézejici body 0,0, 0], [1,0, 1], [0, 1, 1]. Tato
rovina obsahuje i bod ,[1,1,2]“=[1, 1,0].

[0, 1, 1]

[0, 1, 1]

1,1, 1]

[0,0, 1] 1,0, 1]

5/ SN S (1, 1, 0]

0, 0, 0)#= 0.0

[1, 0, 0]

1, 1, 0]

[0, 1, 0]

Obrazek 3.2: Vektorovy prostor Zs X Zo X Zs a jeho projektivizace - Fanova
rovina

3.2 Vztah projektivni geometrie ke kvantové
logice

Nyni se nabizi otdzka (viz [3]), zda mohou mit takovéto projektivni prostory
s néjakou dalsi pridanou operaci stejnou strukturu jako svazy s operaci negace.
Jinymi slovy, zda je miizeme izomorfné ztotoznit.

Pro zodpovézeni této otazky zkusime nejprve najit vhodnou operaci na pro-
jektivnich prostorech.

Definice 3.2.1. Involuct na télese F rozumime zobrazeni
—:F—F (3.3)

splnujici pro vsechna z,y € F

=)
~—

|
8

w
‘ +
o<
N~—
I
8|
+
<
ot

S
<
|
<
8l
(@)
~

Diky tomuto zobrazeni miizeme definovat novou operaci.
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Definice 3.2.2. Skaldrni soucin dvou vektorti u = (uy,...u,),v = (v1,...v,) € F"
definujeme jako
(u,v) =u1 - vy + .. + Uy - Uy (3.7)

7 toho vidime jeho nésledujici vlastnosti

(w,v) = v, u) (3.8)

(u, A\ -v) = (u,v)- A a  (A-u,v) =X (u,v) (3.9)

(u,v1 +v9) = (u,v1) + (u,v2) a  (ug +ug,v) = (ug,v) + (ug,v) (3.10)
(v,v) =(v,v) =0 <= vi=v3=...=0v,=0 (3.11)

Nyni uz vidime, jak by mohla vypadat ona hledan& vhodna operace.
Definice 3.2.3. Dva vektory u,v € F" prohlasime za ortogondlni, pokud
(u,v) =0 (3.12)

Znacime v L v. Pokud
(u,v) #0 (3.13)

pak je oznaCime za linearné zavislé

Véta 3.2.4. Vlastnost L je symetricka, neboli pokud v 1 v, pakiv L u.

Dikaz: Predpokladejme u | v, pak

0 = (u,v)=(v,u)
0 = (v,u)=(v,u)
0 = (v,u)

kde jsme vyuzili 0 = 0, coZ snadno zjistime ze vztahu (3.5) pfi dosazeni 0 za jeden
z Clend.

4

Déle vidime, ze se nam tato vlastnost prenasi i do projektivniho prostoru
P, F.

Véta 3.2.5. Jsou-li dva vektory u,v € F*"™! ortogonalni, pak jsou ortogonalni i
jim prislusné body v projektivnim prostoru P, F.

Drikaz: Jestlize jsou u, v ortogonalni, pak
(u,v) =0
coZ si ovSem miuzeme upravit
0O=a-0-=a-(u,v)-f=(a-up-v)

Jak tedy vidime, jsou vSechny prvky z {Lin{u} | v € F""' u # 6} kolmé na
vSechny prvky {Lin{v} | v € F"™ v # 0}.

4
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O bodech v projektivnim prostoru tak mtzeme prohlasit, ze jsou na sebe
kolmé.

Véta 3.2.6. (Jedna z implikaci Birkhoffovy-von Neumannovy véty) Necht V je
vektorovy prostor konecné dimenze n + 1 > 3 nad télesem F s involuci

- F—F

Mnozina vSech podprostort projektivniho prostoru P, s operacemi N, Lin{ -, - },
tvoii svaz kvantové logiky L s operacemi A,V, .

Dikaz: Jak vime z véty B.2.5 mtzeme v P,F zvolit bod a; a hledat vsechny
body P,F, jez jsou k tomuto bodu ortogonalni. Tyto body nam vytvoii projek-
tivni podprostor B; = P, _1F projektivniho prostoru P,F. Bod a; nam vytvofi
projektivni podprostor A; = {a;} = PyF. Touto konstrukei jsme tak nasli pod-
prostory A; a B spliujici

AN By 0
Lin{Al, Bl} = Pn]F

V podprostoru B; vSak mtzeme najit dalsi bod as a k nému v projektivnim
prostoru B hledat vSechny ortogonalni body. Ty nam vytvofi novy podprostor
By = P, 5F. Z bodt a;, as miZeme vytvorit podprostor Ay = Lin{ay, as} = PiF.
Opét vidime

AQHBQ — (Z)
Lin{A2,Bg} = PnF

Timto zptisobem ziejmé dokdzeme vytvorit libovolny podprostor C' = P,F
z k+1 navzajem ortogonalnich bodt {a,, as, ...ax41} a podprostor C+ = P, _, _F,
jehoz kazdy bod je ortogonalni ke kazdému bodu z C. Neboli

cnet =9 (3.14)
Lin{C,C*} = PB,F (3.15)

Pokud pro C, D C P,F plati C C D, pak D+ C C*. Dale vidime C' C (C’L)L
a P,F+- =0, 0+ =P,F.
Projektivni prostory dimenze n > 3 tak spliuji vlastnosti kvantové logiky.

g

Je tak mozné vzit libovolné téleso I, definovat na ném involuci umoznujici
zavést skalarni soucin, ¢imz ziskat vhodny zpiisob pro vyjadfeni ortogonalnich
doplnkit, a poté pro libovolnou kone¢nou dimenzi n vytvorit P,FF splinujici vlast-
nosti kvantové logiky.

Poznamka 3.2.7. Plati dokonce tzv. Birkhoffova-von Neumannova véta, v niz
plati i opa¢nd implikace v (viz [3]).
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Priklad 3.2.8. Na zéavér ukazme nékolik piikladi, které ukazuji oba mozné po-
hledy.

1. Jak jsme si ukazali jiz v prikladé a 224 mizeme systém sestavajici
se z jednoho qubitu reprezentovat kvantovou logikou na svazu L. Pokusme
se nyni k této kvantové logice najit piislusny projektivni prostor P(V) a
jemu prislusny vektorovy prostor V.

Cely svaz obsahuje pouze ¢tyii prvky. Prvek 0 € L ztotoznime s () € P(V)
a prvek 1 € L s celym projektivnim prostorem P(V'). Pro oba zbylé prvky
svazu (|+) a |—)) plati, Ze neexistuje Zadny jiny prvek z € L,0 < z < |+)
¢ 0 < z < |-). Proto tyto prvky svazu ztotoznime s body v projektivnim
prostoru.

,Projektivni prostor* P(V') je tak pfimka obsahujici dva body, coz mtuzeme
vidét graficky znazornéné nal3.3l Takovyto projektivni prostor ale nesplnuje
axiomatické zavedeni, nebot pfimka v tomto prostoru neobsahuje alespori
tfi body. Jedna se o tzv. degenerovany piipad z hlediska axiomatického
zavedeni projektivni geometrie.

7 hlediska aritmetického zavedeni projektivni geometrie ale nemusi nastat
problém, nebot véta [3.1.12] izomorfné ztotoznuje aritmetické a axiomatické
projektivni prostory az od dimenze n > 3. Zkusme tedy najit vektorovy
prostor takovy, aby jeho projektivni prostor odpovidal nasim pozadavkim.

1

+ i - /\
; + -

Obrazek 3.3: Svaz a ,projektivni prostor® odpovidajici qubitu

Hledame tak vektorovy prostor nad kone¢nym télesem F o dvou navzajem
ortogondlnich vektorech. Z [9] vime, Ze kazdé konetné téleso je izomorfni s
néjakou zbytkovou tfidou Z,. Proto staci vySetiovat pouze zbytkové tridy.

Jak jsme vidéli vi3. 116l je V' = Zs nedostacujici, protoze projektivni prostor
PyZs obsahuje pouze jeden bod. Projektivni prostor V' = Zs x Zy obsahuje
jiz t¥i rizné body (dle znaceni z se jedna o body [0,1],[1,0], [1,1]).
Uvazujme tedy jesté o prostoru V = Zj nad F = Zs.

Tento prostor sice obsahuje dva rizné vektory u = 1, v = 2, ale ty se
zobrazuji v projektivnim prostoru na totozny bod

(] =[2-u] =[v], 2€ F =124

Prostor V' = Z3 x Z3 pak obsahuje opét jiz prilis mnoho bodi. Pro jeden
samostatny qubit jsme tedy schopni sestavit pouze kvantovou logiku na
svazu L, ne v8ak jiz projektivni prostor P(V).
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2. V prikladé 2.2.4] jsme si dale ukazali kvantovou logiku pro kvantovy registr.
Obdobny zptisobem jako v predchozim bodé dojdeme k predpokladu, ze
by projektivni prostor P(V) mél obsahovat 2k riznych bodd na piimce,
kde tato pfimka je jiz cely projektivni prostor P(V'). Tento ptfipad muzeme
vidét na 3.4

-, ) ),

Obrazek 3.4: Projektivni prostor odpovidajici svazu kvantového registru

Pro k > 2 jiz tento systém spliuje axiomy projektivniho prostoru. Axioma-
ticka dimenze je vSak n = 1 a tedy nemusi existovat vektorovy prostor nad
néjakym télesem F, jehoz projektivni prostor by vyhovoval pozadavkim.

3. Pro myslenkové experimenty vytvorené D. J. Foulisem a C. H. Randallem
(vice viz [6]) mizeme vytvorit kvantovou logiku.

Pii téchto experimentech nejprve zjistujeme, zda byla detekovana c¢astice.
Pokud nebyla, je vystupni hodnota obou experimentt n. Pokud byla dete-
kovana, zjistujeme v experimentu A jeji polohu na z-ové ose - pro napiiklad
pozice x > 1 ozna¢me vystupni hodnotu r, pro x < 1 ozna¢me vystupni
hodnotu . V experimentu B obdobnym zptsobem zjistujeme hybnost ¢asti-
ce v x-ové slozce - vystupni hodnotu pro p, > 1 ozna¢me jako f a vystupni
hodnotu pro p, < 1 oznacme jako s.

Tyto ¢tyri hodnoty spolu s hodnotami 0 a 1 ale stale netvoti svaz. Napriklad
zde neni hodnota, kterda by vyjadfovala stav ,byla detekovana castice”.
Tento stav v sobé ,,obsahuje* vSechny ¢tyti pripady (r, [, f, s) a je to opacény
vyrok k n. Uvazujme tedy i tuto hodnotu. Oznac¢me ji n’. Vime, Ze musi
platit

r<n,l<n, f<n, s<n

nAn' =0

nvn =1

Obdobnym zptisobem doplnime 0,n,r, [, f,s,n’,1 o hodnoty ', I, f’, s’. Tak
nam vznikne svaz znazornény na [3.5

A obdobnym zptisobem jako v predchozich piikladech pro samostatny qubit
a kvantovy registr vytvotfime ,projektivni prostor* P(V'), ktery je rovnéz
mozno vidét na Tento projektivni prostor je dimenze n < 3 a tedy neni
splnéna podminka Veblenovy-Youngovy véty B.1.12l

Jelikoz existuji v tomto projektivnim prostoru piimky, jez neobsahuji tii
rizné body, nejedna se dle axiomatické definice o projektivni prostor. Pri
hledani vhodného télesa pro splnéni podminek aritmetického zavedeni pro-
jektivniho prostoru muizeme zjistit, ze zadny z prostorit vytvorenych nad
zbytkovymi tfidami nevyhovuje. Zde je dobré podotknout, ze se da ukazat
(viz [9]), Ze nad zbytkovou tfidou Z, mizeme vytvorit téleso, pouze pokud
je p prvocislo. Z, pro neprvociselné p totiz obsahuje prvky a # 0,0 # 0
takové, Zze a - b = 0.
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Obrazek 3.5: Svaz kvantové logiky pro Foulisovy-Randallovy myslenkové experi-
menty

V téchto nékolika ptikladech jsme si tak ukézali, ze kvantova logika nemusi
byt ,,preveditelna do feci projektivni geometrie”.
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