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Uvod

Sekvencni analyza je metoda feseni statistickych tiloh, ktera se vyznacuje tim,
ze nemé predem dany rozsah vybéru. Statistické metody, u nichz rozsah vybéru
predem zname, se nazyvaji nesekvenc¢ni. Postup pii sekvencéni metodé spociva
v postupném provedeni dil¢ich experimentti, diky kterym se rozhodneme, zda
budeme ve vybéru pokracovat, nebo uz mame dostatecné mnozstvi informaci
k tomu, abychom udélali relevantni zavér. Mezi tyto postupy nalezi tzv. dvou-
stuptiové, které se skladaji z dvou po sobé provedenych experimenti (maji dva
stupné). Kromé nich existuji i vicestupriové metody, ale také dalsi sekvenéni me-
tody, pri nichz nemusi byt pocet experimenti omezen.

V této bakalaiské praci se zaméfime na dvoustupnové procedury.

Sekvenc¢ni metody se pouzivaji predevsim v piipadech, kdy se pozorovani pro-
vadéji pfirozené postupné za sebou (napf. v testovani jakosti). Hlavnim diivodem,
proc¢ se pouzije sekvencni pristup, jsou mensi ocekavané naklady na provedeni ex-
perimentu. Stfedni pocet potiebnych pozorovani je totiz mensi nez pii pouziti
nesekvencni metody.

V prvni kapitole se budeme zabyvat konstrukci intervalu spolehlivosti dané
délky pro stfedni hodnotu normélniho rozdéleni s neznamym rozptylem. Ukazeme,
ze zadny nesekven¢ni postup nam neumozni zkonstruovat interval spolehlivosti s
pevnou sitkou. Poté popiseme konstrukei intervalu spolehlivosti s pevnou sitkou
pomoci Steinovy dvoustupnové metody. Dale odvodime rozdéleni rozsahu vybéru.
Na konci kapitoly aplikujeme Steinovu dvoustupnovou metodu na realna data a
provedeme simulaci rozdéleni kone¢ného rozsahu vybéru.

V druhé kapitole zformulujeme sekvencni test. Vysledny sekvencni test vy-
chazi ze Steinovy dvoustuprnové metody a lisi se od nesekvenc¢niho t-testu tim, Ze
pravdépodobnost chyby druhého druhu nezavisi na nezndmém rozptylu.

Treti kapitola obsahuje popis modifikované Steinovy metody, jez snizuje stiedni
hodnotu kone¢ného poctu pozorovani oproti ptivodni Steinové metodeé.

Jelikoz vSechny metody vylozené v kapitolach 1-3 predpokladaji normalitu
nahodného vybéru, uvadime ve ¢tvrté kapitole zobecnéni na obecnd rozdéleni s
kone¢nym nenulovym rozptylem. Tato metoda vyuziva centralni limitni vétu pro
nahodny pocet s¢itancti. Na zavér kapitoly uvadime opét simulaci, tentokrat vsak
s vybérem z dvojité exponencialniho rozdéleni.



Kapitola 1

Sekvencni intervalovy odhad
dané délky pro stredni hodnotu
normalniho rozdéleni s
neznamym rozptylem

Konstrukce intervalového odhadu pro stredni hodnotu normaéalniho rozdéleni
je klasickou statistickou tlohou. Jestlize pracujeme s pevnym rozsahem vybéru,
dovedeme bez potizi sestrojit interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu, pokud
zname rozptyl. Avsak v pripadé, Ze je rozptyl neznamy, se ukazuje, Ze nelze se-
strojit takovy intervalovy odhad, aby mél danou spolehlivost a pevnou délku.

V této kapitole ukazeme, ze tento zasadni problém lze vytesSit pomoci sek-
vencniho postupu, ktery odvodil v roce 1945 Charles Stein. Jeho dvoustupnova
metoda vyrazné ovlivnila vyvoj sekvenc¢ni analyzy.

Nejprve zformulujeme a dokazeme tvrzeni, ze kterého vyplyva neexistence in-
tervalového odhadu dané délky a spolehlivosti pro stfedni hodnotu normalniho
rozdéleni s nezndmym rozptylem. Poté odvodime prvni a druhou Steinovu dvou-
stupniovou metodu.

1.1 Interval spolehlivosti se znamym rozptylem

Nebude-li feceno jinak, budeme v této kapitole predpokladat, ze X, Xo, ...
jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny s rozdélenim N (p,0%). Mame
tedy k dispozici nekonec¢nou posloupnost nahodnych veli¢in, které jsou stejné
rozdélené a nezavislé. Oba parametry p, o2 jsou neznamé. Nasim cilem je zkon-
struovat intervalovy odhad pro u s danou sitkou 2d.

Nejprve odvodime interval spolehlivosti dané délky pii dodatecném predpo-
kladu, %e 02 zndme, jelikoz diky tomu zjistime, jaky by byl pro uréité o2 idealni

rozsah vybéru.

Oznacme J,, = (yn —d.X, + d) interval spolehlivosti s danou délkou. Koefi-



cient spolehlivosti tohoto intervalu vyjadrime jako

— n| X, — nd
Pt € 1) =P (X = ] < d)= . (VIR0 < V)

= 20(v/nd/o) — 1, (1.1)

protoze \/n|X, — u|/o ~ N(0,1). Ponévadz pozadujeme, aby koeficient spolehli-
vosti byl alespon 1 — «, musi platit

20(v/nd/o) —1>1—a=2P(u_ap) — 1, (1.2)

kde u;_q/2 je 1 — 5 kvantil normovaného normalniho rozdéleni. Diky monotonii
distribu¢ni funkce norméalniho rozdéleni musi platit

\/ﬁd u%fa/20-2

T > Ul—q/2 = N > 72 (13)

Oznacéme
C=ui_op0°/d. (1.4)

Z predchozich uvah dostavame, ze koeficient spolehlivosti intervalu .J,, bude ale-
sponn 1 — « pravé tehdy, kdyz n je prirozené ¢islo vétsi nebo rovno C. Zpravidla
volime nejmensi takové n. Z tohoto divodu se C' oznacuje jako optimalni rozsah
vybéru pozadovany pro konstrukei intervalu spolehlivosti pro p s pevnou délkou,
kdyby bylo 02 znamé.

V naSem piipadé, kdy o? je neznamé, je i C' nezndmé. Steinovy dvoustupiiové
metody, které vylozime déle, v prvnim stupni na zakladé prvniho vybéru odhad-
nou C a diky tomu urc¢i konecnou velikost vybéru.

1.2 Neexistence intervalového odhadu pevné délky
s pevnym rozsahem vybéru

Nésledujici véta byla dokazana v roce 1950. Diikaz je prevzat z |Ghosh a Sen

(1991).

Véta 1.1. Necht Y1,....Y,, je ndhodny vybér z rodiny rozdéleni s parametrem po-
lohy a meritka se sdruzZenou hustotou

U_nf<y1_ﬂ>--->yn_ﬂ),—OO<M<OO,0<J<oo,
o o

w,0 nezndmé, f(x) je spojitd Vx € R". Potom neezistuje intervalovy odhad
(L(Y),U(Y))C R pro p na zdkladé Y3,...,Y,, takovy, aby pro pevné 0 < 1—a < 1
a pevné 0 < d < oo platilo

1. Plue (LOY),U(Y))| po)>1—a  Vpu,o,
2. U(y)— L(y) <2d  VyeR",

Y = (Y1,..,Y0), Yy = (Y1,e-Un)-



Dikaz. Pro libovolné py # pe a A C R™ méfitelnou plyne ze Scheffého véty (Raol,
1978, str. 255, Véta XV)

S /AU”f (c7" (y — 1)) dy—/Aa”f (07" (y — o)) dy
_ < < — x u < o—00 .
- s /Af( )d /Af( y 1)d LaZ Y (1.5)

jelikoz f(x), f (X + %1) jsou z predpokladu véty hustoty a

ze spojitosti f(x). 1 znadi (1,...,1) € R™.

Nyni sporem predpokladejme, ze pro libovolnd neznama p € R, o > 0 exis-
tuje intervalovy odhad (L(Y), U(Y)) zkonstruovany na zakladé Yi,...,Y,, spliiujici
podminky 1.,2. Jelikoz u € R, pro kazdé r (r > 2) existuje r hodnot p, ... ,pu,
takovych, ze Vi # j; 4,5 = 1,...,r : |p; — pj| > 2d. Oznacme

2

M;={yeR":pu; € (Lly)U(y))}, j=1,...,r

Z podminky 2. a z toho, jak jsme zvolili py,..., u,, dostdvame, ze M; jsou po
dvou disjunktni. Dale vime, ze

P(Y e M, | pj,o)>1—a, j=1,...,m

ale z (1.5)) mizeme zvolit libovolné malé ¢islo, napf. %(1 — «), Ze pro néjaké o
plati

1 :
IP(Y € M; | pj,0)—P(Y € M; | j1,0)| < 5(1 —a), j=2,...,m
odkud dostavame, ze
1 :
P(Y € M; | pn,0)> 5(1—04), J=2,...,r

Jelikoz

- 1
1>P(Y eU_ M | p1,0)= Z P(Y € M; | pn,0)> 7’5(1 —a),

j=1

musi platit 1 > T%(l — a). Protoze bylo ale r zvoleno libovolné, dostavame spor.

3

Podobné lze ukazat, ze zadny rozumny test s jednoduchou hypotézou H :
i = po a jednoduchou alternativou H; : u = p; s pevaym rozsahem vybéru a
danou hladinou nema chybu 2. druhu nezavislou na o:



Dale pouzité znaceni je shodné se znacenim v predchozim dikazu. Predpokla-
dejme, ze

PY e W | po,0) = a, PY W |m,o)=p Vo, (1.6)

kde W znaci kriticky obor testu, 0 < a, 8 < 1. Pro libovolné o oznacime W,
kriticky obor s nejmensi chybou druhého druhu a hladinou « ziskany z Neyman-

Pearsonova lemmatu. Z dostavame
B>P(Y ¢W, | mo) Vo (L7)
Ponévadz P(Y € W, | po,0) = « Vo, mame z (|1.5))
PY e W, | p,0)=1—-PY &€ W, | ji1,0) 7= av. (1.8)

Potom ale z - vyplyva, Ze existuje o takové, ze 1 — [ < . Pokud bychom
ale test interpretovali jako test s hladinou 1— /3 a pravdépodobnosti 2. druhu 1—q,
podobné jako vyse bychom dostali pro néjaké o o < 1 — . V tom pripadé ale
pro vétsi z nich plati o = 1 — . Takovy test vSak neni dobry, jelikoz jeho sila je
rovna pravdépodobnosti chyby prvniho druhu.

1.3 Steinova dvoustupnova metoda

V této sekci se budeme zabyvat odvozenim dvoustupniovych metod, které fesi
problém konstrukce intervalového odhadu dané sitky stfedni hodnoty normalniho
rozdéleni s nezndmym rozptylem, resp. testu pro stfedni hodnotu norméalniho roz-
déleni s neznamym rozptylem.

Ve zbytku této kapitoly budeme predpokladat, Ze nahodné velic¢iny X;,7 € N,
maji normalni rozdéleni.

1.3.1 Intervalovy odhad pomoci Steinovy metody

Nyni popiseme dvoustupnovou metodu, kterou odvodil Stein v roce 1945.
Spociva v tom, ze mizeme diky prvnimu vybéru odhadnout ndm neznamy roz-
ptyl. Diky tomu pak stanovime konec¢nou velikost vybéru tak, aby mél interval
pozadovany koeficient spolehlivosti a danou sifku.

STUPEN 1: Nejprve mame k dispozici m ndhodnjch veli¢in X1, Xo, ..., X,.
Spocitame

m

— 1
Xm:— Xi, 1

mg (1.9)
2 _ __— X, — X, )2 1.1
S = ——7 > (Xi = Xu) (1.10)

i=1

Nyni za N zvolime nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze N > m, N > 271582 2 > 0,
(volba z bude popséana nize). To mizeme ekvivalentné zapsat jako

N =max{m,| 2752 | + 1}, (1.11)

6



kde |a] znadi nejvétsi piirozené ¢islo mensi nez a.

Pozndmka. Za z zvolime pozdéji takové cislo, aby byly splnény pozadavky na
koeficient spolehlivosti a délku intervalového odhadu. Hodnota z bude zaviset na
d a na néjakém kvantilu normalniho rozdéleni, jak ukazeme dale.

STUPEN 2: Pokud pro N z (T.11)) plati
e N > m, vybereme N — m dalsich pozorovani X,,.1,...,Xy, definujme
1 — 1 al
Xv=% ZX =~ <me + ’Z Xi) (1.12)
i=1 i=m+1
e N = m, potom ukonc¢ime vybér po prvnim stupni a polozime
Xn=X, (1.13)
Pozndmka. VysSe popsanou metodu lze v literatufe najit pod nazvem druha Stei-
nova metoda, jelikoz ji predchéazela ptvodni Steinova metoda. Prvni Steinova
dvoustupniova metoda je analogickd druhé metodé, kterou se budeme dale zaby-
vat. Piesto bych rada nastinila, v ¢em se obé metody lisi a na ¢em je zalozena
prukopnicka myslenka konstrukce intervalového odhadu ve dvou stupnich.
V prvni Steinové metodé volime rozsah vybéru na rozdil od (1.11) jako
N* =max{m+1,|z7'S2 | +1}.

Poté zvolime 1 + N* — m cisel ag, @pmi1,...,any takovych, aby platily rovnosti
N* N*
ap + Zi:m+1 ai=1,a3/m+> immtl a? = 252

Zavedeme statistiku Ly- = agX,, + Zf\;m +1 @;X;. Potom plati, ze
LN* — U
Ty. = X8
Z2

ma Studentovo t rozdéleni o m — 1 stupnich volnosti (dtkaz lze najit v (Ghosh
a Sen, 1991} kapitola 2, str. 25, Véta 3.1.)). Necht ¢1_4/2m—1 je 1 — /2 kvantil
Studentova t rozdéleni o m—1 stupnich volnosti. Diky znalosti rozdéleni statistiky
Tn+ vime, Ze plati

Pu,d(_zl/2t1—a/2,m—1 < Ly« — n < Zl/Ztl_a/Q’m_l): 1— .

Pokud bychom tedy na zac¢atku polozili z takové, aby vyhovovalo rovnici
22t 0j2m-1 = d, neboli z = d2/t§_a/2’m_1, dostaneme pro kazdé yu, o

P“7U(LN* —d< 12 < LN* + d): 1—oa.

(Ly+ — d,Ly~ + d) by byl tedy interval spolehlivosti pro u s koeficientem spoleh-
livosti 1 — a a danou délkou 2d.

Prvni metoda nam dava néavod, jak sestrojit interval spolehlivosti s koefici-
entem spolehlivosti pfesné 1 — a a danou délkou 2d. Zahy ukazeme, co se stane,
pokud bychom pozadovali, aby byl koeficient spolehlivosti vétsi nebo roven 1 — a,
resp. délka mensi nebo rovna 2d.



Nyni odvodime nékteré vlastnosti nahodné veliciny N a nestrannost nahod-
ného vybérového priméru X y. Poté dokaZeme zasadni tvrzeni o rozdéleni nor-
movaného vybérového primeéru, diky ¢emuz se dostaneme k hledanému intervalu
spolehlivosti pro .

Véta 1.2. Pro nahodnou velicinu N definovanou v (1.11)) pro libovolnd u, o, d a
o plati: Xy je nestranny odhad p, var, o (X )= 02E, (N 71).

Diikaz.  Veli¢ina S?, je jisté diky predpokladu normality nezavisld na X, pro

n > m. Hodnota veliciny N definované v (1.11)) ale zavisi pouze na S2 . z toho
pak plyne i nezéavislost X,, a I[N = n|. Mizeme tedy psét

Eno(Xn) =Y Eue(XNIN =n)Puo(N=n)= Y E,.(XuIN =n)P,,(N =n)

= Z Epo (X0)Puo(N =n) = pP, (N < c0)= p.

Posledni krok plyne z toho, ze P, ,(N < co)= 1. Vjraz pro rozptyl odvodime
obdobné:

VaruU(XN> - Ep,o XN_ Z Ep,a( XN_ )2|N:n)PM7U(N:n)

-y EW((E — 1)’IN = n)Pyq(N =)

- Z Epo (X0 — /L)ZPW,(N =n)= Z var,o (X,)Puo(N =n)
= Z EPM,U(N =n)= UQE,M(N_l)

Véta 1.3. Definujeme-li X v jako v (T.11)-(1.13)), potom

XN —#
T=""_LN2
Sm

ma Studentovo t rozdeéleni o m — 1 stupnich volnosti.

Diikaz. Je-li ddno S?, je N pevné. Proto

Y = MNU?
o

m4 podminéné rozdéleni A(0,1) vzhledem k S? | tedy Y je nezavisld na S?. Déle
X2 = (m—1)S2/o? ~ X% _,. Proto

- Xy — Foarye
T 2N MNl/z _ o
S (m—1)82,

o2(m—1)




mé Studentovo t rozdéleni o m — 1 stupnich volnosti.

.

Pfipomenime, Ze t1_q 2 m-1 znaci 1 — $ kvantil Studentova t rozdéleni o m — 1
stupnich volnosti. Z véty plyne pro libovolné pu, o > 0

Puo(Xn = N7Y2S0t1 ajom1 <t < Xn+ N"2S0t1 appm-1)=1—a. (1.14)

Z definice N v plati N > 27152 . Definujeme-li z jako

d2
z= PR (1.15)
1-a/2,m—1
dostavame
NSt jom < d. (1.16)

Z (1.14) jsme dostali intervalovy odhad pro p s délkou mensi nebo rovnou 2d.
Podobné miizeme sestrojit interval spolehlivosti s pfesnou délkou 2d a koeficien-
tem spolehlivosti vétsim nebo rovnym 1 — a: Oznacme Jy = (X N—d,XNn+ d).

Potom z (|1.16) mame, ze

Puo(€ Jy) =Puo(pe (Xy—dXn+d))
> P,u,a (YN - N_l/ZSmtl—a/Q,m—l <pu< 7N + N_I/QSmtl—a/Zm—l)
—1-a (1.17)

Dale budeme pracovat s intervalem spolehlivosti Jy = (7]\/ —d Xy + d), o kte-
rém vime, ze P, , (1 € Jn)> 1—a. Této vlastnosti se v kontextu sekvenéni analyzy
riké exaktni konzistence.

Definice 1.1. Rekneme, e sekvencni metoda je (exaktné) konzistentni, jestliZe
pro kazZdé d > 0 plati

Pu,cr(:u S ‘])2 I a,

kde J je interval spolehlivosti pro stredni hodnotu odvozeny diky této metodé.

1.3.2 Vlastnosti nahodné veli¢iny N

Definice 1.2. Sekvencni metoda je asymptoticky icinnd (1. fdadu), jestlize

. N
dli%i E“’g (E) =1L

kde C je definovdino v (1.4)), N je rozsah vybéru uréeny touto metodou.

Véta 1.4. Pro ndhodnou veli¢inu N definovanou v (1.11)) pro vsSechna u, o, d a

a plati
2 2
tl—a/2,m—10

d2 — w,o

2 2
tl—a/Q,m—la

d? ’



Dukaz. 7 (1.11) zifejmé plati

t%—a 2m—1572n t%—a 2m—1572n .
/(j‘lz <N<m+ /C’ZQ 8. (1.18)
tedy
t%fa 2m71EH70(Sr2n) tifa melE,u,a(Ss@)
s < Epo(N)< m o+ 220 . (119)

coz nam spolu s tim, ze vybérovy rozptyl je nestrannym odhadem rozptylu, dava
tvrzeni véty.
d

Poznamka. 7. véty je vidét, Ze pro obvyklé hodnoty « (napt. o = 0,1 nebo
mensi) plati

t%fa 2,m710-2 u%fa 202
EH,U(N)Z /d2 dé
protoZe pro takové hodnoty « je t1_n/2m—1 > U1—_a/2. Nerovnost lze interpretovat
tak, zZe potfebujeme v pruméru vice pozorovani, nez je optimalni pocet. To je
jisté prirozené, nebof pii neznalosti rozptylu musime pouzit vice pozorovéni, nez
kdybychom rozptyl znali. C je tedy logicky mensi nez stiedni hodnota N. Co nés
vsak bude dale zajimat je, jak se chova C a N pii velkém poctu pozorovani ve
vybéru.

—C,

Véta 1.5. Steinova metoda nent ucinndg, tj.

N\t a/am
lim EW<—>: LY

d—0+ C U2

Diikaz. Vydélime-li nerovnost z véty C, potom dostavame Ze

2 2
tlfa/2,m71 <E <E)< md? i tlfoz/2,m71
- H,U _— .

u%—a/Q ¢ u%—a/20-2 u%—a/Q

Nerovnost jisté plati i pro limity téchto vyrazt (m je pevné ¢islo nezavislé na d),
t2
a tedy limg o1 E, o (X)= g2m=t,

Ul _o/2

3

Definice 1.3. Rekneme, %e sekvencéni metoda je asymptoticky konzistentni, jest-
lize pro kaZdé i, o plati

lim P,, =1-
Jim Po(u e J) a,
kde J je interval spolehlivosti pro stredni hodnotu odvozeny diky této metodé.

Véta 1.6. Steinova dvoustupriovd metoda je asymptoticky konzistentni, tj.
im0+ Puo(pt € Jn)=1— a pro libovolnd p, o.

10



Diikaz. 7 (1.18)) plyne, ze N'/2d a0, t1—a/2,m-19m S.J. Z Lebesgueovy véty a

z véty [1.3] plyne, Ze
lim P,,(p € Jy)= lim P, (| Xy —pl <d)

d—0+ d—0+
: Xy — u 1/2 d 1/2
e Ll - < _
dl—l>r(r)l+ Puo S N = SmN
XN —
= P/.L,O' <|‘err—lL|N1/2 S tl—a/?,m—1> = ]_ — .

3

Pozndmka. Pokud tedy shrneme vlastnosti druhé Steinovy metody pomoci vyse
definovanych pojmu [1.1] - pak mtZzeme diky vétam [1.4] - a jejich dtisled-
kim tvrdit, Ze je Steinova metoda exaktné i asymptoticky konzistentni, avSak
neni asymptoticky uc¢inna. Pravé asymptoticka netcinnost byla divodem hledani
dalsich vylepSeni této metody tak, aby byla nova metoda asymptoticky uc¢inna.

Rozdéleni nahodné veli¢iny N VSimnéme si, Ze rozdéleni poc¢tu potfebnych

pozorovani N nezavisi na . Jestlize N = m, pak diky (1.11) m > |27'S% | + 1.
Tedy

2 S2
Po(N =m) =P, (27182 | +1<m)=P, (o < Ao T o m)

2
—1)8? —1)d?

—p,(0< =D mim = A7) (1.20)
o O'tlfa/2,m71

Veli¢ina (m — 1)S2 /o? ~ x2,_;, jelikoz predpokladame normalitu ndhodného
vybéru. Pokud N > m, mame z (L.11) m < [27'15%] + 1. Tedy pro n > m

miizeme psat

t2 52
Py,(N =n) = Pg(Lz_lenJ =n— 1): Pg<n— 1< % < n)

242 2 = o0
o tlfoz/Q,mfl g o tlfa/Q,mfl

b ((n ~U(m =D& _ (m—1)S% _ n(m — D ) (1.21)

1.3.3 Aplikace Steinovy metody

Nyni si uvedeme ptiklad pouziti vyse popsané metody na realnych datech.
Jak jsme ukazali v - , vyslednym intervalem spolehlivosti pro u o ko-
eficientu spolehlivosti 1 — o a pevné Sifce 2d bude Jy = (YN —d Xy + d).
Zname-li hodnotu ndhodné veli¢iny N, stac¢i nam jen ze vSech pozorovani spoci-
tat vybérovy pramér X y a diky nému uz dostaneme hledany intervalovy odhad.
Proto se v nasledujicim prikladu budeme zabyvat pouze urc¢enim hodnoty N.

Data uvedend v néasledujicim pfikladu jsou prevzata ze skript (Dupac¢ a Hus-
kova, [2009)), str. 113.

11



Priklad (Intervalovy odhad s pevnou $itkou). Devét méfeni urcité fyzikalni kon-
stanty p dalo tyto hodnoty:

1,04 1,03 106 1,04 1,01 1,03 1,03 1,04 1,05.

Vysledky povazujeme za nezavislé nahodné veli¢iny s normalnim rozdélenim
N (p,0%), kde u € R, 0® € (0,00) jsou nezndmé parametry.

Spocteme, kolik métfeni by bylo potieba jesté provést, abychom mohli sestrojit
intervalovy odhad pro p s koeficientem spolehlivosti 1 —a = 0,95, jenz ma pevnou
sitku 0,02, resp. 0,01 (tedy dy = 0,01, resp. dy = 0,005).

V prvnim stupni Steinovy dvoustupniové metody jsme tedy ziskali m = 9

pozorovani, ti_q/om-1 = Goorss = 2,306. Z ([1.10) spocteme vybérovy rozptyl
S3 = 0,0002. Hodnota ndhodné veli¢iny N definované v a|l.15|je pro d; = 0,01

Ny = max{m,|t]_, /5, 15%/di| + 1} = max{9,2,306°.0,0002/0,01%| + 1}
= max{9,/10,6353] + 1} = 11.

V tomto pfipadé bychom tedy potiebovali provést jen dvé dalsi méteni.

Pro dy, = 0,005 mame

Ny = max{m, |ti_a/om-155/d>| + 1} = max{9,|2,306°.0,0002/0,005*| + 1}
= max{9,[42,5411] + 1} = 43.

Pokud bychom tedy pozadovali, aby byla sitka intervalu dy, = 0,005, museli
bychom mit k dispozici jesté 34 méfeni.

Priklad (Simulace). Diky statistickému softwaru R provedeme vypocty, které nam
umozni ovérit si shodu nékterych teoretickych vysledki, jez jsme dokazali v této
kapitole, a simulaci.

Nejprve budeme simulovat hodnoty nahodné veliciny N ze Steinovy dvou-
stuptiové metody (viz (L.11])). Pro rtzné hodnoty siiky intervalu 2d budeme
generovat skupiny m nahodnych veli¢in s normovanym norméalnim rozdélenim.
Z kazdé takové skupiny nasledné spocitdme vybérovy rozptyl S? (viz (1.10)).
Diky tomu uz muzeme vypocitat hodnotu N.

Potom pro jednotlivd d spocitdme vybérovy primeér, maximum, minimum
a vybérovy rozptyl vygenerovanych hodnot N. Déle vypocitdme hodnotu opti-
méalniho poctu pozorovéani C a porovname vysledny podil N/C s limitou d — 0+
podilu stfedni hodnoty N a C z véty [1.5] Pro lepsi predstavu doplnime jesté tyto
informace jednoduchym histogramem hodnot N.

Pro simulaci byly pouzity hodnoty d;y = 0,5, do = 0,1, d3 = 0,05, dy =
0,01, m = 15, a = 0,05, 02 = 1. V nésledujici tabulce vidime, jak se pro riizna
d ménily hodnoty minima, maxima, vybérového priiméru a vybérového rozptylu
N. Hodnoty v tabulce jsou zaokrouhlené na cela ¢isla.

12



d=05|d=01|d=005| d=0,01
Minimum 15 98 325 7678
Maximum o7 1 166 4 593 112 787
Vybérovy primeér 20 458 1 830 45 482
Vybérovy rozptyl 33 31 891 | 48 6484 | 323 214 269
Vyb. smér. odchylka 6 179 697 17 978

Tabulka 1.1: Zékladni charakteristiky rozsahu vybéru N pro rtzna d.

V grafu a[l.2  na nésledujici strance vidime, ze hodnota m = 15 vyraznéji
ovlivnila hodnoty N jen v pfipadé, kdy bylo d; = 0,5. Nejspis pravé diky tomuto
omezeni je o tolik vétsi pocet hodnot N v rozmezi 15 < N < 20.

700 — 250 -
] d= 0,5 ] d=0,1
600 — —
200 —

500 — —
03 oa
> > 150 — ]
<400 <
5SS 2
> >
9] _ 9]
S 300 S 100 B
o a

200 —

50
100 —
0 - 0 - r
| | | | | | | | | | | | | |
0O 10 20 30 40 50 60 0 200 600 1000
Hodnoty N Hodnoty N

Graf 1.1: Rozdélen{ hodnot N pro d = 0,5 a d = 0,1, vybér z N'(0,1).

Ve véte jsme ukézali, ze Steinova dvoustupnova metoda neni Gc¢inna.
Z této véty dokonce vime, Ze limgo+ B, o (N/C)= t]_, /5, 1/ui - PFi hod-
notach m = 15, o = 0,05 dostaneme t%_a/mn_l/u%_a/2 = 1,19749. Proto musime
ocekavat podobné hodnoty i pro dost malé d. Otéazkou je, jestli se E,, ,(NN/C) blizi
limité uz pri nami zvolenych hodnotach d; = 0,5, ds = 0,1, d3 = 0,05, dy = 0,01.
Vime, ze vybérovy primér N konverguje skoro jisté k stfedni hodnoté N, tedy
i limg_,0y N/C = t%—a/?,m—l/u%—a/Q S.j.
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300 — 300 —
] d= 0,05 d= 0,01
250 - ] 250 -
5 200 ] 5 200
< <
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9] 9]
O 0
g g
100 — 100 —
50 50 — |(
0 - 0 -
[ I I I I ] [ I I I I I ]
0 1000 3000 5000 0 40000 80000 120000
Hodnoty N Hodnoty N

Graf 1.2: Rozdéleni hodnot N pro d = 0,05 a d = 0,01, vybér z N(0,1).

Tabulka obsahuje potifebné hodnoty N a C pro riizna d. Vidime, ze
vSechny hodnoty N /C jsou dost blizko limité&, jez ma hodnotu 1,19749. (Hodnoty
v prvnim a druhém radku tabulky jsou zaokrouhleny na cela c¢isla, hodnoty
ve tfetim fadku na 4 desetinnd mista.)

d=05d=0,1|d=0,05|d=0,01
N 20 458 1 830 45 482
C 15 384 1 537 38 415
N/C || 1,2854 | 1,1916 | 1,1909 | 1,1840

Tabulka 1.2: Podil vybérového priméru N a optimalniho poc¢tu pozorovani.

Hodnoty N/C' v poslednim fadku tabulky se pohybuji zhruba okolo 1,2,
to znamend, Ze pii této aplikaci Steinovy metody potfebujeme Fadové o 20%
vice pozorovani, nez je ve skutecnosti potieba. Jelikoz jde o nezanedbatelné
¢islo, bylo motivaci k dalsimu vylepsovani metody. Ukazalo se, ze pokud vhodné
zvolime hodnotu m, dovedeme zaridit, aby byla metoda tucinna, tj. aby

limg0+ E, 0 (N/C)= 1.
JelikoZ jsme v této kapitole vyjadiili rozdéleni ndhodné veli¢iny N ((|1.20)) -
(1.21))), nabizi se ndm spo¢itat tyto hodnoty pomoci softwaru. K vypoctu dalsich

vysledki byla pouzita hodnota dy = 0,5. V simulaci bylo spocitano rozdéleni N
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pro hodnoty N < 100, jelikoz vyssi hodnoty uz maji zanedbatelnou pravdépo-
dobnost (2,33924.10713).

Diky rozdéleni N pak lze se zanedbanim hodnot N > 100 lehce spocitat, ze
E(N) = 17,70, coz je pomérné blizko k hodnoté N = 19,75. Déle var(N) = 17,25.
Pro vypocet koeficientu spolehlivosti intervalu Jy = (X N—dXN+ d) je tfeba

si uvédomit, ze

Puo(pn € Jn) =Puo(|Xn — pl < d)

— Euo(20(VNa/o)-1).

Jelikoz rozdéleni N zname, muzeme koeficient spolehlivosti spoc¢itat opét se za-
nedbanim hodnot N > 100. Jeho hodnota je pfiblizné 0,959496, coz je vétsi nez
pozadovany koeficient spolehlivosti 1 — a = 0,95.

Tabulka udava hodnoty relativnich a teoretickych cetnosti N pocita-
nych pro d; = 0,5 zaokrouhlené na tii desetinné mista. Teoretické cetnosti se od
simulovanych relativnich cetnosti nejvic lisi v nejmensich hodnotach N, kde je
rozdil 0,118.

Relativni ¢etnost | Teoreticka cetnost
15 <N <20 0,642 0,760
20 < N < 25 0,210 0,159
25 < N <30 0,094 0,059
30< N <35 0,034 0,017
35 < N <40 0,012 0,004
40 < N < 45 0,003 0,001
45 < N < 50 0,003 0,000
50 < N < 55 0,001 0,000
55 < N < 60 0,001 0,000

Tabulka 1.3: Porovnéani relativnich a teoretickych ¢etnosti N pro d = 0,5, m = 15.

Ziskané hodnoty lze porovnat rovnéz diky grafu [1.3|
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Graf 1.3: Relativni a teoretické cetnosti, d = 0,5.
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Kapitola 2

Testovani hypotéz pomoci
Steinovy metody

Vysledky ziskané v predchozi kapitole o intervalovych odhadech lze pouzit
i v oblasti testovani hypotéz. V celé kapitole budeme predpokladat, ze X;, ©: € N|
maji normalni rozdéleni. V této kapitole uvedeme jednostranny i oboustranny
test pro stiedni hodnotu norméalniho rozdéleni pii neznamém rozptylu.

Ozna¢me nulovou hypotézu Hy : pt = pg, jednostrannou alternativu H; :
[t > pg a oboustrannou alternativu Hs : i # puo.

Nyni ukézeme, jak testovat stfedni hodnotu na zakladé diive dokazané véty
[1.3] Pravdépodobnost chyby druhého druhu téchto testii nebude zaviset na roz-
ptylu, coz ukdzeme na prislusné silofunkci.

Opét definujeme N jako

N =max{m,[27'S2 | + 1}, (2.1)

Xy jako v (1.11)-(1.13). Déle vime, 7e

XN_,UO

Ty = N'/?
N 5

ma z véty [1.3]za Hy Studentovo t rozdéleni o m — 1 stupnich volnosti. Pokud tedy
testujeme nulovou hypotézu proti jednostranné alternativé, pouzijeme rozhodo-
vaci pravidlo:

Zamitdme Hj na hladiné « (tedy pfijimdme H;), pokud

Ty > tl—a,m—l; (22)

kde t;_om—1 je 1 — a kvantil Studentova t rozdéleni o m — 1 stupnich volnosti.
Hladina tohoto testu je tedy «. Jestlize je skute¢nd stfedni hodnota pu, potom
miizeme psat

Xy —p 1= po
T — N1/2 N1/2
N S S

17



kde N'/2 (YN — ,u) /Sy, ma rozdélenti t,,_;. Silofunkce testu nulové hypotézy proti
jednostranné alternativé H; pro pu — pg > 90,0 > 0, se vyjadii jako

P
Pu,a (N1/25n—11 (YN — /L) > tl—a,m—l — Nl/25;1 (,U — MQ))
PMU (N1/2Sn;1 (7]\7 - /’L) > tlfoc,mfl - 271/2(/*6 - /’LO))
Puo(N'2S H(X N — p)> ticam—r — 2 /%),

protoZe z (1.11)) plyne N > 27152 . JestliZe tedy zvolime pevné z tak, aby
P,LL,O' (N1/2S;11 <7N - /JJ)> tlfa,mfl - 271/25): - ﬁ7 (23>

pak je vidét, Ze pro p > o+ 0 je f(u) > 1 — f nezavisle na o. Pravdépodobnost
chyby druhého druhu tedy bude nejvyse .

Potiebujeme-li testovat oboustrannou hypotézu, zvolime na zakladé véty
rozhodovaci pravidlo:
Zamitdme Hj na hladiné « (tedy pfijimdme H,), pokud

|TN| > tl—a/2,m—1~ (24)

Ani zde neni silofunkce zavisla na rozptylu. To lze odvodit analogicky jako v pii-
padé jednostranné alternativy. Silofunkce testu nulové hypotézy proti oboustranné
alternativé Hs pro |pu — po| > 0, 6 > 0, se vyjadii jako

/B(,u) - P,u,a(lTNl > tl—a/2,m—1)

= Puo(INV28, (X = ) +N28, 1 = puo)| > tiappm-)
=Puo (Nl/zs;zl (YN - H)> ti—a/2m—1 — Nl/QS,;l(u — uo))
Pu,a (Nl/2S;Ll (YN - ,u)< _tlfa/Q,mfl - Nl/QS;Ll (ﬂ - MO))

P,u,cr (Nl/ZS;ll (7N - M) > tl—a/2,m—1 - 271/25)
P,u,o (Nl/QSil (YN - ,U/) < _tl—a/Q,m—l - 271/2(5>,
nebot NY2S-1(11 — jg)> 271/25. Posledni nerovnost plyne z vlastnosti Studen-

tova t rozdéleni. Opét tedy miizeme zvolit z takové, aby pravdépodobnost chyby
druhého druhu nepfesahla (3.
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Kapitola 3

Modifikace Steinovy metody

V této kapitole uvedeme podstatné vylepseni Steinovy dvoustupnové metody.
Vysledna metoda bude nejen nadile exaktné i asymptoticky konzistentni (ve
smyslu definice [1.1]} [1.3)), ale navic G¢inna (viz[1.2)). Toho docilime tak, Ze zohled-
nime $itku 2d hledaného intervalu spolehlivosti pii volbé ¢isla m. Ve Steinové
metodé jsme na m nekladli zadné specialni pozadavky. Modifikovana metoda vy-
uziva intuitivni predstavy, ze ptfi malém d je potfebny pocet pozorovani velky,
miizeme si tedy dovolit odhadnout o2 vétsim pocétem pozorovani. Cislo m bude
v této kapitole zaviset na délce intervalu d, jak zadhy ukazeme.

V celé kapitole budeme predpokladat, ze veliciny X;, X5,... maji normalni
rozdéleni.

3.1 Modifikovana Steinova metoda

7 véty vime, Ze Steinova dvoustupriova metoda neni asymptoticky tc¢inna.
To nam 1ika, ze pro mald d potiebujeme k nalezeni intervalu spolehlivosti poza-
dovanych vlastnosti mit fadoveé vétsi pocet pozorovani, nez je optiméalni. Proto
je na misté se zamyslet nad tim, jestli mala volba cisla m negativné neovlivni
ziskany interval spolehlivosti. Pokud bychom chtéli interval s dost malou sitkou
d, pak se mize stat, ze vybérovy primér ziskany z prvnich m pozorovani ne-
odhaduje dost dobfte rozptyl. V prvni kapitole jsme odvodili optimalni velikost
vybéru C (viz ) Pokud bychom ale zmensovali d, je vidét, ze optimalni ve-
likost vybéru roste. Bylo by tedy pfirozené nechat i m rust, avsak tak, aby bylo
stale v porovnani s C' malé. Pokud by totiz bylo m vétsi nez C, znamenalo by to,
ze jsme pouzili zbytetné moc pozorovani. Proto nejprve volme pevné v € (0,00)

a polozime
Uy a2 2/(1+7)
m = m(d)= max{ 2, ( d“ ) +1 3, (3.1)

kde u1_q/9 je 1 — /2 kvantil normalniho rozdéleni.

Dale ur¢ime
ant%f 2,m—1
N = N(d) = max{ m, % 1y, (3.2)
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kde stejné jako ve Steinové metodé |a| zna¢i nejvétsi piirozené ¢islo mensi nez
a, ti—aj2m—1 je 1 — /2 kvantil Studentova t rozdéleni o m — 1 stupnich volnosti.
Modifikovana Steinova metoda nasledné probiha stejné jako Steinova metoda. Za
interval spolehlivosti volime Jy = (7]\; —d XN+ d). Jelikoz zavisi m jen na d,
je pfi pevnych hodnotach ju, 02, o a d pevné i m. Diky tomu se neméni nic na
platnosti véty a tedy plati , neboli modifikovanad metoda je exaktné
konzistentni.
P¥i volbé m jako v zustava m v porovnani s C=C(d) malé:

(ula/2 ) 2/(1+'y)+1

d u o 2/(1+4v)—2
lim = < lim L =2 lim 22 =0.
d—0+ C' — d—0+ UT_ /90

d2

. > v 7 « .. v g_ . d—0+
Pozndmka. Protoze m roste fadové pomaleji nez d—2 a ze S?, P o2, 1ze do-

kazat asymptotickou konzistenci modifikované metody podobné jako u Steinovy
metody v [I.6] Modifikovand metoda je tedy exaktné i asymptoticky konzistentni.

Nyni ukdzeme, v ¢em spociva vylepseni modifikované metody.

Véta 3.1. Pro modifikovanou metodu plati limg o, EW,(%): 1, tj. modifikovand
metoda je ucinnd.

Diikaz. 7 (3.2)) vime, Ze
2

2 2
tlfa/2,m710

t? o
< Euo(N)<m+ 1*0‘/2’—’”*1'

d? d?
Po vydéleni C a z toho, ze m/C o0, 0, mame
£ N t2
—a/2,m—1 m 1—a/2,m—1
2 <Euo (6) < ol + 2 (3.3)
1-a/2 1—a/2

Jelikoz m = m(d), plati t1_q/om-1 = Uy _a/a a limg o4 E,o(N/C)=1.

Véta 3.2. Pro modifikovanou metodu plati limg_,o4 E, (N — C) = oc.

Diikaz. Viz (Ghosh a kol., |1997, str. 157, Véta 6.2.3). Dikaz vyuziva Cornish-
Fisherovu aproximaci pro kvantily Studentova t rozdéleni pomoci odpovidajicich
kvantili normalniho rozdéleni.

d

Ukazali jsme, ze modifikovand metoda je asymptoticky uc¢inna 1. fadu. Stale
vSak pro dost malad d dochazi k vybéru vyrazné vétsimu mnozstvi potfebnych
pozorovani oproti optimalnimu poc¢tu C. To nas vede k nasledujici definici.

Definice 3.1. Sekvencni metoda je asymptoticky ucinnd 2. tddu, jestliZe existuje
konstanta k € [0,00) tak, Ze

lim E, (N — C)= k.

d—0+
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Poznamka. Ziejmé je asymptoticka i¢innost 2. fadu silnéjsi vlastnost nez asympto-
tickd uc¢innost prvniho fadu. Steinova metoda tedy neni asymptoticky uc¢inna 2.
faddu, nebot neni ani G¢inna 1. fadu. Oproti tomu ve vétach [3.1] [3.2] jsme ukazali,
ze modifikovand metoda je i¢inna 1. fadu, ale neni G¢inna 2. fadu. Asymptoticka
ucinnost 2. fadu se stala cilem dalsiho rozvoje prilomové myslenky sekvencénich
metod. Tato problematika je podrobnéji vyloZzena napt. v |Ghosh a kol.| (1997)).
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Kapitola 4

Zobecnéni Steinovy metody diky
CLV

V prvni a tfeti kapitole jsme zkonstruovali intervalovy odhad pro stfedni
hodnotu normalniho rozdéleni s neznamym rozptylem. Predpoklad normality je
velice silny, a tak je jisté praktické tuto metodu zobecnit i pro veli¢iny s ji-
nym rozdélenim, které splnuji urcité predpoklady. Méjme tedy Xi,X5,... nezavislé
stejné rozdélené ndhodné velic¢iny s rozdélenim se stfedni hodnotou p a rozptylem
02 € (0,00). Déle zkonstruujeme intervalovy odhad pro u o spolehlivosti ptiblizné
1 — a s pevnou sitkou 2d.

Stejné jako v kapitole o modifikované metodé polozime

m = m(d)= maX{Q, Kuljﬂ)z/(wJ 4 1}, (4.1)

kde v € R*. Podobné jako v (3.2)) polozime

S2u?
N = max{m, {%MJ + 1}, (4.2)

kde u;_q /2 je 1 —a/2 kvantil normovaného normalniho rozdéleni, (|a] opét znaci
nejvetsi prirozené ¢islo mensi nez a.)

Pozndmka. Jediny rozdil oproti definici (3.2) v minulé kapitole je ten, Ze jsme
kvantil Studentova t rozdéleni nahradili kvantilem normovaného normalniho roz-
déleni.

Déle se budeme zabyvat intervalovym odhadem, kdyz d — 0+ (a tedy zfejmé
im = m(d) — oo). Kli¢ovym nastrojem pro konstrukei intervalového odhadu pro
it s pevnou sitkou 2d pro nas bude centralni limitni véta pro soucty ndhodnych
veli¢in s ndhodnym poctem scitanci, jiz dokazal Frank Anscombe.

Necht X;,Xs,... je ndhodny vybér se stfedni hodnotou p a kladnym, konec-
nym rozptylem 0. Oznacme Y, = (31, X; —nu)/(y/no). Potom z centralni

limitni véty pro stejné rozdélené nahodné velic¢iny vyplyva, ze Y, LN (0,1).
n—oo

Anscombeova véta zobectiuje centralni limitni vétu (CLV) tim zpiisobem, Ze misto
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n mizeme mit soucet ndhodného poc¢tu nadhodnych veli¢in, nahradime-li n na-
hodnou veli¢inou N, s hodnotami v N takovou, ze N,/a konverguje v pravdépo-
dobnosti k néjaké kladné konec¢né konstanteé.

Véta 4.1 (Anscombeova véta). Necht Xi,Xs,... je nahodny vybér se stredni hod-
notou p a rozptylem o* € (0,00). Necht N, je ndhodnd velicina zdvisld na a s
hodnotami v N takovd, Ze plati

N,
No Py (4.3)
a a— 00

k € (0,00). Potom

d
YNa — N(O,].)

a— o0

Diikaz. Viz (Ghosh a kol., 1997, str. 45, véta 2.7.2).
d

Anscombeovu vétu pouzijeme na nas nahodny vybér X, Xs,..., Xy s ndhodnou
veli¢inou s hodnotami v prirozenych ¢islech N tak, ze veli¢iny vynormujeme, aby
mély stiedni hodnotu 0 a rozptyl 1. N jisté zavisi na d, polozime a = d~2. Potom

. w d—0 L .
jisté @ =% co. Nyni ovéiime podminku (4.3):

S2u? S22 S2u?
Tmiza)2 < max{m,\‘—l o/2 +1, < m—i—l—k—dl2 a/2.

Protoze m = m(d) =25 oo, plati ze SZVC S2 22%% 52 5. 4. Diky tomu mame,
ze
S2 m(d) Uy a/2 2 _ 2 2,2

Podobné u horniho odhadu mame

SR 2/(14)
lim [ md? +d? + @ 1022 ) gy (M) &+ lim Sy,
d—0+ d? d—0+ d

2,2 :
=0 U_q)2 8.9

tedy

N, N Son(@) 1o
lim — = lim — = lim max{ (d),{—l/QJ + 1}d2 =o%uj_ a2 SJe

a—soo @ d=0+d2  do0+ d?

(4.5)
a tedy i v pravdépodobnosti. Z Anscombeovy véty [4.1] tedy méame, Ze

Xy—p d
Ya, = VNN TH T o N(01). (4.6)
o d—0+

Z (4.6]) ale jesté nedostaneme intervalovy odhad, nebot ¢ je neznamé. Pokud
ale 02 nahradime vybérovym rozptylem, ukéZe se, ze se limitni rozdéleni nezméni.
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Veta 4.2 (Rényil (1972) Slutzkého véta). Jestlize posloupnost nahodnych velicin
Vi, md limitnd rozdéleni a jestlize W,, %> 1, pak posloupnost ndhodnych velicin
V., W, ma stejné limitni rozdélent jako posloupnost V,,.

Diikaz. Viz (Rényi, 1972, str. 405, Pomocna véta).

3

Jelikoz ze SZVC plati 6/S,, — 1 s.j. pro m — oo, a tedy i 0/S,, & 1 pro

m — 0o, mame diky (4.6) z véty

Xy—po Xy—p d
VN——— =+vN > 1). 4.
o Sy Sy d—0+ N(O.1) (47)

Miizeme tedy psat

lim P, , <

Xy —p
Jim P | |V s—' < “M/z): 1=a,

m

dl—i>I(r)l+ Pp,,cr (YN - ul—a/2SmN_1/2 < 2 < 7N + ul—oz/QSmN_l/Q): I —a.

Ukazeme, ze Jy = (71\/ —d Xy + d) je interval spolehlivosti s asymptotickym
koeficientem spolehlivosti vétsim nebo rovnym 1 — a. Z definice N v (3.2) mame,
Ze uf_a/Qqu/dQ < N, tudiz u1_a/25,/VN < d. Koneéné

dl_i}%l_i_ Puo(p e Jy) = dl—igl-&- Puo (u € (YN —d Xy + d))
> lim P, , (YN — U1—O¢/2Sm-7\/71/2 <pu<Xy+ U1—a/25mN71/2)

d—0+
=1—-a.

Veta 4.3. Asymptotickd dvoustupriovd metoda je asymptoticky konzistentni, tj.

limgo+ Puo(pe € Jn)=1— .

Diikaz.
: 3 Y <
dhr(r)lJr Puo( € Jn) = dhr51+ P.o(|[ Xy —pul <d)
. [ Xnv —p 1/2 d 172
= < —
dhr(r)1+ P;w( 5 N SmN 1—a,

d
nebot limd_>0+ S_N1/2 = Ul—a/2-

d
Veta 4.4. Pro C definované v (1.4) plati limg o, EW,(%): 1, tj. asymptotickd
metoda je ucinnd.
Diikaz. 7 (4.2) je vidét, ze 02uf_a/2/d2 < E,-(N)< m+02uf_a/2/d2. Po vydéleni

d—0+
M

C a z toho, ze m/C —— 0, mame limy o4 E, ,(N/C)= 1.
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4.1 Aplikace asymptotické modifikované metody

Priklad (Simulace). Provedeme simulaci hodnot ndhodné veli¢iny N urcené nyni
predpisem a (4.2). Rozdil oproti pfedchozim simulacim bude nyni spocivat
v simulaci vybért z jiného rozdéleni. V tomto ptikladu budou mit vSechny na-
hodné veli¢iny X;, i = 1,2,... dvojité exponencialni rozdéleni s parametry polohy
0 a mé&fitka 1/v/2 (DEx(0,1/v/2)), jehoz hustota je

1
V2

Stredni hodnota tohoto rozdéleni je 0, rozptyl 1. Pro simulaci byly pouzity
hodnoty d; = 0,5, dy = 0,1, d3 = 0,05, dy = 0,01, « = 0,05, 02 =1, v = 0,2.
Zdlraznéme, ze nyni neni m pevné, ale zavisi na hodnotéach d a v. V tabulce
vidime kromé zékladnich charakteristik rozdéleni N také hodnoty m pro dané d.
Na dalsi strance mtizeme z grafu [4.1] a grafu [4.2| nahlédnout, Ze pro hodnoty ds,ds
a dy je rozdéleni N pomeérné symetrické kolem vybérového priiméru. Hodnoty N
v piipadé d; = 0,5 jsou hodné ovlivnény omezenim zezdola, nebot m = 10.

f(x) = —=exp{—V2|z|}, z€R.

d=05|d=0,1|d=0,05|d=0,01
m = m(d) 10 143 453 6614
Minimum 10 205 1042 35519
Maximum 92 716 2075 41585
Vybérovy primeér 16 384 1533 38385
Vybérovy rozptyl 84 0447 25439 1108469
Vybér. smér. odchylka 9 74 160 1053

Tabulka 4.1: Zakladni charakteristiky nahodného vybéru N pro rtzna d.

Podobné jako v predchozich simulacich je na misté zjistit, zda se teoretické
vysledky shoduji s vysledkem simulace. U% pro nami zvolené hodnoty d se N/C
blizi k limité€, ktera je v tomto ptfipadé rovna 1. To neni nic prekvapivého, jelikoz
7z véty vime, Ze asymptotickd metoda je Géinna. V tabulce vidime, Ze se
hodnoty v poslednim fadku od 1 lisi jen nepatrné, nejvice pfirozené pro d; = 0,5,
kde je jesté dost velké na to, aby byla hodnota N /C blizké limité.

d=05|d=01]d=005|d=0,01
N 16 383 1533 38385
C 15 384 1537 38415
N/C || 1,0689 | 0,9983 | 0,9978 | 0,9992

Tabulka 4.2: Podil vybérového priméru a optimalniho pocétu pozorovani -
asymptotickd metoda
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Graf 4.1: Rozdéleni hodnot N pro d = 0,5 a d = 0,1, vbér z DEx(0,1//2).
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Graf 4.2: Rozdéleni hodnot N pro d = 0,05 a d = 0,01, vybér z DEx(0,1/v/2).

26



Z.aver

V této bakalarské praci jsme se zabyvali jen nékolika z mnoha tuloh, které
mohou byt feSeny metodami sekvenc¢ni analyzy. Steinova dvoustupnova metoda
byla stéZzejnim pokrokem v oblasti statistiky, nebot déavala FfeSeni statistického
problému, pro ktery neexistoval postup s predem danym rozsahem vybéru. V pii-
padé intervalovych odhadi je nutno podotknout, Ze mnohé z dalsich metod byly
inspirovany pravé Steinovou dvoustupnovou procedurou.

V prvni a tfeti kapitole jsme narazili na zavazny problém tykajici se zbytecné
velké stfedni hodnoty kone¢ného poctu vybéru u Steinovy metody. Problematika
asymptotické G¢innosti (definované v , ) byla motivaci pro dalsi zle-
pSeni metody. Ve treti kapitole jsme ukazali modifikovanou metodu, ktera byla
na rozdil od Steinovy procedury asymptoticky uc¢inna, ale nebyla asymptoticky
uc¢inna 2. fadu. Asymptoticka acinnost 1. a 2. fadu jsou spolu s konzistenci
a asymptotickou konzistenci metody pfirozenymi pozadavky na vlastnosti
sekven¢ni metody.

Dalsimi procedurami, které davaji interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu
s pevnou sitkou, jsou napt. Waldova plné sekvencni metoda, zrychlena plné sek-
vencni metoda a tfistupnova procedura. Popis téchto metod a odvozeni jejich
vlastnosti lze najit v knize (Ghosh a kol. 1997, kapitola 6) nebo v publikaci
(Mukhopadhyay a Silval, 2009} kapitola 6), ktera obsahuje i simulace.
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P¥ilohy

Kéd 4.1: Simulace hodnot N - Steinova metoda

aatia
##4# Simulace hodnot nahodné veliciny N pri Steinové metode,

##H# pozorovani maji normované normalni rozdelend.
library(xtable)
set.seed(1000)

mu = 0 # stredni hodnota

sigma = 1 # rozptyl

alpha = 0.05 # I—alpha je koeficient spolehlivosti hledaného intervalu

d = ¢(0.5, 0.1, 0.05, 0.01) # rizna d, pro které simulaci provedeme

m = 15 # pocet pozorovant, ze kterych pocitame vyberovy rozptyl potrebny pro
vypocet hodnoty N

kolikrat = 1000 # pocet opakovdni v simulaci

matice = matrix(data=NA, nrow=m, ncol=kolikrat) # uloZeni
generovanych hodnot pro dané d

vybrozptyly = vector() # pro kaZdou m—tici hodnot spocitime vgbérovy
rozptyl

C = vector() # spocitané hodnoty optimdlniho poctu pozorovdni pro kazZdé d

N = matrix(data=NA, nrow=kolikrat, ncol=4) # hodnoty N pro dand d

colnames(N)<— ¢(”d = 0,5”,”d = 0,17,”d = 0,05”,”d = 0,01”)

podil = vector() # podil vijbérového praméru N a C pro dané d

souhrn = matrix(data=NA, nrow=5, ncol=4) # shrnuti: minimum,
maximum, vybeérovy prumer a vybeérovy rozptyl, smerodatnd odchylka pro
ruznd d

#kontrola = matriz(data=NA, nrow=kolikrat, ncol=4)

#kontrola2= vector()

osax = matrix(c(0,60,0,1200,0,5000,0,120000), nrow=2, ncol=4)
osay = matrix(c(0,700,0,250,0,300,0,300), nrow=2, ncol=4)

for (jin 1:4) {
if (j==1 | j==3)
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{
if (j==1) {setEPS()
postscript(‘histogramNprvni.eps’, encoding = ”
CP1250.enc”, width =8.0, height = 6.0, horizontal
= FALSE, onefile = FALSE, paper = "special”)
par(mfrow=c(1,2))}
else {setEPS()
postscript(’histogramNdruha.eps’, encoding = ”
CP1250.enc”, width = 8.0, height = 6.0, horizontal
= FALSE, onefile = FALSE, paper = "special”)
par(mfrow=c(1,2))}
¥
for (i in l:kolikrat) { # generovdni hodnot z normdlniho rozdéleni pro dané d
matice[,i] = rnorm(m, mean = 0, sd = 1)
vybrozptylyli| = var(maticel,i])
# vgpocet N (pro dané d jich simuluje 1000)
N[i,j] = max(m, ceiling(vybrozptyly[i]*(qt(1—alpha/2, m—1)/d[j])"2))
# kontrolafi,jl=vybrozptylyli]
}
# kontrola2[j/=mean(kontrola/,j])
# vypocet optimdlniho poctu pozorovani C
C[j] = (qnorm(1—alpha/2, mean = mu, sd = sigma)*sigma/d[j])"2
podil[j] — mean(NL])/Clj

pomocna = toString(d[j])

pomocnal = sub(”.”, ”” pomocna,fixed=TRUE)

hist(N[,j], breaks=10, las=1, col="grey”, main=NULL, xlab="Hodnoty N”,
ylab="Pocet vyskytt”, cex.lab=1.2, cex.main=1.5, cex.axis = 1.1, xlim
= osax[,j], ylim = osay[,j])

text(osax[2,j],0say([2,j]*0.9, pos=2, paste(’d = 7 ,pomocnal),cex=1.5)

if (j==2 | j==4)

{dev.off()}

}

# vypis vSech hodnot N pro riznd d (pro dané d ve sloupci), vijznamné
statistiky

(N)

(summary(N))

(souhrn = round(apply(N, 2 function(x) c¢(minimum=min(x), maximum=
max(x), v.primér=mean(x), v.rozptyl=var(x), v.sm.odch.=sd(x)))))

names(C)=colnames(N)

# vypts optimdlniho poctu potrebnych pozorovini C pro riznd d

(C)

# podil vybérového pruméru N a C pro jednotlivd d by se mél blizit v limité k
podilu kvadrdtu kvantili

(podil)

(qt(1—alpha/2, m—1)/qnorm(1—alpha/2))"2
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# export tabulky souhrnu do Latexu

tabulka = xtable(souhrn, digits = 0, caption= "Zakladni charakteristiky
ndhodného vybéru N pro rtzna d”, align=c(”|c”,”|c”,”|c”,”|c”,” |c]"))

print(tabulka, file="simulacel.tex” append=T,table.placement = "h”,

caption.placement="bottom”, hline.after=seq(from=—1,to=nrow(tabulka)

,by=1))

# export tabulky podilu vyb. priméru N a C do Latexu

tabPodil = matrix(data=NA nrow=3,ncol=4)

tabPodil[1,] = round(colMeans(N))

tabPodil[2,] = round(C)

tabPodil[3,] = round(podil,4)

colnames(tabPodil) = colnames(N)

rownames(tabPodil) = ¢(”Vybérovy pramér N”,” Optimalni pocet — C”.”
Podil”)

round (tabPodil,4)

format(tabPodil, decimal.mark = "")

tabulkaP = xtable(format(tabPodil, decimal.mark = "), caption= "Vypocet
podilu vybérového priméru a optimalniho po¢tu pozorovani”, align=c(”|1”,
” | |C” 757 |C” 777 |C” ’n |C|”))

print(tabulkaP file="simulacel.tex” append=T,table.placement = "h”,
caption.placement="bottom”, hline.after=seq(from=—1,to=nrow(
tabulkaP),by=1))

#digits = 4,

### Vypocet rozdéleni , stredni hodnoty a rozptylu N

A = vector|()
probs = vector()

# vypocet cisel potrebnych k vypoctu rozdéleni N pro d = 0,05

for (k in 1:100) {A[k] = (m+k—1)*(m—1)=*(d[1])"2/(sigma*gnorm(1—alpha/
2))"2}

#(A)

# vypocet rozdeleni N

for (k in 1:(m—1)) {probs[k]|=0}

probs[m] = pchisq(A[1],m—1)

for (k in 1:(100—m)) {probs|m+k| = pchisq(A[k+1],m—1)—pchisq(A[k],m—1)
}

(probs) # vysledné rozdéleni N do N = 100
1—(sum(probs)) # pravdépodobnost, Ze N > 100

# stredni hodnota a rozptyl N pocitané se zanedbdnim hodnot N > 100
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strednihodnotaN = 0
for (j in 1:100) {

strednihodnotaN = strednihodnotaN + jxprobs|j]
}

(strednihodnotaN)
strednihodnotaN2 = 0
for (j in 1:100) {
strednihodnotaN2 = strednihodnotaN2 + (j"2)*probsj]

(strednihodnotaN2)
(varN = strednihodnotaN2 — (strednihodnotaN)"2)

# pravdépodobnosti, Ze N je v urcitych rozmezich, kterd jsou stejnd jako
rozmezi v histogramu

pstidohistogramu = ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0)

for (k in 1:9) {

for (j in ((k+2)%5):((k+3)*5—1)){
pstidohistogramu[k|=pstidohistogramu[k]+probs]j]

}

#pstidohistogramufk] = sum(probs,from=(k—1)x10+1,to=k+10)

}

names(pstidohistogramu)=c(” 15<=N<20","20<=N<25","25<=N<30",”
30<=N<35","35<=N<40”,"40<=N<45",745<=N<50",”50<=N<55" "
55<=N<60")

(pstidohistogramu)

(sum(pstidohistogramu))

# Nasimulovan€ relativni cetnosti

cetnosti = ¢(0.642,0.210,0.094,0.034,0.012,0.003,0.003,0.001,0.001)
names(cetnosti) = names(pstidohistogramu)

(sum(cetnosti))

(cetnosti)

# Zaokrouhlené€ teoretickée cetnosti
teorcetnosti = (round (pstidohistogramu,3))

# Tabulka relativnich a teoretickych cetnosti

tabCetnosti = matrix(NA,9,2)

tabCetnosti[,1] = cetnosti

tabCetnosti[,2] = teorcetnosti

rownames(tabCetnosti) = names(cetnosti)

colnames(tabCetnosti) = c(”Relativni ¢etnost”, ” Teoreticka ¢etnost”)

(tabCetnosti)

# export tabulky do Latexu
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tabulka2 = xtable(format(round(tabCetnosti,3), decimal.mark = ’,”), caption
= "Porovnani relativnich a teoretickych ¢etnosti pro d = 0,57, align=c("|1”,
2 |CJ7 ’77 ‘C’”))

print(tabulka2 file="simulacel.tex” append=T,table.placement = "h”,
caption.placement="bottom”, hline.after=seq(from=—1,to=nrow(tabulka2

),by=1))

###H# Histogram porovnani relativnich a teoretickych cetnosti (pro cetnosti
veétsi nez 0,01)

cetnosti<— cetnosti[—c(6,7,8,9)]

teorcetnosti< — teorcetnosti[—c(6,7,8,9)]

graph <— rbind(cetnosti, teorcetnosti)
rownames(graph) = c(”Relativni ¢etnost”, ” Teoretickd ¢etnost”)

setEPS()
postscript(’Cetnosti.eps’, encoding = ”CP1250.enc”, width =8.0, height =
6.0, horizontal = FALSE, onefile = FALSE, paper = ”special”)

a = cetnosti

b = teorcetnosti

grafik = rbind(a,b)

colnames(grafik) = vector()
rownames(grafik) = colnames(tabCetnosti)

barplot(grafik,beside=T,axes=F,ylim=c(—0.05,0.82),legend=rownames(
grafik), main=NULL, xlab="Hodnoty N”)

text(c(3,6,9,12,15),—0.05,srt=0,adj=1,labels=c(”15 — 19 7,720 — 24 7 725 —
207730 — 347,735 — 39 7) xpd=T)

osay=c(0,0.2,0.4,0.6,0.8,1)

Axis(osay, at=c(0,0.2,0.4,0.6,0.8,1), side=2, labels=chartr(”.”, ”,”, as.
character(osay)),las=1)

text(c(1.5,4.5,7.5,10.5,13.5),cetnosti+c(0.03,0.03,0.03,0.03,0.03) ,chartr(”.”, 7",
as.character(cetnosti)),cex=0.8)

text(c(2.5,5.5,8.5,11.5,14.5) teorcetnosti+c(0.03,0.03,0.03,0.03,0.03) ,chartr(”.”,

”» ”

., as.character(teorcetnosti)),cex=0.8)

dev.off()
# vypocet koeficientu spolehlivosti (opét se zanedbdnim hodnot N > 100)
KoefSpol = 0

for (j in 1:100) {
KoefSpol = KoefSpol + (2xpnorm((j~(1/2))*d[1]/sigma)—1)*probs]j]
}
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‘ (KoefSpol) # koeficient spolehlivosti

Kéd 4.2: Simulace hodnot N - Asymptotickd metoda

iaiaa
### Simulace hodnot nahodné veliciny N pri asymptotické metode,

### pozorovani maji dvojité exponencidlni rozdélent.

#

library(VGAM)
library(xtable)

set.seed(1000)

alpha = 0.05 # I—alpha je koeficient spolehlivosti hledaného intervalu
gamma = 0.2 # parametr gama v predpisu m(d)

d = ¢(0.5, 0.1, 0.05, 0.01) # rizna d, pro které simulaci provedeme
kolikrat = 1000 # pocet opakovdni v simulaci

sigma = 1 # rozptyl rozdeleni

m = vector() # pro kaZdé d je v tomto pripadé jind hodnota m, m=m(d)

vybrozptyly = vector() # pro kaZdou m—tici hodnot spocitime vybérovy
rozptyl

C = vector() # spocitané hodnoty optimdlniho poctu pozorovdni pro kazZdé d

N = matrix(data=NA, nrow=kolikrat, ncol=4) # hodnoty N pro dand d

colnames(N)<— ¢(”d = 0,5”,”d = 0,1”,”d = 0,05”,”d = 0,01”)

podil = vector() # podil vybérového praméru N a C pro dané d

souhrn = matrix(data=NA, nrow=>5, ncol=4) # shrnuti: minimum,
mazimum, vybérovy prumeér a vybérovy rozptyl, smerodatnd odchylka pro
ruznd d

osax = matrix(c(0,80,200,700,1000,2200,36000,42000), nrow=2, ncol=4)
osay = matrix(c(0,800,0,300,0,300,0,200), nrow=2, ncol=4)

(osax)

(osay)

for (jin 1:4) {
if (j==1[j==3)
{
if (j==1) {setEPS()
postscript(’histNasprvni.eps’, encoding = ”CP1250.
enc”, width =8.0, height = 6.0, horizontal =
FALSE, onefile = FALSE, paper = "special”)
par(mfrow=c(1,2))}
else {setEPS()
postscript(’histNasdruha.eps’, encoding = ” CP1250.
enc”, width =8.0, height = 6.0, horizontal =
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FALSE, onefile = FALSE, paper = "special”)
par(mfrow=c(1,2))}
}
# vypocet m pro dan€ d a zadané gama
m[j] = max(2, ceiling((qnorm(1—alpha/2)/d[j])"(2/(1+gamma))))
matice = matrix(data=NA, nrow=m/j|, ncol=kolikrat)

for (i in l:kolikrat) { # generovdni hodnot z dvojité exponencidlniho
rozdélent pro dané€ d

maticel[,i] = rlaplace(mlj], location = 0, scale = 1/sqrt(2))

vybrozptylyli| = var(maticel,i])

# vypocet N (pro dané d jich simuluje 1000)

N[i,j] = max(m][j], ceiling(vybrozptyly|i]*(gqnorm(1—alpha/2)/d[j])"2))

}

# vypocet optimdlniho poctu pozorovani C
CJ[j] = (gnorm(1—alpha/2)=*sigma/dl[j])"2
podilfj] = mean(N]j])/C[j

pomocna = toString(d[j])

pomocnal = sub(”.”, ”” pomocna,fixed=TRUE)

hist(N[,j], breaks=10, las=1, col="grey”, main=NULL, xlab="Hodnoty N”,
ylab="Pocet vyskyti”, cex.lab = 1.2, cex.main = 1.5,cex.axis = 1.1,
xlim = osax|,j], ylim = osay][,j])

text(osax[2,j],0say([2,j]*0.9, pos=2, paste(’d = ”,pomocnal),cex=1.5)

if (j==2 | j==1)
} {dev.off()}

# vypis hodnot m = m(d) pro riznd d (pro dané d ve sloupci)

(m)

# vypis vSech hodnot N pro riznd d (pro dané d ve sloupci), vijznamné
statistiky

)

(summary(N))

(souhrn = round(apply(N, 2 function(x) c¢(minimum=min(x), maximum=
max(x), v.primér=mean(x), v.rozptyl=var(x), v.sm.odch.=sd(x))),1))

names(C)=colnames(N)

# vypis optimdlniho poctu potrebnich pozorovdni C pro riuznd d

(C)

# podil vybérového prumeéru N a C pro jednotliva d by se mel blizit v limité k 1
(podil)

# export tabulky do Latexu

souhrn2=matrix(data=NA, nrow=6, ncol=4)
souhrn2[1,] = m

38




souhrn2[2,] = souhrn[1,]
souhrn2[3,] = souhrn|2,]
souhrn2[4,] = souhrn3,
souhrn2[5,] = souhrn|4,]
souhrn2[6,] = souhrn[5,]

colnames(souhrn2) = colnames(souhrn)

rownames(souhrn2) = ¢(”m = m(d)”,rownames(souhrn)[1],rownames(
souhrn)[2],rownames(souhrn)[3],rownames(souhrn)[4],rownames(souhrn
)[5)

(souhrn2)

tabulka = xtable(souhrn2, digits = 0, caption = ”Zakladni charakteristiky
nahodného vybéru N pro ruzna d”, align=c(”|c”,”|c”,”|c”,”|c”,” |c|”))

print(tabulka,file="simulace2.tex” append=T,table.placement = "h”,
caption.placement="bottom”, hline.after=seq(from=—1,to=nrow(tabulka)

Jby=1))

# export tabulky podilu vyb. priméru N a C do Latexu

tabPodil = matrix(data=NA nrow=3ncol=4)

tabPodil[1,] = round(colMeans(N))

tabPodil[2,] = round(C)

tabPodil[3,] = round(podil,4)

colnames(tabPodil) = colnames(N)

rownames(tabPodil) = ¢(”Vybérovy prumér N”,” Optimalni pocet — C”.”
Podil”)

tabulkaP = xtable(format(tabPodil, decimal.mark = "), caption= "Podil
vybérového priméru a optimalniho poc¢tu pozorovani — asymptoticka
metoda”, align:c(” |C” ’n | |C” ’77 |C” 777 |C” 777 |C|” ))

print(tabulkaP file="simulace2.tex” append=T table.placement = "h”,
caption.placement="bottom”, hline.after=seq(from=—1,to=nrow(
tabulkaP),by=1))
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