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Úvod

Sekvenční analýza je metoda řešení statistických úloh, která se vyznačuje tím,
že nemá předem daný rozsah výběru. Statistické metody, u nichž rozsah výběru
předem známe, se nazývají nesekvenční. Postup při sekvenční metodě spočívá
v postupném provedení dílčích experimentů, díky kterým se rozhodneme, zda
budeme ve výběru pokračovat, nebo už máme dostatečné množství informací
k tomu, abychom udělali relevantní závěr. Mezi tyto postupy náleží tzv. dvou-
stupňové, které se skládají z dvou po sobě provedených experimentů (mají dva
stupně). Kromě nich existují i vícestupňové metody, ale také další sekvenční me-
tody, při nichž nemusí být počet experimentů omezen.

V této bakalářské práci se zaměříme na dvoustupňové procedury.

Sekvenční metody se používají především v případech, kdy se pozorování pro-
vádějí přirozeně postupně za sebou (např. v testování jakosti). Hlavním důvodem,
proč se použije sekvenční přístup, jsou menší očekávané náklady na provedení ex-
perimentu. Střední počet potřebných pozorování je totiž menší než při použití
nesekvenční metody.

V první kapitole se budeme zabývat konstrukcí intervalu spolehlivosti dané
délky pro střední hodnotu normálního rozdělení s neznámým rozptylem. Ukážeme,
že žádný nesekvenční postup nám neumožní zkonstruovat interval spolehlivosti s
pevnou šířkou. Poté popíšeme konstrukci intervalu spolehlivosti s pevnou šířkou
pomocí Steinovy dvoustupňové metody. Dále odvodíme rozdělení rozsahu výběru.
Na konci kapitoly aplikujeme Steinovu dvoustupňovou metodu na reálná data a
provedeme simulaci rozdělení konečného rozsahu výběru.

V druhé kapitole zformulujeme sekvenční test. Výsledný sekvenční test vy-
chází ze Steinovy dvoustupňové metody a liší se od nesekvenčního t-testu tím, že
pravděpodobnost chyby druhého druhu nezávisí na neznámém rozptylu.

Třetí kapitola obsahuje popis modifikované Steinovy metody, jež snižuje střední
hodnotu konečného počtu pozorování oproti původní Steinově metodě.

Jelikož všechny metody vyložené v kapitolách 1-3 předpokládají normalitu
náhodného výběru, uvádíme ve čtvrté kapitole zobecnění na obecná rozdělení s
konečným nenulovým rozptylem. Tato metoda využívá centrální limitní větu pro
náhodný počet sčítanců. Na závěr kapitoly uvádíme opět simulaci, tentokrát však
s výběrem z dvojitě exponenciálního rozdělení.
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Kapitola 1

Sekvenční intervalový odhad
dané délky pro střední hodnotu
normálního rozdělení s
neznámým rozptylem

Konstrukce intervalového odhadu pro střední hodnotu normálního rozdělení
je klasickou statistickou úlohou. Jestliže pracujeme s pevným rozsahem výběru,
dovedeme bez potíží sestrojit interval spolehlivosti pro střední hodnotu, pokud
známe rozptyl. Avšak v případě, že je rozptyl neznámý, se ukazuje, že nelze se-
strojit takový intervalový odhad, aby měl danou spolehlivost a pevnou délku.

V této kapitole ukážeme, že tento zásadní problém lze vyřešit pomocí sek-
venčního postupu, který odvodil v roce 1945 Charles Stein. Jeho dvoustupňová
metoda výrazně ovlivnila vývoj sekvenční analýzy.

Nejprve zformulujeme a dokážeme tvrzení, ze kterého vyplývá neexistence in-
tervalového odhadu dané délky a spolehlivosti pro střední hodnotu normálního
rozdělení s neznámým rozptylem. Poté odvodíme první a druhou Steinovu dvou-
stupňovou metodu.

1.1 Interval spolehlivosti se známým rozptylem

Nebude-li řečeno jinak, budeme v této kapitole předpokládat, že X1, X2, ...
jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozdělením N (µ,σ2). Máme
tedy k dispozici nekonečnou posloupnost náhodných veličin, které jsou stejně
rozdělené a nezávislé. Oba parametry µ, σ2 jsou neznámé. Naším cílem je zkon-
struovat intervalový odhad pro µ s danou šířkou 2d.

Nejprve odvodíme interval spolehlivosti dané délky při dodatečném předpo-
kladu, že σ2 známe, jelikož díky tomu zjistíme, jaký by byl pro určité σ2 ideální
rozsah výběru.

Označme Jn =
(
Xn − d,Xn + d

)
interval spolehlivosti s danou délkou. Koefi-
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cient spolehlivosti tohoto intervalu vyjádříme jako

Pµ,σ(µ ∈ Jn) = Pµ,σ
(
|Xn − µ| ≤ d

)
= Pµ,σ

(√
n|Xn − µ|

σ
≤
√
nd

σ

)
= 2Φ(

√
nd/σ)− 1, (1.1)

protože
√
n|Xn − µ|/σ ∼ N (0,1). Poněvadž požadujeme, aby koeficient spolehli-

vosti byl alespoň 1− α, musí platit

2Φ(
√
nd/σ)− 1 ≥ 1− α = 2Φ(u1−α/2)− 1, (1.2)

kde u1−α/2 je 1 − α
2

kvantil normovaného normálního rozdělení. Díky monotonii
distribuční funkce normálního rozdělení musí platit

√
nd

σ
≥ u1−α/2 ⇒ n ≥

u21−α/2σ
2

d2
. (1.3)

Označme
C = u21−α/2σ

2/d2. (1.4)

Z předchozích úvah dostáváme, že koeficient spolehlivosti intervalu Jn bude ale-
spoň 1 − α právě tehdy, když n je přirozené číslo větší nebo rovno C. Zpravidla
volíme nejmenší takové n. Z tohoto důvodu se C označuje jako optimální rozsah
výběru požadovaný pro konstrukci intervalu spolehlivosti pro µ s pevnou délkou,
kdyby bylo σ2 známé.

V našem případě, kdy σ2 je neznámé, je i C neznámé. Steinovy dvoustupňové
metody, které vyložíme dále, v prvním stupni na základě prvního výběru odhad-
nou C a díky tomu určí konečnou velikost výběru.

1.2 Neexistence intervalového odhadu pevné délky
s pevným rozsahem výběru

Následující věta byla dokázána v roce 1950. Důkaz je převzat z Ghosh a Sen
(1991).

Věta 1.1. Nechť Y1,...,Yn je náhodný výběr z rodiny rozdělení s parametrem po-
lohy a měřítka se sdruženou hustotou

σ−nf

(
y1 − µ
σ

,...,
yn − µ
σ

)
,− ∞ < µ <∞, 0 < σ <∞,

µ,σ neznámé, f(x) je spojitá ∀x ∈ Rn. Potom neexistuje intervalový odhad
(L(Y), U(Y))⊂ R pro µ na základě Y1,...,Yn takový, aby pro pevné 0 < 1−α < 1
a pevné 0 < d <∞ platilo

1. P(µ ∈ (L(Y), U(Y))| µ,σ)≥ 1− α ∀µ,σ,

2. U(y)− L(y) < 2d ∀y ∈ Rn,

Y = (Y1,...,Yn),y = (y1,...,yn).
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Důkaz. Pro libovolné µ1 6= µ2 a A ⊂ Rn měřitelnou plyne ze Scheffého věty (Rao,
1978, str. 255, Věta XV)

sup
A∈B(Rn)

∣∣∣∣∫
A

σ−nf
(
σ−1 (y − µ11)

)
dy −

∫
A

σ−nf
(
σ−1 (y − µ21)

)
dy

∣∣∣∣
= sup

A∈B(Rn)

∣∣∣∣∫
A

f (x) dx−
∫
A

f

(
x +

µ1 − µ2

σ
1

)
dx

∣∣∣∣ σ→∞−−−→ 0, (1.5)

jelikož f(x), f
(
x + µ1−µ2

σ
1
)

jsou z předpokladu věty hustoty a

f

(
x +

µ1 − µ2

σ
1

)
σ→∞−−−→ f(x)

ze spojitosti f(x). 1 značí (1, . . . ,1) ∈ Rn.
Nyní sporem předpokládejme, že pro libovolná neznámá µ ∈ R, σ2 > 0 exis-
tuje intervalový odhad (L(Y), U(Y)) zkonstruovaný na základě Y1,...,Yn splňující
podmínky 1.,2. Jelikož µ ∈ R, pro každé r (r ≥ 2) existuje r hodnot µ1, . . . ,µr
takových, že ∀i 6= j; i, j = 1, . . . , r : |µi − µj| ≥ 2d. Označme

Mj = {y ∈ Rn : µj ∈ (L(y),U(y))} , j = 1, . . . , r.

Z podmínky 2. a z toho, jak jsme zvolili µ1, . . . , µr, dostáváme, že Mj jsou po
dvou disjunktní. Dále víme, že

P(Y ∈Mj | µj,σ)≥ 1− α, j = 1, . . . , r,

ale z (1.5) můžeme zvolit libovolně malé číslo, např. 1
2
(1 − α), že pro nějaké σ

platí

|P(Y ∈Mj | µj,σ)−P(Y ∈Mj | µ1,σ)| < 1

2
(1− α), j = 2, . . . , r,

odkud dostáváme, že

P(Y ∈Mj | µ1,σ)>
1

2
(1− α), j = 2, . . . , r.

Jelikož

1 ≥ P
(
Y ∈ ∪rj=1Mj | µ1,σ

)
=

r∑
j=1

P(Y ∈Mj | µ1,σ)> r
1

2
(1− α),

musí platit 1 > r 1
2
(1−α). Protože bylo ale r zvoleno libovolné, dostáváme spor.

k

Podobně lze ukázat, že žádný rozumný test s jednoduchou hypotézou H0 :
µ = µ0 a jednoduchou alternativou H1 : µ = µ1 s pevným rozsahem výběru a
danou hladinou nemá chybu 2. druhu nezávislou na σ:
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Dále použité značení je shodné se značením v předchozím důkazu. Předpoklá-
dejme, že

P(Y ∈ W | µ0,σ) = α, P(Y 6∈ W | µ1,σ) = β ∀σ, (1.6)

kde W značí kritický obor testu, 0 < α, β < 1. Pro libovolné σ označíme Wσ

kritický obor s nejmenší chybou druhého druhu a hladinou α získaný z Neyman-
Pearsonova lemmatu. Z (1.6) dostáváme

β ≥ P(Y 6∈ Wσ | µ1,σ) ∀σ. (1.7)

Poněvadž P(Y ∈ Wσ | µ0,σ) = α ∀σ, máme z (1.5)

P(Y ∈ Wσ | µ1,σ) = 1− P(Y 6∈ Wσ | µ1,σ)
σ→∞−−−→ α. (1.8)

Potom ale z (1.7)-(1.8) vyplývá, že existuje σ takové, že 1−β ≤ α. Pokud bychom
ale test interpretovali jako test s hladinou 1−β a pravděpodobností 2. druhu 1−α,
podobně jako výše bychom dostali pro nějaké σ α ≤ 1 − β. V tom případě ale
pro větší z nich platí α = 1− β. Takový test však není dobrý, jelikož jeho síla je
rovná pravděpodobnosti chyby prvního druhu.

1.3 Steinova dvoustupňová metoda

V této sekci se budeme zabývat odvozením dvoustupňových metod, které řeší
problém konstrukce intervalového odhadu dané šířky střední hodnoty normálního
rozdělení s neznámým rozptylem, resp. testu pro střední hodnotu normálního roz-
dělení s neznámým rozptylem.

Ve zbytku této kapitoly budeme předpokládat, že náhodné veličiny Xi, i ∈ N,
mají normální rozdělení.

1.3.1 Intervalový odhad pomocí Steinovy metody

Nyní popíšeme dvoustupňovou metodu, kterou odvodil Stein v roce 1945.
Spočívá v tom, že můžeme díky prvnímu výběru odhadnout nám neznámý roz-
ptyl. Díky tomu pak stanovíme konečnou velikost výběru tak, aby měl interval
požadovaný koeficient spolehlivosti a danou šířku.

STUPEŇ 1: Nejprve máme k dispozici m náhodných veličin X1, X2, . . . , Xm.
Spočítáme

Xm =
1

m

m∑
i=1

Xi, (1.9)

S2
m =

1

m− 1

m∑
i=1

(Xi −Xm)2. (1.10)

Nyní za N zvolíme nejmenší přirozené číslo takové, že N ≥ m,N ≥ z−1S2
m, z > 0,

(volba z bude popsána níže). To můžeme ekvivalentně zapsat jako

N = max
{
m,
⌊
z−1S2

m

⌋
+ 1
}
, (1.11)
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kde bac značí největší přirozené číslo menší než a.

Poznámka. Za z zvolíme později takové číslo, aby byly splněny požadavky na
koeficient spolehlivosti a délku intervalového odhadu. Hodnota z bude záviset na
d a na nějakém kvantilu normálního rozdělení, jak ukážeme dále.

STUPEŇ 2: Pokud pro N z (1.11) platí

• N > m, vybereme N −m dalších pozorování Xm+1,...,XN , definujme

XN =
1

N

N∑
i=1

Xi =
1

N

(
mXm +

N∑
i=m+1

Xi

)
(1.12)

• N = m, potom ukončíme výběr po prvním stupni a položíme

XN = Xm (1.13)

Poznámka. Výše popsanou metodu lze v literatuře najít pod názvem druhá Stei-
nova metoda, jelikož jí předcházela původní Steinova metoda. První Steinova
dvoustupňová metoda je analogická druhé metodě, kterou se budeme dále zabý-
vat. Přesto bych ráda nastínila, v čem se obě metody liší a na čem je založena
průkopnická myšlenka konstrukce intervalového odhadu ve dvou stupních.

V první Steinově metodě volíme rozsah výběru na rozdíl od (1.11) jako

N∗ = max
{
m+ 1,

⌊
z−1S2

m

⌋
+ 1
}
.

Poté zvolíme 1 + N∗ − m čísel a0, am+1, ..., aN takových, aby platily rovnosti
a0 +

∑N∗

i=m+1 ai = 1, a20/m+
∑N∗

i=m+1 a
2
i = zS2

m.

Zavedeme statistiku LN∗ = a0Xm +
∑N∗

i=m+1 aiXi. Potom platí, že

TN∗ =
LN∗ − µ
z

1
2

má Studentovo t rozdělení o m − 1 stupních volnosti (důkaz lze najít v (Ghosh
a Sen, 1991, kapitola 2, str. 25, Věta 3.1.)). Nechť t1−α/2,m−1 je 1 − α/2 kvantil
Studentova t rozdělení o m−1 stupních volnosti. Díky znalosti rozdělení statistiky
TN∗ víme, že platí

Pµ,σ
(
−z1/2t1−α/2,m−1 < LN∗ − µ < z1/2t1−α/2,m−1

)
= 1− α.

Pokud bychom tedy na začátku položili z takové, aby vyhovovalo rovnici
z1/2t1−α/2,m−1 = d, neboli z = d2/t21−α/2,m−1, dostaneme pro každé µ, σ2

Pµ,σ(LN∗ − d < µ < LN∗ + d)= 1− α.

(LN∗ − d,LN∗ + d) by byl tedy interval spolehlivosti pro µ s koeficientem spoleh-
livosti 1− α a danou délkou 2d.

První metoda nám dává návod, jak sestrojit interval spolehlivosti s koefici-
entem spolehlivosti přesně 1− α a danou délkou 2d. Záhy ukážeme, co se stane,
pokud bychom požadovali, aby byl koeficient spolehlivosti větší nebo roven 1−α,
resp. délka menší nebo rovna 2d.
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Nyní odvodíme některé vlastnosti náhodné veličiny N a nestrannost náhod-
ného výběrového průměru XN . Poté dokážeme zásadní tvrzení o rozdělení nor-
movaného výběrového průměru, díky čemuž se dostaneme k hledanému intervalu
spolehlivosti pro µ.

Věta 1.2. Pro náhodnou veličinu N definovanou v (1.11) pro libovolná µ, σ, d a
α platí: XN je nestranný odhad µ, varµ,σ

(
XN

)
= σ2Eµ,σ(N−1).

Důkaz. Veličina S2
m je jistě díky předpokladu normality nezávislá na Xn pro

n ≥ m. Hodnota veličiny N definované v (1.11) ale závisí pouze na S2
m, z toho

pak plyne i nezávislost Xn a I[N = n]. Můžeme tedy psát

Eµ,σ
(
XN

)
=

∞∑
n=m

Eµ,σ
(
XN |N = n

)
Pµ,σ(N = n) =

∞∑
n=m

Eµ,σ
(
Xn|N = n

)
Pµ,σ(N = n)

=
∞∑
n=m

Eµ,σ
(
Xn

)
Pµ,σ(N = n) = µPµ,σ(N <∞)= µ.

Poslední krok plyne z toho, že Pµ,σ(N <∞)= 1. Výraz pro rozptyl odvodíme
obdobně:

varµ,σ
(
XN

)
= Eµ,σ

(
XN − µ

)2
=

∞∑
n=m

Eµ,σ
((
XN − µ

)2|N = n
)
Pµ,σ(N = n)

=
∞∑
n=m

Eµ,σ
((
Xn − µ

)2|N = n
)
Pµ,σ(N = n)

=
∞∑
n=m

Eµ,σ
(
Xn − µ

)2
Pµ,σ(N = n)=

∞∑
n=m

varµ,σ
(
Xn

)
Pµ,σ(N = n)

=
∞∑
n=m

σ2

n
Pµ,σ(N = n)= σ2Eµ,σ

(
N−1

)
.

k

Věta 1.3. Definujeme-li XN jako v (1.11)-(1.13), potom

T =
XN − µ
Sm

N1/2

má Studentovo t rozdělení o m− 1 stupních volnosti.

Důkaz. Je-li dáno S2
m, je N pevné. Proto

Y =
XN − µ

σ
N1/2

má podmíněné rozdělení N (0,1) vzhledem k S2
m, tedy Y je nezávislá na S2

m. Dále
χ2 = (m− 1)S2

m/σ
2 ∼ χ2

m−1. Proto

T =
XN − µ
Sm

N1/2 =

XN − µ
σ

N1/2√
(m−1)S2

m

σ2(m−1)

8



má Studentovo t rozdělení o m− 1 stupních volnosti.
k

Připomeňme, že t1−α/2,m−1 značí 1− α
2

kvantil Studentova t rozdělení o m− 1
stupních volnosti. Z věty 1.3 plyne pro libovolné µ, σ > 0

Pµ,σ
(
XN −N−1/2Smt1−α/2,m−1 < µ < XN +N−1/2Smt1−α/2,m−1

)
= 1−α. (1.14)

Z definice N v platí N ≥ z−1S2
m. Definujeme-li z jako

z =
d2

t21−α/2,m−1
, (1.15)

dostáváme
N−1/2Smt1−α/2,m−1 ≤ d. (1.16)

Z (1.14) jsme dostali intervalový odhad pro µ s délkou menší nebo rovnou 2d.
Podobně můžeme sestrojit interval spolehlivosti s přesnou délkou 2d a koeficien-
tem spolehlivosti větším nebo rovným 1− α: Označme JN =

(
XN − d,XN + d

)
.

Potom z (1.16) máme, že

Pµ,σ(µ ∈ JN) = Pµ,σ
(
µ ∈

(
XN − d,XN + d

))
≥ Pµ,σ

(
XN −N−1/2Smt1−α/2,m−1 < µ < XN +N−1/2Smt1−α/2,m−1

)
= 1− α. (1.17)

Dále budeme pracovat s intervalem spolehlivosti JN =
(
XN − d,XN + d

)
, o kte-

rém víme, že Pµ,σ(µ ∈ JN)≥ 1−α. Této vlastnosti se v kontextu sekvenční analýzy
říká exaktní konzistence.

Definice 1.1. Řekneme, že sekvenční metoda je (exaktně) konzistentní, jestliže
pro každé d > 0 platí

Pµ,σ(µ ∈ J)≥ 1− α,

kde J je interval spolehlivosti pro střední hodnotu odvozený díky této metodě.

1.3.2 Vlastnosti náhodné veličiny N

Definice 1.2. Sekvenční metoda je asymptoticky účinná (1. řádu), jestliže

lim
d→0+

Eµ,σ

(
N

C

)
= 1,

kde C je definováno v (1.4), N je rozsah výběru určený touto metodou.

Věta 1.4. Pro náhodnou veličinu N definovanou v (1.11) pro všechna µ, σ, d a
α platí

t21−α/2,m−1σ
2

d2
≤ Eµ,σ(N)≤ m+

t21−α/2,m−1σ
2

d2
,

9



Důkaz. Z (1.11) zřejmě platí

t21−α/2,m−1S
2
m

d2
≤ N ≤ m+

t21−α/2,m−1S
2
m

d2
s.j., (1.18)

tedy
t21−α/2,m−1Eµ,σ(S2

m)

d2
≤ Eµ,σ(N)≤ m+

t21−α/2,m−1Eµ,σ(S2
m)

d2
, (1.19)

což nám spolu s tím, že výběrový rozptyl je nestranným odhadem rozptylu, dává
tvrzení věty.

k

Poznámka. Z věty 1.4 je vidět, že pro obvyklé hodnoty α (např. α = 0,1 nebo
menší) platí

Eµ,σ(N)≥
t21−α/2,m−1σ

2

d2
>
u21−α/2σ

2

d2
= C,

protože pro takové hodnoty α je t1−α/2,m−1 > u1−α/2. Nerovnost lze interpretovat
tak, že potřebujeme v průměru více pozorování, než je optimální počet. To je
jistě přirozené, neboť při neznalosti rozptylu musíme použít více pozorování, než
kdybychom rozptyl znali. C je tedy logicky menší než střední hodnota N. Co nás
však bude dále zajímat je, jak se chová C a N při velkém počtu pozorování ve
výběru.

Věta 1.5. Steinova metoda není účinná, tj.

lim
d→0+

Eµ,σ

(
N

C

)
=
t21−α/2,m−1
u21−α/2

.

Důkaz. Vydělíme-li nerovnost z věty 1.4 C, potom dostáváme že

t21−α/2,m−1
u21−α/2

≤ Eµ,σ
(
N

C

)
≤ md2

u21−α/2σ
2

+
t21−α/2,m−1
u21−α/2

.

Nerovnost jistě platí i pro limity těchto výrazů (m je pevné číslo nezávislé na d),

a tedy limd→0+ Eµ,σ
(
N
C

)
=

t2
1−α/2,m−1

u2
1−α/2

.

k

Definice 1.3. Řekneme, že sekvenční metoda je asymptoticky konzistentní, jest-
liže pro každé µ, σ platí

lim
d→0+

Pµ,σ(µ ∈ J)= 1− α,

kde J je interval spolehlivosti pro střední hodnotu odvozený díky této metodě.

Věta 1.6. Steinova dvoustupňová metoda je asymptoticky konzistentní, tj.
limd→0+ Pµ,σ(µ ∈ JN)= 1− α pro libovolná µ, σ.
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Důkaz. Z (1.18) plyne, že N1/2d
d→0−−→ t1−α/2,m−1Sm s.j. Z Lebesgueovy věty a

z věty 1.3 plyne, že

lim
d→0+

Pµ,σ(µ ∈ JN) = lim
d→0+

Pµ,σ
(
|XN − µ| ≤ d

)
= lim

d→0+
Pµ,σ

(
|XN − µ|

Sm
N1/2 ≤ d

Sm
N1/2

)
= Pµ,σ

(
|XN − µ|

Sm
N1/2 ≤ t1−α/2,m−1

)
= 1− α.

k

Poznámka. Pokud tedy shrneme vlastnosti druhé Steinovy metody pomocí výše
definovaných pojmů 1.1 - 1.2, pak můžeme díky větám 1.4 - 1.5 a jejich důsled-
kům tvrdit, že je Steinova metoda exaktně i asymptoticky konzistentní, avšak
není asymptoticky účinná. Právě asymptotická neúčinnost byla důvodem hledání
dalších vylepšení této metody tak, aby byla nová metoda asymptoticky účinná.

Rozdělení náhodné veličiny N Všimněme si, že rozdělení počtu potřebných
pozorování N nezávisí na µ. Jestliže N = m, pak díky (1.11) m ≥ bz−1S2

mc + 1.
Tedy

Pσ(N = m) = Pσ
(⌊
z−1S2

m

⌋
+ 1 ≤ m

)
= Pσ

(
0 <

t21−α/2,m−1S
2
m

d2
≤ m

)

= Pσ

(
0 <

(m− 1)S2
m

σ2
≤ m(m− 1)d2

σ2t21−α/2,m−1

)
. (1.20)

Veličina (m − 1)S2
m/σ

2 ∼ χ2
m−1, jelikož předpokládáme normalitu náhodného

výběru. Pokud N > m, máme z (1.11) m < bz−1S2
mc + 1. Tedy pro n > m

můžeme psát

Pσ(N = n) = Pσ
(⌊
z−1S2

m

⌋
= n− 1

)
= Pσ

(
n− 1 <

t21−α/2,m−1S
2
m

d2
≤ n

)

= Pσ

(
(n− 1)(m− 1)d2

σ2t21−α/2,m−1
<

(m− 1)S2
m

σ2
≤ n(m− 1)d2

σ2t21−α/2,m−1

)
. (1.21)

1.3.3 Aplikace Steinovy metody

Nyní si uvedeme příklad použití výše popsané metody na reálných datech.
Jak jsme ukázali v (1.14) - (1.16), výsledným intervalem spolehlivosti pro µ o ko-
eficientu spolehlivosti 1 − α a pevné šířce 2d bude JN =

(
XN − d,XN + d

)
.

Známe-li hodnotu náhodné veličiny N, stačí nám jen ze všech pozorování spočí-
tat výběrový průměr XN a díky němu už dostaneme hledaný intervalový odhad.
Proto se v následujícím příkladu budeme zabývat pouze určením hodnoty N.

Data uvedená v následujícím příkladu jsou převzata ze skript (Dupač a Huš-
ková, 2009), str. 113.
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Příklad (Intervalový odhad s pevnou šířkou). Devět měření určité fyzikální kon-
stanty µ dalo tyto hodnoty:

1,04 1,03 1,06 1,04 1,01 1,03 1,03 1,04 1,05.

Výsledky považujeme za nezávislé náhodné veličiny s normálním rozdělením
N (µ,σ2), kde µ ∈ R, σ2 ∈ (0,∞) jsou neznámé parametry.

Spočteme, kolik měření by bylo potřeba ještě provést, abychom mohli sestrojit
intervalový odhad pro µ s koeficientem spolehlivosti 1−α = 0,95, jenž má pevnou
šířku 0,02, resp. 0,01 (tedy d1 = 0,01, resp. d2 = 0,005).

V prvním stupni Steinovy dvoustupňové metody jsme tedy získali m = 9
pozorování, t1−α/2,m−1 = a0,975,8 = 2,306. Z (1.10) spočteme výběrový rozptyl
S2
9 = 0,0002. Hodnota náhodné veličiny N definované v 1.11 a 1.15 je pro d1 = 0,01

N1 = max
{
m,
⌊
t21−α/2,m−1S

2
m/d

2
1

⌋
+ 1
}

= max
{

9,
⌊
2,3062.0,0002/0,012

⌋
+ 1
}

= max{9,b10,6353c+ 1} = 11.

V tomto případě bychom tedy potřebovali provést jen dvě další měření.

Pro d2 = 0,005 máme

N2 = max
{
m,
⌊
t1−α/2,m−1S

2
m/d2

⌋
+ 1
}

= max
{

9,
⌊
2,3062.0,0002/0,0052

⌋
+ 1
}

= max{9,b42,5411c+ 1} = 43.

Pokud bychom tedy požadovali, aby byla šířka intervalu d2 = 0,005, museli
bychom mít k dispozici ještě 34 měření.

Příklad (Simulace). Díky statistickému softwaru R provedeme výpočty, které nám
umožní ověřit si shodu některých teoretických výsledků, jež jsme dokázali v této
kapitole, a simulací.

Nejprve budeme simulovat hodnoty náhodné veličiny N ze Steinovy dvou-
stupňové metody (viz (1.11)). Pro různé hodnoty šířky intervalu 2d budeme
generovat skupiny m náhodných veličin s normovaným normálním rozdělením.
Z každé takové skupiny následně spočítáme výběrový rozptyl S2

m (viz (1.10)).
Díky tomu už můžeme vypočítat hodnotu N.

Potom pro jednotlivá d spočítáme výběrový průměr, maximum, minimum
a výběrový rozptyl vygenerovaných hodnot N. Dále vypočítáme hodnotu opti-
málního počtu pozorování C a porovnáme výsledný podíl N/C s limitou d→ 0+
podílu střední hodnoty N a C z věty 1.5. Pro lepší představu doplníme ještě tyto
informace jednoduchým histogramem hodnot N.

Pro simulaci byly použity hodnoty d1 = 0,5, d2 = 0,1, d3 = 0,05, d4 =
0,01, m = 15, α = 0,05, σ2 = 1. V následující tabulce vidíme, jak se pro různá
d měnily hodnoty minima, maxima, výběrového průměru a výběrového rozptylu
N. Hodnoty v tabulce 1.1 jsou zaokrouhlené na celá čísla.
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d = 0,5 d = 0,1 d = 0,05 d = 0,01
Minimum 15 98 325 7 678
Maximum 57 1 166 4 593 112 787
Výběrový průměr 20 458 1 830 45 482
Výběrový rozptyl 33 31 891 48 6484 323 214 269
Výb. směr. odchylka 6 179 697 17 978

Tabulka 1.1: Základní charakteristiky rozsahu výběru N pro různá d.

V grafu 1.1 a 1.2 na následující stránce vidíme, že hodnota m = 15 výrazněji
ovlivnila hodnoty N jen v případě, kdy bylo d1 = 0,5. Nejspíš právě díky tomuto
omezení je o tolik větší počet hodnot N v rozmezí 15 ≤ N < 20.
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Graf 1.1: Rozdělení hodnot N pro d = 0,5 a d = 0,1, výběr z N (0,1).

Ve větě 1.5 jsme ukázali, že Steinova dvoustupňová metoda není účinná.
Z této věty dokonce víme, že limd→0+ Eµ,σ(N/C)= t21−α/2,m−1/u

2
1−α/2. Při hod-

notách m = 15, α = 0,05 dostaneme t21−α/2,m−1/u
2
1−α/2 = 1,19749. Proto musíme

očekávat podobné hodnoty i pro dost malá d. Otázkou je, jestli se Eµ,σ(N/C) blíží
limitě už při námi zvolených hodnotách d1 = 0,5, d2 = 0,1, d3 = 0,05, d4 = 0,01.
Víme, že výběrový průměr N konverguje skoro jistě k střední hodnotě N, tedy
i limd→0+N/C = t21−α/2,m−1/u

2
1−α/2 s.j.
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Graf 1.2: Rozdělení hodnot N pro d = 0,05 a d = 0,01, výběr z N (0,1).

Tabulka 1.2 obsahuje potřebné hodnoty N a C pro různá d. Vidíme, že
všechny hodnoty N/C jsou dost blízko limitě, jež má hodnotu 1,19749. (Hodnoty
v prvním a druhém řádku tabulky 1.2 jsou zaokrouhleny na celá čísla, hodnoty
ve třetím řádku na 4 desetinná místa.)

d = 0,5 d = 0,1 d = 0,05 d = 0,01

N 20 458 1 830 45 482

C 15 384 1 537 38 415

N/C 1,2854 1,1916 1,1909 1,1840

Tabulka 1.2: Podíl výběrového průměru N a optimálního počtu pozorování.

Hodnoty N/C v posledním řádku tabulky 1.2 se pohybují zhruba okolo 1,2,
to znamená, že při této aplikaci Steinovy metody potřebujeme řádově o 20%
více pozorování, než je ve skutečnosti potřeba. Jelikož jde o nezanedbatelné
číslo, bylo motivací k dalšímu vylepšování metody. Ukázalo se, že pokud vhodně
zvolíme hodnotu m, dovedeme zařídit, aby byla metoda účinná, tj. aby
limd→0+ Eµ,σ(N/C)= 1.

Jelikož jsme v této kapitole vyjádřili rozdělení náhodné veličiny N ((1.20) -
(1.21)), nabízí se nám spočítat tyto hodnoty pomocí softwaru. K výpočtu dalších
výsledků byla použita hodnota d1 = 0,5. V simulaci bylo spočítáno rozdělení N
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pro hodnoty N ≤ 100, jelikož vyšší hodnoty už mají zanedbatelnou pravděpo-
dobnost (2,33924.10−13).

Díky rozdělení N pak lze se zanedbáním hodnot N > 100 lehce spočítat, že
E(N)

.
= 17,70, což je poměrně blízko k hodnotě N

.
= 19,75. Dále var(N)

.
= 17,25.

Pro výpočet koeficientu spolehlivosti intervalu JN =
(
XN − d,XN + d

)
je třeba

si uvědomit, že

Pµ,σ(µ ∈ JN) = Pµ,σ
(
|XN − µ| ≤ d

)
=

∞∑
n=m

Pµ,σ
(
[|XN − µ| ≤ d] ∩ [N = n]

)
=

∞∑
n=m

Pµ,σ
(
|XN − µ| ≤ d|N = n

)
Pµ,σ(N = n)

=
∞∑
n=m

Pµ,σ
(
|Xn − µ| ≤ d

)
Pµ,σ(N = n)

=
∞∑
n=m

Pµ,σ

(√
n
|Xn − µ|

σ
≤
√
nd

σ

)
Pµ,σ(N = n)

= Eµ,σ
(

2Φ
(√

Nd/σ
)
−1
)
.

Jelikož rozdělení N známe, můžeme koeficient spolehlivosti spočítat opět se za-
nedbáním hodnot N > 100. Jeho hodnota je přibližně 0,959496, což je větší než
požadovaný koeficient spolehlivosti 1− α = 0,95.

Tabulka (1.3) udává hodnoty relativních a teoretických četností N počíta-
ných pro d1 = 0,5 zaokrouhlené na tři desetinná místa. Teoretické četnosti se od
simulovaných relativních četností nejvíc liší v nejmenších hodnotách N, kde je
rozdíl 0,118.

Relativní četnost Teoretická četnost
15 ≤ N < 20 0,642 0,760
20 ≤ N < 25 0,210 0,159
25 ≤ N < 30 0,094 0,059
30 ≤ N < 35 0,034 0,017
35 ≤ N < 40 0,012 0,004
40 ≤ N < 45 0,003 0,001
45 ≤ N < 50 0,003 0,000
50 ≤ N < 55 0,001 0,000
55 ≤ N < 60 0,001 0,000

Tabulka 1.3: Porovnání relativních a teoretických četností N pro d = 0,5, m = 15.

Získané hodnoty lze porovnat rovněž díky grafu 1.3.
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Graf 1.3: Relativní a teoretické četnosti, d = 0,5.
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Kapitola 2

Testování hypotéz pomocí
Steinovy metody

Výsledky získané v předchozí kapitole o intervalových odhadech lze použít
i v oblasti testování hypotéz. V celé kapitole budeme předpokládat, že Xi, i ∈ N,
mají normální rozdělení. V této kapitole uvedeme jednostranný i oboustranný
test pro střední hodnotu normálního rozdělení při neznámém rozptylu.

Označme nulovou hypotézu H0 : µ = µ0, jednostrannou alternativu H1 :
µ > µ0 a oboustrannou alternativu H2 : µ 6= µ0.

Nyní ukážeme, jak testovat střední hodnotu na základě dříve dokázané věty
1.3. Pravděpodobnost chyby druhého druhu těchto testů nebude záviset na roz-
ptylu, což ukážeme na příslušné silofunkci.
Opět definujeme N jako

N = max
{
m,
⌊
z−1S2

m

⌋
+ 1
}
, (2.1)

pouze číslo z zvolíme později jinak, než tomu bylo ve Steinově metodě. Definujeme
XN jako v (1.11)-(1.13). Dále víme, že

TN = N1/2XN − µ0

Sm

má z věty 1.3 za H0 Studentovo t rozdělení o m−1 stupních volnosti. Pokud tedy
testujeme nulovou hypotézu proti jednostranné alternativě, použijeme rozhodo-
vací pravidlo:
Zamítáme H0 na hladině α (tedy přijímáme H1), pokud

TN > t1−α,m−1, (2.2)

kde t1−α,m−1 je 1 − α kvantil Studentova t rozdělení o m − 1 stupních volnosti.
Hladina tohoto testu je tedy α. Jestliže je skutečná střední hodnota µ, potom
můžeme psát

TN = N1/2XN − µ
Sm

+N1/2µ− µ0

Sm
,
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kde N1/2
(
XN − µ

)
/Sm má rozdělení tm−1. Silofunkce testu nulové hypotézy proti

jednostranné alternativě H1 pro µ− µ0 > δ, δ > 0, se vyjádří jako

β(µ) = Pµ,σ(TN > t1−α,m−1)

= Pµ,σ
(
N1/2S−1m

(
XN − µ

)
> t1−α,m−1 −N1/2S−1m (µ− µ0)

)
≥ Pµ,σ

(
N1/2S−1m

(
XN − µ

)
> t1−α,m−1 − z−1/2(µ− µ0)

)
> Pµ,σ

(
N1/2S−1m

(
XN − µ

)
> t1−α,m−1 − z−1/2δ

)
,

protože z (1.11) plyne N ≥ z−1S2
m. Jestliže tedy zvolíme pevné z tak, aby

Pµ,σ
(
N1/2S−1m

(
XN − µ

)
> t1−α,m−1 − z−1/2δ

)
= 1− β, (2.3)

pak je vidět, že pro µ > µ0 + δ je β(µ) > 1− β nezávisle na σ. Pravděpodobnost
chyby druhého druhu tedy bude nejvýše β.

Potřebujeme-li testovat oboustrannou hypotézu, zvolíme na základě věty 1.3
rozhodovací pravidlo:
Zamítáme H0 na hladině α (tedy přijímáme H2), pokud

|TN | > t1−α/2,m−1. (2.4)

Ani zde není silofunkce závislá na rozptylu. To lze odvodit analogicky jako v pří-
padě jednostranné alternativy. Silofunkce testu nulové hypotézy proti oboustranné
alternativě H2 pro |µ− µ0| > δ, δ > 0, se vyjádří jako

β(µ) = Pµ,σ
(
|TN | > t1−α/2,m−1

)
= Pµ,σ

(∣∣N1/2S−1m
(
XN − µ

)
+N1/2S−1m (µ− µ0)

∣∣ > t1−α/2,m−1
)

= Pµ,σ
(
N1/2S−1m

(
XN − µ

)
> t1−α/2,m−1 −N1/2S−1m (µ− µ0)

)
+ Pµ,σ

(
N1/2S−1m

(
XN − µ

)
< −t1−α/2,m−1 −N1/2S−1m (µ− µ0)

)
> Pµ,σ

(
N1/2S−1m

(
XN − µ

)
> t1−α/2,m−1 − z−1/2δ

)
+ Pµ,σ

(
N1/2S−1m

(
XN − µ

)
< −t1−α/2,m−1 − z−1/2δ

)
,

neboť N1/2S−1m (µ− µ0)> z−1/2δ. Poslední nerovnost plyne z vlastností Studen-
tova t rozdělení. Opět tedy můžeme zvolit z takové, aby pravděpodobnost chyby
druhého druhu nepřesáhla β.
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Kapitola 3

Modifikace Steinovy metody

V této kapitole uvedeme podstatné vylepšení Steinovy dvoustupňové metody.
Výsledná metoda bude nejen nadále exaktně i asymptoticky konzistentní (ve
smyslu definice 1.1, 1.3), ale navíc účinná (viz 1.2). Toho docílíme tak, že zohled-
níme šířku 2d hledaného intervalu spolehlivosti při volbě čísla m. Ve Steinově
metodě jsme na m nekladli žádné speciální požadavky. Modifikovaná metoda vy-
užívá intuitivní představy, že při malém d je potřebný počet pozorování velký,
můžeme si tedy dovolit odhadnout σ2 větším počtem pozorování. Číslo m bude
v této kapitole záviset na délce intervalu d, jak záhy ukážeme.

V celé kapitole budeme předpokládat, že veličiny X1, X2, . . . mají normální
rozdělení.

3.1 Modifikovaná Steinova metoda

Z věty 1.5 víme, že Steinova dvoustupňová metoda není asymptoticky účinná.
To nám říká, že pro malá d potřebujeme k nalezení intervalu spolehlivosti poža-
dovaných vlastností mít řádově větší počet pozorování, než je optimální. Proto
je na místě se zamyslet nad tím, jestli malá volba čísla m negativně neovlivní
získaný interval spolehlivosti. Pokud bychom chtěli interval s dost malou šířkou
d, pak se může stát, že výběrový průměr získaný z prvních m pozorování ne-
odhaduje dost dobře rozptyl. V první kapitole jsme odvodili optimální velikost
výběru C (viz (1.4)). Pokud bychom ale zmenšovali d, je vidět, že optimální ve-
likost výběru roste. Bylo by tedy přirozené nechat i m růst, avšak tak, aby bylo
stále v porovnání s C malé. Pokud by totiž bylo m větší než C, znamenalo by to,
že jsme použili zbytečně moc pozorování. Proto nejprve volme pevné γ ∈ (0,∞)
a položíme

m = m(d)= max

{
2,

⌊(
u1−α/2
d

)2/(1+γ)
⌋

+ 1

}
, (3.1)

kde u1−α/2 je 1− α/2 kvantil normálního rozdělení.
Dále určíme

N = N(d) = max

{
m,

⌊
S2
mt

2
1−α/2,m−1

d2

⌋
+ 1

}
, (3.2)
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kde stejně jako ve Steinově metodě bac značí největší přirozené číslo menší než
a, t1−α/2,m−1 je 1−α/2 kvantil Studentova t rozdělení o m− 1 stupních volnosti.
Modifikovaná Steinova metoda následně probíhá stejně jako Steinova metoda. Za
interval spolehlivosti volíme JN =

(
XN − d,XN + d

)
. Jelikož závisí m jen na d,

je při pevných hodnotách µ, σ2, α a d pevné i m. Díky tomu se nemění nic na
platnosti věty 1.3, a tedy platí (1.17), neboli modifikovaná metoda je exaktně
konzistentní.

Při volbě m jako v (3.1) zůstává m v porovnání s C=C(d) malé:

lim
d→0+

m

C
≤ lim

d→0+

(
u1−α/2
d

)2/(1+γ)

+1

u21−α/2σ
2

d2

= σ−2 lim
d→0+

(
u1−α/2
d

)2/(1+γ)−2

= 0.

Poznámka. Protože m roste řádově pomaleji než d−2 a že S2
m(d)

d→0+−−−→ σ2, lze do-
kázat asymptotickou konzistenci modifikované metody podobně jako u Steinovy
metody v 1.6. Modifikovaná metoda je tedy exaktně i asymptoticky konzistentní.

Nyní ukážeme, v čem spočívá vylepšení modifikované metody.

Věta 3.1. Pro modifikovanou metodu platí limd→0+ Eµ,σ
(
N
C

)
= 1, tj. modifikovaná

metoda je účinná.

Důkaz. Z (3.2) víme, že

t21−α/2,m−1σ
2

d2
≤ Eµ,σ(N)≤ m+

t21−α/2,m−1σ
2

d2
.

Po vydělení C a z toho, že m/C
d→0+−−−→ 0, máme

t21−α/2,m−1
u21−α/2

≤ Eµ,σ
(
N

C

)
≤ m

C
+
t21−α/2,m−1
u21−α/2

. (3.3)

Jelikož m = m(d), platí t1−α/2,m−1
d→0+−−−→ u1−α/2 a limd→0+ Eµ,σ(N/C)= 1.

k

Věta 3.2. Pro modifikovanou metodu platí limd→0+ Eµ,σ(N − C) =∞.

Důkaz. Viz (Ghosh a kol., 1997, str. 157, Věta 6.2.3). Důkaz využívá Cornish-
Fisherovu aproximaci pro kvantily Studentova t rozdělení pomocí odpovídajících
kvantilů normálního rozdělení.

k

Ukázali jsme, že modifikovaná metoda je asymptoticky účinná 1. řádu. Stále
však pro dost malá d dochází k výběru výrazně většímu množství potřebných
pozorování oproti optimálnímu počtu C. To nás vede k následující definici.

Definice 3.1. Sekvenční metoda je asymptoticky účinná 2. řádu, jestliže existuje
konstanta k ∈ [0,∞) tak, že

lim
d→0+

Eµ,σ(N − C)= k.
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Poznámka. Zřejmě je asymptotická účinnost 2. řádu silnější vlastnost než asympto-
tická účinnost prvního řádu. Steinova metoda tedy není asymptoticky účinná 2.
řádu, neboť není ani účinná 1. řádu. Oproti tomu ve větách 3.1, 3.2 jsme ukázali,
že modifikovaná metoda je účinná 1. řádu, ale není účinná 2. řádu. Asymptotická
účinnost 2. řádu se stala cílem dalšího rozvoje průlomové myšlenky sekvenčních
metod. Tato problematika je podrobněji vyložena např. v Ghosh a kol. (1997).
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Kapitola 4

Zobecnění Steinovy metody díky
CLV

V první a třetí kapitole jsme zkonstruovali intervalový odhad pro střední
hodnotu normálního rozdělení s neznámým rozptylem. Předpoklad normality je
velice silný, a tak je jistě praktické tuto metodu zobecnit i pro veličiny s ji-
ným rozdělením, které splňují určité předpoklady. Mějme tedy X1,X2,... nezávislé
stejně rozdělené náhodné veličiny s rozdělením se střední hodnotou µ a rozptylem
σ2 ∈ (0,∞). Dále zkonstruujeme intervalový odhad pro µ o spolehlivosti přibližně
1− α s pevnou šířkou 2d.

Stejně jako v kapitole o modifikované metodě položíme

m = m(d)= max

{
2,

⌊(
u1−α/2
d

)2/(1+γ)
⌋

+ 1

}
, (4.1)

kde γ ∈ R+. Podobně jako v (3.2) položíme

N = max

{
m,

⌊
S2
mu

2
1−α/2

d2

⌋
+ 1

}
, (4.2)

kde u1−α/2 je 1−α/2 kvantil normovaného normálního rozdělení, (bac opět značí
největší přirozené číslo menší než a.)

Poznámka. Jediný rozdíl oproti definici (3.2) v minulé kapitole je ten, že jsme
kvantil Studentova t rozdělení nahradili kvantilem normovaného normálního roz-
dělení.

Dále se budeme zabývat intervalovým odhadem, když d→ 0+ (a tedy zřejmě
i m = m(d)→∞). Klíčovým nástrojem pro konstrukci intervalového odhadu pro
µ s pevnou šířkou 2d pro nás bude centrální limitní věta pro součty náhodných
veličin s náhodným počtem sčítanců, již dokázal Frank Anscombe.

Nechť X1,X2,... je náhodný výběr se střední hodnotou µ a kladným, koneč-
ným rozptylem σ2. Označme Yn = (

∑n
i=1Xi − nµ)/(

√
nσ). Potom z centrální

limitní věty pro stejně rozdělené náhodné veličiny vyplývá, že Yn
d−−−→

n→∞
N (0,1).

Anscombeova věta zobecňuje centrální limitní větu (CLV) tím způsobem, že místo
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n můžeme mít součet náhodného počtu náhodných veličin, nahradíme-li n ná-
hodnou veličinou Na s hodnotami v N takovou, že Na/a konverguje v pravděpo-
dobnosti k nějaké kladné konečné konstantě.

Věta 4.1 (Anscombeova věta). Nechť X1,X2,... je náhodný výběr se střední hod-
notou µ a rozptylem σ2 ∈ (0,∞). Nechť Na je náhodná veličina závislá na a s
hodnotami v N taková, že platí

Na

a

p
−−−→
a→∞

k, (4.3)

k ∈ (0,∞). Potom

YNa
d
−−−→
a→∞

N (0,1).

Důkaz. Viz (Ghosh a kol., 1997, str. 45, věta 2.7.2).
k

Anscombeovu větu použijeme na náš náhodný výběrX1,X2,..., XN s náhodnou
veličinou s hodnotami v přirozených číslech N tak, že veličiny vynormujeme, aby
měly střední hodnotu 0 a rozptyl 1. N jistě závisí na d, položíme a = d−2. Potom

jistě a
d→0+−−−→∞. Nyní ověříme podmínku (4.3):

S2
mu

2
1−α/2

d2
≤ max

{
m,

⌊
S2
mu

2
1−α/2

d2

⌋
+ 1

}
≤ m+ 1 +

S2
mu

2
1−α/2

d2
.

Protože m = m(d)
d→0+−−−→ ∞, platí ze SZVČ S2

m
m→∞−−−→ σ2 s.j. Díky tomu máme,

že

lim
d→0+

S2
m(d)u

2
1−α/2

d2
d2 = lim

d→0+
S2
m(d)u

2
1−α/2 = σ2u21−α/2 s.j. (4.4)

Podobně u horního odhadu máme

lim
d→0+

(
md2 + d2 +

S2
m(d)u

2
1−α/2

d2
d2

)
= lim

d→0+

(u1−α/2
d

)2/(1+γ)
d2 + lim

d→0+
S2
m(d)u

2
1−α/2

= σ2u21−α/2 s.j.,

tedy

lim
a→∞

Na

a
= lim

d→0+

N

d−2
= lim

d→0+
max

{
m(d),

⌊
S2
m(d)u

2
1−α/2

d2

⌋
+ 1

}
d2 = σ2u21−α/2 s.j.,

(4.5)
a tedy i v pravděpodobnosti. Z Anscombeovy věty 4.1 tedy máme, že

YNa =
√
N
XN − µ

σ

d
−−−→
d→0+

N (0,1). (4.6)

Z (4.6) ale ještě nedostaneme intervalový odhad, neboť σ je neznámé. Pokud
ale σ2 nahradíme výběrovým rozptylem, ukáže se, že se limitní rozdělení nezmění.
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Věta 4.2 (Rényi (1972) Slutzkého věta). Jestliže posloupnost náhodných veličin
Vn má limitní rozdělení a jestliže Wn

p−→ 1, pak posloupnost náhodných veličin
VnWn má stejné limitní rozdělení jako posloupnost Vn.

Důkaz. Viz (Rényi, 1972, str. 405, Pomocná věta).
k

Jelikož ze SZVČ platí σ/Sm → 1 s.j. pro m → ∞, a tedy i σ/Sm
p−→ 1 pro

m→∞, máme díky (4.6) z věty 4.2

√
N
XN − µ

σ

σ

Sm
=
√
N
XN − µ
Sm

d
−−−→
d→0+

N (0,1). (4.7)

Můžeme tedy psát

lim
d→0+

Pµ,σ

(∣∣∣∣√NXN − µ
Sm

∣∣∣∣ ≤ u1−α/2

)
= 1− α,

lim
d→0+

Pµ,σ
(
XN − u1−α/2SmN−1/2 ≤ µ ≤ XN + u1−α/2SmN

−1/2)= 1− α.

Ukážeme, že JN =
(
XN − d,XN + d

)
je interval spolehlivosti s asymptotickým

koeficientem spolehlivosti větším nebo rovným 1−α. Z definice N v (3.2) máme,
že u21−α/2S

2
m/d

2 ≤ N , tudíž u1−α/2Sm/
√
N ≤ d. Konečně

lim
d→0+

Pµ,σ(µ ∈ Jn) = lim
d→0+

Pµ,σ
(
µ ∈

(
XN − d,XN + d

))
≥ lim

d→0+
Pµ,σ

(
XN − u1−α/2SmN−1/2 ≤ µ ≤ XN + u1−α/2SmN

−1/2)
= 1− α.

Věta 4.3. Asymptotická dvoustupňová metoda je asymptoticky konzistentní, tj.
limd→0+ Pµ,σ(µ ∈ JN)= 1− α.

Důkaz.

lim
d→0+

Pµ,σ(µ ∈ JN) = lim
d→0+

Pµ,σ
(
|XN − µ| ≤ d

)
= lim

d→0+
Pµ,σ

(
|XN − µ|

Sm
N1/2 ≤ d

Sm
N1/2

)
= 1− α,

neboť limd→0+
d

Sm
N1/2 = u1−α/2.

k

Věta 4.4. Pro C definované v (1.4) platí limd→0+ Eµ,σ
(
N
C

)
= 1, tj. asymptotická

metoda je účinná.

Důkaz. Z (4.2) je vidět, že σ2u21−α/2/d
2 ≤ Eµ,σ(N)≤ m+σ2u21−α/2/d

2. Po vydělení

C a z toho, že m/C
d→0+−−−→ 0, máme limd→0+ Eµ,σ(N/C)= 1.

k
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4.1 Aplikace asymptotické modifikované metody

Příklad (Simulace). Provedeme simulaci hodnot náhodné veličiny N určené nyní
předpisem (4.1) a (4.2). Rozdíl oproti předchozím simulacím bude nyní spočívat
v simulaci výběrů z jiného rozdělení. V tomto příkladu budou mít všechny ná-
hodné veličiny Xi, i = 1,2,... dvojitě exponenciální rozdělení s parametry polohy
0 a měřítka 1/

√
2 (DEx(0,1/

√
2)), jehož hustota je

f(x) =
1√
2
exp{−

√
2|x|}, x ∈ R.

Střední hodnota tohoto rozdělení je 0, rozptyl 1. Pro simulaci byly použity
hodnoty d1 = 0,5, d2 = 0,1, d3 = 0,05, d4 = 0,01, α = 0,05, σ2 = 1, γ = 0,2.
Zdůrazněme, že nyní není m pevné, ale závisí na hodnotách d a γ. V tabulce 4.1
vidíme kromě základních charakteristik rozdělení N také hodnoty m pro dané d.
Na další stránce můžeme z grafu 4.1 a grafu 4.2 nahlédnout, že pro hodnoty d2,d3
a d4 je rozdělení N poměrně symetrické kolem výběrového průměru. Hodnoty N
v případě d1 = 0,5 jsou hodně ovlivněny omezením zezdola, neboť m = 10.

d = 0,5 d = 0,1 d = 0,05 d = 0,01
m = m(d) 10 143 453 6614
Minimum 10 205 1042 35519
Maximum 92 716 2075 41585
Výběrový průměr 16 384 1533 38385
Výběrový rozptyl 84 5447 25439 1108469
Výběr. směr. odchylka 9 74 160 1053

Tabulka 4.1: Základní charakteristiky náhodného výběru N pro různá d.

Podobně jako v předchozích simulacích je na místě zjistit, zda se teoretické
výsledky shodují s výsledkem simulace. Už pro námi zvolené hodnoty d se N/C
blíží k limitě, která je v tomto případě rovna 1. To není nic překvapivého, jelikož
z věty 4.4 víme, že asymptotická metoda je účinná. V tabulce 4.2 vidíme, že se
hodnoty v posledním řádku od 1 liší jen nepatrně, nejvíce přirozeně pro d1 = 0,5,
kde je ještě dost velké na to, aby byla hodnota N/C blízká limitě.

d = 0,5 d = 0,1 d = 0,05 d = 0,01

N 16 383 1533 38385

C 15 384 1537 38415

N/C 1,0689 0,9983 0,9978 0,9992

Tabulka 4.2: Podíl výběrového průměru a optimálního počtu pozorování -
asymptotická metoda
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Graf 4.1: Rozdělení hodnot N pro d = 0,5 a d = 0,1, výběr z DEx(0,1/
√

2).
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Graf 4.2: Rozdělení hodnot N pro d = 0,05 a d = 0,01, výběr z DEx(0,1/
√

2).
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Závěr

V této bakalářské práci jsme se zabývali jen několika z mnoha úloh, které
mohou být řešeny metodami sekvenční analýzy. Steinova dvoustupňová metoda
byla stěžejním pokrokem v oblasti statistiky, neboť dávala řešení statistického
problému, pro který neexistoval postup s předem daným rozsahem výběru. V pří-
padě intervalových odhadů je nutno podotknout, že mnohé z dalších metod byly
inspirovány právě Steinovou dvoustupňovou procedurou.

V první a třetí kapitole jsme narazili na závažný problém týkající se zbytečně
velké střední hodnoty konečného počtu výběru u Steinovy metody. Problematika
asymptotické účinnosti (definované v (1.2), (3.1)) byla motivací pro další zle-
pšení metody. Ve třetí kapitole jsme ukázali modifikovanou metodu, která byla
na rozdíl od Steinovy procedury asymptoticky účinná, ale nebyla asymptoticky
účinná 2. řádu. Asymptotická účinnost 1. a 2. řádu jsou spolu s konzistencí (1.1)
a asymptotickou konzistencí (1.3) metody přirozenými požadavky na vlastnosti
sekvenční metody.

Dalšími procedurami, které dávají interval spolehlivosti pro střední hodnotu
s pevnou šířkou, jsou např. Waldova plně sekvenční metoda, zrychlená plně sek-
venční metoda a třístupňová procedura. Popis těchto metod a odvození jejich
vlastností lze najít v knize (Ghosh a kol., 1997, kapitola 6) nebo v publikaci
(Mukhopadhyay a Silva, 2009, kapitola 6), která obsahuje i simulace.
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Přílohy

Kód 4.1: Simulace hodnot N - Steinova metoda

###
### Simulace hodnot náhodné veličiny N při Steinově metodě,
### pozorování mají normované normální rozdělení.

library(xtable)

set.seed(1000)

mu = 0 # střední hodnota
sigma = 1 # rozptyl
alpha = 0.05 # 1−alpha je koeficient spolehlivosti hledaného intervalu
d = c(0.5, 0.1, 0.05, 0.01) # různá d, pro které simulaci provedeme
m = 15 # počet pozorování, ze kterých počítáme výběrový rozptyl potřebný pro

výpočet hodnoty N
kolikrat = 1000 # počet opakování v simulaci

matice = matrix(data=NA, nrow=m, ncol=kolikrat) # uložení
generovaných hodnot pro dané d

vybrozptyly = vector() # pro každou m−tici hodnot spočítáme výběrový
rozptyl

C = vector() # spočítané hodnoty optimálního počtu pozorování pro každé d
N = matrix(data=NA, nrow=kolikrat, ncol=4) # hodnoty N pro daná d
colnames(N)<− c(”d = 0,5”,”d = 0,1”,”d = 0,05”,”d = 0,01”)
podil = vector() # podíl výběrového průměru N a C pro dané d

souhrn = matrix(data=NA, nrow=5, ncol=4) # shrnutí: minimum,
maximum, výběrový průměr a výběrový rozptyl, směrodatná odchylka pro
různá d

#kontrola = matrix(data=NA, nrow=kolikrat, ncol=4)
#kontrola2= vector()

osax = matrix(c(0,60,0,1200,0,5000,0,120000), nrow=2, ncol=4)
osay = matrix(c(0,700,0,250,0,300,0,300), nrow=2, ncol=4)

for (j in 1:4) {
if (j==1 | j==3)
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{
if (j==1) {setEPS()

postscript(’histogramNprvni.eps’, encoding = ”
CP1250.enc”, width =8.0, height = 6.0, horizontal
= FALSE, onefile = FALSE, paper = ”special”)

par(mfrow=c(1,2))}
else {setEPS()

postscript(’histogramNdruha.eps’, encoding = ”
CP1250.enc”, width = 8.0, height = 6.0, horizontal
= FALSE, onefile = FALSE, paper = ”special”)

par(mfrow=c(1,2))}
}

for (i in 1:kolikrat) { # generování hodnot z normálního rozdělení pro dané d
matice[,i] = rnorm(m, mean = 0, sd = 1)
vybrozptyly[i] = var(matice[,i])
# výpočet N (pro dané d jich simuluje 1000)
N[i,j] = max(m, ceiling(vybrozptyly[i]∗(qt(1−alpha/2, m−1)/d[j])ˆ2))

# kontrola[i,j]=vybrozptyly[i]
}

# kontrola2[j]=mean(kontrola[,j])
# výpočet optimálního počtu pozorování C
C[j] = (qnorm(1−alpha/2, mean = mu, sd = sigma)∗sigma/d[j])ˆ2
podil[j] = mean(N[,j])/C[j]

pomocna = toString(d[j])
pomocna1 = sub(”.”, ”,”, pomocna,fixed=TRUE)
hist(N[,j], breaks=10, las=1, col=”grey”, main=NULL, xlab=”Hodnoty N”,

ylab=”Počet výskytů”, cex.lab=1.2, cex.main=1.5, cex.axis = 1.1, xlim
= osax[,j], ylim = osay[,j])

text(osax[2,j],osay[2,j]∗0.9, pos=2, paste(”d = ”,pomocna1),cex=1.5)
if (j==2 | j==4)

{dev.off()}
}

# výpis všech hodnot N pro různá d (pro dané d ve sloupci), významné
statistiky

(N)
(summary(N))
(souhrn = round(apply(N, 2,function(x) c(minimum=min(x), maximum=

max(x), v.průměr=mean(x), v.rozptyl=var(x), v.sm.odch.=sd(x)))))

names(C)=colnames(N)
# výpis optimálního počtu potřebných pozorování C pro různá d
(C)
# podíl výběrového průměru N a C pro jednotlivá d by se měl blížit v limitě k

podílu kvadrátu kvantilů
(podil)
(qt(1−alpha/2, m−1)/qnorm(1−alpha/2))ˆ2
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# export tabulky souhrnu do Latexu
tabulka = xtable(souhrn, digits = 0, caption= ”Základní charakteristiky

náhodného výběru N pro různá d”, align=c(”|c”,”|c”,”|c”,”|c”,”|c|”))
print(tabulka,file=”simulace1.tex”,append=T,table.placement = ”h”,

caption.placement=”bottom”, hline.after=seq(from=−1,to=nrow(tabulka)
,by=1))

# export tabulky podílu výb. průměru N a C do Latexu
tabPodil = matrix(data=NA,nrow=3,ncol=4)
tabPodil[1,] = round(colMeans(N))
tabPodil[2,] = round(C)
tabPodil[3,] = round(podil,4)
colnames(tabPodil) = colnames(N)
rownames(tabPodil) = c(”Výběrový průměr N”,”Optimální počet − C”,”

Podíl”)
round(tabPodil,4)
format(tabPodil, decimal.mark = ’,’)
tabulkaP = xtable(format(tabPodil, decimal.mark = ’,’), caption= ”Výpočet

podílu výběrového průměru a optimálního počtu pozorování”, align=c(”|l”,
”||c”,”|c”,”|c”,”|c|”))

print(tabulkaP,file=”simulace1.tex”,append=T,table.placement = ”h”,
caption.placement=”bottom”, hline.after=seq(from=−1,to=nrow(
tabulkaP),by=1))

#digits = 4,

### Výpočet rozdělení , střední hodnoty a rozptylu N

A = vector()
probs = vector()

# výpočet čísel potřebných k výpočtu rozdělení N pro d = 0,05
for (k in 1:100) {A[k] = (m+k−1)∗(m−1)∗(d[1])ˆ2/(sigma∗qnorm(1−alpha/

2))ˆ2}
#(A)

# výpočet rozdělení N
for (k in 1:(m−1)) {probs[k]=0}
probs[m] = pchisq(A[1],m−1)
for (k in 1:(100−m)) {probs[m+k] = pchisq(A[k+1],m−1)−pchisq(A[k],m−1)
}

(probs) # výsledné rozdělení N do N = 100
1−(sum(probs)) # pravděpodobnost, že N > 100

# střední hodnota a rozptyl N počítané se zanedbáním hodnot N > 100
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strednihodnotaN = 0
for (j in 1:100) {

strednihodnotaN = strednihodnotaN + j∗probs[j]
}
(strednihodnotaN)
strednihodnotaN2 = 0
for (j in 1:100) {

strednihodnotaN2 = strednihodnotaN2 + (jˆ2)∗probs[j]
}
(strednihodnotaN2)
(varN = strednihodnotaN2 − (strednihodnotaN)ˆ2)

# pravděpodobnosti, že N je v určitých rozmezích, která jsou stejná jako
rozmezí v histogramu

pstidohistogramu = c(0,0,0,0,0,0,0,0,0)
for (k in 1:9) {

for (j in ((k+2)∗5):((k+3)∗5−1)){
pstidohistogramu[k]=pstidohistogramu[k]+probs[j]

}
#pstidohistogramu[k] = sum(probs,from=(k−1)∗10+1,to=k∗10)
}
names(pstidohistogramu)=c(”15<=N<20”,”20<=N<25”,”25<=N<30”,”

30<=N<35”,”35<=N<40”,”40<=N<45”,”45<=N<50”,”50<=N<55”,”
55<=N<60”)

(pstidohistogramu)
(sum(pstidohistogramu))

# Nasimulované relativní četnosti
cetnosti = c(0.642,0.210,0.094,0.034,0.012,0.003,0.003,0.001,0.001)
names(cetnosti) = names(pstidohistogramu)
(sum(cetnosti))
(cetnosti)

# Zaokrouhlené teoretické četnosti
teorcetnosti = (round(pstidohistogramu,3))

# Tabulka relativních a teoretických četností
tabCetnosti = matrix(NA,9,2)
tabCetnosti[,1] = cetnosti
tabCetnosti[,2] = teorcetnosti
rownames(tabCetnosti) = names(cetnosti)
colnames(tabCetnosti) = c(”Relativní četnost”, ”Teoretická četnost”)

(tabCetnosti)

# export tabulky do Latexu
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tabulka2 = xtable(format(round(tabCetnosti,3), decimal.mark = ’,’), caption
= ”Porovnání relativních a teoretických četností pro d = 0,5”, align=c(”|l”,
”|c”,”|c|”))

print(tabulka2,file=”simulace1.tex”,append=T,table.placement = ”h”,
caption.placement=”bottom”, hline.after=seq(from=−1,to=nrow(tabulka2
),by=1))

#### Histogram porovnání relativních a teoretických četností (pro četnosti
větší než 0,01)

cetnosti<− cetnosti[−c(6,7,8,9)]
teorcetnosti<− teorcetnosti[−c(6,7,8,9)]

graph <− rbind(cetnosti, teorcetnosti)
rownames(graph) = c(”Relativní četnost”, ”Teoretická četnost”)

setEPS()
postscript(’Cetnosti.eps’, encoding = ”CP1250.enc”, width =8.0, height =

6.0, horizontal = FALSE, onefile = FALSE, paper = ”special”)

a = cetnosti
b = teorcetnosti
grafik = rbind(a,b)
colnames(grafik) = vector()
rownames(grafik) = colnames(tabCetnosti)

barplot(grafik,beside=T,axes=F,ylim=c(−0.05,0.82),legend=rownames(
grafik), main=NULL, xlab=”Hodnoty N”)

text(c(3,6,9,12,15),−0.05,srt=0,adj=1,labels=c(”15 − 19 ”,”20 − 24 ”,”25 −
29 ”,”30 − 34 ”,”35 − 39 ”),xpd=T)

osay=c(0,0.2,0.4,0.6,0.8,1)
Axis(osay, at=c(0,0.2,0.4,0.6,0.8,1), side=2, labels=chartr(”.”, ”,”, as.

character(osay)),las=1)
text(c(1.5,4.5,7.5,10.5,13.5),cetnosti+c(0.03,0.03,0.03,0.03,0.03),chartr(”.”, ”,”,

as.character(cetnosti)),cex=0.8)
text(c(2.5,5.5,8.5,11.5,14.5),teorcetnosti+c(0.03,0.03,0.03,0.03,0.03),chartr(”.”,

”,”, as.character(teorcetnosti)),cex=0.8)

dev.off()

# výpočet koeficientu spolehlivosti (opět se zanedbáním hodnot N > 100)
KoefSpol = 0
for (j in 1:100) {

KoefSpol = KoefSpol + (2∗pnorm((jˆ(1/2))∗d[1]/sigma)−1)∗probs[j]
}
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(KoefSpol) # koeficient spolehlivosti

Kód 4.2: Simulace hodnot N - Asymptotická metoda

###
### Simulace hodnot náhodné veličiny N při asymptotické metodě,
### pozorování mají dvojitě exponenciální rozdělení.
#

library(VGAM)
library(xtable)

set.seed(1000)

alpha = 0.05 # 1−alpha je koeficient spolehlivosti hledaného intervalu
gamma = 0.2 # parametr gama v předpisu m(d)
d = c(0.5, 0.1, 0.05, 0.01) # různá d, pro které simulaci provedeme
kolikrat = 1000 # počet opakování v simulaci
sigma = 1 # rozptyl rozdělení

m = vector() # pro každé d je v tomto případě jiná hodnota m, m=m(d)
vybrozptyly = vector() # pro každou m−tici hodnot spočítáme výběrový

rozptyl
C = vector() # spočítané hodnoty optimálního počtu pozorování pro každé d
N = matrix(data=NA, nrow=kolikrat, ncol=4) # hodnoty N pro daná d
colnames(N)<− c(”d = 0,5”,”d = 0,1”,”d = 0,05”,”d = 0,01”)
podil = vector() # podíl výběrového průměru N a C pro dané d

souhrn = matrix(data=NA, nrow=5, ncol=4) # shrnutí: minimum,
maximum, výběrový průměr a výběrový rozptyl, směrodatná odchylka pro
různá d

osax = matrix(c(0,80,200,700,1000,2200,36000,42000), nrow=2, ncol=4)
osay = matrix(c(0,800,0,300,0,300,0,200), nrow=2, ncol=4)
(osax)
(osay)

for (j in 1:4) {
if (j==1 | j==3)

{
if (j==1) {setEPS()

postscript(’histNasprvni.eps’, encoding = ”CP1250.
enc”, width =8.0, height = 6.0, horizontal =
FALSE, onefile = FALSE, paper = ”special”)

par(mfrow=c(1,2))}
else {setEPS()

postscript(’histNasdruha.eps’, encoding = ”CP1250.
enc”, width =8.0, height = 6.0, horizontal =
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FALSE, onefile = FALSE, paper = ”special”)
par(mfrow=c(1,2))}

}
# výpočet m pro dané d a zadané gama

m[j] = max(2, ceiling((qnorm(1−alpha/2)/d[j])ˆ(2/(1+gamma))))
matice = matrix(data=NA, nrow=m[j], ncol=kolikrat)

for (i in 1:kolikrat) { # generování hodnot z dvojitě exponenciálního
rozdělení pro dané d

matice[,i] = rlaplace(m[j], location = 0, scale = 1/sqrt(2))
vybrozptyly[i] = var(matice[,i])
# výpočet N (pro dané d jich simuluje 1000)
N[i,j] = max(m[j], ceiling(vybrozptyly[i]∗(qnorm(1−alpha/2)/d[j])ˆ2))

}
# výpočet optimálního počtu pozorování C
C[j] = (qnorm(1−alpha/2)∗sigma/d[j])ˆ2
podil[j] = mean(N[,j])/C[j]

pomocna = toString(d[j])
pomocna1 = sub(”.”, ”,”, pomocna,fixed=TRUE)
hist(N[,j], breaks=10, las=1, col=”grey”, main=NULL, xlab=”Hodnoty N”,

ylab=”Počet výskytů”, cex.lab = 1.2, cex.main = 1.5,cex.axis = 1.1,
xlim = osax[,j], ylim = osay[,j])

text(osax[2,j],osay[2,j]∗0.9, pos=2, paste(”d = ”,pomocna1),cex=1.5)

if (j==2 | j==4)
{dev.off()}

}

# výpis hodnot m = m(d) pro různá d (pro dané d ve sloupci)
(m)
# výpis všech hodnot N pro různá d (pro dané d ve sloupci), významné

statistiky
(N)
(summary(N))
(souhrn = round(apply(N, 2,function(x) c(minimum=min(x), maximum=

max(x), v.průměr=mean(x), v.rozptyl=var(x), v.sm.odch.=sd(x))),1))

names(C)=colnames(N)
# výpis optimálního počtu potřebných pozorování C pro různá d
(C)
# podíl výběrového průměru N a C pro jednotlivá d by se měl blížit v limitě k 1
(podil)

# export tabulky do Latexu
souhrn2=matrix(data=NA, nrow=6, ncol=4)
souhrn2[1,] = m
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souhrn2[2,] = souhrn[1,]
souhrn2[3,] = souhrn[2,]
souhrn2[4,] = souhrn[3,]
souhrn2[5,] = souhrn[4,]
souhrn2[6,] = souhrn[5,]
colnames(souhrn2) = colnames(souhrn)
rownames(souhrn2) = c(”m = m(d)”,rownames(souhrn)[1],rownames(

souhrn)[2],rownames(souhrn)[3],rownames(souhrn)[4],rownames(souhrn
)[5])

(souhrn2)
tabulka = xtable(souhrn2, digits = 0, caption = ”Základní charakteristiky

náhodného výběru N pro různá d”, align=c(”|c”,”|c”,”|c”,”|c”,”|c|”))
print(tabulka,file=”simulace2.tex”,append=T,table.placement = ”h”,

caption.placement=”bottom”, hline.after=seq(from=−1,to=nrow(tabulka)
,by=1))

# export tabulky podílu výb. průměru N a C do Latexu
tabPodil = matrix(data=NA,nrow=3,ncol=4)
tabPodil[1,] = round(colMeans(N))
tabPodil[2,] = round(C)
tabPodil[3,] = round(podil,4)
colnames(tabPodil) = colnames(N)
rownames(tabPodil) = c(”Výběrový průměr N”,”Optimální počet − C”,”

Podíl”)
tabulkaP = xtable(format(tabPodil, decimal.mark = ’,’), caption= ”Podíl

výběrového průměru a optimálního počtu pozorování − asymptotická
metoda”, align=c(”|c”,”||c”,”|c”,”|c”,”|c|”))

print(tabulkaP,file=”simulace2.tex”,append=T,table.placement = ”h”,
caption.placement=”bottom”, hline.after=seq(from=−1,to=nrow(
tabulkaP),by=1))
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