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Seznam pouzitych zkratek

R - téleso redlnych cisel

|z| - Eukleidovskd norma na R"

A - Lebesgueova mira na R

A" - Lebesgueova mira na R”

C(€2) - prostor spojitych funkei na

QY - vnitiek mnoZiny

AC(Q) - prostor absolutné spojitych funkeci na Q@ C R

ACT(Q) - prostor n, a-absolutné spojitych funkei na 2 C R”

BV () - prostor funkei s omezenou variaci na Q C R

BV(Q) - prostor funkei s n, a-omezenou variaci na {2 C R”

diam(A) - sup{|z —y| : z,y € A}

argming f - bod, ve kterém funkce f nabyva svého maxima na (2, pokud je ma-
xima nabyto.

argmaxg, [ - bod, ve kterém funkce f nabyva svého minima na €2, pokud je mi-
nima nabyto.

P(z,6)-{y eR: |y —zf <o} \ {z}

U(z,0)-{yeR:|y—x| <}

B(z,r)-{yeR": |y —z| <r}

P (z,6) - P(x,6) N[z, 00)

P_(z,0) - P(x,0) N (—o0, ]



Uvod

V této praci se budeme zabyvat vztahem mezi absolutné spojitymi funkcemi a
funkcemi s kone¢nou variaci.

Definice. Rekneme, Ze f : [a,b] — R je absolutné spojitd, prave kdy? pro kazdé
e > 0 existuje 0 > 0 takove, Ze pro libovolny konecny, systém po dvou disjunktnich
podintervali {(a;,b;)}, (a;,b;) C |a,b] splriugict

Zbi—ai<5,

platt

Z 1£(bs) — fla))| < e.

Definice. Necht [a,b] C R je interval. Necht f : [a,b] — R je redlnd funkce.
Definujeme var(f, [a,b]) jako

var(f,a, b)) = sup { Z |f(@ir1) — flai)l},

kde D={a = ag < a; < --- < a, = b} je déleni intervalu [a,b]. Rekneme, e f md
omezenou variaci na [a,b], pokud var(f,[a,b]) < co.

Budeme studovat zékladni vlastnosti AC a BV funkci v R a dokdzeme nésle-
dujici vétu:

Véta. Necht I C R je interval a f : I — R. Pak f € AC,.(I) pravé tehdy, kdyz
jsou splnény ndsledujict podminky:

(1) f je spojitd,

(ii) f € BVioe(I),

(iii) f zobrazuje mnoZiny miry nula na mnoZiny miry nula.

V prvnich tfech kapitolach postupujeme podle [3, kap 2. a 3.], kde se nachazi
mnoho cviceni, z kterych nékolik bylo detailné vyteseno.

Dale se budeme zabyvat analogickym tvrzenim pro absolutné spojité funkce
a funkce s omezenou variaci v R", které byly zadefinovany podle [5] a [2].



° L4
1. Funkce s omezenou variaci v R
V této kapitole uvedeme a dokazeme zékladni vlastnosti funkci s kone¢nou variaci
na R.

Definice 1.1. Necht [a,b] C R je interval. Necht f : [a,b] — R je redlnd funkce.
Definujeme var(f, [a,b]) jako

var(f, [a,b]) = Slll)p { Z | faiv1) — fla)l},

kde D={a = ag < a; < --- < a, = b} je déleni intervalu [a,b]. Rekneme, e f md
omezenou variaci na [a,b], pokud var(f,[a,b]) < oo a piseme f € BV([a,b]).

Definice 1.2. Necht [a,b] C R je interval a necht f : [a,b] — R je redlnd funkce.
Definujeme V(f;a,x) jako

V(f;a,x) =var(f,[a,z]),z € [a,b].

Poznamka 1.3. a) Necht [a,b] C R a f : [a,b] — R je monotonni. Potom
f € BV (la,b)).

b) Pro libovolnou funkci f : [a,b] — R plati: | f(a) — f(b)| < var(f,[a,b]).

¢) Funkce V(f;a,x) je neklesajici v x a plati

0 <z <y <b=var(f;la,]) — var(f; o, a]) = var(f; [, 9]).
d) f € BV([a,b])= fje omezend.

Diikaz. a) Z¥ejmé plati var(f;[a,b]) = |f(b) — f(a)].
b) Vezméme déleni P intervalu [a, b] jako P = {a,b}. Potom mame

1£(b) = fla)] < sup{) | f(wrs1) — flzp)[} = var(f, [a, b]).

c) Necht z,y € [a,b] a necht x < y potom mame var(f;[a,z]) < var(f;]a,y])
nebot suprémum pres vétsi mnozinu je vétsi, a tedy V(f;a x) <V(f;a,y).
Déle staci dokazat, ze var(f, [a,y]) = var(f, [a,x]) + var(f, [z,y]). Necht £ > 0 je
libovolné. Necht D, je déleni intervalu [a, x] takové, Ze plati

var( f Z |f(zig1) — f(z)| + e

Necht Dy = {z = zp,41 < Tpy1 < -+ < Tpyyn, = Y} je déleni intervalu [z, y]
takové, ze plati

var(f, [2,9]) < ) 1 (@nprirr) = f(@na)| + .
i=1



Polozme D = D; U Dy déleni intervalu [a, y]. Potom méame

var(f, |a, x]) 4+ var(f, [z,y]) < Z | f(zip1) — flxs)]

=1

+ Z |f(@nytit1) — f(zp44)| + 26
1=1

n1+n2

Z |f(@iy1) = f(z1)] 4+ 2e < var(f, [a,y]) + 2¢.

Limitni pfechodem ¢ — 0, dostaneme

var(f, [a,y]) = var(f, [a, 2]) + var(f, [z, y]).

Nyni stac¢i dokazat

var(f, [a,y]) < var(f, [a, ]) + var(f, [z, y]).

Méjme pevné D déleni intervalu [a, b] a naleznéme j takové, ze plati z; < x <
Zj1. Potom

Z |f(iv1) — fl2)] < Z | f(@ie1) — fzi)] + Z |f(@ie1) — [ ()]

1T 41 <T LT 41 >T

+ [f(@n) = f(@)[ 4+ [f(z) = f(2ni1)]
= Z |f(@iv1) = f(z)] + [f(zn) — [(2)]

1T 41 <T

+ 3 f@in) = F@)l + (@) = fan)]

LT 41 >T

<var(f,[a,z]) + var(f, [z, b]).

Ptfechodem k suprému dostaneme pozadovanou nerovnost.
d) Toto tvrzeni je zfejmé. O

Lemma 1.4. Necht [a,b] C R, pak pro fi,fo € BV([a,b]) a ¢1,¢co € R plati
cifi+ceafe € BV([a,b]) a fifa € BV ([a,b]). Navic, je-li f € BV ([a,b]) a ezxistuje-
li ¢ >0, Ze pro vSechna x € |a,b] plati f(x) > ¢, pak % € BV ([a,b)).

Diikaz. Potfebujeme dokazat, Ze pro vSechna fi, fo € BV ([a,b]) a ¢, co € R plati
c1fi + cafs € BV([a,b]) a fifa € BV([a,b]). Necht

D={a=r <y < <y <, = b}



Potom

D lenfi + eafo)(@ria) — (erfr + cafo) ()|
k=1

= e filarar) — crfil@n) + cafolmen) — cafola))|

k=1

<Y e filzen) — e filz)l + ) leafalwn) — cafo(wy)]
P ot

=l Y 1fi(@en) = filae)l + el D 1 fa(zir) = falan)|
k=1 k=1

<|e1| var(fi, [a, b]) + |co| var(fa, [a, b]) < oo.

Tedy i suprémum ptes vSechna D déleni intervalu je konecné, a tedy ¢y fi +cofs €
BV ([a,b]). Déle

Z | fr(@esr) fo(@rgn) = fi(@e) fo (@) |

k=1

< 1 A(e) (fa(zn) — falan))|

k=1

+ 3 1fele) (fi(wre) = fi(an)]

k=1

< sup{|fi(2)| : z € [a, b]}z | fo(Thi1) = foi)]

+sup{|fo(x)| : 2 € [a, 0]} Y |fi(zrer) — filn)]

< sup{| fo(2)|z € |a, b]} var(f1, [a, b])
+ sup{|f1(x)|x S [a7 b]}var(va [av b]) < 00,

nebot f; a fy jsou dle Poznamky 1.3 d) omezené funkce, tedy i suprémum pfes
v8echna D déleni intervalu je koneéné, a tedy fifo € BV ([a,b]).

Predpokladejme, ze f € BV([a,b]) a existuje ¢ > 0 takové, ze pro vSechna
z € [a,b] plati f(z) > c. Mame

Z‘f T Z‘ f(x f(Zni1)

xn—&-l)

< LS ) = fn)] < Svar(f ) < o0
k=1

Tedy i suprémum pfes vSechna D déleni intervalu je konecné, a tedy % € BV (la,b))

[
Véta 1.5 (Jordanova véta). Necht [a,b] C R je interval a f : [a,0] — R. Pak
f € BVl]a,b] <= 3f1, f2 : [a,b] = R neklesajici tak, Ze f = f1 — fo.

6



Dikaz. 7 <"

ProtoZze f je rozdilem dvou monoténich funkci, potom dle Poznamky 1.3 a) a
Lemmatu 1.4, f € BV ([a,b]).

N

Polozme f1 = V(f;a,x) a fo = V(f;a,z) — f(x). Funkce f; je podle Poznamky
1.3 neklesajici funkce. Staci dokéazat, ze f; je neklesajici.

Necht a < 2 <y < b, potom podle Poznamky 1.3 b) a c)

fo(y) = fo(2) =V (f;a,y) — fly) = V(fia,2) + f(z)
=V (f;x,y) = (fy) — f(x)) > 0.
0

Véta 1.6 (Lebesgue). Necht I C R a f: I — R je monotonni. Potom existuje
N C I tak, Ze A(N) =0 a f'(x) existuje pro vSechna x € I \ N.

Diikaz. Viz [4], str. 70] O
Dusledek 1.7. Necht [a,b] C R a necht f € BV ([a,b]). Pak f md derivaci s.v.

Diikaz. Podle Véty 1.5 plati f = f1 — fa, kde f1, fo jsou neklesajici a tedy mono-
ténni. Podle Véty 1.6 existuji Ny, No C [a, b] tak, ze A\(N1) = A(N2) = 0 a existuje
fi na [a,b] \ Ny a f) na [a,b] \ Na. Pro x € [a,b] \ (N1 U Ny) plati

f'(@) = (fi(@) = fa(2))" = filz) = fol@).
O

Lemma 1.8. Necht [a,b] C R je interval, f € BV (|a,b]) a f md Darbouzovou
vlastnost. Pak f je spojitd na (a,b).

Diikaz. 1. f 1ze zprava spojité dodefinovat.
Sporem. Predpokladejme, Ze existuje z € [a,b) tak, Ze f neni zprava spojité
dodefinovatelna v x tedy

liminf f(y) # limsup f(y).

Y—T4 Y—T 4

Pripomenme, Ze liminf i lim sup jsou kone¢né, protoze f je podle Poznamky 1.3
d) omezena. Tedy existuji {z,}, v < zp,, n € Nz, -z a {2,}, * < z,, n € N,
2, — x tak, ze f(v,) — limsup, ., f(y) a f(z,) — liminf, .., (y). Bez Gjmy na
obecnosti lze predpokladat, ze

Tn < Zn S Tnt+1 < Zp+1-

Nalezneme ny € N tak, ze pro vSechna n > ng plati

fxn) — f(zn) > 1(limsup f(y) —lim inff(y)) > 0.

2 YT YT
Uvazujme D déleni intervalu

Dy ={a =1ty < Tngsk =t1 < Zngtk = to < Tpgk—1 = t3

pgth—1 =g < oo < Ty = tog < Zpy = toppr < b= toppa}.

7



Pak plati

2k+2 2k+1
Z ‘f(tm-i-l) - f(tm>‘ > Z |f(tm+1) - f(tm>‘

To je spor s f € BV ([a,b])

2. f je zleva spojité dodefinovatelna.
Analogicky jako pro spojitost zprava.

3. f je spojita.

Pro spor predpokladejme, Ze existuje = € (a,b) tak, Ze f je zprava i zleva
spojité dodefinovat v x, ale f neni spojita v x. Zvolme € > 0 tak, ze

U(f([['_)7€> A U(f($+>,€) = @
Potom existuje 6 > 0 tak, Ze pro vSechny y € P(x,¢) plati, ze

fly) € U(f(z_),e), pro viechna y < x

fly) € U(f(xy),e), pro vSechna y > .

Pak pro z € (f(x_)+e, f(z4) —¢€) neexistuje y € P(x,0) tak, ze f(y) = z a to je
spor s tim, ze f je Darbouxovska. Tedy f je spojita. Analogicky bychom dokéazali
spojitost v krajnich bodech. O]

Véta 1.9. Necht I € R a f : I — R je vsude diferencovatelnd. Pak f' md
Darbouxovu vlastnost.

Diikaz. Viz [6]. O

Lemma 1.10. Necht [a,b] C R a f € BV ([a,b]) a f je vSude diferencovatelnd.
Necht " € BV ([a,b]) = [’ je spojitd na (a,b).

Diikaz. Funkce f mé vsude derivaci, tedy podle pfedchozi véty je f' Darbouxov-
ska a z pfedpokladu Lemmatu mame, ze f’ € BV ([a, b]). Pak ale podle Lemmatu
1.8 je f’ spojité. O



2. Absolutné spojité funkce v R

Definice 2.1. Necht I C R je interval. Rekneme, Ze f : I — R je absolutné
spojita, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechny konecné
systemy intervali

{(ai, bi)}?:l; (ai,bi) C [a,b],i = 1, RN (N (ai, bl) N (CLj, b]) = @ pro 7 # ]

> bi—a; <6, plati > |f(bi) — f(a;)| <e.
=1 i=1

Prostor vsech absolutné spojitijch funkei na I znacime AC(I). Rekneme, Ze f
je lokdlné absolutné spojitda (piseme f € ACi.(I)), pokud f € AC(K), pro kaZdy
kompaktni interval K C I.

Poznamka 2.2. 1. Necht f € AC(I), pak f je stejnomérné spojitd a tedy spojitd.
2. Pokud f je stejnomérné spojitd na I, pak f nemusi byt absolutné spojitd. Pro-
tipriklad je napriklad Cantorova funkce.

Piiklad 2.3 (Cantorova funkce). Necht C je Cantorovo diskontinuum (viz [5,
str.30 - 31]). Pro x € C plati

n=1
kde ¢, € {0,2}. Potom definujme
o0 én
C(.CC) = 2_n’ WS C,
n=1

kde

Pro z € [0,1] \ C definujeme C(x) jako
C(z) =sup{C(y) :y € C,y < x}.

Z konstrukce Cantorova diskontinua je zrejmé, ze C(x) je lokdlné konstantni na
[0,1]\ C.

Funkce C(zx) je monotdnni, spojitd a C'(x) = 0 s.v., ale pozdéji dokdzZeme, Ze
C(x) nent absolutné spojitd.

Diikaz. Funkce C'(x) je monotdénni:
Necht = <y, x,y € C, potom vime z definice Cantorova diskontinua, Ze

SN EDW-E
n=0 n=0

E

w



kde ¢,,d,, € {0,2}. Potom ovSem nutné

~

DB
n=0 n=0

l\D

Pro x <y, z,y € [0,1] \ C plati
C(zx) =sup{C(z):z€C,z <z} <sup{C(z) : z € C,z <y} = C(y),

nebot suprémum pres vétsi mnozinu je vétsi.
ProxeCayel[0,1]\C,x<yaproxecl0,1]\CayeC,x <y tvrzeni plyne
z definice. Tedy C(x) je monoténni.

Funkce C'(x) je spojitéa:
Nejdiive dokézeme spojitost na C. Necht ¢ > 0 je libovolné. Méjme kg € N tak,
Ze plati o= < ¢ a méjme x,y € C, |z — y| < 5. Pak pro

=Yg

n

plati

n=ko 22 < . Pak dostaneme

Ziejmé Y 0, fa <eay

e -cwl= 5 -> 5

2’2—2— %+wé—n—ood—z<25.

Na mnoziné [0, 1] \ C je C(z) lokalné konstantni a tedy spojita.
Necht z € C libovolné. Dokézeme spojitost zprava. Spojitost zleva se dokaze
analogicky. Rozdélime na dva pfipady:
1. Existuje 6 > 0 takové, ze P, (z,6) NC = 0.
Z kontrukce Cantorova diskontinua existuje z; € C takové, ze na intervalu [z, 2]
je C(z) konstatni a navic z definice C'(z) vime, ze C'(z) = C(2). Tedy C(x) je v
z zprava spojita.
2. Volme {z,} € [0,1], z, > z a 2, — z libovolné. Potom existuje np € N a
{z,} € C takové, ze pro vSechny n > ng plati =, > 2, a x, — z. Potom ze
spojitosti C'(z) na Cantorové diskontinuu plyne C(z,) — C(z). Pak ovSem z
monotonie mame C(z) < C(z,) < C(x,) a z Véty o dvou policajtech dostavame
tvrzeni. Tedy C(z) je spojita na [0, 1].

Plati C'(z) = 0 s.v:
Staci dokazat, ze A(C) = 0, protoze na [0,1) \ C je C(z) lokdlné konstatni, a tedy
mé nulovou derivaci. Uvédomme si, Ze (0,1) \ C' je neprazdné oteviend mnoZina
v R (C je kompaktni, a tedy uzaviena) a plati (viz. [3, str. 31])

00 2n71

0.1\ ¢=J U Zen

n=1 k=1

10



kde

1
Pak ovSem
oo 2n—1 oo 2n—1 1
D PUSEIE ) S
n=1 k=1 n=1 k=1

]

Lemma 2.4. Necht I C R je interval. Pak f € AC(I) pravé tehdy, kdyz pro
kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechny konecné systémy intervali

{(ai, b)}7_1, (aiy b;) C b, =1,...,n;(a;, b)) N (aj, b)) =0 proi# j

pro které
> b —a; <6, plati |y f(bi) — flai)|<e.
=1 =1

Dikaz. 7=

Necht f € AC’([). Pak pro kazdé ¢ > 0 najdeme 6 > 0 tak, ze pro kazdy ko-
necny po dvou disjunktni systém {(a;,b;)} C I takovy, ze Y ., b; —a; < ¢ plati
Yo 1 (b)) = f(ai)] < e. Pak mame:

> Fbi) = flas) !<Z|f fai)| <e.
=1

”"<"” Necht ¢ > 0, pak najdeme § > 0 tak, ze pro kazdy kone¢ny po dvou
disjunktni systém {(a;,b;)} C I takovy, ze > b; — a; < 0 plati

‘Zf(bi>_f<ai)‘< g (2.1)

Necht I je mnozina indexi i € {1,...,n}, pro ktere plati f(b;) — f(a;) > 0.
Necht J je mnoZina indextii € {1,...,n}, pro které plati f(b;)— f(a;) < 0. Zjevné
plati IUJ = {1,...,n}. Potom z (2.1)) mame

S TIFb) = fla)l =" fb) -

el el

Do) = Fla) = =D fb) = fla) < 5.

icJ icJ

DO | ™

Pak dostavame

Z\f(b» — fla)| < Z F(0:) = fai)| + ) 1f(br) = flas)]

atedy f e AC(I). O

11



Lemma 2.5. Necht I C R je interval a f:I — R. Pak plati:
1. f je lipschitzovskd na I = f € AC(I).

2. f je diferencovatelnd na I a ezistuje K > 0 tak, Ze plati |f'| < K na I =
feAC(I).

Diikaz. 1. Necht € > 0 a polozme § = =, kde K je lipschitzovska konstanta funkce
f. Necht {(a;, )}, € I je systém disjunktnich intervalt takovy, ze Y ., bi—a; <
0. Potom mame

Zlf aZ|<KZ|b—aZ|<K5_f§:g.

=1

2. Uvédomme si, Ze f je lipschitzovska, nebot podle Lagrangeovy véty plati
[f(@) = fly)] < SéuI;{lf’(é)l}\x —ylz,y €l
S

Z 1. potom dostavame tvrzeni lemmatu. O]

Lemma 2.6. Necht I C R je uzavieny, omezeny interval a f € AC(I). Pak plati
fe BV().

Diikaz. Polozme ¢ = 1. Pak existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdy konec¢ny systém
podintervali, pro ktery plati

{(a;, b))}y, (a;, b)) C I,i=1,...,n;(ai, b;) N (aj,b;) =0 proi#j
a n
sz —a; < 5,
i1
plati

Z | (b:) — fla)] < 1.
2(b—

Polozme n = [ 5 a)} . Zvolme D déleni intervalu I jako

—a

b
D={a+i yi=1,...,n}

Protoze < 0, plati var(f, [z;, z;11]) < 1, kde z; jsou délici body piislusné
déleni D. Potom podle Poznamky 1.3 c) plati

b—a
n

2(b—a)
)

var(f, [a, b]) Zvar [Tio1, 7)) <n < < 00.

Disledek 2.7. Necht I C R a f € AC.e(I). Pak existuje f' s.v..

Poznamka 2.8. Z lemmatu plyne AC(I) C C(I) N BV(I), pro I omezeny interval,
ale neplati rovnost. Protiprikladem je opét Cantorova funkce.

Pokud I C R je neomezeny interval, pak tvrzeni lemmatu neplati. Protiprikla-
dem je naptiklad fce f(x) = x na I = (0,00). Funkce f je na I 1-lipschitzovskd
funkce (a tedy f € AC(I)), ale f nemd omezenou variaci, nebot var(f,I) = oo
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Lemma 2.9. Necht I C R je omezeny, uzavieny interval. Pak pro f1, fo € AC(I)
ac1,¢y € R plati ¢y fy + cofs € AC(I) a f1fo € AC(I). Navie, je-li f € AC(I) a
plati-li pro vSechna x € [a,b], f(z) > 0, pak % e AC(I).

Dikaz. Necht € > 0. Najdeme § > 0 tak, Ze pro libovolny koneény disjunktni
systém

{(CLZ', bi)}?:p (ai, b,L) C [a, b],Z = 1, oo
takovy, ze > bi—a; < d plati D1 | |fi(b) — fi(a;)| <e,7 = 1,2. Potom mame:

Z [(erfr + cafe)(bi) — (c1fi + cafo)(ai)| =
= Z c1 f1(bi) — e filai) + cafa(bi) — eafa(as)]

< e Z | f1(b:) = fi(ai)| + |ez Z |f2(bi) — fa(ai)]
i=1 =1
S |61’€ —+ |CQ|€.

A tedy 1 lel + CQfQ S AC(I)
Déle

Z\fl — Ji(ai) f2(a;)| < Z|f1 (b:) — fa(ai))]

+Z’f2 a;)(f1(b;) + fi(as))]

< Slél?{lfl< z)|}te + Slér;ﬂfz(xﬂ}ﬁ < dee,

kde ¢ = max;_; o sup,;{|fi(z)|}. Suprém v maximu je nabyto, protoze f;,i = 1,2
jsou spojité funkce na kompaktu. A tedy fif> € AC(I).

Déle necht m = inf,c;{|f(z)|}. Infima je nabyto, nebot f je spojita na kom-
paktnim / C R. Mame tedy

> | 7~ Tl SN

a tedy % e AC(I). O

1
Z S ﬁé\?

=1

Poznamka 2.10. Pokud I C R je pouze omezeny interval a mikoliv uzavreny,
pak pro f > 0 nemusi platit, Ze l € AC(I). Polozme I = (0,1) a f(z) =
Pak f € AC(I), nebot f je 1- Zzpschztzovska funkce, ale & Q_f AC(I), nebot’% nent
steynomeérné spojitd.

Lemma 2.11. Necht I = [a,b] CR a f € AC(I). Pak V(f;a,z) € AC(I).

Diikaz. Dikaz je prevzat z [4], str. 68| a doplnén detaily.
Necht € > 0 je libovolné, k nému najdeme § > 0 z definice absolutni spojitosti f.
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Necht {(a;, b))}, (@i, b;) C [a,b], (a:b;) N (aj,b;) = 0,4 # jady b —a; <9
Pro vSechna i = 1, ... ,n najdeme D; déleni intervalu (a;, b;)

takové, ze

ki
(f5ai,bi) < Y |f]) = fad)| + =
j=1
Potom .
DD al—al =) bhi—ai<s
i=1 j=1 i1
a tedy
n k;
Z Z | f( | <e
i=1 j=1
Pak podle Pozndmky 1.3 ¢) méme
Z \V(f;a,a:;) = V(f;a,b;)| =
i=1
n n ki
:Z V(fiaibi)| < Z (Z |f(al) — f(bf)|> + % —
i=1 = =
n k;
:<ZZ’JC ]>+6<25
i=1 j=1

]

Dusledek 2.12. Necht I C R a f € AC(I). Pak existuji fi, fo € AC(I) nekle-
sagict tak, Ze f(x) = fi(z) — fa(x),z € 1.

Diikaz. 7 Jordanovy véty vime, ze [ je rozdilem dvou neklesajicich funkei a z
jejiho dikazu vime, ze muzeme volit fi(z) = V(f;a,z) a fo = (V(f;a,2)— f(z)).
Podle Lemmatu 1.22 plati V(f;a,x) € AC(I) a podle Lemmatu 1.20 je rozdil
dvou absolutné spojitych funkci absolutné spojita funkce O
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3. Vztah AC a BV funkci na R

Dukazy tvrzeni 3.3, 3.4, 3.6 a 3.10 jsou prevzaty z [3|, str. 77 - 81] a doplnény
detaily. Dikaz tvrzeni 3.8 je z [4] str. 70 - 71].

Definice 3.1. Necht E C R je méFitelnd a u : E — R je méfitelna funkce. Pak
rekneme, Ze u je ekviintegrovatelnd, pokud pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze
pro vdechny F C E, \(F) < 6, plati

/ luld\ < e.
F

Poznamka 3.2. Necht E C R je méritelnd a uw € LP(E), kde p € [1,00). Pak u
je ekviintegrovatelnd, nebot Lebesguetv integrdl je absolutné spojity. Viz [4, str.
72].

Pokud u € L, .(E), pak u nemusi byt ekviintegrovatelnd. Polome E = (0,1)
au(r) = ;. Funkce u je zjevné meritelnd (protoZe je spojitda) a lokdlné integro-
vatelnd, ale pokud za mnoZinu I budeme volit ' = (0,0),0 < 6 < 1, pak plati

AMF)<da 5
/Flu!dA =/|u(x)|dx — 0

a tedy u neni ekviintegrovatelnd.

Lemma 3.3. Necht I C R je interval a f : I — R. Necht existuje E C I a
M >0 tak, Ze f je diferencovatelnd pro vsechna v € E a |f'(z)| < M. Potom

A(f(E)) < MA(E)
Diikaz. Bez tjmy na obecnosti piedpokladejme, ze £ C I°. Necht € > 0 a pro
kazdé n € N polozme
1
E,={x € E: proviechnyJ C I, J interval, 0 < A\(J) < —, ax € J,
n
plati, ze A(f(J)) < (M +e)A\(J)}.

Je ziejmé, ze E,, C E' a E, C E,;;. Chceme dokazat, ze £ = U E,.

Protoze E, C F, stac¢i ukazat, ze pro x € E existuje n € N tak Ze x € E,.
Zvolme x € E libovolné pevné. Protoze |f'(z)| < M a

o) — tim L0 =),

y—r Y —T

existuje d > 0 takové, ze | f(y) — f(x)| < (M +¢)|y —z|, pro vSechna y € I takové,
ze ly—z| <d0.Necht y, v/ € [aly—y| <day<z<y.Potom

1fw) = fFWOI < |f(y) = f@)] +|f(x) = f¥)] <
<SMA+e)y—z)+(M+e)(r—y)=M+e)(y—v).

Tedy » € E,, pro n > %.
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Nyni zvolme n € N pevné a chceme dokézat, ze
A(f(En)) < (M +e)(A(En) + ).

Protoze A je Radonova mira, najdeme otevienou mnozinu U,, F, C U,, tak, ze
plati
ANUp) < AE,) +¢.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze U, C I. Z véty o charakterizaci ote-
viené mnoziny v R a pokrytim jednotlivych otevienych intervald disjunktnimi
otevienymi intervaly délky nejvyse % dostavame, ze

= G JEUN
k=1
kde J* jsou oteviené disjuktni intervaly pro které plati
0<AJM) <=
a N je nejvyse spocetnd mnozina, a tedy A\(f(V)) = 0. Polozme
IT={k:J*NE, #0}.
Vsiméme si, zZe z definice F,, plati pro k € 7
M) < (M +2)A(TR),
a tedy

E)) < AU FI0) < DML

kel kel

<M +2) YA <M+ M ) = (M + oAU, < (1)

< (M +e)(ME,) +¢).
Protoze A je Radonova mira a F,, C E,; plati, ze

AE) = lim A\(E,),

n—oo

a protoze f(E,) jdou zdola monotonné k f(F) plati

A(f(E)) = lim A(f(En)).

n—oo

Limitnim pfechodem v (3.1 dostaneme
A(f(E)) < (M +e)(ME) +¢).

Nyni necht ¢ — 0, a dostavame tvrzeni Lemmatu. ]
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Dusledek 3.4. Necht I C R je interval a f : I — R. Necht existuje E C R tak, Ze
f je diferencovatelnd pro vsechna x € E. Necht plati alespon jedna z ndsledujicich
podminek

(1) M(E) =0,

(i0)f'(x) =0 prox € E.

Pak M\(f(FE)) = 0.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze A(F) = 0. Pak po kazdé n € N polozme
E,={x € E:|f'(z)| < n}. Z diferencovatelnosti f je zfejmé, ze plati

E = UEn

neN

Pak ovsem mame z predchoziho Lemmatu

MFE) =M En) <Y AF(EL)) <D nA(E,) =0.

neN neN neN

Necht f'(x) = 0, pro vSechna x € E. Pak mtizeme volit M = 0 a polozme pro
k€N, E, = EN[—k,k]. Trividlné F = |J B} a pouzitim pfedchoziho Lemmatu
dostavame

ASE) = M B < DA (BD) < 0 0ME) = 0.

keN keN keN

]

Poznamka 3.5. Povsiméme si, Ze Cantorova funkce C(x) zobrazuje mnoZinu
miry 1 na mnoZinu miry nula, nebot A\([0,1]\ C) =1 a C(z) je lokdlné konstatni
na [0,1] \ C a C(]0,1] \ C) je spocetnd a md nulovou miru. Tedy \(C(C)) = 1,
protoze C(x) je Darbouzovskd funkce a zobrazuje interval [0, 1] na interval [0, 1].

Lemma 3.6. Necht I C R je interval a f : I — R je méritelnd. Necht f je
diferencovatelnd na méritelné mnozZine £ C I. Potom

AMf(R)) < /E |f(x)|dz.

Diikaz. Lemma dokézeme v nékolika krocich.
1. Méfitelnost f(E).
Z vlastnosti métitelnych mnozin lze psat E jako

E=JK.UE,

kde K, jsou kompaktni a A(Ey) = 0 (viz [4] str. 48]). Podle Dusledku 3.4 plati,
ze M(f(Ep)) = 0. Dale f(K,,) jsou kompaktni, nebot f je spojita (z diferencova-
telnosti) a spojity obraz kompaktu je kompaktni, a tedy f(K,) jsou méfFitelné.
Tedy f(E) =, f(K,)U f(Eo) je méfitelna.

2. Predpokladejme, ze A(E) < oo.
Zvolme libovolné pevné n € N. Pro kazdé k € N polozme

k—1 k}

<) < o

E’“:{ E-
n ZEG 2n
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Pozorujeme, %e E* jsou po dvou disjunktni mnoZiny. Pak plati

E:GEﬁ
k=1

a pouzitim Lemmatu 1.25 mame

k=1 k=1
<3 A = S A ¢ 5 S A
k=1 k=1 k=1
3 [ 15 @lde+ 5oxE) < [ 1@+

Limitnim prechodem pro n — oo dostavame tvrzeni.
3. Nyni pfedpokladejme, ze \(E) = oco.
Polozme
E,=EnN (kk+1].

Pak pouzitim pfedchoziho bodu méame

A<f<E>>=A<f( U Ek)> < Y A(E
Z i@t = [ 1@l

]

Diusledek 3.7. Necht [a,b] C R. Necht f : [a,b] — R je spojitd a md vsude
derivaci na [a,b]. Pak plati

) = F@)] < A /|f )| d.

Lemma 3.8. Necht [a,b] CR a f : [a,b] = R je neklesajici. Potom plati

[ rede < 10) - (o)

Diikaz. Dodefinujeme f pro x > b jako f(b) = f(x) a pro x < a jako f(z) = f(a).
Potom pro k € N definujeme funkce f; jako

fule) = k(e 7) — (@) = e ot
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Funkce f, jsou méfitelné, nebot f je méfitelnd, a nezadporné na [a, b] a podle Véty
1.6 plati pro skoro vSechna x € |a, b|

lim fi.(z) = f'(2).

k—o00

Potom dle Fatouova lemmatu a lineadrni substituce mame
b b

/f’(x)dx:/ljirgofk( Ydz < hmmf/fk

a a
b

zliminfk/<f(x+%)—f(x))dx

k—o0
a

b+3 b
= liminf & f(z)— [ f(x))dx
k—o0 (CLJF/IIc a/

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze a + % < b, a mame

bt b bt atl
hgg}f/g( / F(z) - /f(x))dx - nggglfk( / f(z) - / f(x))dx.
a+% a b a
Protoze f je konstantni na [b,b + ;] mame
b+ a+t a+4
liminfk( / fla) — / fla ))dx - 11m1nfk— —k / flo
k—o0
b a
Nakonec, protoze f je neklesajici plati
a+%
b
liminfkjM - / f(z)dx < liminf (f(b) - km) = f(b) — f(a).

a

Dusledek 3.9. Nechf [a,b) CR a f € BV ([a,b]). Potom f' € L'([a,b]).

Diikaz. Podle Jordanovy véty plati f = fi1 — fo, kde f1, fo jsou neklesajici. Tedy

/ 2)|dz = / () — fi()lds < / f(2) e + / fife)lda

< \fl( ) = Ji(@)| + | f2(b) — fa(a)| < oo.
Tedy f' € L'([a,b]). 0
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Véta 3.10 (Luzinova N-podminka). Necht I C R je interval. Funkce f: 1 — R
je lokdlné absolutné spojita prdvée tehdy, kdyzZ jsou splnény vsechny nasledujict
podminky

(i) f je spojitd na I,

(ii) f md derivaci s.v na I a f € L}, (),

(iii) f zobrazuje mnoZinu miry nula na mnoZinu miry nula neboli, pro kaZdou
N C I takovou, zZe A(N) =0 plati \(f(N)) = 0.

Podminka (iii) se nazgva Luzinova N-podminka.

Dukaz. 7<=

Necht [a, b] C I. Necht {(ax, br)}7_; je systém intevalt, pro ktery plati (ag, by) C
Lk=1,...n, (agbx) N (a;,b;) =0,k # i. PoloZme

Er = {x € (ag, by) : f'(z) existuje}.
Protoze f je s.v. diferencovatelna, plati

A((ak, be) \ Ex) =0,

a protoze f zobrazuje mnoziny miry 0 na mnoziny miry 0 plati

A(f((ar, br) \ Ex)) = 0.

Protoze f je spojita a tedy Darbouxovska, f nabyva vSechny hodnoty mezi f(ay)
a f(by). Tedy otevieny interval s krajnimi hodnotami f(ax) a f(by) je podmnoZina
f((ax,bx)). Tedy podle Lemmatu 3.6 plati

D 15106) = )] < DA (an: b)) < DA ()
Z 1S |d9:—Z/|f )ld.

Protoze f'(x) je integrovatelné na [ag, bg, je 1 ekviintegrovatelna. Tedy zvolime-li
e > 0, existuje 6 > 0 takové, ze pro >, _, (b — ax) < d plati

by
|f/(z)]dx < e.
%/

Dohromady s dostaneme f € AC([a,b]).

2 :>77

Necht f € AC.(I). Zvolme [a,b] C I libovolné. Funkce f je zfejmé spojité.
Funkce f méa podle Dusledku 2.7 derivaci skoro vsude a podle Disledku 3.9 a
Lemmatu 2.6 plati f' € L'([a,b]). Sta¢i dokazat, Ze f zobrazuje mnoZiny miry
nula na mnozinu miry nula.

Zvolme F' C [a,b], N(F') = 0 a ¢ > 0 libovolné. K ¢ najdeme z definice
absolutni spojitosti & > 0. Protoze \ je regularni mira, existuje A C [a, b] oteviena
takova, ze F' C A a A(A) < 0. Mnozinu A mizeme podle véty o charakterizaci
oteviené mnoziny psat jako

A= U Ik7
k=1

20
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kde I jsou oteviené, po dvou disjunktni intervaly. Polozme J, = I N [a,b].
Protoze f je spojita, muzeme najit ay, by € Ji takové, ze plati

o) = L)} o S(B0) = sup {70

Tedy f(Jix) = [f(ax), f(bg)]. Protoze A(A) < ¢ plati, ze >, (by — ax) < 6, a tedy
z absolutni spojistosti f mame

ST 1F() — flan)| <.

Tedy mame

Protoze £ > 0 bylo voleno libovolné, plati A(f(F')) = 0. O

Poznamka 3.11. Mnoziny E, v proni cédsti dikazu Luzinovy N-podminky jsou
Borelovské a véta plati, 1 pokud f zobrazuje Borelovské mnozZiny miry nula na
mnoziny miry nula.

Véta 3.12 (Vztah AC a BV funkci na R). Necht I C R je interval. Funkce
f I — R je lokdlné absolutné spojitd prdaveé tehdy, kdyzZ jsou splnény vsechny
ndsledugici podminky:

(i) f je spojitd na I,

(i) f € BVioe(I),

(iii) f zobrazuje mnoZinu miry nula na mnoZinu miry nula neboli, pro kaZdou
N C I takovou, ze A(N) =0, plati A(f(N)) = 0.

Dikaz. 7="

Necht f € ACj(I). Potom f je zfejmé spojitd a podle Lemmatu 2.6 f €
BVjoe(I). Nakonec podle Véty 3.10 f zobrazuje mnoZinu miry nula na mnozinu
miry nula.
77¢ by

Necht f spliiuje podminky (i) — (ii7). Potom podle Véty 3.10 sta¢i dokézat,
7e f mé derivaci skoro viude a f' € L} (I). Podle Lemmatu 1.7 ma f derivaci

loc

s.v a podle Dtisledku 3.9 f" € L} (I) . O

loc

Dusledek 3.13. Cantorova funkce neni absolutne spojita.

Diikaz. Podle Poznamky 3.5 vime, ze C'(x) zobrazuje Cantorovo diskontinuum,
coz je mnozina miry 0, na mnozinu miry 1. Tedy podle pfedchozi véty C(z) neni
absolutné spojita. O

Véta 3.14 (Zakladni véta kalkulu pro Lebesgueiv integral). Necht [a,b] C R.
Necht f : [a,b] = R a f € AC([a,b]). Potom plati

ﬂ@—f@%i/fwﬁ-
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Dikaz. Z Dtsledku 2.12 vime, ze f = f1 — fa, kde fi, fo € AC([a,b]) a f1, fo
jsou neklesajici. Specialné plati f' = f| — f5 s.v. a plati f], f5 > 0. Oznacme
E ={z € [a,b] : f'(z) existuje. Potom A([a,b] \ E) = 0, a tedy podle Véty 3.10
plati

A(f(la, o] \ E)) = 0.

Podobné plati A(f1([a,b] \ E)) = 0. Je tedy mozno pouzit Lemma 3.6, nebot

A fi(la, 2])) = fi(z) — fi(a) >0

fi(@) = fila) < / fi(t)dt

Potom pro f; plati s pouzitim Lemmatu 3.8

a fi >0, a tedy plati

fi(z) = fi(a) = /f{(t)dt. (3.3)

Analogicky plati (3.3) pro fo. Tedy pro f plati

f(@) = fla) = fi(z) = fr(a) = (fal2) -

/f1 t)dt — /f2 t)dt = /f
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4. Vztah AC a BV funkci v R"

Definice 4.1. Necht Q C R", f: Q — R™ a A C Q. Definujeme oscaf jako
oscaf = diam(f(A)).

Definice 4.2. Necht Q C R" je oteviend mnozina a 0 < o < 1. Necht A C Q) je
otevrend a f : Q0 = R™. Definujeme V> jako

V;L(f; A) - sup{ Z(OSCB(O%OM)JC)” :
{B(x;,13)} je systém po dvou disjuktnich kouli v A}.

Rekneme, Ze f md omezenou n,a-variaci na 0 (znac¢ime f € BV™(Q)) prdve
tehdy, kdyz V'(f,Q) < co.

Definice 4.3. Necht Q0 C R™ je oteviend mnoZina a 0 < o < 1. Necht [ : Q —
R". Rekneme, Ze f je n,a-absolutné spojitd prdvé tehdy, kdyZ pro kazdé ¢ > 0
existuje 6 > 0 takové, Ze pro libovolny konecny disjunktni systém kouli v 2, pro
ktery

Z)\"(B(xi,ri)) <4

platy
Z(OSCB(%W)]‘)” <e.

%

Prostor vsech n, a-absolutné spojitych funkci v BV'(2) znacime ACZ(S2).

Definice 4.4. Necht Q C R" a f : Q — R™. Rekneme, Ze funkce f spliiuje RR,-
podminku (Rado-Reichelderfer), pokud ezistuje funkce g € L'(Q) (g nazgvime
vdha) takovd, Ze plati

(OSCB(x,ozr)f)n < / gd/\nv

B(z,r)
pro kazdou kouli B(xz,r) C €.

Definice 4.5. Necht Q@ C R™ a f : Q@ — R™. Rekneme, Ze funkce f spliuje
RR} -podminku (Rado-Reichelderfer), pokud ezistuje konecnd Borelovskd mira p
takova, Ze platt

(OSCB(x,ozr)f)n S /L(B(I, T))7
pro kazdou kouli B(x,r) C €.
Véta 4.6. Nechf QCR" a0 <a; <as<1laf:Q—R™
(i) f je n, a-absolutné spojita, pravé kdyz f je n, as-absolutné spojitd.
(ii) BV} (2) = BV ().
(i) ACE (©) = ACE ().

Véta 4.7. Necht Q@ C R" je oteviend a 0 < o < 1. Potom plati RR,(2) =
ACT(Q).
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Véta 4.8. Necht Q@ C R" je oteviend a 0 < o < 1. Potom plati RR:(2) =
BV'(€).

Dikazy Vet 4.6 aZ 4.8 lze najit v [2] a pro a =1 v [1]
Nasledugici véta ukazuge, Ze primd analogie Vety 3.12 neplati ve vyssi dimenzi.

Véta 4.9. Existuje funkce f :[0,1]> — R?, pro kterou plati:
(i) f je spojitd.

(ii) f € BVE([0,1]2, R?).

(iii) f zobrazuje mnoZiny miry nula na mnoZiny miry nula.

(iv) f & ACY([0,1]%, R?).

Diikaz. Podle [1, str.10, Theorem 5 | existuje spojit4 funkce g : [0, 1]*> — R takova,
ze g € BV2([0,1]%), ale g ¢ AC?([0,1]%). Polozme f(z,y) = (9(x,y),0). Potom f
zobrazuje [0, 1]? na Secku, a tedy plati (7). Zbylé vlastnosti se snadno ovéfi. [

Mohla by vsak platit ndsledujici hypotéza.

Hypotéza 4.10. Necht Q@ C R" a f : Q — R™. Necht 0 < a < 1. Pak f €
ACT(Q) prdavé tehdy, kdyz plati ndsledugici podminky:

(i) € BVr(Q).

(ii) Existuje k € N tak, Ze pro kaZdou E C Q, \"(E) = 0, plati: Pro kaZdé
e > 0 existuji systémy po dvou disjunktn{ch kouli { B’ (x;,r:)}s, proj =1,...,k
a B! = Bi(x;,1;) C Q takové, e E C U a plati 2, ;(0SCEi(z; ar) f)" < €.

UkdzZeme, Ze hypotéza plati v jedné dimenzi.

Véta 4.11 (Besicovitch). Ezistuje M € N zdvisejici pouze na dimenzi n s nd-
sledujici vlastnosti: Je-li r omezend, kladnd funkce na E C R", potom existuji
mnoziny Ay, ..., Ay C E takove, Ze

Ec|]J | Bz r(x)

=1 a:EAz-
aprokazdéi=1,..., M je systém kouli { B(xz,r(x)) : x € A;} po dvou disjunktni.

Véta 4.12. Necht I C R je interval o f : I — R. Pak f € AC]' .(I) prdvé tehdy,
kdyz plati nasledugici podminky:

(Z) f € B loc( )
(i) Existuje k € N tak, Ze pro kaZdou E C I, A\(E) = 0, plati: Pro kazdé ¢ > 0

ezistuji systémy po dvou disjunktnich kouli {B(zs,m)}i, proj=1,...,k a Bf =
B (xi,1;) C I takové, Ze E C |, , BJ, a plati y~; ;(08CRi(a, r))" f < €.

Diikaz. 7 = 7 Z Lemmatu 2.6 vime, 7e f € BV, (I). Stac¢i dokazat, ze pro
kazdou N C I, A(N) = 0 plati (i4). Necht {B7(x;,r;)}2, je systém kouli z
Besicovitchovy véty tak, ze N C |, ; B Iz, 7). Oznaéme a; = argming—- f a
b; = argmaxp— -~ f Potom podle Vety 3.14 plati

cmwwﬁ=V@w¢@ns/()uwx
B Tq,T

24



Tedy mame
§ OSCBj(zi,Ti)f < E / ' ‘f/|d)\ (41>
ij ij B @ir)

Necht ¢ > 0. Z ekviintegrovatelnosti | f’| najdeme § > 0. Pro vSechna j =1,..., M
> A(BI(24,7;)) < 6 a tedy plati

3 / fldA = / 1f] <.
i BI(wiri) U; B

Z OSCRi (z,,r,) ] < Me.

1,

Z (4.1)) dostavame

7 <7 Podle Véty 3.12 staci dokazat, ze f je spojita a splituje N-podminku.
1. f je spojita.
Necht € > 0. Necht = € I je libovolné. Polozme E = {z}. Zjevné A(E) = 0. Pak
z (i1) existuje pokryti E koulemi {B7(z;,r;)}; tak, Ze E” 0SCRi(¢,r)f < €. Pak
existuje i takové, ze x € B (x;,r;). Tedy plati
OSCRi (2;,r,)f < €.

Toto implikuje spojitost f.

2. f zobrazuje mnoziny miry nula na mnoziny miry nula.
Necht N C I a A(N) = 0. Necht ¢ > 0. Potom existuje pokryti mnoziny N
koulemi {Bj(l’i, Ti)}i,j tak, ze

ZOSCB(%mf < e.
.3
Mnozina f(N) je méfitelnd (plyne ze spojitosti) a plati

)‘(f<N)) < ZOSCBj(xi,ri)f‘

Tedy A(f(N)) < e. Limitnim pfechodem ¢ — 0, dostaneme A\(f(N)) = 0. O

Nyni ukdzZeme, proc¢ by hypotéza mohla platit ve vyssi dimenzi.
Implikace "=" plati a jeji dikaz naznacime.
Z definice AC?(S2) vime, Ze ACT(S2) C BV (R2). Tedy staci dokdzat druhou cdst
turzeni. Necht € > 0 je libovolné. Necht E C Q a \"(E) = 0. Z véty 4.7 vime, Ze
ezistuje funkce g € L*(Q) takovd, Ze pro libovolnou kouli B; = B(z;,1;) C Q plati

(OSCB(xi,ari)f)n S / gd)\"

B(z,ri)

Potom pro libovolny systém kouli plati

RETNTEEDS / e (4.2)

i Ti,T;)

Z ekviintegrovatelnosti |g| najdeme 6 > 0 takové, Ze pro F C Q, \"(F) < ¢ plati

/ lg|ld\" < e.
F
2

5



Z Besicovitchovy véty najdeme pokryti E koulem: {Bj(xz-,rz-)} takove, Ze plati
EcU;; B} aprovsechnaj=1,..., M plati \"({J; B}) < 6. Potom z predpokladu
disjuktnosti pro vsechna j =1,..., M platt

Z/ \g|dA”:/ | lg|ldA\™ < e.
i 7 BI(zi,ms) U; BI(x4,74)

Tedy z madme
Z(osch(xmri)f)" < Me.
2%
Implikace "<” je obtiznejsi a jeji platnost nevime. Naznacime vsak nékteré
myslenky, ktere naznacuji jeji platnost.
Protoze f € BV(Q), vime podle Véty 4.8, Ze existuje borelovskd mira u takovd,
Ze pro libovolnou kouli B(x,r) C  plati

(OSCB(x,ozr)f)n S /L(B(CL’, T))

Pro dokonceni dukazu by stacilo dokdzat, Ze p je absolutne spojitd vici Lebesgueo-
vé€ mite na R™. Pak totiZ podle Radon-Nikodimovy véty existuje funkce g € L' (Q)
takovd, Ze pro A C Q plati

n(A) = / gd\",
A
a tedy plati

(OSCB(x,ocr)f) n < / gd)‘n
B(z,r)

Toto by ukdzalo f € RR,(Y) a podle Véty 4.7 f € ACZ(S). Pro dikaz absolutni
spojitosti p by se mohl hodit pravé predpoklad (ii).
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