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Slovni vyjadieni, komentare a pripominky vedouciho/oponenta:

PredloZend diplomové prace se zabyva formulaci dlohy proudéni krve v céviach. Krev je popsdna
zjednoduSenym konstitutivnim modelem nestlacitelné newtonovské piipadné nenewtonovské
kapaliny jejiz viskozita zavisi na objemové koncentraci ¢ervenych krvinek (hematokrit). Problém
proudéni je tedy pres reologii svdzdn s advekcné-difuzni rovnici pro tuto koncentraci. Dalsi
sloZkou krve, kterd je modelovana, jsou krevni desticky, jejichZ transport je popsan opét popsan
advekcné-difuzni rovnici. Difuze krevnich desticek vSak vykazuje jednak anizotropii

(transverzalni izotropii) ur¢enou lokdlnim smérem rychlostniho pole, jednak zahrnuje kiiZovy
efekt s hematokritem.

Préace je roz€lenéna do sedmi kapitol. V prvni jsou ptredstaveny zdkladni biologické poznatky o
sloZzeni krve a jejich vlastnostech, ve druhé kapitole uvazuje autorka elementy teorie smési
k navozeni jedné z formulaci dané tlohy. Oba modely jsou (siln€) zformulovany v kapitole 3
véetné uvazované tfidy hrani¢nich a pocateCnich podminek. V kapitole 4 jsou uvedeny pouzité
numerické metody, je predstaven konecné elementni software FEniCS, v némZ je tloha
implementovana, a je zdokumentovano né€kolik zdkladnich uvaZzovanych geometrii ve 2D a jedna
3D. V paté kapitole jsou shrnuty elementy funkciondlni analyzy a dilezitd tvrzeni jeZ jsou
pouzivdna v Sesté kapitole. Ta tvoii jadro priace a obsahuje definici slabého feSeni tlohy
s newtonovskou reologii, a dikaz existence tohoto feSeni limitnim pfechodem v Galerkinovské
aproximaci. Diikkaz vyuzivad ¢astecného rozseparovani systému, které umoznuje studovat zvIast
podsystém rovnic proudéni plus hematokrit, a v druhém kroku vyuZit ziskané vysledky v rovnici
pro koncentraci krevnich desticek. Pro obé koncentrace je nejprve ukdzana existence feSeni pro
regularizovanou udlohu jez nevyZaduje omezenost koncentraci, a nésledné je dokdzan princip
maxima, jeZ tuto regularizaci zpétné ospravedliiuje.

Price je napsdna prehledné, je dobie a logicky Clenéna a zahrnuje vSechny dilezité stupné
formulace fyzikdlnitho a matematického modelu, od diskuse fyzikdlni reality a pozorovanych
vlastnosti, pfes matematickou formulaci modelu a studium dobré podminénosti této formulace, az
po volbu numerickych metod a jejich implementaci. Pravé v §ifi zabéru a vytyCeného cile tkvi ale
soucasné hlavni slabina prace. S vyjimkou podrobné psané Casti vénované analyze, je jak
formulace modelu a jeho diskuse, tak C4st vénovand numerickym metoddm a numerickym
vysledkiim misty aZz pfili§ stru¢nd, coz vede k drobngj$Sim a misty i zdvaznéjSim nejasnostem a
nepiesnostem, vycet téch hlavnich pfikladam nize. Praci by celkové prospélo peclivéjsi zamysleni
nad interpretaci daného modelu i pozorovanych vysledkii. Na druhou stranu je potieba
vyzdvihnout autorcino usili uchopit a popsat dany problém v celé jeho S§ifi vcetné podrobné
existen¢ni analyzy daného modelu. Prace spliiuje vSechny naroky kladené na diplomovou

praci.

Poznamky: pfikliddm na samostatném listu



Piipadné otazky pii obhajobé a naméty do diskuze:

® Ve formulace ulohy je zahrnut kiiZovy ¢len mezi koncentraci krevnich desticek a
cervenych krvinek. Tento Clen se vSak objevuje pouze v rovnici pro koncentraci krevnich
desticek, pritom napiiklad v kontextu linedrni nerovnovazné termodynamiky lze usuzovat,
Ze by se dudlni kiiZovy ¢len (tedy s V¢ mél objevit i v rovnici pro koncentraci ¢ervenych
krvinek. Jaké jsou ditvody pro jeho vynechéni a Ize odhadnout, jak by pfitomnost takového
¢lenu zkomplikovala analyzu daného systému?

e V zavéru se objevuje uvaha o piiliSném zjednoduseni rovnice pro hematokrit, kterd je
v tuto chvili vlastné pouze regularizovand transportni rovnice. Jak konkrétné by se
vylepSeni modelu pro hematikrit provedlo?
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Priloha k oponentskému posudku diplomové prdce

Marie Michalova, Mixture theory applications in blood flow simulations, Mate-
matika, Matematické a pocitacové modelovani ve fyzice a technice, 2013.

Poznamky a pripominky

1. Odvozeni smésového modelu z parcialnich bilanci pro jednotlivé slozky ve druhé kapitole
je dosti schematické, prechod od kinematickych veli¢in pro jednotlivé slozky smési ke
kinematickym velicinam pro smés jako celek neni diskutovan vubec, neni jasné, jak se
dospéje k modelu (2.6). V tomto smyslu je také nazev prace lehce zavadéjici, teorie smési
neni de facto k formulaci modelu pouzita nebo alespon ne piimo v praci. Oba modely
se daji chapat jako fenomenologické modely kombinujici proudéni s advekéné difuznim
problémem pro dvé skaldrni veliciny (koncentrace).

2. Interpretace jednotlivych ¢lentu v konstitutivnim vztahu pro difuzni tok na str 13 je
chybnd. Autorka pise: ”The term —div(DVe(ey + ¢)) represents the diffusion of platelets
away from the regions with high hematocrit values, whereas the term —div(c(1—c)ksVe)
enhances the transport in the direction of V¢.” Prvni ¢len predstavuje klasickou difuzi
pro ¢, pouze difuzni koeficient zavisi na orientaci proudéni a na hematokritu, afinitou to-
hoto transportniho procesu je nicméné stéle Ve - gradient koncentrace desticek (platelet).
Oproti tomu druhy ¢len odpovida kiizovému efektu - difuze desticek hnana gradientem
hematokritu, proti sméru (nikoli ve sméru) tohoto gradientu.

3. Chybné znaménko u divT ve (3.9;)

4. Setup test 3.2.2. prilis neumoznuje posoudit TeSeni a jeho vztah k citovanému analy-
tickému vysledku.

5. Jaka je motivace k pouziti Taylor-Hood elementu (str 18) - je v citované praci dokazana
napi. stabilita pro takovouto diskretizaci?

6. Jaké jsou parametry vyslednych pouzivanych siti? Pro¢ je sit zahusténa pouze v oblasti
aneurysmatu? Vysledky naznacuji, ze jemnéjsi diskretizace by byla vhodnéa také u hranic,
kde se koncentruji desticky v dusledku kiizového efektu s hematokritem.

7. Sekce 4.5.1.- Co je vi? Jak je piesné definovan parametr 6" z vektorového rychlostniho
pole? Citovany Tezduyar (1992) (vz.4.12) uvazuje trochu jiny vzorec, nez je uveden v
praci. Jednd se o pteklep? Na str. 22 ve vzorci pro d" a 7, ma byt zfejmé D nahrazeno
ks - viz. (3.2). Neni mi jasné, jak zapada clen s ¢(1 — ¢) (nelinearita) do schematu tuplné
dole na str. 21.

8. Prvni nerovnost v (6.26) neplati, méme odhad pro 1+ ||[v™ — vp||3.

9. str. 39, limitni prechod ve ¢lenu fQ f(¢")Dv" - Dwg€ je nespravné zduvodnén ((a) i (b)).
V a) se nespravné pouzije slabé konvergence, v b) pro nelinearitu ji(¢") zase neméame
slabou konvergenci ji(¢") k fi(¢) v L0, T; W12(Q)), jak je uvedeno. Pokud ale rozdélime
puvodni integral jako [, (fi(¢")Dv" — ji(¢)Dv) - Dwié = [, (fi(¢)(Dv" — Dv) - Dwy& +



fQ(ﬂ(ng") — ji(¢))Dv" - Dw;€ projdeme v prvnim integréalu slabou konvergenci a ve druhém
muzeme vyuzit konvergenci bodovou (a.e.), jez plyne ze silné konvergence ¢™ v L*(0,T; L*(Q2))
a pouzit Vitaliho vétu (vyuzivajic omezenosti Dv™ v L?(0,T; L*(Q2)) diky slabé konver-
genci).

10. Str. 40, nahote - (a). Chybné zdivodnény limitni pfechod - pro ¢% nemdme k dis-
pozici silnou konvergenci v L%(0,T; W2#(Q)). Muzeme ale vyuzit silnou konvergenci v
L*(0,T; L*(2)) a omezenosti ¢ v L*(0,T; L5(Q)) a interpolovat.

11. Str. 40 - Limitn{ prechod ve ¢lenu fOT Jo (Vo™ — Vo) - Vi - silnou konvergenci V"
nemdme k dispozici. Staéi ale vyuzit slabé konvergence v L?(0,T; L*(Q)).

12. Str. 51, sekce 7.1. Co se mysli fesenim? Predpokladam, ze stacionarni limita evolu¢niho
problému. Véta "If we leave out the third one, the solution is a constant function -
even for non-constant inlet boundary condition.” To se nezda byt mozné. Stacionarni
feseni daného advekéné difuzniho problému jisté obecné nebude konstanta, pouze mozna
s danym nastavenim parametru (dominantni difuze) se tak muze opticky jevit.

13. Obrazky v sekci 7 maji pomérné nestastné volené barevné gkdly. Ty vedou k mylnym
zavérum jako napt. na str. 53: "In figure 7.2 we see that an increasing ks has an opposite
effect than increasing k;. Recalling equation (7.1), for higher values of ks, we can observe
a faster transport of platelets away from the regions with high velocity.” Koeficient ks
definuje (transverzalné anizotropni) difuzivitu ve sméru kolmém na rychlostni pole. Tato
difuzivita vsak nezavisi na velikosti rychlosti, jak je naznacovano. Vzhledem k tomu, ze
koeficient £ je koeficient standrardni izotropni difuzivity, neni pravda, ze by koeficienty
k1 a ko mély opacné efekty na difuzi. Efekt maji stejny - oba zvysuji difuzivitu, ke vsak
pouze ve sméru kolmém na rychlostni pole.

14. Str. 54 ”We observe, that the terms with k3 and ko seem to have the same effect.” To
neni pravda. Zatimco clen s k3 odpovida kiizovému efektu a zvysuje tedy koncentraci
desticek u stén cévy, clen ko je klasicka (self-)difuzivita jez naopak vede k “rozmazéni”
koncentracniho profilu desticek smérem dovnit oblasti. V tomto smyslu pusobi oba efekty
spise proti sobé.

Dalsi drobné poznamky

1. Uvital bych dusledné znaceni skalarnich sou¢int mezi vektory, a psani plosnych normal v
povrchovych integralech - str 32

2. Str. 36, dole. Co je a?

3. Str 38, pozor na komutace:
/(v”@v"—’v@'v)~V'wk§—/((v”—'v)®v")-Vwk§+/v®(v”—v))-Vwk§
Q Q Q

4. Str. 41 - text nad (6.51) - uvedend formule neni definici slabé konvergence v L 4,



5. Str. 42 - chybgjici ¢ u clenu Ko ||[v"™ — vp |7 120
6. Str. 42 - “using weak lower semicontinuity”, slabd zdola polospojitost se nijak nevyuzije
7. Str. 46 - nahofe v definici o - co je C;?

8. Str. 48 - v odhadu C > ||c" — ¢cpl|r2(0) = [|¢" — cpllr1(q) - - - chybi konstanta pied [[c" —
cpllr1(o) a misto 77" ma byt ziejmé af.

9. Str. 53 - Jakd je hodnota brownovské difuzivity? Co je Jyau?

V Praze, dne 16.1. 2014 RNDr. Ondfej Soucek, Ph.D.
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