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DIPLOMOVÁ PRÁCE
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1. Soustava simultánńıch rovnic

V této práci se seznámı́me s problémy, které vznikaj́ı z povahy, interpretace a odhadováńı

v́ıcerovnicových soustav. Většina z nich se týká odhad̊u, avšak např́ıklad muśıme zvážit i

to, zdali jsou parametry v našich modelech v̊ubec odhadnutelné. Úvodńı teoretická část

práce je zpracována na základě knih [Cipra: Finačńı Ekonometrie] a [Greene: Econometric

Analysis].

Soustava simultánńıch rovnic (dále jen SEM z anglické zkratky Simmultaneous Equation

Models) je v současnosti hojně využ́ıvaný ekonometrický koncept. Vyznačuje se t́ım, že mezi

regresory mohou být i proměnné, které jsou v jiných rovnićıch dané soustavy vysvětluj́ıćı

proměnné. Tyto proměnné nazýváme endogenńı a nejčastěji znač́ıme y. Proměnné, které

ve všech rovnićıch soustavy vystupuj́ı jen jako regresory, nazýváme exogenńı a nejčastěji

znač́ıme x.

Soustavu můžeme obecně zapsat např́ıklad takto:

yjt =
m∑

i=1,i 6=j

γjiyit +
k∑
i=1

βjixit + ujt , j = 1, 2, ...,m , t = 1, 2, ..., T , (1.1)

kde xjt,yjt jsou proměnné, γji a βji jsou parametry a ujt je reziduálńı složka modelu

Takto definovaná soustava tedy obsahuje m endogenńıch a k exogenńıch proměnných.

Př́ıklad 1. Typickým př́ıkladem je situace, kdy mezi dvěma proměnnými x a y je obous-

tranný kauzálńı vztah, neboli že x je potřeba k vysvětleńı y a naopak. V praxi použ́ıváme

např́ıklad tzv. Keynes̊uv makroekonomický model, který má tvar

Ct = γDt + β + ut ,

Dt = Ct +Gt + vt ,

kde

• Ct je spotřeba v čase t.

• Dt je disponibilńı př́ıjem v čase t.

• Gt jsou vládńı výdaje v čase t.
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Spotřeba a př́ıjem jsou tedy endogenńı proměnné. Pro daľśı operace je výhodněǰśı

použ́ıvat maticový zápis než vzorec (1.1). Můžeme zapsat jednotlivé rovnice každou zvlášt’

yj = Yjγj + Xjβj + uj = Zjδj + uj , j = 1, ...,m , (1.2)

kde yj je vektor (T ×1) pozorovaných hodnot j-té proměnné, Yj je matice (T × (mj − 1))

pozorováńı endogenńıch proměnných na pravé straně odpov́ıdaj́ıćımi parametry γj rozměru

((mj − 1)× 1). Xj je matice (T × kj) pozorovaných hodnot exogenńıch proměnných s

odpov́ıdaj́ıćımi parametry βj rozměru (kj × 1) a uj je reziduálńı složka (T × 1). Dále

Zj = (Yj,Xj) a δj =
(
γTj ,β

T
j

)T
.

Proměnné s nulovými parametry ignorujeme, proto počty proměnných j-té rovnice

znač́ıme mj ≤ m a kj ≤ k. Soustavu lze napsat také jediným maticovým zápisem pro

všech m rovnic najednou

YΓ + XB + U = Z∆ + U = 0 , (1.3)

kde Y je matice (T ×m) endogenńıch proměnných soustavy s matićı parametr̊u Γ rozměru

(m × m), X je matice (T × k) exogenńıch proměnných soustavy s matićı parametr̊u B

rozměru (k × m), Z = (Y,X) a ∆ =
(
ΓT ,BT

)T
. Matice rezidúı U = (u1, ...,um) je

rozměru (T ×m).

Zanalyzujme matici Γ. Můžeme předpokládat na diagonále hodnoty −1, aby byl možný

jednoduchý převod do tvaru (1.2) (normalizačńı pravidlo). Mnohem d̊uležitěǰśı předpoklad

ovšem je regularita matice Γ, aby existovala matice Γ−1 a my mohli přej́ıt k tzv. reduko-

vanému tvaru SEM

Y = BΠ + V , (1.4)

kde

Π = −XΓ−1 , V = −UΓ−1 . (1.5)

Redukovaný tvar je potvrzeńım toho, že na endogenńı proměnné můžeme pohĺıžet jako na

výstupy dané soustavy, protože yj = Xπj + vj, kde vj je j-tý sloupec matice V a πj je

j-tý sloupec matice Π.

Uved’me nejprve jednu definici
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Definice 1. Necht’ bt je posloupnost a β je reálné č́ıslo. Pokud ∀δ > 0 plat́ı

lim
t→∞

P (|bt − β| > δ) = 0 , (1.6)

potom řekneme, že posloupnost bt konverguje v pravděpodobnosti k parametru β a znač́ıme

plimt→∞ bt = β. �

Nyńı uved’me obecné předpoklady, které se v teorii simultánńıch rovnic obvykle uvažuj́ı:

(1) Reziduálńı složky jsou nekorelované v čase E(uit) = 0, E(uit, uis) = 0, ∀ t 6= s,

ale jsou současně korelované Cov (uit, ujt) = E (uitujt) = σij, ∀ i, j, t. Souhrnně v

maticovém tvaru j́ı můžeme zapsat jako V ar (u1t, ..., uJt) = Σ, kde Σ je pozitivně

definitńı matice.

(2) Pro exogenńı proměnné plat́ı E(xTt.xt.) = M pro všechna t, kde M je regulárńı a

pozitivně definitńı rozměru (k × k).

(3) Předpokládáme nekorelovanost reziduálńı složky na exogenńıch proměnných, tedy

E(xTt.ut.) = E(xt.)E(ut.) = 0 pro všechna t.

(4) Matice Γ je regulárńı.

Uved’me ještě asymptotické verze těchto předpoklad̊u

(A1) Pro matici rezidúı plat́ı

plim
T→∞

1

T
UTU = Σ ,

(A2) Pro matici exogenńıch proměnných X plat́ı

plim
T→∞

1

T
XTX = M ,

která je regulárńı a pozitivně definitńı rozměru k × k.

(A3)

plim
T→∞

1

T
XTU = 0 .
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Mezi exogenńı proměnné můžeme např́ıklad zařadit i zpožděné endogenńı proměnné

(mluv́ıme pak o Dynamické SEM ), protože jsou nekorelované s reziduálńı složkou. Za

zmı́nku také stoj́ı, že tyto proměnné jsou vytvořeny př́ımo v soustavě v dř́ıvěǰśıch časech.

Někdy exogenńı proměnné mohou být nenáhodné. V takových př́ıpadech pak můžeme

vynechat asymptotickou podmı́nku (A3).

Pro úplnost dodejme, že rozptylová matice vektoru u =
(
uT1 , . . . ,u

T
m

)T
je rozměru

(mT ×mT ) a má tvar

V ar(u) =


σ11IT · · · σ1mIT

...
. . .

...

σm1IT · · · σmmIT

 = Σ⊗ IT . (1.7)

Definice 2. Necht’ matice A je rozměru (k × l) a matice B je rozměru (p × q). Potom

definujme C = A ⊗ B jako matici o rozměrech (kp × lq) složenou z kl blok̊u a plat́ı

cij = aijB , i = 1, ..., k j = 1, ..., l. Tuto operaci nazýváme jako Kroneckner̊uv součin

matic a použ́ıváme symbol ⊗.

1.1 Nevhodnost OLS-odhadu v rámci simultánńıho

modelováńı

Nyńı si ukážeme, že klasická metoda nejmenš́ıch čtverc̊u (OLS-metoda) neńı dostatečná.

Pro nějaké j plat́ı

yj = Zjδj + uj . (1.8)

OLS-odhad je dán

δ̃j =
(
ZT
j Zj

)−1
ZT
j yj . (1.9)

V odhadu (1.9) dosad́ıme yj z rovnice (1.8) a dostaneme

δ̃j = δj +
(
ZT
j Zj

)−1
ZT
j uj . (1.10)

Odtud je zřejmé, že odhad δ̃j nemuśı být nutně roven δj. Tento odhad nemuśı dokonce

ani existovat, proto OLS-odhad v SEM neńı obecně nestranný. Popsaný efekt označujeme

jako vychýleńı v d̊usledku simultánńıho modelováńı.
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Ověřeńı konzistence je náročněǰśı, proto si zde uvedeme jenom náhledové řešeńı. Úplný

d̊ukaz najdeme např́ıklad v knize (Dhrymes: Topics in Advanced Econometrics). Potřebujeme

zjistit pravděpodobnostńı limity

plim
T→∞

ZT
j Zj

T
, plim

T→∞

ZT
j uj

T
. (1.11)

Výraz ZT
j Zj neńı nic jiného, než YT

j Yj YT
j Xj

XT
j Yj XT

j Xj


Řeš́ıme matici po jednotlivých buňkách

YT
j Yj = ΠT

j XT
j XjΠj + ΠT

j XT
j V + VTXjΠj + VTV

YT
j Xj = ΠjX

T
j Xj + VTXj

Výraz plimT→∞
1
T
XT
j V = 0 d́ıky předpokladu (4) o rezidúıch. Rozptylová matice má tvar

E(vTt.vt.) = (Γ−1)TΣΓ−1 = Ω , (1.12)

kde vt. je t-tý řádkový vektor matice V a Σ je rozptylová matice reziduálńı složky u.

Nyńı můžeme dopoč́ıtat limitu z (1.11) a za pomoci předpokladu (2) dostaneme

plimT→∞
YT

j Yj

T
= ΠT

j MΠj + Ωj

plimT→∞
YT

j Xj

T
= ΠT

j M

plimT→∞
XT

j Xj

T
= M

(1.13)

Druhá limita z (1.11) se vypočte o poznáńı jednodušeji

plimT→∞
YT

j uj

T
= ΠT

j XT
j uj +uTj uj = Σ

plimT→∞
XT

j uj

T
= XT

j uj = 0
(1.14)

Za platnosti našich předpoklad̊u na model, které jsme definovali před t́ımto odstavcem,

ověř́ıme konzistenci odhadu parametr̊u δj.

plim
T→∞

δ̃j = δj +

 ΠT
j MΠj + Ωj ΠT

j M

MTΠj M

−1 Σ

0

 (1.15)
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Nekonzistence tedy vzniká vzhledem k př́ıtomnost́ı druhé matice na pravé straně rovnice

(1.15), která může být nenulová. Důvodem nekonzistence odhadu je tedy porušeńı asymp-

totických podmı́nek ortogonality ze strany endogenńıch vysvětluj́ıćıch proměnných.

1.2 Problematika identifikace

V předcházej́ıćım odstavci jsme si ukázali, že použit́ı klasického OLS-odhadu je nedostačuj́ıćı.

Mohou za to endogenńı proměnné na pravé straně rovnice. Ovšem pokud se nám povede

převést model do redukovaného tvaru rovnice (1.4), tj.

Y = XΠ + V ,

z̊ustanou na pravé straně už pouze exogenńı proměnné. Tento model už patř́ı do rodiny SUR

soustav (seemingly unrelated regression). SUR soustava už má nestranné a konzistentńı

OLS-odhady parametr̊u matice Π, viz např. kniha (Greene: Econometric Analysis). Matici

Π tedy můžeme odhadnout pomoćı klasického OLS-odhadu. Označme ho např. P a

P =
(
XTX

)−1
XTY . (1.16)

Pokud se nám tedy matice Π povede transformovat jednoznačně zpět na matice Γ a

B, můžeme takto transformovat i matici P. Transformace mezi p̊uvodńım a redukovaným

tvarem soustavy je spojena s tzv. problémem identifikace.

Problém spoč́ıvá ve specifikaci podmı́nek, za kterých jsme schopni nalézt vztahy mezi

parametry redukované a strukturálńı soustavy, přičemž využ́ıváme apriorńı informace o

př́ıtomnosti či nepř́ıtomnosti některých parametr̊u v jednotlivých rovnićıch p̊uvodńıho

tvaru soustavy.

Strukturálńı tvar (1.2) obsahuje matice parametr̊u Γ, B a U. Pokud uvažujeme normal-

izovaný tvar, můžeme mı́t maximálně m(m−1)+km+m2 parametr̊u, zat́ımco redukovaný

tvar obsahuje jenom matice Π a V, ve kterých může být maximálně km+m2 parametr̊u.

Rozd́ıl v počtu parametr̊u mezi jednotlivými tvary soustavy čińı tedy m(m− 1).

Abychom předešli problému, vyplat́ı se zformulovati identifikačńı kritéria. Vezměme nyńı

j-tou rovnici strukturálńıho tvaru soustavy (1.2) i s vynechanými proměnnými

yj = Yjγj + Y∗jγ
∗
j + Xjβj + X∗jβ

∗
j + uj , (1.17)
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kde Y∗j je matice endogenńıch proměnných nevyskytuj́ıćıch se v rovnici j a X∗j je matice

exogenńıch proměnných nevyskytuj́ıćıch se v rovnici j. Počet vynechaných proměnných

označme m∗j resp. kj∗. Odtud vyplývá, že γ∗j = 0 a β∗j = 0. Rozepǐsme si podrobně

redukovaný tvar soustavy, přičemž si nově rozčleňme a označme matici Π

(
yj, Yj, Y∗j

)
=
(
Xj, X∗j

) πj, �Πj, Πj

π∗j , Π∗j , Π
∗
j

+ Vj . (1.18)

Nyńı aplikujeme převodńı vztah ΠΓ = −B na matici Π z (1.18) a j-tý sloupec matic

Γ a B. Dostaneme

 πj, �Πj, Πj

π∗j , Π∗j , Π
∗
j




1

−γj
0

 =

 βj

0

 ,

ze kterého můžeme źıskat 2 soustavy rovnic,

πj − �Πjγj = βj , (kj rovnic) (1.19)

π∗j −Π∗jγj = 0 . (k∗j rovnic) (1.20)

Řešeńı soustavy rovnic (1.19) je plně určeno řešeńım soustavy (1.20). Aby měl systém

rovnic (1.20) řešeńı pro parametry vektoru γj, muśıme mı́t v soustavě alespoň stejně

rovnic jako je jeho délka vektoru γj. Na tomto poznáńı je postavena rozměrová podmı́nka

identifikace, která se aplikuje na každou rovnici zvlášt’. Počet exogenńıch proměnných

vynechaných v rovnici j muśı být alespoň stejně velký jako je počet endogenńıch proměnných

obsažených v rovnici j

kj∗ = k − kj ≥ mj − 1 .

Jedná se však pouze o nutnou podmı́nku, která nám zajǐst’uje alespoň jedno řešeńı sous-

tavy (1.20). Nezajǐst’uje nám však jednoznačnost. Pro tu potřebujeme znát př́ımo hodnost

matice h
(
π∗j , Π∗j

)
. Hodnostńı podmı́nka identifikace rovnice j je splněna, pokud

h
(
π∗j , Π∗j

)
= mj − 1 .
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Splněńı hodnostńı podmı́nky už zaručuje jednoznačné řešeńı strukturálńıch parametr̊u

při znalosti redukovaných parametr̊u. V praxi se použ́ıvá hlavně rozměrová podmı́nka,

protože jej́ı aplikace je na rozd́ıl od hodnostńı podmı́nky rychlá a jednoduchá. Na základech

předchoźı diskuse definujme pojmy

Definice 3. Rovnice Soustavy simultánńıch rovnic se nazývá

• neidentifikovaná, jestliže z redukovaných parametr̊u nejde źıskat ani jeden soubor

strukturálńıch parametr̊u. Situace nastává, pokud rovnice nevyhovuje hodnostńı pod-

mı́nce nebo

kj∗ = k − kj < mj − 1 .

V opačném př́ıpadě hovoř́ıme o identifikované rovnici.

• přesně identifikovaná, jestliže z redukovaných parametr̊u najdeme právě jeden soubor

strukturálńıch parametr̊u. Situace nastává za splněńı hodnostńı podmı́nky a zároveň

k − kj = mj − 1 .

• přeidentifikovaná, jestliže z redukovaných parametr̊u lze źıskat alespoň dva odlǐsné

soubory strukturálńıch parametr̊u. Situace nastává za splněńı hodnostńı podmı́nky

a zároveň

k − kj > mj − 1 .

Soustavu ve strukturálńım tvaru nazveme identifikovanou, pokud je každá jej́ı rovnice je

identifikovaná. �

Př́ıklad 2. Mějme soustavu rovnic tvaru

y1t = γ12y2t + γ13y3t + β12x2t + u1t ,

y2t = γ21y1t + β21x1t + u2t ,

y3t = γ31y1t + β31x1t + β32x2t + β33x3t + u3t .

(1.21)

Tvar matic Γ a B je

Γ =


−1 γ21 γ31

γ12 −1 0

γ13 0 −1

 , B =


0 β21 β31

β12 0 β32

0 0 β33

 .
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Aplikujeme rozměrovou podmı́nku na prvńı rovnici a dostaneme k∗1 = 2 = m1− 1, tedy

rovnice je přesně identifikovaná. Při aplikaci na druhou rovnici dostaneme 3− 1 > 1, tedy

rovnice je přeidentifikovaná. Třet́ı rovnice je neidentifikovaná, nebot’ neńı vynechána žádná

exogenńı proměnná (k∗3 = 0) a obsahuje endogenńı proměnnou.

Vyzkoušejme také hodnostńı podmı́nku. Mějme obecnou matici redukoveného tvaru

Π =


π11 π12 π13

π21 π22 π23

π31 π32 π33

 .

Pro prvńı rovnici dostaneme

(π∗1 , Π∗1) =

 π11 π12 π13

π31 π32 π33

 . (1.22)

Můžeme předpokládat maximálńı hodnost naš́ı vybrané matice. Tedy hodnostńı podmı́nka

h (π∗1 , Π∗1) = 2 = m1 − 1 je splněna. Pro druhou rovnici plat́ı

h (π∗2 , Π∗2) = h

 π21 π22

π31 π32

 = 2 > m2 − 1

Rovnici tedy máme při maximálńı hodnosti matice (což v podstatě je lineárńı nezávislost

parametr̊u π21, π22 s parametry π31 a π32) přeidentifikovanou. Jelikož ve třet́ı rovnici neńı

vynechána žádná exogenńı proměnná, je hodnost matice (π∗3 , Π∗3) = 0 a tedy rovnice je

neidentifikovaná

1.3 Nepř́ımý odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Nyńı se začneme zabývat některými nejpouž́ıvaněǰśımi metodami odhadu parametr̊u v

rámci teorie soustavy simultánńıch rovnic. Mezi nejv́ıce intuitivńı patř́ı nepř́ımá metoda

nejmenš́ıch čtverc̊u (Indirect Least Squares, ILS-odhad). Idea je odhadnout parametry

matice Π pomoćı OLS-odhadu a potom zpětně transformovat na matice Γ a B, tak jak

jsme uvažovali na začátku předcházej́ıćım odstavci. To že je matice Π asymptoticky odhad-

nutelná, můžeme ukázat např. za pomoćı pravděpodobnostńıch limit (1.13)

Π = M−1MΠ =

[
plim
T→∞

(
XT
j Xj

T

)]−1
plim
T→∞

(
XT
j Yj

T

)
. (1.23)
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Podobně můžeme odhadnout i Rozptylovou matici Ω.

Ω = plim
T→∞

(
YT
j Yj

T

)
− plim

T→∞

(
YT
j Xj

T

)(
XT
j Xj

T

)−1(
XT
j Yj

T

)
(1.24)

Pro praktickou aplikaci je většinou potřebné znát i odhady parametr̊u strukturálńıho

tvaru. Zde naráž́ıme na problém identifikace, o kterém jsme mluvili v kapitole (1.2). Pro

ILS-odhad j-té rovnice odtud vyplývá následuj́ıćı závěr

• Pro neidentifikovanou rovnici neexistuje ILS-odhad.

• Pro přesně identifikovanou rovnici existuje právě jeden ILS-odhad, který konzistentńı

a asymptoticky eficientńı.

• Pro přeidentifikovanou rovnici existuj́ı alespoň 2 odlǐsné odhady, které sice jsou

konzistentńı, ale žádný neńı asymptoticky eficientńı, nebot’ žádný odhad plně nevyuži-

je veškerou dostupnou informaci.

Tento odhad se většinou použ́ıvá u jednoduchých model̊u obsahuj́ıćıch málo proměnných,

které jsou přesně identifikované. V ekonometrické a finančńı praxi se však častěji použ́ıvaj́ı

obsáhlé modely s ř́ıdkými maticemi Γ a B, které většinou zaručuj́ı přeidentifikovanost

soustavy. Proto je lepš́ı se poohlédnout po jiném odhadu.

1.4 Dvoustupňový odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Dvoustupňový odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v současnosti patř́ı k nejpouž́ıvaněǰśım

odhadovým procedurám v teorii SEM, protože poskytuje v praxi přijatelné výsledky. Jak

název napov́ıdá, konstrukce 2SLS-odhadu prob́ıhá ve dvou stupńıch. Pokud vyjdeme z

rovnice (1.2)

yj = Yjγj + Xjβj + uj = Zjδj + uj , j = 1, ...,m , (1.25)

odhadneme v prvńım stupni všechny endogenńı proměnné Yj pomoćı klasického OLS-

odhadu pomoćı exogenńıch proměnných

Ŷj = X
(
XTX

)−1
XTYj , (1.26)
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ve druhém stupni nahrad́ıme p̊uvodńı matici Yj matićı odhadnutou z prvńıho stupně Ŷj

a zkonstruujeme OLS-odhad parametr̊u γj a βj. Odhady parametr̊u označme c2SLS j a

b2SLS j a ty můžeme odhadnout jednotným vzorcem

 c2SLS j

b2SLS j

 =

 YT
j X

(
XTX

)−1
XTYj YT

j Xj

XT
j Yj XT

j Xj

−1 YT
j X

(
XTX

)−1
XTyj

XT
j yj

 .

(1.27)

Za konzistentńı odhad jeho rozptylové matice můžeme vźıt

S2SLS
jj = σ̂2SLS

jj

 YT
j X

(
XTX

)−1
XTYj YT

j Xj

XT
j Yj XT

j Xj

−1 , (1.28)

kde

σ̂2SLS
jj =

1

T
(yj −Yjc2SLS j −Xjb2SLS j)

T (yj −Yjc2SLS j −Xjb2SLS j) . (1.29)

2SLS-odhad j-té rovnice má (za platnosti asymptotických předpoklad̊u (A1)−(A3)) násle-

duj́ıćı vlastnosti:

• je konzistentńı,

• je asymptoticky normálńı,

• je asymptoticky eficientńı v rámci uvažované j-té rovnice.

• 2SLS-odhad je totožný s ILS-odhadem, pokud je j-tá rovnice přesně identifikovaná.

1.5 Tř́ıstupňový odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Doposud jsme měli pouze odhady pouze pro jednotlivé rovnice zvlášt’. Takové odhady

nejsou asymptoticky eficientńı v rámci celé soustavy, protože nezohledňuj́ı současnou ko-

relovanost mezi reziduálńımi složkami jednotlivých rovnic, konkrétně tedy je nutné konzis-

tentně odhadnout všechny kovariance σij v (1.7). To můžeme realizovat přidáńım třet́ıho

stupně k předchoźı dvoustupňové metodě.
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V prvńıch dvou stupńıch źıskáme 2SLS-rezidua pro všechny rovnice soustavy a s jejich

pomoćı odhadneme kovariance σij jako

σ̂ij =
(yi −Yic2SLS i −Xib2SLS i)

T (yj −Yjc2SLS j −Xjb2SLS j)

T
, i, j = 1, ...,m .

(1.30)

Ve třet́ım stupni dostaneme 3SLS-odhad. Ovšem vyskytuje se tu problém, který potřebuje-

me nejdř́ıve ošetřit. Naši p̊uvodńı rovnici

y = Zδ + u

muśıme vynásobit zleva matićı HT = (Im ⊗X)T a to kv̊uli zachováńı konzistence odhadu.

Transformovaný model má tvar

HTy = HTZδ + HTu . (1.31)

Podle knihy (Cipra: Ekonometrie) přibližně plat́ı

V ar
(
HTu

)
∼ HTE

(
uuT

)
H =

(
Im ⊗XT

)
(Σ⊗ Im) (Im ⊗X) = Σ⊗XTX . (1.32)

Rovnost zde plat́ı v př́ıpadě úplné nezávislosti proces̊u X a U, avšak naše předpoklady

(A1)-(A3) vyžaduj́ı jenom jejich současnou nekorelovanost.

Odhad d3SLS parametr̊u δ = (γT ,βT )T dostaneme jako př́ıpustný Aitken̊uv odhad v

transformovaném modelu (1.31), který rozepsaný po jednotlivých rovnićıch má explicitńı

tvar


d3SLS1

...

d3SLSm

 =


σ̂11Z

T
1 X
(
XTX

)−1
XTZ1 · · · σ̂1mZT

1 X
(
XTX

)−1
XTZm

...
. . .

...

σ̂m1Z
T
mX

(
XTX

)−1
XTZ1 · · · σ̂mmZT

mX
(
XTX

)−1
XTZm


−1

×


σ̂11Z

T
1 X
(
XTX

)−1
XTy1 + · · ·+ σ̂1mZT

1 X
(
XTX

)−1
XTym

...

σ̂m1Z
T
mX

(
XTX

)−1
XTy1 + · · ·+ σ̂mmZT

mX
(
XTX

)−1
XTym

 .

(1.33)
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Za konzistentńı rozptylový odhad matice odhadu d3SLS můžeme vźıt


σ̂11Z

T
1 X
(
XTX

)−1
XTZ1 · · · σ̂1mZT

1 X
(
XTX

)−1
XTZm

...
. . .

...

σ̂m1Z
T
mX

(
XTX

)−1
XTZ1 · · · σ̂mmZT

mX
(
XTX

)−1
XTZm


−1

. (1.34)

Opět shrňme vlastnosti 3SLS-odhadu za platnosti asymptotických předpoklad̊u

• je konzistentńı

• je asymptoticky normálńı

• je asymptoticky eficientńı v rámci celé soustavy

• pokud jsou současně všechny rovnice nekorelované nebo přesně identifikované, je

totožný s 2SLS-odhadem.

1.6 Dynamické modely

Pod t́ımto označeńım máme na mysli soustavu simultánńıch rovnic, která obsahuje zpožděné

endogenńı proměnné typu yj,t−k, (k ≥ 1). Pro k = 1 má dynamický model tvar

yTt Γ + xTt B + yTt−1Φ = uTt , t = 2, ..., T , (1.35)

kde Φ je matice o rozměrech (m×m). Pokud model obsahuje zpožděné endogenńı proměnné

až do výše p, jeho strukturálńı tvar

yTt Γ +

p∑
k=1

Lk
(
yTt
)
Φk + xTt B = uTt , t = p, ..., T , (1.36)

kde L je lineárńı operátor zpětného časového posunut́ı a Φk jsou matice o rozměrech

(m×m). Chceme-li maticový zápis bez sumy a operátor̊u posunut́ı, muśıme k (1.36) přidat

následuj́ıćı identity yt−j = yt−j pro j = 1, ..., p− 1. Dostaneme

y∗Tt Γ∗ + x∗Tt B∗ + y∗Tt−1Φ
∗ = u∗Tt , t = p+ 1, ..., T , (1.37)
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kde plat́ı

y∗t = (yt, ...,yt−p+1) , u∗t = (ut,0, ...,0) , B∗ = (B,0, · · · ,0) ,

Γ∗ =


Γ 0 · · · 0

0 Im 0
...

. . .
...

0 0 · · · Im

 , Φ∗ =



Φ1 Im 0 · · · 0

Φ2 0 Im 0
...

...
. . .

...

Φp−1 0 0 · · · Im

Φp 0 0 · · · 0


.

Tyto posunuté proměnné, jak bylo již zmı́něno v úvodu této kapitoly, jsou nekorelované

se současnou reziduálńı složkou (splňuj́ı podmı́nku ortogonality), takže je můžeme řadit

pod exogenńı proměnné. Dynamický model můžeme také převést do redukovaného tvaru

rovnice

y∗t = x∗tΠ
∗ + y∗t−1∆

∗ + v∗t , t = p+ 1, ..., T , (1.38)

kde Π∗ = −B∗(Γ)∗−1, ∆∗ = −Φ∗(Γ)∗−1 a v∗t = −u∗t (Γ)∗−1, za předpokladu existence

inverzńı matice Γ∗.
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2. Teorie odhadu

V této kapitole si uvedeme základy teorie odhadu potřebné pro naš́ı numerickou studii.

Začneme u bodového odhadu, který nám poslouž́ı hlavně k ilustraci problému. Dále si

definujeme intervalový odhad a jeho konstrukci. Provedeme krátkou diskusi o přesnosti a

chybě odhadu a kapitolu zakonč́ıme testováńım hypotéz.

2.1 Bodový odhad

Máme k dispozici nějaká data (např́ıklad jednotlivé endogenńı a exogenńı proměnné u

soustavy simultánńıch rovnic), která považujeme za realizaci náhodného výběru X1, ..., Xn

z nějakého neznámého rozděleńı. Náhodný výběr pocháźı z rozděleńı, které můžeme popsat

pomoćı pravděpodobnostńı funkce f (x, θ). Toto rozděleńı je funkćı neznámého parametru

θ. Potřebujeme bližš́ı informace o charakteristikách tohoto rozděleńı (hustotu, středńı hod-

notu, rozptyl,...), proto budeme konstruovat jejich odhady.

Definice 4. Odhadem neznámé charakteristiky θ rozumı́me jakoukoli funkci θ̂n pozorováńı

X1, ..., Xn.

Podle definice může odhad být jakákoli funkce, proto od ”správného”odhadu vyžadujeme

některé vlastnosti. Zcela intuitivně vyžadujeme nejčastěǰśı následuj́ıćı dvě:

• nestrannost - požadavek, aby použitý bodový odhad skutečnou hodnotu charakter-

istiky nenadhodnocoval ani nepodhodnocoval. Matematicky E[θ̂n] = θ.

• konzistence - požadavek, aby s přibývaj́ıćım rozsahem výběru se použitý odhad

bĺıžil skutečnému parametru. Matematicky limt→∞θ̂n = θ.

Bodový odhad parametru θ je jedno č́ıslo, které by mělo nejlépe vystihnout naš́ı hledanou

charakteristiku rozděleńı. Pokud např́ıklad chceme zjistit středńı hodnotu našeho rozděleńı,

mělo by č́ıslo našeho bodového odhadu mı́t jistou spojitost se středńı hodnotou.
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Př́ıklad 3. Výběrový pr̊uměr je konzistentńı a nestranný odhad středńı hodnoty. Mějme

X1, ..., Xn iid náhodný výběr se středńı hodnotou µ, potom

E(X) = E
(
1
n

∑n
i=1Xi

)
= 1

n

∑n
i=1E (Xi) = µ ,

limn→∞X = E (Xi) = µ .
�

V některých př́ıkladech lze naj́ıt v́ıce statistik, které jsou nestranné a konzistentńı. V

tomto př́ıpadě použijeme ten, který má nejmenš́ı rozptyl. Tu statistiku, která má nejmenš́ı

rozptyl, nazveme nejlepš́ım nestranným odhadem parametru θ.

2.2 Intervalový odhad

Muśıme si uvědomit, že bodový odhad parametru se téměř vždy lǐśı od jeho skutečné hod-

noty. Pokud chceme zvýšit kvalitu odhadu, muśıme jedno č́ıslo bodového odhadu nahradit

intervalem.

Definice 5. Mějme náhodný výběrX1, ..., Xn z rozděleńı, jež je prvkem rodiny {Fθ, θ ∈ Θ}.
Jsou-li Td (x1, ..., xn) a Th (x1, ..., xn) statistiky, pro které plat́ı

P (Td < θ < Th) = 1− α , (2.1)

potom (Td, Th) nazveme (1−α)100% interval spolehlivosti pro parametr θ. Č́ıslo 0 < α < 1

nazveme riziko odhadu a (1− α) je koeficient spolehlivosti.

Jinak řečeno intervalový odhad parametru θ je interval s náhodnými mezemi, který

překryje θ s předepsanou pravděpodobnost́ı 1− α.

Konkrétńı data x1, ..., xn, která experimentálně źıskám, nejsou náhodné funkce z pravdě-

podobnostńıho prostoru Ω → R1, ale jsou to výsledky pokusu pro určitě ω ⊂ Ω. Proto

sestroj́ıme-li na jejich základě intervalový odhad parametru θ, potom nemá smysl mluvit o

pravděpodobnosti P (Td < θ < Th), protože všechny tři hodnoty jsou č́ısla a nerovnost bud’

plat́ı nebo neplat́ı. Proto č́ıslo (1 − α) nazýváme mı́sto toho raději spolehlivost a udává

nám četnost př́ıpad̊u, kdy náš intervalový odhad bude správný. Č́ıslo α většinou voĺıme

jako 0, 01 nebo 0, 05. Poznamenejme, že interval spolehlivosti můžeme zadat nerovnost́ı

θ > Td nebo θ < Th a t́ım dostaneme jednostranné intervaly spolehlivosti.
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2.3 Konstrukce intervalového odhadu

Ukážeme si konstrukci oboustranného intervalového odhadu, která je použitelná ve většině

př́ıpad̊u. Najdeme nějakou funkci h náhodného výběru X a parametrické funkce f(θ)

tak, aby jej́ı rozděleńı nezáviselo na parametru θ. Necht’ hα/2 a h1−α/2 jsou kvantily toho

rozděleńı. Pro všechna θ plat́ı

P
(
hα/2 < h [X, f(θ)] < h1−α/2

)
= 1− α . (2.2)

Pokud se nám povede nerovnosti v závorce převést ekvivalentńımi úpravami na tvar, kde

prostředńı člen na levé straně výrazu (2.2) stoj́ı jen f(θ), potom jsme sestrojili intervalový

odhad o spolehlivosti 1 − α. V následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme jak dostat intervalový

odhad středńı hodnoty.

Př́ıklad 4. Necht’ X1, ..., Xn náhodný výběr z normálńıho rozděleńı N (µ, σ2) s neznámým

rozptyl. Potom lze dokázat (kniha Dupač, Hušková: Pravděpodobnost a matematická

statistika), že výběrový pr̊uměr Xn a výběrový rozptyl S2
n = 1

n−1
∑n

i=1(Xn − Xi)
2 jsou

nezávislé náhodné veličiny a náhodná veličina

T =
Xn − µ
Sn

√
n (2.3)

má Studentovo rozděleńı o (n − 1) stupńıch volnosti. Označ́ıme-li tα,n−1 jako α kvantil

t-rozděleńı o (n− 1) stupńıch volnosti. Postupnými úpravami dostaneme(
tα/2,n−1 <

Xn − µ
Sn

√
n < t1−α,n−1

)
, (2.4)(

tα/2,n−1
Sn√
n
< Xn − µ < t1−α/2,n−1

Sn√
n

)
, (2.5)(

Xn − t1−α/2,n−1
Sn√
n
< µ < Xn + t1−α/2,n−1

Sn√
n

)
(2.6)

a oboustranný intervalový odhad je hotov. �

2.4 Intervalový odhad parametru

Následuj́ıćı vzorce lze nalézt např́ıklad v knize (Mrkvička, Petrášková: Úvod do statistiky).

Necht’ máme model lineárńı regrese Y = Xβ + u, kde Y a u jsou rozměru (n × 1),
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X je rozměru (n × k) a β = (β1, ..., βk)
T . Chceme zjistit intervalové odhady jednotlivých

parametr̊u βj, j = 1, ..., k. Bodový odhad β je

b = (XTX)−1XTY .

Označme

s2 =
SSe

n− k − 1
=

∑n
i=1

(
Yi −

∑k
j=1 xijbj

)2
n− k − 1

=

∑n
i=1

(
Yi − Y i

)
n− k − 1

. (2.7)

Intervalový odhad parametru βj o spolehlivosti (1− α) je(
bj − tn−k−1,α/2s

√
(XTX)−1jj , bj + tn−k−1,α/2s

√
(XTX)−1jj

)
, (2.8)

kde (XTX)−1jj je j-tý diagonálńı prvek matice (XTX)−1.

2.5 Přesnost a chyba odhadu

Za přesnost odhadu rozumı́me maximálńı chybu, které se při odhadu s danou spoleh-

livost́ı dopust́ıme. S rostoućı š́ı̌rkou intervalu spolehlivosti klesá přesnost odhadu. Č́ım

bude daný interval širš́ı, t́ım sice bude odhad spolehlivěǰśı, ale odhad bude méně přesný

a jeho praktická využitelnost bude malá. Mezi přesnost́ı a spolehlivost́ı odhadu existuje

nepř́ımá úměrnost.

Chybou oboustranného intervalového odhadu rozumı́me polovinu délky intervalu spoleh-

livosti. Někdy potřebujeme kvantifikovat, abychom j́ı mohli podle našeho uvážeńı regulo-

vat. Zaved’me ∆ jako př́ıpustnou chybu tak, aby mohli zapsat intervalový odhad jako

(X − ∆, X + ∆). Velice zaj́ımavou otázkou v této oblasti je stanoveńı rozsahu souboru,

aneb jak velký muśı být rozsah výběrového souboru, abychom ze zjǐstěných dat mohli

provést intervalový odhad pr̊uměru µ s předem danou přesnost́ı ∆. Pokud neznáme rozptyl

výběru (což většinou plat́ı), muśıme provést napřed takzvaný dvoufázový výběr. Nejprve

provedeme předvýběr, kde vezmeme m pozorováńı ,ze kterého vypoč́ıtáme výběrový rozptyl

Sm. Máme tedy

∆ = t1−α/2,m−1
Sm√
n
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a postupnými úpravami převedeme na konečný tvar

n =
(t1−α/2,m−1)

2S2
m

∆2
. (2.9)

Ve druhé fázi porovnáme m a n. Je-li m > n, nemuśıme již dále dělat žádná daľśı

šetřeńı, protože předvýběr dává již dostatečně přesný odhad. Je-li m < n, muśıme doplnit

do výběru ještě n−m pozorováńı na požadovaný rozsah. Výběrový soubor o n jednotkách

pak již dává dostatečně přesný odhad.

2.6 Testováńı hypotéz

Testováńı hypotéz je ověřováńı platnosti výroku na základě náhodného výběru. Mějme

nějaký výrok, o jeho pravdivosti chceme rozhodnout. Definujeme si nulovou hypotézu H0,

což je tvrzeńı o jehož pravdivosti rozhodujeme (např. zda se výběry lǐśı, je větš́ı než,...).

Naproti tomu postav́ıme alternativńı hypotézu H1, která obsahuje doplněk H0 k prostoru

parametr̊u θ.

K rozhodnut́ı, která z výše uvedených hypotéz plat́ı použ́ıváme statistický test, na jehož

základě rozhodneme o platnosti H0. Definujme náhodnou veličinu Tn = Tn(X1, ..., .Xn) jako

testovou statistiku a kritický obor C jako množinu výsledk̊u pokusu, kdy H0 zamı́táme.

Zd̊urazněme, že hypotézy H0 a H1 nemaj́ı symetrické postaveńı. Pokud Tn ∈ C, po-

tom nulovou hypotézu zamı́táme ve prospěch hypotézy H1 (naše data svědč́ı proti H0.

Pokud však Tn /∈ C, potom na základě našich dat nemůžeme nulovou hypotézu zamı́tnout,

avšak netvrd́ıme, že H0 plat́ı. Při našem rozhodnut́ı nemuśı být správné, můžeme doj́ıt k

následuj́ıćım závěr̊um:

(1) Plat́ı H0 a my jsme se rozhodli nezamı́tnout H0.

(2) Plat́ı H0 a my jsme se rozhodli zamı́tnout H0.

(3) H0 neplat́ı a my jsme se rozhodli nezamı́tnout H0.

(4) H0 neplat́ı a my jsme se rozhodli zamı́tnout H0.

V př́ıpadě (1) a (4) jsme se rozhodli správně. V př́ıpadě (2) se dopoušt́ıme chyby prvńıho

druhu a u (3) chyby druhého druhu. Za nulovou hypotézu voĺıme tu, jej́ıž neoprávněné

zamı́tnut́ı (chyba prvńıho druhu) je závažněǰśı. Konstrukci hypotézy o středńı hodnotě

normálńıho rozděleńı založené na intervalovém odhadu si ukážeme na př́ıkladě.
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Př́ıklad 5. Necht’ X1, ..., Xn je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2), kde µ

ani σ2 neznáme a g(θ) je parametrická funkce µ. Zaj́ımá nás středńı hodnota. Testujeme

hypotézu H0 : g(θ) = µ0 proti alternativě H1 : g(θ) 6= µ0. Necht’ (Td(X), Th(X)) je

intervalový odhad parametrické fuknce g(θ) o spolehlivosti (1 − α), potom kritický obor

C testu H0 na hladině (1− α) má tvar

C = {X ∈ Rn;µ0 /∈ (Td(X), Th(X)} . (2.10)

Odtud za našich předpoklad̊u můžeme doj́ıt postupnými úpravami ke tvaru

C =

{
X ∈ Rn;µ0 /∈

(
Xn − t1−α/2,n−1

Sn√
n
,Xn + t1−α/2,n−1

Sn√
n

)}
, (2.11)

což lze přepsat do testové statistiky

|Xn − µ0|
√
n

Sn
≥ t1−α/2,n−1 . (2.12)

Upozorněme, že levá strana rovnice (2.12) má Studentovo rozděleńı pouze za platnosti

hypotézy H0. Rovnice (2.12) udává kritický obor, proto při pravdivosti nerovnosti hypotézu

H0 zamı́táme.

Pro jednostranné hypotézy typu H0 : g(θ) ≥ µ0 proti H1 : g(θ) < µ0 postupujeme

obdobně.

2.7 Empirický př́ıstup

Necht’ X1, ..., Xn je náhodný výběr. Potom definujme empirickou distribučńı funkci jako

Fn(x) =
1

n

n∑
j=1

I[Xj≤x] , (2.13)

kde IA je indikátor množiny A, který je definován jako

IA(ω) =

 1 ω ∈ A
0 ω 6∈ A

.

Empirická distribučńı funkce je tedy nespojitá a po částech lineárńı. Při velkém n kon-

verguje k distribučńı funkci, ze které byl proveden náhodný výběr.
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V kapitole (2.3) jsme zmı́nili, že při konstrukci intervalového odhadu hledáme nějakou

distribučńı funkci h náhodného výběru X. Většinou použ́ıváme normovaná rozděleńı (jako

normálńı rozděleńı, t-rozděleńı, χ2-rozděleńı), na která transformujeme náhodný výběr X

při užit́ı Centrálńı limitńı věty. Avšak za funkci h můžeme vźıt empirickou distribučńı

funkci vytvořenou z výběru X a následně při intervalovém odhadu vźıt jej́ı kvantily hα/2 a

h1−α/2.

26



3. Numerická studie simultánńıch

rovnic

V prvńı kapitole jsme uvedli několik metod odhadu simultánńıch rovnic. V této kapi-

tole provedeme jejich numerickou studii a porovnáme jednotlivé metody odhadu. Jako

výpočtový software jsme použili program Mathematica 8.0 od firmy Wolfram, který má

kvalitńı generátor náhodných č́ısel, nemá však implementovány odhadové procedury si-

multánńıch rovnic. Ty jsme si museli vytvořit sami pomoćı existuj́ıćıch vzorc̊u. Vhodná

alternativa může být např́ıklad program EViews od firmy Quantitative Micro Software

QMS, který je v současnosti hojně rozš́ı̌reńı d́ıky jeho uživatelskému rozhrańı a širokou

nab́ıdkou ekonometrických vzorc̊u.

3.1 Základńı model

Zvoĺıme si základńı Keynes̊uv makroekonomický model tvaru

Ct = γ1Dt + β1 + e1t ,

Dt = γ2Ct + β2Gt + e2t ,
(3.1)

kde Ct je spotřeba v čase t, Dt je disponibilńı př́ıjem v čase t a Gt jsou vládńı výdaje v

čase t. Připomeňme, že obdobný model máme v př́ıkladu 1 v prvńı kapitole, tady však ve

druhé rovnici jsme za známé parametry o hodnotě 1 ve druhé rovnici nahradili neznámými

parametry γ2 a β2. Obě rovnice modelu jsou přesně identifikované, proto jsou ILS-odhad,

2SLS-odhad i 3SLS-odhad totožný. Proto u tohoto modelu použijeme jenom 2SLS-odhad.

Nejprve zvolme hodnoty parametr̊u modelu

γ1 = 0, 4 , γ2 = −0, 3 , β1 = 150 , β2 = 0, 7

a nyńı můžeme generovat naše data. Začneme naš́ı exogenńı proměnnou. Jedná se o vládńı

výdaje, tj. složku, kterou můžeme v př́ıpadě nutnosti upravovat (pomoćı r̊uzných zásah̊u

či dotaćı). K této proměnné můžeme přistupovat r̊uzně a podle toho nám bude ovlivňovat

zbytek modelu.
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Obrázek 3.1: Generovaná data pro počet pozorováńı 400. Modré jsou vládńı výdaje,

spotřeba žlutě a př́ıjem červeně

• Necháme j́ı fluktuovat kolem jedné hodnoty. To nám ve výsledku dá poměrně úzký

rozsah hodnot dat i při velkém počtu pozorováńı.

• Dáme j́ı nějaký drift, tud́ıž hodnoty dat se nám rozprostřou po intervalu, který se s

rostoućım počtem pozorováńı bude rozšǐrovat.

• Vytvoř́ıme skokovou funkci. Tak se nám hodnoty dat rozděĺı do několika shluk̊u. S

rostoućım počtem dat bude přibývat i počet shluk̊u.

Vytvořili jsme skokovou funkci pomoćı lognormálńıho rozděleńı. Rovnice Ct a Dt jsme

vygenerovali pomoćı modelu (3.1), přičemž rezidua jsme vzali z výběru e1� ∼ N(0, 625) a

e2� ∼ N(0, 900). Následuj́ıćı tabulka udává odhady parametr̊u pro r̊uzný počet pozorováńı

n.
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2SLS-odhady parametr̊u

počet

pozorováńı

c1 c2 b1 b2

50 0,87681 -0,06397 119,26 0,44959

100 0,73136 -0,17123 127,32 0,56995

200 0,40023 -0,29589 148,68 0,69721

400 0,39174 -0,28199 149,01 0,68511

1000 0,40127 -0,30536 148,49 0,70193

Zběžným pohledem na tabulku vid́ıme, že odhad dává poměrně přesné výsledky od

zhruba 200 pozorováńı. Zvoĺıme si hladinu významnosti α = 5%. Vytvoř́ıme intervalový

odhad prvńı rovnice na hladině α = 5%. To můžeme interpretovat tak, že interval obsahuje

řešeńı Ct−c1Dt−b1 s 95% pravděpodobnost́ı. Obdobně vytvoř́ıme intervalový odhad druhé

rovnice

počet prvńı rovnice druhá rovnice

pozorováńı T 1
d T 1

h T 2
d T 2

h

50 -11,3559 11,3559 -5,9410 5,9410

100 -6,8176 6,8176 -4,7895 4,7895

200 -4,2838 4,2838 -3,3031 3,3031

400 -2,9766 2,9766 -2,4045 2,4045

1000 -1,9167 1,9167 -1,5753 1,5753

Dvojice (T 1
d , T 1

h ) je intervalový odhad prvńı rovnice a (T 2
d , T 2

h ) je intervalový odhad

druhé rovnice. S rostoućım počtem pozorováńı se chyba odhadu snižuje, což je významný

argument k tvrzeńı, že naše metoda odhadu je konzistentńı (což jsme očekávali viz. kapitola

1.4). Naše hodnoty proměnných jsou řádu stovek, jak je vidět na obrázku (3.1). Pokud by-

chom chtěli chybu odhadu sńıžit např́ıklad na maximálně 1% pr̊uměru regresoru, použijeme

rovnici na stanoveńı rozsahu souboru zmı́něnou v kapitole (2.5). Zvolme za m = 1000 a

při volbě ∆1 = 0, 01 ∗ E[Ct] = 2, 91 resp. ∆2 = 0, 01 ∗ E[Dt] = 3, 55 pro druhou rovnici

dostaneme n1 = 391 a n2 = 196. Pro druhou rovnici potřebuje znatelně méně pozorováńı,

protože př́ıpustná š́ı̌rka intervalu je větš́ı než u prvńıho.
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Obrázek 3.2: Pr̊uběh vysvětlovaných proměnných a jejich vypočtených hodnot na základě

2SLS-odhadu ekonometrického modelu pro 1000 pozorováńı.

Na obrázku (3.2) máme znázorněný pr̊uběh endogenńıch proměnných pro 1000 po-

zorováńı srovnaný s jejich odhadem.

3.2 Rozš́ı̌reńı modelu

K prvńı rovnici modelu (3.1) přidejme ještě jednu exogenńı proměnnou, kterou označme

např́ıklad Ft. Půjde o jakousi fiktivńı proměnnou, kterou si vytvoř́ıme nezávisle na ostatńıch

a při generováńı dat j́ı nebudeme v modelu uvažovat. Tvar soustavy tedy máme

Ct = γ1Dt+ β1 +β3Ft +e1t ,

Dt = γ2Ct+ β2Gt +e2t
(3.2)

a proměnné Ct, Dt, Gt vygenerujeme stejně jako v předchoźım odstavci. V této situaci je

druhá rovnice přeidentifikovaná a proto zde už budou rozd́ıly mezi jednotlivými odhady.

Nejprve aplikujeme dvojstupňový odhad. Následuj́ıćı tabulka udává 2SLS-odhady para-

metr̊u při r̊uzném rozsahu výběru.
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Obrázek 3.3: Vygenerovaná data rozš́ı̌reného modelu pro 400 pozorováńı

2SLS-odhady parametr̊u

počet

pozorováńı

c1 c2 b1 b2 b3

50 0,93796 0,03302 131,65 0,38454 -1,32415

100 0,34852 -0,01351 153,06 0,43425 -0,16793

200 0,41828 -0,19326 143,28 0,61781 0,08566

400 0,33102 -0,26009 159,23 0,67313 -0,13965

1000 0,40521 -0,29876 147,44 0,69884 0,01810

U odhadnutých parametr̊u c2 a b3 provedeme t-test o jejich nulovosti. U parametru c2

u ńızkého počtu pozorováńı nám vycházej́ı hodnoty bĺızké 0 a tedy ve druhé rovnici se

př́ıjem stává závislým jenom na vládńıch výdaj́ıch.

n c2 t-stat p-hodnota b3 t-stat p-hodnota

50 0,03302 2,05004 0,04573 -1,32415 -4,36324 0,00006

100 -0,01351 -1,13863 0,25760 -0,16793 -0,48397 0,62947

200 -0,19326 -22,3134 0,00000 0,08566 1,37298 0,17130

400 -0,26009 -45,1013 0,00000 -0,13965 1,25012 0,21198

1000 -0,298764 -86,7972 0,00000 0,01810 0,07557 0,93978
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Zde je vidět, že předpokládaný tvar modelu významně ovlivňuje celkové výsledky. Při

100 pozorováńı na 95% hladině významnosti dokonce můžeme zamı́tnout nulovost parame-

tru c2 a b3. U rozsahu výběru 200, 400 a 1000 nám t-test zamı́tá hypotézu o nulovosti

parametru c2 a zároveň nemůže zamı́tnout nulovost parametru b3, což jsme v podstatě

chtěli. V tomto rozš́ı̌reném tvaru potřebujeme mnohonásobně v́ıce pozorováńı, protože

naše odhady konverguj́ı mnohem pomaleji ke skutečnosti.

Na stejná data aplikujeme tř́ıstupňový odhad, který je asymptoticky eficientńı v rámci

celé soustavy, odtud je také zřejmé, že ho budeme apriori preferovat oproti 2SLS-odhadu.

3SLS-odhady parametr̊u

počet

pozorováńı

c1 c2 b1 b2 b3

50 1,01086 -0,01590 128,15 0,43686 -1,41550

100 0,35986 -0,01135 152,06 -0,15337 0,43218

200 0,41576 -0,19355 143,04 0,61804 0,10034

400 0,33103 -0,26007 159,23 0,67312 -0,13963

1000 0,40518 -0,29876 147,45 0,69884 0,01782

Odhadnuté hodnoty jsou pro v́ıce než 200 pozorováńı bĺızké dvojstupňovému odhadu.

T-testy parametr̊u c2 a d3 dopadnou obdobně. Raději se zaměř́ıme na intervalové odhady.

S jejich pomoćı zjist́ıme, který z odhad̊u je přesněǰśı nebo který konverguje rychleji ke

správnému výsledku. Pro porovnáńı bude stačit prvńı rovnice.

počet 2SLS odhad 3SLS odhad

pozorováńı T 2SLS
d T 2SLS

h T 3SLS
d T 3SLS

h

50 -9,45072 9,45072 -9,66342 9,71483

100 -6,08884 6,08884 -6,10741 6,10447

200 -4,20347 4,20347 -4,20064 4,20099

400 -3,00449 3,00449 -3,00450 3,00450

1000 -1,82478 1,82478 -1,82472 1,82472

Za povšimnut́ı stoj́ı, že tř́ıstupňový odhad nemá interval symetrický kolem nuly při

malém počtu pozorováńı. Může za to fakt, že do vzorce zasahuj́ı nepřesně odhadnuté
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Obrázek 3.4: Pr̊uběh vysvětlovaných proměnných a jejich vypočtených hodnot na základě

3SLS-odhadu ekonometrického modelu pro 400 pozorováńı.

parametry z dvojstupňového odhadu. U malého vzorku má užš́ı intervalový odhad dvou-

stupňový odhad, u vzorku velikosti 200 má už však užš́ı interval tř́ıstupňový odhad. Odtud

můžeme usuzovat, že 3SLS-odhad konverguje ke správnému výsledku rychleji. Na obrázku

(3.4) máme ukázaný pr̊uběh spotřeby Ct a př́ıjmu Dt pro vzorek 400. Použitý je pouze

3SLS-odhad, nebot’ v našem měř́ıtku se oba odhady výrazně překrývaj́ı.

Při vysokém počtu pozorováńı je tedy lepš́ı použ́ıt tř́ıstupňový odhad. Výhodou také

je, že je oproti dvoustupňovému odhadu asymptoticky eficientńı v rámci celé soustavy,

což je d̊uležitá vlastnost zejména u silně přeidentifikovaných soustav simultánńıch rovnic.

Pokud máme jenom malý počet pozorováńı, je d̊uležité věnovat zvýšenou pozornost správné

identifikaci modelu, nebot’ pak model může nově přidané proměnné přisoudit mnohem

větš́ı d̊uležitost než j́ı nálež́ı. Jak se např́ıklad stalo v našem př́ıkladě u 50 pozorováńı,

kdy c2 = −0, 016 a b3 = −1, 42. Tento typ chyby lze např́ıklad identifikovat následovně.

Soustřed́ıme se na proměnnou, u ńıž s jistotou v́ıme, že ovlivńı náš model. Spotřeba v

našem modelu určitě má ovlivňovat rovnici př́ıjmu. Avšak vid́ıme, že hodnota parametru

c2 je poměrně nevýznamná (velikost pouze v řádu setin), což může vypov́ıdat o špatném

tvaru soustavy.
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3.3 Odhady parametr̊u modelu

V následuj́ıćım odstavci provedeme a porovnáme mezi sebou teoretické a empirické in-

tervaly spolehlivosti jednotlivých parametr̊u. V odstavci (3.2) jsme numericky zjistili, že

3SLS-odhad a 2SLS-odhad parametr̊u v našem jednoduchém modelu vycházej́ı přibližně

stejně, proto pro následuj́ıćı šetřeńı použijeme pouze 2SLS-odhad.

Nejprve vezměme výběr o velikosti 100. Intervaly jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

intervalové odhady při rozsahu výběru 100

Parametr k teoretický odhad empirický odhad

T r,kd T r,kh T e,kd T e,kh

γ1 0,0729 0,6241 0,0832 0,5876

γ2 -0,1307 0,1080 -0,1139 0,1177

β1 128,98 177,14 129,87 173,95

β2 0,3156 0,5488 0,3320 0,5583

β3 -0,6752 0,3393 -0,6563 0,2721

Zaj́ımavý je absolutńı člen prvńı rovnice, neboli parametr β1. Š́ı̌rka téměř 50 je veliká

při porovnáńı s hodnotami př́ıjmu a spotřeby, které jsou v řádu několika stovek. Z toho

lze usuzovat, že model je špatně podmı́něný, tedy malá změna ve vstupńıch data vyvolá

velkou změnu výstupńıch dat.

Intervalový odhad (T r,γ2d , T r,,γ2h ), resp. (T r,β2d , T r,β2h ) nepokrývá na hladině spolehlivosti

95% parametr γ2, resp. β2, který jsme zvolili v kapitole (3.1). Jak již bylo zmı́něno dř́ıve,

pro tento počet pozorováńı model upřednostňuje informaci z proměnné Ft. Empirické inter-

valové odhady jsou pro všechny parametry užš́ı než teoretické založené na centrálńı limitńı

větě, předpokládaj́ı menš́ı chybu. Nyńı zvýš́ıme počet pozorováńı na 400.
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intervalové odhady při rozsahu výběru 400

Parametr k teoretický odhad empirický odhad

T r,kd T r,kh T e,kd T e,kh

γ1 0,2499 0,4121 0,2439 0,4072

γ2 -0,3028 -0,2173 -0,3035 -0,2179

β1 146,60 171,87 145,67 171,10

β2 0,6471 0,6991 0,6467 0,6987

β3 -0,2857 0,0065 -0,2965 -0,0024

Opět se pod́ıváme na absolutńı člen prvńı rovnice, tentokrát jeho intervalový odhad je

polovičńı, tj. má velikost přibližně 25. Intervalové odhady pokrývaj́ı naše hledané parametry

s výjimkou β2 a empirického odhadu β3. U β2 je však rozd́ıl parametru použitého při

generováńı dat a T r,β2h jen 0, 009, proto při i malém zvýšeńı koeficientu významnosti by již

interval spolehlivosti parametr obsahoval. Ostatně všechny parametry je vyskytuj́ı bĺızko

své jedné hranice intervalu, tedy jsme sice na dobré cestě, ale výběr velikosti 400 ještě neńı

dostatečný u našeho modelu. Rozd́ıl empirického a teoretického odhadu je řádu setin (u

parametru β1 třet́ı platná č́ıslice).

Na závěr proved’me ještě jedno šetřeńı s rozsahem výběru 1000.

intervalové odhady při rozsahu výběru 1000

Parametr k teoretický odhad empirický odhad

T r,kd T r,kh T e,kd T e,kh

γ1 0,3930 0,4174 0,3923 0,4166

γ2 -0,3250 -0,2725 -0,3261 -0,2735

β1 142,63 152,24 142,32 151,94

β2 0,6874 0,7103 0,6868 0,7098

β3 -0,0385 0,0746 -0,0421 0,0710

Interval u absolutńıho členu má velikost přibližně 10. I ostatńı odhady jsou již velice

přesné a všechny pokrývaj́ı zvolené parametry. Odhad β3 je správně předpokládán jako

nulový, avšak na zjǐstěńı tohoto faktu jsme potřebovali výběr takhle velkého rozsahu.

Naproti tomu, empirický intervalový odhad konverguje k teoretickému rychleji, už i pro

400 pozorováńı byl výsledek velice bĺızký.
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Nevhodně zvolený model se ukázal jako velký problém, kdy konvergence parametr̊u ke

skutečné hodnotě je poměrně pomalá, nebot’ bylo potřeba kolem 1000 pozorováńı. Naproti

tomu u základńıho modelu (3.1) stačil výběr o rozsahu 200. Je proto d̊uležité při konstrukci

simultánńıho modelu dbát vysoké opatrnosti, nebot’ v př́ıpadě nesplněńı správnosti modelu

nám naše dostupná data nemuśı stačit k objeveńı správných závislost́ı.

Empirický odhad v našich podmı́nkách konverguje k teoretickému odhadu a je použitelný

už při vzorku velikosti 400, kdy se lǐśı na úrovni třet́ı platné č́ıslice.
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Závěr

Ćılem práce byla prezentace teoretických základ̊u ekonometrických soustav simultánńıch

rovnic a jejich následná numerická studie. Ćılem studie bylo ověřit přesnost a chybu

odhadu, zejména rychlost konvergence, rozd́ıl mezi empirickou a asymptotickou hodnotou

a to i v př́ıpadě nevhodně zvoleného modelu.

V prvńı kapitole jsme se seznámili s teoríı soustav simultánńıch rovnic a některými

jej́ımi problémy, jako např́ıklad nevhodnost klasického odhadu nejmenš́ıch čtverc̊u či prob-

lematiku identifikace. Ve druhé části jsme uvedli některé použ́ıvané metody odhadu.

Ve druhé kapitole jsme se seznámili se základńı statistickou teoríı odhadu, u které jsme

hlavně kladli d̊uraz na intervalové odhady a jejich konstrukce. Na konci kapitoly byl také

zmı́něn empirický př́ıstup k dané problematice.

Ve třet́ı kapitole textu byla prezentována vlastńı implementace předchoźıch teoretických

poznatk̊u a výsledk̊u v rámci Keynesova makroekonomického modelu, který byl rozš́ı̌ren o

proměnnou, která je nezávislá na ostatńıch proměnných. Tento model jsme pak podrobili

následné numerické studii. K odhadu parametr̊u př́ıslušné soustavy simultánńıch rovnic

jsme zvolili dva nejběžněǰśı př́ıstupy, konkrétně 2SLS-odhad a 3SLS-odhad. Nevhodně zvo-

lený model se ukázal jako velký problém při konvergenci odhad̊u parametr̊u ke skutečné

hodnotě. Na závěr jsme porovnali empirický a teoretický (asymptotický) intervalový odhad.
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