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Matematický ústav UK
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Úvod

Bilančńı zákony hmoty, hybnosti a energie představuj́ı fundamentálńı rovnice

mechaniky tekutin. Jedná se o rovnice v integrálńım tvaru, které můžeme za do-

datečných předpoklad̊u na vystupuj́ıćı veličiny lokalizaćı převést na klasické par-

ciálńı diferenciálńı rovnice a řešit tak bodový problém.

Předpokladem pro lokalizaci bilančńıch rovnic je dostatečná hladkost vystupuj́ı-

ćıch veličin, což je požadavek, který neńı ve výchoźım integrálńım tvaru těchto

zákon̊u obsažen. Bilančńı zákony lze ale formulovat i zp̊usobem, který nevyžaduje

diferencovatelnost vystupuj́ıćıch funkćı. Tuto zobecněnou formu úlohy nazýváme

slabou formulaćı parciálńı diferenciálńı rovnice a jej́ı význam bude zpřesněn poz-

ději.

Otázkou, kterou se zabývá tento text, je přechod od výchoźıho integrálńıho tvaru

bilančńıch rovnic k jejich slabé formulaci. Tradičńı postup odvozeńı slabé for-

mulace, který se objevuje v řadě učebnic, využ́ıvá zmı́něné lokalizace zákon̊u,

a z principu tedy nemůže být správný, nebot’ existence klasických, tj. spojitě

diferencovatelných, řešeńı často neńı známa. V roce 1927 publikoval C.W. Oseen

práci Neuere Methoden in der Hydrodynamik [4], která nastiňuje zp̊usob přechodu

ke slabé formulaci bilančńıch zákon̊u za slabš́ıch předpoklad̊u, než vyžaduje dife-

renciálńı tvar rovnic. Tento přechod je však proveden pouze pro Riemann̊uv in-

tegrál a rovnice nestlačitelného prouděńı. V tomto textu se drž́ıme Oseenova

postupu, přechod ale provád́ıme pro Lebesgue̊uv integrál a zobecňujeme jej pro

rovnice stlačitelného prouděńı.

Oseenova myšlenka přechodu od výchoźıho integrálńıho tvaru bilančńıch rovnic

k jejich slabé formulaci spoč́ıvá v rozděleńı oblasti, kterou vyplňuje tekutina,

na konečný počet podoblast́ı, na kterých uvažujeme bilančńı zákony v krátkém

časovém intervalu. Limitńımi přechody, kdy pošleme časový interval a mı́ru pod-

oblast́ı k nule, dostaneme za jistých předpoklad̊u na fyzikálńı veličiny slabou

formulaci bilančńıch rovnic. Jak uvid́ıme, požadavky na vystupuj́ıćı funkce, které

můžeme odvodit s pomoćı Lebesgueovy teorie integrálu, nevyžaduj́ı jejich dife-

rencovatelnost. Slabá formulace bilančńıch rovnic je proto přirozeněǰśım zp̊uso-

bem formulace těchto zákon̊u než formulace ve smyslu klasických parciálńıch difer-

enciálńıch rovnic.

V prvńı kapitole formulujeme obecný integrálńı tvar bilančńıch zákon̊u mecha-

niky kontinua a v konkrétńı podobě představujeme tři z nich (zákon zachováńı

hmoty, hybnosti a celkové energie), kterým se tento text věnuje. Dále představuje-
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me pojem slabé formulace parciálńıch diferenciálńıch rovnic a ukazujeme obvyklý

postup odvozeńı bilančńıch rovnic ve slabé formulaci.

Ve druhé kapitole odvozujeme přechod od výchoźıho integrálńıho tvaru bilančńıch

zákon̊u k jejich slabé formulaci za mnohem slabš́ıch předpoklad̊u, než vyžaduje

tradičńı odvozeńı. Čińıme tak s pomoćı několika základńıch vět Lebesgueovy

teorie integrálu, které jsou shrnuty v Appendixu.

Třet́ı kapitola potom shrnuje požadavky na veličiny bilanćı hmoty a hybnosti, aby

byl uvažovaný přechod ke slabé formulaci možný. Ukazujeme zde také speciálńı

př́ıpad zákona zachováńı hybnosti – slabou formulaci Navierových-Stokesových

rovnic pro stlačitelnou tekutinu.
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1. Základńı pojmy

1.1 Bilančńı zákony mechaniky kontinua

Bilančńı zákony mechaniky tekutin můžeme v obecném integrálńım tvaru zapsat

následovně (viz [1])∫
B
D(t2, x) dx−

∫
B
D(t1, x) dx+

∫ t2

t1

∫
∂B

F(t, x) ·n(x) dSx dt =

∫ t2

t1

∫
B
P (t, x) dx dt.

(1.1)

Zde B je libovolný kontrolńı objem neměnný s časem, který lež́ı v oblasti Ω

vyplněné tělesem v nějakém časovém intervalu [0, T ], přičemž (t1, t2) ⊂ [0, T ], D

označuje objemovou hustotu fyzikálńı veličiny, F je tok této veličiny skrz hranici

(n znač́ı vněǰśı normálu k B) a P je objemová produkce př́ıslušné veličiny.

Konkrétně se nám jedná o následuj́ıćı zákony zachováńı.

Bilance hmoty∫
B
%(t2, x) dx−

∫
B
%(t1, x) dx+

∫ t2

t1

∫
∂B
%(t, x)v(t, x) · n(x) dSx dt = 0, (1.2)

kde % je hustota a v je prostorové rychlostńı pole tekutiny.

Bilance hybnosti

∫
B
%(t2, x)v(t2, x) dx−

∫
B
%(t1, x)v(t1, x) dx

+

∫ t2

t1

∫
∂B

(%(t, x)v(t, x)⊗ v(t, x)− T(t, x)) n(x) dSx dt

=

∫ t2

t1

∫
B
%(t, x)b(t, x) dx dt, (1.3)

kde nav́ıc T znač́ı tenzor napět́ı a b objemovou śılu (vztaženou na jednotku

hmotnosti) p̊usob́ıćı na tekutinu. Protože se jedná o vektorovou rovnici, máme

zde ve skutečnosti tři skalárńı bilančńı rovnice. Vektorová veličina Fi, i ∈ {1, 2, 3},
př́ıslušná i -té rovnici představuje i -tý řádek matice %v⊗ v− T.
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Bilance celkové energie

∫
B
%(t2, x)

(
|v(t2, x)|2

2
+ e(t2, x)

)
dx−

∫
B
%(t1, x)

(
|v(t1, x)|2

2
+ e(t1, x)

)
dx

+

∫ t2

t1

∫
∂B

(
%(t, x)

(
|v(t, x)|2

2
+ e(t, x)

)
v(t, x)− q(t, x)− T(t, x)v(t, x)

)
· n(x) dSx dt

=

∫ t2

t1

∫
B
(%(t, x)b(t, x) · v(t, x) + %(t, x)r(t, x)) dx dt, (1.4)

kde nav́ıc vystupuje specifická vnitřńı energie e (vztažená na jednotku hmotnosti),

tepelný tok q a hustota tepelných zdroj̊u r (vztažená na jednotku hmotnosti).

Přehled veličin vystupuj́ıćıch v jednotlivých bilančńıch rovnićıch zachycuje Ta-

bulka 1.1.

D F P bilance

% %v - hmoty

%v %v⊗ v− T %b hybnosti

%(1
2
|v|2 + e) %(1

2
|v|2 + e)v− q− Tv %r + %b · v energie

Tabulka 1.1: Veličiny jednotlivých bilančńıch zákon̊u

1.2 Slabá formulace a slabé řešeńı

Klasickým řešeńım obyčejné či parciálńı diferenciálńı rovnice k -tého řádu rozumı́-

me funkci, která je alespoň k -krát spojitě diferencovatelná a vyhovuje zadané

rovnici. Máme tak zaručeno, že všechny derivace, které se vyskytuj́ı v rovnici,

existuj́ı a jsou spojité. Toto je přirozená představa řešeńı parciálńı diferenciálńı

rovnice.

Slabým, popř. zobecněným řešeńım parciálńı diferenciálńı rovnice naproti tomu

nazýváme funkci, která nemuśı být nutně diferencovatelná, a přesto vyhovuje

zadané rovnici v jistém přesně definovaném smyslu. Myšlenka slabého řešeńı je

taková, že všechny derivace vyskytuj́ıćı se p̊uvodně na zkoumané funkci, se pomoćı

integrace rovnice a použit́ım Greenovy věty objev́ı na tzv. testovaćı funkci, č́ımž

obdrž́ıme řešeńı, která nutně nesplňuj́ı podmı́nku diferencovatelnosti.
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Uvažujme homogenńı lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici (PDR) k -tého řádu

pro funkci u : O → R,O ⊂ RN

∑
|α|≤k

aα(x)Dαu(x) = 0, (1.5)

kde α je multiindex a aα(x) jsou dostatečně hladké funkce. Vynásobme nyńı (1.5)

testovaćı funkćı ϕ ∈ C∞0 (O)1 a integrujme rovnost přes O. S použit́ım Greenovy

věty dostáváme ∫
O
u(x)

∑
|α|≤k

(−1)|α|Dα
(
aα(x)ϕ(x)

)
dx = 0. (1.6)

Vid́ıme, že pro u ∈ L1
loc(O) je rovnice (1.6) splněna i bez nutnosti diferenco-

vatelnosti u, a jej́ı řešeńı budeme tedy nazývat slabým řešeńım homogenńı lineárńı

PDR. Rovnici (1.6) pak nazveme slabou formulaćı PDR (1.5).

Podmı́nky kladené na testovaćı funkci ϕ záviśı na konkrétńım problému, obecně

neńı např́ıklad nutné vyžadovat, aby testovaćı funkce byla nekonečněkrát spo-

jitě diferencovatelná, ale stač́ı pouze dostatečná hladkost, aby výraz (1.6) měl

smysl. My zde však budeme pro jednoduchost uvažovat testovaćı funkce náležej́ıćı

do prostoru C∞0 ((0, T )× Ω).

1.3 Klasické odvozeńı bilančńıch rovnic ve slabé

formulaci

Platnost bilančńıch zákon̊u mechaniky tekutin formulovaných na kontrolńıch ob-

jemech je požadována pro každou otevřenou podmnožinu B oblasti Ω vyplněné

tělesem a lež́ıćı v Ω v časovém intervalu [0, T ]. Jak již bylo řečeno, obecná inte-

grálńı forma těchto zákon̊u má tvar (viz (1.1))∫
B
D(t2, x) dx−

∫
B
D(t1, x) dx+

∫ t2

t1

∫
∂B

F(t, x) ·n(x) dSx dt =

∫ t2

t1

∫
B
P (t, x) dx dt.

1C∞
0 (O) znač́ıme prostor nekonečněkrát spojitě diferencovatelných funkćı s kompaktńım

nosičem v O.
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Uvědomme si nejprve, jaké předpoklady na funkce D, F a P plynou z (1.1), aby

měla uvedená rovnost smysl. Funkce by měly splňovat2

D ∈ L1
loc(Ω);

F · n ∈ L1
loc((0, T );L1(∂B)), ∀B ⊂ B̄ ⊂ Ω;

P ∈ L1
loc((0, T )× Ω).

(1.7)

Tradičńı postup odvozeńı slabé formulace bilančńıch rovnic ovšem spoč́ıvá v před-

pokladu dostatečné hladkosti řešeńı – tedy požaduje mnohem silněǰśı předpokla-

dy na funkce vystupuj́ıćı v bilančńıch zákonech. Ukažme si tento obvyklý zp̊usob

odvozeńı bilančńıch rovnic ve slabé formulaci z jejich integrálńıho tvaru (1.1).

Předpokládejme, že funkce D a F jsou alespoň spojitě diferencovatelné. Použit́ım

Gaussovy-Ostrogradského věty potom z (1.1) plyne∫ t2

t1

∫
B
(∂tD(t, x) + divxF(t, x)− P (t, x)) dx dt = 0.

Protože (t1, t2) ⊂ [0, T ] je libovolný časový interval a B ⊂ B ⊂ Ω je libovolný

kontrolńı objem, dostáváme tak, že za předpokladu spojitosti integrandu ∀x ∈ Ω,

∀t ∈ (0, T ) plat́ı3

∂tD(t, x) + divxF(t, x) = P (t, x).

Vynásobme nyńı tuto rovnici testovaćı funkćı ϕ ∈ C∞0 ((0, T ) × Ω) a výslednou

rovnost zintegrujme. Dostáváme∫ T

0

∫
Ω

(∂tD(t, x)ϕ(t, x) + (divxF(t, x))ϕ(t, x)) dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

P (t, x)ϕ(t, x) dx dt.

Pro vyjádřeńı bilančńıch rovnic ve slabé formulaci zbývá přesunout všechny deri-

vace na testovaćı funkci ϕ (integrály přes hranici vzniklé použit́ım Greenovy věty

jsou nulové z d̊uvodu nulovosti ϕ na hranici). Dostaneme tak slabou formulaci

2Symbolem Lp ((0, T );X) , 1 ≤ p <∞, kde X je Banach̊uv prostor, rozumı́me prostor všech
měřitelných funkćı u : (0, T )→ X, pro které je norma

‖u‖Lp((0,T );X) ≡

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt

) 1
p

<∞.

3Necht’
∫
V f(x)dx = 0 pro V ⊂ V ⊂ Ω, f je spojitá na Ω. Chceme ukázat, že odtud plyne, že

f(x) ≡ 0 ∀x ∈ Ω. Předpokládejme, že ∃x0 ∈ Ω takové, že f(x0) > 0. Protože je však f spojitá,
muśı existovat okoĺı U(x0) bodu x0 takové, že f(x) > 0 pro x ∈ U(x0). Zvolme tedy V := U(x0).
Potom ale dostáváme

∫
U(x0)

f(x)dx > 0, což nám dává spor.
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obecného bilančńıho zákona mechaniky tekutin, která plat́ı ∀ϕ ∈ C∞0 ((0, T )× Ω)∫ T

0

∫
Ω

(−D(t, x)∂tϕ(t, x)− F(t, x) · ∇xϕ(t, x)) dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

P (t, x)ϕ(t, x) dx dt.

(1.8)

Jak je vidět, při klasickém odvozeńı slabé formulace bilančńıch rovnic je vyžado-

vána hladkost funkćı, která neńı v (1.1) obsažena. Ukážeme, že (1.8) lze odvodit

i za mnohem slabš́ıch předpoklad̊u na funkce D, F a P, a to př́ımo z bilančńıch

rovnic v integrálńım tvaru (1.1). T́ım současně ukážeme, že neńı potřeba for-

mulovat bilančńı rovnice klasickým zp̊usobem a že slabé řešeńı je pro tyto zákony

přirozeným pojmem.
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2. Přechod ke slabé formulaci

bilančńıch zákon̊u

2.1 Odvozeńı výchoźıho integrálńıho tvaru

V následuj́ıćıch úvahách předpokládáme, že Ω je omezená souvislá otevřená mno-

žina, nezávislá na čase a s dostatečně hladkou hranićı.

Vrat’me se opět k obecné integrálńı formulaci bilančńıch zákon̊u (1.1)∫
B
(D(t2, x)−D(t1, x)) dx+

∫ t2

t1

∫
∂B

F(t, x) · n(x) dSx dt =

∫ t2

t1

∫
B
P (t, x) dx dt.

Rozdělme nyńı prostor třemi navzájem kolmými systémy rovin tak, že roviny

každého systému jsou kolmé na jednu ze souřadnicových os. Označme ε mezirovin-

nou vzdálenost těchto systémů, tj. vzdálenost dvou sousedńıch rovin každého

systému. Rozdělili jsme tak prostor na spočetné množstv́ı krychlových podoblast́ı,

jejichž hrana je rovna ε. Budeme uvažovat pouze krychle, které jsou podmnožinou

oblasti Ω vyplněné tělesem, a tyto krychle nějakým zp̊usobem oč́ıslujeme. Zaved’-

me tedy pro naše krychle značeńı Ckε , kde k = {1, . . . , N} a N = N(ε) je celkový

počet krychĺı obsažených v oblasti Ω. Střed každé krychle Ckε označ́ıme xk.

Č́ıslo ε budeme volit tak malé, aby pro nosič testovaćı funkce ϕ ∈ C∞0 ((0, T )×Ω)

platilo suppx∈Ω ϕ ⊂
⋃N(ε)
k=1 Ckε .

Vezměme (1.1) na krychli Ckε a položme t2 = t1+∆t. Vzniklou rovnost vynásob́ıme

hodnotou ϕ(t1, x
k) a 1

∆t
, provedeme sumaci přes všechny krychle a nakonec výsled-

ný výraz zintegrujeme od 0 do T podle t1. Dostaneme tak rovnici

1

∆t

∫ T

0

N(ε)∑
k=1

(∫
Ckε

(D(t1 + ∆t, x)−D(t1, x)) dx

)
ϕ(t1, x

k)

 dt1

+
1

∆t

∫ T

0

N(ε)∑
k=1

(∫ t1+∆t

t1

∫
∂Ckε

F(t, x) · n(x) dSx dt

)
ϕ(t1, x

k)

 dt1

=
1

∆t

∫ T

0

N(ε)∑
k=1

(∫ t1+∆t

t1

∫
Ckε
P (t, x) dx dt

)
ϕ(t1, x

k)

 dt1. (2.1)
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Naš́ım ćılem ted’ bude provést limitńı přechody ε→ 0+ a ∆t→ 0+ v rovnici (2.1)

a ukázat, že tak za jistých předpoklad̊u na funkce D, F a P dostaneme obecnou

formu bilančńıho zákona ve slabé formulaci. Pro větš́ı přehlednost se budeme

věnovat každému členu rovnice (2.1) zvlášt’.

2.2 Prvńı člen rovnice (2.1)

2.2.1 Limitńı přechod ε→ 0+

Prvńı člen rovnice (2.1) můžeme přepsat do tvaru

1

∆t

∫ T

0

∫
Ω

(D(t1 + ∆t, x)−D(t1, x))

N(ε)∑
k=1

ϕ(t1, x
k)χCkε (x)

 dx dt1, (2.2)

kde χA je charakteristická funkce množiny A. Funkce ϕ je hladká na kompaktńı

množině, a je tedy na této množině omezená. Zároveň d́ıky hladkosti ϕ pro x ∈ Ω

plat́ı1

lim
ε→0+

N(ε)∑
k=1

ϕ(t1, x
k)χCkε (x) = ϕ(t1, x).

Pokud tedy budeme požadovat, aby D ∈ L1
loc((0, T ) × Ω), můžeme pro záměnu

limity a integrálu použ́ıt Lebesgueovu větu o majorizované konvergenci (věta A1)

a z výrazu (2.2) při přechodu ε→ 0+ dostaneme

1

∆t

∫ T

0

∫
Ω

(D(t1 + ∆t, x)−D(t1, x))ϕ(t1, x) dx dt1. (2.3)

2.2.2 Limitńı přechod ∆t→ 0+

Před samotným limitńım přechodem muśıme nejprve výraz (2.3) upravit do vhod-

něǰśıho tvaru. Rozděĺıme proto integrál na dva členy a v prvńım použijeme sub-

1ϕ je spojitá na kompaktńı množině, a je tam tedy stejnoměrně spojitá, tj. ∀η > 0 ∃δ > 0

∀x1, x2 ∈ Ω: |x1 − x2| < δ plat́ı |ϕ(x1) − ϕ(x2)| < η. Pokud zvoĺıme ε tak, aby ε
√

3
2 ≤ δ, plat́ı

|x−xk| < ε
√

3
2 ≤ δ pro x ∈ Ckε . Ze stejnoměrné spojitosti pak máme |ϕ(x)−ϕ(xk)| < η a zbytek

už je zřejmý d́ıky tomu, že ϕ(xk) =
∑N(ε)

k=1 ϕ(xk)χCk
ε
(x).
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stituci τ = t1 + ∆t

1

∆t

∫ T

0

∫
Ω

(D(t1 + ∆t, x)−D(t1, x))ϕ(t1, x) dx dt1

=
1

∆t

∫ T

0

∫
Ω

D(t1 + ∆t, x)ϕ(t1, x) dx dt1 −
1

∆t

∫ T

0

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1, x) dx dt1

=
1

∆t

∫ T+∆t

∆t

∫
Ω

D(τ, x)ϕ(τ −∆t, x) dx dτ − 1

∆t

∫ T

0

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1, x) dx dt1.

Proměnnou τ opět přeznač́ıme na t1 a výraz dále uprav́ıme

1

∆t

∫ T+∆t

∆t

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1 −∆t, x) dx dt1 −
1

∆t

∫ T

0

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1, x) dx dt1

=
1

∆t

∫ T

∆t

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1 −∆t, x) dx dt1 +
1

∆t

∫ T+∆t

T

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1 −∆t, x) dx dt1

− 1

∆t

∫ ∆t

0

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1, x) dx dt1 −
1

∆t

∫ T

∆t

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1, x) dx dt1.

Sečteme prvńı a posledńı člen předchoźıho výrazu a v druhém členu použijeme

substituci τ = t1 − ∆t (τ opět zpátky přeznač́ıme na t1). Z (2.3) tak celkově

dostaneme

1

∆t

∫ T

T−∆t

∫
Ω

D(t1 + ∆t, x)ϕ(t1, x) dx dt1 −
1

∆t

∫ ∆t

0

∫
Ω

D(t1, x)ϕ(t1, x) dx dt1

−
∫ T

∆t

∫
Ω

D(t1, x)
ϕ(t1 −∆t, x)− ϕ(t1, x)

(−∆t)
dx dt1. (2.4)

Pro ∆t dostatečně malé bude testovaćı funkce ϕ(t1, x) na intervalech (T − ∆t , T )

a (0,∆t) nulová, a při přechodu ∆t → 0+ tedy dostaneme z prvńıho a druhého

členu (2.4) nulu2.

Pro limitńı přechod ve zbývaj́ıćım členu (2.4) nám bude opět stačit Lebesgueova

věta. Pokud budeme požadovat, aby D ∈ L1
loc((0, T )× Ω), dostaneme

lim
∆t→0+

∫ T

∆t

∫
Ω

D(t1, x)
ϕ(t1 −∆t, x)− ϕ(t1, x)

(−∆t)
dx dt1

= lim
∆t→0+

∫ T

0

∫
Ω

D(t1, x)
ϕ(t1 −∆t, x)− ϕ(t1, x)

(−∆t)
χ(∆t,T )(t1) dx dt1

=

∫ T

0

∫
Ω

D(t1, x)
∂ϕ

∂t1
(t1, x) dx dt1.

2Někdy se uvažuje testovaćı funkce ϕ ∈ C∞
0 (R+

0 ×Ω). Limitńım přechodem ∆t→ 0+ bychom
tak za předpokladu D ∈ C

(
[0, T ];L1(Ω)

)
z prvńıho a druhého členu (2.4) dostali∫

Ω

D(T, x)ϕ(T, x) dx−
∫

Ω

D(0, x)ϕ(0, x) dx.
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Celkově tak pro D ∈ L1
loc((0, T ) × Ω) z prvńıho členu (2.1) limitńımi přechody

ε→ 0+ a ∆t→ 0+ dostáváme

−
∫ T

0

∫
Ω

D(t1, x)
∂ϕ

∂t1
(t1, x) dx dt1. (2.5)

2.3 Druhý člen rovnice (2.1)

Zde využijeme toho, že pracujeme s krychlovými oblastmi. Plošný integrál přes

hranici k -té krychle můžeme rozepsat do tvaru∫
∂Ckε

F(t, x) · n(x) dSx

=

∫ xk3+ ε
2

xk3−
ε
2

∫ xk2+ ε
2

xk2−
ε
2

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3) dx2 dx3 +

∫ xk3+ ε
2

xk3−
ε
2

∫ xk1+ ε
2

xk1−
ε
2

F2(t, x1, x
k
2 +

ε

2
, x3) dx1 dx3

+

∫ xk2+ ε
2

xk2−
ε
2

∫ xk1+ ε
2

xk1−
ε
2

F3(t, x1, x2, x
k
3 +

ε

2
) dx1 dx2 −

∫ xk3+ ε
2

xk3−
ε
2

∫ xk2+ ε
2

xk2−
ε
2

F1(t, xk1 −
ε

2
, x2, x3) dx2 dx3

−
∫ xk3+ ε

2

xk3−
ε
2

∫ xk1+ ε
2

xk1−
ε
2

F2(t, x1, x
k
2 −

ε

2
, x3) dx1 dx3 −

∫ xk2+ ε
2

xk2−
ε
2

∫ xk1+ ε
2

xk1−
ε
2

F3(t, x1, x2, x
k
3 −

ε

2
) dx1 dx2

=
3∑
i=1

∫
Skε,i
Fi(t, x1, . . . , x

k
i +

ε

2
, . . . , x3) dx̂i−

3∑
i=1

∫
S̃kε,i
Fi(t, x1, . . . , x

k
i−

ε

2
, . . . , x3) dx̂i,

kde Skε,i, resp. S̃kε,i je stěna krychle Ckε s vněǰśı normálou směřuj́ıćı v kladném,

resp. záporném směru i -té souřadnice. Symbolem dx̂i rozumı́me dvourozměrnou

Lebesgueovu mı́ru v proměnných r̊uzných od xi (tedy např. dx̂1 = dx2 dx3).

Uvědomme si nyńı, že kromě krychĺı u hranice Ω je každá ploška, přes kterou

poč́ıtáme integrál, společnou stěnou dvou sousedńıch krychĺı. Druhý člen rovnice

(2.1)

1

∆t

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

N(ε)∑
k=1

∫
∂Ckε

F(t, x) · n(x)ϕ(t1, x
k) dSx

 dt dt1

proto můžeme přepsat do tvaru

1

∆t

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

N(ε)∑
k=1

3∑
i=1

∫
Skε,i
Fi(t, x1, . . . , x

k
i +

ε

2
, . . . , x3)

(
ϕ(t1, x

k)− ϕ(t1, x
k + εei)

)
dx̂i

 dt dt1,

(2.6)

kde ei, i = {1, 2, 3} jsou bázové vektory ve směru souřadnicových os xi. T́ımto

zp̊usobem vynecháme některé integrály přes plošky u hranice oblasti Ω. Testovaćı

funkce ϕ je však na okoĺı ∂Ω nulová, a proto budou nulové i integrály přes hraničńı
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plošky. Testovaćı funkci zde nav́ıc pokládáme rovnou nule vně oblasti Ω (může

se totiž stát, že prostorový argument ϕ(t1, x
k + εei) vystouṕı z Ω, kde ϕ neńı

definována).

Zřejmě plat́ı

ϕ(t1, x
k)− ϕ(t1, x

k + εei) = −
∫ xki +ε

xki

∂ϕ

∂xi
(t1, x

k
1, . . . , xi, . . . , x

k
3)dxi

= −
∫ xki + ε

2

xki−
ε
2

∂ϕ

∂xi
(t1, x

k
1, . . . , xi +

ε

2
, . . . , xk3)dxi.

Výraz (2.6) proto můžeme upravit do tvaru

− 1

∆t

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

N(ε)∑
k=1

3∑
i=1

∫
Ckε
Fi(t, x1, . . . , x

k
i +

ε

2
, . . . , x3)

∂ϕ

∂xi
(t1, x

k
1, . . . , xi +

ε

2
, . . . , xk3)dxi dx̂i

 dt dt1

= − 1

∆t

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

N(ε)∑
k=1

3∑
i=1

Fi(t, x1, . . . , x
k
i +

ε

2
, . . . , x3)

∂ϕ

∂xi
(t1, x

k
1, . . . , xi +

ε

2
, . . . , xk3)χCkε (x) dx dt dt1.

Pro jednoduchost se budeme dále zabývat pouze prvńı složkou vektorové funkce

F. Bude nás tedy zaj́ımat výraz

− 1

∆t

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx dt dt1.

(2.7)

Limitńı přechody pro zbylé složky F by se provedly zcela analogicky.

2.3.1 Limitńı přechod ε→ 0+

Dokažme nejprve, že

lim
ε→0+

∫
Ω

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx

=

∫
Ω

F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx. (2.8)

K tomu použijeme Vitaliho větu (věta A2). Pro s.v. x ∈ Ω zřejmě plat́ı

lim
ε→0+

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) = F1(t, x)

∂ϕ

∂x1

(t1, x).
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Dále potřebujeme zaručit, že integrály přes malé množiny jsou stejnoměrně malé,

tedy že pro ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že ∀E ⊂ Ω, |E| < δ plat́ı∣∣∣∣∣∣
∫
E

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Zkoumejme tedy výraz na levé straně nerovnosti. Jistě plat́ı∣∣∣∣∣∣
∫
E

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ max

t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫
E

N(ε)∑
k=1

∣∣∣F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∣∣∣χCkε (x) dx.

Zaved’me značeńı

F ε
1 (t1, x) :=

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)χCkε (x).

Potom dostáváme

|F ε
1 (t1, x)| =

N(ε)∑
k=1

|F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)|χCkε (x)

a můžeme psát

max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫
E

N(ε)∑
k=1

∣∣∣F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∣∣∣χCkε (x) dx

= max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫
E

|F ε
1 (t, x)| dx.

Pokud budeme požadovat, aby F1 ∈ L1+η(S1), kde S1 ⊂ Ω je libovolná 2-plocha

taková, že jej́ı normála má v každém bodě směr souřadnicové osy x1 (jedná se

tedy o plochu rovnoběžnou s rovinou x2x3 a lež́ıćı v Ω), máme zaručeno, že také

F ε
1 ∈ L1+η(Ω), nebot’ zřejmě plat́ı∫

Ckε
|F ε

1 (t, x)|1+η dx = ε

∫
Skε,1
|F1(t, x)|1+η dSx.
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Z Hölderovy nerovnosti (věta A3) potom dostaneme

max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫
E

|F ε
1 (t, x)| dx

≤ max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

(∫
E

|F ε
1 (t, x)|1+η dx

) 1
1+η

.

Využijme dále následuj́ıćı nerovnosti

max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

(∫
E

|F ε
1 (t, x)|1+η dx

) 1
1+η

≤ max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

(∫
Ω

|F ε
1 (t, x)|1+η dx

) 1
1+η

= max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

N(ε)∑
k=1

∫
Ckε
|F ε

1 (t, x)|1+η dx

 1
1+η

.

Jestliže se vrát́ıme k p̊uvodńı funkci F1, můžeme psát

max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

N(ε)∑
k=1

∫
Ckε
|F ε

1 (t, x)|1+η dx

 1
1+η

= max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

N(ε)∑
k=1

∫
Ckε
|F1(t, xk1 +

ε

2
, x2, x3)|1+η dx

 1
1+η

= max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

N(ε)∑
k=1

ε

∫
Skε,1
|F1(t, x)|1+η dSx

 1
1+η

= max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

Ñ(ε)∑
k=1

ε

∫
Sk1
|F1(t, x)|1+η dSx

 1
1+η

,

kde Sk1 jsou plochy, které vznikly sjednoceńım plošek Skε,1 lež́ıćıch ve stejné rovině,

a Ñ(ε) =
|Ωx1 |
ε

, kde Ωx1 je pr̊umět Ω do souřadnicové osy x1. Přijměme nyńı daľśı

předpoklad na funkci F1, a to aby pro s.v. t ∈ (0, T )

sup
S1

∫
S1
|F1(t, x)|1+η dSx < +∞.
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Z předcházej́ıćıho výrazu potom dostaneme

max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

Ñ(ε)∑
k=1

ε

∫
Sk1
|F1(t, x)|1+η dSx

 1
1+η

≤ max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η

(
Ñ(ε) ε sup

S1

∫
S1
|F1(t, x)|1+η dSx

) 1
1+η

= max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |E| η
1+η |Ωx1|

1
1+η sup

S1
‖F1(t, x)‖L1+η(S1,dSx).

Posledńı výraz již ovšem záviśı pouze na |E|, č́ımž jsme ověřili předpoklady Vi-

taliho věty. Zároveň jsme stanovili požadavky na funkci F1, aby bylo jej́ı použit́ı

možné.

Nyńı s pomoćı Lebesgueovy věty ukážeme, že

lim
ε→0+

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx dt

=

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx dt. (2.9)

Již v́ıme, že plat́ı (2.8). Stač́ı tedy požadovat, aby pro∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx

∣∣∣∣∣∣
existovala integrovatelná majoranta. To ovšem plyne z nerovnosti, kterou bychom

odvodili stejně jako při d̊ukazu platnosti (2.8)∣∣∣∣∣∣
∫

Ω

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ max

t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |Ω| η
1+η |Ωx1|

1
1+η sup

S1
‖F1(t, x)‖L1+η(S1,dSx).

Pro provedeńı limity (2.9) tedy bude stačit, aby F1 ∈ L1
loc((0, T );L1+η(S1)).
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Zbývá dokázat, že

lim
ε→0+

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx dt dt1

=

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx dt dt1.

To ovšem opět plyne z Lebesgueovy věty, nebot’ plat́ı (2.9) a dále∣∣∣∣∣∣
∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

N(ε)∑
k=1

F1(t, xk1 +
ε

2
, x2, x3)

∂ϕ

∂x1

(t1, x1 +
ε

2
, xk2, x

k
3)χCkε (x) dx dt dt1

∣∣∣∣∣∣
≤ max

t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ |Ω| η
1+η |Ωx1|

1
1+η sup

S1

∥∥‖F1(t, x)‖L1+η(S1,dSx)

∥∥
L1(t1,t1+∆t)

.

Celkově tak pro provedeńı limitńıho přechodu ε→ 0+ budeme požadovat, aby

sup
S1

∥∥‖F1(t, x)‖L1+η(S1, dSx)

∥∥
L1
loc((0,T ), dt)

< +∞.

V takovém př́ıpadě z výrazu (2.7) dostáváme

− 1

∆t

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx dt dt1. (2.10)

2.3.2 Limitńı přechod ∆t→ 0+

Limitńı přechod v čase provedeme pomoćı Vitaliho věty. Za předpokladu že

F1 ∈ L1
loc((0, T )× Ω), dostaneme z věty o Lebesgueových bodech (věta A4)

lim
∆t→0+

1

∆t

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx dt =

∫
Ω

F1(t1, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx.

Zbývá tedy ověřit, že pro ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že ∀E ⊂ (0, T ), |E| < δ plat́ı∣∣∣∣− 1

∆t

∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx dt dt1

∣∣∣∣ < ε.

Zde bude vhodné uvažovat namı́sto Ω kompaktńı množinu K ⊂ Ω takovou, že

suppx∈Ωϕ ⊂ K. Nerovnost výše potom zaṕı̌seme ve tvaru∣∣∣∣− 1

∆t

∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
K

F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx dt dt1

∣∣∣∣ < ε.
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Zřejmě plat́ı∣∣∣∣∣− 1

∆t

∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
K

F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx dt dt1

∣∣∣∣∣
≤ 1

∆t

∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
K

|F1(t, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x)| dx dt dt1

≤ 1

∆t
max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
K

|F1(t, x)| dx dt dt1

Protože F1 ∈ L1
loc(Ω), dostáváme

1

∆t
max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
K

|F1(t, x)| dx dt dt1

=
1

∆t
max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫
E

∫ t1+∆t

t1

‖F1(t, x)‖L1(K,dx) dt dt1.

Zavedeńım substituce y = t − t1 a použit́ım Fubiniho věty z posledńıho výrazu

dostaneme

1

∆t
max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫ ∆t

0

∫
E

‖F1(y + t1, x)‖L1(K,dx) dt1 dy.

Pokud budeme nyńı předpokládat, že F1 ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)), pak podle Höl-

derovy nerovnosti plat́ı

1

∆t
max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫ ∆t

0

∫
E

‖F1(y + t1, x)‖L1(K,dx) dt1 dy

≤ 1

∆t
max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∫ ∆t

0

∥∥‖F1(z, x)‖L1(K,dx)

∥∥
L1(E, dz)

|E|
η

1+η dy

= max
t1∈(0,T )
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂ϕ∂x1

(t1, x)

∣∣∣∣ ∥∥‖F1(z, x)‖L1(K,dx)

∥∥
L1(E, dz)

|E|
η

1+η .

Předpoklady Vitaliho věty máme tedy splněny a limitńı přechod ∆t → 0+

tak bude možný za předpokladu, že F1 ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)). Z (2.10) potom

dostaneme

−
∫ T

0

∫
Ω

F1(t1, x)
∂ϕ

∂x1

(t1, x) dx dt1.

Limitńı přechody ε → 0+ a ∆t → 0+ pro složky F2, F3 bychom provedli analo-

gicky a s obdobnými požadavky na př́ıslušné funkce. Celkově tak dostáváme
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předpoklad3

F ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)),

F · n ∈ L1
loc((0, T );L1(∂B)), sup

S
‖F · n‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞,

kde B ⊂ B̄ ⊂ Ω je libovolný kontrolńı objem, S ⊂ Ω je libovolná 2-plocha

rovnoběžná s jednou z rovin x1x2, x1x3, nebo x2x3 a n je př́ıslušná normála k S
nebo ∂B. Připojili jsme zde i minimálńı požadavek z (1.7). Za těchto předpoklad̊u

z druhého členu (2.1) limitńımi přechody ε→ 0+ a ∆t→ 0+ dostaneme

−
∫ T

0

∫
Ω

F(t1, x) · ∇xϕ(t1, x) dx dt1. (2.11)

2.4 Třet́ı člen rovnice (2.1)

2.4.1 Limitńı přechod ε→ 0+

Zcela obdobně jako pro limitńı přechod ε → 0+ v prvńım členu rovnice (2.1)

dostaneme pro P ∈ L1
loc((0, T )× Ω) použit́ım Lebesgueovy věty o majorizované

konvergenci

lim
ε→0+

1

∆t

∫ T

0

N(ε)∑
k=1

(∫ t1+∆t

t1

∫
Ckε
P (t, x) dx dt

)
ϕ(t1, x

k)

 dt1

= lim
ε→0+

1

∆t

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

P (t, x)

N(ε)∑
k=1

ϕ(t1, x
k)χCkε (x)

 dx dt dt1

=
1

∆t

∫ T

0

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

P (t, x)ϕ(t1, x) dx dt dt1.

2.4.2 Limitńı přechod ∆t→ 0+

Zde opět použijeme Vitaliho větu. Necht’ P ∈ L1
loc((0, T )×Ω). Podle věty o Lebes-

gueových bodech potom pro s.v. t1 ∈ (0, T ) máme

lim
∆t→0+

1

∆t

∫ t1+∆t

t1

∫
Ω

P (t, x)ϕ(t1, x) dx dt =

∫
Ω

P (t1, x)ϕ(t1, x) dx.

3Zápis u ∈ Y , kde u je vektorová funkce a Y prostor funkćı, chápeme tak, že do Y nálež́ı
jednotlivé složky vektorové funkce u. Stejně tak budeme rozumět zápisu A ∈ Y pro matici A,
tedy že prvky matice A patř́ı do př́ıslušného prostoru funkćı.
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Dále potřebujeme zaručit, že integrály přes malé množiny jsou stejnoměrně malé,

tedy že ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že ∀E ⊂ (0, T ), |E| < δ plat́ı4∣∣∣∣ 1

∆t

∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
K

P (t, x)ϕ(t1, x) dx dt dt1

∣∣∣∣ < ε.

My ovšem máme∣∣∣∣∣ 1

∆t

∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
K

P (t, x)ϕ(t1, x) dx dt dt1

∣∣∣∣∣
≤ 1

∆t

∫
E

∫ t1+∆t

t1

∫
K

|P (t, x)ϕ(t1, x)| dx dt dt1

≤ max
t1∈(0,T )
x∈Ω

|ϕ(t1, x)| 1

∆t

∫
E

∫ t1+∆t

t1

‖P (t, x)‖L1(K,dx) dt dt1.

Použit́ım substituce y = t− t1 a Fubiniho věty z posledńıho výrazu dostáváme

max
t1∈(0,T )
x∈Ω

|ϕ(t1, x)| 1

∆t

∫ ∆t

0

∫
E

‖P (y + t1, x)‖L1(K,dx) dt1 dy.

Pokud budeme nyńı předpokládat, že P ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)), pak podle Höl-

derovy nerovnosti plat́ı

max
t1∈(0,T )
x∈Ω

|ϕ(t1, x)| 1

∆t

∫ ∆t

0

∫
E

‖P (y + t1, x)‖L1(K,dx) dt1 dy

≤ max
t1∈(0,T )
x∈Ω

|ϕ(t1, x)| 1

∆t

∫ ∆t

0

∥∥‖P (z, x)‖L1(K,dx)

∥∥
L1+η(E,dz)

|E|
η

1+η dy

= max
t1∈(0,T )
x∈Ω

|ϕ(t1, x)|
∥∥‖P (z, x)‖L1(K,dx)

∥∥
L1+η(E,dz)

|E|
η

1+η .

Ověřili jsme tedy předpoklady pro použit́ı Vitaliho věty a stanovili jsme t́ım

současně podmı́nky kladené na funkci P , aby byl uvažovaný limitńı přechod

možný. Pro P ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)) tedy z třet́ıho členu rovnice (2.1) limitńımi

přechody ε→ 0+ a ∆t→ 0+ dostaneme∫ T

0

∫
Ω

P (t1, x)ϕ(t1, x) dx dt1. (2.12)

4Opět namı́sto Ω ṕı̌seme kompaktńı množinu K ⊂ Ω takovou, že suppx∈Ωϕ ⊂ K.
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2.5 Výsledek limitńıch přechod̊u v rovnici (2.1)

V předcházej́ıćım jsme provedli přechod od integrálńıho tvaru bilančńıch zákon̊u

(1.1) k jejich slabé formulaci, a to aplikaćı limitńıch přechod̊u v rovnosti (2.1).

Dospěli jsme tak zároveň k požadavk̊um na veličiny D, F a P , aby byl zmı́něný

přechod možný. Předpoklady na funkce vystupuj́ıćı v obecné formulaci bilančńıch

rovnic jsou tedy následuj́ıćı

D ∈ L1
loc((0, T )× Ω);

F ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)),

F · n ∈ L1
loc((0, T );L1(∂B)), sup

S
‖F · n‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞;

P ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω));

(2.13)

kde B ⊂ B̄ ⊂ Ω je libovolný kontrolńı objem, S ⊂ Ω je libovolná 2-plocha

rovnoběžná s jednou z rovin x1x2, x1x3, nebo x2x3 a n je př́ıslušná normála k S
nebo ∂B. Srovnáńım s (1.7) vid́ıme, že minimálńı požadavky na funkce D, F a P

máme splněny. Pro libovolnou testovaćı funkci ϕ ∈ C∞0 ((0, T )× Ω) tak za těchto

podmı́nek dostaneme z (1.1) rovnost (1.8)∫ T

0

∫
Ω

(−D(t, x)∂tϕ(t, x)− F(t, x) · ∇xϕ(t, x)) dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

P (t, x)ϕ(t, x) dx dt.
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3. Bilančńı zákony ve slabé

formulaci

Pro ilustraci se nyńı pod́ıvejme, jaké podmı́nky na fyzikálńı veličiny plynou

z (2.13) pro bilanci hmoty a bilanci hybnosti a jak konkrétně vypadaj́ı př́ıslušné

slabé formulace těchto rovnic. Bilanci celkové energie zde opomı́j́ıme, nebot’ před-

poklady na př́ıslušné fyzikálńı veličiny by byly poměrně nepřehledné (dostali by-

chom je ovšem zcela obdobně jako u dvou předchoźıch zákon̊u zachováńı z obec-

ných požadavk̊u (2.13)).

Bilance hmoty

Necht’ plat́ı

% ∈ L1
loc((0, T )× Ω);

%v ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)),

%v · n ∈ L1
loc((0, T );L1(∂B)), sup

S
‖%v · n‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞.

Slabá formulace zákona zachováńı hmoty (1.2) má potom tvar∫ T

0

∫
Ω

(−%(t, x)∂tϕ(t, x)− %(t, x)v(t, x) · ∇xϕ(t, x)) dx dt = 0. (3.1)

Bilance hybnosti

Necht’ jsou splněny předpoklady

%v ∈ L1
loc((0, T )× Ω);

%v ⊗ v,T ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)),

%v(v · n),Tn ∈ L1
loc((0, T );L1(∂B)),

sup
S
‖%v(v · n)‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞, sup
S
‖Tn‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞;

%b ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)).

Přepsáńım systému tř́ı rovnic (1.3) do slabé formulace a jejich sečteńım potom

dostaneme jednu bilančńı rovnici hybnosti ve slabé formulaci s vektorovou testo-
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vaćı funkćı ϕ ∈ C∞0 ((0, T )× Ω)

∫ T

0

∫
Ω

(−%(t, x)v(t, x) · ∂tϕ(t, x)− (%(t, x)v(t, x)⊗ v(t, x)− T(t, x)) : ∇xϕ(t, x)) dx dt

=

∫ T

0

∫
Ω

%(t, x)b(t, x) ·ϕ(t, x) dx dt.

Speciálně, pro newtonovskou stlačitelnou tekutinu má tenzor napět́ı tvar

T = (−p+ λdivxv)I + 2µD,

kde D(v) = 1
2
[∇xv + (∇xv)T ] je symetrický gradient rychlosti, p = p(%, ϑ) je

tlak (ϑ představuje absolutńı teplotu) a µ a λ jsou tzv. koeficienty vazkosti, které

mohou být obecně též funkcemi termodynamických veličin (pro jednoduchost je

ovšem považujme za konstanty). Za předpokladu, že

%v ∈ L1
loc((0, T )× Ω);

p, %v ⊗ v, divxv,∇xv ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω)),

pn, %v(v · n), (divxv)n, (∇xv)n ∈ L1
loc((0, T );L1(∂B)),

sup
S
‖pn‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞, sup
S
‖%v(v · n)‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞,

sup
S
‖(divxv)n‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞, sup
S
‖(∇xv)n‖L1

loc((0,T );L1+η(S)) < +∞;

%b ∈ L1+η
loc ((0, T );L1

loc(Ω));

můžeme bilanci hybnosti zapsat ve tvaru

∫ T

0

∫
Ω

(−%(t, x)v(t, x) · ∂tϕ(t, x) + (−p+ λdivxv(t, x)) divxϕ(t, x)

− (%(t, x)v(t, x)⊗ v(t, x)− 2µD(v)) : D(ϕ)) dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

%(t, x)b(t, x) ·ϕ(t, x) dx dt.

(3.2)

kde jsme využili symetrie tenzor̊u vystupuj́ıćıch v př́ıslušném skalárńım součinu,

abychom ∇xϕ(t, x) zapsali v př́ıhodněǰśım tvaru D(ϕ). Rovnost (3.2) potom

představuje jeden z možných zápis̊u Navierových-Stokesových rovnic ve slabé for-

mulaci pro stlačitelnou tekutinu.
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Závěr

Ukázali jsme zp̊usob, jak z bilančńıch zákon̊u mechaniky kontinua formulovaných

na kontrolńıch objemech źıskat jejich slabou formulaci bez nutnosti předpokladu

existence klasického řešeńı. Bilančńı zákony mechaniky kontinua formulované na

kontrolńıch objemech tedy představuj́ı rovnice, pro něž je slabé řešeńı přirozeným

pojmem, a klasické řešeńı je pak sṕı̌se pojmem odvozeným. Ukázali jsme tak, že

v mechanice a termodynamice kontinua se diferenciálńı rovnice vyskytuj́ı ve slabé

formulaci přirozeným zp̊usobem.
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Appendix

Následuje seznam hlavńıch matematických vět použitých v textu. Věty A1, A2,

A3 jsou k nalezeńı v [2], věta A4 pak v [3]. Věty jsou seřazeny podle pořad́ı jejich

uvedeńı v textu.

Věta A1. (Lebesgue, o majorizované konvergenci)

Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost měřitelných funkćı taková, že fn → f skoro všude

na měřitelné množině Ω. Pokud existuje funkce g ∈ L1(Ω) taková, že |fn| ≤ g

skoro všude na Ω a pro všechna n ∈ N, pak f ∈ L1(Ω) a

lim
n→∞

∫
Ω

fn dµ =

∫
Ω

f dµ.

Věta A2. (Vitali)

Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost funkćı taková, že fn → f skoro všude na měřitelné

množině Ω, |Ω| < ∞. Necht’ {fn}∞n=1 ∈ L1(Ω) a f je skoro všude konečná.

Předpokládejme nav́ıc, že funkce fn jsou stejnoměrně měřitelné, tj. pro ∀ε > 0

∃δ > 0 ∀E ⊂ Ω, |E| < δ plat́ı |
∫
E
fn dµ| < ε pro všechna n ∈ N. Potom f ∈ L1(Ω)

a

lim
n→∞

∫
Ω

fn dµ =

∫
Ω

f dµ.

Věta A3. (Hölderova nerovnost)

Necht’ p ∈ [1,∞] a f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lp′(Ω), kde 1
p

+ 1
p′

= 1 s úmluvou p = 1 ⇒
p′ =∞. Potom fg ∈ L1(Ω) a

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lp′ (Ω).

Věta A4. (o Lebesgueových bodech)

Necht’ I ⊂ R a f ∈ L1
loc(I). Pak skoro všechny body x ∈ I jsou Lebesgueovy body

funkce f , tj. pro s.v. x ∈ I plat́ı

lim
h→0

1

2h

∫ h

−h
|f(x+ t)− f(x)| dt = 0.
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