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Úvod

Představme si, že máme dvě reálné náhodné veličiny X a Y , které jsou nezá-
vislé, a platí, že jejich součet má stejné rozdělení jako např. X. Otázkou je, jak
vypadají všechny takovéto dvojice. Není těžké si rozmyslet, že za daných předpo-
kladů musí být střední hodnota i rozptyl veličiny Y nulové, z čehož Y musí mít
singulární rozdělení v nule. Jak ale situace dopadne, pokud nebudeme uvažovat
reálné náhodné veličiny, ale veličiny s hodnotami v nějaké obecné grupě? Na tuto
ale i jiné otázky dává tato práce alespoň částečnou odpověď.

Celý text je členěn na tři kapitoly. V první z nich se zabýváme hlavně zá-
kladními teoretickými pojmy jako je slabá konvergence na prostoru borelovských
pravděpodobnostních měr a její metrizovatelnost. Dále zde studujeme konvoluci
borelovských pravděpodobnostních měr na metrické grupě a Haarovy a idempo-
tentní míry. Ve druhé kapitole se zaměřujeme na Choquetovu úlohu, jejíž motivaci
jsme uvedli v předchozím odstavci. Využijeme zde teorii z první kapitoly, abychom
podali její řešení. Samozřejmě by nemělo smysl vytvářet teorii, pokud by objekty,
o nichž hovoří, neexistovaly. Třetí kapitola tedy ukazuje alespoň jeden příklad,
jak vypadá předchozí teorie v konkrétní situaci na grupě komplexních jednotek.

Cílem práce je shrnout základní poznatky o borelovských pravděpodobnost-
ních mírách na kompaktní metrické grupě a aplikovat je na řešení Choquetovy
úlohy.
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Kapitola 1

Prostor borelovských
pravděpodobnostních měr

V této kapitole budeme studovat prostor borelovských pravděpodobnostních
měr na metrickém prostoru. Zavedeme na tomto prostoru měr tzv. slabou konver-
genci a uvedeme, jak ji lze za speciálních předpokladů metrizovat. Dále uvidíme,
jak nám pomůže při studiu tohoto prostoru zavedení dodatečné struktury grupy
na původním metrickém prostoru.

Všechny výsledky zde uvedené, pokud u nich není jinak uvedeno, čerpají
z knihy Parthasarathy (1967) a přednášek z oboru MOM na MFF UK v rozsahu
prvních dvou let, k nimž lze jako hlavní referenci uvést skripta Lachout (2004).
Důkazy jsou oproti zdrojům až na dvě vyznačené výjimky ve větším či menším
rozsahu upraveny a doplněny. V některých částech jsou pozměněny předpoklady
vět, abychom se vyhli technickým nepříjemnostem v důkazech.

1.1 Slabá konvergence
borelovských pravděpodobnostních měr

Definice 1. Nechť (G, d) je metrický prostor. Na G definujeme borelovskou
σ-algebru, značme B(G), jako nejmenší σ-algebru podmnožin G, která obsahuje
všechny otevřené množiny v (G, d). Borelovskou pravděpodobnostní mírou rozu-
míme nezápornou spočetně aditivní množinovou funkci µ na B(G), pro kterou
µ(G) = 1. Označme prostor všech borelovských pravděpodobnostních měr na G
jako M(G). Dále někdy budeme značit

∫
G
f dµ jako µ(f), kde f je měřitelná

funkce na G a µ ∈ M(G). Pokud budeme chtít zdůraznit proměnnou podle níž
integrujeme, budeme psát

∫
G
f(x) dµ(x).

Definice 2. Nechť (G, d) je metrický prostor. Označme množinu všech spojitých
omezených reálných funkcí na G jako C(G). Mějme posloupnost borelovských měr
µn ∈ M(G). Řekneme, že µn konverguje slabě k µ ∈ M(G), píšeme µn

w−→ µ,
právě když pro každou f ∈ C(G) platí, že∫

G

f dµn
n→∞−−−→

∫
G

f dµ.

Definice 3. Nechť (G, d) je metrický prostor a µ ∈M(G). Řekneme, že B ∈ B(G)
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je µ-regulární, pokud platí, že

µ(B) = sup{µ(C) | C ⊂ B,C je uzavr̆ená}
= inf{µ(U) | U ⊃ B,U je otevr̆ená}.

Řekneme, že µ je regulární pokud každá B ∈ B(G) je µ-regulární.

Důkaz následující věty je převzat z knihy Parthasarathy (1967).

Věta 1. Nechť (G, d) je metrický prostor. Pak každá µ ∈M(G) je regulární.

Důkaz. Označme R jako systém µ-regulárních množin z B(G). Zřejmě ∅, G ∈ R,
protože jsou jak otevřené tak uzavřené. Nechť A ∈ R a ε > 0. Z předpokladu
existují množiny Uε ⊃ A otevřená a Cε ⊂ A uzavřená takové, že µ(Uε \ Cε) < ε.
Máme U c

ε ⊂ Ac ⊂ Cc
ε a Cc

ε \U c
ε = Uε \Cε a navíc U c

ε je uzavřená a Cc
ε je otevřená.

Z toho vyplývá, že Ac ∈ R.
Nechť nyní A1, A2, · · · ∈ R a nechť A = ∪∞n=1An. Zvolme ε > 0. Jistě pro

každé An existuje Un,ε otevřená a Cn,ε uzavřená takové, že Cn,ε ⊂ An ⊂ Un,ε
a µ(Un,ε \ Cn,ε) < ε/3n. Označme Uε = ∪∞n=1Un,ε a C = ∪∞n=1Cn,ε. Protože µ
je pravděpodobnostní míra a tedy je konečná, můžeme zvolit k tak velké, aby
µ(C \ ∪kn=1Cn,ε) < ε/2. Označme Cε = ∪kn=1Cn,ε. Nyní zřejmě Cε je uzavřená a
Uε je otevřená, Cε ⊂ A ⊂ Uε a navíc µ(Uε \ Cε) ≤ µ(Uε \ C) + µ(C \ Cε) ≤∑∞

n=1 µ(Un,ε \ Cn,ε) + ε/2 <
∑∞

n=1 ε/3
n + ε/2 = ε.

Zřejmě tedy R je σ-algebra. Zřejmě nyní stačí dokázat, že pokud C ⊂ X je
uzavřená, tak C ∈ R. Zřejmě ovšem C = ∩∞n=1Un, Un = {x ∈ G | d(x,C) < 1/n},
tedy µ(Un)→ µ(C). Ovšem Un jsou otevřené množiny, tedy C je µ-regulární.

k

Jako přirozený požadavek se zdá, aby byla limita posloupnosti měr určena
jednoznačně. To zaručuje následující věta.

Věta 2. Nechť (G, d) je metrický prostor. Mějme µ a ν dvě pravděpodobnostní
míry na B(G) pro něž platí, že µ(f) = ν(f) pro každou f ∈ C(G), pak µ = ν.

Důkaz. Ukážeme, že pro všechny uzavřené množiny U v (G, d) platí µ(U) = ν(U).
Poté, poněvadž borelovské míry na metrickém prostoru jsou regulární, jistě bude
platit µ(B) = ν(B) pro každou B ∈ B(G).

Nechť tedy U je uzavřená množina v (G, d). Pro x ∈ G označme

d(x,U) = inf{d(x, y) | y ∈ U}.

Definujme posloupnost funkcí

fn = (1− nd(x, U))+, (1.1)

kde a+ = max(a,0). Označme IU funkci na G takovou, že

IU(x) =

{
1, x ∈ U
0, jinak.
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Posloupnost fn konverguje k IU jistě. Pokud totiž x ∈ U , pak fn(x) = 1 pro
všechna n, pro x 6∈ U existuje nějaké ε okolí x, které celé neleží v U , tedy fn(x) = 0
pro n > 1/ε. Máme tedy

µ(U) =

∫
G

IU dµ = lim
n→∞

∫
G

fn dµ = lim
n→∞

∫
G

fn dν =

∫
G

IU dν = ν(U).

V třetí rovnosti jsme využili spojitosti fn, která plyne ze spojitosti metriky, a ve
druhé a čtvrté rovnosti používáme Lebesgueovu větu o záměně limity a integrálu
s integrovatelnou majorantou. Viz kniha Lukeš a Malý (kapitola 8 2005, věta 13),
(majoranta je zde např. konstatní funkce rovna jedné).

k
Přímočarý důsledek věty je, že pokud máme posloupnost αn ∈ M(G), n ∈ N

a αn
w−→ µ a αn

w−→ ν, pak limn→∞ αn(f) = µ(f) = ν(f) pro každou f ∈ C(G),
tedy µ = ν.

Následující věta podává několik ekvivalentních definic slabé konvergence.

Věta 3 (Portmanteau). Nechť (G, d) je metrický prostor a µn, µ jsou pravděpo-
dobnostní míry na B(G). Pak následující podmínky jsou ekvivalentní.

(i) µn
w−→ µ

(ii) Pro každou U ⊂ G uzavřenou platí lim supn→∞ µn(U) ≤ µ(U).

(iii) Pro každou O ⊂ G otevřenou platí lim infn→∞ µn(O) ≥ µ(O).

(iv) Pro každou B ∈ B(G) takovou, že µ(hr B) = 0, platí limn→∞ µn(B)
= µ(B).

Důkaz. (i) ⇒ (ii) : Pro uzavřenou množinu U zaveďme posloupnost funkcí fk
stejně jako v (1.1). Potom platí

lim sup
n→∞

µn(U) = lim sup
n→∞

∫
G

IU dµn ≤ lim sup
n→∞

∫
G

fk dµn =

∫
G

fk dµ.

Platí tedy

lim sup
n→∞

µn(U) ≤ lim
k→∞

∫
G

fk dµ
Lebesgue

=
∫
G

IU dµ = µ(U).

Zde jsme opět použili Lebesgueovu větu stejně jako ve větě 2.
(ii)⇔ (iii) : Nechť O je otevřená množina v (G, d), pak

lim inf
n→∞

µn(O) = lim inf
n→∞

(1− µn(Oc)) = 1− lim sup
n→∞

µn(Oc)
(ii)

≥ 1− µ(Oc) = µ(O).

Oc značí doplněk množiny O v G. Zpětná implikace je zcela analogická.
(ii) ∧ (iii)⇒ (iv) : Nechť B ∈ B(G) je taková, že µ(hr B) = 0, pak máme

µ(B◦)
(iii)

≤ lim inf
n→∞

µn(B◦) ≤ lim inf
n→∞

µn(B)

≤ lim sup
n→∞

µn(B) ≤ lim sup
n→∞

µn(B)
(ii)

≤ µ(B).
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Kde B,B◦ značí uzávěr, resp. vnitřek množiny B. Ovšem z předpokladu je
µ(B) = µ(B◦), tedy existuje limn→∞ µn(B) a rovná se patrně µ(B).
(iv) ⇒ (i) : Uvažme f ∈ C(G). Ukážeme, že limn→∞ µn(f) = µ(f). Zvolme
a, b ∈ R taková, že a < f(x) < b pro všechna x ∈ G. Dále zvolme ε > 0. Najdeme
čísla a = t0 < t1 < · · · < tm = b taková, že |ti − ti−1| < ε pro i = 1, . . . ,m.
Požadujme navíc, aby platilo µ({x ∈ G | f(x) = ti}) = 0 pro všechna i =
0, . . . ,m. To můžeme, protože množina A = {z ∈ R | µ({x ∈ G | f(x) = z}) > 0}
je nejvýše spočetná a interval [a,b] je nespočetný. Je totiž A =

⋃∞
k=1Ak, kde

Ak = {z ∈ R | µ({x ∈ G | f(x) = z}) > 1
k
} jsou patrně konečné. Definujme nyní

funkci g : G→ R následovně:

g(x) =
m∑
i=1

tiI{x∈G|ti−1<f(x)≤ti}.

Tedy f ≤ g ≤ f + ε. Použitím trojúhelníkové nerovnosti dostáváme

|µn(f)− µ(f)| ≤ |µn(f)− µn(g)|+ |µn(g)− µ(g)|+ |µ(g)− µ(f)|
≤ 2ε+ |µn(g)− µ(g)| .

Dále máme

µn(g) =
m∑
i=1

tiµn({x ∈ G | ti−1 < f(x) ≤ ti})

n→∞−−−→
m∑
i=1

tiµ({x ∈ G | ti−1 < f(x) ≤ ti}) = µ(g).

Limitu v předchozím výrazu dostáváme právě z předpokladu. Je totiž

hr {x ∈ G | ti−1 < f(x) ≤ ti}
= {x ∈ G | ti−1 < f(x)} ≤ ti} \ {x ∈ G | ti−1 < f(x) ≤ ti}◦

⊂ {x ∈ G | ti−1 ≤ f(x) ≤ ti} \ {x ∈ G | ti−1 < f(x) < ti}
= {x ∈ G | f(x) = ti} ∪ {x ∈ G | f(x) = ti−1},

což je množina µ−míry 0. Z toho
∣∣µn(g) − µ(g)

∣∣ jde k nule, z čehož podle výše
uvedené nerovnosti limn→∞

∣∣µn(f)−µ(f)
∣∣ = 0, protože ε lze zvolit libovolně malé.

Tím je tvrzení dokázáno.
k

K důkazu další pro nás důležité věty budeme potřebovat několik pomocných
tvrzení.

Věta 4 (Riesz). Nechť (G, d) je kompaktní metrický prostor a Λ je nezáporný
lineární funkcionál na C(G) takový, že Λ(1) = 1. Pak na B(G) existuje jedno-
značně daná míra µ taková, že Λ(f) =

∫
G
f dµ pro každou f z C(G).

Pod 1 zde rozumíme konstantní funkci na G, pro kterou 1(x) = 1 pro každé
x ∈ G. Lineární nezáporný funkcionál na C(G) je zobrazení z C(G) do reálných
čísel, takové, že ∀a, b ∈ R,∀f, g ∈ C(G) : Λ(af + bg) = aΛ(f) + bΛ(g) a navíc
Λ(f) ≥ 0, kdykoliv f ≥ 0.
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Důkaz. Důkaz lze najít např. v knize Parthasarathy (1967, kapitola 2, věta 5.8).
k

Věta 5 (Stone-Weierstrass). Nechť (G, d) je kompaktní metrický prostor a nechť
F je nějaká algebra spojitých funkcí na G. Nechť navíc F obsahuje konstantní
funkce a pro každé x, y ∈ G, x 6= y existuje f ∈ F taková, že f(x) 6= f(y). Pak F
je hustá v prostoru všech spojitých funkcí (C(G), sup) se supremovou metrikou.

Důkaz. Důkaz lze najít např. v knize Dudley (2004, kapitola 2, věta 4.11), kde je
dokonce dokázáno obecnější tvrzení. Protože je spojitá funkce na kompaktu ome-
zená, není značení (C(G), sup) v rozporu s předchozí definicí C(G) a supremová
metrika je korektně definovaná.

k

Lemma 6. Nechť (G, d) je kompaktní metrický prostor, pak prostor omezených
spojitých funkcí (C(G), sup) se supremovou metrikou je separabilní.

Důkaz. Důkaz lze opět najít např. v Dudley (2004, kapitola 11, důsledek 2.5).
Zde pouze naznačíme možná o něco elementárnější metodu, než ve zmiňovaném
zdroji. Protože (G, d) je kompaktní, je i separabilní. Uvažme nějakou množinu
A, která je hustá v G. Uvažme systém otevřených množin OA, který obsahuje
právě všechny otevřené koule s racionálními poloměry se středy v bodech z A.
Jistě OA je spočetná. Uvažme všechny dvojice O,P ∈ OA takové, že uzávěr O
je podmnožinou P , pak existuje spojitá funkce fO,P na (G, d), která splňuje, že
fO,P = 1 na uzávěru O a fO,P = 0 na doplňku P . Toto splňuje např.

fO,P (x) =
d(x,G \ P )

d(x,G \ P ) + d(x,O)
.

Snadno se ověří, že systém všech racionálních lineárních kombinací konečných
součinů takovýchto funkcí je spočetný a protože splňuje předpoklady Stone--
Weierstrassovy věty, je i hustý v C(G).

k

Věta 7 (Prochorov). Nechť (G, d) je kompaktní metrický prostor, pak na M(G)
existuje metrika p taková, že posloupnost µn

w−→ µ, právě když p(µn, µ) → 0, kde
µn, µ ∈M(G), n ∈ N. Navíc platí, že (M(G), p) je kompaktní metrický prostor.

Důkaz. Nechť F̃ = {f1, f2, . . . } je spočetná množina omezených spojitých funkcí,
která je hustá v (C(G), sup). Definujme metriku p následovně:

p(µ, ν) =
∞∑
i=1

2−i
|
∫
G
fi dµ−

∫
G
fi dν|

1 + |
∫
G
fi dµ−

∫
G
fi dν|

,

kde µ, ν ∈ M(G). Snadno se dá ověřit, že p je nezáporná, symetrická a splňuje
trojúhelníkovou nerovnost. Ukážeme, že pokud µ 6= ν, pak p(µ, ν) > 0. Z věty 2
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vyplývá, že pokud µ 6= ν, pak existuje f ∈ C(G) a ε > 0, že |µ(f)− ν(f)| > 3ε.
Nechť fk ∈ F̃ je taková, že supx∈G |f(x)− fk(x)| < ε, pak

|µ(f)− ν(f)| ≤ |µ(f)− µ(fk)|+ |µ(fk)− ν(fk)|+ |ν(fk)− ν(f)|
< 2ε+ |µ(fk)− ν(fk)| .

Z toho okamžitě vyplývá |µ(fk)− ν(fk)| > ε, tedy p(µ, ν) > 2−k ε
1+ε

.
Mějme nyní posloupnost µn ∈ M(G), která konverguje k µ ∈ M(G) slabě,

tedy podle definice musí platit, že pro každou e ∈ C(G) |µn(e)−µ(e)| jde k nule.
Zvolme ξ > 0. Nechť r ∈ N je takové, že 2−r+1 < ξ/2. Zvolme si p ∈ N takové,
aby |

∫
G
fi dµj −

∫
G
fi dµ| < ξ/2 pro j > p a i = 1, 2 . . . r − 1. Pak

p(µ, µj) ≤
r−1∑
k=1

2−k
ξ
2

1 + ξ
2

+
∞∑
k=r

2−k ≤ ξ

2
+
ξ

2
= ξ

pro j > p. Tedy µn jde k µ v (M(G), p).
Druhou implikaci ukážeme nepřímo. Pokud µn 6

w−→ µ, pak existuje h ∈ C(G)
taková, že existuje κ > 0, že pro každé n ∈ N existuje kn > n takové, že

|µ(h)− µkn(h)| ≥ 3κ.

Vezměme fw ∈ F̃ tak, aby sup(fw,h) < κ. Pak podobně jako výše, když jsme
dokazovali, že p je metrika, s využitím trojúhelníkové nerovnosti dostaneme, že
|µ(fw)− µkn(fw)| ≥ κ. Tedy p(µ, µkn) > 2−wκ, z čehož snadno plyne, že p(µ,µn)
nejde k nule.

Nyní dokážeme, že (M(G), p) je kompaktní. Platí, že metrický prostor je
kompaktní, právě když z každé jeho posloupnosti lze vybrat konvergentní podpo-
sloupnost. Mějme tedy posloupnost νn ∈ M(G), n ∈ N. Opět budeme pracovat
se spočetnou množinou F̃ = {f1, f2, . . . }, která je hustá v (C(G), sup). Vybereme
z posloupnosti νn její podposloupnost ν1

n takovou, že limn→∞ ν
1
n(f1) existuje a je

rovna nějakému reálnému číslu. To jistě můžeme, protože f1 je omezená, tedy
posloupnost νn(f1) je rovněž omezená a má podle Bolzanovy - Weierstrassovy
věty alespoň jeden hromadný bod. (Tedy z ní vybereme nějakou konvergentní
podposloupnost a k ní příslušnou podposloupnost ν1

n.) Stejný obrat můžeme pro-
vést opakovaně tak, že z ν1

n vybereme posloupnost ν2
n takovou, že limn→∞ ν

2
n(f2)

existuje a je konečná. Tento postup můžeme postupně iterovat. Ze vzniklých
posloupností vytvoříme novou posloupnost νnn , kde n ∈ N. To je jistě vybraná
posloupnost z původní νn. Mějme z ∈ C(G). Definujme zobrazení Λ(z) z C(G)
do R.

Λ(z) = lim
n→∞

∫
G

z dνnn .

Zřejmě Λ(1) = 1, tedy pokud ukážeme, že Λ(z) je korektně definovaný nezáporný
lineární funkcionál, budeme hotovi, protože pak podle Rieszovy věty 4 existuje
π ∈M(G) taková, že Λ(z) = π(z) pro každou z ∈ C(G). Pak ale jistě νnn

w−→ π.
Z linearity limity a integrálu je vidět, že pokud je zobrazení Λ korektně defino-

váno, pak jistě splňuje podmínku linearity v Rieszově větě a dále zřejmě pro nezá-
pornou funkci je jeho hodnota také nezáporná. Stačí tedy ověřit, že limn→∞ ν

n
n(z)

existuje pro každé z ∈M(G). Zvolme % > 0, nechť fa ∈ F̃ a nechť sup(z,fa) < %.
Pak jistě |νnn(z)− νnn(fa)| < %, tedy

νnn(fa)− % < νnn(z) < νnn(fa) + %.
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Toto platí pro všechna n. Od jistého indexu ñ ovšem νnn(fa) leží v intervalu
(L−%, L+%), kde L = limn→∞ ν

n
n(fa), která jistě existuje, z postupu jakým jsme

konstruovali νnn . Tedy νnn(z) leží od tohoto indexu v intervalu (L − 2%, L + 2%).
Uvědomme si, že můžeme takto sestavit posloupnost zužujících se intervalů (jejich
šířka půjde k nule), v nichž leží až na konečný počet všechny členy posloupnosti
νnn(z), z toho vyplývá, že tato posloupnost má limitu. Její limes inferior a superior
jsou totiž libovolně blízko sebe.

k
Metrice p z Prochorovovy věty budeme říkat Prochorovova metrika. Pozna-

menejme, že pokud by nám stačilo, aby slabá konvergence byla metrizovatelná,
obešli bychom se bez předpokladu kompaktnosti, ale stačí slabší předpoklad - aby
byl metrický prostor (G, d) separabilní. V tom případě existuje naM(G) taková
metrika p, že µn → µ, právě tehdy, když p(µn, µ)→ 0, a platí, že (M(G), p) je se-
parabilní metrický prostor. Důkaz lze najít v knize Parthasarathy (1967, kapitola
2).

1.2 Spojité Abelovy kompaktní metrické grupy

Definice 4. Definujme spojitou metrickou grupu jako pětici (G, d,+,−, 0), kde
(G,+,−, 0) tvoří grupu a (G, d) je metrický prostor a navíc grupové operace jsou
v něm spojité. Přesně řečeno platí, že pokud limn→∞ en = e a limn→∞ fn = f , kde
e, f, en, fn ∈ G pro n ∈ N, pak limn→∞ en + fn = e + f a limn→∞ − en = −e.
Pokud je navíc (G, d) kompaktní (resp. separabilní) metrický prostor, mluvíme
o spojité kompaktní (resp. separabilní) metrické grupě. Pokud je (G,+,−, 0) ko-
mutativní (Abelova) grupa, pak mluvíme o spojité Abelově metrické grupě. Pokud
neuvedeme jinak, budeme dále říkat pouze metrická grupa místo spojitá metrická
grupa. Místo a+−b budeme psát pouze a−b. Dále značme a+A = {a+g | g ∈ A},
kde a ∈ G,A ⊂ G. Podobně definujme A+ a,A− a.

Definice 5. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní metrická grupa. Řekneme, že
(H, d′,+′,−′, 0) je kompaktní podgrupa (G, d,+,−, 0), pokud (H,+′,−′, 0) je pod-
grupa (G,+,−, 0) (+′,−′ jsou restrikce +,− na H × H, resp. H, což je podm-
nožina G.) a (H, d′) je kompaktní podprostor (G, d). (Opět d′ je restrikcí d na
H ×H.)

1.3 Konvoluce borelovských
pravděpodobnostních měr

Abychom mohli vůbec korektně definovat následující pojem konvoluce bore-
lovských pravděpodobnostních měr, musíme nejdříve zavést několik pomocných
pojmů a ukázat vztahy mezi nimi.

Definice 6. Mějme metrický prostor (G, d). Na kartézském součinu G × G za-
vedeme metriku d2 vztahem d2((g1,e1), (g2, e2)) = d(g1, g2) + d(e1, e2), kde e1, e2,
g1, g2 ∈ G. Borelovskou σ-algebru na (G×G, d2) budeme značit B(G×G).

Všimněme si, že posloupnost prvků G × G konverguje v d2, právě když kon-
vergují její jednotlivé složky v d.
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Definice 7. Nechť (X,X ) a (Y,Y ) jsou dva měřitelné prostory (tedy dvojice
množina a σ-algebra na této množině). Pak nejmenší σ-algebru na X × Y , která
obsahuje všechny množiny tvaru A×B,A ∈X , B ∈ Y budeme nazývat součinová
σ-algebra a značit X ⊗ Y .

Věta 8. Nechť je (G, d) separabilní metrický prostor. Pak B(G×G) = B(G)⊗
B(G).

Důkaz. Je zřejmé, že obecně platí inkluze ” ⊃ ”. Patrně totiž B(G) ⊗ B(G)
je generována množinami tvaru O1 × O2, kde O1, O2 ∈ G jsou otevřené. (Tím
máme na mysli, že to je nejmenší σ-algebra, která tento systém množin obsahuje.)
Zmíněné množiny typu O1 × O2 jsou ovšem jistě otevřené v (G × G, d2) a tedy
patří do B(G×G).

Naopak mějme nějakou otevřenou množinu O ∈ (G×G, d2). Uvažme Z ⊂ G
spočetnou hustou v (G, d). Uvažme systém všech množin tvaru

Wx,y,ε,δ = {(a,b) ∈ G×G | d(a, x) < ε, d(b, y) < δ},

kde x, y ∈ Z, ε, δ ∈ Q. Tento systém je jistě spočetný podsystém B(G) ⊗B(G)
a platí

O =
⋃

Wx,y,ε,δ⊂O

Wx,y,ε,δ.

Toto sjednocení může být nejvýše spočetné, z čehož vyplývá, žeO ∈ B(G)⊗B(G)
a tedy B(G×G) ⊂ B(G)⊗B(G). Poznamenejme, že tato inkluze obecně sku-
tečně neplatí.

k

Z Heineho definice spojitosti na metrických prostorech vidíme, že pokud
uvážíme metrickou grupu (G, d,+,−, 0), pak je zobrazení + spojité na (G×G, d2),
tedy je i měřitelné vzhledem k B(G × G). (Vzor otevřené množiny ve spojitém
zobrazení je opět otevřená (tedy měřitelná) množina a systém množin jejichž
vzor je měřitelná množina už musí být σ-algebra.) Pokud je (G, d) separabilní, je
z předchozí věty + měřitelné i vzhledem k B(G)⊗B(G).

Z teorie míry je známo, že pokud jsou µ a ν σ-konečné míry (což je libovolná
pravděpodobnostní míra) na měřitelných prostorech (X,X ) resp. (Y,Y ), potom
existuje právě jedna míra τ na (X ×Y,X ⊗Y ), pro kterou platí, že τ(A×B) =
µ(A)ν(B) pro všechny A ∈ X , B ∈ Y . Tuto míru τ budeme dále značit µ ⊗ ν.
Důkaz tohoto tvrzení lze najít např. v knize Lukeš a Malý (2005, kapitola 11,
věta 7).

Definice 8. Nechť (G, d,+,−, 0) je separabilní metrická grupa, pak definujeme
zobrazení ? :M(G)×M(G)→M(G) následovně:

?(µ, ν)(B) = µ⊗ ν(C) =

∫
G×G

IC dµ⊗ ν,

kde B ∈ B(G), C ∈ B(G⊗G), C = {(x, y) ∈ G×G | x+ y ∈ B} a IC je reálná
funkce na G × G taková, že IC((x,y)) = 1 pro (x,y) ∈ C a IC((x,y)) = 0 jinak.
Místo ?(µ, ν) budeme dále psát µ ? ν.
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Dle výše uvedeného je jistě C B(G)⊗B(G)-měřitelná. Tedy µ?ν je korektně
definovaná pro každou B ∈ B(G). Aby byla předchozí definice zcela korektní,
musíme ještě ověřit, že výsledek operace ? je borelovská pravděpodobnostní míra.
Jistě µ ? ν(G) = 1. Uvažme nyní posloupnost (Bn)∞n=1 ∈ B(G), Bi ∩ Bj = ∅ pro
všechny i 6= j. Definujme ke každému Bn množinu Cn ∈ G × G analogicky jako
jsme definovali v předchozí definici k B množinu C. Máme

µ ? ν(∪∞n=1Bn) = µ⊗ ν(∪∞n=1Cn) =
∞∑
n=1

µ⊗ ν(Cn) =
∞∑
n=1

µ ? ν(Bn).

Alternativně můžeme definovat ? díky Fubiniho větě (viz Lukeš a Malý (2005,
kapitola 11, věta 9)), která dává vztah

µ ? ν(B) =

∫
G×G

IC dµ⊗ ν =

∫
G

(∫
G

IB−x dµ

)
dν(x) =

∫
G

(∫
G

I−x+B dν

)
dµ(x)

(1.2)

=

∫
G

µ(B − x) dν(x) =

∫
G

ν(−x+B) dµ(x),

kde množina C a funkce I se definují analogicky jako v definici 8. Jak z původní
tak i z této alternativní definice konvoluce lze vidět, že µ ? ν = ν ? µ, pokud
(G, d,+,−, 0) je Abelova. Poznamenejme ještě pro úplnost, že omezená a tím
spíše indikátorová funkce je podle pravděpodobnostní míry jistě integrovatelná,
tedy předpoklady pro Fubiniho větu jsou splněny. Toto budeme někdy mlčky
využívat např. pro spojité funkce na kompaktním prostoru.

Lemma 9. Mějme metrickou grupu (G, d,+,−, 0) a nechť f je B(G)-měřitelná
funkce na této grupě. Pak∫

G

f dµ ? ν =

∫
G×G

f(x+ y) dµ⊗ ν(x,y).

Důkaz. K důkazu se použije standardní postup teorie míry. Pokud f = IB je
indikátor nějaké množiny B ∈ B(G), pak snadno ověříme, že vztah platí přímo
z definice 8. Vztah rovněž platí, pokud f je lineární kombinace indikátorů (tzv.
jednoduchá funkce), poněvadž obě strany dokazovaného vztahu jsou lineární v f .
Pro libovolnou f ≥ 0 měřitelnou pak definujeme posloupnost funkcí fn, n ∈ N,
kde

fn =
n2n∑
k=1

I{ k−1
2n
≤f< k

2n
} + nI{f≥n}.

To je zřejmě monotónní posloupnost, která konverguje bodově k f . Nyní napíšeme
dokazovaný vztah pro fn a na obou stranách použijeme Leviho větu, čímž dostá-
váme platnost vztahu i v tomto případě. Pro obecnou f využijeme rozkladu f na
kladnou a zápornou část f = f+ − f−.

k

Lemma 10. Nechť (G, d) je kompaktní metrický prostor a µn, νn jsou borelovské
pravděpodobnostní míry na (G, d) a µn

w−→ µ, νn
w−→ ν. Pak µn ⊗ νn

w−→ µ ⊗ ν v
(G×G, d2).
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Důkaz. Nechť A je algebra generovaná reálnými funkcemi na G × G tvaru
f(y)g(z), kde f(y),g(z) ∈ C(G). Z Heineho definice spojitosti se snadno ověří, že
takové funkce jsou spojité na (G×G, d2).A také jistě obsahuje konstantní funkce a
odděluje body. Skutečně, nechť (a, b), (k, l) ∈ G×G, (a, b) 6= (k, l). BÚNO a 6= k,
pak zvolme f ∈ C(G), že f(a) 6= f(k) a g = 1. Podle Stone-Weierstrassovy věty 5
je A hustá v (C(G×G), sup). Z Fubiniho věty snadno dostaneme, že pro funkce
výše uvedeného tvaru f(y)g(z) platí∫

G×G
f(y)g(z) dµ⊗ ν(y,z) =

∫
G

f(y) dµ(y)

∫
G

g(z) dν(z).

Tedy pokud µn
w−→ µ, νn

w−→ ν, tak jistě∫
G×G

f(y)g(z) dµn ⊗ νn(y,z) =

∫
G

f(y) dµn(y)

∫
G

g(z) dνn(z)

n→∞−−−→
∫
G

f(y) dµ(y)

∫
G

g(z) dν(z) =

∫
G×G

f(y)g(z) dµ⊗ ν(y,z).

Z toho plyne, že
∫
G×Gg(y,z) dµn ⊗ νn(y,z)→

∫
G×Gg(y, z) dµ⊗ ν(y,z) pro každou

g ∈ A.
Mějme nyní f ∈ C(G × G) a pro spor předpokládejme, že existuje ε > 0, že

lim supn→∞
∫
G×Gf dµn ⊗ νn − lim infn→∞

∫
G×Gf dµn ⊗ νn > 8ε. Vyberme g ∈ A

tak, aby sup(f,g) < ε. Nyní jistě existuje ñ, že pro každé n > ñ platí∣∣∣∣∫
G×G

g dµ⊗ ν −
∫
G×G

g dµn ⊗ νn
∣∣∣∣ < ε

a tedy pro každé n > ñ∫
G×G

g dµ⊗ ν − 2ε <

∫
G×G

f dµn ⊗ νn <
∫
G×G

g dµ⊗ ν + 2ε.

To už dává spor s předpokladem.
k

Předchozí lemma platí i pokud předpokládáme, že G je pouze separabilní,
důkaz lze najít v Parthasarathy (1967, kapitola 3, lemma 1.1).

Věta 11. Pokud (G, d,+,−, 0) je kompaktní metrická grupa, pak je operace ?
spojitá. Přesněji pokud máme v M(G) slabě konvergentní posloupnosti µn

w−→ µ
a νn

w−→ ν, pak µn ? νn
w−→ µ ? ν.

Důkaz. Mějme f ∈ C(G). Podle předchozích tvrzení a ze spojitosti + máme∫
G

f dµn ? νn =

∫
G×G

f(x+ y) dµn ⊗ νn(x, y)

n→∞−−−→
∫
G×G

f(x+ y) dµ⊗ ν(x, y) =

∫
G

f dµ ? ν.

Tedy jistě µn ? νn
w−→ µ ? ν.

k
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Všimněme si také, že díky alternativní definici konvoluce (1.2) pomocí Fubi-
niho věty dostáváme následující:

α ? (β ? γ)(B) =

∫
G

(β ? γ)(−x+B) dα(x) =

∫
G

∫
G

β(−x+B − y) dγ(y) dα(x)

=

∫
G

∫
G

β(−x+B − y) dα(x) dγ(y) =

∫
G

(α ? β)(B − y) dγ(y) = (α ? β) ? γ(B).

Kde α, β, γ ∈ M(G), B ∈ B(G), (G, d,+,−, 0) je metrická grupa a jiné zna-
čení zůstává stejné jako výše. Tedy M(G) spolu s konvolucí je s Prochorovovou
metrikou spojitá metrická pologrupa.

Další tvrzení objasňuje praktický význam pojmu konvoluce.

Věta 12. Mějme pravděpodobnostní prostor (Ω,F , P ) a kompaktní metrickou
grupu (G, d,+,−, 0). Nechť X, Y : (Ω,F) → (G,B(G)) jsou nezávislé náhodné
veličiny. Pak zobrazení µ : B(G) → R, µ(B) = P ({ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B}) je
prvkemM(G) a nazýváme jej rozdělení náhodné veličiny X. Obdobně definujeme
ν jako rozdělení náhodné veličiny Y . Platí, že X + Y je také náhodná veličina
(tedy B(G)-měřitelná) a má rozdělení µ ? ν.

Důkaz. To, že µ a ν jsou borelovské pravděpodobnostní míry se ověří analo-
gicky jako korektnost definice konvoluce. Dále je třeba ověřit, že X + Y je F -
měřitelná. Jistě zobrazení S : Ω → (G × G,B(G) ⊗ B(G)) dané vztahem
S(ω) = (X(ω), Y (ω)) je F -měřitelné. (Vzor množin typu B(G) ×B(G) je jistě
měřitelný a tyto množiny generují B(G)⊗B(G).) Dále + je B(G×G)-měřitelné
tedy i B(G)⊗B(G)-měřitelné. Složením S a + dostáváme X + Y , které je tedy
F -měřitelné.

Uvědomme si nyní, že množinová funkce α na B(G)⊗B(G), daná vztahem
α(E) = P (S−1(E)) musí být pravděpodobnostní míra, která navíc díky nezávis-
losti X, Y splňuje α(T ×U) = µ(T )ν(U) pro všechny U, T ∈ B(G). Z toho ovšem
plyne, že α nemůže být nic jiného, než µ ⊗ ν. Nechť nyní B ∈ B(G), máme
P (X + Y ∈ B) = P (S−1(+−1(B))) = α(+−1(B)) = µ⊗ ν(+−1(B)), kde −1 značí
vzor množiny při příslušném zobrazení. Vidíme, že dostáváme P (X + Y ∈ B) =
µ ? ν(B). Pod zápisem P (X + Y ∈ B) rozumíme P ({ω ∈ Ω | (X + Y )(ω) ∈ B}).

k

1.4 Idempotentní a Haarovy míry

Definice 9. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa a nechť
µ ∈M(G). Řekneme, že µ je idempotentní míra, pokud µ?µ = µ. Dále řekneme,
že ν ∈M(G) je Haarova míra grupy (G, d,+,−, 0), pokud pro všechny A ∈ B(G)
a pro všechny g ∈ G, platí ν(g + A) = ν(A)(= ν(A+ g)).

Pokud bychom nepředpokládali abelovskost, tak se obecně definuje tzv. levá
a pravá Haarova míra (je invariantní na přičítání prvku zleva resp. zprava). Je
zřejmé, že pokud je (G, d,+,−, 0) Abelova, tak oba pojmy splývají. Uveďme
pouze jako poznámku, že grupám, pro něž toto platí, říkáme unimodulární. Na-
příklad každá kompaktní metrická grupa je unimodulární.
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Lemma 13. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa. Nechť ν
je nějaká její Haarova míra. Pak ν je idempotentní.

Důkaz. Nechť A ∈ B(G). Z alternativní definice konvoluce (1.2) máme:

ν ? ν(A) =

∫
G

ν(A− x) dν(x) =

∫
G

ν(A) dν(x) = ν(A).

k

Věta 14. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa, U ⊂ G je
její neprázdná otevřená podmnožina a ν nějaká její Haarova míra. Pak ν(U) > 0.

Důkaz. Například z definice otevřenosti pomocí konvergence lze ukázat, že množi-
na U+x je rovněž otevřená pro každé x ∈ G. Tedy systém množin {U+x | x ∈ G}
je otevřené pokrytí G. Z toho lze vybrat pokrytí konečné vzhledem k tomu, že G
je kompaktní. Tedy G ⊂ ∪ni=1U + xi pro nějaké xi ∈ G, i = 1, . . . , n, kde n ∈ N je
pevné. Ovšem pak 1 = ν(G) ≤

∑n
i=1 ν(U + xi) = nν(U), z čehož ν(U) ≥ 1/n.

k

Věta 15. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa, pak na ní
vždy existuje Haarova míra a tato je určena jednoznačně.

Důkaz. Důkaz existence Haarovy míry lze najít např. v knize Halmos (1974, ka-
pitola 11). Důkaz jednoznačnosti je snadný. Nechť jsou ν a α Haarovy míry na
(G, d,+,−, 0). Pak máme:

α ? ν(A) =

∫
G

α(A− x) dν(x) = α(A).

Stejně se ukáže, že α ? ν = ν, tedy ν = α.
k

Důkaz následujícího lemmatu je převzat z Parthasarathy (1967).

Lemma 16. Nechť (G, d) je separabilní metrický prostor a µ ∈ M(G). Pak
existuje jednoznačně daná uzavřená množina Sµ, která splňuje:

(i) µ(Sµ) = 1

(ii) pokud D je uzavřená a µ(D) = 1, pak Sµ ⊂ D.

Navíc platí, že Sµ je množina všech g ∈ G, pro něž platí, že pro libovolnou U
otevřenou, g ∈ U , je µ(U) > 0.

Důkaz. Nechť U = {U | U je otevr̆ená, µ(U) = 0}. Protože (G, d) je separa-
bilní, pak existuje posloupnost U1, U2, . . . otevřených množin taková, že ∪nUn =
∪U∈U U . (Stačí uvážit spočetnou množinu hustou v (G, d) a za prvky naší po-
sloupnosti vzít otevřené koule s racionálními poloměry, které leží v ∪U∈U U .) Toto
sjednocení budeme značit Uµ a položme Sµ = G\Uµ. Zřejmě µ(Uµ) = µ(∪nUn) ≤∑

n µ(Un) = 0, tedy µ(Sµ) = 1. Dále pokud D je uzavřená a µ(D) = 1, pak
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G \ D ∈ U a tedy G \ D ⊂ Uµ, z čehož Sµ ⊂ D. Pokud by existovala další
uzavřená množina F s vlastnostmi (i) a (ii), pak F ⊂ Sµ a Sµ ⊂ F , tj. F = Sµ.

Povšimněme si dále, že pro každé g ∈ G \ Sµ je Uµ otevřená množina obsahu-
jící g a µ(Uµ) = 0, kdežto pro g ∈ Sµ a U otevřenou množinu obsahující g musí
být µ(U) > 0, protože jinak by bylo U ⊂ Uµ.

k

Definice 10. V situaci předchozí věty nazýváme Sµ nosičem míry µ.

Definice 11. Nechť (G, d) je metrický prostor a nechť x ∈ G, pak označme jako
px ∈ M(G) míru, která splňuje, že pro každou A ∈ B(G) px(A) = 1, pokud
x ∈ A a px(A) = 0 jinak. Taková míra se nazývá Diracova míra bodu x.

Lemma 17. Nechť (G, d) je metrický prostor. Nechť xn, x ∈ G, n ∈ N. Nechť
xn → x, pak pxn

w−→ px.

Důkaz. Nechť g ∈ C(G), pak jistě
∫
G
g dpxn = g(xn) a

∫
G
g dpx = g(x). Ze spoji-

tosti g dostáváme g(xn)→ g(x) a tedy pxn → px.
k

Lemma 18. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa a nechť
µ ∈ M(G). Pak pro libovolnou K ⊂ G kompaktní existuje x ∈ G takové, že
µ(K + x) = supy∈G µ(K + y).

Důkaz. Uvažme posloupnost xn takovou, že µ(K + xn)→ supy∈G µ(K + y). Pro-
tože (G, d) je kompaktní, jistě můžeme vybrat její konvergentní podposloupnost
xnk . Položme x = limk→∞ xnk . Ze spojitosti grupových operací a předchozího
lemmatu pak p−xnk → p−x. Tedy z věty 11 máme, že µ ? p−xnk → µ ? p−x. Nyní
zřejmě

sup
y∈G

µ(K + y) ≥ µ(K + x) ≥ lim sup
k→∞

µ(K + xnk) = sup
y∈G

µ(K + y).

Kde druhá nerovnost plyne z věty 3, poněvadž K + x je uzavřená a platí µ ?
px(K) = µ(K − x). Protože K je kompaktní, je i uzavřená a uzavřenost K − x je
vidět například z definice uzavřené množiny pomocí konvergence a z toho, že +
je spojitá operace.

k

Věta 19. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní metrická grupa a µ ∈ M(G) je
idempotentní míra. Označme H jako nosič µ. Pak platí, že (H, d′,+′,−′, 0) je
kompaktní podgrupa (G, d,+,−, 0) a restrikce µ na B(H) je Haarova míra na H.

Důkaz. Uzavřená množina kompaktního prostoru je kompaktní, tedy H je jistě
kompaktní. Nyní ukážeme, že H je uzavřená vůči operaci +. Zřejmě, protože
µ ? µ = µ, máme ∫

G

µ(H − x) dµ = 1.
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µ je ale pravděpodobnostní míra, tedy musí být µ(H−x) = 1 pro µ-skoro všechna
x ∈ G. Nechť x ∈ H, pak můžeme vybrat posloupnost xn ∈ H takovou, že
xn → x a µ(H −xn) = 1 pro n ∈ N. Zřejmě totiž H je jako nosič µ podmnožinou
každé uzavřené množiny µ-míry 1, tedy H ⊂ {g ∈ G | µ(H − g) = 1}. Pak ale
µ ? pxn

w−→ µ ? px a opět užitím věty 3 máme, že

µ(H − x) = µ ? px(H) ≥ lim sup
n→∞

µ ? pxn(H) = 1,

tedy µ(H − x) = 1 pro každé x ∈ H. Tedy nyní, protože H je nejmenší uzavřená
množina µ-míry 1 a H − x je také uzavřená a µ-míry 1 pro všechna x ∈ H, musí
platit H ⊂ H − x pokud x ∈ H. Tedy pokud x,y ∈ H, pak existuje g ∈ H, že
y = g − x, tedy x+ y = g ∈ H.

Označme xn = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n−krát

. Nechť x ∈ H, pak (xn)∞n=1 ∈ H má jistě hromadný

bod a ∈ H (protože H je kompaktní). Tedy existuje vybraná podposloupnost
xnk → a. Ukážeme, že xnk+1 − xnk → 0, což je jistě posloupnost tvořená prvky
z posloupnosti xn a tedy pak musí platit, že 0 ∈ H díky uzavřenosti H. Jistě
(xnk+1 ,−xnk)→ (a,−a) v (G×G, d2) a tedy ze spojitosti + platí xnk+1 − xnk →
a+−a = 0. Podobným způsobem jako výše se ukáže, že xnk+2−xnk−x→ −x, což
je opět posloupnost tvořená prvky tvaru xn. Tedy opět vzhledem k uzavřenosti
H je i −x ∈ H a z toho H je grupa.

Nechť nyní K je uzavřená podmnožina H, pak K je kompaktní a podle lem-
matu 18 existuje x ∈ H takové, že µ(K + x) = supy∈H µ(K + y). Označme
K0 = K + x a δ = µ(K0), pak opět díky tomu, že µ je idempotentní, máme

µ(K0) =

∫
G

µ(K0 − y) dµ(y).

Z toho ovšem plyne, že µ(K0 − y) = δ µ-skoro jistě na H. Podobným argumen-
tem jako výše se dostane, že tato rovnost platí pro všechna y ∈ H. Tedy pro
libovolnou K ⊂ H uzavřenou a libovolné x ∈ H je µ(K + x) = µ(K). Z toho
plyne, že µ(B + x) = µ(B) pro x ∈ H a B ∈ B(H). Skutečně BÚNO před-
pokládejme pro spor, že např. µ(B + x) − µ(B) > ε pro nějaké ε > 0, pak z
lemmatu 1 lze vybrat C1 ⊂ B uzavřenou a C2 ⊂ B + x uzavřenou takové, že
µ(B \ C1) < ε/3 a µ((B + x) \ C2) < ε/3. Položme pak C = C1 ∪ (C2 − x). Jistě
pak C ⊂ B je uzavřená a µ(B \ C) < ε/3 a µ((B + x) \ (C + x)) < ε/3 a tedy
µ(B + x)− µ(B) = µ(B + x)− µ(C + x) + µ(C)− µ(B) < 2ε/3.

k

Poznamenejme, že pokud máme metrický prostor (G,d) a (H,d′) je jeho pod-
prostor, pak B(H) = {H ∩ A | A ∈ B(G)}, tedy pro H ∈ B(G) je B(H) =
{A ∈ B(G) | A ⊂ H} a má smysl hovořit o restrikci míry µ ∈ M(G) na B(H)
jako ve znění předchozí věty.
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Kapitola 2

Teoretické aplikace

V této kapitole ukážeme některé aplikace teorie uvedené v první kapitole na
řešení dvou zajímavých úloh. První z nich bude pozorování týkající se slabé kon-
vergence jisté posloupnosti měr, které dále využijeme při řešení jedné konvoluční
rovnice.

Všechny výsledky zde uvedené čerpají z článku Štěpán (1969). Důkazy jsou
upraveny a někde doplněny tak, abychom využili silnějších předpokladů vět než
jaké jsou v uvedeném zdroji.

2.1 Konvergence posloupnosti
konvolučních mocnin

Definice 12. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa. Nechť
µ ∈M(G) je pravděpodobnostní míra. Definujme µk? = µ ? · · · ? µ︸ ︷︷ ︸

k−krát

.

Věta 20. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa. Nechť µ ∈
M(G), µ 6= p0 (Diracova míra v 0). Označme σn = 1

n

∑n
k=1 µ

k?. Pak existuje slabá
limita posloupnosti σn, kterou budeme značit σ, a platí, že σ je idempotentní míra,
tedy z výše dokázaného je to Haarova míra nějaké kompaktní podgrupy G a navíc
σ 6= p0.

Důkaz. To, že jsou σn borelovské pravděpodobností míry, se ověří snadno. Dále
z Prochorovovy věty plyne, že M(G) je kompaktní metrický prostor, tedy z po-
sloupnosti σn lze vybrat její slabě konvergentní podposloupnost σnk . Tedy existuje
α ∈M(G) taková, že σnk

w−→ α. Podívejme se nyní na posloupnost σnk ? µ. Z de-
finice konvoluce (1.2) pomocí Fubiniho věty a linearity integrálu jde vidět, že je
konvoluce lineární operace. (Tím máme na mysli µ ? (kα+ lβ) = kµ ? α+ lµ ? β
pro α, β, µ ∈M(G), k, l ∈ R.) Tedy platí

σnk ? µ− σnk =
1

nk
(µnk+1 − µ).

Tedy vzhledem k tomu, že −1 ≤ µnk+1 − µ ≤ 1, platí, že pro každou A ∈ B(G)
jde rozdíl σnk ? µ(A)− σnk(A) k nule a tedy jistě např.

lim sup
k→∞

σnk ? µ(A) = lim sup
k→∞

σnk(A).
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Z toho je např. pomocí bodu (ii) nebo (iii) věty 3 vidět, že i σnk ? µ
w−→ α.

Máme tedy σnk
w−→ α, σnk ? µ

w−→ α a triviálně µ
w−→ µ, tedy z věty 11 musí

platit α ? µ = α.
Ovšem z toho patrně α ? σnk

w−→ α (jde o konstantní posloupnost) a tedy opět
díky spojitosti konvoluce máme α ? α = α.

Pokud bychom měli jinou vybranou podposloupnost a platilo by σnl
w−→ β, tak

analogicky jako výše máme α ? σnl
w−→ α, tedy α ? β = α. Dále jistě také (opět

stejně jako výše) platí β ? µ = β, tedy ze symetrie celé situace i β ? α = β, tedy
α = β.

To ale znamená, že posloupnost σn má limitu α, tedy bude α = σ. V opačném
případě by existovalo okolí U míry α, že pro každé n ∈ N by existovalo m >
n,m ∈ N, že σm 6∈ U . Tedy můžeme vybrat podposloupnost σnp takovou, že
žádný její prvek neleží v U . Ale z této posloupnosti můžeme vybrat konvergentní
podposloupnost a protože to je i konvergentní podposloupnost σn, tak má limitu
α, což je spor s tím, že žádný její prvek neleží v U .

Protože platí σ ? µ = σ a platí µ 6= p0, pak jistě σ 6= p0.
k

2.2 Choquetova úloha

Nyní můžeme podat alespoň částečně uspokojující odpověď na následující
na první pohled ne triviální úlohu. Uvažme (G, d,+,−, 0) kompaktní Abelovu
metrickou grupu. Ptáme se, jak vypadají všechny míry P ∈ M(G) takové, že
P = P ? µ pro nějakou µ ∈ M(G), µ 6= p0. Označme množinu takovýchto měr
P ∈M(G) jako J .

Definice 13. Nechť P ∈M(G), definujme množinu

D(P ) = clo

{∑
α∈A

cαP ? ptα | A je konec̆ná, cα ∈ R+,
∑
α∈A

cα = 1

}
,

kde clo značí uzávěr příslušné množiny vůči Prochorovově metrice a pt je Diracova
míra koncentrovaná v bodě t ∈ G.

Uveďme, že D(P ) by šla definovat i jinak, jak ukazuje následující věta, a
pro odpověď na naši původní otázku bychom si vystačili s touto jinou definicí.
Nicméně důkaz ekvivalence obou definic je poučný.

Lemma 21. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa. Pak pro
každou P ∈M(G) platí D(P ) = P ?M(G) = {P ? µ | µ ∈M(G)}.

Důkaz. Jistě platí D(P ) ⊂ P ?M(G). Libovolná konečná konvexní kombinace
Diracových měr pt, t ∈ G totiž leží v M(G), což je uzavřená množina, tedy
P ?M(G) obsahuje všechny konvexní kombinace měr P ? pt, t ∈ G a je to také
uzavřená množina díky spojitosti ?.

Naopak nechť P ? µ ∈ M(G). Ukážeme, že existuje posloupnost πn konvex-
ních kombinací Diracových měr, taková, že P ? πn slabě konverguje k P ? µ. K
tomu zřejmě stačí, že pro každou µ ∈M(G) existuje πn posloupnost konvexních
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kombinací Diracových měr taková, že πn
w−→ µ. Mějme F̃ = {f1, f2, . . . } hustou

množinu v (C(G), sup) jako v důkazu Prochorovovy věty. Pokud zvolíme πn tak,
aby |µ(fi)− πn(fi)| < 1/n pro i = 1, . . . , n, pak zřejmě πn bude konvergovat k µ
v Prochorovově metrice (tedy slabě) a budeme hotovi.

Uvažme pro každou fi, i = 1, . . . , n takové dělení G na měřitelné množiny, že
na každé z těchto množin se supremum a infimum fi liší nejvýše o 1/n. To jistě
lze vhledem k omezenosti každé fi. Pak jistě můžeme vybrat společné zjemnění
těchto dělení, tedy rozklad G na měřitelné množiny Aj, j = 1, . . . ,m, takové, že
pro každé i, j se supremum a infimum fi liší na Aj nejvýše o 1/n. Z každé Aj
vyberme bod tj. Zvolme

πn =
m∑
j=1

µ(Aj)ptj .

Zřejmě πn je konvexní kombinaci Diracových měr a navíc∫
G

fi dπn =
m∑
j=1

µ(Aj)fi(tj)

pro i = 1, . . . , n. Ovšem z volby Aj platí(
fi(tj)−

1

n

)
µ(Aj) ≤

∫
Aj

fi dµ ≤
(
fi(tj) +

1

n

)
µ(Aj)

pro i = 1, . . . , n a j = 1, . . . ,m. Tedy

−µ(Aj)

n
≤
∫
Aj

fi dµ− µ(Aj)f(tj) ≤
µ(Aj)

n
.

Součtem přes j máme

− 1

n
≤
∫
G

fi dµ−
∫
G

fi dπn ≤
1

n
.

Toto platí pro i = 1, . . . , n a tedy jsme hotovi.
k

Definice 14. Mějme (G, d,+,−, 0) kompaktní Abelovu metrickou grupu. Ozna-
čme A jako množinu všech jejích kompaktních podgrup bez triviální nulové pod-
grupy. Nechť dále S ∈ A, pak označme Haarovu míru příslušnou S jako hS.

Věta 22. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa, pak platí

J =
⋃
S∈A

D(hS).

Důkaz. Mějme P, µ ∈ M(G), µ 6= p0 a nechť P = P ? µ, pak existuje S ∈ A
taková, že P = P ? hS. Skutečně, uvažme posloupnost σn =

∑n
k=1 µ

k?. Pak jistě
P ? σn = P . Podle věty 20 ovšem existuje S ∈ A, že σn

w−→ hS, tedy musí platit
P = P ? hS. (Zde rozumíme pod hS míru na B(G), jejímž nosičem je S a jejíž
restrikce na S je Haarova míra podgrupy (G, d,+,−, 0) s nosnou množinou S.)
Jistě ale z lemmatu 21 je P ? hS ∈ D(hS), tedy P ∈ D(hS).
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Nechť naopak máme, že P ∈ D(hS), pak z lemmatu 21 musí existovat µ ∈
M(G) takové, že P = hS ? µ, tedy

P ? hS = hS ? µ ? hS = hS ? hS ? µ = hS ? µ = P,

poněvadž každá Haarova míra je idempotentní. (Platí zřejmě i pro každou míru,
která je Haarova míra svého nosiče.) Navíc hS 6= p0, tedy P ∈ J .

k

Definice 15. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa. Nechť
P ∈M(G), označme AP = {t ∈ G | P ? pt = P}.

Lemma 23. Množina AP z předchozí definice je pro libovolnou P ∈M(G) kom-
paktní podgrupa (G, d,+,−, 0).

Důkaz. Zřejmě 0 ∈ AP . Dále nechť s, t ∈ AP a nechť A ∈ B(G), pak P ?ps+t(A) =
P (A − s − t) = P ? pt(A − s) = P (A − s) = P ? ps(A) = P (A). Podobně
P ? p−t = P (A + t) = P ? pt(A + t) = P (A). Ze spojitosti konvoluce je zřejmě
AP uzavřená a tedy díky kompaktnosti G je kompaktní. Skutečně, je-li tn → t a
tn ∈ AP , n ∈ N, pak z lemmatu 17 ptn

w−→ pt, tedy P = P ? ptn
w−→ P ? pt, tedy

P ? pt = P .
k

Další věta podává charakterizaci prvků J v případě, že (G, d,+,−, 0) je ko-
nečná grupa.

Věta 24. Nechť (G, d,+,−, 0) je kompaktní Abelova metrická grupa a G je ko-
nečná množina. Pak P ∈ J , právě když existuje Q ∈ A taková, že P ({x}) =
P ({y}) pro každé x, y ∈ G takové, že x− y ∈ Q.

Důkaz. Pokud P ∈ J , pak AP ∈ A. To plyne z následujícího pozorování. Nechť
P = P ? µ pro µ 6= p0, pak P = P ? hS pro nějakou S ∈ A. Ovšem pak
AP ⊃ S, poněvadž P ? pt = P ? hS ? pt = P ? hS = P pro každé t ∈ S. Tedy
AP je kompaktní podgrupa a je netriviální. Pokud nyní x − y ∈ AP , pak jistě
P ({x}) = P ? px−y({x}) = P ({y}).

Nechť naopak platí podmínka ze znění věty. Pak máme t ∈ Q, t 6= 0 a pro
všechna x ∈ G je P ? pt({x}) = P ({x− t}) = P ({x}), poněvadž x− (x− t) = t.
Tedy zřejmě P ? pt = P , protože míra na konečné množině je jistě určena svými
hodnotami na jednotlivých prvcích a tedy P ∈ J .

k
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Kapitola 3

Příklady

Níže uvedeme, jak vypadají v teoretické části vybudované pojmy na grupě
komplexních jednotek. Prozkoumáme Haarovy míry, konvergenci konvoluční po-
sloupnosti (speciálně pro Diracovy míry) i řešení Choquetovy úlohy.

3.1 Grupa komplexních jednotek

Mějme E = {eit | t ∈ [0,2π)} podmnožinu komplexní roviny. Dále značme ·
operaci násobení komplexních čísel zúženou na E a −1 operaci sdruženého kom-
plexního čísla také zúženou na E. Není těžké ověřit, že pak (E, · ,−1,1), kde 1 ∈ C
je reálná jednotka, je grupa. Tuto grupu budeme nazývat grupou komplexních
jednotek.

Na E zavedeme metriku d jako restrikci příslušné eukleidovské metriky z
C resp. R2. (Dále někdy bude výhodné tyto dva prostory ztotožňovat.) Tedy
d(a+ bi, c+ di) = ((a− c)2 + (b− d)2)1/2, kde a+ bi, c+ di ∈ C.

Lemma 25. (E, · ,−1,1) je s metrikou d kompaktní grupa.

Důkaz. Spojitost grupových operací plyne z jejich spojitosti v R2. V R2 s euk-
leidovskou metrikou platí, že množina je kompaktní, právě když je omezená a
uzavřená. E je zřejmě omezená, protože se vejde do koule se středem v (0,0) a
poloměrem dva a také je uzavřená poněvadž je to vzor uzavřené množiny {1} ve
spojitém zobrazení (x, y) 7−→ x2 + y2.

k

Grupa (E, · ,−1,1) má mnoho podgrup, není ovšem těžké popsat její uzavřené
(tedy kompaktní) podgrupy.

Definice 16. Pro n ∈ N označme jako En podmnožinu E, která je definována
jako En = {e 2πik

n | k = 0, 1, . . . , n− 1}.

Snadno se ověří, že En je podgrupa E. Dále jistě En je uzavřená pro každé
n ∈ N a tedy je jako uzavřená podmnožina kompaktního prostoru kompaktní.

Věta 26. Každá uzavřená podgrupa F grupy E je buď En pro nějaké n ∈ N nebo
E.
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Důkaz. Nechť je nejdříve F konečná, pak jistě každý její prvek musí být tvaru
e

2πik
n pro nějaké n ∈ N, k = 0, . . . n− 1. Můžeme předpokládat, že NSD(k,n) = 1

(pro k = 0 uvážíme (k,n) = (1,1)). Eukleidův algoritmus pro hledání největšího
společného dělitele nám dává, že existují čísla a, b ∈ Z taková, že ak + bn = 1,
tedy ak dává zbytek 1 po dělení n. Vidíme tedy, že pokud a-krát vynásobíme z
se sebou (pro záporné a násobíme inverzi z), dostaneme jistě prvek, který musí
ležet v F a bude roven e

2πi
n .

Tedy F je nejmenší podgrupa E, která obsahuje e
2πi
np pro nějaké np ∈ N

pro p = 1, . . . , h, kde h ∈ N. Označme ñ = max{np | p = 1, . . . , h}. Pokud
ukážeme, že pro každé p = 1, . . . , h np dělí ñ, pak budeme hotovi, protože pak
jistě F = Eñ. Pro spor předpokládejme, že existuje q ∈ {1, . . . , h} takové, že nq
nedělí ñ, pak ovšem d = NSD(nq, ñ) < nq. Opět použitím Eukleidova algoritmu
dostaneme, že existují w, u ∈ Z takové, že wnq + uñ = d. Pak ovšem máme

F 3 e
2πiw
ñ · e

2πiu
nq = e

2πid
ñnq . Ovšem protože d/(ñnq) < 1/ñ, pak jistě n∗ > ñ

a e
2πi
n∗ ∈ F , kde n∗ je jmenovatel zlomku d/(ñnq) v základním tvaru, což je spor.
Nechť nyní F není konečná, pak jistě pro každé ε > 0 musí existovat x,y ∈

F, x 6= y takové, že d(x,y) < ε. Označme Mε = {(xy−1)n | n ∈ N} ⊂ F , kde
(xy−1)n značí n-krát vynásobený prvek xy−1. Jistě každý bod z E je od Mε

vzdálený nejvýše πε/2. Pak ovšem ∪n∈NM1/n ⊂ F je hustá v E, tedy vzhledem
k uzavřenosti F máme F = E.

k

Z popisu kompaktních podgrup E je také vcelku zřejmé, jak vypadají je-
jich Haarovy míry. Pro En zřejmě stačí přiřadit každému prvku En míru 1/n
a v případě celé E nám pro popis míry stačí přiřadit její hodnotu každé ote-
vřené kouli v E, tedy každé množině tvaru M = {eit | t ∈ (−ε + s, ε + s)}, kde
s ∈ [0,2π), ε > 0. Takové množině pak přiřadíme její vynormovanou délku, tedy
2ε/(2π).

Protože je R2 s eukleidovskou metrikou separabilní, je také E separabilní
a tedy každá její otevřená podmnožina je nejvýše spočetné sjednocení otevřených
koulí. Tedy každá borelovská pravděpodobnostní míra je jistě dána hodnotami
na otevřených koulích v E, které mají právě tvar {eit | t ∈ (−ε + s, ε + s)} pro
s ∈ [0, 2π), ε > 0. Tedy uvedený popis míru plně charakterizuje. Jednoznačnost
Haarových měr nám zaručuje teorie z první kapitoly.

Uvažme nyní nějakou Diracovu míru pz koncentrovanou v bodě z 6= 1. Pokud
je z tvaru e2πiq pro nějaké racionální číslo q = k

l
, NSD(k,l) = 1, pak snadno

nahlédneme, že posloupnost konvolučních mocnin

σn =
1

n

n∑
k=1

pk?z

z věty 20 konverguje k hEl . K tomu stačí vědět, že posloupnost k mod l, k + k
mod l, k+ k+ k mod l, . . . je periodická s periodou l a prvních l členů obsahuje
všechny čísla od 0 po l − 1. Pokud je naopak z tvaru e2πir pro nějaké iracionální
r, pak jistě nemůže být počet prvků nosiče σn pro všechna n omezen nějakou
konstantou. V tomto případě tedy σn

w−→ hE.
Na závěr se podívejme, jak zde vypadá řešení Choquetovy úlohy. K tomu

zřejmě stačí charakterizovat množiny D(hE) a D(hEn), n ∈ N. Toto je snadné pro
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D(hE), protože zřejmě pro každou borelovskou pravděpodobnostní míru µ na E
je hE ?µ = hE, tedy D(hE) = {hE}. Pro hEn musí být každá µ ∈ D(hEn) v jistém
smyslu periodická, přesnější popis dává následující věta.

Věta 27. Nechť µ ∈ D(hEn) pro nějaké n ∈ N. Pak µ(A·z) = µ(A), kde z = e
2πi
n ,

pro každou A ∈ B(E). Nechť naopak µ ∈ M(E) a existuje n ∈ N takové, že
pro každou A ∈ B(E) platí výše uvedený vztah, pak existuje ν ∈ M(E), že
µ = hEn ? ν, tedy µ ∈ D(hEn).

Důkaz. Pokud µ ∈ D(hEn), pak existuje ν ∈ M(E), že µ = hEn ? ν. Máme
µ(A) = hEn ? ν(A) = ν ? hEn(A) = ν ? hEn ? pz−1(A) = µ ? pz−1(A) = µ(A · z) pro
každou A ∈ B(E), poněvadž hEn je Haarova míra En a z−1 ∈ En.

Mějme nyní naopak µ takovou, že pro každou A ∈ B(E) platí µ(A·z) = µ(A).
Zřejmě µ je určena svými hodnotami na borelovských podmnožinách množiny
S = {eit | t ∈ [0, 2π

n
)}. Zkusme uvážit α ∈ M(G) s nosičem S definovanou pro

každou množinu A ⊂ S,A ∈ B(E) vztahem α(A) = nµ(A). Ovšem pak platí pro
hEn ? α také jistě vztah hEn ? α(A) = hEn ? α(A · z), tedy stejně jako µ je určena
hodnotami na S a pro A ⊂ S,A ∈ B(E) jistě platí hEn ? α(A) = µ(A), poněvadž
pro takovou A je

hEn ? α(A) = α ? hEn(A) =

∫
E

α(A · z−1) dhEn =
1

n

n−1∑
k=0

α(A · e−
2πik
n )

=
1

n
α(A · e−

0i
n ) =

1

n
α(A) = µ(A).

Nutně tedy µ = hEn ? α.
k

Heuristicky si můžeme předchozí větu představit pomocí definice D(hEn).
Stačí si uvědomit, že konvoluce hEn a nějaké Diracovy míry δ je n-krát ”poo-
točená” δ o 2π

n
, tedy z toho plyne, jak bude vypadat tato konvoluce s konvexní

kombinací Diracových měr a jaké prvky musí být v jejím uzávěru.
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Závěr

Uveďme, že v práci jsou v určitých místech zjednodušeny známé obecnější
výsledky na případ, kdy je metrický prostor, na němž pracujeme, kompaktní.
Za cenu složitějších důkazů lze ovšem tyto výsledky dostat i při méně omezují-
cích předpokladech. Konkrétně se toto týká věty 11 o spojitosti konvoluce, která
platí i pokud zaměníme v jejím znění slovo kompaktní za separabilní, a věty 19
(”idempotentní míra je Haarova”), kde také stačí předpokládat jen separabilitu
a úplnost. Dokonce i u Choquetovy úlohy by nám řešení vyšlo stejně i při slabším
předpokladu úplnosti a separability. Vše lze najít v Štěpán (1969) a Parthasarathy
(1967).
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Přehled použitého značení

A Systém všech kompaktních podgrup G bez {0}
AP {t ∈ G | P ? pt = P}
B(G) Borelovská σ-algebra
C Komplexní čísla
C(G) Prostor spojitých funkcí na G
(C(G), sup) Prostor spojitých funkcí na G se supremovou metrikou
d2 Součtová metrika na G×G
E,En Grupa komplexních jednotek, resp. cyklické grupy
(G, d) Metrický prostor na množině G s metrikou d
(G, d,+,−, 0) Abelova metrická grupa
hr M Hranice množiny M
hS Haarova míra grupy S
IM Indikátor množiny M
J Míry, které jsou řešením Choquetovy úlohy krom p0

M Uzávěr množiny M
M◦ Vnitřek množiny M
M c Doplněk množiny M
µ(f) Integrál z funkce f podle míry µ
M(G) Prostor borelovských pravděpodobnostních měr na G
µk? K-tá konvoluční mocnina míry µ
µ⊗ ν Součinová míra
µ ? ν Konvoluce měr µ a ν
k mod l Zbytek k po dělení l
NSD Největší společný dělitel
N Přirozená čísla
N0 Nezáporná celá čísla
px Diracova míra bodu x
Q Racionální čísla
R Reálná čísla
R+ Kladná reálná čísla
X ⊗ Y Součinová σ-algebra
x+ Kladná část x
Z Celá čísla
w−→ Slabá konvergence
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