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Uvod

Centralni limitni véta, kterou budeme v tomto textu dokazovat, patii mezi
klasické a slavné vysledky matematické statistiky a je zadsadni pro mnohé sta-
tistické metody. Predmétem centralni limitni véty je tvrzeni, Zze vhodné normo-
vany soucet nezavislych nahodnych velicin konverguje v distribuci k normélnimu
rozdéleni. Zde se pokusime toto tvrzeni dokdzat tfemi ruznymi pristupy, pokazdé
se ale budeme drzet ,elementdarnich“ metod.

V prvni kapitole sledujeme postup pouzity pii prednaskach Teorie pravdépo-
dobnosti I pomoci charakteristickych funkci. Ukazeme ale, ze neni nutné se od-
kazovat na Prochorovovu vétu, ktera vyzaduje slozitéjsi aparat, ale misto ni
pouzijeme vétu Fejérovu a aproximaci trigonometrickymi polynomy.

Druha kapitola se zabyva dukazem uvedenym v knize Teorie pravdépodobnosti
(Stépén, 1987)), ktery vyuziva vyhodnéjsi charakterizace konvergence v distribuci
spocivajici v konvergenci integralu funkci s omezenymi derivacemi vSech tadu.
Hlavni myslenka je pak nahrazovat jednotlivé sc¢itance normélné rozdélenymi
velicinami. V tomto textu se budeme vénovat i diukazu nékterych kroku, které
autor vynechava jako cviceni.

Aproximace trigonometrickymi polynomy z prvni ¢ésti vyvolava otazku, zda
je mozné pouzit i mocniny, a tedy konvergence momenti nahodnych veli¢in. Sou-
vislosti mezi konvergenci v distribuci a konvergenci momentu se zabyva treti
kapitola, ve které pomoci konvergence momentu a Hellyho véty ukazeme slabsi
verzi centralni limitni véty.

Z duvodu tuplnosti uvadime i u dobfe znamych vét dukazy, které lze bézné
najit v literatutre. Laskavy ¢tenar muze tyto diukazy preskocit, aniz by tim ovlivnil
porozumeéni celému textu.



Kapitola 1

Dukaz pomoci konvergence
trigonometrickych polynomu

V prvni kapitole si ukazeme dikaz pomoci charakteristickych funkei podle
prednasek Teorie pravdépodobnosti I, avsak misto Prochorovovy véty (viz Stépén,
1987, 111.3.3) vyuzijeme véty Fejérovy (Vétald)) a konvergence trigonometrickych
polynomu.

1.1 Konvergence charakteristickych funkci

Nejprve zavedeme nékolik zakladnich pojmu.

Definice 1 (Ndhodn4 veli¢ina, indukovana mira). (Stépdn, 1987, 1.3)
Ndhodnou velicinou budeme v tomto textu rozumét redlnou ndahodnou velicinu,
tj. méritelné zobrazeni z pravdépodobnostniho prostoru (2, A, P) do prostoru redl-
nych c¢isel opatienych borelovskou o-algebrou (znacime (R, B(R))).
Pravdépodobnostni mirou Px na redlnych cislech budeme rozumét miru indu-
kovanou ndhodnou velicinou X, .

Px[M]:= P[X € M] = Plw: X(w) € M], M CR.

Definice 2 (Prostor L,). (Stépdn,, 1987, 11.6)
Necht ¢&islo n je prirozené. MnoZinu vsech nahodnych velicin X z pravdépodob-
nostniho prostoru (2, A, P) takovijch, Ze

/ 2"dPy (2) < oo

[e.o]

znacime Ly, (Q, A, P).

Definice 3 (Charakteristicka funkce). (Stépdn, (1987, I1.7.5)
Necht X je ndhodnd velicina. Komplexni funkci

Pyx(t) := Ee™X = / edPx(z), t€R

—0o0

nazveme charakteristickou funkci nahodné veliciny X.

Pro pravé zavedené charakteristické funkce budeme potiebovat nasledujici
vlastnost.



Véta 1 (Derivace charakteristické funkce). (Stépdn, 1987, 11.7.9)
Necht X € L, (R, A, P) je ndhodnd veli¢ina, n € N. Pak existuji vsude na R
spojité omezné derivace funkce Px do rdadu n a plati

PP () =1'E [X ] teRk=1,...,n

Diikaz. Je X € Ly (9, A, P). Dale |Xe™| = |X|. Z véty o integrovatelné majo-
ranté je funkce R _
P (t) =iBe™™, t € R

omezend ¢islem E|X | a spojita. Tvrzeni nyni plyne indukei. O

Lemma 2. Necht pro kaZdé prirozené n je {an,k}ZL posloupnost komplexnich
éisel, k, € N. Ddle necht

nh_)n;oZan;C =acC, hmsupz |an k| < o0, hinsupZ\ank\

n—oo

Potom

kn
lim H (I+anx) = e

n—0o00
k=1

Dukaz. Nejprve indukei dokazeme nasledujici tvrzent:
Necht prol € Njsoui=1...1,9; € C, z € C. Potom plati

()= (11 2),

kde souc¢in pres prazdnou mnozinu je roven jedné.
Pro 1 = 2 dostaneme tvrzeni ihned z trojuhelnikové nerovnosti. Pro libovolné
[ € N je z pripadu pro | = 2 a z indukéniho predpokladu

(ﬁy_ﬁz)zz + (ﬁy) (v —2)

<Hy]> Zi ( ﬁ Zj)D |21] + (ilj%) (v — =)

l

=1

l

Nyni pfistoupime k dikazu lemmatu. Pomoci pravé dokazaného tvrzeni a roz-

voje etmk = Zjoo - odhaneme nasledujici vyraz:

on
R = = H 1+ ang) l_Ie“”’c
o En k—1 o: @ on
<y (H<1+|anl|>) (Z#) (1I )‘
k=1 =1 i=2 I=k+1




Vyuzijeme toho, ze pro kazdé = > 0 je 1 +x < e”:

kn k—1
R<Y (He|an,z|)( Y )( I e )‘
k=1 =1 I=k+1
! Z’“" o
_ 2 Z 1]an, n—>oo
S 9 (k 1 |an,k| ) < k= k ) 07

protoze z predpokladu lemmatu vime, ze lim,,_, Zl,ﬁ’;l |0Ln7k|2 =0 a dale

€Z§Z1|amk‘| < elimsupnﬁoo Z£z1|a"vk| < Q.

[]

Prave dokazané lemma je sice pouze ,technické®, jeho dulezitost ale ukaze
9 )
nésledujici veta.

Véta 3 (Konvergence charakteristickych funkci). Nechf pro kazdé n € N je
kn € N. Ndhodné veliciny X, € Lo (Qn, An, P,) necht jsou nezdvislé pro k =

1,...,kn,n € N, maji nulovou stredni hodnotu a zdroven plati
kn
lim arX, =1,
Y, D var X =

=1

kn
T 2 _
Ve >0 JEEO;EXn,kHHXMX] =0,

kde druhé podmince Tikame Feller - Lindebergova. Potom

jay n%oo" _ﬁ
Pow o ()T Py(t)=e™7, teR,

kde Z je ndhodnd veli¢ina s normovanym normdlnim rozdélenim (viz|/Andél, 1985,

1L.6).
Dikaz. Nejprve ukazeme, ze P, (t)=ez:

~

Py (t) = Ee*” =

vV / —3i0" gy — -
2w Vo
kde jsme pouzili substituci z = x — it. (Kompletni dikaz viz Stépan, 1987, str.
160, 11.7.17 c)

Upravime nyni charakteristickou funkei souc¢tu X, x:

kn kn
: kn Xn o .X'n o =
P ., (1) = B Si2%os — [[BetSor = [ P,
k=1 k=1

Kazdd X, € Ly (2, An, P,), podle Véty || o derivaci charakteristické funkce
tedy existuji dvé spojité derivace, tudiz pro ¢t € R existuji ®,,; a O, takové, ze
[P k| < |t & [Onk] < |t| a plati

2

~ ~ ~ t N A
Py (1) = P, (0) + 1P, (0)+ = (RePY, (@) +1mPY |, (©,1))

=1- EE[X (cos (D Xy k) +18in (0, . X 1) )]

5



Pro t € R definujme

t2

anilt) i= =5 E [Xg o (€08 (@4 X, 0) + 150 (O X k) )] .
Potom .
P () =] (1 +ans(®)).
k=1

Ukézeme, ze posloupnost {an,k(t)}],:’;l spliiuje podminky z Lemmatu :

Zlank

odkud dostavame prvni podmmku:

E[X2, (1 +1)}‘ <) varXop,

kn
hmsupzmnk )| < o0.

n—oo

Zvolme € > 0. Pro dostatecné velké n je

2
)l R e )

S,

anilt)] < 1 (E {Xikﬂuxn,k

—1-152i <€
S ] 22

odkud .
i <
7}1_}1210 ; |an i (t)] hm 0 s sup lan i (t)] ; lan k()] =0,

¢imz je splnéna druhd podminka.
Zbyvé dokézat, 7e limy, e S 0", ani(t) = =5 -

2

t t2
an i (t) + §vaan,k < 5E [Xik‘l — 08 (P, x X ) — 150 (0,1 X0 k) u

3 2 2
< %E |:X27k]IHXn,k|>f]:| + %E [XZ,k]IHXnﬂS&]] (1 — cos (|t[ &) + sin (|¢] f))

pro libovolné £ > 0,§ < 5. K danému € > 0 najdeme ¢ takové, ze (1—cos (Jt] &)+

sin ([t] €) ) < e. Pro dostatecné velké n mame

kn 2 kn
Z A 1o ( Z varX, | < Z 1o ( —Vaan k
k=1
< > ; E [Xn,kﬂ[|Xn,k|>£ﬂ + 3 kz_;vaerk(l —cos ([t|€) + sin (|t] €) ) <e€



Celkem tedy dostavame pro kazdé t € R, ze

kn 2
fim ) anelt) = =5
a 7z Lemmatu [2] plyne
kn,
~ n—oo _t2
Porn o () = [T (1 +anp(t) =F e77, vt eR.
k=1

]

Vidime tedy, ze charakteristické funkce nahodnych veli¢in spliiujicich Feller -
Lindebergovu podminku konverguji k charakteristické funkci normalniho rozdéleni.
V nasledujicim oddile ukézeme, ze diky aproximaci trigonometrickymi polynomy
jiz konverguji ndhodné velic¢iny i v distribuci (Véta [7).

1.2 Konvergence v distribuci a konvergence cha-
rakteristickych funkci

Definice 4 (Slabé konvergence, konvergence v distribuci). (Stépdn, 1987, I1.3 a
I1.}) Rekneme, Ze posloupnost pmvdepodobnostmch mer {P,} ", na B(R) kon-
verguge slabé k pravdépodobnostni mite P na B(R), jestlize

Vfe (R / fdp, ’H‘”/ fdP,

kde C’b( ) je mnozina viech spojitijich omezengjch funkci na R. Piseme P, = P.
Rekneme, e posloupnost ndhodnijch velicin {X, 1}, . X, definovand na pros-
toru (0, A, P;),i € N konverguje v distribuci k ndhodné veli¢iné X definované
na (2, A, P), jestlize posloupnost indukovanych mér {Px, } >~ konverguje slabé
k indukované mire Px na B(R), tj.

Vf e Cy(R):Ef(X,) =3 Ef(X).
Znacéime X, 4 x.

Véta 4 (Fejérova véta). (Jarnik, 1955, Veéta 191 11.)
Necht f € Cy(R) je 2r - periodickd funkce, a < b. sp(x) necht je soucet
pronich k + 1 ¢lenu Fourierovy tady funkce f v bodé x, tj.

G 1 [ g
— T, — —1yx
5K = E c;e’’s ¢ = 27r/ f(z)e V¥dx.
j=—k 0

Polozme

Potom pro kazdé x € [a,b] plati
lim o,(x) = f(z).

m— 00

Navic tato konvergence je stejnomérnd na [a,b.

7



Dikaz. (Pro kompletni dukaz viz |[Jarnik, 1955, Véta 191 b), zde uvedeme jen
nékteré kroky:.
Z definice s,,(x) se nejprve ukéze, ze

T+ m
f('U) Z eik(v—x)dv

T

»
3
=

I
|-

T~

k=—m

= l/0 (f(x—l—Qt)—i—f(:v—Qt))

[NIE]

sin ((2m + 1)t) it
sin t

Navic je
(2m+2)it __ 1 €(2m+2)it -1

m
(2k+1)it _ _it€ _
e =e o = —
pr e 2isint

a z imaginarni ¢asti mame

isin (26 + 1)t) — 1 — cos ((2m + 2)t) _ [sin ((m+ 1)t)] |

2sint sint

Pro o,,(z) pak dostdvame

B 1 3 . . sin ((m + 1)t) ’
am(x)——)ﬁ/o (£ +20) + f(o —21)) <—> dt

(m+1 sin ¢

a navic pro funkci g(z) =1 je

B 2 2 (sin ((m+ 1)t) ’
L= For / <—t) dt.

Pro ¢ € (0,%) je

om(z) — f(2)
6 sin ((m 2
= v, (20 e =20 - 210) (M) o
: ' sin ((m + 1)t) 2
o ) (a2 S =20 - 2/(@) (T) a

= 0p(2,0) + T (2, 9).

7 omezenosti a periodicity f dostaneme

1 Lo m—ao
m(2,0)] £ ——=— | 5= dv+ K .
)| < o (5 [ @ 1) =50

Ze stejnomérné spojitosti f na [0, 27| najdeme takové ¢, ze pro t € (0,9) je
|f(z+2t)—f(z)| < eal|f(x—2t)—f(x)] < eprox € (0,27). Potom i |o,,(x,d)| < €

pro kazdé m a tedy |o,,(z) — f(z)| nezavisle na x.
[



Véta 5 (Spojitost charakteristické funkce). (Stépdn, 1987, I11.7.2. (6))
Charakteristickd funkce libovolné nahodné veliciny X je stejnomérné spojitd
na R.

Dikaz. Pro libovolné s,t € R je

ﬁX s+t —ﬁX s)| = |EeGTDX _ EesX| < B
[Px(s+1) = Px(s)] = |

eisX(eitX . 1)’ — E|€itX - 1|

Stacf tedy ukézat spojitost v 0. Mame |el®® — 1] < 2 integrovatelnou majorantu
(podle miry Px) a podle Lebesgueovy véty je

. itX —1i > itz _ = - 1 itz _ ==
11_1>%E|e 1 15% - e 1|dPx(x) /_OO 11_{% e 1|dPx(xz) = 0.
]
Lemma 6. (Kallenberg, 1997, Lemma 4.1)
Pro ndhodnou velicinu X a r > 0 plati
P[IX] > 1] < f/T 1 — Py(t)|dt.
2 ) 2
Diikaz.
2 2 00
r " D r " itx
—/ |1 — Px(t)|dt = / (1 —/ e dPX(a:)) dt
2 ) 2 21)_2 oo
2 o)
= g / / (1 — coste —isintx) dPx(z)dt
2 )
o 2
= g / / (1 — costx — isintx) dtd Px(x)
o2
° sintz]” sin 22
=r t— dPx(z)| > 2 1 — —-" ) dPx(x)
—00 z t=0 || >r Sy
1
22/ (1——)dPX(fL‘):P[|X|>T}.
|z|>r 2
L]

Véta 7. (Znéni viz Kallenberg, |1997, Theorem 4.3)

Necht {Y,, },_, je posloupnost nahodnyjch velicin, jejichz charakteristické funkce
bodové konverquji k charakteristické funkci ndahodné veliciny W. Potom Y, kon-
verguji k W 1 v distribuci, Y, L.

Diikaz. Dle Definice [2| chceme ukézat, ze Ef(Y,) — Ef(W) pro kazdou f €
Cp(R). Nejprve dokdzeme tvrzeni pro libovolny redlny trigonometricky polynom

k
g(z)= % —i—Zajcos (jx) —|—ij sin (jz)

Jj=1 J=1



kde k € N,ag,a;,b; € R,7 =1,..., k. Definujme nové koeficienty

%—f_%’ j:O7"'7k7
R T

a plati pro néj

k k
Eg (Y,) =E Z c;jel M = Z c; B

=k j=—k
k N k N
= > P ()™= ) ¢Pw () =Eg(W),
j—

j=—k

kde jsme vyuzili predpoklad o bodové konvergenci charakteristickych funkef.
Méjme nyni libovolnou funkci f € Cy (R), e > 0. Vime, ze Py (0) = Ee® = 1,
ze spojitosti charakteristické funkce Py, (Véta a z Lemmatu |6/ najdeme r; > 0

takové, ze
1 % -~ -~ €
PIW| > < = 1—Py(t)|dt <2 1—- P < .
Wi >n] <3 [7 1= Puolar <2 s 1= Pus)] < g

s|<2
1

1

Z Lemmatu [6] odhadneme i pravdépodobnosti

2

limsup P[|Y,| > r] < r—llimsup/r1 11— ﬁyn(t)‘dt
n—00 2 oo -2
1
2
7"1 1 . ~ ’]"1 1 ~ €
| =5 U< Supa 7T+ 9

2 | 2 n—oo
r1

Najdeme tedy n; € N takové, ze
VnEN,n>n1:P[|Yn|>T1}< 2¢ .
9(supg | f] + €)

Definujme r¢ := |r1] + 1. Pro kazdé n > n; plati

/R\[_m,m] F)dPaly) - /R\[_m,m] f(w)dPW(w)‘ (1.1)

3€
<sup|fI(P 1Yl > ra) + PIW| > ) ) < 7
R

Definujme déle funkci f predpisem

f(x):= f(roz);z €[-1,1].

10



Na intervalech (—m,—1) a (1,7) spojité dodefinujeme vzdy linedrné tak, aby
f(=m) = f(m) = 0. Navic tuto funkci 27 - periodicky rozsitime na R.
Podle Fejérovy veéty (Véta ld)) poté najdeme redlny trigonometricky polynom

| &
_|_
M?v

g= a;j cos (jx)+ij sin (jx)
j=1 j=1
takovy, ze
-, €
S J— —
up \f -7 5
odkud plyne
su ‘f ‘ ¢
p —.
[—1,1] 9

Funkce g (z) := g (%) je také redlny trigonometricky polynom a plati

sup |f — 9|—[Sup If—3| <

[~70,70]

@Im

s%p!g! sup !g!<sup!f!+€

[~70,70]

Odtud a z trojuhelnikové nerovnosti plyne pro kazdé ptirozené n

[ swenm = [ awano)
‘A?wd”@) 6() AP (y) < sup |f —gl <

[—70,70] 9

(1.2)

Obdobné
(1.3)

Nel e

’/mmfwmmmw—[mmmwwww><

K funkci g najdeme z prvni ¢asti dukazu ny € N takové, ze
Yn € N,n > ny: [Eg(Y,) — Eg (W)| < g

Pak pro n € N;n > max {ni,na} je

[ swar= [ stwany)
<| [stare - [ atwarv)

/R S 9(y)dPy, (y) — /R s g(w)dPW(w)' (1.4)

< g T su gl (P[Yal > ro] + PW] > ro))

_|_

Ne}

+(su \f]+) 5 e
€ —.
9 Rp 9 (supg |f| + €) 9

Nyni jiz odhadujme pomoci (1.1)), (1.2, (1.3) a (1.4) nasleduji rozdil pro

n > max {ny,na}:

|

<

11



Ef(Y,) — Bf(W szj APy, (y /f APy (1
3e
< §+ /[_Two] f(y)dPy, (y) — /[_TO’TO] f(w)dPW(w)‘
3e
<5l [ smanm = [ oiro)

[ sanm = [ gwin)
+%€mﬂWM%MM—A%MﬂMMMWW<Q

tedy Ef(Y,,) = Ef(W) pro kazdou f omezenou spojitou funkei.

Nyni jiz snadno dokézeme centralni limitni vétu.

1.3 Centralni limitni véta, dikaz prvni

Véta 8 (Centralni limitni véta s Feller - Lindebergovou podminkou). (Znéni
napr. |Stépdn, 1987, IV.3. 1) Necht pro kazdé n € N je kn € N. Ndhodné veliciny
Xok € Lo (Q, Apn, Py) necht jsou nezdvislé pro k = S knp,m € N a maji
nulovou stredni hodnotu. Oznacme s> Zk L varX, . Necht ddle plat?

kn X . 2

Potom
Xk d
S, === 8 7~ N(0,1).
Sn,
Diikaz. Definujme nové ndhodné veliciny Y,, 5 := XS”’“ . k,,. Potom

Yor € Ly (Q, Ay, P,) jsou nezavislé pro k = 1, " ., kn,m € N a maji nulovou
stredni hodnotu. Déle

Xk .
nh_{go ZvarYnk—nh_}ngozvar s, —nh—{go s2 =1
a
kn X 2
n,k _
Ve>0: TLILIEOZE{ nkHHYn ]>ﬂ _JEEOZE ( Sn ) H[Xnkx]] -

Néhodné veliciny Y, ;, tedy splituji podminky Véty 3| ﬁ a plati pro né

Ps,(t) = Pgrn ., (t) = Pyt y (1) =3 X Py(t),t €R.

Podle Véty [7| potom S,, konverguji v distribuci k Z ~ N(0,1).

12



Kapitola 2

Dukaz pomoci funkci se
spojitymi omezenymi derivacemi
vSech radu

Ukéazeme, ze konvergence v distribuci je ekvivalentni s konvergenci strednich
hodnot pro funkce se vsemi omezenymi spojitymi derivacemi (Véta , od-
kud nasledné centralni limitni vétu dokazeme. Tento postup je popsan v Teorii
pravdépodobnosti (Stepan, [1987). Zde dokézeme i nékters tvrzeni a kroky, které
jsou v knize uvedeny jako cviceni bez dikazu (Lemma [0 Véta [10), nebo jsou
povazovany za ziejmé.

2.1 Charakterizace konvergence v distribuci

Uvedeme nejdiiv feseni pomocného tvrzeni (viz Stepan, 1987, Cviceni 111.4.15).

Lemma 9. Méyme funkci ¢ definovanou jako

0; t <0,
o(t) =q L; t>1,

C’fot e =951 s ¢ € (0,1),

kde )
01:/ e lA=)s7" g
0

Potom funkce ¢ a p(t) = ¢(1 — t) ndlezi do mnoziny funkci se vsemi spojitymi
omezengmi derivacemi na R (znacime Ci°(R)) a plati

1; ¢t <0,

p(t) € [0,1];t € R.
Diikaz. Ziejmé je ¢ € Cy(R). Déle ¢'(t) = 0;t € R\[0,1] a

¢ (t) = Ce =917 ¢ € (0,1).

13



Navic

lim ¢'(t) = lim ¢'(t) =0,

t—0t t—1—

tedy ¢ € C}(R). Z dalsich derivaci jiz snadno plyne, ze ¢ € C°(R). Funkce p je
ziejmé také prvkem Cp°(R) a vyhovuje danym pozadavkim.
]

Uvedeme jesté definici distribuéni funkce a jeji bezprostiedni vlastnost.

Definice 5 (Distribuéni funkce ndhodné veliciny). (Stépdn, 1987, 1.6.10)
Distribuci funkci nahodné veliciny X budeme rozumét redlnou funkci Fx ta-
kovou, Ze

Fx(z) := P[X < ] = Px|[(—00, )],z € R.

Véta 10. (Stépdn, (1987, 1.6.10) Distribucnd funkce ndhodné veliciny X md nejvyse
spocetné bodu nespojitosti.

Diikaz. Méjme x € R bod nespojitosti funkce F'x, potom P[X = z| > 0. Defi-
nujme A mnozinu vSech bodu nespojitosti funkce Fx a prepokladejme, ze A je
nespocetna. Pro kazdé n € N definujme dale mnoziny

Mn::{xeA:P[X:x]>%}

Mame

Y PIX=a]<1,

z€EA

odkud plyne, zZe vSechny mnoziny M,, jsou konecné. Pak ale z
A= M,,
neN

je mnozina A spoc¢etnym sjednocenim konecnych mnozin, tedy A je spocetnd, coz
je spor s predpokladem nespocenté mnoha bodu nespojitosti.
m

Nésledujici tii véty jsou jako tvrzeni II14.7 a I11.4.8 v knize (Stepéan, [1987)).

Véta 11. Pro nahodné veliciny {X,}
f e Gr(R) je

nen X plati, Ze pokud pro kaZdou funkci

lim Ef(X,) = Bf(X),

potom
lim Fx, (z) = Fx(x)

n—oo

pro kazZdé x, které je bodem spojitosti distribucni funkce Fx ndhodné veliciny X.

Diikaz. Méjme z € R bod spojitosti funkce Fy a funkci p € C°(R) z Lemmatu
9. Pro u > 0 definujeme funkei p, € Cp°(R) predpisem p,(t) = p(ut). Potom pro
kazdé y € R,u > 0 je zfejmeé

H(—Oo,a?) (y> < pu(y - 33') < ]I(foo,x+u—1)(y)7

14



I[(700,90) (y) > pu(y — T+ U_l) > ]I(—Ooax—ufl)(y)'
Odtud plyne

o

limsup Fx, (z) = limsup Py, [(=00,2)] < lim [ p,(y — x)dPx,(y)

n—00 n—00 n—oo J_ o

= /OO pu(y — )dPx(y) < Px[(—o0,z +u ") = Fx(z +u™")

—00

e}

liminf Fy, () = liminf Py, [(—oo,x)] > lim pu(y —z +u1)dPy, (y)
n—00 n—00 n—oo J_

_ / " puly—z+u)dPx(y) > Pyl(—o0,x — u )] = Fy(z —u™).

-0
Pfechodem v — oo dostavame

lim Fx, (z) =limsup F, (z) = liminf Fy, (x) = Fx(z).

n—o0 n—oo n—o0

Véta 12. Necht {X,,}

nnen s X Jsou ndhodné veli¢iny, pro které je

lim Fx, (z) = Fx(x)

n—oo

pro kazdé x € R, které je bodem spojitosti Fx. Potom X, konverguji k X v dis-
tribuci.

Diikaz. Méjme funkci f € C’b( ) ae> 0 X je redlnd ndhodnd veli¢ina, tedy
existujf a, b € R tak, ze Py a, b]} m Z Lemmatu 9 ex1stu31 a<ab>b

body spojitosti Fx, pro které tedy platl Px [[a b]] Navic

Gsup IF1

PX [[a,bﬂ = Fx(b) — Fx(a,) = T}LI{}Q {FXn(b) — FXn(a)} = lim PXn [[a,b)},

n—o0
tedy existuje ng € N takové, ze
€

VneNn>ny: P )| >1— ———
R i)

odkud plyne

2¢
~ 6supg |f]

P, [R\(a,b] < Px [R\(a,b]] <

~ Gsupg |f|’
a tedy

3
<3sup|f| §€€

/ fdPx, — / fdPx e
R\ (a,b] R\ (a,b] 6 supg |f |

Déle f je na interalu [a,b] stejnomérné spojitd, tedy

€

30> 0Vay € [ab] v —yl <0 = |f(z) = fW)] < &

15



Pro déleni {:pi}le;a =21 < Ty < --- < xp = b s normou mensi, nez § a pro
libovolnou pravdépodobnostni miru v na R plati

k—1

6
E V xzaxH»l S
=1

k—1
fdv — Z f(xi)Vsz’Jz‘ﬂ

[«>N e

[a,b)

Odtud a z trojihelnikové nerovnosti plyne

‘ / fdPy, - / fdPy
[a,b) [a,b)

foz Fanz FX:EZ

<_
6+

> 1) (P [lz,@is0)] = P [l 2111)])

=1

k-1 ‘

<—+ Zf JZZ FXn ZL‘Z FX(sz)) .

Pro delem, kde x; jsou body spojitosti F'x pro kazdé i, a pro n > nq, kde n;
je dostatcéné velké, mame z predpokladu véty

/ fdPx, — / fdPx
[a,b) [a,b)

Celkem dostavame pro n > maz {ng, n;}

3€
< 2=
- 6

fdPX"—/fdPX SE
R R

a tedy Xni>X. O]

7 praveé dokazanych vét snadno plyne néasledujici charakterizace konvergence
v distribuci.

Veéta 13. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

a) X, 4 X

b)Vfe CPR):Ef(X,) - Ef(X)

c) Fx, (x) — Fx(z) pro kazdé x € R bod spojitosti Fx.

Diikaz. Plyne ihned z pfedchozich dvou vét a z C;°(R) C Cy(R). O

2.2 Centralni limitni véta, dikaz druhy

Nyni jiz muzeme pristoupit k samotnému dukazu, jehoz myslenka je velmi ele-
gantni. Nahrazujeme postupné veli¢iny X, ; veli¢inami s normalnim rozdélenim.
Nejprve ukazeme pomocné lemma.

Lemma 14. (Stépdn, 1987, Lemma I1V.3.2)
Bud f € C{°(R). Pro h € R polozme

g(h) = Sup f@+h) = f(z) = f(x)h - f”(%)% = sup |G (z,h)]-

Potom g je borelovsky méritelnd a existuje K > 0 takové, Ze

[}

Vh € R: g(h) < K min {|r?|,

16



Dikaz. Plati

lg <a] = U{h G(z,h)| > a} € B(R);a € R,
z€Q
protoze G je spojita pti pevném h a méritelna pri pevném x. Odtud je g méritelnd.
Dale dle Taylorova rozvoje funkce f je
h2
fla+h) = f@@)+ f(2)h+ ["(0)
h3

Fla+ ) = f) + Fh+ P o)

proxz,h € R,0,¢ € (x — h,z+ h).
Protoze f” je omezend, K’ > sup,.g | f”(x)|, plyne z prvniho rozvoje

2 2

g(h) = sup f($)+f’(ﬂf)h+f”(ﬂﬁ)h——f( ) = fi(@)h— (= ) <K',

z€R 2

obdobneé ze druhého rozvoje, K" > sup,g | " (x)], je
g(h) S K//h3

pro libovolné h € R. Pro K = max {K’, K"} dostdvame tvrzeni lemmatu.
O

Véta 15 (Centralni limitnf véta). (Stepdn, 1987, 1V.3.1)

Necht pro kazdé n € N je k, € N. Ndhodné veliciny X, € Ly (Qn, An, Py)
necht jsou nezamsle pro k = 1,... k,,n € N a maji nulovou stredni hodnotu.
Oznacéme s Zk LvarX, . Necht dadle plati

ko, X0\ 2
V6>027111_>IEO;E [( Sn’ ) ]IUXST‘X]] =

Potom

k
n Xn
S, = Sh=1 2k 47 N(0,1).

Sn

Dukaz. K ovéreni konvergence v distribuci dokdzeme, ze

Vfe CFR): Ef <ﬁ> =X Ef(2).

Definujme nejprve ndhodné veliciny 7, x ~ N (0, var X,, ) na (2, A, P,) pro
vsechnan € N;k =1,... k,, tak, ze X;,1,..., Xo ko Zn1s Znk, jSOU nezavislé pro
kazdé n.

Na intervalu [0,1] s borelovskou o-algebrou a Lebegovou mirou lze definovat
veli¢inu s normélnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a libovolnym roz-
ptylem. Pokud by na nékterém (£2,,.4,, P,,) nebylo mozné definovat pozadované
nezavislé velic¢iny, vezmeme sou¢inovy prostor (€2,,.4,) x ([0,1], B([0,1])) a defi-
nujeme na ném pravdépodobnostni miru P takovou, ze P[A x [0,z)] = xP,(A)

17



pro libovolnou A € A, a x € [0,1]. Na tomto prostoru muzeme definovat X,
a Zp1 nezévislé. Opakovanim tohoto postupu méame vsechny Z,, .

Polozme
k—1 kn
Dup = Xnit Y Zni1 <k<kyneN,
=1 i=k+1

kde X, 0= Zpp,+1 =0. Prol <k <k, —1,n € N plati

k kn
Dn,k + Xn,k - Z Xn,i + Z Zn,i - Dn,k+1 + Zn,k—l—l
=1 i=k+1

Dn,kzn + Xn,kn Sn
Sn Sn

. [tz Dpai4Z . . s . gy
a ndhodna veli¢ina % ma normované normalni rozdéleni pro kazdé n € N.

Staci tedy ovérit konverngenci

D X nsoo Doy + Zn
erch(R):Ef<—"”“"+ "’k")—>Ef( . ’1).

n STL

Méjme libovolnou f € C;°R. Plati

D X D Z.
Fn ::f ( nvkn _'_ n,kn> _ f ( n,1 + n,l)

Sn Sn

=f (M) —f (Dn,kn—l + Xn,kn—1>

Sn Sn

DTZ —+X7‘L - -Dn —+Xn n—
+f( kn—1 in 1)_f( kn—2 k 2>+“.

Sn Sn

Lf (Dn,?);_Xn,S) _ (Dn,2 + Xn,?)

n Sn

D, + X, Dy + 2,
+f< ,28 ’2)—f( ,18 ,1>'

Nyni pouzijeme dokdzané rovnosti Dy, + Xy x = Dy k1 + Zn et ©

kn
Fn _ Z |:f (Dn,k’:Xn,k) _f (Dn,k;—Zn,k)]

k=1

pro kazdé n € N.
Pristoupime k odhadu stfednich hodnot:

Ef (Dn,kn;_Xn,kn) _ Ef (Dn,l + Zn,l)’

n Sn
kn
<X
k=1

E |:f (Dn,k +Xn,k) B f (Dn,kz +Zn,k>:| ‘ .

Z nezavisloti X,, i, Z, 1, plyne nezavislost D,, j, X, , Zn 1 @ mame

E |:f/ (Dn,k) <Xn,k B Zn,k):| _ Ef/ (Dn,k> (EXn,k N EZn,k) —0
Sn Sn, Sn Sn Sn Sn,

18
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[ (22) (R (Z2)7)

D, varX, . varX,
o " s ko , _
-er () () o

Tedy pokracujeme v upravach:

kn 27
Dn,k + Xn,k / Dn,k Xn,k 1 " Dn,k ka
SZE[J”(T)‘J”(S”)(%)W‘ ) e
k=1 J
kn 2
Dn,k + Zn,k / Dn,k Zn,k: 1 " Dn,k Zn,k:
+ZE[f( Sn >_f<8n)(8n>_§f Sn Sn
k=1
k k
= X = Z
< Eg ( n,k) + Eg < n,k’) :
Sn Sn
k=1 k=1

kde funkce g je jako v predchozim lemmatu.

Nynf pro dané € € (0,1) je
Yo () =Sk o (Gt ] oo () e

kn, X, . 2 kn, X, . 3
<Y BIK |2 Inx, . 1|+ Y E|K([—22) Ipx,
> | () |+ 20 1 ()
pro K piislusici k funkci g z Lemmatu [14]
Plati

Xn,k

Sn

Sel(

Xk 3 kn 3
UL P <KSN'E Ty x,
) U’zx\«}] 2 [ [m»se]]

coz spolu s Feller - Lindebergovou podminkou implikuje

k
. - Xn,k o
#gg%(%)—Q

Stejné tak ndhodné velic¢iny Z,, j spliuji Feller - Lindebergovu podminku:

kn, 2 kn
§ : Zn,k 1 1 3
£ E < s, ) ]IUanrzk ‘>e}] S g kg - ES_nE|Zn 'I’l
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kn

1 E|Z|3 X 1/2 kn D%
= —3 Z (Vaan7k>3/2 E‘Z|3 S L max (Var n,k) var - nk
€Sy k=1 € 1<k<k, Sn p 2
CBIZE | (K)o

€  1<k<knp Sp,

pro kazdé e > 0, kde Z ~ N(0,1), protoze plati

X,
o] <2 ST

n

kn X2
<f 3 e[S =50

2

k=1 n
tedy i
1/2
varX,, i N
max VAIXnk) T nos
1<k<kn Sp,

Stejnym postupem jako pro velic¢iny X, ; zjistime, Ze i

Dohromady tedy méame

kn kn
JLIEO’EJC (%) ~Ef (z)‘ <3 Eg (?ink) 3 By (ank> g
" k=1 n n

k=1

pro kazdou f € C¢°(R) a tedy *g—: 4 7~ N(0,1).
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Kapitola 3

Dukaz pomoci konvergence
momentu

V této kapitole najdeme postacujici podminky pro posloupnost nahodnych
veli¢in, které zajisti, ze jeji limitni momenty jsou shodné s momenty normalniho
rozdéleni a tudiz konverguje k normalnimu rozdéleni i v distribuci. Dulezitou roli
pii tom bude hrét Hellyho véta (Véta [19). Kallenberg| (1997) nabizi ve cvicenf
Exercise 11 na strané 78 souvislost konvergence momentu a konvergence v distri-
buci. Tuto myslenku dokazujeme castecné ve Véte [17] a Dusledku [18]

3.1 Distribu¢ni funkce, tésnost a stejnomeérna
integrovatelnost

Véta 16 (O vlastnostech distribuéni funkee). (Stépdm, 1987, 1.6.13) Redind
funkce F' je distribucni funkci nahodné veliciny, prdve tehdy, kdyZ je neklesajict,
zprava spojitd a plati

lim F(z)=1, lim F(x)=0.

r——+00 T—r—00

Diikaz. Necht nejprve je X ndhodnd velicina a Fy je jeji distribuéni funkce.
7 vlastnosti pravdépodobnostni miry se ihned dokazi pozadované vlastnosti.

Naopak pro funkci F' spliujici vSechny podminky definujeme X jako identické
zobrazeni na realnych ¢islech a miru P jako

P[(—o00,z)] := F(z).

Potom P je pravdépodobnostni mira na redlnych ¢islech a X je ndhodna velicina
s pozadovanou distribu¢ni funkei.

]

Definice 6 (Tésna posloupnost ndhodnych veli¢in). (Kallenberg, |1997, str. 43)
Rekneme, Ze posloupnost ndhodnyjch velicin {X,}, oy je tésnd, jestliZe plati

lim sup P [|.X,,| > r] = 0.

=00 neN

21



Definice 7 (Stejnomérné integrovatelnd posloupnost). (Kallenberg, |1997, str. 44)
Posloupnost ndhodnyjch velicin {X,}, .y je stejnomérné integrovatelnd, jestliZe
plati

lim SupE (|Xn“[[\Xn\>r]) =0.
N

=00 ne

Véta 17 (Stejnomérnd integrovatelnost a tésnost). Necht {X,},cy jsou ne-
degenerované ndhodné veliciny se vsemi momenty koneénymi, pro néz existuji
ar € R,k € N takové, Ze

lim EXF = ay,.
n—oo
Potom pro kaZdé k € N je posloupnost {X,’j}neN stejnomérné integrovatelnd

a {Xn},en Je tésnd.

Diukaz. Méjme pevné r > 0 a k € R. Posloupnost {EX%’“}%N ma limitu aqg, tedy
je omezend, 0 < EX2* < my, pro néjaké kladné moy. Pro kazdé n € N pak plati

. X2k
E (1%, Mxgp>n) = E (‘ﬁ

prechodem k supremu dostavame, ze {X,’f}n o J€ stejnomérné integrovatelnd.
Obdobné je

M2k r—oo
anmm) =—-—0

Xyzl mo r—oco
PIXn| > 7] = Eljx, 5 = E <ﬁﬂ[><n>r]> S =30

a {Xp},ey je tésnd.
[

Diisledek 18. Necht { X0} en Je posloupnost nedegenerovanyjch ndhodnyjch velicin
se vsemi momenty koneénymi a necht momenty konvergugi, tj.

Vk € N: lim EXF =q, e R

n—o0

Necht ddle X,, konverguji v distribuci k ndhodné veliciné X . Pak X md viechny
momenty koneéné a plati EX* = ay,.

Dukaz. Pro prirozend i, j definujme pomocné funkce

1 () :={

', o] <,

které jsou spojité a omezené.

Ovéfime nejprve, ze X mé vSechny momenty koneéné. Necht pro i € N je
EX? = co. Mdme EX? = lim; o, Ef]@’) (X), tedy existuje jo € N takové, ze pro
kazdé j > jo je E f]@i) (X) > 2ay;. Ze stejnomérné integrovatelnosti X najdeme
J1 > jo takové, ze

a2; a2;

i i i (29)
EXY — B (X xa )| < 57 = B —Ef7(XG)| < 5
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pro kazdé prirozené n, resp. k. Potom je

a9;
> >0,

EfP(X) ~ EfE (X)) > 5

coz je spor s konvergenci X, v distribuci k X a tedy X mé& omezené momenty.
Nyni pro e > 0,7 € N je

EX'—a;| < [EX'— Eff)

)|+ [E£7 00 —E£0 (00
+ |EX}1 — ai’ <e€

+ ‘Efj“ X,) — EX!

pro dostacné velké n z konvergence momentu a konvergence v distribuci, a j stej-
nomérné integrovatelnosti a jiz dokazané konecnosti momentu nadhodné veli¢iny
X.

O

V pripadé konvergentnich mometnu tedy zname momenty limity v distribuci.
Nasledujici véta se naopak zabyva existenci takové limity.

Veéta 19 (Hellyho véta). (Kallenberg, 1997, Theorem 4.19)
Necht posloupnost ndhodngjch velicin {X,}, o je tésnd. Potom existuje jeji
podposlopnost, kterd konverguje v distribuci.

Diikaz. Pro zjednoduseni zépisu ozna¢me F; = F;.

Nejprve ukazeme, ze existuje funkce @ a podposloupnost {X,,, }, .y takova, ze
pro kazdé raciondlni ¢ je F},, (¢) — Q(q). Postupujeme diagonaliza¢nim schématem:

Méjme {¢;};oy Posloupnost vsech raciondlnich ¢isel. Pro i = 1 je posloup-
nost {F (QI)}neN jisté omezena, lze tedy Vybrat jeji konvergent{ podposloupnost
{Fl (@1 }k y- Fro ¢ =2 je posloupnost {Fl (g2 }k N OPét omezend a lze tedy
Vybrat jeji konvergentni podposloupnost {FQ(k Q2 a indukeci pokracujeme
déle pro vsechna 1.

Pro kazdé k € N nyni polozme ny := k(k), tj. k-ty index definujeme jako
k-ty index z k-té podposloupnosti. Potom ziejmé pro libovolné ¢ je posloup-
nost {Fnk (¢i)} wen Podposloupnost {F ) (@i }keN a ma4 tedy stejnou limitu, kterou
oznacime Q(gq;).

Nyni pomoci Véty [16| dokédzeme, Zze funkce F' definovana jako

F(z):=inf{Q(r):r € Q,r > z}.

je distribucni funkci néjaké nahodné veliciny.
Méjme z,y € R,y > x. Potom

F(y) =inf{Q(r) :r € Q,r >y} >inf{Q(r) : r € Q,r > 2} = F(x)

a tedy F' je neklesajici.
Déle pro pevné x € R a € > 0 lze najit ¢ € Q,q > = tak, ze

F(z) <Q(q) < F(z) +e

Potom ale pro kazdé y € (z, q) plati

)} ke

F(x) < F(y) < F(z)+e¢
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z monotonie F' a F' je spojita zprava.
Pro limity mame

lim F(z)= lim inf{Q(r):r € Q,r >z}

T—r—00 r—r—00
= lim inf{lim Fnk(r):re(@,r>x}20,
IT—>—00 k—o00

protoze F,, > 0,k € N. Obdobné je lim, o F(z) < 1. Pro dané € > 0 najdeme
z tésnosti r > 0,ny € N takové, ze

VneNn>ng: P[|X,,|>71] <e

Potom pro ¢ < —r,n > ng plati F,,(¢) < €, odkud plyne lim, , ., F(z) < e.
Podobné lim, ., F'(z) > 1 — €. Odtud jiz vidime, Ze
xl_l}_noo F(z) = O,xl_lgloo F(z) =1.

a F je tedy distribu¢ni funkce.

Nyni dokazeme, ze F),, (x) — F(x),k — oo pro kazdé x bod spojitosti funkce
F a tedy X, konverguji v distribuci k ndhodné veli¢iné s distribuéni funkei F
podle Véty [13]

Je-li x bod spojitosti F' a € > 0, najdeme z definice F' raciondlni ¢islo ¢ > =
tak, aby |F(z) — Q(q))| < €/7. Déle z definice () najdeme ny € N takové, ze pro
kazdé n > ng je |Q(q) — Fy,(q)| < €/7. Potom

2¢

F(@) ~ Fuyla)] < 1F () = Q)| +1Q(0) — F(a)l < 5

Ze spojitosti F' v z najdeme y < x takové, ze |F(z)—F(y)| < €/7. K nému pak
najdeme p € Q,y < p < x. Jisté je |F(y) — Q(p)| < ¢/7. K p najdeme z definice
Q) ¢islo ny € N takové, ze pro kazdé n > ny je |Q(p) — F, (p)| < €/T.

Pro n > max {ng, n; } mame

|y (%) = Foy (@)] < [ Fy () — Fri(9)]
5%

< [Fui(p) = Q)| + Q) = Fy)| + [F(y) = F(2)] + |F(x) = Fa ()] < —

Opét pro n > max {ng, n;} celkem dostavame
[

Poznamka. Hellyho véta je specialni ptipad obecnéjsi Prochorovovy véty pro
realné nahodné veli¢iny. Uvadime ji, protoze je postacujici pro dukaz centralni
limitni véty a jeji dukaz je zalozen na elementarnich prostiedcich.

3.2 Konvergence momentu
Dokazeme vzorec pro momenty normalniho rozdéleni a ukazeme, ze urcita

ttida posloupnosti ndhodnych veli¢in ma limity momenttu stejné. Dale ukazeme,
ze momenty norméalntho rozdéleni jednoznacné definuji nahodnou veli¢inu.
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Véta 20 (Tvar n-tého momentu normovaného normalniho rozdéleni). (Vzorec
viz |Stépan, (1987, 11.6.15)

Necht Z ~ N(0,1),k € N. Potom EZ?*~' =0 a EZ? = 28,

Diukaz. Vypocéitame nejprve stfedni hodnotu Z:

<1 22
EZ = re zdx =0,
\/—oo V2T

’E

protoze xe~ 7 je lichd funkce. Dale je

1 227 R | 22
o 24 ___[ —7} / S dr = 1.
/ \/%“ Shy; e L N -l

Pro libovolné k € N k > 2 je

R PR B PR
/ \/ﬁxe x \/%x e . ( )

= (k—1EZ"2.

7 nulové stfedni hodnoty dostavame indukci nulové vsechny liché momenty;,
z jednotkového rozptylu a pravé dokézaného vzorce indukei mame pozadované
¢islo 1 pro sudé momenty. [l

Véta 21 (Jednozna¢nost nahodné veli¢iny s momenty norménliho rozdéleni).
(Kallenberg, (1997, Theorem 4.3)

Necht ndhodnd velicina X md vsechny momenty shodné s ndhodnou veli¢inou
Z ~ N(0,1). Potom Fx = Fy.

Diikaz. Ukazeme, ze momenty normalniho rozdéleni jednoznacné definuji charak-
teristickou funkci. Je

stejné jako ve Véte

Chceme dokézat, ze Ef(X) = Ef(Z) pro kazdou f € C,(R). K tomu lze
pouzit zjednoduseny postup pomoci Fejérovy véty (Vétald) jako v dukazu Véty
a charakteristickd funkce definuje jednoznacné rozdéleni nahodné veliciny. O]

Véta 22. Necht {X,},cy je posloupnost nezdvislijch ndhodnijch velicin s nulovou
stredni hodnotou, jednotkovym rozptylem a necht plati

Vk e NIC, > 0Vn € N: Cy > |EX].
Necht ddle Z ~ N(0,1). Pak



Dikaz. Nejprve pocitejme stredni hodnotu, tj. k=1 :

DD R WS (RS
E( i >_\/N;EXn_O.

Déle pro k =2 je

2 N N N
SN X, 1 1 )
El&=—] =— EX, X, = — EX; =1
(BA) vy V2
z nezavislosti X,,.

Pro k > 3 je opét z nezavislosti

P AN -
k
E ( ) - Y N E[[ExN
N (k1,eeskn ) E[O,. KN n=1
Snn kn=k
kde sc¢itame pres vSechny pripustné usporadané N-tice.

Rozdélme tento soucet podle poctu nenulovych mocnin v zdvérecném soucinu
prot € {1,...,k}. Oznacme s¢itanec s ¢ nenulovymi prvky S;. Potom je predchozi
vyraz roven souctu vsech S;. Pro libovolné ¢ je

t

_k
SsNTE ) >, 116w
{il,...,it}c{l,.‘.,N} (kil""’kit) =1
Zf:1 ki =k
k¢l>0

kde nejprve vybereme t¢-tici ndhodnych veli¢in (prvni suma), kterym pfifadime
v8echny piipustné kombinace mocnin (druhd suma). Pokud déle oznacime K
pocet moznosti, jak vybrat t-tici ¢isel kq, ..., k; vétsich nez nula, jejichz soucet je

k, muzeme odhadovat
t
N
|S:| < K (max Cj) N_g( )
j=1..k t
Prot < % jde tento odhad k nule pro N — oo, protoze na N zavisi pouze

kE_1
)

pro liché k, resp.

pro sudé k.

Je-li t > g, pak jisté existuje alespon jedno k; = 1 a diky nulovym stfednim
hodnotdam je cely sou¢in nulovy. Odtud vydime, ze pro liché k je limita vzdy
nulova. Pro k sudé zbyva spocitat limitu S ke Vytadime-li vSechny moznosti, kde
se vyskytuje k; = 1, které jsou vSechny nulové, dostdvame, ze vSechny mocniny
jsou rovny dvéma (k; = 2). Diky nezdvislosti a tomu, Ze pro kazdé i je EX? = 1
dostavame

N —2\ (2 NU K |
; E)\2)\ 2 2 (N — 5yl ks "kl

coz je podle pozadovany vzorec podle Véty [20] [
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3.3 Centralni limitni véta, dikaz treti

Snadnou kombinaci predchozich tvrzeni jiz dokdzeme centralni limitni vétu
v nasledujicim tvaru se silnéjsimi predpoklady nez v predchozich kapitolach.

Véta 23 (Centralni limitni véta pro ndhodné velic¢iny s koneénymi momenty).
Necht {X,,},,cy je posloupnost nezdvisljch ndhodngjch velicin s nulovou stredni
hodnotou a jednotkovym rozptylem a necht plati

Yk e N3C, >0Vi € N: C, > |[EXF|.

Potom

N
Xn
5, = 2=t g (o)
VN
pro N — o0.
Poznamka. PoZadované vlastnosti md napriklad posloupnost nezavislych stejné
rozdelenych ndhodnyjch velicin s konecnymi momenty.

Diikaz. 7 Véty [22| vime, Ze lim,, o, ES* = EZ* pro kazdé piirozené k, tedy i pro
kazdou podposloupnost {Snj }jeN jsou limity momenty normalniho rozdéleni.

Z Veéty (17 mame, ze posloupnost {S,}, .y je tésnd, tedy podle Hellyho véty
(Véta existuje podposloupnost konvergujici v distribuci. Tato podposloupnost
potom podle Dusledku a Veéty konverguje k ndhodné veli¢iné s momenty
shodnymi s normovanym normalnim rozdélenim. Konecné podle Véty tato
podposloupnost konverguje v distribuci k Z.

Popsany postup muzeme zopakovat s libovolnou podposloupnosti {Sn]. }j N
tedy z kazdé podposloupnosti 1ze vybrat podposloupnost konvegujici v distribuci
k Z a tedy {S,},cy konverguje k Z.

Kdyby {5 },,cy nekonvergovala k Z v distribuci, existovala by podposloupnost
{Snj }jeN takova, ze

[Ef(Sn,) —Ef(X)] > e

pro kazdé k. Z této podposloupnosti ale nelze vybrat podposloupnost konvergujici
k Z distribuci, coz je spor s uvedenym postupem.

[]
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Zaver

V prvnich dvou kapitoldch se ndm podafilo dokédzat centralni limitni vétu
s Feller - Lindebergovou podminkou elementarnimi metodami.

Druhy dukaz uvadime pro jeho zajimavost v nahrazovani jednotlivych nahod-
nych veli¢in ndhodnymi velicinami s normélnim rozdélenim, i kvuli charakterizaci
konvergence v distribuci uzite¢né v tomto i v poslednim dukazu. Tato metoda
je také zajimava tim, ze narozdil od bézné uvadénych dukazu vubec nepouziva
charakteristické funkce.

V prvnim dukazu jsme vidéli, ze konvergence charakteristickych funkei spolu
s Fejérovou vétou je uz dostacujici pro konvergenci v distribuci. Dukaz je potom
piimocary a myslenka aproximace omezenych funkci trigonometrickymi polynomy
je narocna pouze technicky.

Pokud se ale pokusime misto Fejérovy véty pouzit vétu Weierstrassovu, tj.
misto aproximace omezenych funkci omezenymi trigonometrickymi polynomy
pouzijeme neomezené polynomy (na R), zjistime, ze pravé neomezené rostouct
mocniny situaci komplikuji. Pro veliciny X, ; z centralni limitni véty ve znéni
s Feller - Lindebergovou podminkou potom ani nemuseji vyssi momenty, a tedy
i stfedni hodnoty z polynomi, existovat. Musime se tedy smitit s vysledkem
slabsim, tak jak je prezentovan ve treti kapitole.

Otazkou zustava, zda dikaz centrdlni limitni véty ve Feller - Lindebergoveé
tvaru pomoci konvergence momentu mozny neni, nebo se nam jej pouze ne-
podarilo nalézt.
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Seznam pouzitého znaceni

pravdépodobnostni prostor

prostor L,

prirozend, racionalni, realnd a komplexni ¢isla
komplexni jednotka

uzavieny interval a, b

otevieny interval a, b

dolni cela ¢ast cisla a

borelovska o-algebra na A

mnozina vSech spojitych funkci na R

mnozina funkci s omezenymi derivacemi vSech radu na R
indikdtor mnoziny A

indikator jevu W

nahodna veli¢ina

pravdépodobnostni mira indukovand nahodnou veli¢inou X
charakteristickd funkce ndhodné veliciny X
distribuéni funkce nahodné veliciny X

sttedni hodnota ndhodné veliciny X

rozptyl ndhodné veliciny X

P, konverguji slabé k P

X, konverguji v distribuci k X

nahodna veli¢ina Z s normalnim rozdélenim se stredni
hodnotou p a rozptylem o
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