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Úvod

Centrálńı limitńı věta, kterou budeme v tomto textu dokazovat, patř́ı mezi
klasické a slavné výsledky matematické statistiky a je zásadńı pro mnohé sta-
tistické metody. Předmětem centrálńı limitńı věty je tvrzeńı, že vhodně normo-
vaný součet nezávislých náhodných veličin konverguje v distribuci k normálńımu
rozděleńı. Zde se pokuśıme toto tvrzeńı dokázat třemi r̊uznými př́ıstupy, pokaždé
se ale budeme držet

”
elementárńıch“ metod.

V prvńı kapitole sledujeme postup použitý při přednáškách Teorie pravděpo-
dobnosti I pomoćı charakteristických funkćı. Ukážeme ale, že neńı nutné se od-
kazovat na Prochorovovu větu, která vyžaduje složitěǰśı aparát, ale mı́sto ńı
použijeme větu Fejérovu a aproximaci trigonometrickými polynomy.

Druhá kapitola se zabývá d̊ukazem uvedeným v knize Teorie pravděpodobnosti
(Štěpán, 1987), který využ́ıvá výhodněǰśı charakterizace konvergence v distribuci
spoč́ıvaj́ıćı v konvergenci integrál̊u funkćı s omezenými derivacemi všech řád̊u.
Hlavńı myšlenka je pak nahrazovat jednotlivé sč́ıtance normálně rozdělenými
veličinami. V tomto textu se budeme věnovat i d̊ukazu některých krok̊u, které
autor vynechává jako cvičeńı.

Aproximace trigonometrickými polynomy z prvńı části vyvolává otázku, zda
je možné použ́ıt i mocniny, a tedy konvergence moment̊u náhodných veličin. Sou-
vislost́ı mezi konvergenćı v distribuci a konvergenćı moment̊u se zabývá třet́ı
kapitola, ve které pomoćı konvergence moment̊u a Hellyho věty ukážeme slabš́ı
verzi centrálńı limitńı věty.

Z d̊uvodu úplnosti uvád́ıme i u dobře známých vět d̊ukazy, které lze běžně
naj́ıt v literatuře. Laskavý čtenář může tyto d̊ukazy přeskočit, aniž by t́ım ovlivnil
porozuměńı celému textu.
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Kapitola 1

Důkaz pomoćı konvergence
trigonometrických polynomů

V prvńı kapitole si ukážeme d̊ukaz pomoćı charakteristických funkćı podle
přednášek Teorie pravděpodobnosti I, avšak mı́sto Prochorovovy věty (viz Štěpán,
1987, III.3.3) využijeme věty Fejérovy (Věta 4) a konvergence trigonometrických
polynomů.

1.1 Konvergence charakteristických funkćı

Nejprve zavedeme několik základńıch pojmů.

Definice 1 (Náhodná veličina, indukovaná mı́ra). (Štěpán, 1987, I.3)
Náhodnou veličinou budeme v tomto textu rozumět reálnou náhodnou veličinu,

tj. měřitelné zobrazeńı z pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A, P ) do prostoru reál-
ných č́ısel opatřených borelovskou σ-algebrou (znač́ıme (R,B(R))).

Pravděpodobnostńı mı́rou PX na reálných č́ıslech budeme rozumět mı́ru indu-
kovanou náhodnou veličinou X, tj.

PX [M ] := P [X ∈M ] = P [ω : X(ω) ∈M ], M ⊂ R.

Definice 2 (Prostor Ln). (Štěpán, 1987, II.6)
Necht’ č́ıslo n je přirozené. Množinu všech náhodných veličin X z pravděpodob-

nostńıho prostoru (Ω,A, P ) takových, že∫ ∞
−∞
|x|ndPX(x) <∞

znač́ıme Ln (Ω,A, P ) .

Definice 3 (Charakteristická funkce). (Štěpán, 1987, II.7.5)
Necht’ X je náhodná veličina. Komplexńı funkci

P̂X(t) := EeitX =

∫ ∞
−∞

eitxdPX(x), t ∈ R

nazveme charakteristickou funkćı náhodné veličiny X.

Pro právě zavedené charakteristické funkce budeme potřebovat následuj́ıćı
vlastnost.
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Věta 1 (Derivace charakteristické funkce). (Štěpán, 1987, II.7.9)
Necht’ X ∈ Ln (Ω,A, P ) je náhodná veličina, n ∈ N. Pak existuj́ı všude na R

spojité omezné derivace funkce P̂X do řádu n a plat́ı

P̂
(k)
X (t) = ikE

[
XkeitX

]
, t ∈ R, k = 1, . . . , n.

D̊ukaz. Je X ∈ L1 (Ω,A, P ). Dále |XeitX | = |X|. Z věty o integrovatelné majo-
rantě je funkce

P̂ ′X(t) = iEeitX , t ∈ R

omezená č́ıslem E|X| a spojitá. Tvrzeńı nyńı plyne indukćı.

Lemma 2. Necht’ pro každé přirozené n je {an,k}knk=1 posloupnost komplexńıch
č́ısel, kn ∈ N. Dále necht’

lim
n→∞

kn∑
k=1

an,k = a ∈ C, lim sup
n→∞

kn∑
k=1

|an,k| <∞, lim sup
n→∞

kn∑
k=1

|an,k|2 = 0.

Potom

lim
n→∞

kn∏
k=1

(1 + an,k) = ea.

D̊ukaz. Nejprve indukćı dokážeme následuj́ıćı tvrzeńı:
Necht’ pro l ∈ N jsou i = 1 . . . l, yi ∈ C, zi ∈ C. Potom plat́ı∣∣∣∣∣

l∏
i=1

yi −
l∏

i=1

zi

∣∣∣∣∣ ≤
l∑

i=1

∣∣∣∣∣
( i−1∏

j=1

yj

)
(yi − zi)

( l∏
j=i+1

zj

)∣∣∣∣∣ ,
kde součin přes prázdnou množinu je roven jedné.

Pro l = 2 dostaneme tvrzeńı ihned z trojúhelńıkové nerovnosti. Pro libovolné
l ∈ N je z př́ıpadu pro l = 2 a z indukčńıho předpokladu∣∣∣∣∣

l∏
i=1

yi −
l∏

i=1

zi

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
( l−1∏

i=1

yi −
l−1∏
i=1

zi

)
zl

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
( l−1∏

i=1

yi

)
(yl − zl)

∣∣∣∣∣
≤

(
l−1∑
i=1

∣∣∣∣( i−1∏
j=1

yj

)
(yi − zi)

( l−1∏
j=i+1

zj

)∣∣∣∣
)
|zl|+

∣∣∣∣∣
( l−1∏

i=1

yi

)
(yl − zl)

∣∣∣∣∣
=

l∑
i=1

∣∣∣∣∣
( i−1∏

j=1

yj

)
(yi − zi)

( l∏
j=i+1

zj

)∣∣∣∣∣ .
Nyńı přistouṕıme k d̊ukazu lemmatu. Pomoćı právě dokázaného tvrzeńı a roz-

voje ean,k =
∑∞

j=0
aj

j!
odhaneme následuj́ıćı výraz:

R :=

∣∣∣∣∣
kn∏
k=1

(1 + an,k)− e
∑kn
k=1 an,k

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
kn∏
k=1

(1 + an,k)−
kn∏
k=1

ean,k

∣∣∣∣∣
≤

kn∑
k=1

∣∣∣∣∣
( k−1∏

l=1

(1 + |an,l|)
)( ∞∑

i=2

ain,k
i!

)( kn∏
l=k+1

ean,l
)∣∣∣∣∣ .
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Využijeme toho, že pro každé x > 0 je 1 + x < ex:

R ≤
kn∑
k=1

∣∣∣∣∣
( k−1∏

l=1

e|an,l|
)(

a2n,k
2
ean,k

)( kn∏
l=k+1

ean,l
)∣∣∣∣∣

≤ 1

2

(
kn∑
k=1

|an,k|2
)(

e
∑kn
k=1|an,k|

)
n→∞−→ 0,

protože z předpoklad̊u lemmatu v́ıme, že limn→∞
∑kn

k=1 |an,k|
2 = 0 a dále

e
∑kn
k=1|an,k| ≤ elim supn→∞

∑kn
k=1|an,k| <∞.

Právě dokázané lemma je sice pouze
”
technické“, jeho d̊uležitost ale ukáže

následuj́ıćı věta.

Věta 3 (Konvergence charakteristických funkćı). Necht’ pro každé n ∈ N je
kn ∈ N. Náhodné veličiny Xn,k ∈ L2 (Ωn,An, Pn) necht’ jsou nezávislé pro k =
1, . . . , kn, n ∈ N, maj́ı nulovou středńı hodnotu a zároveň plat́ı

lim
n→∞

kn∑
k=1

varXn,k = 1,

∀ε > 0 : lim
n→∞

kn∑
k=1

EX2
n,kI[|Xn,k|>ε] = 0,

kde druhé podmı́nce ř́ıkáme Feller - Lindebergova. Potom

P̂∑kn
k=1Xn,k

(t)
n→∞−→ P̂Z (t) = e−

t2

2 , t ∈ R,

kde Z je náhodná veličina s normovaným normálńım rozděleńım (viz Anděl, 1985,
II.6).

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že P̂Z (t) = e−
t2

2 :

P̂Z (t) = EeitZ =
e−

t2

2

√
2π

∫ ∞
−∞

e−
1
2
(x−it)2dx =

e−
t2

2

√
2π

∫ ∞
−∞

e−
1
2
z2dz = e−

t2

2 ,

kde jsme použili substituci z = x − it. (Kompletńı d̊ukaz viz Štěpán, 1987, str.
160, II.7.17 c)

Uprav́ıme nyńı charakteristickou funkci součtu Xn,k:

P̂∑kn
k=1Xn,k

(t) = Eeit
∑kn
k=1Xn,k =

kn∏
k=1

EeitXn,k =
kn∏
k=1

P̂Xn,k .

Každá Xn,k ∈ L2 (Ωn,An, Pn), podle Věty 1 o derivaci charakteristické funkce
tedy existuj́ı dvě spojité derivace, tud́ıž pro t ∈ R existuj́ı Φn,k a Θn,k takové, že
|Φn,k| < |t| a |Θn,k| < |t| a plat́ı

P̂Xn,k (t) = P̂Xn,k (0) + tP̂ ′Xn,k (0) +
t2

2

(
ReP̂ ′′Xn,k (Φn,k) + iImP̂ ′′Xn,k (Θn,k)

)
= 1− t2

2
E
[
X2
n,k

(
cos (Φn,kXn,k) + i sin (Θn,kXn,k)

)]
.

5



Pro t ∈ R definujme

an,k(t) := −t
2

2
E
[
X2
n,k

(
cos (Φn,kXn,k) + i sin (Θn,kXn,k)

)]
.

Potom

P̂∑kn
k=1Xn,k

(t) =
kn∏
k=1

(1 + an,k(t)) .

Ukážeme, že posloupnost {an,k(t)}knk=1 splňuje podmı́nky z Lemmatu 2:

kn∑
k=1

|an,k(t)| ≤
kn∑
k=1

∣∣∣∣t22 E
[
X2
n,k (1 + i)

]∣∣∣∣ ≤ t2
kn∑
k=1

varXn,k,

odkud dostáváme prvńı podmı́nku:

lim sup
n→∞

kn∑
k=1

|an,k(t)| <∞.

Zvolme ε > 0. Pro dostatečně velké n je

|an,k(t)| ≤ t2

(
E

[
X2
n,kI[|Xn,k|> √ε√2t

]]+ E

[
X2
n,kI[|Xn,k|≤ √ε√2t

]])

≤ t2
kn∑
l=1

E

[
X2
n,lI[|Xn,l|> √ε√2t

]]+ t2
ε

2t2
< ε,

odkud

lim
n→∞

kn∑
k=1

|an,k(t)|2 ≤ lim
n→∞

sup
k=1,...,n

|an,k(t)|
kn∑
k=1

|an,k(t)| = 0,

č́ımž je splněna druhá podmı́nka.
Zbývá dokázat, že limn→∞

∑kn
k=1 an,k(t) = − t2

2
:∣∣∣∣an,k(t) +

t2

2
varXn,k

∣∣∣∣ ≤ t2

2
E
[
X2
n,k

∣∣1− cos (Φn,kXn,k)− i sin (Θn,kXn,k)
∣∣]

≤ 3t2

2
E
[
X2
n,kI[|Xn,k|>ξ]

]
+
t2

2
E
[
X2
n,kI[|Xn,k|≤ξ]

] (
1− cos (|t| ξ) + sin (|t| ξ)

)
pro libovolné ξ > 0, ξ < π

2|t| . K danému ε > 0 najdeme ξ takové, že
(
1−cos (|t| ξ)+

sin (|t| ξ)
)
< ε. Pro dostatečně velké n máme∣∣∣∣∣

kn∑
k=1

an,k(t) +
t2

2

kn∑
k=1

varXn,k

∣∣∣∣∣ ≤
kn∑
k=1

∣∣∣∣an,k(t) +
t2

2
varXn,k

∣∣∣∣
≤ 3t2

2

kn∑
k=1

E
[
X2
n,kI[|Xn,k|>ξ]

]
+
t2

2

kn∑
k=1

varXn,k

(
1− cos (|t| ξ) + sin (|t| ξ)

)
< ε.
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Celkem tedy dostáváme pro každé t ∈ R, že

lim
n→∞

kn∑
k=1

an,k(t) = −t
2

2

a z Lemmatu 2 plyne

P̂∑kn
k=1Xn,k

(t) =
kn∏
k=1

(1 + an,k(t))
n→∞−→ e−

t2

2 , ∀t ∈ R.

Vid́ıme tedy, že charakteristické funkce náhodných veličin splňuj́ıćıch Feller -
Lindebergovu podmı́nku konverguj́ı k charakteristické funkci normálńıho rozděleńı.
V následuj́ıćım odd́ıle ukážeme, že d́ıky aproximaci trigonometrickými polynomy
již konverguj́ı náhodné veličiny i v distribuci (Věta 7).

1.2 Konvergence v distribuci a konvergence cha-

rakteristických funkćı

Definice 4 (Slabá konvergence, konvergence v distribuci). (Štěpán, 1987, II.3 a
II.4) Řekneme, že posloupnost pravděpodobnostńıch měr {Pn}∞n=1 na B(R) kon-
verguje slabě k pravděpodobnostńı mı́ře P na B(R), jestlǐze

∀f ∈ Cb (R) :

∫ ∞
−∞

fdPn
n→∞−→

∫ ∞
−∞

fdP,

kde Cb (R) je množina všech spojitých omezených funkćı na R. Ṕı̌seme Pn
w→ P .

Řekneme, že posloupnost náhodných veličin {Xn}∞n=1 , Xi definovaná na pros-
toru (Ωi,Ai, Pi), i ∈ N konverguje v distribuci k náhodné veličině X definované
na (Ω,A, P ), jestlǐze posloupnost indukovaných měr {PXn}

∞
n=1 konverguje slabě

k indukované mı́ře PX na B(R), tj.

∀f ∈ Cb (R) : Ef(Xn)
n→∞−→ Ef(X).

Znač́ıme Xn
d→ X.

Věta 4 (Fejérova věta). (Jarńık, 1955, Věta 191 II.)
Necht’ f ∈ Cb(R) je 2π - periodická funkce, a < b. sk(x) necht’ je součet

prvńıch k + 1 člen̊u Fourierovy řady funkce f v bodě x, tj.

sk =
k∑

j=−k

cje
ijx; cj =

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ijxdx.

Položme

σm(x) :=
1

m+ 1

m∑
k=0

sk(x).

Potom pro každé x ∈ [a,b] plat́ı

lim
m→∞

σm(x) = f(x).

Nav́ıc tato konvergence je stejnoměrná na [a,b].
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D̊ukaz. (Pro kompletńı d̊ukaz viz Jarńık, 1955, Věta 191 b), zde uvedeme jen
některé kroky.

Z definice sm(x) se nejprve ukáže, že

sm(x) =
1

2π

∫ x+π

x−π
f(v)

m∑
k=−m

eik(v−x)dv

=
1

π

∫ π
2

0

(
f(x+ 2t) + f(x− 2t)

)sin
(
(2m+ 1)t

)
sin t

dt.

Nav́ıc je
m∑
k=0

e(2k+1)it = eit
e(2m+2)it − 1

e2it
=
e(2m+2)it − 1

2i sin t

a z imaginárńı části máme

m∑
k=0

sin
(
(2k + 1)t

)
=

1− cos
(
(2m+ 2)t

)
2 sin t

=

[
sin
(
(m+ 1)t

)]2
sin t

.

Pro σm(x) pak dostáváme

σm(x) =
1

(m+ 1)π

∫ π
2

0

(
f(x+ 2t) + f(x− 2t)

)(sin
(
(m+ 1)t

)
sin t

)2

dt

a nav́ıc pro funkci g(x) = 1 je

1 =
2

(m+ 1)π

∫ π
2

0

(
sin
(
(m+ 1)t

)
sin t

)2

dt.

Pro δ ∈ (0, π
2
) je

σm(x)− f(x)

=
1

(m+ 1)π

∫ δ

0

(
f(x+ 2t) + f(x− 2t)− 2f(x)

)(sin
(
(m+ 1)t

)
sin t

)2

dt

+
1

(m+ 1)π

∫ π
2

δ

(
f(x+ 2t) + f(x− 2t)− 2f(x)

)(sin
(
(m+ 1)t

)
sin t

)2

dt

=: σm(x, δ) + τm(x, δ).

Z omezenosti a periodicity f dostaneme

|τm(x, δ)| ≤ 1

(m+ 1) sin2 δ

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(v)|dv +K

)
m→∞−→ 0.

Ze stejnoměrné spojitosti f na [0, 2π] najdeme takové δ, že pro t ∈ (0, δ) je
|f(x+2t)−f(x)| < ε a |f(x−2t)−f(x)| < ε pro x ∈ (0, 2π). Potom i |σm(x, δ)| < ε
pro každé m a tedy |σm(x)− f(x)| nezávisle na x.
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Věta 5 (Spojitost charakteristické funkce). (Štěpán, 1987, II.7.2. (6))
Charakteristická funkce libovolné náhodné veličiny X je stejnoměrně spojitá

na R.

D̊ukaz. Pro libovolné s, t ∈ R je∣∣P̂X(s+ t)− P̂X(s)
∣∣ =

∣∣Eei(s+t)X − EeisX
∣∣ ≤ E

∣∣eisX(eitX − 1)
∣∣ = E|eitX − 1|.

Stač́ı tedy ukázat spojitost v 0. Máme |eitx − 1| ≤ 2 integrovatelnou majorantu
(podle mı́ry PX) a podle Lebesgueovy věty je

lim
t→0

E|eitX − 1| = lim
t→0

∫ ∞
−∞
|eitx − 1|dPX(x) =

∫ ∞
−∞

lim
t→0
|eitx − 1|dPX(x) = 0.

Lemma 6. (Kallenberg, 1997, Lemma 4.1)
Pro náhodnou veličinu X a r > 0 plat́ı

P
[
|X| > r

]
≤ r

2

∫ 2
r

− 2
r

∣∣1− P̂X(t)
∣∣dt.

D̊ukaz.

r

2

∫ 2
r

− 2
r

∣∣1− P̂X(t)
∣∣dt =

r

2

∣∣∣∣∣
∫ 2

r

− 2
r

(
1−

∫ ∞
−∞

eitxdPX(x)

)
dt

∣∣∣∣∣
=
r

2

∣∣∣∣∣
∫ 2

r

− 2
r

∫ ∞
−∞

(1− cos tx− i sin tx) dPX(x)dt

∣∣∣∣∣
=
r

2

∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

∫ 2
r

− 2
r

(1− cos tx− i sin tx) dtdPX(x)

∣∣∣∣∣
= r

∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

[
t− sin tx

x

] 2
r

t=0

dPX(x)

∣∣∣∣∣ ≥ 2

∫
|x|>r

(
1−

sin 2x
r

2x
r

)
dPX(x)

≥ 2

∫
|x|>r

(
1− 1

2

)
dPX(x) = P

[
|X| > r

]
.

Věta 7. (Zněńı viz Kallenberg, 1997, Theorem 4.3)
Necht’ {Yn}∞n=1 je posloupnost náhodných veličin, jejichž charakteristické funkce

bodově konverguj́ı k charakteristické funkci náhodné veličiny W. Potom Yn kon-

verguj́ı k W i v distribuci, Yn
d→ W .

D̊ukaz. Dle Definice 2 chceme ukázat, že Ef(Yn) → Ef(W ) pro každou f ∈
Cb(R). Nejprve dokážeme tvrzeńı pro libovolný reálný trigonometrický polynom

g (x) =
a0
2

+
k∑
j=1

aj cos (jx) +
k∑
j=1

bj sin (jx) ,

9



kde k ∈ N, a0, aj, bj ∈ R, j = 1, . . . , k. Definujme nové koeficienty

cj :=

{
aj
2

+
bj
2i
, j = 0, . . . , k,

aj
2
− bj

2i
, j = −k, . . . ,−1.

Polynom g potom lze přepsat do tvaru

g (x) =
k∑

j=−k

cje
ijx, x ∈ R

a plat́ı pro něj

Eg (Yn) = E
k∑

j=−k

cje
ijYn =

k∑
j=−k

cjEe
ijYn

=
k∑

j=−k

cjP̂Yn (j)
n→∞−→

k∑
j=−k

cjP̂W (j) = Eg (W ) ,

kde jsme využili předpoklad o bodové konvergenci charakteristických funkćı.
Mějme nyńı libovolnou funkci f ∈ Cb (R) , ε > 0. Vı́me, že P̂W (0) = Ee0 = 1,

ze spojitosti charakteristické funkce P̂W (Věta 5) a z Lemmatu 6 najdeme r1 > 0
takové, že

P
[
|W | > r1

]
≤ r1

2

∫ 2
r1

− 2
r1

∣∣1− P̂W (t)
∣∣dt ≤ 2 sup

|s|≤ 2
r1

|1− P̂W (s)| < ε

9(supR |f |+ ε)
.

Z Lemmatu 6 odhadneme i pravděpodobnosti

lim sup
n→∞

P
[
|Yn| > r1

]
≤ r1

2
lim sup
n→∞

∫ 2
r1

− 2
r1

∣∣1− P̂Yn(t)
∣∣dt

=
r1
2

∫ 2
r1

− 2
r1

lim
n→∞

∣∣1− P̂Yn(t)
∣∣dt =

r1
2

∫ 2
r1

− 2
r1

∣∣1− P̂W (t)
∣∣dt < ε

9(supR |f |+ ε)
.

Najdeme tedy n1 ∈ N takové, že

∀n ∈ N, n > n1 : P
[
|Yn| > r1

]
<

2ε

9(supR |f |+ ε)
.

Definujme r0 := br1c+ 1. Pro každé n > n1 plat́ı∣∣∣∣∫
R\[−r0,r0]

f(y)dPYn(y)−
∫
R\[−r0,r0]

f(w)dPW (w)

∣∣∣∣
≤ sup

R
|f |
(
P [|Yn| > r1] + P [|W | > r1]

)
≤ 3ε

9
.

(1.1)

Definujme dále funkci f̄ předpisem

f̄ (x) := f (r0x) ;x ∈ [−1, 1].
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Na intervalech (−π,−1) a (1, π) spojitě dodefinujeme vždy lineárně tak, aby
f̄ (−π) = f̄ (π) = 0. Nav́ıc tuto funkci 2π - periodicky rozš́ı̌ŕıme na R.

Podle Fejérovy věty (Věta 4) poté najdeme reálný trigonometrický polynom

ḡ =
a0
2

+
k∑
j=1

aj cos (jx) +
k∑
j=1

bj sin (jx)

takový, že

sup
R

∣∣f̄ − ḡ∣∣ < ε

9
,

odkud plyne

sup
[−1,1]

∣∣f̄ − ḡ∣∣ < ε

9
.

Funkce g (x) := ḡ
(
r0
x

)
je také reálný trigonometrický polynom a plat́ı

sup
[−r0,r0]

|f − g| = sup
[−1,1]

∣∣f̄ − ḡ∣∣ < ε

9
,

sup
R
|g| = sup

[−r0,r0]
|g| ≤ sup

R
|f |+ ε.

Odtud a z trojúhelńıkové nerovnosti plyne pro každé přirozené n∣∣∣∣∫
[−r0,r0]

f(y)dPYn(y)−
∫
[−r0,r0]

g(y)dPYn(y)

∣∣∣∣
≤
∫
[−r0,r0]

|f(y)− g(y)| dPYn(y) ≤ sup
[−r0,r0]

|f − g| < ε

9
.

(1.2)

Obdobně ∣∣∣∣∫
[−r0,r0]

f(w)dPW (w)−
∫
[−r0,r0]

g(w)dPW (w)

∣∣∣∣ < ε

9
. (1.3)

K funkci g najdeme z prvńı části d̊ukazu n2 ∈ N takové, že

∀n ∈ N, n > n2 : |Eg (Yn)− Eg (W )| < ε

9
.

Pak pro n ∈ N, n > max {n1, n2} je∣∣∣∣∫
[−r0,r0]

g(y)dPYn(y)−
∫
[−r0,r0]

g(w)dPW (w)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

R
g(y)dPYn(y)−

∫
R
g(w)dPW (w)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
R\[−r0,r0]

g(y)dPYn(y)−
∫
R\[−r0,r0]

g(w)dPW (w)

∣∣∣∣
≤ ε

9
+ sup

R
|g| (P [|Yn| > r0] + P [|W | > r0])

≤ ε

9
+

(
sup
R
|f |+ ε

)
3ε

9 (supR |f |+ ε)
<

4ε

9
.

(1.4)

Nyńı již odhadujme pomoćı (1.1), (1.2), (1.3) a (1.4) následuj́ı rozd́ıl pro
n > max {n1, n2}:
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|Ef(Yn)− Ef(W )| =
∣∣∣∣∫

R
f(y)dPYn(y)−

∫
R
f(w)dPW (w)

∣∣∣∣
≤ 3ε

9
+

∣∣∣∣∫
[−r0,r0]

f(y)dPYn(y)−
∫
[−r0,r0]

f(w)dPW (w)

∣∣∣∣
≤ 3ε

9
+

∣∣∣∣∫
[−r0,r0]

f(y)dPYn(y)−
∫
[−r0,r0]

g(y)dPYn(y)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
[−r0,r0]

g(y)dPYn(y)−
∫
[−r0,r0]

g(w)dPW (w)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
[−r0,r0]

g(w)dPW (w)−
∫
[−r0,r0]

f(w)dPW (w)

∣∣∣∣ < ε,

tedy Ef(Yn)→ Ef(W ) pro každou f omezenou spojitou funkci.

Nyńı již snadno dokážeme centrálńı limitńı větu.

1.3 Centrálńı limitńı věta, d̊ukaz prvńı

Věta 8 (Centrálńı limitńı věta s Feller - Lindebergovou podmı́nkou). (Zněńı
např. Štěpán, 1987, IV.3.1) Necht’ pro každé n ∈ N je kn ∈ N. Náhodné veličiny
Xn,k ∈ L2 (Ωn,An, Pn) necht’ jsou nezávislé pro k = 1, . . . , kn, n ∈ N a maj́ı

nulovou středńı hodnotu. Označme s2n :=
∑kn

k=1 varXn,k. Necht’ dále plat́ı

∀ε > 0 : lim
n→∞

kn∑
k=1

E

[(
Xn,k

sn

)2

I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣>ε]
]

= 0.

Potom

Sn =

∑kn
k=1Xn,k

sn

d→ Z ∼ N (0,1).

D̊ukaz. Definujme nové náhodné veličiny Yn,k :=
Xn,k
sn
, n ∈ N, k = 1, . . . kn. Potom

Yn,k ∈ L2 (Ωn,An, Pn) jsou nezávislé pro k = 1, . . . , kn, n ∈ N a maj́ı nulovou
středńı hodnotu. Dále

lim
n→∞

kn∑
k=1

varYn,k = lim
n→∞

kn∑
k=1

var
Xn,k

sn
= lim

n→∞

∑kn
k=1 varXn,k

s2n
= 1

a

∀ε > 0 : lim
n→∞

kn∑
k=1

E
[
Y 2
n,kI[|Yn,k|>ε]

]
= lim

n→∞

kn∑
k=1

E

[(
Xn,k

sn

)2

I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣>ε]
]

= 0.

Náhodné veličiny Yn,k tedy splňuj́ı podmı́nky Věty 3 a plat́ı pro ně

P̂Sn(t) = P̂∑kn
k=1

Xn,k
sn

(t) = P̂∑kn
k=1 Yn,k

(t)
n→∞−→ P̂Z(t), t ∈ R.

Podle Věty 7 potom Sn konverguj́ı v distribuci k Z ∼ N (0,1).
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Kapitola 2

Důkaz pomoćı funkćı se
spojitými omezenými derivacemi
všech řád̊u

Ukážeme, že konvergence v distribuci je ekvivalentńı s konvergenćı středńıch
hodnot pro funkce se všemi omezenými spojitými derivacemi (Věta 13), od-
kud následně centrálńı limitńı větu dokážeme. Tento postup je popsán v Teorii
pravděpodobnosti (Štěpán, 1987). Zde dokážeme i některá tvrzeńı a kroky, které
jsou v knize uvedeny jako cvičeńı bez d̊ukazu (Lemma 9, Věta 10), nebo jsou
považovány za zřejmé.

2.1 Charakterizace konvergence v distribuci

Uvedeme nejdř́ıv řešeńı pomocného tvrzeńı (viz Štěpán, 1987, Cvičeńı III.4.15).

Lemma 9. Mějme funkci φ definovanou jako

φ(t) =


0; t ≤ 0,

1; t ≥ 1,

C
∫ t
0
e−[(1−s)s]

−1
ds; t ∈ (0,1),

kde

C−1 =

∫ 1

0

e−[(1−s)s]
−1

ds.

Potom funkce φ a ρ(t) = φ(1 − t) nálež́ı do množiny funkćı se všemi spojitými
omezenými derivacemi na R (znač́ıme C∞b (R)) a plat́ı

ρ(t) =

{
0; t ≥ 1,

1; t ≤ 0,

ρ(t) ∈ [0,1]; t ∈ R.

D̊ukaz. Zřejmě je φ ∈ Cb(R). Dále φ′(t) = 0; t ∈ R\[0,1] a

φ′(t) = Ce−[(1−t)t]
−1

; t ∈ (0,1).
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Nav́ıc
lim
t→0+

φ′(t) = lim
t→1−

φ′(t) = 0,

tedy φ ∈ C1
b (R). Z daľśıch derivaćı již snadno plyne, že φ ∈ C∞b (R). Funkce ρ je

zřejmě také prvkem C∞b (R) a vyhovuje daným požadavk̊um.

Uvedeme ještě definici distribučńı funkce a jej́ı bezprostředńı vlastnost.

Definice 5 (Distribučńı funkce náhodné veličiny). (Štěpán, 1987, I.6.10)
Distribuč́ı funkćı náhodné veličiny X budeme rozumět reálnou funkci FX ta-

kovou, že

FX(x) := P [X < x] = PX
[
(−∞, x)

]
, x ∈ R.

Věta 10. (Štěpán, 1987, I.6.10) Distribučńı funkce náhodné veličiny X má nejvýše
spočetně bod̊u nespojitosti.

D̊ukaz. Mějme x ∈ R bod nespojitosti funkce FX , potom P [X = x] > 0. Defi-
nujme A množinu všech bod̊u nespojitosti funkce FX a přepokládejme, že A je
nespočetná. Pro každé n ∈ N definujme dále množiny

Mn :=

{
x ∈ A : P [X = x] >

1

n

}
Máme ∑

x∈A

P [X = x] ≤ 1,

odkud plyne, že všechny množiny Mn jsou konečné. Pak ale z

A =
⋃
n∈N

Mn,

je množina A spočetným sjednoceńım konečných množin, tedy A je spočetná, což
je spor s předpokladem nespočentě mnoha bod̊u nespojitosti.

Následuj́ıćı tři věty jsou jako tvrzeńı III.4.7 a III.4.8 v knize (Štěpán, 1987).

Věta 11. Pro náhodné veličiny {Xn}n∈N , X plat́ı, že pokud pro každou funkci
f ∈ C∞b (R) je

lim
n→∞

Ef(Xn) = Ef(X),

potom
lim
n→∞

FXn(x) = FX(x)

pro každé x, které je bodem spojitosti distribučńı funkce FX náhodné veličiny X.

D̊ukaz. Mějme x ∈ R bod spojitosti funkce FX a funkci ρ ∈ C∞b (R) z Lemmatu
9. Pro u > 0 definujeme funkci ρu ∈ C∞b (R) předpisem ρu(t) = ρ(ut). Potom pro
každé y ∈ R, u > 0 je zřejmě

I(−∞,x)(y) ≤ ρu(y − x) ≤ I(−∞,x+u−1)(y),
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I(−∞,x)(y) ≥ ρu(y − x+ u−1) ≥ I(−∞,x−u−1)(y).

Odtud plyne

lim sup
n→∞

FXn(x) = lim sup
n→∞

PXn [(−∞, x)] ≤ lim
n→∞

∫ ∞
−∞

ρu(y − x)dPXn(y)

=

∫ ∞
−∞

ρu(y − x)dPX(y) ≤ PX [(−∞, x+ u−1)] = FX(x+ u−1)

a

lim inf
n→∞

FXn(x) = lim inf
n→∞

PXn [(−∞,x)] ≥ lim
n→∞

∫ ∞
−∞

ρu(y − x+ u−1)dPXn(y)

=

∫ ∞
−∞

ρu(y − x+ u−1)dPX(y) ≥ PX [(−∞, x− u−1)] = FX(x− u−1).

Přechodem u→∞ dostáváme

lim
n→∞

FXn(x) = lim sup
n→∞

FXn(x) = lim inf
n→∞

FXn(x) = FX(x).

Věta 12. Necht’ {Xn}n∈N , X jsou náhodné veličiny, pro které je

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x)

pro každé x ∈ R, které je bodem spojitosti FX . Potom Xn konverguj́ı k X v dis-
tribuci.

D̊ukaz. Mějme funkci f ∈ Cb(R) a ε > 0. X je reálná náhodná veličina, tedy
existuj́ı â, b̂ ∈ R tak, že PX

[
[â, b̂]

]
≥ 1− 2ε

6 supR |f |
. Z Lemmatu 9 existuj́ı a < â, b > b̂

body spojitosti FX , pro které tedy plat́ı PX
[
[a, b]

]
≥ 1− 2ε

6 supR |f |
. Nav́ıc

PX
[
[a,b]

]
= FX(b)− FX(a) = lim

n→∞
{FXn(b)− FXn(a)} = lim

n→∞
PXn

[
[a,b)

]
,

tedy existuje n0 ∈ N takové, že

∀n ∈ N, n > n0 : PXn
[
[a,b)

]
≥ 1− ε

6 supR |f |
,

odkud plyne

PXn
[
R\(a,b]

]
≤ ε

6 supR |f |
, PX

[
R\(a,b]

]
≤ 2ε

6 supR |f |

a tedy ∣∣∣∣∫
R\(a,b]

fdPXn −
∫
R\(a,b]

fdPX

∣∣∣∣ ≤ 3 sup
R
|f | ε

6 supR |f |
≤ 3ε

6

Dále f je na interalu [a,b] stejnoměrné spojitá, tedy

∃δ > 0∀x,y ∈ [a,b] : |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

6
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Pro děleńı {xi}ki=1 ; a = x1 < x2 < · · · < xk = b s normou menš́ı, než δ a pro
libovolnou pravděpodobnostńı mı́ru ν na R plat́ı∣∣∣∣∣

∫
[a,b)

fdν −
k−1∑
i=1

f(xi)ν
[
[xi,xi+1)

]∣∣∣∣∣ ≤ ε

6

k−1∑
i=1

ν
[
[xi,xi+1)

]
≤ ε

6
.

Odtud a z trojúhelńıkové nerovnosti plyne∣∣∣∣∫
[a,b)

fdPXn −
∫
[a,b)

fdPX

∣∣∣∣ ≤ 2ε

6
+

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=1

f(xi)
(
PXn

[
[xi, xi+1)

]
− PX

[
[xi, xi+1)

])∣∣∣∣∣
≤ 2ε

6
+

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=1

f(xi)
(
FXn(xi)− FX(xi)

)∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
k∑
i=2

f(xi)
(
FXn(xi)− FX(xi)

)∣∣∣∣∣ .
Pro děleńı, kde xi jsou body spojitosti FX pro každé i, a pro n > n1, kde n1

je dostatčně velké, máme z předpoklad̊u věty∣∣∣∣∫
[a,b)

fdPXn −
∫
[a,b)

fdPX

∣∣∣∣ ≤ 3ε

6

Celkem dostáváme pro n > max {n0, n1}∣∣∣∣∫
R
fdPXn −

∫
R
fdPX

∣∣∣∣ ≤ ε

a tedy Xn
d→ X.

Z právě dokázaných vět snadno plyne následuj́ıćı charakterizace konvergence
v distribuci.

Věta 13. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

a) Xn
d→ X

b) ∀f ∈ C∞b (R) : Ef(Xn)→ Ef(X)
c) FXn(x)→ FX(x) pro každé x ∈ R bod spojitosti FX .

D̊ukaz. Plyne ihned z předchoźıch dvou vět a z C∞b (R) ⊂ Cb(R).

2.2 Centrálńı limitńı věta, d̊ukaz druhý

Nyńı již můžeme přistoupit k samotnému d̊ukazu, jehož myšlenka je velmi ele-
gantńı. Nahrazujeme postupně veličiny Xn,k veličinami s normálńım rozděleńım.
Nejprve ukážeme pomocné lemma.

Lemma 14. (Štěpán, 1987, Lemma IV.3.2)
Bud’ f ∈ C∞b (R). Pro h ∈ R položme

g(h) = sup
x∈R

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h− f ′′(x)
h2

2

∣∣∣∣ = sup
x∈R
|G(x,h)| .

Potom g je borelovsky měřitelná a existuje K > 0 takové, že

∀h ∈ R : g(h) ≤ K min
{∣∣h2∣∣ , ∣∣h3∣∣} .
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D̊ukaz. Plat́ı

[g < a] =
⋃
x∈Q

{h : |G(x,h)| > a} ∈ B(R); a ∈ R,

protože G je spojitá při pevném h a měřitelná při pevném x. Odtud je g měřitelná.
Dále dle Taylorova rozvoje funkce f je

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ f ′′(θ)
h2

2

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ f ′′(x)
h2

2
+ f ′′′(φ)

h3

6

pro x,h ∈ R, θ, φ ∈ (x− h, x+ h).
Protože f ′′ je omezená, K ′ > supx∈R |f ′′(x)|, plyne z prvńıho rozvoje

g(h) = sup
x∈R

∣∣∣∣f(x) + f ′(x)h+ f ′′(x)
h2

2
− f(x)− f ′(x)h− f ′′(x)

h2

2

∣∣∣∣ ≤ K ′h2,

obdobně ze druhého rozvoje, K ′′ > supx∈R |f ′′′(x)|, je

g(h) ≤ K ′′h3

pro libovolné h ∈ R. Pro K = max {K ′, K ′′} dostáváme tvrzeńı lemmatu.

Věta 15 (Centrálńı limitńı věta). (Štěpán, 1987, IV.3.1)
Necht’ pro každé n ∈ N je kn ∈ N. Náhodné veličiny Xn,k ∈ L2 (Ωn,An, Pn)

necht’ jsou nezávislé pro k = 1, . . . , kn, n ∈ N a maj́ı nulovou středńı hodnotu.
Označme s2n :=

∑kn
k=1 varXn,k. Necht’ dále plat́ı

∀ε > 0 : lim
n→∞

kn∑
k=1

E

[(
Xn,k

sn

)2

I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣>ε]
]

= 0.

Potom

Sn =

∑kn
k=1Xn,k

sn

d→ Z ∼ N (0,1).

D̊ukaz. K ověřeńı konvergence v distribuci dokážeme, že

∀f ∈ C∞b (R) : Ef

(
Sn
sn

)
n→∞−→ Ef(Z).

Definujme nejprve náhodné veličiny Zn,k ∼ N (0, varXn,k) na (Ωn,An, Pn) pro
všechna n ∈ N; k = 1, . . . , kn, tak, že Xn,1, . . . , Xn,kn , Zn,1, Zn,kn jsou nezávislé pro
každé n.

Na intervalu [0,1] s borelovskou σ-algebrou a Lebegovou mı́rou lze definovat
veličinu s normálńım rozděleńım s nulovou středńı hodnotou a libovolným roz-
ptylem. Pokud by na některém (Ωn,An, Pn) nebylo možné definovat požadované
nezávislé veličiny, vezmeme součinový prostor (Ωn,An) × ([0,1],B([0,1])) a defi-
nujeme na něm pravděpodobnostńı mı́ru P̄ takovou, že P̄ [A × [0, x)] = xPn(A)
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pro libovolnou A ∈ An a x ∈ [0,1]. Na tomto prostoru můžeme definovat Xn,k

a Zn,1 nezávislé. Opakováńım tohoto postupu máme všechny Zn,k.
Položme

Dn,k =
k−1∑
i=1

Xn,i +
kn∑

i=k+1

Zn,i; 1 ≤ k ≤ kn, n ∈ N,

kde Xn,0 = Zn,kn+1 = 0. Pro 1 ≤ k ≤ kn − 1, n ∈ N plat́ı

Dn,k +Xn,k =
k∑
i=1

Xn,i +
kn∑

i=k+1

Zn,i = Dn,k+1 + Zn,k+1

a
Dn,kn +Xn,kn

sn
=
Sn
sn

a náhodná veličina Dn,1+Zn,1
sn

má normované normálńı rozděleńı pro každé n ∈ N.
Stač́ı tedy ověřit konvergenci

∀f ∈ C∞b (R) : Ef

(
Dn,kn +Xn,kn

sn

)
n→∞−→ Ef

(
Dn,1 + Zn,1

sn

)
.

Mějme libovolnou f ∈ C∞b R. Plat́ı

Fn :=f

(
Dn,kn +Xn,kn

sn

)
− f

(
Dn,1 + Zn,1

sn

)
=f

(
Dn,kn +Xn,kn

sn

)
− f

(
Dn,kn−1 +Xn,kn−1

sn

)
+f

(
Dn,kn−1 +Xn,kn−1

sn

)
− f

(
Dn,kn−2 +Xn,kn−2

sn

)
+ . . .

+f

(
Dn,3 +Xn,3

sn

)
− f

(
Dn,2 +Xn,2

sn

)
+f

(
Dn,2 +Xn,2

sn

)
− f

(
Dn,1 + Zn,1

sn

)
.

Nyńı použijeme dokázané rovnosti Dn,k +Xn,k = Dn,k+1 + Zn,k+1 :

Fn =
kn∑
k=1

[
f

(
Dn,k +Xn,k

sn

)
− f

(
Dn,k + Zn,k

sn

)]
pro každé n ∈ N.

Přistouṕıme k odhadu středńıch hodnot:

R :=

∣∣∣∣Ef (Dn,kn +Xn,kn

sn

)
− Ef

(
Dn,1 + Zn,1

sn

)∣∣∣∣
≤

kn∑
k=1

∣∣∣∣E [f (Dn,k +Xn,k

sn

)
− f

(
Dn,k + Zn,k

sn

)]∣∣∣∣ .
Z nezávisloti Xn,k, Zn,k plyne nezávislost Dn,k, Xn,k, Zn,k a máme

E

[
f ′
(
Dn,k

sn

)(
Xn,k

sn
− Zn,k

sn

)]
= Ef ′

(
Dn,k

sn

)(
E
Xn,k

sn
− E

Zn,k
sn

)
= 0
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a

E

[
f ′′
(
Dn,k

sn

){(
Xn,k

sn

)2

−
(
Zn,k
sn

)2
}]

= Ef ′′
(
Dn,k

sn

)(
varXn,k

s2n
− varXn,k

s2n

)
= 0.

Tedy pokračujeme v úpravách:

R ≤
kn∑
k=1

∣∣∣∣∣E
[
f

(
Dn,k +Xn,k

sn

)
− f

(
Dn,k + Zn,k

sn

)

− f ′
(
Dn,k

sn

)(
Xn,k

sn
− Zn,k

sn

)
− 1

2
f ′′
(
Dn,k

sn

){(
Xn,k

sn

)2

−
(
Zn,k
sn

)2
}]∣∣∣∣∣

≤
kn∑
k=1

∣∣∣∣∣E
[
f

(
Dn,k +Xn,k

sn

)
− f ′

(
Dn,k

sn

)(
Xn,k

sn

)
− 1

2
f ′′
(
Dn,k

sn

)(
Xn,k

sn

)2
]∣∣∣∣∣

+
kn∑
k=1

∣∣∣∣∣E
[
f

(
Dn,k + Zn,k

sn

)
− f ′

(
Dn,k

sn

)(
Zn,k
sn

)
− 1

2
f ′′
(
Dn,k

sn

)(
Zn,k
sn

)2
]∣∣∣∣∣

≤
kn∑
k=1

Eg

(
Xn,k

sn

)
+

kn∑
k=1

Eg

(
Zn,k
sn

)
,

kde funkce g je jako v předchoźım lemmatu.
Nyńı pro dané ε ∈ (0,1) je

kn∑
k=1

Eg

(
Xn,k

sn

)
=

kn∑
k=1

E

[
g

(
Xn,k

sn

)
I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣>ε]
]

+
kn∑
k=1

E

[
g

(
Xn,k

sn

)
I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣≤ε]
]

≤
kn∑
k=1

E

[
K

(
Xn,k

sn

)2

I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣>ε]
]

+
kn∑
k=1

E

[
K

(
Xn,k

sn

)3

I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣≤ε]
]

pro K př́ısluš́ıćı k funkci g z Lemmatu 14.
Plat́ı

kn∑
k=1

E

[
K

(
Xn,k

sn

)3

I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣≤ε]
]
≤ K

kn∑
k=1

E

[∣∣∣∣Xn,k

sn

∣∣∣∣3 I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣≤ε]
]

≤ Kε

s2n

kn∑
k=1

E |Xn,k|2 ≤ Kε,

což spolu s Feller - Lindebergovou podmı́nkou implikuje

lim
n→∞

kn∑
k=1

Eg

(
Xn,k

sn

)
= 0.

Stejně tak náhodné veličiny Zn,k splňuj́ı Feller - Lindebergovu podmı́nku:

kn∑
k=1

E

[(
Zn,k
sn

)2

I[∣∣∣Zn,ksn

∣∣∣>ε]
]
≤ 1

s2n

kn∑
k=1

1

εsn
E|Zn,r|3
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=
1

εs3n

kn∑
k=1

(varXn,k)
3/2 E|Z|3 ≤ E|Z|3

ε
max

1≤k≤kn

(varXn,k)
1/2

sn

kn∑
k=1

varXn,k

s2n

≤ E|Z|3

ε
max

1≤k≤kn

(varXn,k)
1/2

sn

n→∞−→ 0

pro každé ε > 0, kde Z ∼ N (0,1), protože plat́ı

varXn,k

s2n
= E

[
X2
n,k

s2n
I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣≤ε]
]

+ E

[
X2
n,k

s2n
I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣>ε]
]

≤ ε2 +
kn∑
k=1

E

[
X2
n,k

s2n
I[∣∣∣Xn,ksn

∣∣∣>ε]
]
n→∞−→ 0,

tedy i

max
1≤k≤kn

(varXn,k)
1/2

sn

n→∞−→ 0.

Stejným postupem jako pro veličiny Xn,k zjist́ıme, že i

lim
n→∞

kn∑
k=1

Eg

(
Zn,k
sn

)
= 0.

Dohromady tedy máme

lim
n→∞

∣∣∣∣Ef (Snsn
)
− Ef (Z)

∣∣∣∣ ≤ kn∑
k=1

Eg

(
Xn,k

sn

)
+

kn∑
k=1

Eg

(
Zn,k
sn

)
= 0

pro každou f ∈ C∞b (R) a tedy Sn
sn

d→ Z ∼ N (0,1).
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Kapitola 3

Důkaz pomoćı konvergence
moment̊u

V této kapitole najdeme postačuj́ıćı podmı́nky pro posloupnost náhodných
veličin, které zajist́ı, že jej́ı limitńı momenty jsou shodné s momenty normálńıho
rozděleńı a tud́ıž konverguje k normálńımu rozděleńı i v distribuci. Důležitou roli
při tom bude hrát Hellyho věta (Věta 19). Kallenberg (1997) nab́ıźı ve cvičeńı
Exercise 11 na straně 78 souvislost konvergence moment̊u a konvergence v distri-
buci. Tuto myšlenku dokazujeme částečně ve Větě 17 a Důsledku 18.

3.1 Distribučńı funkce, těsnost a stejnoměrná

integrovatelnost

Věta 16 (O vlastnostech distribučńı funkce). (Štěpán, 1987, I.6.13) Reálná
funkce F je distribučńı funkćı náhodné veličiny, právě tehdy, když je neklesaj́ıćı,
zprava spojitá a plat́ı

lim
x→+∞

F (x) = 1, lim
x→−∞

F (x) = 0.

D̊ukaz. Necht’ nejprve je X náhodná veličina a FX je jej́ı distribučńı funkce.
Z vlastnost́ı pravděpodobnostńı mı́ry se ihned dokáž́ı požadované vlastnosti.

Naopak pro funkci F splňuj́ıćı všechny podmı́nky definujeme X jako identické
zobrazeńı na reálných č́ıslech a mı́ru P jako

P [(−∞, x)] := F (x).

Potom P je pravděpodobnostńı mı́ra na reálných č́ıslech a X je náhodná veličina
s požadovanou distribučńı funkćı.

Definice 6 (Těsná posloupnost náhodných veličin). (Kallenberg, 1997, str. 43)
Řekneme, že posloupnost náhodných veličin {Xn}n∈N je těsná, jestlǐze plat́ı

lim
r→∞

sup
n∈N

P [|Xn| > r] = 0.
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Definice 7 (Stejnoměrně integrovatelná posloupnost). (Kallenberg, 1997, str. 44)
Posloupnost náhodných veličin {Xn}n∈N je stejnoměrně integrovatelná, jestlǐze
plat́ı

lim
r→∞

sup
n∈N

E
(
|Xn|I[|Xn|>r]

)
= 0.

Věta 17 (Stejnoměrná integrovatelnost a těsnost). Necht’ {Xn}n∈N jsou ne-
degenerované náhodné veličiny se všemi momenty konečnými, pro něž existuj́ı
ak ∈ R, k ∈ N takové, že

lim
n→∞

EXk
n = ak.

Potom pro každé k ∈ N je posloupnost
{
Xk
n

}
n∈N stejnoměrně integrovatelná

a {Xn}n∈N je těsná.

D̊ukaz. Mějme pevné r > 0 a k ∈ R. Posloupnost
{

EX2k
n

}
n∈N má limitu a2k, tedy

je omezená, 0 < EX2k
n ≤ m2k pro nějaké kladné m2k. Pro každé n ∈ N pak plat́ı

E
(
|Xk

n|I[|Xk
n|>r]

)
= E

(∣∣∣∣X2k
n

Xk
n

∣∣∣∣ I[|Xk
n|>r]

)
≤ m2k

r

r→∞−→ 0,

přechodem k supremu dostáváme, že
{
Xk
n

}
n∈N je stejnoměrně integrovatelná.

Obdobně je

P [|Xn| > r] = EI[|Xn|>r] = E

(
X2
n

X2
n

I[|Xn|>r]
)
≤ m2

r2
r→∞−→ 0

a {Xn}n∈N je těsná.

Důsledek 18. Necht’ {Xn}n∈N je posloupnost nedegenerovaných náhodných veličin
se všemi momenty konečnými a necht’ momenty konverguj́ı, tj.

∀k ∈ N : lim
n→∞

EXk
n = ak ∈ R.

Necht’ dále Xn konverguj́ı v distribuci k náhodné veličině X. Pak X má všechny
momenty konečné a plat́ı EXk = ak.

D̊ukaz. Pro přirozená i, j definujme pomocné funkce

f
(i)
j (x) :=

{
ji, |x| > j;

xi, |x| ≤ j,

které jsou spojité a omezené.
Ověř́ıme nejprve, že X má všechny momenty konečné. Necht’ pro i ∈ N je

EX2i =∞. Máme EX2i = limj→∞ Ef
(2i)
j (X), tedy existuje j0 ∈ N takové, že pro

každé j > j0 je Ef
(2i)
j (X) > 2a2i. Ze stejnoměrné integrovatelnosti X2i

n najdeme
j1 > j0 takové, že∣∣EX2i

n − E
(
X2i
n I[|Xn|<j1]

)∣∣ < a2i
2

=⇒
∣∣∣EX2i

n − Ef
(2i)
j1

(Xn)
∣∣∣ < a2i

2
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pro každé přirozené n, resp. k. Potom je∣∣∣Ef (2i)
j1

(X)− Ef
(2i)
j1

(Xn)
∣∣∣ > a2i

2
> 0,

což je spor s konvergenćı Xn v distribuci k X a tedy X má omezené momenty.
Nyńı pro ε > 0, i ∈ N je∣∣EX i − ai

∣∣ ≤ ∣∣∣EX i − Ef
(i)
j (X)

∣∣∣+
∣∣∣Ef (i)

j (X)− Ef
(i)
j (Xn)

∣∣∣
+
∣∣∣Ef (i)

j (Xn)− EX i
n

∣∣∣+
∣∣EX i

n − ai
∣∣ < ε

pro dostačně velké n z konvergence moment̊u a konvergence v distribuci, a j stej-
noměrné integrovatelnosti a již dokázané konečnosti moment̊u náhodné veličiny
X.

V př́ıpadě konvergentńıch mometn̊u tedy známe momenty limity v distribuci.
Následuj́ıćı věta se naopak zabývá existenćı takové limity.

Věta 19 (Hellyho věta). (Kallenberg, 1997, Theorem 4.19)
Necht’ posloupnost náhodných veličin {Xn}n∈N je těsná. Potom existuje jej́ı

podposlopnost, která konverguje v distribuci.

D̊ukaz. Pro zjednodušeńı zápisu označme Fi = FXi .
Nejprve ukážeme, že existuje funkce Q a podposloupnost {Xnk}k∈N taková, že

pro každé racionálńı q je Fnk(q)→ Q(q). Postupujeme diagonalizačńım schématem:
Mějme {qi}i∈N posloupnost všech racionálńıch č́ısel. Pro i = 1 je posloup-

nost {Fn(q1)}n∈N jistě omezená, lze tedy vybrat jej́ı konvergent́ı podposloupnost{
F1(k)(q1)

}
k∈N. Pro i = 2 je posloupnost

{
F1(k)(q2)

}
k∈N opět omezená a lze tedy

vybrat jej́ı konvergentńı podposloupnost
{
F2(k)(q2)

}
k∈N a indukćı pokračujeme

dále pro všechna i.
Pro každé k ∈ N nyńı položme nk := k(k), tj. k-tý index definujeme jako

k-tý index z k-té podposloupnosti. Potom zřejmě pro libovolné i je posloup-
nost {Fnk(qi)}k∈N podposloupnost

{
Fi(k)(qi)

}
k∈N a má tedy stejnou limitu, kterou

označ́ıme Q(qi).
Nyńı pomoćı Věty 16 dokážeme, že funkce F definovaná jako

F (x) := inf {Q(r) : r ∈ Q, r > x} .

je distribučńı funkćı nějaké náhodné veličiny.
Mějme x, y ∈ R, y > x. Potom

F (y) = inf {Q(r) : r ∈ Q, r > y} ≥ inf {Q(r) : r ∈ Q, r > x} = F (x)

a tedy F je neklesaj́ıćı.
Dále pro pevné x ∈ R a ε > 0 lze naj́ıt q ∈ Q, q > x tak, že

F (x) ≤ Q(q) ≤ F (x) + ε.

Potom ale pro každé y ∈ (x, q) plat́ı

F (x) ≤ F (y) ≤ F (x) + ε
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z monotonie F a F je spojitá zprava.
Pro limity máme

lim
x→−∞

F (x) = lim
x→−∞

inf {Q(r) : r ∈ Q, r > x}

= lim
x→−∞

inf
{

lim
k→∞

Fnk(r) : r ∈ Q, r > x
}
≥ 0,

protože Fnk ≥ 0, k ∈ N. Obdobně je limx→+∞ F (x) ≤ 1. Pro dané ε > 0 najdeme
z těsnosti r > 0, n0 ∈ N takové, že

∀n ∈ N, n > n0 : P [|Xnk | > r] < ε.

Potom pro q < −r, n > n0 plat́ı Fnk(q) < ε, odkud plyne limx→−∞ F (x) < ε.
Podobně limx→∞ F (x) > 1− ε. Odtud již vid́ıme, že

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

a F je tedy distribučńı funkce.
Nyńı dokážeme, že Fnk(x)→ F (x), k →∞ pro každé x bod spojitosti funkce

F a tedy Xnk konverguj́ı v distribuci k náhodné veličině s distribučńı funkćı F
podle Věty 13.

Je-li x bod spojitosti F a ε > 0, najdeme z definice F racionálńı č́ıslo q > x
tak, aby |F (x)−Q(q))| < ε/7. Dále z definice Q najdeme n0 ∈ N takové, že pro
každé n > n0 je |Q(q)− Fnk(q)| < ε/7. Potom

|F (x)− Fnk(q)| ≤ |F (x)−Q(q)|+ |Q(q)− Fnk(q)| <
2ε

7
.

Ze spojitosti F v x najdeme y < x takové, že |F (x)−F (y)| < ε/7. K němu pak
najdeme p ∈ Q, y < p < x. Jistě je |F (y)− Q(p)| < ε/7. K p najdeme z definice
Q č́ıslo n1 ∈ N takové, že pro každé n > n1 je |Q(p)− Fnk(p)| < ε/7.

Pro n > max {n0, n1} máme

|Fnk(x)− Fnk(q)| ≤ |Fnk(p)− Fnk(q)|

≤ |Fnk(p)−Q(p)|+ |Q(p)− F (y)|+ |F (y)− F (x)|+ |F (x)− Fnk(q)| <
5ε

7
.

Opět pro n > max {n0, n1} celkem dostáváme

|F (x)− Fnk(x)| ≤ |F (x)− Fnk(q)|+ |Fnk(q)− Fnk(x)| < ε.

Poznámka. Hellyho věta je speciálńı př́ıpad obecněǰśı Prochorovovy věty pro
reálné náhodné veličiny. Uvád́ıme ji, protože je postačuj́ıćı pro d̊ukaz centrálńı
limitńı věty a jej́ı d̊ukaz je založen na elementárńıch prostředćıch.

3.2 Konvergence moment̊u

Dokážeme vzorec pro momenty normálńıho rozděleńı a ukážeme, že určitá
tř́ıda posloupnost́ı náhodných veličin má limity moment̊u stejné. Dále ukážeme,
že momenty normálńıho rozděleńı jednoznačně definuj́ı náhodnou veličinu.
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Věta 20 (Tvar n-tého momentu normovaného normálńıho rozděleńı). (Vzorec
viz Štěpán, 1987, II.6.15)

Necht’ Z ∼ N (0,1), k ∈ N. Potom EZ2k−1 = 0 a EZ2k = (2k)!
k!2k

.

D̊ukaz. Vypoč́ıtáme nejprve středńı hodnotu Z:

EZ =

∫ ∞
−∞

1√
2π
xe−

x2

2 dx = 0,

protože xe−
x2

2 je lichá funkce. Dále je

EZ2 =

∫ ∞
−∞

1√
2π
x2e−

x2

2 dx = − 1√
2π

[
xe−

x2

2

]∞
−∞

+

∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

x2

2 dx = 1.

Pro libovolné k ∈ N, k > 2 je

EZk =

∫ ∞
−∞

1√
2π
xke−

x2

2 dx = − 1√
2π

[
xk−1e−

x2

2

]∞
−∞

+ (k − 1)EZk−2

= (k − 1)EZk−2.

Z nulové středńı hodnoty dostáváme indukćı nulové všechny liché momenty,
z jednotkového rozptylu a právě dokázaného vzorce indukćı máme požadované
č́ıslo i pro sudé momenty.

Věta 21 (Jednoznačnost náhodné veličiny s momenty normánĺıho rozděleńı).
(Kallenberg, 1997, Theorem 4.3)

Necht’ náhodná veličina X má všechny momenty shodné s náhodnou veličinou
Z ∼ N (0,1). Potom FX = FZ.

D̊ukaz. Ukážeme, že momenty normálńıho rozděleńı jednoznačně definuj́ı charak-
teristickou funkci. Je

P̂X(t) = EeitX =

∫ ∞
−∞

∞∑
k=0

(itx)k

k!
dPX(x)

=
∞∑
k=0

(it)2k

(2k)!

(2k)!

k!2k
=
∞∑
k=0

(it)2k

k!2k
= e−

t2

2 = P̂Z(t)

stejně jako ve Větě 3.
Chceme dokázat, že Ef(X) = Ef(Z) pro každou f ∈ Cb(R). K tomu lze

použ́ıt zjednodušený postup pomoćı Fejérovy věty (Věta 4) jako v d̊ukazu Věty 7
a charakteristická funkce definuje jednoznačně rozděleńı náhodné veličiny.

Věta 22. Necht’ {Xn}n∈N je posloupnost nezávislých náhodných veličin s nulovou
středńı hodnotou, jednotkovým rozptylem a necht’ plat́ı

∀k ∈ N ∃Ck > 0 ∀n ∈ N : Ck ≥ |EXk
n|.

Necht’ dále Z ∼ N (0,1). Pak

lim
N→∞

E

(∑N
n=1Xn√
N

)k

= EZk.
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D̊ukaz. Nejprve poč́ıtejme středńı hodnotu, tj. k = 1 :

E

(∑N
n=1Xn√
N

)
=

1√
N

N∑
n=1

EXn = 0.

Dále pro k = 2 je

E

(∑N
n=1Xn√
N

)2

=
1

N

N∑
n=1

N∑
m=1

EXnXm =
1

N

N∑
n=1

EX2
n = 1

z nezávislosti Xn.
Pro k ≥ 3 je opět z nezávislosti

E

(∑N
n=1Xn√
N

)k

=
∑

(k1,...,kN )∈[0,...,k]N∑N
n=1 kn=k

N−
k
2

N∏
n=1

EXkn
n ,

kde sč́ıtáme přes všechny př́ıpustné uspořádané N -tice.
Rozdělme tento součet podle počtu nenulových mocnin v závěrečném součinu

pro t ∈ {1, . . . , k}. Označme sč́ıtanec s t nenulovými prvky St. Potom je předchoźı
výraz roven součtu všech St. Pro libovolné t je

|St| ≤ N−
k
2

∑
{i1,...,it}⊂{1,...,N}

∑
(ki1 ,...,kit )∑t
l=1 kit=k
kil>0

t∏
l=1

Ckl ,

kde nejprve vybereme t-tici náhodných veličin (prvńı suma), kterým přǐrad́ıme
všechny př́ıpustné kombinace mocnin (druhá suma). Pokud dále označ́ıme Kt

počet možnost́ı, jak vybrat t-tici č́ısel k1, . . . , kt větš́ıch než nula, jejichž součet je
k, můžeme odhadovat

|St| ≤ Kt

(
max
j=1...k

Cj

)t
N−

k
2

(
N

t

)
.

Pro t < k
2

jde tento odhad k nule pro N →∞, protože na N záviśı pouze

N−
k
2

(
n

t

)
≤ N

k
2
− 1

2

N
k
2

→ 0

pro liché k, resp.

N−
k
2

(
N

t

)
≤ N

k
2
−1

N
k
2

→ 0

pro sudé k.
Je-li t > k

2
, pak jistě existuje alespoň jedno ki = 1 a d́ıky nulovým středńım

hodnotám je celý součin nulový. Odtud vyd́ıme, že pro liché k je limita vždy
nulová. Pro k sudé zbývá spoč́ıtat limitu S k

2
. Vyřad́ıme-li všechny možnosti, kde

se vyskytuje ki = 1, které jsou všechny nulové, dostáváme, že všechny mocniny
jsou rovny dvěma (kl = 2). Dı́ky nezávislosti a tomu, že pro každé i je EX2

i = 1
dostáváme

S k
2

= N−
k
2

(
N
k
2

)(
k

2

)(
k − 2

2

)
. . .

(
2

2

)
= N−

k
2

N !

(N − k
2
)!

k!
k
2
!2

k
2

→ k!
k
2
!2

k
2

,

což je podle požadovaný vzorec podle Věty 20.
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3.3 Centrálńı limitńı věta, d̊ukaz třet́ı

Snadnou kombinaćı předchoźıch tvrzeńı již dokážeme centrálńı limitńı větu
v následuj́ıćım tvaru se silněǰśımi předpoklady než v předchoźıch kapitolách.

Věta 23 (Centrálńı limitńı věta pro náhodné veličiny s konečnými momenty).
Necht’ {Xn}n∈N je posloupnost nezávislých náhodných veličin s nulovou středńı
hodnotou a jednotkovým rozptylem a necht’ plat́ı

∀k ∈ N ∃Ck > 0 ∀i ∈ N : Ck ≥ |EXk
i |.

Potom

Sn :=

∑N
n=1Xn√
N

d→ Z ∼ N (0,1)

pro N →∞.
Poznámka. Požadované vlastnosti má např́ıklad posloupnost nezávislých stejně

rozdělených náhodných veličin s konečnými momenty.

D̊ukaz. Z Věty 22 v́ıme, že limn→∞ ESkn = EZk pro každé přirozené k, tedy i pro
každou podposloupnost

{
Snj
}
j∈N jsou limity momenty normálńıho rozděleńı.

Z Věty 17 máme, že posloupnost {Sn}n∈N je těsná, tedy podle Hellyho věty
(Věta 19) existuje podposloupnost konverguj́ıćı v distribuci. Tato podposloupnost
potom podle Důsledku 18 a Věty 22 konverguje k náhodné veličině s momenty
shodnými s normovaným normálńım rozděleńım. Konečně podle Věty 21 tato
podposloupnost konverguje v distribuci k Z.

Popsaný postup můžeme zopakovat s libovolnou podposloupnost́ı
{
Snj
}
j∈N,

tedy z každé podposloupnosti lze vybrat podposloupnost konveguj́ıćı v distribuci
k Z a tedy {Sn}n∈N konverguje k Z.

Kdyby {Sn}n∈N nekonvergovala k Z v distribuci, existovala by podposloupnost{
Snj
}
j∈N taková, že

|Ef(Snk)− Ef(X)| > ε

pro každé k. Z této podposloupnosti ale nelze vybrat podposloupnost konverguj́ıćı
k Z distribuci, což je spor s uvedeným postupem.
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Závěr

V prvńıch dvou kapitolách se nám podařilo dokázat centrálńı limitńı větu
s Feller - Lindebergovou podmı́nkou elementárńımi metodami.

Druhý d̊ukaz uvád́ıme pro jeho zaj́ımavost v nahrazováńı jednotlivých náhod-
ných veličin náhodnými veličinami s normálńım rozděleńım, i kv̊uli charakterizaci
konvergence v distribuci užitečné v tomto i v posledńım d̊ukazu. Tato metoda
je také zaj́ımavá t́ım, že narozd́ıl od běžně uváděných d̊ukaz̊u v̊ubec nepouž́ıvá
charakteristické funkce.

V prvńım d̊ukazu jsme viděli, že konvergence charakteristických funkćı spolu
s Fejérovou větou je už dostačuj́ıćı pro konvergenci v distribuci. Důkaz je potom
př́ımočarý a myšlenka aproximace omezených funkćı trigonometrickými polynomy
je náročná pouze technicky.

Pokud se ale pokuśıme mı́sto Fejérovy věty použ́ıt větu Weierstrassovu, tj.
mı́sto aproximace omezených funkćı omezenými trigonometrickými polynomy
použijeme neomezené polynomy (na R), zjist́ıme, že právě neomezeně rostoućı
mocniny situaci komplikuj́ı. Pro veličiny Xn,k z centrálńı limitńı věty ve zněńı
s Feller - Lindebergovou podmı́nkou potom ani nemusej́ı vyšš́ı momenty, a tedy
i středńı hodnoty z polynomů, existovat. Muśıme se tedy smı́̌rit s výsledkem
slabš́ım, tak jak je prezentován ve třet́ı kapitole.

Otázkou z̊ustává, zda d̊ukaz centrálńı limitńı věty ve Feller - Lindebergově
tvaru pomoćı konvergence moment̊u možný neńı, nebo se nám jej pouze ne-
podařilo nalézt.
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29



Seznam použitého značeńı

(Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor
Ln(Ω,A, P ) prostor Ln
N,Q,R,C přirozená, racionálńı, reálná a komplexńı č́ısla
i komplexńı jednotka
[a,b] uzavřený interval a, b
(a,b) otevřený interval a, b
bac dolńı celá část č́ısla a
B(A), A ⊂ R borelovská σ-algebra na A
Cb(R) množina všech spojitých funkćı na R
C∞b (R) množina funkćı s omezenými derivacemi všech řád̊u na R
I[A](y), A ⊂ R indikátor množiny A
I[W ],W ∈ A indikátor jevu W
X,W,Z náhodná veličina
PX pravděpodobnostńı mı́ra indukovaná náhodnou veličinou X

P̂X charakteristická funkce náhodné veličiny X
FX distribučńı funkce náhodné veličiny X
EX středńı hodnota náhodné veličiny X
varX rozptyl náhodné veličiny X

Pn
w→ P Pn konverguj́ı slabě k P

Xn
d→ X Xn konverguj́ı v distribuci k X

Z ∼ N (µ, σ) náhodná veličina Z s normálńım rozděleńım se středńı
hodnotou µ a rozptylem σ
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