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Práce pojednává o zúplňováńı Booleových algeber a o využit́ı úplných Booleových algeber pro
zobecněńı sémantiky klasické predikátové logiky 1. řádu a d̊ukazu úplnosti v̊uči této sémantice.
Práce má čtyři části: úvod, dvě sekce pojednávaj́ıćı o výše zmı́něných tématech, závěr. Kombinuje
poznatky z několika zdroj̊u, uvedených v seznamu literatury. Práce je psána anglicky.

Sekce 2 pojednává o zúplňováńı Booleových algeber: libovolnou (netriviálńı) Booleovu algebru
B lze vnořit do úplné Booleovy algebry B′ tak, že obraz B+ je v B′ hustou množinou; B′ je
algebrou B určena jednoznačně až na izomorfismus. V práci je vyloženo, že na B′ lze nahĺıžet
jako na Booleovu algebru regulárńıch otevřených množin v topologii dolńıch množin kanonického
uspořádáńı B+, přičemž každý prvek b ∈ B+ se zobraźı na dolńı množinu určenou b. Autor k
výsledku dosṕıvá výkladem potřebných partíı z topologie (sekce 2.2), pojmu topologie dolńıch
množin daného uspořádáńı (sekce 2.5), z teorie uspořádáńı, zejména separovanosti (sekce 2.3),
pojmu husté množiny (sekce 2.4), a konečně výsledek o zúplňováńı je v sekci 2.6. K výkladu sekce
2 je užitečné nahĺıžet rovněž do úvodńı sekce, kde je vysvětlen plán postupu.

Sekce 3 pojednává o tzv. booleovských modelech, tj. strukturách pro zvolený jazyk 1. řádu, kde
je obvyklá interpretace predikátových symbol̊u relacemi nahrazena funkcemi nabývaj́ıćımi hodnot
v dané (netriviálńı) úplné Booleově algebře B, kterou rovněž voĺıme libovolně. Formalizace tohoto
sděleńı je patrně ćılem definice 3.4. Definici lze rozš́ı̌rit tak, aby funkce přǐrazuj́ıćı hodnoty v B
byly definovány pro libovolnou formuli jazyka (sekce 3.4). Sekce 3.5 definuje tzv. plné booleovské
modely a věta 3.15 ř́ıká, že každý booleovský model lze vnořit do plného. Věta 3.24 postuluje
úplnost klasické predikátové logiky 1. řádu v̊uči booleovským model̊um nad libovolnou pevně
zvolenou (netriviálńı) úplnou Booleovou algebrou B. Důkaz využ́ıvá výsledku úplnosti tohoto
kalkulu v̊uči klasické dvouhodnotové sémantice. Sekce 3.8 si klade za ćıl vyložit, jak provést
popsanými metodami alternativńı d̊ukaz úplnosti v̊uči klasické dvouhodnotové sémantice.

Práce je rozsahem přiměřená (44 stran) a jej́ı zpracováńı vyžadovalo nepochybně mnoho úsiĺı
a také zběhlost v práci s vybranými pojmy z topologie, algebry, teorie uspořádáńı, apod. S t́ımto
nárokem se autor vyrovnává poměrně dobře. Obsáhlost tématu je nicméně na úkor preciznosti
zpracováńı. Autor se sice obeznámil s pojmy a nahlédl do struktury d̊ukaz̊u některých d̊uležitých
tvrzeńı, nicméně výklad v jeho podáńı obsahuje celou řadu nepřesnost́ı a drobných chyb, které
komplikuj́ı pochopeńı, obtěžuj́ı a vzbuzuj́ı jisté rozpaky. Zejména, podaný výklad podle mého
názoru stěž́ı může posloužit jako zdroj informace pro čtenáře, který problematiku nezná. Daľśım,
avšak menš́ım problémem je jistá nevyváženost výkladu.

Autor patrně neučinil ani tak samozřejmou věc, jako je závěrečná kontrola textu prostým
čteńım. Asi už také nezbyl čas na zasazeńı zpracovávaného tématu do širš́ıch souvislost́ı, jakými
by mohla být např́ıklad diskuse role axiomu výběru, diskuse jiných zp̊usob̊u zúplňováńı, dohledáńı
některých p̊uvodńıch pramen̊u, apod., což je mysĺım u této práce škoda (ačkoli toto nebylo součást́ı
zadáńı a nemůže tedy mı́t vliv na hodnoceńı práce).

Dovoĺım si uvést př́ıklady problematických mı́st; obsáhleǰśı (bez nároku na úplnost) seznam
problémů a otázek je v př́ıloze.

1. Def. 2.1 (Booleova algebra): neńı jasné, zda požadavky (i) až (v) jsou identity v algebraickém
jazyce, které Booleovy algebry musej́ı splňovat (pak by tento jazyk měl být v definici nebo
někde před ńı zmı́něn), nebo zda jde o požadavky na uvedené operace konkrétńı algebry B
(pak by x, y, z měly být kvantifikovány jako lib. prvky z univerza B). (Ještě poznamenám,
že indexace poznámek pod čarou v definici supréma p̊usob́ı dost rušivě.)

2. Definice 2.33: “We say that a complete Boolean algebra B is completion of a Boolean algebra
A and we write B = cm(A) if A is a dense subalgebra of B.” Za prvé, domńıvám se, že
je správné požadovat, aby A byla podalgebra B a zároveň A+ (a nikoli A) byla hustá v B.
(To vzhledem k definici 2.22.) Podstatněǰśı však je otázka, co se zde vlastně definuje. Jde
zřejmě o relaci mezi algebrami A a B; pak ale neńı úplně na mı́stě zápis B = cm(A), neboť
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vzbuzuje dojem, že jde o relaci s funkčńı vlastnost́ı, což ale nebylo (dosud) dokázáno. (Zde
je také patrné, jak podstatnou roli v interpretaci textu hraje taková maličkost, jako je člen
před slovem ‘completion’, který v definici chyb́ı.)

3. Důkaz věty 2.36 je založen na faktu, že pro libovolnou Booleovu algebru B je uspořádáńı B+

separované. Tento fakt je nicméně zmı́něn pouze v úvodu sekce, ale nikoli v d̊ukazu samém,
a nenašla jsem jej ani v mezilehlých sekćıch (např. v sekci 2.3 o separovaných uspořádáńıch).
(Nav́ıc, při využit́ı stávaj́ıćı formulace věty 2.34 je nepřesné tvrdit, že A je podalgebrou B:
A je vnořitelná do B, tedy izomorfńı podalgebře B.)

4. Fakt 3.2 předpokládá úplnost algebry nebo aspoň existenci zmı́něných pr̊usek̊u a spojeńı na
jedné straně rovnosti.

5. Co je předmětem definice 3.4?

6. V definici 3.6, stejně jako v mnoha daľśıch definićıch, chyb́ı předpoklady: o M (je uni-
verzem), B (je (netriviálńı) úplnou Booleovou algebrou), V AR (je množinou proměnných),
t (je termem jazyka L). (Proč se v této definici bere v úvahu spojka ∨, ale nadále se pro ni
nikdy nic nedokazuje?)

7. V tvrzeńı pod definićı 3.9 je nutno předpokádat existenci, než začneme tvrdit jednoznačnost.

8. Podmı́nce (N) v definici 3.11 moc nerozumı́m. Co je a? Pokud uvažujeme formálńı výrazy,
neńı nutné rozklady 1 nějak indexovat?

9. V d̊ukazu věty 3.15 neńı ukázáno, že jde o vnořeńı.

10. Co je e v ostavci ”By Theorem 3.15. . . ” na str. 39?

11. Autor práce s daným zadáńım mohl uplatnit svou tvořivost např. zavedeńım jednotného a
precizńıho značeńı a terminologie pro poznatky z r̊uzných zdroj̊u.

• Autor poměrně konzistentně použ́ıvá konvenci značeńı nosiče struktury stejným sym-
bolem jako struktury samé. Výjimkou je definice 2.28, která si klade za ćıl definovat
izomorfńı struktury, kde je pro struktury použit jiný font. Proč? Kromě vybočeńı ze
zmı́něné konvence tato definice vykazuje daľśı nepřesnosti. Uv́ıtám, když autor u
obhajoby definici izomorfńıch struktur přednese precizněji.

• Rozvolněnost značeńı se projevuje i v použ́ıváńı stejných znak̊u pro symboly jazyka a
pro jejich realizace, nebo pro logické spojky a jim analogické metamatematické úvahy.
Oboj́ı je akceptovatelné, pokud všichni zúčastněńı věd́ı, co se daným zápisem mı́ńı.
Uv́ıtám, když autor u obhajoby vysvětĺı významy znaku ‘=’ v požadavku
(D) na str. 25: “ if ‖a = b‖ = 1, then a = b”.

Fakt, že práce je psána anglicky, mne poněkud překvapil, protože jako komunikačńı nástroj
osob vesměs hovoř́ıćıch plynně česky se angličtina mı́j́ı účinkem, nav́ıc tento jazyk autorovi zjevně
nesed́ı. Je možno to chápat jako jazykové cvičeńı (snad vhodné např́ıklad k uděleńı zápočtu z
odborné komunikace v ciźım jazyce), ovšem pro d̊uležité př́ıležitosti, jakými snad je kupř́ıkladu
sepsáńı bakalářské práce, bych do budoucna doporučovala volit jazyk, v němž se autor ćıt́ı jako
doma. Výčet jazykových prohřešk̊u zde nebudu vypisovat, nejsou předmětem hodnoceńı.

Navrhuji hodnotit předloženou práci známkou 2 nebo 3 v závislosti na pr̊uběhu obhajoby.

V Praze dne 17.6.2013
Zuzana Haniková
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Př́ıloha:

• Českým překladem anglického ‘with respect to’ je ‘v̊uči’, sṕı̌se než ‘s ohledem na’, jak je to
použito v českém překladu abstraktu. Rovněž pojem ‘Booleovsky- ohodnoceného modelu’
je problematický.

• Je-li v̊ubec v odborném textu vhodné použ́ıvat mı́sto termı́nu ‘Boolean algebra’ akronym
‘BA’, pak v názvech sekćı už to vhodné neńı (viz sekce 2.1).

• V definićıch 2.4 a 2.5 docháźı k záměnám ∈ a ⊆.

• V definici 2.5 se hovoř́ı o nejmenš́ı uzavřené nadmnožině. Nejmenš́ı v̊uči jaké relaci?

• Co je A ve faktu 2.6?

• V textu na str. 10 dole, jakou topologii na množině reálných č́ısel máte na mysli?

• Pozorováńı 2.8 má jako d̊ukaz pouze odkaz na fakt 2.6, který ale dokázán nebyl.

• V d̊ukazu 2.13 mám dojem, že d̊ukaz asociativity pro spojeńı by si zasloužil být uveden.

• V definici 2.18 je př́ıpad x = y nadbytečný.

• Na str. 15 nahoře jsou pojmy ‘separated’, ‘separative’ a ‘separately’, to by chtělo sjednotit.

• V jakém smyslu je bod (ii) na str. 16 př́ıkladem husté množiny?

• Na str. 17, Proof má být ‘least upper bound’ mı́sto ‘lowest upper bound’.

• d̊ukaz na str. 18, posledńı řádek předposledńıho odstavce, by si zasloužil podrobněǰśı
zd̊uvodněńı.

• Za vyloženě nešikovnou považuji dvoj́ı definici disjunktnosti prvk̊u (2.3 a 2.20(i)).

• Na str. 21 nahoře, ‘disjointness’, nikoli ‘disjunction’

• Na str. 24 v horńı části, ‘We speak of . . . ’ je ‘refinement’ mı́sto ‘partition’.

• Důkaz věty 2.36 by asi mohl být podrobnějśı.

• V definici 3.6, co se mysĺı požadavkem ‘t=x’?

• V definici 3.7, co je R?

• Kde plat́ı tvrzeńı lemmatu 3.8?

• Neĺıb́ı se mi formulace “we consider only 2-ary predicate a function symbols” str. 32 dole.

• Na str. 33 nahoře, jaký jiný než volný výskyt by dané proměnné mohly mı́t v termu t?

• Definice 3.16 by měla končit ‘0 6∈ F ’, nikoli ‘X’.

• Je definice uvedená prvńı formuĺı shora na str. 38 korektńı?

• Patrně mı́sto odkazu do literatury na větu Rasiowy a Sikorskeho by bylo vhodněǰśı větu
uvést.

• Celá sekce 3.8 je podle mého názoru př́ılǐs neformálńı.

• Slovńı formulace věty 3.24, jako např. v závěru, je patrně nepřesná. Jde o d̊ukaz úplnosti
v̊uči libovolné, ale jedné, pevně zvolené (úplné, netriválńı), Booleově algebře, nikoli v̊uči
všem takovým algebrám.
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